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Wykaz wybranych oznaczen i terminéw

e Definicja sygnalu wieloczestotliwosciowego

sygnatl wieloczestotliwosciowy — sygnatl bedacy suma niezaleznych oscylacji sinuso-

idalnych
oscylacja sinusoidalna — sktadowa sygnatu o postaci 4, sin(@,t+¢,,)
oscylacja zespolona — sktadowa sygnatu o postaci B, e’
oscylacja —oscylacja (w skrécie): sinusoidalna lub zespolona
w zalezno$ci od kontekstu
A,, @, fns P —amplituda, pulsacja, czestotliwos¢ 1 faza m-tej

oscylacji sinusoidalnej sygnalu wieloczgstotliwo-
sciowego (m=1,...,K)

B,, w,, f, —amplituda zespolona, pulsacja i czgstotliwosé m-tej
oscylacji zespolonej sygnatu wieloczgstotliwo-
sciowego (m=1,..., P)

K — liczba sktadowych sinusoidalnych sygnatu

P — liczba sktadowych oscylacji zespolonych sygnatu

y(t) — ciagly sygnat wieloczgstotliwo$ciowy

e Probkowanie, okno czasowe i uzupekianie prébkami zerowymi

f, T — czestotliwo$¢ probkowania i okres probkowania:
f,=1T

Y — probki sygnatu mierzonego

w, (lub &, , g,) — dyskretne warto$ci okna czasowego

w(t) — ciagla funkcja okna czasowego

N — liczba probek y, uzyskanych w procesie probko-
wania

n=0,..,N-1 — numeracja naturalna wielkosci y, , w,



n=-N/2,..,N/2-1

A

m

e  Widmo sygnatu

f
A

F(ﬂ'): Fl
W(A)

F(k), F, F,
WN
By, A (b B;, 4,)

bin
dB/oct.

o Uniwersalna notacja matematyczna

J
Re{z}, Im{z}

maxz, max,, z
a,b ’

Ex, E[x], E(x), u,

var x, var[x], o’

X

o

X

prébkami zerowymi
— krotno$¢ uzupetniania zerami: R=M /N
— przeskalowana warto$¢ n: x, =zn/N lub x, =zn/M

— czestotliwos¢ w Hz

stotliwo$ci unormowanej A
— dyskretnoczasowa transformata Fouriera (DtFT) okna

— wspoélczynnik obrotu DFT: W, =e

— jednostka urojona: ji=-1

— wariancja zmiennej losowej x

— numeracja symetryczna (wzgledem n=0) wielkosci y, ,

— czestotliwo$¢ unormowana oscylacji w bin: 4, = f, NT

— liczba wszystkich probek po uzupetnieniu N probek y,

— czestotliwos¢ unormowana w bin: 4= f NT
— dyskretnoczasowa transformata Fouriera (DtFT) dla cze-

czasowego w, w funkcji A (widmo okna)
— dyskretna transformata Fouriera (DFT) sygnatu

—j2n/N

— parametry skladowej oscylacji potozonej w widmie

w otoczeniu k-tej (lub i-tej) wartosci obliczonego DFT;
w zaleznosci od metody spetniony jest jeden z warunkow
réwnan: (2.1), (3.8), (3.29), (4.90)—(4.92), (4.160)

— jednostka czestotliwosci unormowanej: A=f NI w bin

— decybele na oktawe: jednostka okreslajaca asymptotycz-
ne nachylenie amplitudowej charakterystyki widmowe;j

— czg$¢ rzeczywista 1 czg$¢ zespolona wyrazenia z

— warto$¢ maksymalna wyrazenia z wzgledem a, b

— warto$¢ oczekiwana zmiennej losowej x

— odchylenie standardowe zmiennej losowej x



Ocrx —ograniczenie Craméra—Rao dla odchylenia stan-
dardowego zmiennej losowej x
Oocr B> Oocrw> Tocr > Tocr, — Ograniczenie Craméra—Rao odchylenia standardo-

wego estymatorow amplitudy, pulsacji, czestotli-
wosci 1 fazy dla przypadku jednej oscylacji zespo-
lonej

OCR 2 — ograniczenie Craméra—Rao odchylenia standardo-

wego estymatora czestotliwosci dla przypadku sy-
gnatu ztozonego z dwoch oscylacji zespolonych

p(x) — funkcja gestosci prawdopodobienstwa jednowy-
miarowej zmiennej losowej x

p(x) —1laczna gestos¢ prawdopodobienstwa wielowymia-
rowej zmiennej losowej X

N(u,07%) —rozktad normalny o wartosci oczekiwanej x i wa-
riancji o

¥ — estymator (przyblizenie) wartosci y

Ay — blad bezwzgledny estymatora p: Ay=y—y

oy —btad wzgledny estymatora p: Oy=Ay/y
=(-»1y

btad deterministyczny — blad wyznaczony w modelowaniu deterministycz-
nym

btad losowy — blad wyznaczony w modelowaniu statystycznym

a, A — wektor, macierz

| — macierz jednostkowa

0 — macierz o wszystkich elementach rownych 0



Wprowadzenie

Obecne przetwarzanie danych zaréwno w systemach pomiarowych, akustycznych,
wizyjnych, telekomunikacyjnych, jak i wielu innych dziedzinach techniki odbywa si¢
z uzyciem cyfrowego przetwarzania sygnalow (DSP — Digital Signal Processing).
Przetwarzanie jest poprzedzone konwersja sygnalu analogowego na sygnat cyfrowy.
Wynika to z faktu, ze przewazajaca wigkszo$¢ sygnatow otaczajacej nas rzeczywisto-
$ci generowana i opisana jest w sposob analogowy, jak np. zmiana temperatury, ci-
$nienia, napigcia, nat¢zenia pradu, pola itp. Najistotniejsze jest to, ze czlowiek bedacy
odbiorca informacji z otaczajacej go rzeczywistosci odbiera je w sposdb analogowy,
bo tak skonstruowane sa jego zmysty (wzroku, stuchu, dotyku, wechu, smaku).
W dlugim procesie podporzadkowania otaczajacej go rzeczywistosci stworzyt ,,nowy
wirtualny $wiat cyfrowy”. W ten sposob przyzwyczait si¢ do stuchania muzyki zapi-
sanej w sposob cyfrowy, ogladania $wiata obrazow zapisanych w postaci cyfrowej
i odtwarzania nieskonczonej gamy wrazen smakowych i zapachowych wytwarzanych
w sposob cyfrowy (,,inteligentny nos i smak™), co podyktowane bylo koniecznoscia
eliminacji wszystkich niedogodnosci, jakie sygnat analogowy powoduje w technice
przetwarzania i podczas pomiaru. W tym procesie interakcji cztowieka ze stworzonym
»Swiatem cyfrowym” komunikuje si¢ on za pomocg coraz to doskonalszych tworow
ludzkiego umystu dotyczacych przetwarzania analogowo-cyfrowego i cyfrowo-
analogowego. To w ,,$wiecie wirtualnej cyfry” czlowiek przetamuje swoje ogranicze-
nia dotyczace szybkosci reakcji jego zmystéw i ich czulosci oraz szybkosci i doktad-
no$ci przetwarzania informacji. W tej przestrzeni realizowane sa rowniez tezy niniej-
szej pracy, nie jesteSmy bowiem w stanie za pomoca swoich zmystéw dokonywac
precyzyjnej separacji i analizy natozonych na siebie sygnatow sinusoidalnych. Nie-
mniej wazna jest konieczno$¢ automatyzacji takiej analizy. Stad tez zakres i tres¢ ni-
niejszej pracy wkomponowuje si¢ w coraz bardziej rozbudowany ,.$wiat cyfrowy”
stworzony przez cztowieka, aby sprawniej i tatwiej si¢ z nim kontaktowac.

Przetwarzanie za$ w sposob cyfrowy zmiennosci (w funkcji czasu, odleglosci lub
innej wielkos$ci fizycznej) zmierzonego (przetwornikiem analogowo-cyfrowym) sy-
gnatu pozwala na uzyskanie szczegétowych informacji o obiekcie bedacym zroditem
tego sygnatu i ma kluczowe znaczenie w badaniach podstawowych w réznych dzie-
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dzinach nauki, w diagnostyce (medycznej, urzadzen technicznych, prognozowaniu
pogody czy katastrof naturalnych), w automatyce i robotyce, telekomunikacji itd.

Istotne jest rowniez to, ze wiele zjawisk w otaczajacym nas $wiecie ma charakter
oscylacji wyrazonych w postaci funkcji sinusoidalnej — sg to oscylacje mechaniczne,
akustyczne, elektryczne i inne, jak np. opisujace ruch wahadta, pojedynczy ton mu-
zyczny, drgania uktadu rezonansowego. Cecha otaczajacego nas Swiata jest wiec wy-
jatkowe wyroznienie funkcji sinusoidalnej, ktora jest rozwigzaniem odpowiedniego
réwnania rézniczkowego opisujacego podstawowe oscylacje mechaniczne, akustyczne
i inne. W praktyce najczesciej wystepuja drgania ztozone, ktore sa wynikiem ztozenia
si¢ wielu oscylacji o charakterze sinusoidalnym.

Wiasciwosci zjawisk zachodzacych w przyrodzie spowodowaly, ze sygnat bedacy
suma sinusoid jest jednym z najwazniejszych rodzajow sygnatéw fizycznych i elek-
tronicznych, narzedzie matematyczne go opisujace — transformata Fouriera — waznym
narzgdziem analizy takich sygnatdéw, a estymacja parametrow takiego sygnalu jest
zagadnieniem majgcym kluczowe znaczenie w wielu dziedzinach zycia. I cho¢ obecne
aplikacje DSP korzystaja niejednokrotnie z coraz nowszych transformacji matema-
tycznych, to zalety transformaty Fouriera pozostaja dalej aktualne, a jej rozwinigcia
umozliwiaja uwzglednienie dodatkowych zjawisk, jak np. niestacjonarno$ci sygnatu
(np. wykorzystujace tzw. krotkookresowa transformat¢ Fouriera). Wymagania doty-
czace dokladno$ci estymacji takich sygnatow stale zwigkszaja si¢, co powoduje, ze
konieczne jest doskonalenie dotychczasowych metod estymacji. Niniejsza praca doty-
czy zwigkszenia doktadnosci estymacji parametréw takiego wlasnie sygnatu ztozone-
go (czesto okre§lanego w literaturze nazwag ,,wieloczestotliwosciowy™) i definiowa-
nego w sposob mozliwie najszerszy (nie nalezy utozsamiaé go zsygnalem
okresowym, ktory jest tylko szczegdlnym jego przypadkiem).

Sygnalem wieloczgstotliwosciowym (multifrequency signal) okresla si¢ w niniej-
szej pracy sygnat ztozony z sumy wielu sktadowych sinusoidalnych, z ktérych kazda
charakteryzuje si¢, w sposob niezalezny od pozostatych, trzema parametrami: czgsto-
tliwoscig, amplitudg i faza. Szczegdlnym przypadkiem jest np. sygnat okresowy,
w ktérym czestotliwosci kolejnych harmonicznych sa catkowita wielokrotno$cia cze-
stotliwosci podstawowej sygnatu. Jesli do takiego sygnatlu (np. sygnatu trojkatnego)
dodana zostanie sinusoida o czgstotliwosci niebedacej catkowitg wielokrotnoscia sy-
gnatu okresowego, to oprocz jego harmonicznych (harmonics) pojawi si¢ w widmie
tzw. sktadowa interharmoniczna (interharmonic) lub subharmoniczna (subharmonic).
Moze by¢ tez tak, ze sygnal nie zawiera zadnego sygnatu okresowego, a jedynie sumg¢
wielu sinusoid o dowolnych czestotliwo$ciach, generowanych przez niezalezne zrodta
sygnatu. Taki wlasnie najogdlniej zdefiniowany sygnal nazywamy w niniejszej pracy
sygnatem wieloczgstotliwosciowym i obejmuje on rowniez szczegdlne przypadki, jak
np. sygnaly okresowe.

Potrzeba okreslania parametréw skladowych sinusoidalnych sygnatu wieloczesto-
tliwo$ciowego wystepuje w wielu dziedzinach techniki [108, 123] — w przetwarzaniu
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sygnatow dzwigkowych mowy i muzyki (akustyka, przetwarzanie mowy), radarowych
i sonarowych (meteorologia, oceanografia), elektrycznych (badanie jako$ci energii
elektrycznej), drgan mechanicznych (mechanika, sejsmologia), biomedycznych,
optycznych (przetwarzanie obrazéw), radiowych (radioastronomia) itp. Oczywiscie
nie zawsze sygnaly takie modeluje si¢ sygnatem wieloczestotliwosciowym [2, 6, 10,
14, 17, 22, 42-44, 64, 73, 99, 134, 155, 182, 190-192], ale taki model znajduje swoje
istotne 1 szerokie zastosowanie. Z oczywistych wzgledow konieczne jest rowniez za-
fozenie, ze uzyteczny sygnat wieloczestotliwosciowy moze by¢ skazony zaktoceniami
(szumem), jak to jest zawsze w praktycznych zastosowaniach, a przetwarzanie sygna-
hu odbywa si¢ za pomoca jego cyfrowego przetwarzania po uprzednim sprobkowaniu
w systemie z przetwornikiem analogowo-cyfrowym (A/C) [111].

Istnieje wiele metod wyznaczania (estymacji) parametréw sktadowych oscylacji
(czyli parametréw sinusoid: czestotliwosci, amplitudy i fazy) [108, 123, 125]. Jedna
z nich jest metoda wyznaczenia widma za pomocg transformaty Fouriera [101, 119,
135-138, 179, 191, 192] najczgsciej szybkim algorytmem FFT (Fast Fourier Trans-
form), ktora musi by¢ czgsto uzupetliona o dodatkowe przetwarzanie uzyskanego
widma, aby uzyska¢ wymagang w wielu zastosowaniach doktadnos$¢ estymacji. Jedng
z waznych metod tego dodatkowego przetwarzania w dziedzinie czgstotliwosci sa
metody interpolacji widma [1-17, 21, 22, 28-39, 4762, 64, 6772, 78, 80, 85, 88-90,
92, 95, 98, 99, 102, 103, 107, 110, 115-118, 120, 124, 127, 128, 130, 134, 139, 141,
142, 144-148, 150, 151, 155, 156, 160, 161, 163, 165, 173, 177, 187-189].

Nalezy na wstepie wyjasnié, dlaczego widmo takiego sygnatu uzyskane za pomoca
transformaty Fouriera jest istotnie znieksztalcone, co jest powodem stosowania metod
interpolacyjnych. Punktem wyj$cia sa wzory definiujace szereg i transformate Fourie-
ra (rys. la, b).

Skonczony czas pomiaru (okno czasowe) powoduje przej$cie do ciaglej transfor-
maty Fouriera z ograniczeniem granic calkowania (rys. 1d), probkowanie sygnatu
powoduje przejscie do dyskretnoczasowej transformaty Fouriera (DtFT — Discrete-
time Fourier Transform) (rys. 1f), a obliczenie probek w §cisle okreslonych punktach
DtFT powoduje przejscie do dyskretnej transformaty Fouriera (DFT — Discrete Fou-
rier Transform) (rys. 1h). Wymienione modyfikacje wyjsciowych zalezno$ci sa nie-
uniknione: okno czasowe wynika z koniecznosci skonczonego czasu pomiaru, prob-
kowanie sygnalu — z konieczno$ci zastosowania przetwornika A/C i probkowanie
numeryczne widma DtFT — z koniecznosci zakonczenia obliczen w skoniczonym czasie.

Operacje te znieksztalcajg widmo sygnalu. Rozpatrzmy np. widmo sygnatu sinuso-
idalnego o amplitudzie jednostkowej i zerowej fazie. Sktada si¢ ono z dwoch prazkow
(jeden dla czgstotliwosci dodatniej i sprzezony do niego dla czgstotliwo$ci ujemne;j),
poniewaz sinusoida jest suma dwoch sprzgzonych ze soba oscylacji zespolonych zde-
finiowanych przez wzoér Eulera wigzacy funkcje sinusoidalng z zespolona funkcja
wyktadniczg (rys. 1c).
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a) b) ¢) Przykiad dla y(¢) = sin(2nfyf):
Szereg Fouriera Transformata Fouriera| Szereg Fouriera:
0 ] +0 . |Ck|
Y=Y, ™5 | 30 = [v(f)e? Py 1
= B | ]
sk

h+k -1 1 . )
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Transformata Fouriera:
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Zastosowanie okna czasowego powoduje rozmycie widma — tzw. przeciek widma
(rys. le), zastosowanie probkowania sygnatu powoduje, ze widmo staje si¢ okresowe,
zmieniajac tym samym ksztalt i wprowadzajac w kazdym okresie widma jego powie-
lenie (i mozliwos$¢ znieksztatcenia przez tzw. aliasing) (rys. 1g), a probkowanie nume-
ryczne widma DtFT powoduje, ze widmo znane jest tylko dla wybranych wartosci.
Jesli probkowanie jest synchroniczne (koherentne), to lokalne maksimum DFT po-
krywa si¢ z lokalnym maksimum DtFT (rys. 1i), a jesli probkowanie jest niesynchro-
niczne (niekoherentne), to lokalne maksimum DFT nie pokrywa si¢ z lokalnym mak-
simum DtFT (rys. 1j).

Synchroniczno$¢ prébkowania oznacza tutaj synchroniczno$¢ czasu pomiaru
z okresem sktadowej sinusoidalnej, tzn. czas pomiaru jest woéwczas catkowitg wielo-
krotnos$cig tego okresu. Synchroniczno$¢ dla kazdej sktadowej sygnatu wieloczgsto-
tliwosciowego mozna zapewnic tylko dla waskiej klasy sygnalow wieloczestotliwo-
sciowych, tj. dla sygnatow okresowych (bez interharmonicznych), gdy czas pomiaru
jest catkowita wielokrotno$cig okresu sktadowej podstawowej. Aby jednak w takim
przypadku znaczaco zminimalizowaé zjawisko przecieku widma w obliczanym DtFT
(DFT), synchroniczno$é ta musi by¢ spelniona z duza doktadnoscia (okoto 107°) dla
kazdej(!) harmonicznej ze wzgledu na duza stromos$¢ funkcji opisujacej sktadowa
w widmie (rys. li, j) w punktach, dla ktorych przyjmuje ona warto$¢ rowng zeru. Ta-
kie probkowanie synchroniczne mozna zapewni¢ dla specjalnych przypadkow (np.
gdy dysponuje si¢ sygnatem zegarowym skorelowanym z badanym obiektem lub moz-
liwy jest pomiar okresu klasycznymi metodami, a sygnatl jest stacjonarny) poprzez
odpowiedni dobor czestotliwosci probkowania i liczby wszystkich probek (w sposéb
sprzetowy, np. [76] z wykorzystaniem DPLL — cyfrowej petli PLL) lub poprzez inter-
polacje sygnalu w dziedzinie czasu i ponowne programowe reprobkowanie sygnatu
[45, 46, 76, 96, 161] w celu spetnienia warunku synchroniczno$ci (w najprostszym
przypadku mozna uwzgledni¢ tylko cze$¢ probek [65, 155]). Jednakze dla sygnalu
wieloczestotliwosciowego, zdefiniowanego na wstepie w znacznie szerszym znacze-
niu, metody probkowania synchronicznego nie s skuteczne.

Przedstawione na rysunku 1 trzy efekty: przeciek (leakage) widma spowodowany
oknem czasowym, lustrzane powielenie (mozliwos¢ aliasingu) oraz dyskretny charak-
ter widma wynikowego DFT spowodowany numerycznym probkowaniem widma
ciagglego DtFT, w réznym stopniu utrudniajg interpretacje widma i estymacje parame-
trow sygnalu wieloczestotliwosciowego. Dlatego tez stosuje si¢ rozne metody prze-
ciwdziatajace tym efektom. W celu zmniejszenia przecieku widma stosuje si¢ okna
czasowe inne niz prostokatne (lub dla waskiej klasy sygnalow probkowanie synchro-
niczne), aby zapobiec zjawisku aliasingu stosuje si¢ analogowy filtr antyaliasingowy
na wejsciu przetwornika A/C, gwarantujacy spetnienie warunkow twierdzenia o prob-
kowaniu i aby zwiekszy¢ precyzje¢ wyznaczania lokalnego maksimum DtFT stosuje
si¢ metody interpolacji widma na bazie sgsiednich probek DFT.



Wprowadzenie 15

Okno czasowe, inne niz prostokatne, powoduje, ze amplitudy bocznych gasngcych
fragmentéw widma, tzw. listkdw bocznych (sidelobes) (widocznych na rys. 1i, j) ma-
leja, zmniejszajac ich wptyw na widmo sasiednich sktadowych, a poszerza si¢ central-
na cz¢$¢ widma sktadowej oscylacji, tzw. listek glowny (mainlobe), co zmniejsza roz-
dzielczo$¢ czgstotliwosciowa analizy (gdyz poszerzony listek glowny moze
znieksztalci¢ widmo sasiedniej sktadowej, jesli bedzie ona dostatecznie blisko). Im
wigksze jest thumienie listkbw bocznych, tym bardziej poszerza si¢ listek glowny
itym bardziej wzmacniany jest szum w widmie DtFT (DFT). Konieczny jest wigc
kompromis podczas doboru okna czasowego (migdzy polepszeniem pewnych parame-
trOw 1 pogorszeniem innych) i wykorzystanie w tym celu dodatkowych informacji
o systemie pomiarowym, sygnale mierzonym i poziomie zakltdcen [19, 25-27, 74, 91,
94, 112, 129, 133, 149, 154, 162, 186].

Przeciek widma, pochodzacy od sktadowej sprzgzonej (wynikajacej z wzoru Eule-
ra) oraz od innych sktadowych sinusoidalnych, okreslany jest jako long-range leakage
w odroznieniu od rozmycia listka gldownego — short-range leakage. Podczas estymacji
parametrow widma danej sktadowej najczesciej stosuje si¢ takie okno czasowe, aby
sthumi¢ przeciek long-range do pomijalnego poziomu, a ksztatt przecieku short-range
wykorzystuje si¢ do okreslenia lokalnego maksimum DtFT. Maksimum to wyznacza
z kolei parametry analizowanej skladowej sinusoidalnej, z doktadnos$cig ograniczong
przez long-range leakage, szumy w widmie i doktadno$¢ stosowanych przyblizen
interpolacyjnych.

Tak rozumiana interpolacja widma DFT jest wigc dalszym przetwarzaniem widma
(obliczonego najczesciej za pomocy jednego z algorytmdéw FFT) i najczesciej podczas
analizy danej oscylacji sktadowej uwzglednia si¢ niewielkg (w stosunku do catego
widma) liczbe probek widma DFT. Pierwsze opisane w literaturze wzory interpolacyj-
ne [21, 92, 151] poprawialy znaczaco wyniki estymacji parametréw sktadowych oscy-
lacji przy zatozeniu braku interferencji sgsiednich sktadowych (long-range leakage)
kosztem stosunkowo niewielkich naktadéw obliczeniowych, co w potaczeniu ze sto-
sowaniem algorytmu FFT czynilo cate przetwarzanie szybkim, cho¢ mniej doktadnym
od innych metod estymacji parametréw sygnatu (w dziedzinie czasu badz czgstotliwo-
$ci). Z czasem metody interpolacji staly si¢ dokltadniejsze, uwzgledniajagc réwniez
przeciek widma od innych sktadowych oscylacji [5, 28, 70], ale kosztem bardziej zto-
zonych wzorow, a tym samym zwiekszenia liczby koniecznych obliczen. Ten natural-
ny trend (wicksza doktadno$¢ kosztem wigkszej liczby obliczen) jest rekompensowa-
ny znaczacym zwigkszeniem mozliwosci obliczeniowych wspotczesnych narzedzi
cyfrowego przetwarzania sygnatéw, jak np. procesoréw sygnalowych czy technik
komputerowych w ogolnosci.

Probkowanie widma cigglego DtFT w klasyczny sposéb prowadzi do dyskretnego
przeksztatcenia Fouriera (DFT), ktore jest operacja bezstratng (jesli pomingé skonczo-
ng doktadno$¢ przeprowadzanych obliczen), tzn. obliczajac odwrotne dyskretne prze-
ksztatcenie Fouriera (IDFT) mozna otrzyma¢ pierwotne probki sygnatu w dziedzinie
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czasu. Przeksztalcenie DFT daje w wyniku tyle samo probek widma zespolonego, ile
jest probek sygnatu poddanych transformacie, a wiec z krokiem 1 bin na osi czestotli-
wosci unormowanej (wzgledem odwrotno$ci czasu pomiaru). Doktadniejsze oblicze-
nie widma, a wiec z krokiem mniejszym niz 1 bin, bez dodatkowych zatozen o sygna-
le, umozliwiaja metody nieparametrycznej interpolacji widma [77, 193, 194],
z ktorych najwazniejsze to: metoda interpolacji przez dodanie probek zerowych na
koncu sygnatu i obliczenie DFT tak uzupemionych danych, czyli tzw. metoda uzupet-
niania zerami (zero padding), interpolacja przez decymacje, transformata chirp-Z,
transformata WDFT (warped DFT, frequency warping). Jedynie dwie pierwsze z tych
metod sg w pelni odwracalne (réwniez metoda przez decymacje przy dodatkowych
warunkach dotyczacych ograniczenia pasma sygnatu), a ponadto r6znig si¢ one dyna-
mikg uzyskanego widma. Zadna z tych metod nie zmniejsza jednak probleméw wyni-
kajacych z przecieku widma, a jedynie moze stanowi¢ swego rodzaju ,,lupe powigk-
szajacg” wyznaczajaca (z rézng dokladnoscig i w roznym zakresie czestotliwosci)
probki ciaglej DtFT z sygnatu pomnozonego przez okno czasowe. Podkreslmy wyraz-
nie ten fakt w kontek$cie jednej z najwazniejszych wilasciwosci prezentowanej
wrozdz. 3 i 4 metody liniowej interpolacji DFT (LIDFT) polegajacej na tym, ze
oprocz funkcji odpowiednio rozumianej ,,lupy powiekszajacej” redukuje ona wplyw
przecieku widma na wyniki estymacji w stosunku do wymienionych metod.

Metoda uzupehiania zerami jest stosunkowo wymagajaca co do nakladow obli-
czeniowych, ktore mozna jednak zmniejszy¢, eliminujagc nadmiarowe operacje zwia-
zane z przetwarzaniem probek zerowych (prunning FFT) [84, 86, 100, 147, 164, 169,
171]. Prunning FFT umozliwia rowniez wyznaczanie tylko wybranych czgsci widma
DFT. Uzupetnianie zerami w obliczaniu DFT jest czesto stosowane przede wszystkim
w aparaturze pomiarowej (oscyloskopy cyfrowe, analizatory widma) w celu uzyskania
efektu ,,lupy powigkszajacej” dla obliczanego widma, a takze w celu zapewnienia
warunku dotyczacego liczby probek sygnatu dla transformaty FFT, gdy liczba probek
otrzymanych z przetwornika A/C nie spetnia tego warunku. Metoda uzupetniania ze-
rami nie znalazta jednak szerszego uznania w dotychczasowych metodach precyzyjnej
estymacji parametrow sygnatu wieloczestotliwosciowego ze wzgledu na to, ze przy
zwickszonych wymaganiach obliczeniowych zmniejsza ona jedynie btad spowodowa-
ny dyskretnym charakterem widma DFT, nie zmniejszajac btedu spowodowanego
efektem przeciecku widma od innych skladowych (long-range). Przedstawiona
w rozdz. 3, 4 niniejszej pracy metoda liniowej interpolacji dyskretnego przeksztalce-
nia Fouriera (LIDFT) uwzglednia w swojej rozszerzonej wersji metode uzupetniania
zerami w sposob umozliwiajacy zmniejszenie btedow estymacji spowodowanych za-
rowno przez dyskretny charakter DFT, jak i przez przeciek long-range, a wspotczesne
narzgdzia cyfrowego przetwarzania sygnatow, np. procesory sygnatowe [24, 75, 125],
oraz stosowanie szybkiego algorytmu FFT (w tym jego wersji prunning) czg$ciowo
rekompensujg zwickszone wymagania obliczeniowe.
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Widmo DtFT (DFT) jest w praktycznych sytuacjach zaklocone szumem zawartym
w sygnale mierzonym, zakloceniami wprowadzanymi przez filtr antyaliasingowy
i przetwornik A/C i bledami obliczen spowodowanymi zastosowaniem arytmetyki
stalo- lub zmiennoprzecinkowej o skonczonej precyzji. Cato$¢ zaktocen sygnatu mie-
rzonego modeluje si¢ w najprostszy sposob, zakladajac, ze jest to losowe zakldcenie
addytywne o rozktadzie normalnym o zerowej wartosci §redniej, zatozonej wartosci
wariancji i rownomiernym rozktadzie mocy w widmie (szum biaty). Takie podejscie,
stosowane przez réznych autorow do oceny wilasciwosci statystycznych réznych me-
tod (czyli ich odpornosci na szum zaktocajacy), pozwala na porownanie réznych me-
tod miedzy sobg, a takze poréwnanie z potencjalnie najlepsza metoda, ktora jest moz-
liwa do uzyskania dla zalozonych parametréw pomiaru, wynikajacg z twierdzenia
(ograniczenia) Craméra—Rao. Bardziej doktadne analizy zaktocen wnoszonych przez
sam pomiar dotycza: doktadnos$ci stosowanej arytmetyki [41], filtrow antyaliasingo-
wych [180, 181], ale przede wszystkim zagadnien zwigzanych z przetwornikiem A/C,
takich jak: rozktad i moc szumu kwantowania [172], drzenie okresu probkowania
(timing jitter) [41, 170, 185], nieliniowos$¢ przetwarzania [109]. W przypadku gdy
szum kwantowania jest dominujagcym zaktéceniem w widmie DtFT (DFT), wowczas
doktadnos$¢ stosowanego przetwornika A/C moze by¢ czynnikiem pierwszoplanowym
w doborze stosowanego okna czasowego.

W rozdziale pierwszym niniejszej pracy zawarto formalne definicje sygnatu, para-
metréw probkowania, transformaty DtFT i DFT. Zamieszczono w nim réwniez zagad-
nienia zwigzane z oknami czasowymi w zakresie koniecznym do pdzniejszego opisu
metod interpolacyjnych, ze szczegdlnym uwzglednieniem okien I klasy Rife’a—
Vincenta, ktore pelnia wazna rolg w metodach interpolacji widma. Wyjasniono tez
w nim podstawowe zagadnienia zwigzane z wplywem szumu na widmo sygnatu
i przedstawiono szerzej metod¢ uzupekniania zerami, ze wzglgdu na role, ktorg petni
ona w omowionej pozniej metodzie liniowej interpolacji dyskretnego przeksztalcenia
Fouriera (LIDFT).

Skrotowe omowienie dostepnych obecnie metod interpolacji widma zawarto
w rozdziale drugim, a w rozdziale trzecim zawarto omowienie dotychczasowego roz-
woju metody LIDFT [48—62]. Glownym wynikiem niniejszej pracy jest przedstawione
w rozdziale czwartym uogolnienie dotychczas opracowanej przez autora metody
LIDFT do postaci, ktora znaczaco zwigksza jej efektywnos¢ i doktadnosc.

Przyktadowe udokumentowane zastosowania lub analizy dotyczace mozliwosci
aplikacji opisanych w pracy metod interpolacji DFT:

e badanie rozchodzenia si¢ dzwicku w atmosferze [64],

e pomiar czestotliwosci okresowych sygnatow zlozonych (np. zmodulowanych),
dla ktorych pomiar metodami klasycznymi (np. przez wykrywanie zbocza na-
rastajacego) zawodzi [15],

e pomiar drgan mechanicznych [156],
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e pomiar mocy sygnalu i wartosci skutecznej [9, 13, 127, 128],
e pomiar roznicy fazy i wzmocnienia dla systeméw dwukanatowych (tj. dwoch
sygnaloéw o tej samej czgstotliwosei) [16],
o obliczanie poczatkowych parametréw dla doktadniejszych iteracyjnych metod
nieliniowych w celu zapewnienia ich zbieznosci i zmniejszenia liczby iteracji
[23, 144],
e pomiar parametrow sygnatu akustycznego w uktadzie dwoch, blisko siebie po-
lozonych, mikrofonéw [163],
e pomiary podstawowe w fizyce, np. kwantowych oscylacji nadprzewodnikow
[107] czy oscylacji betatronowych wigzek czastek elementarnych wielkich energii
[72, 89, 90, 173],
e pomiar czestotliwosci zaktocenia w systemie jego redukcji [98],
e Dbadanie parametréw przetwornikow A/C [27, 29, 39, 124],
e separacja interharmonicznych i sygnatu okresowego z sygnatu bedacego ich
suma [88],
e estymacja parametréw sygnatu zmodulowanego PSK [99],
e pomiar grubos$ci warstwy szkta z wykorzystaniem wigzki laserowej [95].
Niniejsza praca dotyczy wybranej grupy metod estymacji parametréw sygnalu
wieloczgstotliwo$ciowego, jaka sg metody interpolacji widma DFT, do ktorych nalezy
rowniez metoda LIDFT. Warto jednak wspomnie¢ o innych metodach estymacji para-
metrow takiego sygnatu [108, 123, 125, 158, 192], ktére mozna podzieli¢ na kilka
grup: metode Prony’ego i jej modyfikacje, metody modelowania transmitancyjnego
(AR — Autoregressive, MA — Moving Average, ARMA — potaczenie AR i MA) i meto-
dy dekompozycji macierzowych, tzw. metody podprzestrzeni (Pisarenki, MUSIC —
Multiple Signal Classification, EV — Eigenvector, MN — Minimum Norm, ESPRIT —
Estimation of Signal Parameters via Rotational Invariance Techniques, PC — Princi-
pal Component 1 in.). Podane grupy metod rdznig si¢ ujeciem matematycznym.
W metodzie Prony’ego dopasowuje si¢ probki sygnatu do zespolonego modelu ekspo-
nencjalnego, w metodach transmitancyjnych modeluje si¢ transmitancje¢ uktadu linio-
wego odpowiadajacg widmu sygnatlu, a metody podprzestrzeni bazuja na wlasciwo-
$ciach macierzy autokorelacji sygnatu. Pomimo wymienionej rdéznicy w ujeciu
matematycznym, podane grupy metod sg czegsto prezentowane wspolnie [108, 125,
158, 192], gdyz szczegdlowa analiza matematyczna pokazuje duze podobienstwo dla
czesci z tych metod. Przyktadowo w [108] stwierdza si¢, ze metoda Prony’ego i meto-
da kowariancyjna jest identyczna; w [158], ze metoda PC (Principal Component) jest
rozszerzona wersja metody Prony’ego najmniejszych kwadratow, a w [192], ze meto-
da Prony’ego nalezy do grupy modelowania transmitancyjnego. W podstawowej me-
todzie Prony’ego liczba estymowanych sinusoid jest rowna polowie liczby probek
sygnatu, co jest podstawowa wada tej metody. Wady tej pozbawione sa nowsze wersje
metody Prony’ego [125]: najmniejszych kwadratow, najmniejszych kwadratow
z wstepng filtracjg, z wstepnym filtrem adaptacyjnym i z zastosowaniem dekompozy-
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cji macierzy wedlug wartosci osobliwych (SVD — Singular Value Decomposition).
Wszystkie one majg dwie istotne wady: minimalizowany btad $redniokwadratowy nie
pokrywa si¢ z btedem $redniokwadratowym definiowanym w estymacji optymalnej
ML (Maximum Likelihood) oraz wyznaczenie czgstotliwosci sktadowych sygnatu
wymaga znajdowania zer wielomianu wysokiego rzedu dla duzej liczby sktadowych
w sygnale. W metodach podprzestrzeni estymowane czestotliwosci sktadowych oscy-
lacji oblicza si¢ na podstawie odpowiedniego estymatora czgstotliwosciowego, a es-
tymator ten bazuje na analizie warto$ci wlasnych macierzy autokorelacji. Czestotli-
wosci sktadowych oscylacji oblicza si¢ w nich poprzez wyznaczenie lokalnych
maksiméw estymatora. Dla niektérych z tych metod, m.in. metody Pisarenki, mozna
rowniez wyznaczy¢ czestotliwosci podobnie jak w metodzie Prony’ego, tj. obliczajac
zera odpowiedniego wielomianu. W metodach opartych na wtasciwosciach macierzy
autokorelacji nie ma mozliwosci estymacji fazy sktadowych sygnatu wieloczestotli-
wosciowego.

Porownanie metod interpolacji widma i pozostatych metod parametrycznej analizy
sygnatu wieloczestotliwosciowego wskazuje na rézny zakres ich zastosowania [156].
Metody interpolacji widma DFT sg metodami szybkimi (wyniki uzyskiwane sg naj-
czesciej szybkim algorytmem FFT uzupetnionym o obliczenia wzorami interpolacyj-
nymi), ale z powodu przecieku widma uzyskiwane sa mniejsze doktadnosci, a podsta-
wowym ograniczeniem jest fakt, Zze minimalna odleglos¢ migdzy skladowymi
w widmie jest najczesciej wielokrotnie wicksza od rozdzielczosci Fouriera (czyli 1 bin
na osi czgstotliwosci unormowanej). Rozszerzone wersje metody Prony’ego i metody
bazujace na wilasciwosciach macierzy autokorelacji sa doktadniejsze, ale wymagaja
wiekszych naktadow obliczeniowych. Ponadto metody te umozliwiaja estymacje skta-
dowych sygnatu, dla ktérych minimalna odleglo$¢ miedzy sktadowymi jest wielokrot-
nie mniejsza niz w metodach interpolacji widma, a niektoére z nich (m.in. MUSIC,
ESPRIT) sa metodami o duzej rozdzielczo$ci z minimalng odleglosciag miedzy skta-
dowymi znaczaco mniejsza niz rozdzielczo$¢ Fouriera (1 bin) [174-176].
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i Fotonicznej Politechniki Wroclawskiej Panu prof. dr. hab. inz. Januszowi Mroczce za
cenne uwagi oraz zyczliwe i wytrwate zachecanie i mobilizowanie do napisania niniej-
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1. Obliczanie widma sygnalu
wieloczestotliwosciowego

1.1. Model sygnalu, dyskretnoczasowa i dyskretna
transformata Fouriera

Zakladamy, Ze celem pomiaru jest estymacja parametrow 4, , f., @, =2nf,
oraz ¢, sygnatlu y(f) opisanego zaleznoscia:

K
y(O) =Y A4, sin(w,t+p,) (1.1)
m=1

tj. bedacego suma skonczonej liczby oscylacji sinusoidalnych, z ktorych kazda charak-
teryzuje si¢ amplituda 4, , czestotliwoscia f, (pulsacja o, ) i faza ¢, . Rownanie
(1.1) mozna zapisa¢ w postaci:

.
y(6)=) B,z (12)
m=1

gdzie: B, =(4,/2)e, z =/, P=2K , B, , =B ,z,, =z .
Wskutek sprobkowania sygnatu y(¢f) z czestotliwoscia probkowania f, =1/T
(t—>t,=nT,n=0,..,N—1) otrzymuje si¢ N probek sygnatu y, ,a (1.2) przyjmuje

wowczas postac:
P ) P ‘
v, = y(t — I’IT) — ZBmeJZthmnT _ ZBme]ZmMm/N (13)
m=1 m=1

gdzie 4, = f,, NT (w jednostkach bin) — unormowana czgstotliwos¢, a B, — zespolo-

na amplituda m-tej oscylacji zespolonej B, e’*™*'" .

Dyskretnoczasowa transformat¢ Fouriera (DtFT) dla probek sygnatu y, po-
mnozonych przez probki okna czasowego w, definiuje si¢ zaleznoS$cia:
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N-1
F,=F(A)=) ywe ™" (1.4)
n=0

z ktorej wyznacza si¢ widmo dla czgstotliwos$ci unormowanej A= fNT (w jednost-

kach bin).
DtFT moze by¢ wyrazona przez zaleznos¢:

F(ﬂ)zZP:Bm W(A-4,) (1.5)

m=l1

gdzie W (A) — DtFT zastosowanego okna czasowego w, :

N-1
W)=Y we /N (1.6)

n=0

Zalezno$¢ (1.5) oznacza, ze widmo dyskretnoczasowej transformaty Fouriera jest
sumg rozmytych sktadowych (o ksztalcie funkcji W (A1) zaleznej od uzytego okna
czasowego) umieszczonych na osi czgstotliwo$ci unormowanej A w punktach odpo-
wiadajacych czestotliwo$ciom oscylacji zespolonych 4, i pomnoZonych przez ampli-
tudy tych oscylacji B, — zgodnie z modelem sygnatu z (1.3).

Poniewaz zmienna A we wzorze (1.4) jest ciagla (jedynie czas jest dyskretny —
stad nazwa dyskretnoczasowa transformata Fouriera), w praktyce konieczne jest obli-
czanie F(A) dla skonczonego zbioru warto$ci A, na podstawie ktérych wyznacza sie
parametry B, oraz A, sygnatu wieloczestotliwosciowego za pomoca metod interpo-
lacji widma.

Szczegdlnym tego przypadkiem jest wyznaczenie dyskretnej transformaty Fo-
uriera (DFT), czyli wyznaczenie F(A) ze wzoru (1.4) dla catkowitych wartosci

A=0,...N—1:
N-1 )
Fo=FQA=k)=Yywe >N k=0, N-I (1.7)
n=0

Widmo to jest najczesciej obliczane jednym z algorytméw FFT, z ktorych najbar-
dziej znany jest algorytm typu radix-2, dla ktérego liczba prébek poddawanych trans-
formacie Fouriera jest rowna catkowitej potedze liczby 2 (N =2"). Oznaczono k-ta
warto$¢ tak obliczonego widma (z probek y,w, tworzacych N-elementowy zbior

Wty = {yOWm- . ~ayN—1WN—1} )jako FFT, {y,w,}y:

N-1
FET, {y,w,}y = D y,w,e ™" | k=0,.,N-1 (1.8)
n=0



22

Ze wzgledu na okresowo$¢ funkcji

Rozdziat 1

e /2N (7 okresem N ) obliczone wartosci

F, wyznaczaja widmo dla wartosci catkowitych k+iN: F.v=F.

Transformata DFT zdefiniowana przez (1.7) nie jest jedyna mozliwosciag obliczania
probek widma DtFT. Najczesciej stosuje sig:

DFT wedtug wzoru (1.7) — uzyskuje sic N probek widma DtFT z zakresu
A=0,..,N~-1 [bin] (co odpowiada zakresowi f =0,..., f.(N—-1)/N [Hz]),

awiec N probek doktadnie jednego okresu DtFT — w celu ich obliczenia naj-
czegsciej jest stosowany algorytm szybkiej transformaty Fouriera (FFT), ktory
jest szybkim sposobem liczenia DFT [63, 82, 119, 191, 192].

Algorytm Goertzela — stosowany, gdy zachodzi potrzeba obliczenia tylko jed-
nej warto$ci DtFT dla dowolnego A rzeczywistego (mozna roéwniez go stoso-
wa¢ do obliczenia kilku lub wiecej punktéw widma przez odpowiednie powie-
lenie tego algorytmu) [75, 125, 135, 191, 192].

Technika uzupehiania zerami (rozdz. 1.7) [119, 192].

Interpolacja przez decymacjg, ktora stanowi ,,lupg powigkszajaca” dla wybra-
nego cigglego pasma czestotliwosci z obliczonymi warto$ciami widma row-
nomiernie odleglymi na osi czgstotliwosci [193].

Transformata chirp-Z (CZT, algorytm Swiergotowy) — oblicza widmo dla punk-
tow z wycinka spirali (z jednakowym odstepem katowym) przyblizajacego
wycinek okrggu jednostkowego [18, 81, 135, 143, 157, 191, 192].
Transformata WDFT (warped DFT) — oblicza widmo dla punktow nieréwno-
miernie rozmieszczonych na okrggu jednostkowym, a skoncentrowanych
w poblizu wybranego punktu tego okregu, ktory jest zdefiniowany przez para-
metr transformaty (warping parameter) [87, 122, 184],

Pierwsza z tych metod jest podstawowym sposobem obliczania widma sygnatu,
a kazda z pozostatych moze by¢ traktowana jako nieparametryczna metoda interpola-
cji widma. Za przyktad podano (rozdz. 1.7) metod¢ uzupeliania zerami. Jest ona
rowniez stosowana w metodzie LIDFT (rozdz. 3, 4).

1.2. Renumeracja probek

Jezeli liczba probek N jest parzysta, a probki sygnalu y, i probki okna czasowe-

go w, oznaczymy indeksami n=-N/2,..,N/2—1 (numeracja symetryczna), za-

miast n=0,..., N —1 (numeracja naturalna), to dla wielu okien definiujace je réwna-

nia sg prostsze [94]. Prostsze jest rowniez wyprowadzenie metody LIDFT [48-62], co
zastosowano rowniez w niniejszej pracy. Nie wprowadzono osobnych oznaczen dla
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rozroznienia obu sposobow indeksowania czasu, poniewaz wynika on jednoznacznie
z zakresu indeksu przy znaku sumowania. Wowczas (1.4) ma posta¢ DtFT jak dla
sygnatu przesunigtego w czasie o —N7/2 (—N/2 probek):

N/2-1
Fy=F(A)= Y ywe /™" (1.9)

n=—N/2
a (1.6) jest DtFT okna przesunigtego w czasie o —N7'/2 (—N/2 probek) i ma postac:

N/2-1 )
W)= D we 2N (1.10)

n=—N/2

Wartos$ci obliczane z (1.4) 1 (1.9) oraz (1.6) i (1.10) sg zwigzane zalezno$ciami:

N/2-1 Nl

Z ynwne—jZnn/I/N — ejn/lzynwne—jZHn/l/N (111)
n=—N/2 n=0
N/2-1 N-1

Z Wnefj27ml/N ze_/‘nlzwneijTrnl/N (112)
n=-N/2 n=0

mozna utworzy¢ z ciagu

Aby unikngé mnozenia przez czynnik e/
2

{yﬁN/zwa/z, ...,yN/zfle/zfl} ciag {z,}=1zy,...Zy_;} DPrzez zamian¢ miejscami
pierwszej i drugiej potowy probek:
{2, = 1205 s Zy 1} = 0Wos s Yvaaa W15 Vo naWonyas oo Yo Wi (1.13)

Woéwcezas zamiast (1.11) zachodzi:

N/2-1 N-1
—j2nnA/N _ —j2nnA/ N
Z YuW,€ _Zzne (114)
n=—N/2 n=0

W ten sposéb mozna obliczy¢ widmo zdefiniowane przez (1.9), korzystajac z jed-
nego z algorytmow FFT i obliczajac widmo z (1.8) bez konieczno$ci mnozenia przez

czynnik e’™ . Analogiczne przestawianie probek moze by¢ stosowane w metodzie
uzupehiania zerami w celu podobnego uproszczenia obliczen (rozdz. 1.7).

1.3. Podstawowe wlasciwosci okien czasowych

Najwazniejsze okna czasowe i ich wlasciwosci, zaczynajac od okna prostokatnego,
s nastepujace:
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Okno prostokgtne dla numeracji naturalnej zdefiniowane jest zaleznoscia:
w,=1, dla n=0,..,N-1 (1.15)

i rowniez w, =1 dla numeracji symetrycznej, a dla czasu ciaglego odpowiednikiem

(1.15) jest:
w(t)=1, dla te[0,t'] (1.16)

Widmo DtFT okna otrzymujemy z zaleznosci (1.15) i (1.6) oraz zaleznosci na su-

me Szeregu geometrycznego:
—j2nA e—jnﬂ. e_/nl _e—jnﬂ.

W) =§(e*f2““v )”: 11 —¢ - =Dy(A) (1.17)

a _ g /2mAIN o jandIN 'ejmz/i/N_ o JenAIN

gdzie D, (A1) jest jadrem (funkcja) Dirichleta N-punktowej DFT (aliasowanq funkcjg
sinc) [119]:
sin(wA)

Do (1) = g /TAWN-D/IN
(A sin(n A/ N)

(1.18)

Ciagla transformata Fouriera dla okna prostokatnego (1.16) wynosi (dla A = ft'):
.
W= fi)= j e gt = D(A) (1.19)
0

gdzie D(A) jest jadrem Dirichleta ciaglej transformaty Fouriera w przedziale [0,¢"]:

D(A) = 1'¢~m SN (1.20)

nA
Funkcja D, (1) jest funkcja okresowa z okresem N (okresem mianownika
(1.18)), a funkcja D(A) jest funkcja nieokresowg. Widmo okna prostokatnego przyj-

muje warto$¢ maksymalng dla 4 =0 oraz zeruje si¢ dla catkowitych wartosci 4 (r6z-
nych od zera), poniewaz:

N dla k=0
DN(k)z
0 dla k=%1%2,.. (1.21)
t' dla k=0
D(k) =
0 dla k==%14+2,..

(1.22)



Obliczanie widma sygnatu wieloczestotliwosciowego 25

Dla okreslenia podobienstwa wzorow (1.18) i (1.20) mozna wykorzysta¢ nastepu-
jace wzory:

lim - /mAV-yN _SI(®A) s Sin(mA) (1.23)

N—>o0 Nsin(nA/ N) A

efj”(N*”/NM ~ e*’“M , dla A<<N oraz N>>1(1.24)
Nsin(nd/ N) A

e /PAN-IIN —s'm(nﬂ,) ~ g /MAN-DIN sin(rd) , dla A<<N oraz N>>1 (1.25)
Nsin(nA/ N) A

Zaleznosci (1.23), (1.24) oznaczajg, ze w praktycznych sytuacjach ( N >>1) listek
gtéwny okna prostokatnego wyznaczonego przez DtFT w niewielkim tylko stopniu
zalezy od N, a jego ksztalt z duza doktadnoscia mozna przyblizy¢ funkcja | D(1) ], tj.
funkcja |sinc(nd)|. To przyblizenie polepsza si¢ ze wzrostem liczby probek N.

W doktadniejszych analizach mozna uzy¢ przyblizenia niepelnego (1.25), ale doktad-
niejszego.

Widmo okna prostokatnego definiuje tzw. rozdzielczos¢ Fouriera DtFT, nazywana
tez rozdzielczoscig Rayleigha, ktéra pierwotnie zostata zdefiniowana dla obrazow
dyfrakcyjnych w optyce. Mowi ona, ze dwie sktadowe widmowe sa rozrdznialne, jesli
w widmie maksimum jednej wypada w minimum drugiej. Dla dwoch sinusoid o jed-
nakowej amplitudzie wynosi ona 1/(NT), czyli rozdzielczos¢ 7, Fouriera DtFT

w jednostkach czgstotliwo$ci unormowanej wynosi:
7 =1bin (1.26)

Rozdzielczo$¢ bezwzgledna 7, / (NT), wyrazona w Hz, polepsza si¢ ze wzrostem
czasu pomiaru rownego (N —1)7 = NT .

W praktyce, jesli nie stosuje si¢ dodatkowych obliczen, rozréznialno§¢ dwoch
sktadowych oscylacji w widmie DtFT jest mniej korzystna. Po pierwsze ze wzgledu
na stosowanie okna innego niz prostokatne (co poszerza listek gtéwny), po drugie ze
wzgledu na to, ze amplitudy sktadowe najczesciej r0znig si¢ 1 to znaczgco, i po trzecie
rozdzielczo$¢ pogarsza si¢ dla sygnatu zakldconego szumem. Wielko$¢ ze wzoru
(1.26) nalezy wigc traktowaé jako orientacyjng warto$¢ odniesienia, a w szczegolo-
wych analizach mozna skorzysta¢ z wprowadzonej przez Harrisa [94] minimalnej
rozdzielczosci RBW (Resolution Bandwidth), zdefiniowanej jako warto$¢ 7., , dla
ktorej amplituda listka gléwnego stosowanego okna czasowego ma warto$¢ o 6dB
mniejszg od wartosci maksymalnej. Wspotczynnik RBW wynosi od 1,2 bin (dla okna
prostokatnego) do ok. 2,6 dla typowych okien z [94].
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Okno Hanninga dla numeracji naturalnej jest zdefiniowane zalezno$cia:
w o= 1—cos 2™ | —sin?( ™|, dla n=0,.., N1, (1.27)
2 N N
a dla numeracji symetrycznej wzorem:

Wn:l(lﬂosﬂ]:cos{MJ, dla n=-N/2,.,N/2-1, (1.28)
2 N N

Mozna prosto wyznaczy¢ ze wzorow (1.6), (1.17), (1.18) oraz (1.27), ze widmo
okna Hanninga:

W(A)=0,5D,(A)=0,25[Dy (A -1+ D, (A +1)] (1.29)

co oznacza, ze transformata tego okna jest suma (z wagami 0,5 i1 0,25) trzech odpo-
wiednio przesunietych na osi czgstotliwosci funkcji Dirichleta (transformat okna pro-
stokatnego), dajac dwukrotnie poszerzony listek glowny i sttumione listki boczne
w stosunku do okna prostokatnego. Ponadto obwiednia listkow bocznych opada zna-
czaco szybciej (18 dB/oct) niz dla okna prostokatnego (6 dB/oct).

Z faktu liniowosci transformaty Fouriera oraz wzoru (1.29) wynika, ze po oblicze-
niu DFT sygnalu (1.1) z zastosowaniem okna prostokatnego (widmo F'(k)) mozna

uzyska¢ widmo z zastosowaniem okna Hanninga (widmo F; (k) ), stosujac wzor:
F;(k)=0,5[F(k)-0,5(F(k—=1)+ F(k+1))], (1.30)

ktory oznacza praktyczna implementacje odpowiednio$ci mnozenia w dziedzinie cza-
su dyskretnego ze splotem dyskretnym w dziedzinie czgstotliwos$ci.
Na podstawie (1.18), (1.24), (1.29) oraz zaleznosci:

sin(n(A + k)) = sin(nA) cos(nk) + cos(nA)sin(nk) = (1) sin(n 1), (1.31)
dla £=0,+1,+2,..

otrzymuje si¢ analityczne przyblizenie widma okna Hanninga [92]:

A 1 i
W(ﬂ)zﬁe”‘ﬂ i sin(mwA)
2 1-4 Tl

dla A<<N oraz N>>1 (1.32)

Okno Hanninga jest szczeg6lnie czgsto stosowane w taniej, komercyjnej aparaturze
pomiarowej (oscyloskopy, analizatory widma, mierniki jakosci energii), poniewaz ma
bardzo korzystng ceche obliczeniowa, ktéra wynika ze wzoru (1.30). Polega ona na
mozliwo$ci realizacji obliczen wg tego wzoru na procesorze statoprzecinkowym, gdyz
oprocz operacji dodawania i odejmowania wystepuje tylko mnozenie przez wartosé
0,5, co uzyskuje si¢ przez przesuniecie liczby staloprzecinkowej zapisanej w kodzie
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uzupetnienia do dwoch o 1 bit w prawo — a to oznacza zmniejszenie kosztow (tanszy
procesor). Ponadto okno Hanninga, bioragc pod uwage szerokos¢ listka glownego
i parametry listkow bocznych, jest oknem uniwersalnym w wielu zastosowaniach, co
predestynuje je do uniwersalnej aparatury pomiarowe;.

Okno Hanninga jest szczegolnym przypadkiem okien z baza kosinusowg (szerzej
omowionych w rozdz. 1.4) oraz szczegdlnym przypadkiem okien klasy I Rife’a—
Vincenta (rozdz. 1.5). Okno Hanninga moze by¢ tez traktowane, ze wzgledu na postac

wzoru (1.27) badz (1.28), jako przypadek okien parametrycznych sin”(mn/ N), badz
cos?(mn/ N) dla p=2 [94].

Okno trojkgtne dla numeracji naturalnej jest zdefiniowane przez:

n/(N/2) dla n=0,.,N/2
w, = (1.33)
Wy_p dla n=N/2,..,N-1
oraz dla numeracji symetrycznej przez:
w,=1=|n|/(N/2) dla n=-N/2,.,N/2-1 (1.34)
Po podstawieniu (1.33) do (1.6) otrzymujemy [94]:
2
2 i 2
W(a)=emt| SNEAL2 (135)
N sinnd/ N

Okno trdjkatne jest przyktadem okna o nieujemnym widmie, a jego parametry po-
zwalajg go zaliczy¢ do okien o uniwersalnym zastosowaniu. Warunek nieujemnej
transformaty oznacza:

N/2-1 ]
> w,e N 20 (1.36)
n=—N/2
lub
N-1
e w,e Y = e () 20 (1.37)
n=0

Do innych okien o nieujemnym widmie zalicza si¢ [94]: okno parametryczne Pois-
sona, okno parametryczne Hanninga—Poissona, okno de la Valle’a—Poissona.

Okno Hamminga jest oknem zdefiniowanym zalezno$cia:
0,54—-0,46cos(2nn/ N) dla n=0,..,N-1

w, = (1.38)
0,54+0,46¢c0s(2nn/N) dla n=-N/2,..,N/2-1
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Okno Hamminga jest szczegdlnym przypadkiem okien z bazg kosinusowa (rozdz.
1.4).

Okno Blackmana jest oknem zdefiniowanym zaleznoScia:

_{0,42—0,5000s(27m/N)+0,08cos(47cn/N) dla n=0,..,N-1

1.39
0,42+ 0,50cos(2nn/ N)+0,08cos(4nn/ N) dla n=-N/2,..,.N/2-1 ( )

Okno Blackmana rowniez jest jednym z okien z baza kosinusowg (rozdz. 1.4).

Okno Kaisera jest optymalizowane dla minimalnej szerokos$ci listka gtéwnego dla
danej maksymalnej energii zawartej w listkach bocznych. Okno Kaisera jest oknem
parametrycznym z parametrem /3 :

w =Io(ﬂ«/1—(n/(N/2))2 )/Io(ﬂ), n=-N/2,..NI2-1.  (1.40)

gdzie /,(x) jest funkcja Bessela zerowego rzedu:

I (x)—1+2{(X/2) } (1.41)

Okno Dolpha—Czebyszewa (0okno Czebyszewa, okno Dolpha) jest optymalizowane
dla minimalnej szerokosci listka gtdéwnego przy danej maksymalnej amplitudzie listka
bocznego. W tym sensie jest to okno optymalne i nadaje si¢ dobrze do analizy skta-
dowych oscylacji lezacych blisko siebie na osi czestotliwosci. Okno to jest oknem
parametrycznym z parametrem ) , ktory okresla thumienie maksymalnego listka bocz-

nego [126, 192]:

N/2

! {l+22T (,Bcos[kn/(N+1)])cos[2nk7c/(N+l)]} n=-N/2,.,N/2-1

wn N 1
+ =1

(1.42)
gdzie:
S =cosh[(1/ N)cosh™'(1/ )] (1.43)
a T,(x) jest wielomianem Czebyszewa rzedu k :
cos(kcos™'x dla |x|<1
T (x)= ( )1 %] (1.44)
cosh(kcosh™ x) dla |x|>1
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Posta¢ czasowa (1.42) okna Dolpha—Czebyszewa jest rzadko podawana w literatu-
rze, ze wzgledu na trudno$ci w praktycznym jej wykorzystaniu. Z tego wzgledu sto-
sowane sg aproksymacje zaleznosci (1.42). Jedna z nich jest okno II klasy Rife’a—
Vincenta.

Okna Il klasy Rife’a—Vincenta (Il class Rife—Vincent windows, Taylor two parame-
ter, nbar windows) to jedna z aproksymacji okien optymalnych Dolpha—Czebyszewa
zdefiniowanych przez (1.42) i, podobnie jak przedstawione okno Hanninga, Hammin-
ga, Blackmana, nalezg one do okien z baza kosinusowa (szerzej opisanych w rozdz.
1.4). Wspolczynniki a, kolejnych funkcji bazowych (kosinusoidalnych) sa zdefinio-
wane dla okna rzedu H jako [151]:

" H{l ﬂ2+(k—1/2>2} H[I k (14
k#h

gdzie « i [ sa parametrami okna:

2 H’
ST E w12 (140
ﬁ:lln[RnL\/Rz—l], R = cosh(n3) (1.47)
T

Parametr S jest funkcjg thumienia R pierwszych listkow bocznych, ale kolejne

listki boczne moga mie¢ wigkszg amplitude. Dlatego do koncowej oceny wtasciwosci
tego okna konieczne sa wykresy charakterystyki amplitudowej dla danego H [70,
151, 162].

Okna Il klasy Rife’a—Vincenta (Ill class Rife—Vincent windows) to okna o parame-
trach posrednich pomiedzy parametrami okien Rife’a—Vincenta 1 i II klasy
(rozdz. 1.5). Podobnie jak I i II klasa sg to okna z bazg kosinusowa, a wigc zdefinio-
wane przez wspotczynniki kolejnych funkcji bazowych (kosinusoidalnych). Okna te
majg nieznacznie wezszy listek glowny niz okna I klasy (co poprawia rozdzielczosé
czestotliwosciowa dla sktadowych lezacych blisko siebie) i nieznacznie wigksze thu-
mienie, niz okna II klasy, listkow bocznych w duzej odlegtosci od listka glownego (co
jest korzystne przy analizie sktadowych odlegltych od siebie w widmie). Asympto-
tyczne tlumienie listkéw bocznych wynosi dla tych okien (2H —1) dB/oct. Ttumienie
to jest znaczaco wicksze niz dla okien II klasy (6dB/oct) i nieznacznie mniejsze niz
okien I klasy ((2H +1)dB/oct). Okna te sa wigc bardziej zblizone do okien I klasy niz
II klasy [70].
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Szczegotowe dane dotyczace warto$ci wspoOtczynnikow oraz charakterystyk wid-
mowych okien Rife’a—Vincenta III klasy mozna znalez¢ w [21, 70, 151, 162].

Najwazniejsze parametry okien czasowych sq nastepujace [94]:

Wspotczynnik MLBW (Main Lobe Band Width) to pasmo, jakie zajmuje na dodat-
niej osi czestotliwo$ci unormowanej A listek glowny charakterystyki amplitudowe;j
okna czasowego:

MLBW = rrl/lin{/i AW(A)|=0} (1.48)

Okno prostokatne ma wspotczynnik MLBW rowny 1, dla pozostatych okien jest on
wigkszy.

Szerokos¢ listka gldwnego okna czasowego jest najczesciej przyjmowana jako
rowna MLBW, ale w pewnych sytuacjach przyjmowana jest jako 2MLBW . Jest to
wowczas pasmo, jakie zajmuje listek gtowny tacznie na dodatniej i ujemnej osi czg¢sto-
tliwo$ci unormowanej. Dla precyzyjnego rozréznienia mozna mowi¢ o jednostronnej
i dwustronnej szerokos$ci listka gldéwnego, ale w praktyce w obu przypadkach uzywa
si¢ najczesciej terminu ,,szerokos$¢ listka gtownego”, a doktadna interpretacja wynika
z kontekstu jego uzycia.

Maksymalna amplituda listkow bocznych okre$la ttumienie listka bocznego o naj-
wigkszej amplitudzie wzgledem wartosci maksymalnej listka gtownego. Bardzo czgsto
jest to pierwszy listek boczny, ale nie zawsze.

Szybkos¢ opadania listkow bocznych (ich wartosci maksymalnych) okreslana jest
najczesciej] w dB/oct 1 wyznacza asymptotyczne nachylenie amplitudy listkow bocz-
nych dla warunku A >>1. Wraz z maksymalng amplitudg listkdw bocznych szybko$¢
ta jest najwazniejszym parametrem dotyczacym listkow bocznych.

Wspotczynnik NPSG (Normalized Peak Signal Gain) jest dany wzorem:

NPSG=— > w 1.49
2 (1.49)

n=0

1 wyznaczany jest najczg¢sciej, gdy okno spetnia warunek normujacy zdefiniowany
przez rownanie:

max w, =1 (1.50)

Wspolczynnik NPSG okresla wartos¢, przez jaka trzeba podzieli¢ widmo DtFT

(DFT), aby wartos¢ maksymalna charakterystyki amplitudowej w razie braku przecie-

ku widma byta taka sama jak w przypadku zastosowania okna prostokatnego. Wynika
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to bowiem z faktu, ze na podstawie (1.6) i (1.49) zachodzi W(0)= N -NPSG. Jesli w/
Jjest oknem, ktore nie spetnia warunku (1.50), to mozna je przeksztalci¢ do okna w, ,
ktore ten warunek spelnia, mnozac przez odpowiednig stata:

w, =w, /maxw; (1.51)
k

Aby uzyskane widmo DtFT (DFT) bylo juz wyskalowane z uwzglgednianiem
wspotczynnika NPSG, mozna w miegjsce (1.50) zastosowaé inny warunek normujacy:

=

-1

w =N (1.52)

n

Il
(=]

n

a dla okna w niespeiajacego tego warunku uzyskuje si¢ okno w, , ktore go spetnia
przez zastosowanie rOwnania:

N-1
wnzNwZ/ZW,Z (1.53)
=0

Dla okna prostokgtnego NPSG=1 i sg spelione jednocze$nie warunki (1.50)
i (1.52).

Wspotczynnik NNPG (Normalized Noise Power Gain) jest zdefiniowany jako
wspotczynnik NPG (Noise Power Gain) [94] unormowany wzgledem tej wartos$ci dla
okna prostokatnego [167]:

=
NNPG=—)> w 1.54
2 (1.54)

n=0

Wspotczynnik SL(0,5) (Scalloping Loss) okresla wzgledny spadek amplitudy
w odlegtosci 0,5 bin od maksimum listka gtéwnego:

_ (0.9

1.55
[ (0)] (139

SL(0,5)

Warto$¢ wspdtczynnika SL(0,5) jest zwigzana z efektem ,,zafalowania” (picket fence
effect), ktorego nazwa wynika z wykresu ksztattu listka gtownego okna czasowego
w zakresie [-0,5; 0,5] bin powtdrzonego co 1 bin (rys. 1.1) [119]. Zafalowania te wy-
znaczaja blad estymacji amplitudy oscylacji w widmie, przy warunku braku interfe-
rencji sktadowych oscylacji miedzy soba, w funkcji jej czgstotliwosci. Dla wartosci
A, catkowitych k-ta probka widma pokrywa si¢ z lokalnym maksimum DtFT i biad
spowodowany efektem zafalowania jest zerowy, a dla wartosci 4, =k+0,5 (dla

k calkowitych) k-ta probka widma jest odlegta od lokalnego maksimum DtFT o 0,5 bin
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M FEW) 0,5 bin
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Rys. 1.1. Efekt ,,zafalowania” (picket fence effect) — przyktad dla okna:
a) prostokatnego, b) trojkatnego

i blad spowodowany efektem zafalowania jest wowczas maksymalny, a jego warto$¢
wzgledna jest zdefiniowana przez (1.55). Blad ten jest najwigkszy dla okna prostokat-
nego i przy wyznaczaniu amplitudy wynosi ok. —3,92 dB (tj. —36%), a dla innych ty-
powych okien czasowych z [94] zawiera si¢ w przedziale [-2,2 dB, -0,8 dB]
(4. [-22%, —9%]). Maksymalny btad przy wyznaczaniu czestotliwosci wynosi
+0,5 bin, a jego warto$¢ nie zalezy od stosowanego okna czasowego. Jednym z glow-
nych powodow stosowania metod interpolacji widma opisanych w niniejszej pracy,
w tym rowniez metody LIDFT, jest potrzeba znacznego zmniejszenia bledéw spowo-
dowanych wlasnie przez opisany efekt ,,zafalowania” potaczony z faktem wyznacza-
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nia widma w dyskretnych punktach (w najmniej korzystnej sytuacji w punktach
o wartosciach minimalnych krzywej z rys. 1.1, tj. dla wartosci SL(0,5)).

Wspotczynnik ENBW (Equivalent Noise Band Width) okna czasowego jest zdefi-
niowany jako szeroko$¢ pasma idealnego filtru dolnoprzepustowego (o prostokagtnym
module transmitancji), ktory filtruje z szumu bialego takg samg czgs$¢ energii jak dane
okno czasowe. W odniesieniu do czestotliwo$ci unormowanej szeroko$¢ ta wynosi
[167]:

NNPG

ENBW [bin]=———
(NPSG)

(1.56)

a po uwzglednieniu (1.49), (1.54), (1.56) otrzymujemy [167]:

N1 N )2
ENBW = N[ijj/(anJ (1.57)
n=0

n=0

Za pomoca wspolczynnika ENBW mozna wyznaczy¢ stosunek sygnal/szum, kto-
rym charakteryzuje si¢ widmo dyskretnoczasowej transformaty Fouriera z zastosowa-
niem danego okna czasowego. Okno czasowe inne niz prostokatne pogarsza wiasci-
wosci statystyczne uzyskanego widma (rozdz. 1.6). Odwrotnos¢ wspdlczynnika
ENBW jest nazywana w [94] wspotczynnikiem PG (Processing Gain).

Wspotczynnik PL (worst case Processing Loss) zostal wprowadzony w [94] jako
heurystyczna miara tgczaca oceng polepszenia, z zastosowaniem okna innego niz pro-
stokatne, bledu systematycznego spowodowanego efektem ,,zafalowania” i dyskret-
nym charakterem widma DFT (i zdefiniowanego przez (1.55)) i jednoczesnego pogor-
szenia btedu losowego spowodowanego wzmocnieniem szumu w widmie DFT
(i zdefiniowanego przez (1.57)):

_ ENBW

5008 (1.58)

Poprawnos¢ tej miary, wprowadzonej w [94] w sposob intuicyjny, formalnie udo-
wodnili Offelli i Petri [131, 132].

1.4. Okna czasowe z bazg kosinusowq

Okna czasowe z baza kosinusowa (cosine-class windows, cosine windows, cosine
window family) rzgdu (H —1) sa definiowane przez wspotczynniki jego rozwinigcia
w skonczony kosinusowy szereg Fouriera o H wspotczynnikach:
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2nh(n N/2) Z( a Znnh =0,..,N-1 (1.59)

1
wn=2ah00527]r\7h, n=-N/2,.,N/2-1 (1.60)

a warunek unormowania (1.50) otrzymuje si¢ dla numeracji naturalnej, przyjmujac
n=N/2 w(1.59) i dla numeracji symetrycznej, przyjmujagc #=0 w (1.60):

(1.61)

=

Iz
xAQ

Jesli okno czasowe o wspotczynnikach a; nie spetnia tego warunku, to mozna
zastosowac (1.51), skad uzyskuje sie:

-1

H-1
a, =a,'l[Zal'J (1.62)
1=0
Transformata DtFT okna z baza kosinusowa wynika z (1.6), (1.17), (1.59):
W(A)= Z( D DDy (A—h)+ Dy (A+h)] (1.63)

ktora jest uogdlnieniem zaleznosci (1.29) dla okna Hanninga, a redukcja amplitudy
listkéw bocznych kosztem poszerzenia listka gtownego jest uzyskiwana w sposéb
analogiczny, ale z uwzglgdnieniem kolejnych przesunig¢¢ funkcji Dirichleta D, (4 £ k)

(dla £>2). Dzicki temu mozliwe jest ksztaltowanie wlasciwosci charakterystyki
widmowej w zaleznosci od wspotczynnikoéw wagowych tych funkcji ((~1)" a,/?2).
Z réwnania (1.63) po uwzglednieniu (1.21) wynika, Ze:
{W(O)/N dla h=0
L=

- (1.64)
2W(h)/N dla h=1,2,..

Gdy w zaleznos$ci (1.63) zastosuje si¢ przyblizenie (1.24), tzn. funkcje D(A) za-
miast D, (4) oraz zalezno$¢ (1.31), otrzymuje sig:

W(/z)z—sm(n/z)e /“Z( 1) px dla A<<N oraz N>>1 (1.65)

Po zastosowaniu przyblizenia (1.25) zamiast (1.24) zachodzi:
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H-1
W(ﬁ,)=isin(nﬂ,)e—f““’v‘wZ(—l)” i dla A<<N oraz N>>1 (1.66)
T

h=0 A =n

Zalezno$¢ (1.65) mozna rowniez uzyskaé korzystajac z szeregu Shanona, wywo-
dzacego si¢ z szeregu interpolacyjnego Whittakera, bedacego jedng z postaci szeregu
kardynalnego (cardinal series) [97, 104]. Otdz najczesciej przedstawianym wzorem
w kontekscie twierdzenia o probkowaniu jest wtasnie szereg Shanona:

sin[n(t —hT)/T]
n(t—hT)/T

f(6)= i F(hT) = i f(hT)sind[n(t—hT)/T]  (1.67)
h=—0 h=—0

ktory méwi o (teoretycznej) mozliwosci odtworzenia sygnatu analogowego z probek
sygnatu f(¢), jesli spetnione sg warunki twierdzenia o probkowaniu, a wigc sygnat

jest sygnatem o odpowiednio ograniczonym widmie. Ze wzglgedu na symetri¢ dualng
transformaty Fouriera, wzor ten mozna zastosowaé do probkowania widma dla sygna-
16w czasowych o ograniczonym czasie (tj. f(¢)=0 dla |¢|>¢"/2) i w odniesieniu do
czestotliwo$ci unormowanej A= ft' ma on wtedy postac:

sin(m(A - h))

r(A-h) 2, F()sine(n(2.~1) (1.68)

h=—w0

F()= Y F(h)

h=—o0
Wzér ten wiec zastosujmy do okna (1.60), ale zdefiniowanego dla czasu ciaglego:
H-1
2nht
> a0 dla [t]<t'/2
w(t) =442 t (1.69)
0 dla |¢]>1"/2

Po uwzglednieniu zaleznosci (1.31) otrzymuje si¢ z (1.68) szereg:

(1) =sin(n l)i (-1)" F(h):sinnxl{F(O)Jri (_1)’{ F(h) , F(-h) }} (1.70)
T

) R (A=h) (A+h)

h=—0

Po zastosowaniu szeregu (1.70) do symetrycznego okna czasowego (1.69):
f()=w(t) (zatem F(h)=W(h) jest funkcjg rzeczywista i parzysta: W(-h)=W(h))
i po uwzglednieniu (1.64) oraz (1.12), otrzymujemy zaleznosc¢ (1.65).

Sktadniki szeregu (1.65) mozna zapisa¢ ze wspdlnym mianownikiem:

msin@d)  P(A)

W(A)=e PR
S B (AR
h=1

, dla A<<N oraz N>1 (1.71)
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gdzie P(A) jest wielomianem zmiennej A:

P(2) =22 ﬁmz—#) If(—l)” “" —If (1) ﬁ(ﬂz—k%
B h=1 h=0 Z-n| At =n k=0

h=0
H-1 H-1 (1.72)
=2 [D'a, ] [(2*-#)]
=

Dla catkowitych wartoéci 4 otrzymuje sig:

H-1
P(h)=(-1)" ahH(h2 —-k*), dla h=0,1,..,H-1 (1.73)

k=0
k#h

Podane zaleznosci zastosowano w projektowaniu okien I klasy Rife’a—Vincenta
[151] (rozdz. 1.5).

Szereg (1.65) mozna tez przeksztalcié, rozwijajac (A% —h*)™" w szereg potegowy

zmiennej (h/A)* — otrzymuje si¢c wowczas dla 4> H :

0 —1
W(A)= s1n(7t/1) e /™ z ! Z( hzmah, dla HSA<<N oraz N>>1 (1.74)

2m
m=0 h=0

Nuttall [129] wykorzystat t¢ zalezno$¢ oraz wynikajace z definicji (1.69) zaleznosci:

H-1
w(—t'/2)=>(-Dq, (1.75)
h=0
m H-1
d—m;(t) — W(m) (_tv / 2) — Z(_l)h thah (176)
dt t=—1Y2 h=0

do okre$lenia asymptotycznej (dla A>>H') szybko$ci opadania amplitudy listkéw
bocznych w funkcji czestotliwosci dla okien czasowych z bazy kosinusowej
(H << N/2, w praktyce najczesciej H<6):

o jesli okno (1.69) jest nieciggte na krafcach przedziatu (w(—t'/2)#0), to listki
boczne odlegle od listka glownego (A>>H) opadaja zaledwie 6 dB/oct
(W(A)~1/ A dla A>>H na podstawie (1.74) i (1.75)),

o jesli okno (1.69) jest ciagte na krafncach przedziatu (w(—t'/2)=0), ale jego
m-ta pochodna na kraficach przedziatu jest nieciagta (w'™ (=¢'/2) #0), to list-
ki boczne odlegte od listka gtoéwnego (A>>H) opadaja 6(2m+1)dB/oct



Obliczanie widma sygnatu wieloczestotliwosciowego 37

(W(A)~1/A*" dla A>>H na podstawie (1.74)—~(1.76)), a cena za zwickszo-
ng szybko$¢ opadania listkdéw bocznych jest szerszy listek gtoéwny; warunek
w(—t'/2)=0, po uwzglednieniu (1.75) ma postac:

H-1

> (-1, =0 (1.77)

h=0

a warunek W (=¢'/2)=0 po uwzglednieniu (1.76) ma postac:

IS

-1
~)'""*"a, =0, m>1 (1.78)

0

=
Il

Okna z bazg kosinusowa majg zwykle relatywnie matg liczbe wspodtczynnikow,
najczesciej H<6. Dla H =1 otrzymujemy okno prostokgtne. Najbardziej znane
okna z baza kosinusowa to: okno Hanninga (1.27), Hamminga (1.38), Blackmana
(1.39). Zaletg okien z bazg kosinusowg jest mozliwos¢ efektywnej realizacji zaréwno
w dziedzinie czasu, jak i czestotliwosci, ale przede wszystkim duze mozliwosci wyko-
rzystania ich wzorow definicyjnych (1.59), (1.60) do wyznaczania wspotczynnikoéw
a, dlaréznych celow projektowych:

o maksymalizacji szybko$ci opadania listkdbw bocznych (okna I klasy Rife’a—

Vincenta) [151],

o maksymalizacji thumienia listkéw bocznych i ich statej amplitudy [19],

e minimalizacji zmian charakterystyki amplitudowej w okolicach maksimum
listka glownego (okna maksymalnie ,ptaskie”) [74, 149, 154], co zmniejsza
btedy estymacji amplitudy spowodowane dyskretnym charakterem widma DFT
i efektem ,,zafalowania”, ale kosztem powigkszenia btgdow estymacji czg¢sto-
tliwosci,

e minimalizacji poziomu listkéw bocznych przy zadaniu wybranych parametrow
takich jak: szybkosci opadania listkow bocznych, liczby zer charakterystyki
widmowej, szerokosci listka gtdéwnego i1 szybko$ci opadania listkéw bocznych,
poziomu listkéw bocznych od wybranej czgstotliwosci [162].

Dla okien z bazg kosinusowa mozna wybrane parametry tych okien wyznaczy¢

z definicji (1.49), (1.54), (1.56), (1.59) w zalezno$ci od wspotczynnikow okna [26]:

NPSG =q, (1.79)

H-1
NNPG =a; +0,5) a; (1.80)

h=1

lH—I
ENBW=1+EZ(a—h 2 (1.81)
h

-1 G
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W projektowaniu okien z bazg kosinusowg punktem wyjsciowym sg ich definicje
w dziedzinie czasu (1.59), (1.60) oraz widmo (1.65), (1.71). Rife i Vincent zdefinio-
wali trzy klasy okien z bazy kosinusowej (rozdz. 1.3), z ktorych w rozdz. 1.5 szerzej
omowiono I klase.

1.5. Okna czasowe I klasy Rife’a—Vincenta

Okna czasowe | klasy Rife’a—Vincenta (I class Rife—Vincent windows, binomial
coefficient windows, maximum decay sidelobes windows, H-term max. decay win-
dows) [26, 129, 151] to okna z bazg kosinusowa, ktorych wspotczynniki optymalizo-
wane sg pod katem maksymalnego ttumienia listkow bocznych dla warunku A >>1.
Rife i Vincent stwierdzili w [151], ze aby | W (A)| z zaleznosci (1.71) najszybciej ma-

lato ze wzrostem A, to P(A4) powinno by¢ stala, czyli P(A)= P(0). Na tej podstawie
oraz (1.73) dla A=h:

H-1 H-1
'aq,J [ - =a, ] [(-,*), dla h=0,1,.. . H-1 (1.82)
k=1
k#h

czyli

-1 ahHUz k)]‘[(h+k>1‘[(h k)H(h+k> ay (=) (H -1)!)* (1.83)

k=h+1 k=h+1

a uwzgledniajac w (1.83) rownania:

h—1 h
[T-o=]]k=n (1.84)
k=0 k=1

2h-1

H(h+k) I1* Hk Qh-1)!/(h-1)! (1.85)
k=1

H-1-h

H(h k)= (1)’“th (=DM H -1-h)! (1.86)

k=h+1

H-1 H-1+h 2h
[Tx+o=T] k/sz(H—1+h)!/(2h)! (1.87)
k=1 k=1

k=h+1



Obliczanie widma sygnatu wieloczestotliwosciowego 39

otrzymuje si¢ wynik z [151]:

2 h h-1
o =20, [(H-1)!] 2%1—[11 I=hik o, FpH-h+k h+k .
(H-1—-h)\(H-1+h)! L H-1+k 11
(1.88)

Rife 1 Vincent zalozyli, ze a, =1 1 stad wzor (1.88) w pelni definiuje okno o mak-
symalnym asymptotycznym zmniejszaniu si¢ amplitudy listkéw bocznych. Definicja
ta nie spetnia warunku unormowania (1.50), ale w praktycznym zastosowaniu nie jest
to istotna przeszkoda. Aby jednak uzyska¢ warunek unormowania (1.50) i odpowiada-
jacy mu (1.61), mozna wykorzysta¢ (1.62) w odniesieniu do (1.88). W tym celu
w pierwszym kroku przeksztatcen zaleznos¢ (1.88) mozna zapisa¢ w postaci:

DY (i Dy 2, (2(H —1)] (Z(H ~1)
(H=1—h)\(H-1+h)! H-1 H-1-h

j, da h>1 (1.89)

Ze wzoru Newtona: (a+b)" = Z(:)a”_kbk wynika, ze Z(zk") =2"" (dowod
=0 =0
otrzymano w [105] na podstawie uktadu dwoch rownaf: dla a=b=1 1 n—2n oraz
dla a=1, b=-1in—>2n),astadi(1.89)oraz a, =1 otrzymuje sig:

S (H-DE(2H-)) L (2H DY
ah—2[ o j ;‘[H_l_hj_z ( oo J (1.90)

0

Y

=
Il

1 UwWz niajac dodatkowo . 1 . , UZYSKUJ€ S1¢ zal€ZznoSC1 KONCOwWeE:
i uwzgledniajac dodatkowo (1.89) i (1.62), uzyskuje sie zaleznosci kot

H-1 H-h-1
Cszz a. = Cszz

2H-2 h ™ ~A2H-3 °
2 2

h=1,.., H-1 (1.91)

a, =

gdzie:

cr oMl (1.92)
" \p) (m-p)p!

Zaleznosci (1.91) okreslajace wspotczynniki okna I klasy Rife’a—Vincenta spetnia-
jacego warunek unormowania (1.50), zostaly po raz pierwszy opublikowane przez
Belege [26], gdzie autor uzyskat je w sposob heurystyczny i udowodnil ex-post, ze
spetniajg warunki zdefiniowane przez (1.61), (1.77), (1.78).

Widmo okien o wspotczynnikach (1.91) mozna uzyska¢, korzystajac z zaleznosci
(1.88) i (1.65) [151] lub z (1.91) i (1.24) albo z doktadniejszego przyblizenia (1.25),
jak w [28, 31]:
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N Sin(ﬂ:ﬂ) e—jﬂ%(N—l)/N (2H - 2)!

W)= 2H—2 T
2 A H i (W= 2%)

, dla A<<N oraz N>>1 (1.93)

Analityczna znajomos$¢ (1.91) wspotczynnikéw okna a, umozliwia réwniez wy-
znaczenie parametrow (1.48), (1.55), (1.79)—(1.81) [31]:

MLBW = H (1.94)
4H-3 1t
SL(0,5) = —=— L =Dl (1.95)
n(2H -1)!(2H - 2)!
CHfl
NPSG =q, = 2225*5 (1.96)
H-1 C2H—2
NNPG =a; +0,5) a; = Jiir s (1.97)
h=1
H-1 2 2H-2
ENBW :1+12(ﬂj - NNPG_ Cana (1.98)
295\ 4 (NPSG)”  (Gp,)

Warto$ci wspotczynnikow (1.91) dla okien z liczbg wspotczynnikow H <7 oraz
podstawowe parametry zawiera tab. 1.1. Zauwazmy, ze wspolczynniki okna spetniaja
warunek unormowania (1.61) oraz warunek (1.77), a takze (1.78).

Tabela 1.1. Parametry okien I klasy Rife’a—Vincenta

Parametr H
okna 1 —okno | 2 —okno 3 4 5 6 7
prost. | Hanninga
a, 1 1/2 3/8 10/32 | 35/128 | 126/512 | 462/2048
a, - 172 4/8 15/32 | 56/128 | 210/512 | 792/2048
a, - - 1/8 6/32 28/128 | 120/512 | 495/2048
a, - - - 1/32 8/128 | 45/512 | 220/2048
a, - - - - 1/128 10/512 | 66/2048
as - - - - - 1/512 12/2048
ag - - - - - 1/2048
MLBW 1 2 3 4 5 6 7
LISTKI BOCZNE [DB/OCT] 6 18 30 42 54 66 78
SL(0,5) 0,637 0,859 0,905 0,931 0,946 0,956 0,962
ENBW 1,00 1,50 1,94 2,31 2,63 2,91 3,17
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1.6. Estymacja widma DFT i DtFT
sygnalu zakloconego szumem

Zalézmy, ze probki sygnatu y, (n=0,..., N —1) sa zaklocone addytywnym szu-

mem biatym Ay, o $redniej x =0 1 wariancji ol
V, =y, +4y, (1.99)

Taki model szumu zaktada, ze ciag N probek szumu Ay, jest ciaggiem zmiennych
niezaleznych o nastepujacych parametrach:

u=E[Ay, ]1=0 (1.100)

o? =var Ay, = E[Ay, - E[Ay, ]I’ = E[4y,T (1.101)

o’ dla n=m

E[Ay Ay 1= 1.102
[4y,4y,] {o da nem ( )

gdzie E[x] — warto$¢ oczekiwana zmiennej losowej x .

Stopien ,,zaszumienia” sygnalu uzytecznego okresla si¢ w dziedzinie czasu przez
wspotczynnik SNR (Signal to Noise Ratio) jako stosunek mocy sygnatu uzytecznego
do mocy szumu obecnego w sygnale. Dla sygnatu uzytecznego (1.1) lub (1.2) oraz
zaleznosci (1.99)—(1.102) i niezaleznosci statystycznej skladowych oscylacji, mozna
g0 wyrazi¢ przez wzor:

SNR=) SNR, (1.103)

gdzie SNR, — skladnik calkowitego SNR odpowiadajacy m-tej sktadowej oscylacji
obecnej w sygnale dla modelu (1.1) lub (1.2):

A2 12 A
'"—izz—mz da m=1,...K
SNR, = |; : o (1.104)
le dla Wl:l,...,P
o

Cze¢$¢ rzeczywista probki widma DtFT szumu Ay, (n=0,..., N —1) oraz jej cze$¢
urojona sg zmiennymi losowymi, a poniewaz zwykle liczba probek sygnatu N >>1,
to na mocy centralnego twierdzenia granicznego, cze$¢ rzeczywista widma 1 czgs¢

urojong mozna z duzg doktadnos$ciag przyblizy¢ zmienng losowg o rozktadzie normal-
nym [159].
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Schoukens i Renneboog wykazali [159], Ze estymator F (k) widma DFT szumu
Ay, posiada nastgpujace wlasciwosci:

_E(F(hy =iV # dla k=0 1.105

Hprr = (F(k))= 0 dla k=0 (1. )

Oreim(DET) = Oretprr) = Otmiorry = E[Re F(K))*]= E[(Im F(k))* ] = %02 (1.106)
E[(Re F(k))(ImF(k))]=0 (1.107)

Czgé¢ widma DFT sygnahu (1.99), dla ktérej powinno ono by¢ zerowe ( F(k)=0)
ma niezerowa amplitude spowodowang niezerowa wartoscig (1.106), a szum ten jest
zwykle okreslany terminem noise floor. Jest on zmienng losowg i jest najczesciej ob-
serwowany w oscyloskopach wyposazonych w modut FFT lub w analizatorach widma
jako nieregularny szum w widmie amplitudowym. Czesto zdarza si¢, ze obserwowany
na wykresie widma jest jedynie noise floor spowodowany szumem kwantowania (jesli
inne zaktocenia sa pomijalne).

Solomon, analizujac zastosowanie wzorow (1.105), (1.106) dla szumu kwantowa-
nia [167], zwraca uwage, ze mozna na tej podstawie wyznaczy¢ parametry rozktadu

estymatora |ﬁ (k)| oraz |ﬁ (k)] szumu, gdyz cze$é rzeczywista i cze$¢ urojona F (k)
to zmienne losowe o rozktadzie normalnym i parametrach okreslonych przez (1.105)-
(1.107), a wowczas |ﬁ (k)| ma rozklad Rayleigha. Z zaleznoS$ci na pierwszy i drugi
moment tego rozktadu oraz (1.105), (1.106) wynikajg usrednione wartos$ci noise floor:

2l T NN
/u|DFT| = E(| F(k) |) = \/;GRelm{DFT} = TO' (1 108)
GI%)FT\ - 'u\DFT\Z =E( ﬁ(k) |2) = 2O-I2{elm{DFT} = No’ (1.109)

Zaleznosci (1.104) i (1.109) sa wystarczajace do zdefiniowania wspotczynnika
SNR,, oy dla m -tej sktadowej oscylacji w widmie DFT jako:

A 2 ’ A 2 ? . .
2 g L N (4, /2 ) =ESNRm dla sinusoidy
ODFT| o 2
SNR,, prr = 2 2 (1.110)
B B .. .
l T )’ _ N | m2| = NSNR,, dla oscylacji zespolone;j
O\DFT| o)

lub w skali logarytmiczne;j:
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SNR,, [dB] + ZOloglog dla sinusoidy

SNR,, r [dB] = (1.111)

SNR,, [dB]+20log,, N  dla oscylacji zespolonej

Szum kwantowania b-bitowego typowego przetwornika A/C i o ziarnie kwantowa-
nia rownym Q (otrzymujemy go przez podzielenie zakresu przetwornika przez 2°)
modeluje si¢ najczgséciej zmienng losowg o rozktadzie rownomiernym [111, 172]. Jego
wariancja wynosi wowczas Q° /12. Podstawiajac te wartos¢ do (1.108) i (1.109),
uzyskuje si¢ wartosci noise floor szumu kwantowania stosowanego przetwornika.
Poziom noise floor przetwornika A/C mozna teoretycznie zmniejszy¢ (jak wynika to
z (1.110), (1.111)) bez zmiany przetwornika A/C przez zwigkszenie liczby probek N
transformaty DFT. W praktyce metoda ta jest jednak ograniczona innymi rodzajami
btedow przetwornika, np. nieliniowoscia. Ta sama uwaga dotyczy rowniez zmniejsze-
nia poziomu zaktécen w DFT innych niz szum kwantowania. Ich zmniejszenie przez
zwigkszenie N jest mozliwe dopoki zaklocenie spetnia zatozone warunki szumu bia-
tego. Ponadto znaczace zwigkszenie N albo wymaga szybszego przetwornika A/C,
albo zatozenia stacjonarnosci sygnatu w dluzszym czasie, a czg¢sto warunki te sg trud-
ne do spetnienia lub niemozliwe.

W zalezno$ciach (1.110), (1.111) znajduje si¢ liczbowe potwierdzenie prostego
intuicyjnie faktu, ze sygnal waskopasmowy zakldocony szumem szerokopasmowym
(zwlaszcza szumem biatym) ma korzystniejszy stosunek sygnal/szum w dziedzinie
DFT niz w dziedzinie czasu. Dla sygnatu sinusoidalnego zysk ten jest (N / 2) -krotny,
a dla oscylacji zespolonej N-krotny. Jednym z zastosowan przedstawionych zaleznos$ci
jest pomiar efektywnej liczby bitow przetwornika A/C przez pomiar poziomu noise
floor w DFT w stosunku do sygnatu uzytecznego. Mozna to wykona¢ metodg Welcha

usredniania periodogramu |I:“ (k)* (réwnanie (1.109)), mozna tez analogicznie usred-
nia¢ modut amplitudy | (k)| (rownanie (1.108)). Poniewaz E(| F(k)[*) # (E| F(k)|)>,
wiec usrednianie |I:“ (k)| daje stosunek sygnal/szum Kkorzystniejszy (o wartosé
10log,,(4/m)=1,05dB) niz usrednianie |ﬁ(k) > [167]. W praktyce do pomiaru pa-
rametréw przetwornikéw A/C (gtownie efektywnej liczby bitow i poziomu znieksztal-
cen nieliniowych) stosuje si¢ oprécz wspomnianego usredniania réwniez okna czaso-
we inne niz prostokatne, a ich dobor musi by¢ $ciSle zwigzany z doktadnos$ciag
badanego przetwornika A/C [25, 168].

Solomon uogodlnia zaleznos$ci (1.109) i (1.110) na przypadek obliczania DFT
z zastosowaniem okna innego niz prostokatne (ale z zachowaniem warunku prébko-
wania synchronicznego, tj. sytuacji, w ktorej nie jest zauwazalny w DFT przeciek
widma przy stosowaniu okna prostokatnego) [167]. Okno inne niz prostokatne



44 Rozdziat 1

(o wspotczynniku ENBW >1) wzmacnia szum w DFT proporcjonalnie do warto$ci

ENBW:

Oy = ENBW - No™ (1.112)
SNR
N " dla sinusoidy
SNR,, =1 2 ENBW (1.113)
SNR .. .
N " dla oscylacji zespolone;j

ENBW

Proporcjonalnos¢ O]f)m czy oper od ENBW (a wiec SNR,, .y od ENBW ™)

jest rowniez stwierdzana w pracach [131, 132].

W bardziej szczegdélowych analizach mozna uwzgledni¢ warto$¢ wspotczynnika
korelacji dwdch probek widma DtFT (DFT) lezacych na osi czgstotliwosci blisko sie-
bie (gdy odlegtos¢ ta wynosi wigcej niz polowa szerokosci listka gtownego zastoso-
wanego okna czasowego, wowczas mozna przyjac, ze probki te sg nieskorelowane)
[131], czy tez analogiczna zalezno$¢ dla okien z bazg kosinusowg [127].

1.7. Metoda uzupelniania zerami

Metoda uzupetiania zerami stosowana w obliczaniu widma sygnatu sprobkowa-
nego y, (n=0,.., N -1 w numeracji naturalnej lub n=-N/2,..., N/2—-1 w nume-

racji symetrycznej) oraz pomnozonego przez okno czasowe w, , a wigc sygnatu two-
rzacego N-elementowy zbidr {y,w,}, , polega na rozszerzeniu tego zbioru o probki

zerowe, a nastepnie obliczeniu widma dla tak uzupetnionego sygnalu. Rozszerzenie
zbioru N-elementowego {y,w,}, do zbioru NR-elementowego {y,w,},z ©Oznacza

R-krotne uzupehienie zerami i moze by¢ przeprowadzone na kilka sposoboéw, w za-
leznosci od tego czy probki zerowe beda dodane w centralnej czgsci sygnatu sprob-
kowanego, czy tez na poczatku Iub koncu sygnatu. Mozliwe jest tez odpowiednie po-
laczenie tych wersji wraz z jednoczesnym przestawianiem kolejnosci wybranych
segmentow danych w celu uzyskania odpowiednich wtasciwos$ci numerycznych dane-
go algorytmu obliczania widma (jak np. zgodnie z (1.13) w celu uzyskania wtasciwo-
sci (1.14)). Celem za§ metody R-krotnego uzupeliniania zerami, rozumianej jako meto-
dy interpolacji widma, jest sprobkowanie widma (1.4) (dla numeracji naturalnej) lub
(1.9) (dla numeracji symetrycznej) z krokiem 1/ R bin zamiast z krokiem 1 bin (jak
jest w (1.7)); k-ta probke tak policzonego widma oznacza si¢ przez F, {y,w,}yz 1 defi-

niuje za pomoca zalezno$ci (1.4) lub (1.9) przez podstawienie w nich A=k /R:
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Fly Wb =Fur =F(A=k/R)=) " y,w,e /M (1.114)

Ze wzgledow obliczeniowych najkorzystniej jest zdefiniowac uzupetnianie zerami

W Sposob nastepujacy:
0wk =1{20> 0 Zn/215 05000, 0,2y gy s 2 by, dla n==N/2,..,N/2-1 (1.115)
{z, e =120 s Zy 1505 ..0; O}z, dla n=0,..., N1 (1.116)

poniewaz korzystajac ze wzorow (1.8) 1 (1.115), otrzymuje si¢ dla
n=-N/2,.,.N/2-1:

N/2-1 NR_
FFTk {ann}NR — z ynwne*jzﬂl’lk/NR + z yn_NRWn_NResznnk/NR

N/2-1 ' - -1 . e N/ ' (1.117)
= z pw, e PR Z 3, W, IRONRIINR z 3, W, e~ 2RIV

n=0 n=-N/2 n=-N/2

oraz korzystajac ze wzorow (1.8) 1 (1.116), otrzymuje si¢ dla n=0,..., N —-1:

N-1
FET, {3, W, } e = O,y w,e 27 (1.118)
n=0

a nastepnie po uwzglednieniu wzoru (1.114) w (1.117), (1.118) uzyskuje sie zaleznos¢:
Eyawaine = FET Ay, W, b ve (1.119)

Zaleznos¢ (1.119) jest prawdziwa zaréwno dla n=-N/2,...,N/2-1 (po wyko-
rzystaniu (1.115)), jak i n=0,..., N—1 (po wykorzystaniu (1.116)). Oznacza to, ze
w celu uzyskania widma sygnatu y, indeksowanego dla n=-N/2,..,N/2-1 na-
lezy probki te pomnozy¢ przez okno czasowe w

n

, hastepnie uzupetni¢ zerami wraz
z zamiang kolejnosci probek w sposob zdefiniowany przez (1.115) i wykonaé algo-
rytm FFT dla tak zdefiniowanego zbioru wartosci. Uzyskuje si¢ wowczas probki
widma wg wzoru (1.9) z krokiem 1/ R bin. Natomiast w celu uzyskania widma sygna-
tu y, indeksowanego dla n=0,..., N —1 postgpowanie jest analogiczne. Po pomno-
zeniu probek przez okno czasowe uzupetnia si¢ zerami w sposob zdefiniowany przez
(1.116) i wykonuje algorytm FFT, uzyskujac probki widma wg wzoru (1.4) rowniez
z krokiem 1/ R bin. Chociaz uzupehianie zerami wg wzoru (1.116) wydaje si¢ prost-
sze niz wg wzoru (1.115), gdyz w pierwszym przypadku nie ma zamiany kolejno$ci
probek, jednak w praktyce roznica ta nie ma istotnego znaczenia. W przypadku np.
stosowania tzw. bufora kolowego (powszechnie stosowanego np. w aplikacjach proce-
sorow sygnalowych [24]) inna bedzie jedynie warto$¢ poczatkowa wskaznika bufora



46 Rozdziat 1

kotowego (dla (1.115) wskaznik poczatkowy bedzie wskazywac probke z_, ,, a dla
(1.116) wskaznik poczatkowy wskaze probke z;) i w obu przypadkach wskaznik bu-
fora bedzie inkrementowany do kolejnych elementow tablicy z zachowaniem regut
typowych dla dziatania bufora kotowego.

Inny sposdb uzupetniania zerami niz zdefiniowany przez (1.115), (1.116) réwniez
umozliwia obliczanie widma (1.4) lub (1.9) z uzyciem algorytmu FFT, ale wymaga
wykonania dodatkowych obliczen, np. dla n=—-N/2,..., N/2—1 zachodzi:

N-1 N/2-1
_ —j2nnk/NR __ —j2n(n+N/2)k/NR
FFTk {ann,O,---,O}NR _Zyn—N/ZWn—N/Ze - YaWn€
n=0

n=-N/2
N/2-1
_ _—jnk/R —j2ank/NR _ —jnk/R
=e Z YaW,€ =e F;c{ynwn}NR
n=—N/2

(1.120)

a wiec wystepuje dodatkowo mnozenie przez funkcje e /™% .

Metoda uzupetiania zerami przy obliczaniu widma sygnatlu za pomocg algorytmu
FFT jest stosowana nie tylko w celu zmniejszenia kroku probkowania widma. Innym
powodem jej stosowania jest uzupelnienie liczby probek warto§ciami zerowymi do
takiej ich liczby, ktora umozliwia uzycie algorytmu FFT w przypadku, gdy liczba pré-
bek nie spelnia wymagan tego algorytmu. Przyktadowo, jesli uzyskano z przetwornika
A/C 800 probek sygnatu, a dysponujemy procedurg FFT typu radix-2, to mamy dwie
mozliwos$ci: wykorzysta¢ w algorytmie tylko 512 probek z przetwornika A/C (rezy-
gnujac z informacji zawartej w pozostatych probkach) lub uzupehi¢ probkami zero-
wymi wszystkie 800 probek sygnatu do catkowitej liczby 1024 (lub 2048, 4096 itp.)
i dla takiego zbioru probek zastosowaé algorytm FFT. Jest to czgsty przypadek stoso-
wany w praktyce, gdzie jedynym celem metody uzupelniania zerami jest tylko spet-
nienie wymagan co do liczby probek stosowanego algorytmu FFT. W takim przypad-
ku parametr R jest mniejszy niz 2, a czgsto tylko nieznacznie wickszy niz 1. Ta
numeryczna wlasciwos¢ metody uzupetniania zerami, cho¢ w praktyce bardzo przy-
datna, nie jest celem analizy niniejszej pracy, gdyz nie jest zwigzana ze znaczaca po-
prawa doktadnosci estymacji parametrow sygnatu wieloczestotliwosciowego. Taka
poprawe doktadnosci uzyskuje si¢ natomiast wraz ze znaczacym zwigkszeniem warto-
$ci parametru R, jednakze po spelieniu dodatkowych warunkow, ktore w istotny
sposob ograniczajg jej praktyczne wykorzystanie. W dokladniejszej analizie tych
ograniczen mozna wykorzysta¢ zalezno$¢ na btad wzgledny o, | B, | estymacji modu-
tu amplitudy | B, | metoda uzupetniania zerami (okno czasowe + uzupelnianie zerami
+ FFT) sygnatu bedacego suma dwoch oscylacji zespolonych: pierwszej o amplitudzie
zespolonej B, i czgstotliwo$ci unormowanej A, , drugiej o parametrach (B, ,4,)

1 wzajemnej odleglosci obu sktadowych w widmie réwnej | 4, — 4, | [60, 62]:
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max o, | B, |~ 8, | By |+ 6y, | By | (1.121)

gdzie w przypadku stosowania okna trojkatnego sktadowe btedu (1.121) sg wyznaczo-
ne przez:

- 2

B (A - A)|
[Bi | [W(0)]

(1.123)

ZZ| k|

Zalezno$¢ (1.121) oznacza, ze maksymalny btad estymacji modutu amplitudy skta-
dowej (B, , 4, ) jest suma dwoch bledow. Pierwszy z nich (J,, | B, | ) jest spowodowa-

ny dyskretnym charakterem widma DFT oraz efektem ,,zafalowania” (rys. 1.1) i moz-
na go, zgodnie z (1.122), zmniejszy¢, zwickszajac liczbe uzupelianych probek
zerowych, a drugi (J,, | B, |) jest spowodowany przeciekiem widma od skladowej
(B,,4,) 1nie zalezy od parametru R, a jedynie od odlegto$ci migedzy sktadowymi,
stosunkiem ich amplitud i charakterystyka widmowa W (1) stosowanego okna cza-

sowego. Istotnym ograniczeniem metody uzupelniania zerami jest wigc skladnik
(1.123), ktory powoduje, ze w wielu sytuacjach zwigkszanie liczby uzupelianych zer
nie spowoduje zmniejszenia bledu calkowitego (1.121). Analogiczne ograniczenie
dotyczy rowniez bledu estymacji czestotliwosci [60]. Przezwyciezenie tego ograni-
czenia jest mozliwe w metodzie LIDFT wykorzystujacej technike uzupetiania zerami
(rozdz. 3, 4), w ktorej zwigkszanie liczby uzupetianych zer prowadzi do zmniejszenia
rowniez sktadnika spowodowanego przeciekiem widma przez jego odpowiednie
uwzglednienie w rownaniach metody LIDFT.



2. Metody interpolacji widma

2.1. Wprowadzenie

Zalozmy, ze czestotliwo$¢ unormowana A, oscylacji zespolonej z modelu (1.2)

spetnia warunek:
A €lb—1,k+1] (2.1)

co oznacza, przy zalozeniu pomijalnego wplywu efektu przecieku widma od innych
sktadowych (long-range leakage) oraz braku szumu, ze jest spelniony warunek:

|F(k)|2| F(k+1)| oraz |F(k)|2|F(k-1)| (2.2)

a wiec | F(k)| jest lokalnym maksimum w widmie DFT i jest ono potozone w odle-
gtosci 6, (0, <0,5) od lokalnego maksimum DtFT (rys. 2.1), ktére lezy pomiedzy
punktem | F'(k)| a | F(k +¢,)|, gdzie:
_Jbgdy [F(k+D[>|F(k=D)] 2.3)
Col gy [FR+DI<|F(-D) ‘
Celem interpolacji jest wyznaczenie wartoSci &, z obliczonego widma DEFT,
a z niej czestotliwos$ci unormowanej z réwnania:

A =k+&,0, (2.4)

Wyznaczenie A, jest mozliwe przez odpowiednie iteracyjne potaczenie metod niepa-

rametrycznej interpolacji widma wyszczeg6élnionych w koncowej czgséci rozdz. 1.1.
W pierwszym etapie wstepnie wyznacza si¢ lokalne maksimum widma z wykorzysta-
niem metody uzupehiania zerami. W drugim etapie precyzyjnie wyznacza si¢ maksi-
mum widma przez dychotomiczne (wzgledem osi czestotliwosci) obliczanie dodatko-
wych probek widma [188], np. algorytmem Goertzela. Praca [95] wykorzystuje
rowniez w takich iteracjach transformate chirp-Z. Jednak w wigkszosci przypadkow
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N /
T 1Fw) N FA)| | F()|
| F(k-1) )" |
| FkD)| | F (D]
& = +1
-k kH i =k kH -

Rys. 2.1. Definicja znaku &, poprawki czgstotliwosci d, w metodach interpolacji widma

metody interpolacji widma bazujg na bardziej zlozonej matematycznie analizie pro-
blemu, dzigki czemu cechuja je korzystniejsze wlasciwosci numeryczne i/lub doktad-
niejsza estymacija.

Wyznaczenie 6, moze odbywac si¢ na podstawie dwoch (interpolacja dwupunk-
towa) najblizszych wartosci DFT (F(k) 1 F(k+¢g,)), trzech (interpolacja trzypunk-
towa) wartosci ( F'(k) 1 F(k£1)) lub wigcej (interpolacja wiclopunktowa). W zalez-
nosci od zalozen metod interpolacyjnych zaktada si¢ w nich, ze albo przeciek widma
pochodzacy od innych sktadowych jest pomijalny, tzn. ze rzeczywiste polozenie skta-
dowej oscylacji w widmie pokrywa si¢ z maksimum lokalnym DtFT, albo tez stoso-
wane wzory interpolacyjne moga uwzglednia¢ ten przeciek, wyznaczajac wowczas
rzeczywiste polozenie oscylacji w widmie, a nie polozenie maksimum lokalnego
DtFT. Stosowane wzory interpolacyjne moga wyznacza¢ &, w sposob jawny (nie-

wymagajacy procedur iteracyjnych) lub uwiktany, ktéry wymaga stosowania procedur
iteracyjnych.
W rozdziale 2 podano znane procedury interpolacyjne wyznaczania A, przez wy-

znaczenie J, , a nastepnie wyznaczania pozostatych parametrow oscylacji (amplitudy

i fazy). Ze wzgledu na obszernos¢ materiatu pomini¢to wiec wiele wzoré6w wyznacza-
jacych amplitude i faze, koncentrujac si¢ na estymacji czgstotliwo$ci, poniewaz wzory
te bazuja na znajomosci czestotliwosci A, . Doktadne wyznaczenie wartosci o, wa-
runkuje doktadne wyznaczenie amplitudy i fazy. Szczegoétowe analizy interpolacji
DFT odnoszace si¢ wylacznie do wyznaczania fazy skladowych oscylacji sg zawarte
w pracach [7, 8, 12, 80].

Nieuwzgledniono w szerszym opisie metody interpolacji wymagajace procedur
iteracyjnych oraz procedur interpolacji wykorzystujacych zmienno$¢ kolejnych seg-
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mentéw probek danych przesunigtych w czasie, a wigc bazujacych na zmianach cha-
rakterystyki fazowej obliczanego widma DFT. Bardziej szczegdtowy opis tych metod
mozna znalez¢ w [3, 148, 156, 183, 189]. Pominigto tez stosowanie iteracyjne w celu
uwzglednienia przecieku widma metod ze swej natury nieiteracyjnych i nieuwzgled-
niajacych w swoich réwnaniach przecieku widma od innych sktadowych (long-range
leakage) [67, 78, 116-118, 150]. Zdaniem autora metody te moga mie¢ takie iteracyj-
ne zastosowanie tylko w szczegélnych sytuacjach przy dodatkowej (w stosunku do
metod szerzej opisanych w niniejszej pracy) wiedzy a priori o sygnale i starannym
zbadaniu warunkow zbieznosci stosowanej iteracji i wymagan obliczeniowych.

Omoéwienie znanych metod interpolacji widma (rozdz. 2.3-2.6) poprzedzone jest
rozdz. 2.2, dotyczagcym wybranych zagadnien estymacji parametrow sygnatu wielo-
czestotliwosciowego zakldconego szumem. Jest to rozwiniecie rozdz. 1.6 ukierunko-
wane dla konkretnej klasy sygnalow — sygnatu wieloczgstotliwosciowego oraz w kon-
tek$cie metod interpolacji widma. Wiasciwosci statystyczne metod interpolacji widma
(opisujace w sposob jakosciowy i ilosciowy odporno$¢ metody na szum w sygnale) sg
koniecznym elementem cato$ciowej ich oceny.

2.2. Estymacja parametrow sygnalu
wieloczestotliwosciowego zakloconego szumem

Analiza wynikow estymacji parametrow sygnatu (1.1) zakloconego szumem addy-
tywnym (1.99)—(1.102) réznymi metodami, przedstawionymi w dalszej czesci
rozdz. 2, wymaga oceny doktadnosci estymacji w stosunku do granic doktadnosci,
ktore potencjalnie s3 mozliwe do uzyskania w rzeczywistosci. Podejsécie takie ulatwia
nie tylko poréwnanie tych metod migdzy soba, ale rowniez oceng, czy nalezy dosko-
nali¢ dang metodg, by zmniejszy¢ btedy estymacji, czy moze biedy te sg tak blisko
mozliwych minimalnych wartosci, ze mozna je uzna¢ w praktyce za optymalne.
Wspotczesne metody statystycznej analizy danych dostarczajg narzedzi takiej oceny:
estymacje¢ najwigkszej wiarygodnosci (ML, Maximum Likelihood) 1 ograniczenie (nie-
rowno$¢) Craméra—Rao (CR bound, Cramér-Rao bound). Zagadnienia te, w kon-
tekécie estymacji parametrow sygnatu wieloczestotliwosciowego, sa ze soba Scisle
zwigzane [152, 158, 174, 175], dlatego omowione sg w tym samym rozdziale.

Problem estymacji, to problem znalezienia, na bazie skonczonego zbioru probek,

takiego wektora parametrow 0= [él - ép] , ktory bedzie mozliwie doktadnym przy-
blizeniem wielkosci 0 =[6,, ..., ] sposrod zbioru @ wszystkich mozliwych (G € (9) .
Oceng jakosci przyblizenia moze by¢ w najprostszym przypadku nieobcigzonos¢ es-
tymatora ( E [6] ~0) i jego mata wariancja (E[é - 0> = 0). Zatézmy tez, ze jest zdefi-
niowana parametryczna (z parametrem 0, czyli szukanych wartosci) funkcja gestosci
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prawdopodobiefistwa p,(x) wektorowej zmiennej losowej X, ktorej realizacje X

(czyli wspomniany zbidr probek), sg znane w efekcie przeprowadzonego pomiaru
z zastosowaniem przetwornika A/C.

Definicja 2.1
Estymatorem najwiekszej wiarygodnoSci (maximum likelihood estimator) éLM jest
ten, dla ktorego logarytm funkcji wiarygodnosci:

L(0,x) =1n py(X) (2.5)
osigga maksimum, co (przy pewnych warunkach dodatkowych) oznacza, ze:

0 0
—L(0,%)=—In p, (X =0 2.6
o L@ =2 npe(X)ezéLM (2.6)

a nazwa estymatora (najwigkszej wiarygodnosci) wynika z faktu, ze warto$¢ éLM wekto-

ra parametru 0 czyni wektor obserwacji X najbardziej prawdopodobna (tj. o naj-
wigkszej wiarygodnosci) realizacja zmiennej losowej X :

A

0,y =arg[max p, (%)] (2.7)

Definicja 2.2

Ograniczenie Craméra—Rao (Cramér—Rao bound) dowolnego estymatora 0 nicob-
cigzonego, ktory jest estymowany na podstawie zmierzonej realizacji X wektorowej
zmiennej losowej X o funkcji gestoSci prawdopodobienstwa p,(x), stwierdza, ze
dolna granica wariancji Varéi =E[éi —91.]2 jest i-tym elementem diagonalnym od-
wrotnosci macierzy J(0):

var 6, > (J(0) ™), 2.8)

gdzie J(0) jest macierza informacyjna Fishera, zdefiniowana z wykorzystaniem loga-
rytmu funkcji wiarygodnosci (2.5), jako:

d NI N ol o N
J(e>=E{Elnpe(x)}[%lnpe(x)} =—E%[%lnpe<x)} (2.9)

Jesli czg$¢ parametrow 6. jest znana, a wige nie podlega estymacji, to w macierzy
J(0) nalezy skresli¢ odpowiadajagce im wiersze i kolumny przed obliczeniem jej od-
wrotnosci. Definicja 2.2 podaje uproszczong wersj¢ ograniczenia CR dla estymatorow
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nieobcigzonych, gdyz w niniejszej pracy rozpatrywane sa metody estymacji z matym
btgdem systematycznym w stosunku do mierzonej wartosci.

Dwie ogoélne definicje (estymatora ML i ograniczenie CR) odnie§my teraz do mo-
delu sygnatu (1.1) oraz szumu (1.99)—(1.102) z zatozeniem dodatkowego warunku
w stosunku do (1.99)—(1.102), iz szum ten charakteryzuje si¢ rozkladem normalnym

N(0,67%), czyli funkcja gestosci prawdopodobiefistwa zmiennej losowej x (opisuja-
cej probke szumu) jest dana wzorem:

1 2
p@ﬁ$gam{é;) (2.10)

a wektor X =[x,,..., xy_, 1" zmiennych x, (z ktorych kazda ma rozktad N (0,0%)) ma

rozktad normalny N-wymiarowy, ktorego taczna gestos¢ prawdopodobienstwa wyno-
si:

1 T
P =i exp[ - Xj @.11)

207
a jesli dodatkowo kazda probka x, jest zespolona (gdzie czg$¢ rzeczywista i czg$¢

urojona ma rozktad N(0,6° /2)), to (2.11) przyjmuje postac:

1 x'x
x)= exp| ——— 2.12
Sygnat (1.1) po sprobkowaniu (1.3) moze by¢ zapisany w postaci:
y=VB+n (2.13)
gdzie 'y =[yy, ), y,\,_l]T — wektor probek sygnalu zakloconego szumem,

n=[Ay,,Ap,,.... Ayy_, " — wektor probek addytywnego szumu biatego o rozkladzie
N(0,6%), B :[B’I,Bz,...,BP]T — wektor estymowanych amplitud oscylacji zespolo-

nych, a V — zespolona macierz Vandermonda, ktorej elementy sg zdefiniowane przez
czestotliwosei 4, ..., 4, tych oscylacji:

0 0 0
Z Zy Zp
Z1 Z1 Z1
j2n A [(NT
v=| ] 2 TP, =D (2.14)
N-1 N-1 N-1
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Funkcja wiarygodnosci (2.5) ma wowczas postac:

1 1
Lyy (y)=1n{nN62N exp[—?(y—VB)H(y—vmﬂ (2.15)

Estymator najwiekszej wiarygodno$ci B i V wyznacza sie z rownania (2.6) przez
minimalizacje¢ formy kwadratowej wyktadnika z (2.15):

r]r;ivn(y—VB)H(y—VB) (2.16)

ktéra w tym przypadku jest rozwigzaniem nieliniowego problemu najmniejszych kwa-

dratow:

N-1 2
min
By.zy

(2.17)

P

n

Y~ ZBka
k=1

Estymacja parametrow sygnatu (1.1) z warunku (2.17) moze odbywac si¢ metoda-
mi w dziedzinie czasu lub w dziedzinie czgstotliwosci. Najwigkszym problemem jest
wyznaczenie wartosci 4, ..., 4,, wzgledem ktérych minimalizacja ma charakter nieli-

n=0

niowy. Przyktadowo w metodach opartych na metodzie Prony’ego wyznaczane sa one
przez wyznaczenie zer wielomianu wysokiego rzedu.
Rife i Boorstyn wyznaczyli [152] estymatory ML i ograniczenie CR dla przypadku

sygnatu (1.2), ktory zawiera tylko jedng oscylacje zespolong B,e’™" = (4, /2)e/ %)
a proces estymacji parametrow | B | = zzik 12, &@=a,, ¢=¢, jest dokonywany na pod-
stawie /N probek sygnatu mierzonego od chwili ¢, =n,T, gdzie n, jest dowolnie
przyjetym indeksem pierwszej probki (zwlaszcza n, =0 dla numeracji naturalnej
1 ny =—N /2 dla numeracji symetrycznej).

Po wyznaczeniu macierzy Fishera z (2.9) Rife i Boorstyn wyznaczyli ograniczenie
CR dla estymowanych parametrow z (2.8), dla kilku przypadkow liczby wyznacza-
nych parametrow, z ktorych najwazniejszy to ograniczenie CR przy estymacji wszyst-
kich trzech parametréw (jako nieznanych) [108, 152, 174]:

Cp 200 =0/ (2N) (2.18)
2
2 2 O 6
o, 20 = 2.19
2] 0CR @ |B|2 T2 N(Nz_l) ( )
2
2. 2 o 6 > N(N-1) N(N—l)(2N—1)J
o, 20, = nyN +2n + 2.20
ook |B|2NN(N2—1)( ‘ © 2 6 (220)
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Wprowadzony w (2.18)—(2.20) indeks O stanowi wyrazne zaznaczenie przypadku
jednej oscylacji zespolonej, dla odréznienia od rozpatrywanego pézniej przypadku
sygnatu ztozonego z dwoch oscylacji zespolonych.

Wariancja o p hie zmienia si¢, gdy estymacji podlega tylko | B| dla znanej
pulsacji @ i/lub fazy ¢ . Dla znanej fazy ¢ zmienia si¢ 0'02 CR »» @ dla znanej pulsacji

@ zmienia si¢ 0'5 cR p » Ni€zaleznie od tego czy znana jest warto$¢ | B|:

o’ (2 5, NV | N(N-D@2N-D)

-1
——|n , @ jestznane (2.21
2 | B |2T2 0 0 2 6 ) ) ( )

2 2 _
0WpZ200crRp =

2
2 2 o

o 20, =———, w jest znane 2.22
0= C0ere =5 Ty J (2.22)

Najwicksze znaczenie majg zaleznosci (2.18) i (2.19). Zaleznos$¢ (2.19) zapisana
w odniesieniu do estymatora czestotliwosci unormowanej A (w=2nl/(NT)) ma

postac:
N 1,507 N° o’ L5
ATTORATI B 2 N(N?=1) |BP n’N

(2.23)

Minimalne warto$ci wariancji z (2.18), (2.19), (2.22), (2.23) nie zalezg od momen-
tu rozpoczecia pomiaru (n, ), ale wariancje z (2.20) i (2.21) wykazujg taka zaleznos¢

od n, iosiagaja maksimum dla n, = —(N —1)/2 (przypadek symetrii osi czasu wokot

zera). Ich praktyczne wykorzystanie jest ograniczone do przypadku, gdy wartos¢ fazy
jest istotna (wzor (2.20)) oraz gdy faza jest znana (wzor (2.21)), tj. dostgpna jest do-
datkowa wiedza a priori o sygnale.

Rife i Boorstyn pokazuja rowniez [152], ze w przypadku jednej oscylacji zespolo-
nej estymator najwickszej wiarygodnosci, to taki, ktory jest wyznaczony przez mak-
simum modulu DtFT sygnatu. Dla jednej oscylacji zespolonej maksimum lokalne
widma nie jest bowiem znieksztatcone zjawiskiem przecieku widma. Gdy analizujemy
wiec sygnat zlozony z jednej oscylacji zespolonej (pomnozonej przez okno prostokat-
ne) w widmie DtFT, wowczas powinnismy wyznaczy¢ parametry sygnatu (amplitude,
czestotliwos$¢, faze) wyznaczajac potozenie maksimum DtFT, a uzyskane estymatory
sg estymatorami ML i rozwigzaniem nieliniowego problemu najmniejszych kwadra-
tow w sensie zdefiniowanym przez warunek (2.17). Przypomnijmy, ze szereg Fouriera
jest wlasnie rozwigzaniem problemu metodg najmniejszych kwadratow [101]. Jedno-
czesnie wariancja tych estymatoréw osigga swoje minimalne mozliwe wartosci zdefi-
niowane przez (2.18)—(2.23). Poniewaz w praktyce nie jest mozliwe idealne wyzna-
czenie lokalnego maksimum DtFT, wowczas rozne metody estymacji szukanych
parametrow beda charakteryzowac sig, oprocz swoich bledow systematycznych (ob-
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cigzenia estymatora), rowniez wariancja wieksza niz wartosci g g ;> Oocr 5 oraz
O cr » - Czgsto zmniejszajgc obcigzenie estymacji danej metody zwigkszamy jej wa-

riancj¢ i odwrotnie. Aby uzyska¢ kompromis przeprowadza si¢ minimalizacj¢ btedu

rmse (root mean square error), bedacego pierwiastkiem z sumy kwadratu obcigzenia

1 wariancji estymatora. Blad rmse jest w tym przypadku miara btedu catkowitego.
Zaleznosci z (2.18) 1 (2.23) mozna odnies$¢ do (1.104) i (1.110) uzyskujac wzory:

2
o, 1 1
0 CR2\B| _ _ (224)
| B | 2N SNRm 2SNRm DFT z oknem prost.
2 2
5 L5/n” ,5/n (2.25)

O, ~ =
0CR4 T NSNR, SNR

m DFT z oknem prost.

z ktorych wynika, ze wzgledny losowy btad estymacji amplitudy | B| (ktory jest pro-
porcjonalny do oy cr /| B|) oraz bezwzgledny blad estymacji czgstotliwo$ci unor-
mowanej A, (proporcjonalny do o, -y ;) spowodowane wariancjg ich estymatorow sa
odwrotnie proporcjonalne do liczby probek N i wspotczynnika SNR, tej sktadowe;.
Wzor (2.25) jest explicite podany w pracy [120].

Gdy analizowany jest sygnat ztozony z dwoch lub wiecej oscylacji zespolonych,
ograniczenie CR uzyskuje si¢ roéwniez z (2.8) i (2.9) z ta roznica, Ze wymiary macie-
rzy Fishera J sa znaczaco wigksze. Uzyskanie elementow diagonalnych macierzy
odwrotnej J bylo wigc przeprowadzane przede wszystkim za pomoca obliczen nume-
rycznych, cze$ciowo analitycznych i1 wnioskowania heurystycznego [153, 178].
Szczegblne znaczenie ma w tym przypadku analiza ograniczenia oy , (brak indeksu 0

oznacza przypadek dwoch oscylacji zespolonych). Znajomo$¢ oy ; w funkcji odle-
gloéci 7 miedzy sktadowymi na osi czestotliwoéci unormowanej A pozwala zdefi-
niowaé tzw. graniczng rozdzielczos¢ statystyczng SRL (Statistical Resolution Limit,
Theoretical Resolution Limif) danego estymatora, zdefiniowana jako minimalng odle-
glo$¢ rgp, miedzy sktadowanymi na osi czgstotliwo$ci unormowane;j, dla ktorej moz-
na przy danym stosunku sygnalt/szum z duzym prawdopodobienstwem rozr6ézni¢ dwie
sktadowe oscylacje w sygnale. Definiuje si¢ ja jako:

Tspe = 20¢R (2.26)

Warto$¢ t¢ mozna odnie$¢ do rzeczywistej rozdzielczosci danej metody estymacji
Tsp =20, lub 75z =2max{o, ,0, } (gdy wartosci o, 1 0, sarozne) 20,79, 83].

O ile wigc rozdzielczo$¢ Fouriera (Rayleigha) 7. z (1.26) odnosi si¢ do bledu

systematycznego estymatora (w przypadku DtFT spowodowanego przeciekiem widma
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od sgsiednich sktadowych), o tyle rozdzielczosS¢ statystyczna rgy =20, odnosi si¢ do

btedu spowodowanego szumem w sygnale. Dla praktycznych wartosci SNR zachodzi
Tri<<1, co przy 7 =1 oznacza, ze dla skladowych lezacych blisko siebie na osi

czestotliwosci dominowaé bedzie przy analizie DtFT (DFT) btad deterministyczny
estymacji spowodowany przeciekiem widma. Mozliwe jest jednak zmniejszenie tego
btedu przez dalsze, ztozone przetwarzanie widma sygnatu lub estymacje metodami
bezposrednio w dziedzinie czasu. Estymatory, dla ktorych w ich niedoktadnosci domi-
nuje wariancja estymatora i dla ktorych 7z <<1 nazywa si¢ estymatorami wysokiej

rozdzielczosci. W praktycznych zastosowaniach ich rozdzielczo$¢ rg, osigga wartos¢
od jednej dziesiatej do jednej czwartej wartosci rozdzielczosci Fouriera 7 [166].

Dilaveroglu uzyskat [79] w pelni analityczng zalezno$¢ na ograniczenie O'éR 1
w postaci niemacierzowej dla przypadku sygnatu ztozonego z dwoch oscylacji zespo-
lonych, ktore przedstawiono w odniesieniu do czestotliwosci unormowanej A:

) 1 1

Ocri, =7 5 - (2.27)
" 4n°NSNR, X, + X cos(2(p, —¢))+ Xgsin(2(p, —¢,))

gdzie SNR jest stosunkiem sygnal/szum estymowanej oscylacji zgodnie z (1.104)

oraz:
2 2
X, =2K, _Ke+Ks (2.28)
K
C
2 2
X, Ks + K¢ (2.29)
KO
x, = —2KcKs (2.30)
KO
a K,, K. 1 K s zdefiniowane przez:
x5 =G =S) Ty} +C7 4 57) + 214 (G,C +5,8)) 2.31)
0 r-c-si
r GG -G =S)-CUT +C =5))+2C (1] = 5,S)) (2.32)
¢ I -G =S
K - S, (g =Cy =S5+ S, =G +87) =28,(Fy [, = C,C) (2.33)

I5=Cy=S;
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ny+N-1

r. = e z n, dla r=0,1,2 (2.34)
1 ny+N-1

C, = 2 eosQun(4=2) , dla r=0,1,2 (2.35)
1 ny+N-1

S, v Z n'sin(2nn(4 —4,)) , dla r=0,12 (2.36)

Ograniczenie estymacji A4, (2.27) jednej ze skltadowych (m=1,2) zalezy nie
tylko od wspotczynnika SNR , tej sktadowej oraz ich wzajemnej odleglosci (4, —4,)
na osi czestotliwosci, ale rowniez od momentu rozpoczecia probkowania n,, (zdefi-
niowanego jak dla (2.21)) oraz réznicy faz obu sktadowych (@, —¢,). Dla ich naj-

mniej oraz najbardziej korzystnych wartosci uzyskuje si¢ maksymalne i minimalne
warto$ci ograniczenia CR:

1 1 1 K,
o - 237
( CR 2, )max 47*N SNR X, - /Xé + X2 4n* N SNR,, 2(K; —K&—K3) 237

1 1 1 1
2

o _ - 2.38
( R A )min AN SNR,, x, +,[x2+Xx2 47T NSNR, 2K, (238)

Asymptotyczne zachowanie si¢ wzorow (2.37) i (2.38) dla matych wartosci
(4, —4)) uzyskuje si¢ rozwijajac (2.31)—(2.33) w szereg Taylora wzgledem (4, —4,)
[79]:

!

(0crs,) = N VG B ol G =T @39)

I

(0dxs) = W[ (4 =217 +ofl} (2.40)

gdzie M' i m' sg wyznaczone przez wspotczynniki tego rozwinigcia w szereg Taylora.
Qing i Zhenhui, analizujac w [140] przedstawione niemacierzowe zalezno$ci
z pracy [79] dla przypadku jednej sinusoidy (ztozonej z dwoch oscylacji zespolonych),
stwierdzaja, ze uzyskane wartosci maksymalne i minimalne z (2.37)—(2.40) uzyskuje
si¢ dla odpowiednio dwoch przypadkow: gdy sygnal przechodzi przez zero w srodku
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okna czasowego (minimalna warto$¢ aéR ,) 1 gdy sygnat osigga maksimum w Srodku

okna czasowego (maksymalna warto$¢ olg , ).

Rownania (2.39), (2.40) potwierdzaja wyniki wczesniejszych analiz [153, 178], ktore

dla (A4, —4)<<1 uzyskiwaly zalezno$¢ ol ,, Pproporcjonalng do [N(4 — I

z warto§cia k pomigdzy 2 i 4. Zalezno§¢ ooy 2 10 cr, W funkeji odlegtosci mig-

dzy sktadowymi oraz ich asymptoty dla (4, — 4,) << 1 przedstawiono na rysunku 2.2.

a)
3,0 : . . . . .
e m ke <SR B=A0) - m=12
2,50 CRdm O0CR 4
1,5 n?
! (KCR A )mi 2 —_PT ]
2,0 mJmin Oocr A, N SNE
1,51 (kCR A ) max .
0,
110- """"" g ------------------------------------ 9’6 A)
0,5} \Z R |
~|11—ﬂ2 |_1 |ﬂ'1—12| [bm]
023 4 5 6 7 § ¢ 10
b)
102 :
k k _ OcrRA, (A1—42) m=1,2
RiAp=—
i " O0CR 4
10% __Lsw |
0CRAm ~ N SNR,,
(KCR Ay )max

100_

Rys. 2.2. Ograniczenie Craméra—Rao odchylenia standardowego estymatora czgstotliwoséci 4,

dwoch oscylacji zespolonych wzglgdem tego estymatora dla przypadku jednej
oscylacji — wykres w skali: a) liniowej, b) logarytmicznej
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Charakterystyki z rysunku 2.2 wskazuja, ze dla |4, —A4,|>1,67bin mozna dla

przypadku dwoch oscylacji zespolonych stosowa¢ zaleznos¢ (2.25), tj. dla przypadku
jednej oscylacji, z btedem nieprzekraczajacym 10%.

Bardziej szczegotowe analizy dotyczace ograniczenia CR dotycza:

o asymptotycznej zalezno$ci ograniczenia CR dla przypadku »n oscylacji
w widmie rozmieszczonych rownomiernie na osi czgstotliwosci w odlegtosci
7/ n miedzy sgsiednimi oscylacjami [113]: O'éR , jest wowczas proporcjonalna
do 772V /(NSNR),

o poziomu progowe] (krytycznej) wartoSci SNR; wspotczynnika sygnal/szum
(threshold SNR), ponizej ktérej wariancja estymatora bardzo znaczaco wzrasta
(jest to cecha wlasciwa estymacji nieliniowej) [114, 120, 152, 176],

o definicji rozdzielczo$ci statystycznej estymatora uwzgledniajacej korelacje
btedow estymacji wystepujacej dla bardzo matych odleglosci z pomigdzy
sktadowymi: 7, > o, [20, 166],

o szczegdlowych zaleznosci granicznej rozdzielczos$ci statystycznej 7q,, od po-

ziomu prawdopodobienstwa rozréznienia sygnatow (migdzy 0,5 a 1), ksztaltu
sygnatu, SNR i czasu obserwacji [20].

2.3. Interpolacja funkcjami uniwersalnymi

Najprostsza interpolacja funkcja uniwersalng jest oparta o interpolacje wielomia-
nem drugiego stopnia, na podstawie trzech sasiednich wartosci modutu DFT [1, 2, 89,
90], dzigki czemu potozenie maksimum mozna wyznaczy¢ analitycznie w sposob
bardzo prosty przez przyréwnanie pochodnej do zera. Samo zwigkszenie stopnia wie-
lomianu nie poprawia radykalnie dokladnosci. Przy aproksymacji krzywa trzeciego
stopnia uzyskuje si¢ ok. 3-krotne zmniejszenie bledu wyznaczenia amplitudy i ok.
4-krotne zmniejszenie btgdu wyznaczenia czestotliwosci w stosunku do btedow wyni-
kajacych z efektu zafalowania (rys. 1.1) [107], a dalsze zwigkszanie stopnia wielo-
mianu skutkuje konieczno$cig stosowania numerycznych procedur znajdowania zer
wielomianu stopnia wyzszego niz trzy.

Dalsze zmniejszenie btedow interpolacji (10-krotne lub wigcej w zaleznosci od
stosowanego okna czasowego) uzyskuje si¢ przy zastosowaniu paraboli w odniesieniu
do logarytmu widma amplitudowego (a wigc zastosowanie krzywej eksponencjalnej
z wielomianem drugiego stopnia w wyktadniku w odniesieniu do widma amplitudo-
wego) [1, 89, 90] lub jej polaczenie z technikg uzupelniania zerami [1]. Gagsior [89,
90] uzyskuje znaczace zmniejszenie bledu estymacji czgstotliwosci (do wartosci poni-
zej 3-10 *bin) przez interpolacje z zastosowaniem krzywej nazwanej przez siebie jako
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»potegowana parabola”, tzn. wielomianem drugiego stopnia podniesionym do odpo-
wiednio dobranej potegi (bgdacej liczbg rzeczywista).

Wigksza doktadno$é (ponizej 10~ bin) mozna uzyskaé, stosujac funkcje eksponen-
cjalng z wielomianem szostego stopnia w wyktadniku, ale jej dopasowanie metoda
najmniejszych kwadratdow i wyznaczenie parametrow sygnalu wymaga procedury
iteracyjnej [107]. Przykladowa implementacje sprzetowo-programowa tej metody
podano w [47].

Jacobsen [102] podaje zaleznosci dla poprawki o, z (2.4), wyznaczajacej potoze-
nie lokalnego maksimum widma, w postaci ilorazu sum kilku wartosci widma DFT
(zespolonych lub ich moduléw) z otoczenia jego lokalnego maksimum ze wspotczyn-
nikami dobieranymi eksperymentalnie dla stosowanego okna ([102] podaje te wspot-
czynniki dla okna Hamminga, Hanninga, Blackmana i Blackmana—Harrisa, a uzyski-
wany btad estymacji czestotliwosci jest wowczas mniejszy niz 0,01 bin).

2.4. Interpolacja dla okna prostokatnego

Problem interpolacji DFT po zastosowaniu okna prostokatnego rozpatrywany byt
po raz pierwszy w pracy [151], jako szczeg6lny przypadek okna I klasy Rife’a—
Vincenta, a nastgpnie w [103, 150]. Rozwigzania przyblizone [103, 151] bazuja na
wspotczynniku:

_|Fk+2)]

2.41
| F (k)| 24D

k

gdzie spelniony jest warunek (2.2) oraz (2.3).
Cze$¢ utamkowa czgstotliwosci unormowanej jest wyznaczana wowczas z zalez-
nosci [151]:
5 = —&
a, +1

(2.42)

czyli
| F(k+e)

= 2.43
IR+ Fk+&)] 24

a czgstotliwo$¢ unormowana z rownania (2.4).

Praca [150] przedstawia analityczne rozwigzanie dla okna prostokatnego, ktore ze
wzgledu na swoja ztozono$¢ nie jest w praktyce stosowane, ale dobrze ilustruje ztozo-
no$¢ matematyczng doktadnego rozwigzania interpolacji widma i to w przypadku
najprostszego okna, czyli okna prostokatnego:

2 = ﬁarccos Z,cos(2n(k+¢,)/ N)—Z, cos(2nk / N)

2.44
2n Z,-Z, (244)
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gdzie:
K —cos(2mk / N)

Z =V, +U 2.45
YR sinQmk / N) g (243)
K . —cosQn(k+¢g,)/ N
Z,=v,,, T RORET ATy, (2.46)
k sin2n(k+¢&,)/ N) k
sin2nk)(V,,, —V;)+cosuk)U,,, —U,)
opt = . ‘ s 4 (247)
Uk+5k_ Uk
F)=U, +jV,, Fk+e)=Ue., + V., (2.48)

W przypadku, gdy J, = 0,5, a sygnat jest zaklocony szumem, wowczas obliczenie
&, z(2.3) moze by¢ bledne, do obliczen we wzorze (2.42) zamiast pary punktow
(|Fk)|, | F(k+¢g,)|) uwzglednimy pare (| F(k)|, | F(k—¢&,)|), a wowczas znak &,
poprawki ¢, bedzie bledny. Powstaje w ten sposob interpolacja w ztym kierunku
i wlasciwos$ci statystyczne (obcigzenie i wariancja) pogarszaja si¢. Problem bledu
kierunku interpolacji dwupunktowej dla okna prostokatnego jest analizowany w pra-
cach Quinna, Macleoda, Yanga, Suna i in. [120, 141, 142, 177, 187]. Efektem tych
prac sa dwie nowe klasy metod, ktdre tacznie z dotychczas przedstawiong tworzg trzy
klasy:

o klasa metod interpolacyjnych opartych na module widma (modulus-based in-
terpolation): to metody, ktére wykorzystujg tylko modul widma, jak (2.41)-
(2.43) 1 ktore okreslaja kierunek interpolacji (czyli warto$¢ ¢, ) na podstawie
(2.3),

o klasa metod interpolacyjnych opartych na module widma lub funkcji rzeczywi-
stej wyznaczonej z widma zespolonego wraz z okresleniem kierunku interpola-
cji na podstawie estymacji charakterystyki fazowej (modulus-based interpola-
tion referred to the phase),

o klasa metod opartych na zespolonych warto$ciach widma (complex spectrum
based interpolation).

Niezaleznie od problemu okreslenia kierunku interpolacji, dla czgsci metod, dla

ktorych warunek precyzyjnej lokalizacji lokalnego maksimum DFT nie jest konieczny,
mozliwe jest odpowiednie usrednianie wartosci O, uzyskane w obu kierunkach

w celu polepszenia wlasciwosci statystycznych estymatora. Usrednianie takie po raz
pierwszy zaproponowano w [21] dla okien I klasy Rife’a—Vincenta.

Quinn, Macleod, Sun i in. przedstawili dla okna prostokatnego kilka metod interpo-
lacyjnych z okres$laniem kierunku interpolacji na podstawie charakterystyki fazowej
[120, 141, 142, 177] oraz z usrednianiem w obu kierunkach [120, 142]. Ze wzgledu na
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ich obszerno$¢ 1 ograniczone zastosowanie z powodu duzego przecieku widma okna
prostokatnego dla sygnatu wieloczgstotliwo$ciowego, pominigta jest ich prezentacja
W niniejszej pracy.
Dla okna prostokatnego Yang i in. przedstawili w [187] metode oparta na zespolo-
nych warto$ciach widma:
F(k+eg,)

TR - Flk+e) (2:49)

dla ktorej uzyskuje si¢ nieobcigzonos$¢ estymatora, nawet gdy wartos¢ ¢, (kierunek
interpolacji) jest wyznaczony niepoprawnie.

Wykorzystujac (1.5) oraz (1.17), (1.18) i przyblizenie (1.24), tatwo mozna pokazaé
dla pojedynczej oscylacji zespolonej, ze wzor (2.49) jest tozsamy z wzorem (2.43),
oraz ze obliczona warto$¢ o, jest rzeczywista. Jednak ze wzgledu na fakt, ze (1.24)
jest jedynie przyblizeniem oraz z powodu szuméw w sygnale wzor (2.49) moze daé
warto$¢ zespolona. Wowczas jako &, nalezy przyjac jej czg$¢ rzeczywista.

Chen i in. w [70] podali tozsamy z (2.49) wzér dla okna prostokatnego, jako szcze-
gblny przypadek metody MWIDFT dla okien I klasy Rife’a—Vincenta rzedu zerowego
(rozdz. 2.6.4).

Na podstawie estymatora (2.49) obliczonego dla obu kierunkéw interpolacji
w [187] zdefiniowano estymator usredniony ze $rednig wazong, ale dobor wag tego
usredniania wymaga informacji a priori o przyblizonej wartosci &, lub procedury
iteracyjnej.

2.5. Interpolacja dla okien z baza kosinusowa

Rozwiazania problemu interpolacji dla okien z baza kosinusowa moga by¢ rozwia-
zaniami og6lnymi, tj. poprawnymi dla wszystkich okien tego typu oraz rozwigzaniami
szczegotowymi dotyczacymi szczegolnych klas tych okien, jak np. I-1II klasy Rife’a—
Vincenta.

Rife 1 Vincent zdefiniowali rozwigzanie analityczne dla okna I klasy oraz procedu-
re iteracyjna dla okien I-III klasy. Procedure iteracyjna podaje rowniez praca [21].
Offelli i Petri podaja rozwigzanie przyblizone dla okien z baza kosinusowa [130].

Rozwiazanie analityczne [151] dla okien I klasy Rife’a—Vincenta o H wspolczyn-
nikach bazuje, podobnie jak w (2.41), na wykorzystaniu dwoch najwigkszych (co do
modutu) wartosci probek lokalnego maksimum widma (| F (k) |, | F(k+¢,)]|):

_H|F(k+5)|-(H-D|F(k)|
¢ |F(k+&)|+| F(k)|

(2.50)
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Mozliwa jest estymacja o, rowniez na podstawie pary probek (|F(k)|,
| F(k—¢&,)|), jednak zalecane jest obliczenie o, z (2.50) ze wzgledu na mniejsza
wariancje estymatora. Mozliwe jest obliczenie wartosci $redniej dla obu kierunkow
interpolacji, co prowadzi do interpolacji trzypunktowej [21]:

[ FBI(FE+D[=-[F(E=1)]

6, =(H-%) (2.51)
(IFR) [+ F(k+D DA F &) [+ F(k=D])
Zauwazmy, ze dla H =2 (okno Hanninga) wzor (2.50) przyjmuje postac:
5 =241 (2.52)
a, +1
gdzie:
k:|F(k+gk)| (2.53)
| F (k)|
czyli

COF(R) |+ | Flk+e,)l

a wiec jest to rezultat identyczny z tym, jaki uzyskat Grandke w pracy [92] dotyczacej
interpolacji widma z wykorzystaniem okna Hanninga.

Belega i Dallet [31] wykorzystuja dla interpolacji wedlug (2.50) zaleznos¢ (1.93),
uzyskujac zaleznosci analityczne dla estymatoréw amplitudy, czestotliwosci i fazy.
W szczegdlnosdci znaczaco uproszczono zaleznos¢ dla estymatora amplitudy w stosun-
ku do wcze$niejszej wersji z [21].

Li i Chen w [115] uogdlniajg zalezno$¢ (2.54) dla okna Hanninga do postaci opar-
tej na wartosciach zespolonych widma (w sposob podobny jak w (2.49) dla okna pro-
stokatnego [187]), uzyskujac estymator nieobcigzony dla obu kierunkéw interpolacji:

_ 2F(k+¢)+F(k)
Y F(k)-F(k+¢,)

(2.55)

Chen i in. w [68] wyznaczyli tozsamy z (2.55) wzor dla okna Hanninga, a nastep-
nie w [70] jako szczegdlny przypadek metody MWIDFT dla okien I klasy Rife’a—
Vincenta pierwszego rzedu (rozdz. 2.6.4).

Zmniejszenie wariancji estymatora uzyskano w pracy [68], definiujac estymator
usredniony ze $rednig wazona (z wartosci dla obu kierunkéw interpolacji), ale dobor
wag tego usredniania wymaga informacji a priori o przyblizonej wartosci 6, lub pro-
cedury iteracyjnej.

W poszukiwaniu rozwigzania dla okien z bazg kosinusowg, Offelli i Petri [130]
wykorzystali fakt, ze «, z (2.53) zalezy od 6, oraz widma okna czasowego:
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. :|W(‘9k_5k)| (2.56)
(W(=5,)|
ale problem odwrocenia funkcji (2.56) «, = f(0,) 1 uzyskania J, =fNay) jest
problemem nieliniowym. Offelli i Petri rozwigzuja ten problem [130], przyblizajac
funkcje 5, = f'(a;) wielomianem 5, 7 i 9 stopnia (W zaleznosci od wymaganej do-
ktadnos$ci estymacji). Wspotczynniki wielomianu aproksymujacego musza by¢ wcze-
$niej wyznaczone dla danego okna czasowego, ale w pomijalnym stopniu zalezg one
od liczby probek N (przy zatozeniu N >32) [130]. Po wyznaczeniu czestotliwosci
mozna wyznaczy¢ amplitude i fazg metoda najmniejszych kwadratow [66]. Natomiast
Qian i in. [139] przyblizaja licznik i mianownik (2.56) wielomianem czwartego stop-
nia i rozwigzujg rownanie na J, przez numeryczne wyznaczenie zer uzyskanego wie-
lomianu czwartego stopnia, podajac przyktady dla kilku czterowspotczynnikowych
okien z baza kosinusowa (okno Blackmana—Harrisa, I klasy Rife’a—Vincenta i III kla-
sy Rife’a—Vincenta). Ferrero i Salicone [85] proponujg tablicowanie zaleznosci (2.56).
Bardziej szczegotowe analizy zwigzane z metodami interpolacyjnymi dla okien
I klasy Rife’a—Vincenta dotycza:

o interpolacji dla okna Hanninga uwzgledniajacej przeciek widma od sktadowe;j
sprzezonej (long-range leakage) uzyskanej w pracy [69], ktora jest szczegolnie
przydatna, gdy czas pomiaru sygnatu jest rzedu zaledwie kilku okresow mie-
rzonego sygnatu sinusoidalnego,

e okreslenie dla estymatora (2.50) zalezno$ci na minimalng liczbe okreséw mie-
rzonej sktadowej sinusoidalnej i minimalng liczbe probek w funkcji wymaga-
nej dokladnos$ci estymacji i doktadnosci stosowanego przetwornika A/C (po-
ziomu szumu kwantowania) [30, 33, 34].

2.6. Metoda MWIDFT

2.6.1. Wprowadzenie

Metode wazonej wielopunktowej interpolacji DFT (MWIDFT lub MWIpDFT —
Multipoint Weighted Interpolated DFT) zdefiniowal poczatkowo Agrez dla okna Han-
ninga i okna prostokatnego jako interpolacje 3-punktowa [4, 5], a nastgpnie uogdlnit ja
na interpolacj¢ o nieparzystej liczbie punktow rowniez dla okna Hanninga [11]. Bele-
ga 1 Dallet rozwingli t¢ metode dla okien I klasy Rife’a—Vincenta dla interpolacji
5-punktowej 1 7-punktowej [28], a nastepnie [35, 36] uogdlnili (dla tej samej klasy
okien rzedu H >2) dla interpolacji (2J +1) -punktowej (J < H —1). Szczegdlnym
przypadkiem tego uogoélnienia sa uzyskane przez Agreza w [11] zalezno$ci dla okna
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Hanninga. Wszystkie te metody aproksymuja przeciek widma od sasiednich oscylacji
(long-range leakage) statg. Chen i in. [70] rozwingli metod¢ (rowniez tylko dla okien
I klasy Rife’a—Vincenta), aproksymujac ten przeciek odpowiednim wielomianem
L -tego stopnia, uzyskujac zaleznos$ci na interpolacje (L +3)-punktowg (L=-1),
a w szczeg6lnosci, podajac jawne rozwigzanie dla interpolacji 2—9-punktowej. Czesé
z tych wzoréw jest tozsama z prezentowanymi wczesniej w pracach Agreza i innych
autorow, czes¢ sig jednak rézni. Mozna wigc powiedzieé, ze metoda MWIDEFT jest juz
wiasciwie klasg metod. Ich wspdélnym mianownikiem jest podobne podejscie do
uwzgledniania w rozwigzaniu przecieku widma od sgsiednich sktadowych (long-range
leakage), wykorzystujac w tym celu szczeg6lne cechy okien I klasy Rife’a—Vincenta.
Wybrane przypadki szczegoétowe tej klasy metod MWIDFT dla okna prostokatnego
i okna Hanninga zostaly juz w skrocie przedstawione w rozdz. 2.5.

Organizacja dalszej czgSci rozdz. 2.6 jest nastepujaca: w rozdz. 2.6.2 przedstawio-
no pierwszag wersj¢ metody [4, 5, 11], dla okna prostokatnego i Hanninga w wersji
interpolacji trzypunktowej i kolejne [28, 70] uogoélnienia (dla okien I klasy Rife’a—
Vincenta) przypadku interpolacji trzypunktowej, w rozdz. 2.6.3 omdéwiono interpola-
cj¢ 5- oraz 7-punktowa [28], a w rozdz. 2.6.4 przedstawiono metody interpolacji
(2J +1) -punktowej (tj. o dowolnej nieparzystej liczbie punktéw) [35, 36] 1 (L +3)-
punktowej (tj. o dowolnej parzystej lub nieparzystej liczbie punktow) [70], bedace
najbardziej zaawansowanymi przypadkami metody MWIDFT.

2.6.2. Metoda 3-punktowej interpolacji MWIDFT

Pierwszym krokiem do wyprowadzenia tej metody jest spostrzezenie, ze przeciek
widma pochodzacy od sasiedniej sktadowej (long-range leakage) zmienia znak co
1 bin na osi czestotliwosci unormowanej dla okien z bazy kosinusowej poniewaz:

sin(ni(k + 8,)) = —sin(n(k £1+6,)) (2.57)

i ze dla sktadowych wystarczajaco odlegltych od siebie obwiednia zmian amplitudo-
wych jest ,,ptaska”, tzn. zmiana amplitudy co 1 bin pochodzaca od sgsiedniej sktado-
wej | A(k)| spetnia warunek [5]:

|C =4k -1)|=| Ak)|=| A(k +1)] (2.58)

co odpowiada aproksymacji zaleznosci (1.5) dla kolejnych trzech punktow lokalnego
maksimum widma przez zaleznosci:

Flk=)=BW(k-1-5,)+Ak—-1)~ BW(k-1-5,)-C
F(k)=BW(k-3,)+ A(k)~ BW(k—5,)+C (2.59)
F(k+1)=BW(k+1-8,)+ Atk +1)~ BW (k+1-35,)-C



66 Rozdziat 2

Definiujgc wspotczynnik ¢, trzech punktéw lokalnego maksimum widma:

_|F(k) |+ F(k-D)]

k (2.60)
| F®) |+ F(k+D)]
uzyskuje sie z (1.5), (2.59) i (2.53):
_JWT@)HWA%H+|WU+5D|—Vﬂk—DLJWT®H+|WU+5D|(26D
k= ~ .
(W) [+ AK) [+ [W(A=6)|=[Ak+D)| [W(5 )|+ W(A=5,)]
a po uwzglednieniu (1.32) zalezno$¢ (2.61) ma postaé:
a, 2-9, (2.62)
2+,
skad:
5, ~2 7% (2.63)
1+,
i po uwzglednieniu (2.60) dla okna Hanninga:

| F (k=D +2|F(k)|+|F(k+1)|
Po uwzglednieniu (1.30) uzyskujemy analogiczng zaleznos¢ dla okna prostokatnego:

_ FGD[+[F-D)|
CT2FR) |+ [ Fk+ D)= Fk =]

(2.65)

Belega i Dallet [28] uzyskuja (2.64) jako szczegodlny przypadek interpolacji
(2J +1) -punktowej po wyprowadzeniu interpolacji S5-punktowej i 7-punktowej
(rozdz. 2.6.3).

Chen i in. [70] wyprowadzaja podobne zaleznosci, ale definiuja wspotczynnik
(2.60) jako wspotczynnik zespolony:

_ F(k+1)-F(k)

- (2.66)
F(k)-F(k-1)

k

skad, po zatozeniu (2.59) i po przeksztatceniach analogicznych do tych z (2.61)—(2.64)
uzyskuja:

F(k+1)-F(k-1)
F(k+1)=-2F(k)+ F(k+1)

= (2.67)

dla okna (H —1) -rzgdu I klasy.
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Wzér jest uogdlnieniem wzoru (2.65) przede wszystkim dlatego ze moze by¢ sto-
sowany do okna I klasy Rife’a—Vincenta o liczbie wspotczynnikow H > 2, a nie tylko
do okna Hanninga. Ponadto estymator (2.67) jest niewrazliwy na btad kierunku inter-
polacji [70]. Stosunkowo latwo mozna wzor ten uog6lni¢ do interpolacji z wigksza
liczba punktéw niz 3 (rozdz. 2.6.4).

2.6.3. Metoda S5-punktowej i 7-punktowej interpolacji MWIDFT

Przedstawiona przez Belegg i Dalleta w [28] metoda definiuje rownanie wielomia-
nowe rzedu J zmiennej J, dla interpolacji (2J +1) -punktowej dla okna I klasy Ri-

fe’a—Vincenta o H wspotczynnikach (H >2). Jednak rozwigzanie jawne tego row-

nania jest mozliwe tylko dla J =1 (co daje znang juz interpolacj¢ 3-punktowsa (2.64)
dla okna Hanninga) oraz dla J =2 (interpolacja 5-punktowa jako rozwigzanie rowna-
nia kwadratowego) i J =3 (interpolacja 7-punktowa jako rozwigzanie réwnania trze-
ciego stopnia). Omawiamy te metode w punkcie dotyczacym wylacznie metody 5-
1 7-punktowej, poniewaz w praktyce jej uzytecznos$¢ ogranicza si¢ do takiego wtasnie
przypadku. Teoretycznie jednak dla J >4 mozliwe jest wyznaczanie J, za pomoca
ktorejs z metod wyznaczania zer wielomianu wyzszego stopnia. Konieczna bytaby
wowczas odpowiedz na pytanie: czy wyznaczenie zer takiego wielomianu pozwala na
wybor jednego jednoznacznego rozwigzania, tak jak to si¢ dzieje w tej metodzie dla
J=2 oraz J=3?

Punktem wyjscia dla tej metody jest rownanie (1.94), czyli stwierdzenie, ze obu-
stronna szeroko$¢ listka gtéwnego okna I klasy Rife’a—Vincenta o H wspotczynni-
kach wynosi 2H oraz przyjmuje si¢ zalozenie, ze do interpolacji uwzglednia si¢
(2J +1) probek lokalnego widma uzyskanego z zastosowaniem okna o H wspol-
czynnikach. Po to, aby wszystkie te probki byly probkami listka gtownego, musi by¢
spetniony warunek J < H —1. Uwzgledniajac zaleznos¢ (2.59), uogolniong na (2J +1)
probek widma, uzyskuje sig:

Fk+i)=BW(k+i-8)+C, dla i=—J,..,J (2.68)

Definiujac wspoétezynnik:
J

> Cy | Fke-i)|

o =+ (2.69)
D> Cy | Fk+i)|
i=0

oraz korzystajac z zalozenia (2.59), wzoru (2.57) i tego, ze liczba probek widma
uwzglednianych w interpolacji jest nieparzysta, wykazano w [28], iz:
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J
dCI Wi+
o =20 (2.70)
dCiw(-6,)|
i=0

Wykorzystujac (1.93) w (2.70) uzyskuje si¢ po dluzszych przeksztatceniach [28]:

H+J-1

IT#-60
I e m— (2.71)
[T ¢#+s0
h=H
a stad nastgpujacy wielomian rzgdu J zmiennej J,
H+J-1 H+J-1
[T #-60-a [] h+s)=0 (2.72)
h=H h=H

w rozwigzaniu ktorego trzeba znalez¢ o, e[-1/2,1/2].

Dla J =1 (3-punktowa interpolacja) oraz H =2 (okno Hanninga) uzyskuje si¢
rozwigzanie (2.64). Dla J =2 (5-punktowa interpolacja) uzyskuje si¢ réwnanie kwa-
dratowe:

(1-a)5> —(H +1)(1+ )5, + HH +1)(1-a,) =0 (2.73)

ktére ma dwa rozwiazania. Jedno z nich daje warto$¢ spoza zakresu [—1/2,1/2],
a drugie jest wlasciwym rozwigzaniem:

—J(+a,)? +16a, H(H +1)
2(1-a,)

5, = (2.74)

Dla J =3 (7-punktowa interpolacja) uzyskuje si¢ rownanie trzeciego stopnia:
(+a,)8;, +3(H +1) (e, ~1)5; +(BH* +6H +2)(1+ )5, + H(H +1)(H +2)(et, 1) =0
(2.75)

ktére mozna rozwigzaé analitycznie, wykorzystujac wzory Cardana. Rownanie to ma
tylko jedno rozwigzanie rzeczywiste:

5k—\/ g+gq* +p’ \/‘I+\/‘] o e D (2.76)

a, +1
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gdzie:
2
)’ 1 -
(1+e,) 3
_ 3
q:4ak(1 a)H+1)" 1 (2.78)

(+ea,) 3

Dla J >4 trzeba stosowa¢ numeryczne metody wyznaczania zer wielomianu wyz-
szego stopnia niz trzeci.

Rozwinigcia metody MWIDFT dokonane w pézniejszych pracach przez Belege
i Dalleta oraz Chena i in., a przedstawione w niniejszej pracy w rozdz. 2.6.4, umozli-
wiajg interpolacj¢ 5- i 7-punktowa za pomocg prostszych wzoréw: sg to roOwnania
(2.65)1(2.82)dla J=2 i J =3 oraz robwnania rekurencyjne (2.84) i (2.85) dla L =2
i L =4 lub nierekurencyjne (2.89) i (2.91).

2.6.4. Metoda (2J+1)-punktowej i (L+3)-punktowej
interpolacji MWIDFT

Belega i Dallet w [35, 36] zaprezentowali zmodyfikowang wersj¢ metody
MWIDFT przedstawionej wczesniej w [28] (i méwionej w rozdz. 2.6.3), eliminujac jej
najwicksza niedogodnos$¢, jaka jest konieczno$¢ rozwigzywania rownania nieliniowe-
go. Pozostaje dalej warunek stosowania okna I klasy Rife’a—Vincenta rzedu H >2
uwzgledniajacej interpolacje (2J +1) -punktowa (J < H —1).

Wspotczynnik ¢, , bedacy uogdlnieniem (2.60) i modyfikacja (2.69), jest zdefi-
niowany przez:

> L Flk+) = Flk=i) )= Y CL' 2 (| Flk+1) = Fk=i)])
a, == . = (2.79)
D C (| Flk=i) |+ F(k+i)|)+C3, | F(k)]

i=1

skad na podstawie (1.5) otrzymuje sie:

S LW =8, |- i+8)1) - Cl (W -8,) |- W(i+5)])

a, =2 . i1 (2.80)

DG A=) |+ W (i+8) ) +C3, W5,

i=1
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Wykorzystujac (1.93) po odpowiednich przeksztatceniach [35, 36], uzyskuje si¢:

%
o xR ———— 2.81
CTH+J-1 @80
skad:
o, =(H+J-1e, (2.82)

dla (2J +1) -punktowej MWIDFT.

Estymator amplitudy, bazujacy na estymacji czgstotliwosci wedlug (2.82), jest
wyznaczony w [32], a jego wlasciwosci statystyczne (wzgledem granicy Craméra—
Rao) okreslono w symulacjach numerycznych, z ktérych wynika, ze ze wzrostem J
maleje btad systematyczny, a rosnie wariancja. Dla okna Hanninga, tj. H =2, warian-
cja estymatora amplitudy dla J =1 jest 3-krotnie wieksza od granicy Craméra—Rao
idla J =3 jest niespelna 4,4-krotnie wigksza od granicy CR. Odchylenie standardowe
estymatora czestotliwosci znaczaco przekracza ograniczenie Craméra—Rao. Osiaga
bowiem [36] wartos¢ maksymalng dla 6, = 0,5 wynoszaca dla H =2 ok. 8o, (dla

J=1), 100, (J=2), llog, (J=3) orazdla H=3 ok. 100, (dla J=1),
llowg, (J=2), 120, (J=3). Szczegdtowa analiza doktadnos$ci estymacji [37]

umozliwia, w zalezno$ci od wymaganej doktadnosci, dobor minimalnego czasu po-
miaru, liczby probek, liczby wspotczynnikéw okna czasowego i liczbe punktow inter-
polacji oraz wlasciwosci statystycznych estymacji.

Chen i in. prezentuja w [70] rozwiniecie metody MWIDFT zastepujac statg C
w zaleznosci (2.68) wielomianem stopnia L ze wspotczynnikami C, ..., C, :

L
F(m)=BW(m=-5)+Y Cm', m=l,.,[+L+2 (2.83)
i=0
gdzie indeksami m=1,...,/+ L +2 oznaczono L+3 probek widma wokot estymowa-
nej czestotliwosei 4, =k +0, .

Dysponujac w ten sposéb L + 3 -uktadami réwnan podane sg w [70] rdwnania wy-
znaczajace o, rekurencyjnie dla L <6, a wigc dla interpolacji 2-9-punktowej. Row-
nania te, ze wzgledu na swojg ztozonos¢, uzyskano ze wsparciem oprogramowania do
obliczen symbolicznych Mathematica. Dla L >6 wymagaja one dodatkowej weryfi-
kacji, ktérej autorzy nie przeprowadzili, ze wzgledu na znikome znaczenie praktyczne,
poniewaz nie stosuje si¢ okien I klasy Rife’a—Vincenta z wigkszg liczbg wspdtczynni-
koéw. Uzyskane zaleznosci rekurencyjne maja postac:

L+1 L+1
L HJA F()+ A" F(+1) (2.84)

§k=l+£+1+(—+ —
2 2 ATF(D)
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gdzie A""'F(l) jest roznicy skonczong L -tego rzgdu wartosci F(/):

AF()=F()

AF()=AF()=F(+1)-F(l)
AF()=AF(+1)-AF()=F(+2)-2F(+1)+ F(]) (2.85)

ATF()y=A""F(+1)-A"F()

Nawet gdy w (2.84) przyjmiemy L =-1, woéwczas uzyska si¢ poprawny wzor:

5k=l+l+([—[_ljw (286)
2 F+1)—F()

ktory oznacza dwupunktowsa interpolacje dla okna prostokatnego (H =1) i dla okna
Hanninga (H =2). Uwzgledniajac zaleznosci (2.41)—(2.43) dla okna prostokatnego
oraz (2.53), (2.54) dla okna Hanninga i po uwzglednieniu zmiany indeksowania pro-
bek widma okazuje si¢, ze (2.86) dla H =1, 2 s3 rozwinigciami wzorow (2.53), (2.54).
Réznica polega na zastgpieniu modutéw warto$ci widma przez wartosci zespolone
tego widma. Uzyskany rezultat dla L =-1 (interpolacja dwupunktowa) oznacza, ze
dla tego przypadku C=0 w (2.68), a wigc nie uwzglednia si¢ przecieku widma od
sgsiednich sktadowych (long-range leakage). Mozna wigc stwierdzi¢, ze podstawowe
zatozenie metody MWIDFT, tj. zmniejszenie sktadnika btedu estymacji spowodowa-
nego tym przeciekiem, jest spelnione dla L >0 (interpolacja co najmniej 3-punktowa).

Wartosci 6, z (2.84) dla kolejnych L >0 moga by¢ tez wyrazone w postaci niere-
kurencyjnej [70]:

L=0:
S, =l+1+H Fro = Fi (2.87)
Fl+2 2FI+I+F
L=1
S _l+§+(l+HJ F}+3_F}+2_F}+1+F (2.88)
k_ .
2 2 l+3 3F}+2+3F}+1
L=2
8, =142+ (14 H)—Trs =2+ 2F (2.89)
+4_4Fl+3+6F/+2 4F}+1+F
L=3
5y _l+§+(i+HJ 1+5 3E+4+2F}+3+2F}+2 E+1+F (290)
k - .
2 Fpis =5F 4 +10F, 5 —10F, , +5F, — F;
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L=4
S =l+3+(3+H) Fl+6_4F;+5+5F[+4_5F}+2+4E+1_F} (291)
¢ F,., —6F, +15F, , —20F, , +15F, , —6F, +F
1+6 1+5 1+4 1+3 1+2 1+1 1
L=5:
S _l+l+(§+Hj F}+7_5F}+6+9F}+5_5E+4_5F}+3+9F}+2_5F}+1+F} (292)
k .
Fiq=TF +21E+5 _35F2+4 +35Fl+3 _21Fl+2 +1F, —F
L=6:
S, =l+4+(3+H) E+7 _6F;+6 +14F;+5 _14E+4 +14E+3 _14F}+2 +6E+1 _F; (293)
k

F}+8 - 8E+7 + 28F;+6 - 56F}+5 + 70F}+4 - 56E+3 + 28F;+2 - 8F}+1 + F}

Po zbadaniu wariancji estymatora (2.86) interpolacji dwupunktowej dla okna Han-
ninga (H =2) Chen i Mei zaproponowali [71] usredniony estymator powstaly po
zastosowaniu wzoru (2.86) dla kazdej pary wartosci widma sposrdd czterech o mak-
symalnej amplitudzie. Estymator taki ma ok. dwukrotnie mniejsza wariancje¢ od esty-
matora dwupunktowego (2.86). Poniewaz usrednienie estymatora jest usrednieniem
wazonym, wiec optymalny dobdr wag usredniania wymaga informacji a priori o sy-
gnale lub procedury iteracyjnej. Usrednianie optymalne pozwala na uzyskanie estyma-
tora wariancji ok. 1,8-2,6 razy wigkszego od ograniczenia CR [71]. Analogiczne
usrednianie estymatora mozna dokona¢ dla L >0.



3. Metoda liniowej interpolacji DFT

3.1. Zalozenia metody liniowej interpolacji DFT (LIDFT)

Podstawowym zalozeniem umozliwiajacym wyprowadzenie rownan metody linio-
wej interpolacji DFT (LIDFT) jest aproksymacja charakterystyki widmowej okna
czasowego funkcjami liniowymi w taki sposob, aby widmo sygnatu wieloczgstotliwo-
sciowego aproksymowac¢ odpowiednig sumg wazong tych funkcji liniowych, gdzie
wagi te to amplitudy sktadowych oscylacji. Ponadto funkcje sa odpowiednio przesu-
nigte wzgledem siebie o warto$¢ odpowiadajaca czestotliwo$ciom sktadowych oscyla-
cji. W ten sposob mozna uzyskaé liniowe rownanie macierzowe, ktérego macierze
sktadowe sa wyznaczone na podstawie odpowiednich wartosci widma sygnalu po-
mnozonego przez okno czasowe, ktore oblicza si¢ algorytmem FFT, oraz odpowiednio
dobranych wspotczynnikoéw rowniez obliczonych algorytmem FFT. Prawidtowy dobor
zardbwno wspolczynnikow, jak i probek widma sygnalu pomnozonego przez odpo-
wiednie okno czasowe wymaga wstepnej lokalizacji sktadowych oscylacji w widmie,
co jest typowe dla wszystkich metod interpolacji widma (rozdz. 2). Wstepna lokaliza-
cja sktadowych w widmie wraz z doborem okna czasowego stanowig warunki poczat-
kowe metody LIDFT.

Rozwigzaniem tak skonstruowanego liniowego rownania macierzowego sg ampli-
tudy sktadowych oscylacji oraz poprawki wzgledem wartosci wyznaczonych przez
warunki poczatkowe, czestotliwosci unormowanych sktadowych oscylacji. Poprawki
te umozliwiaja wyznaczenie koncowych wartosci tych czestotliwosci. Z rozszerzo-
nych operacji matematycznych metoda LIDFT wymaga jedynie algorytmu FFT i algo-
rytmu rozwigzywania liniowego rownania macierzowego, a podstawowa wtasciwoscia
metody LIDFT, wyrozniajaca ja sposrod innych metod interpolacji widma, jest linio-
wos$¢ rownania, z ktérego wyznacza si¢ podstawowe parametry sygnalu wieloczesto-
tliwosciowego i uwzglednienie przecieku widma w rownaniach metody.

Przedstawiono dotychczasowa wersje metody LIDFT, uzyskang zgodnie z zatoze-
niami. Rozdziat jest podstawa do przedstawienia w rozdziale 4 uogdlnionej wersji
metody LIDFT. Z tego wzgledu rozdziat 3 ma charakter skrétowego przegladu prac
[48—62], z pominigciem wielu szczegdélowych wyprowadzen i analiz zawartych
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w cytowanej literaturze. W opisie ograniczono si¢ jedynie do tych aspektow, ktore sa
pomocne w zapoznaniu si¢ z trescig rozdz. 4 i przedstawionymi wnioskami. Jest to
rowniez uzasadnione faktem, ze rozdziat 4 zawiera pelne wyprowadzenia, ale doty-
czace juz znaczgco rozszerzonej wersji metody LIDFT, ktéra umozliwia istotne
zwigkszenie doktadno$ci estymacji parametréow sygnatu wieloczgstotliwosciowego
oraz uproszczenie koniecznych obliczen.

3.2. Linearyzacja widma sygnalu oraz algorytm LIDFT

Charakterystyka widmowa W (A1) okna czasowego, zdefiniowana przez (1.10) jest
aproksymowana w metodzie LIDFT funkcjami liniowymi w sposob pokazany na ry-
sunku 3.1a, tj. przez funkcje Vf/k(i) =aqA+b, dla A€k, k+1] z najmniejszym ble-
dem $redniokwadratowym Q :

N/2-1 K+l
0= [Im)-W,(F d2 3.1)
k=—N/2 |

Minimum (3.1) uzyskuje si¢ przez przyrownanie pochodnej O wzgledem q, , b,
do zera, skad otrzymuje si¢ [50, 55, 56, 61]:

k+1
a, =12 j [A—(k+1/2)JW(A)d A (3.2)
k
k+1
b, =12_[[(k+1/2)2—/1(k+1/2)+1/12]W(l)d/1 (3.3)
k
Minimum to wynosi:
N/2-1
Oun =N D W, (3.4)
n=—N/2

gdzie w, sa probkami okna czasowego, a ¢, wspotczynnikami zdefiniowanymi jako:

. 2 . 2
cnzl_(smxn} _3[cosxn—(smxn)/xn] Cx :n_]\;; (3.5)

X X

n n

1 przedstawionymi na rysunku 3.2.
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a)
N2 —2-1 |01 2 N/2
b)
AF(A) A/Bk[ao(ﬂ—lkﬂbo]
B Fry
F
L Bilaj(A-A) + 4]
b Byla (A -4)+b4] Fri1 Bila;_ 1 (A—A5)+b; ;]
wW(i) F;
Ak A
k—1Fk k+1 -+ i -

Rys. 3.1. Aproksymacja funkcjami liniowymi w metodzie LIDFT: a) charakterystyki widmowej
W (A) okna czasowego, b) widma jednej oscylacji o czgstotliwosci A, i amplitudzie B,

0,101
0,08
0,06
0,04
0,02
X
/2 /4 0 n/4d  mi2

Rys. 3.2. Wartosci wspotczynnika ¢, z rown. (3.5) w funkcji x,
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Uzyskane we wzorach (3.2), (3.3) wspolczynniki funkcji liniowych I/f/k (A) aprok-
symujgcych charakterystyke W (A) okna czasowego sa nastgpnie zastosowane do

aproksymacji widma sygnatu. Aproksymacja widma (1.9) sygnatu ztozonego z jedne;j
oscylacji zespolonej o amplitudzie B, i czestotliwo$ci unormowanej A4, €[k —1, k]
jest opisana przez (rys. 3.1b):

F=F(A=i=zBa_,(i-4)+b_,], i=—N/2,.,N/2-1 (3.6)
a uogolnienie na przypadek N oscylacji o amplitudach B, ,, ..., By, , 1 czgstotli-
wosciach 4_, ,, ..., 4y,,_, ma postac:

N/2-1
F= Y Bla (i-4)+b ], i=-N/2,.,N/2-1 (3.7)

k=—N/2

Po wprowadzeniu zmiennej y, zgodnie z rOwnaniem:
Ve=Aq—(k=1/2), A =y, +(k-1/2), y,e[-1/2,1/2] (3.8)

rownanie (3.7) mozna zapisac jako:

N/2-1 N/2-1
F= Y Bla_(-k+1/2+b_]- > Bya.,, i=-N/2,.,N/2-1 (3.9)

k=—N/2 k=—N/2

lub w postaci macierzowe;:

FN><1 =‘7N><2N 'B2N><1 (310)
gdzie:

Fr =[F, 1" =[F gy Fyp ] (3.11)

Vvarn =WV Vil=la, (i-k+1/2)+b_, -a,,]

La, +b, o [=(ND+3la oy +ho iy —ay Ay,
[(N-D)+3lay +by - T4y +b, Ay o
(3.12)
T T

By, = [Bi 7iBi] = [B—N/Z o By VonnBoyn 7’N/2—1BN/2—1] (3.13)

Roéwnanie (3.10) nie ma jednoznacznego rozwigzania ze wzgledu na B, czyli
zmienne B, i y,B, (k=-N/2,..,N/2-1), bo nie mozna wyznaczy¢ 2N zmien-
nych z N rownan. Dlatego trzeba ograniczy¢ liczbe oscylacji do P< N /2. Wowcezas
(3.10) ma postac:
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Fle = VN><2P By p (3.14)

a F, V, B sa zdefiniowane jak w (3.11)—(3.13) z ta roznica, ze i,k =k,,..., k, (bez
zmian pozostaje zakres n=—-N/2,..,N/2-1). Dla P<N/2 mozna zastosowaé

metode najmniejszych kwadratow w odniesieniu do (3.14), co prowadzi [158] do
rownania:

VivV.B=V"F (3.15)

a po uwzglednieniu (3.2), (3.3), (3.11)(3.13) i wielu przeksztalceniach [50, 56, 61]
(3.15) ma postac:

7, —s. B U
|: 5 lk} |: k} :{ l} s Co=nBy, i,keS ={k,....kp} (3.16)
Sick sk Lypuap o apx LYidopa

gdzie:
r, = (=" FFT, {a;w;}y (3.17)
Sy = J(=1)"FFT, {a, B, }y (3.18)
t, =(=1)"FFT, {Bw.}y (3.19)
u, =(~1)"FFT, {y wia,e"™}, (3.20)
v, = j(=1D)"FFT, {ynwj nejx”}N (3.21)

a, =(sinx,)/x,, p,=6[cosx,—(sinx,)/x,]/x,, x,=nn/N (3.22)
m=0,.,N-1, n=-N/2,.,N/2-1 (3.23)

a FFT, {z,}, oznacza, zgodnie z (1.8), m-ta probk¢ widma uzyskang algorytmem FFT
z N probek z, .

Roéwnania (3.16)—(3.23) wyznaczajg algorytm metody LIDFT, ktory mozna podzie-
li¢ na nastepujace etapy:

1. Probkujemy sygnat y(¢), uzyskujac probki y, indeksowane, zgodnie ze wzorem
(3.23) w zakresie n=—N/2,..,N/2-1.

2. Wybieramy okno czasowe i obliczamy wspotczynniki 7, , s, , t,,, u
stawie (3.17)—(3.22).

3. Jako wstepna lokalizacje sktadowych w widmie wybieramy zbior S ={k, ..., k;},

v na pod-

m?2 m

co oznacza, ze sygnatl sklada si¢ z K-sktadowych sinusoidalnych o czestotliwo-
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Sciach unormowanych 4, €[k, —1,k,]. Bioragc pod uwage skladowe sprzgzone,
przyjmujemy, ze i,k €S, ={ky, ... kp} =4k, ...k ,N =k +1,.., N—k +1}.

4. Na podstawie wyznaczonych wartoéci i, kK z punktu 3 obliczamy B,, C, z row-
nania (3.16), a stad y, =C, / B, 1 na podstawie (3.8) czgstotliwosci unormowane
jako 4, =k —1/2+Rey, . Amplitude i fazg kazdej sktadowej sinusoidalnej wyzna-
cza si¢ z rownania A .e’” =2B, .

5. Sprawdzamy wartos¢ Imy, 1 w razie potrzeby powtarzamy pkt 3-5 algorytmu
w celu lepszego doboru zbioru S, uzyskujac zmniejszenie Imy, . W idealnym
przypadku Imy, =0.

Wstepna lokalizacja sktadowych w widmie (wybor zbioru ') oraz stosowane okno
czasowe nazywa si¢ warunkami poczatkowymi metody LIDFT.

3.3. Przeznaczone dla metody LIDFT
parametryczne okno czasowe

W pierwszej wersji metody LIDFT korzysta si¢ z przeznaczonego dla tej metody
okna czasowego, ktore jest zdefiniowane na bazie wspdtczynnikow ¢, z (3.5) [50,

55]:
2.4 2.4 \"1
l—e @™ N/2-1 l—e @™
w =N—— _ 3.24

n i=—N/2 ¢

okno parametryczne (z parametrem « ) — rysunek 3.3.

Analiza metrologiczna metody LIDFT z zastosowaniem okna czasowego (3.24)
wyznacza [50, 57, 61] nastgpujace charakterystyki btedow estymacji parametrow sy-
gnatu:

o rozklad deterministycznych bledow metody (oznaczonych jako: o, |B, |,

A A, A, arg B, ) w funkcji y, (lokalizacji sktadowej w widmie) dla przy-
padku jednej oscylacji zespolonej (rys. 3.4),

e wariancji estymatora |B,| oraz A, 1 wyznaczenie na ich podstawie (oraz
0., 1B,|, 4,4,) dla najmniej korzystnych warunkow pomiaru (tj. wartosci
7., arg B, ) wartosci bledéw Sredniokwadratowych estymacji | B, | oraz A,
(rys. 3.5):
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a)
10° . ; ; ; .
a= 200700 N =4096 ]
W) 1 70 \
107
102k "' _
% Wimmenyy
(vvv\&,-m I
104 f\!\ﬁ)/\[\ﬂ[\ﬁ
1% 5 10 15 20 25, 30
b) . . . . .

‘o N Z4096 ]
Re/(4) N
ReH/ (1)

2O 70 4

0.6} ]

10
0.4} 7 ]
3
0,2 a=1 1
0,0f ReW(A)
ReW(A)
02 1 2 3 4 4 5

Rys. 3.3. Parametryczne okno czasowe metody LIDFT
W jej pierwszej wersji: a) charakterystyka amplitudowa,
b) aproksymacja funkcjami liniowymi



80 Rozdziat 3

2 0,25 2
0,131 1,660
S|IB, |= 2 +| = 3.25
1= (221 (WRJ 525
0.0314V [ 1,062 Y
A, = [ d ] + = (3.26)
a JNSNR,

o bledy deterministyczne (oznaczone jako: J, | B, |, 4,4, ) dla przypadku dwoch
oscylacji zespolonych i najmniej korzystnych warunkow pomiaru (tj. wartosci
Vi, argB,) w funkcji odlegtosci 7 miedzy sktadowymi (odpowiednio za-
okraglonej do wartosci catkowitej na osi czestotliwosci unormowanej w bin),

a)
0,04
Amﬁ'k
0,02}
0,00
-0,02' max | Am/lk | ~ M
7k a ]
-0,0A 7k
05 0 0,5
b) Vo
0,10 ’ .
o V1 N = 1024 0,8_x10; R N =1024
005 ™ | B | ogt mTET
0,00 2 =10 g’:- =
' a =100 0.0/ =10,100
-0,05
0,131
-0,10 max | &y, | By ||= max | Ay, arg By |5_0’013058
7 (4 , i Na™ 7]
-0,15 : —
0,5 (] 0,5 0 0.5

Rys. 3.4. Wplyw wartosci 7, (lokalizacji sktadowej w widmie) oraz parametru o

okna czasowego z pierwszej wersji metody LIDFT na bledy estymacji parametrow
jednej oscylacji zespolonej w metodzie LIDFT: a) czestotliwosci, b) amplitudy, c) fazy
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stosunku amplitud obu sktadowych (| B, |/| B, |) i parametru « (rys. 3.6-3.9);
na tej podstawie mozliwy jest taki dobor parametru «, dla ktérego bledy es-
tymacji sa najmniejsze dla danego 7 1 |B,|/|B, | (rys.3.10, 3.11) — uprosz-
czona zalezno$¢ dla takiego doboru parametru «, ktoéra minimalizuje blad
A/, jest nastepujaca (rys. 3.12):

i 10 dla |B,|/|B,|<10dB
T
G >n K=1IB1/1B,| dla 10dB<|B|/|B,|<140dB  (3.27)
140 dla |B|/|B,|>140 dB

a minimalizacja J, | B, | wystepuje dla wartosci o ok. 2-krotnie wigkszej niz

alopt .

Kolejne rozwinigcia metody LIDFT, w tym uwzglednienie techniki uzupetniania
zerami (rozdz. 3.4) oraz przedstawione w rozdziale 4, umozliwiajg zastosowanie in-
nych okien czasowych niz zdefiniowane przez (3.24), o znaczaco korzystniejszych
wlasciwosciach, w tym rowniez okien czasowych, ktore sa uzywane w klasycznych
analizach widma z uzyciem DFT (FFT). Przedstawiono inng analiz¢ metrologiczng
metody LIDFT, niz przedstawiona poprzednio, umozliwiajgca powigzanie uzyskanych
wynikow z charakterystyka widmowa stosowanego okna czasowego. Wskazano row-
niez na potrzebe uwzglednienia wlasciwosci okna czasowego w przypadku niewystar-

- e
107 PSR 210
O|By|
Ak
102 N o> N
103 §
10* Ol N-SNR; =102 ;
—AY k=
10° : :
10° 10’ 102 o 10°

Rys. 3.5. Blad $redniokwadratowy wedtug (3.25)—(3.26) wyznaczenia
czestotliwosci i amplitudy w metodzie LIDFT dla przypadku jedne;j
oscylacji zespolonej
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czajacej wstepnej lokalizacji sktadowych i stosowaniu metody LIDFT w sposob itera-
cyjny (cho¢ sama metoda LIDFT nie jest metodg sensu stricte iteracyjng). Okno cza-
sowe z (3.24) nie ma korzystnych wlasciwosci do stosowania takiej iteracji. Jednakze
wnioski jakosciowe z przedstawionej w niniejszym punkcie analizy metrologicznej
majg charakter ogélny. Nalezy do nich przede wszystkim stwierdzenie zalezno$ci ble-

\\\\\\
W \\\\\\\\\\\\\

AN
10715 ) \\ \\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\ W
\) N
Adl k \A\\\ ’ \\\\\\\\\\\\\\
\ \\x“\\\\\\ TN
” WIS \\\\\\\\\\\\ R 0,0314
10 Y 3 \\\\\\\ " “\\\\\\\\\\\\\\\\\\:\\\\\\\\:\\\\\\\\\\\\\\\\\\\ N = T > 0,001
\\0

10_5\ Adﬂ’k > 0,001
150
100
18]
| Byl
Rys. 3.6. Blad 434, w funkcji 7 oraz | B; |/| B, | dla a =30
ﬂ 160 T T T T T - T T T
1401 ]
| Byl Aaky =
120 ] 75 0:05 —
0,02—]
[dB] 1001 0,015 005
0.0035 602
80 '
60 ]
4071 .
20r ]
0 - 4
20+ _
40t Agdy > O’OOIN-
-60

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 ;100

Rys. 3.7. Blad 44, w funkcji 7 oraz | B; |/| B, | dla a =30
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dow estymacji od odleglosci miedzy sktadowymi i stosunkiem ich amplitud, koniecz-
no$¢ kompromisu migdzy zmniejszeniem btedu deterministycznego metody i btedu
losowego (wariancji) estymatora oraz mozliwos¢ doboru okna czasowego (lub para-
metru okna dla okien parametrycznych) optymalnego dla danych warunkéw pomiaru.

T
\\\\\\\\\\\\\\\\\\\Q\\\\\‘\\\\\\\\\\\ a=30

T
p AT
10 T T
IHnk . 0,131
ALY B2 >00m
AN AR

841 B, |>0,003

84 | B | = 0,005
da | B | 100

Rys. 3.9. Blad 4,4, w funkcji 7 oraz | B; |/|B, | dla @ =30, 100
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3.4. Uzupelnianie zerami w metodzie LIDFT

Rozwiniecie metody LIDFT, uzyskane po uwzglednieniu techniki uzupetiania
zerami [60—62], umozliwito zastosowanie w tej metodzie okien czasowych z klasycz-
nej analizy widma (omoéwionej w rozdziale 1). Punktem wyjscia tej modyfikacji jest
uwzglednienie parametru R (krotno$ci uzupelniania zerami — zgodnie z (1.114))
w definicji (3.1) odpowiadajace aproksymacji charakterystyki widmowej okna czaso-

wego W (A) przez funkcje Wk AD)=aqA+b, dla A€[k/R,(k+1)/R] (rys. 3.13):

NR/2-1 (K+D/R .
> [ imw-m@rd (3.28)

k=—NR/2  k/R

0

skad, w podobny sposéb jak w rozdz. 3.2 (przyréwnujac pochodne O wzgledem a, ,
b, do zera) uzyskuje si¢ zaleznosci (3.4)—(3.5) z ta réznica, ze zamiast x, =nn/N
zachodzi x, =nn/(NR), co umozliwia zmniejszenie btedu aproksymacji (3.28) przez
zwickszenie wartosci R. Wzrost R dwukrotnie zmniejsza wartos¢ Q 16 razy (na
podstawie (3.4) i rys. 3.14).

Ponadto zamiast (3.8) zachodzi:

ve=RA —(k=1/2), A =[r,+(k-1/DI/R, y, e[-1/2,1/2] (3.29)

Rys. 3.10. Blad min , 444, w funkcji 7 oraz | B; |/| B, |
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Nastepnie, podobnie jak w rozdz. 3.2 dla przypadku pierwszej wersji metody
LIDFT, uzyskuje si¢ [60—62] zmodyfikowane liniowe rownanie macierzowe uwzgled-
niajgce technike uzupetniania zerami:

r, -, B u,

ok Tk g =" ,C =yB,,ikeS ={k,...k,} (3.30)
" C k Pk 1 1 P

Si-k i—k _lapxop L~k l2px Vi bpa

160 T T T T " T T . .
140,
120

| B;]
| By |

[dB] 100
80

60
40

60010 20 30 40 50 60 70 80 907100

Rys. 3.11. Btad min, 444, w funkcji 7 oraz | B; |/| B, |

', R

l,, ':,, X
l' 'l,”'ll '\

ll 7 4

” ”’III'O m \\
lIIIll ,',',l\\ ,,‘\\
l

[
INT
i it

d

100
18| [dB] 80 .
| Byl

150 20

Rys. 3.12. Optymalna dla min, 444, warto$¢ parametru «

w funkeji 7 oraz | B; | /| B, |
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gdzie:
_ _jmm/R 2.2
Tm =€ FFTm {an W, }NR

= jej’”"/RFFTm {anﬂnwj YR

m
jmm/ R 2.2
Z‘m = eﬂ”” FFTm {ﬁn Wn }NR

__jam/R 2 Jx,
u,=e FFTm {annane }NR

Vi = jejnm/RFFTm {ynwr%ﬂnejxn }NR
a,=(sinx,)/x,, p,=6[cosx,—(sinx,)/x,]/x,,

m=0,..,NR-1, n=-N/2,.,N/2-1

x, =nn/(NR)

(3.31)
(3.32)
(3.33)
(3.34)

(3.35)
(3.36)
(3.37)

a {z,}yz oznacza uzupehianie zerami N-elementowego zbioru probek {z,}, przez

dotaczenie probek zerowych na koncu sygnatu (wg wzoru (1.116)). Mozna jednak
uprosci¢ podane zaleznosci, stosujac uzupelienia wedtug (1.115) zamiast (1.116)

i eliminujgc w ten sposob konieczno$¢ mnozenia przez funkcje e
niono po rozszerzeniu metody LIDFT przedstawionej w rozdz. 4.

08 LA {wﬂ»ﬁbﬂ

0,6} | a_l/l +b_1 | |‘W(/1)_|_ |

04t ]

0,2 |a3d+b3]

0,0t Albin] 5
-0, 0,0 0,5 1,0 1,5 2,0 25

Rys. 3.13. Linearyzacja charakterystyki widmowej W (1) okna
czasowego w metodzie LIDFT z uwzglednieniem uzupelniania
zerami — przyktad dla okna trojkatnegoi R =2

R=2',..725 0141 R*.c, =24 202
0,10
0,06
k=1 0,02
-N/2 0 N2

Rys. 3.14. Wartosci R4cn dla ¢, wedtug (3.5)

z uwzglednieniem x, = nn / (NR)

Jjam/R

, co uwzgled-
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Roéwnania (3.29)—(3.37) wyznaczaja algorytm metody LIDFT uwzgledniajacej

technike uzupetniania zerami, ktory mozna podzieli¢ na nastepujace etapy:

1. Probkujemy sygnal y(¢), uzyskujac probki y, indeksowane, zgodnie z (3.37)
w zakresie n=-N/2,...N/2-1.

2. Wybieramy okno czasowe 1 obliczamy wspotczynniki 7, ,
stawie (3.31)—(3.37).

3. Jako wstepna lokalizacje sktadowych w widmie wybieramy zbior S = {k,, ..., k. }, co

S t u

m? “m?

v, na pod-

m?2 m

oznacza, ze sygnat sklada sie z K skladowych sinusoidalnych o czestotliwosciach
unormowanych 4, €[(k, —1)/R,k,, / R]. Biorac pod uwage skladowe sprz¢zone
przyjmujemy, ze i,k € S, ={k,.... kp} = {k, ... ky ,NR—ky +1,..., NR -k, +1}.

4. Na podstawie wyznaczonych wartoéci i, kK z punktu 3 obliczamy B,, C, z row-
nania (3.30), a stad y, =C, / B, 1 na podstawie (3.29) czestotliwos$ci unormowane
A, . Amplitude 1 faze kazdej skladowej sinusoidalnej wyznacza si¢ z rdwnania
A’ =2jB, .

5. Sprawdzamy wartos¢ Imy, 1 w razie potrzeby powtarzamy pkt 3-5 algorytmu
w celu lepszego doboru zbioru S, uzyskujac zmniejszenie Imy, . W idealnym
przypadku Imy, =0.

W tym przypadku warunki poczatkowe metody LIDFT stanowia: wstepna lokali-
zacja sktadowych w widmie (dobor zbioru §'), wybor okna czasowego i parametru R .

W poréwnaniu do pierwszej wersji metody LIDFT (rozdz. 3.2) pojawia si¢ pewna
niedogodnos$¢. Doktadnos¢ wstepnej lokalizacji sktadowych w widmie musi by¢
R -krotnie wigksza (A, €[(k—1)/ R,k / R] zamiast 4, €[k —1,k]), co w praktyce cze-
sto nie jest mozliwe do spehienia dla duzych warto$ci R . TrudnoS$ci te mozna wyeli-
minowac, stosujac algorytm LIDFT iteracyjnie. Wowczas mozna poprzesta¢ na do-
tychczasowym warunku 4, €[(k—1),k], a nawet jeszcze mniej wymagajace]
lokalizacji sktadowych w widmie. Pokazuje to nastgpujaca analiza. Zaldozmy, ze
wstepng lokalizacje skladowej B, e’ manN- rzyimujemy z bledem Ak /R (w bin),
gdzie Ak jest liczba catkowita, tzn. A, e[(k+ A4k —-1)/R,(k+ Ak)/R] zamiast

Ael(k=1)/ R,k /R]. Zatdzmy, ze sygnat sktada si¢ z jednej takiej sktadowe;j 1 ze taki

sygnal poddajemy analizie metoda LIDFT, uzyskujac estymatory Z}k, C, oraz
7= ék /ék, A, = (k + Ak -1 +Rey,)/R . Istotna jest zaleznos¢ —Rey, /R w funk-
cji Ak/ R, ktora dla okna trojkatnego przedstawiono na rysunku 3.15. Dla y, =0
oraz Ak/Re(-1,5;1,5) zachodzi —Rey, /R~ Ak /R, a dla innych warto$ci y,
z zakresu [-0,5;0,5] nastgpuje przesunigcie charakterystyki o warto$¢ z zakresu
[-0,5/R;0,5/R] bin (rys. 3.15b).



88 Rozdziat 3

a) b)
1!5 1,5 —Refk/R '
[bin]
1,0
1,0 R8
0!5 0'5 N=32'
1
0,0 0,0f (4k+05)/R S 2
05 05 (4 -0,5)/R
-1,0 -1,0
15 Ak /R [bin] 1 5h Ak /R [bin] .
-15-10 -5 0 5 10 15 -2 -1 0 1 2

Rys. 3.15. Wplyw niedoktadnej wstepnej lokalizacji sktadowej w widmie w metodzie LIDFT
z uzyciem techniki uzupetniania zerami i oknem trojkatnym na wyniki estymacji czestotliwosci
— symulacje dla sygnatu ztozonego z jednej oscylacji: a) zalezno$¢ —Re 7?/( /R
w funkcji btedu Ak/R lokalizacji sktadowej, b) przyblizony zakres Ak/R
wyznaczajacy mozliwos¢ iteracyjnego stosowania algorytmu LIDFT

Jesli blad wstepnej lokalizacji sktadowej nie przekracza ok. (-1,5;1,5) bin (ten
zakres nie zalezy od warto$ci R, a od szerokosci listka gtdéwnego okna czasowego), to
mozna zastosowac algorytm LIDFT dwukrotnie: pierwszy raz z bledem lokalizacji
sktadowej Ak /R e(1,5:1,5) bin, otrzymujac 7, = é‘k / l}k i drugi raz dokonujac ko-
rekty wstepnej lokalizacji sktadowej o warto$¢ round(Rey,)/ R (gdzie funkcja
round(x) zaokragla wartos¢ x do najblizszej liczby catkowitej). Na przyktadzie sy-
gnatu zdefiniowanego w tabeli 3.1 pokazano jednak, ze dla sygnatu wieloczgstotliwo-
sciowego potrzebnych moze by¢ kilka kolejnych iteracji. Pozostaje jeszcze odpowie-
dzie¢ na pytanie, czy dla innych okien czasowych uzyskamy podobne jak na rysunku
3.15 charakterystyki. Na rysunku 3.16a przedstawiono przyktadowe charakterystyki
dla okien spelniajacych warunek z réwnan (1.36), (1.37), a na rysunku 3.16b dla okien
niespelniajacych tego warunku.

Na rysunku 3.16b dla okna Hanninga i Kaisera (z parametrem & =3) pokazano, ze
dla pewnych wartosci y, oraz Ak /R otrzymuje si¢ duze wartosci |Rey, / R| row-
noczes$nie ze zmiang znaku Rey, / R dla matej zmiany Ak /R (dla niektorych calko-
witych wartosci Ak / R, gdy transformata okna zmienia znak). Dlatego przy iteracyj-
nym stosowaniu metody LIDFT korzystniejsze beda okna o wlasciwosciach
pokazanych na rysunku 3.16a. Tego zalecenia nie speinia okno wprowadzone
w pierwszej wersji metody (rozdz. 3.3).

Dla pokazania mozliwosci zastosowania techniki uzupetniania zerami i klasyczne-
go okna czasowego w metodzie LIDFT przeanalizowano sygnal ztozony z K =3
sktadowych sinusoidalnych o parametrach zdefiniowanych w tabeli 3.1.
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a) b)
65, N, y=-1i 1 —
—Rej, /RN >Mk/R V=723 _Reji /R
[bin] de la Valle-Poussin | [bin]
3 Poisson a=7 ] .
3 Hanning-Poisson 5 Hanning
2r a=2

o

Ak /R Hanning

Ak/ R[bin]
L . . . N
-10 4 8 12 16 -50 1 2 3 4 5 6

Rys. 3.16. Wplyw niedoktadnej wstgpnej lokalizacji sktadowej w widmie w metodzie LIDFT
z uzyciem techniki uzupetniania zerami i réznymi oknami czasowymi na wyniki estymacji
czestotliwosci — symulacje dla sygnatu ztozonego z jednej oscylacji: a) dla okien z nieujemna
transformata wg row. (1.36), (1.37), b) dla okien niespetniajacych row. (1.36), (1.37)

Tabela 3.1. Parametry sygnatu analizowanego w rozdziale 3.4

i }”k,- = fk,. NT [bin] Ak,- P, [rad]
1 10,2 1 0,5
2 12,3 0,02 1,0
3 15,4 0,004 1,5

y, =sin(2n10,2n/ N +0,5) +0,02sin(2712,3n/ N +1,0) +
+0,004sin(2n15,4n/ N +1,5) dla n=-32,...,31

Zastosowanie okna trojkatnego do 64 probek tego sygnatu i uzupetnienie zerami do
512 probek oraz wykonanie algorytmu FFT (klasyczna analiza DFT) nie daje mozli-
wosci poprawnej estymacji dwoch sposrod trzech sktadowych sinusoidalnych, tj. dru-
giej i trzeciej (rys. 3.17).

W zastosowaniu dla tego sygnatu metody LIDFT zatozono nieznajomos$¢ doktadnej
lokalizacji sktadowych, przyjeto na poczatek staly ich odstep co 3 bin w zakresie od
10 do 16 bin. Wybor tych trzech wartosci (10, 13, 16 bin), wybor okna trojkatnego
oraz R=8 to okreslenie warunkéw poczatkowych metody LIDFT. Po kolejnym za-
stosowaniu algorytmu LIDFT koryguje si¢ o warto$ci (round(Rey,))/ R lokalizacje

sktadowych w widmie, az do momentu kiedy |Rey, |<0,5 dla wszystkich sktado-

wych. Wyniki czterech kolejnych realizacji algorytmu LIDFT dla wszystkich trzech
sktadowych sinusoid sg przedstawione na rysunku 3.18, wraz z definicjami bledow.
Wstepna lokalizacja sktadowych dla pierwszej iteracji wynosi (w bin): {80/R, 104/R,

128/R }, dla drugiej: {82/R, 96/R, 125/R }, dla trzeciej: {82/R, 100/R , 124/R } i dla
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czwartej: {82/R, 99/R, 124/R }. Analiza wynikéw z rysunku 3.18 pokazuje, ze za-

dowalajace wyniki mozna uzyskaé¢ np. po dwoch lub trzech iteracjach, jednak petne
mozliwosci metody LIDFT mozna uzyska¢ po wszystkich iteracjach.

M |
- [dB]

| FFT{yn : Wn}NR

-60 I
1L
-70 WA~ G|
80 1
6 8 10 12

|FET{ys} nr |

N=64, R=8 A

A [bin]]
16

[ATITH
14

Rys. 3.17. Sygnat wieloczestotliwosciowy (3 sinusoidy) z tabeli 3.1
przedstawiony w postaci 3 prazkow: a) modut widma sygnatu uzyskany
algorytmem FFT dla 64 probek sygnalu pomnozonych przez okno
trojkatne i uzupelnionych zerami do 512 probek, b) analogiczny modut
widma z zastosowaniem okna prostokatnego, c) btad aproksymacji
widma pierwszego prazka funkcjami liniowymi

-
(o]
o

o
N

0-2

e
do

|8y, = (A=A, ) A |

Wzgledny

Kf

84y, =-16%
&43,=0,070%
3, =—0,051%

btad amplitudy
5\ —
Lk

Btad
czestotliwosci

Btad fazy
3 3
B N

106

i=
2 3 4

Ayl Ay, = A |
bin i=2

Numer iterac;ji

Ay, =0,023 bin

\ﬁ\ Aly, ==0,00077 bin
D~ A%, =0,00028bin
1 2 3 4 Numer iteracji

Apy, =91-107 rad
Ay, =4,7-107 rad
Ay, =—4,2-10"° rad

1

2 3 4

Numer iteraciji

Rys. 3.18. Wyniki czterech iteracji metody LIDFT dla sygnatlu
wieloczestotliwosciowego (3 sinusoidy) zdefiniowanego
w tabeli 3.1 oraz uzyskane bledy estymacji amplitud,
czgstotliwosci 1 faz sktadowych sinusoidalnych
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Dla metody LIDFT rozszerzonej o technike¢ uzupetniania zerami biad estymacji
amplitudy, dla przypadku skladowych wystarczajaco odlegtych od siebie w widmie
(dla ktérych mozna pomingé dodatkowe efekty wynikajace z ograniczenia rozdziel-
czos$ci czestotliwosciowej metody) jest sumg dwodch sktadnikow:

max 3| B, |~ 3| B, |+ 6, |B, | (3.38)

gdzie w przypadku stosowania okna trdjkatnego sktadowe bledu (3.38) sa wyznaczone
przez:

5, | B, |~0,0823/ R (3.39)
B || AW(A, — A
52|Bk|z0,4| 1|| (k 1)| (340)
| B, | [W(0)]

a AW(A) jest obwiednia bledu aproksymacji charakterystyki widmowej okna czaso-

wego, ktora jest odwrotnie proporcjonalna do R*.

Porownujac (3.38)—(3.40) z tradycyjng metodg uzupeliania zerami (okno czasowe
+ uzupehianie zerami + FFT), tj. rbwnaniami (1.121)—(1.123) zauwazy¢ mozna za-
sadniczg roznicg. Przez zwigkszenie wartosci R nastgpuje zmniejszenie obu sktado-
wych btedu z (3.38), a wigc i bledu catkowitego, co nie jest mozliwe dla metody tra-
dycyjnej.

Pominigto czgs¢ przeksztalcen zalezno$ci matematycznych i wynikow szczegoto-
wych dotyczacych rozszerzenia metody LIDFT o technik¢ uzupeilniania zerami,
przedstawionych w [60—62], ograniczajac si¢ jedynie do przedstawienia najwazniej-
szych aspektow, poniewaz pelne wyprowadzenie odpowiednich zaleznosci uwzgled-
niajacych uzupetianie zerami w metodzie LIDFT jest zawarte w rozdz. 4. Wyprowa-
dzenia i analizy zrozdz. 4 uwzgledniaja rowniez pewne szczegdélowe modyfikacje

przedstawionej metody, jak np. eliminacje konieczno$ci mnozenia przez funkcje
e™® w(3.31)~«3.35), eliminacje koniecznosci mnozenia przez funkcje e’
w (3.34), (3.35), uwzglednienie indeksowania probek w zakresie n=0,..., N —1 (lub
z (3.36)

wprowadzajaca parametr ¢ wplywajacy na stopien nieciggtosci funkcji aproksymuja-

jak dotychczas n=-N/2,..,N/2-1) czy parametryzacja funkcji «,, S

n

cej charakterystyke widmowa okna czasowego. Jednak przede wszystkim rozdz. 4
wprowadza inng posta¢ funkcji «,, f,, definiujac uniwersalng aproksymacj¢ okregu
jednostkowego odpowiednim wielokatem oraz uogélnia metod¢ LIDFT na metodg
wykorzystujaca parg okien czasowych. Wszystkie modyfikacje poprawiaja wlasciwo-
$ci obliczeniowe metody LIDFT oraz doktadno$é¢ estymacji.



4. Metoda LIDFT jako interpolacja z zastosowaniem
pary okien czasowych

4.1. Wprowadzenie

Dotychczasowe publikacje dotyczace metody LIDFT [48—62], ktorych wyniki
w skrdcie przedstawiono w rozdziale 3, stanowig podstawe do rozwinigcia metody
LIDFT. Rozwinigcie to zawiera kilka znaczacych modyfikacji tej metody. W wigk-
szym stopniu niz dotychczas wykorzystano w tym celu przeksztatlcenia macierzowe
[40, 93, 106, 121], dowodzac, ze aproksymacja charakterystyki widmowej okna cza-
sowego jest rownowazna odpowiednio zdefiniowanej aproksymacji okregu jednost-
kowego wielokatem (rozdz. 4.2-4.5), a to z kolei doprowadzito do dalszych udosko-
nalen metody LIDFT (rozdz. 4.6-4.10). Przeksztalcenia macierzowe wyeliminowatly
ucigzliwe przeksztatcenia algebraiczne zawarte w pelnej formie w pracach [50, 56, 61]
(przede wszystkim w dolgczonych tam dodatkach), ale bylo to mozliwe, zdaniem au-
tora, dzigki temu, ze wyniki zawarte w cytowanych pracach pozwolity na takie zdefi-
niowanie macierzy w niniejszym rozdziale, ktore znacznie uproscito dalszy rachunek
macierzowy i pozwolilo na istotne rozwinigcie metody. W rozdziale 4 podano pelne
wyprowadzenie uogolnionej wersji metody LIDFT. W poprzedzajacym go rozdziale 3
pokazano (w skroconej wersji) ewolucj¢ metody, poczagwszy od jej pierwszej wersji,
co utatwia porownanie wynikow uzyskanych w niniejszym rozdziale z dotychczaso-
wymi mozliwosciami metody.

Uktad rozdziatu 4 jest nastgpujacy. Przedstawiono rézne sposoby aproksymacji
charakterystyki widmowej okna czasowego funkcjami liniowymi (rozdz. 4.2—4.4).
Udowodniono, ze aproksymacje t¢ mozna zastgpi¢ odpowiednig aproksymacjg okregu
jednostkowego wielokatem (rozdz. 4.5). Zaprezentowano uniwersalng aproksymacje
okregu jednostkowego wielokatem wraz ze szczegotowa analiza sposobu doboru pa-
rametrow tej aproksymacji minimalizujgcych jej bledy maksymalne (rozdz. 4.6—4.7).
Zawarto interpretacje rownan metody LIDFT i na tej podstawie jej uogolnienie do
metody wykorzystujgcej pare okien czasowych (rozdz. 4.8—4.10). Podano przyktado-
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wa implementacje¢ algorytmu LIDFT w jezyku Matlab (rozdz. 4.11) i analiz¢ bledow
metody wyznaczajaca zakres jej zastosowania i uzyskiwane doktadnosci dla najmnie;j
korzystnych warunkéw pomiaru (btedy maksymalne) (rozdz. 4.12—4.14).

4.2. Interpretacja aproksymacji widma okna czasowego
funkcjami liniowymi

Metoda LIDFT, rozszerzona o technike uzupeiniania zerami (rozdz. 3.4), zaklada
odpowiednia aproksymacj¢ charakterystyki widmowej W (1) okna czasowego funk-
cjami liniowymi W, (1) =a,A+b, dla k=—M/2,..,M /2—1 (gdzie M =NR) oraz
Aelk/R,(k+1)/R] (rys. 3.13). Sredniokwadratowy btad (3.28) takiej aproksymacji
moze by¢ wyrazony na podstawie (4.290) w postaci macierzowej:

NR/2-1 (k+D/R . 5
0= 2 I \W(/l)—Wk(/l) dl=Q,+(c-2)"A(c—2)-7"Az
k=—NR/2 /R (4 1)

=Q,+c"Ac-c"Az-z"Ac

gdzie:
NR/2-1 (k+D/R 5 NJ/2 5
0= > j W[ da= j W) dz 4.2)
k==NR/2 [/R —-N/2
I 0
A=R (4.3)
0 3I
c=[c¢" T (4.4)
' ' ' , 1 k+1/2
¢ =[Cc yyasenClynalts =E(ak n +ka (4.5)
"_r.n " T " __ ak 4 6
¢ =[cCyns e Chpnal s Ck—a (4.6)
z=[z" 2" (4.7)
(k+1)/R
2=y Zup s = [ WD) 4.8)

k/R



94 Rozdziat 4

k+1/2

(k+1)/R
" " " T " _
2" =2y T H=2R (/1—

k/R

jW(/i)d/i (4.9)

Wspolczynniki z; i z; z(4.8)=(4.9) mozna, korzystajac z (1.10), zapisa¢ jako:

N/2-1 (k+D)/R ‘
Z= 2w, | ermNas (4.10)

n
n=—N/2 k/R

N/2-1 (k+1)/R
1/2) _,
=2k Y w, | [A—IHR/ Jeﬂ””’”Nd/l @.11)

n=—N/2 k/R

Po obliczeniu calek w obu powyzszych zaleznosciach otrzymuje sig:

(k+1)/R .
J‘ e—jZnnﬂ./Ndl — SInc.x, e*fxn e—jZnnk/M (412)
kIR
(k+1)/R IS
(;t Ck+1/ Zje_ﬁ“”wvd/l _; sinc zx,, oI IRk M (4.13)
kIR R 2R
gdzie:
xn ZE, M:M; I’l=—N/2,,N/2_1 (414)
M
sinc X, = S x, (415)
x}’l
sinc'x, = d(sincx,) _cosx, — (sinx,)/ x, (4.16)
dx, X,
Macierze (4.8), (4.9) mozna zapisa¢ po uwzglednieniu (4.10)—(4.16) jako:
Z=R"'W,-w, 2'=R"'W,-w (4.17)
gdzie W, jest macierza M x N wspotczynnikéw obrotu W;h =e ™™™ wg wzoru:

W, =[e /™M o k=-M/2,..,M/2-1, n=-N/2,..,N/2-1 (4.18)
a wektory w', w" sg zdefiniowane jako:

W =[W g jgse Wy l's W, =w, (sincx, e ™ (4.19)
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W =Wy W 1T, W= jw, (sinc'x, e (4.20)
Zauwazmy, ze:

WiW, =M1 4.21)

Macierz z (4.7) jest po uwzglednieniu macierzy (4.17) dana przez zalezno$¢:

1{W, 0 |[w
z=— ) (4.22)
R 0 W, |w
Zadanie okreslenia wspotczynnikow a, , b, aproksymujacych funkcji liniowych,
ktore minimalizujg wielkos¢ Q z zalezno$ci (4.1) mozna zastgpi¢ rownowaznym za-
daniem okre$lenia wspotczynnikow ¢, i ¢ ze wzorow (4.5), (4.6). Okredla si¢ je na
podstawie rownania:
9 _yac-2)=0 (4.23)
dc
1 otrzymuje:
c=z (4.24)
a blad QO przyjmuje wowczas wartos¢ minimalng wyznaczong na podstawie (4.1)
i(4.24):
Qmin = QO - ZHAZ (425)

Po uwzglednieniu na podstawie (1.10) 1 (4.2), ze:

N2 7 N/2-1 N/2-1
—j2mnA/N j2nnA/N
0, = I E w,e /" E w, e’ dA

_N/2\n==N/2 n=—N/2

(4.26)
N/2-1  N/2-1 Nizo N/2-1
— Z z wow, .[ e*_/2n(11—m)l/Nd/1 =N Z Ws
n=—N/2 m=-N/2 _N/2 n=-—N/2
oraz na podstawie (4.3), (4.19)—(4.22), ze:
N/2-1
2"Az=N[(w)"'w'+3W)"W =N D wi[(sincx,)’ +3(sinc’x,)’] (4.27)
n=-N/2
otrzymano z (4.25)—(4.27):
N/2-1
Own =N D cw, (4.28)
n=-—N/2

¢, =1—(sincx, )’ —3(sinc'x, )’ (4.29)
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4.1. Aproksymacja charakterystyki widmowej W (1) okna

czasowego funkcjami liniowymi Wk (A) dla Ze[k/R,(k+1)/R]

(przyktad dla okna trojkatnego i R = 2) i rownowazno$¢ ich opisu,

zgodnie z (4.34), (4.35), za pomocg wspotczynnikow:
a) a;, b, ,b) d;, dj
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Zgodnie z (4.29) i rysunkiem 3.14, zwigkszenie R dwukrotnie zmniejsza warto$¢ c,
16-krotnie i, jak wynika z (4.28), zmniejsza 16-krotnie btad O,

min

aproksymacji cha-
rakterystyki W (A1) okna czasowego funkcjami liniowymi.

Definiujac wektory d" i d” o wspétczynnikach d; i d; na podstawie warto$ci
funkcji aproksymujacej Vf/'k (A) dla wartosci A=k /R, (k+1/2)/R, (k+1)/R (dwie
wartosci skrajne i warto$¢ srodkowa zakresu [k / R,(k + 1) / R]) jako:

' ' ' , o~ (k+1/2 k+1/2
d'=[d' 0 dip ]’y d = Wk( j: a +b, (430
R R
A~ (k+1 ~ [k a
d'=[d",,,,..dl 1, d'=w|—|-Ww|—|="£ 431
[ -M/2 M2 1] k k( R j k(Rj R ( )
mozemy je zapisa¢ na podstawie wzorow (4.4)—(4.6) jako:
I 0
d=[d" da"]"=R ¢ 4.32
[ ] {0 61} (4.32)
a po uwzglednieniu (4.22), (4.24) jako:
W 0 w'
d=[a" a"]'=| * , (4.33)
0 W,| 6w
lub w postaci niemacierzowe;:
N/2-1
dli ZVVk(k‘l‘l/zj:ak k+1/2+bk _ Z w, sinCXne—jxne—j27mk/M (434)
R R n=—N/2

~(k+1) - (k) a & N
d =W,|—|-W,| = |=—%=j6 w, sinc'x, e /e /2mHM 435
k k( j k(Rj R J n=ZN/2 n n ( )

Zaleznosci (4.33)—(4.35) umozliwiaja obliczenie parametrow d; i d; aproksymu-
jacych funkcji liniowych, a stad mozna obliczy¢ ich wspotczynniki a, 1 b, . Zwiazek
miedzy tymi wspotczynnikami pokazano na rysunku 4.1.
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4.3. Alternatywna aproksymacja widma okna czasowego
funkcjami liniowymi

Zdefiniujmy aproksymacje alternatywng w stosunku do przedstawionej w rozdz.
4.2, tzn. aproksymacje charakterystyki widmowej W(A) okna czasowego funkcjami

liniowymi Vf/k(/l)zak/lerk dla Ae[(k—0,5)/R,(k+0,5)/R] (rys. 4.2a). Srednio-

kwadratowy btad takiej aproksymacji rozni si¢ od (4.1) zakresem catkowania i wyno-
si, na podstawie (4.293):

NR/2-1 (K+1/2)/R

o= > | ‘W(ﬂ)—Wk(/l)zdﬂon+(c—z)HA(c—z)—Z“Az

k==NR/2 (k-1/2)/R (4.36)
=0, + cMAc—c"Az-z"Ac
gdzie:
NR/2-1 (k+1/2)/R N/2-1/2R N/2
o= [ W@fda= [ wwfdi= [ w@fdr @37
k==NR12 (k-1/2)/R ~N/2-1/2R N2

jest tozsame z (4.2), macierze A, ¢, ¢", Z sg zdefiniowane przez wzory (4.3), (4.4),
(4.6), (4.7),a ¢, Z', 2" s3 zdefiniowane przez zaleznosci:

’ ! ! ' 1 k
¢ =[c ymren iyl s c =E(ak5+bkj (4.38)
(k+1/2)/R
2=y Tl s = [ WA (4.39)
(k-1/2)/R
(k+1/2)/R k
2 =(2"y 00 2],z =2R j (Z—EJW(/I)LM (4.40)
(k-1/2)/R
Wspolczynniki z; 1 z; z(4.39), (4.40) mozna, korzystajac ze wzoru (1.10), zapi-
sa¢ jako:
N/2-1 (k+1/2)/R
Z=yow, [ eNan (4.41)

n==-N/2  (k-1/2)/R

n
n=-N/2

N/2-1 (k+1/2)/R k
Z/=2R > w j (/1 - Ej e NG (4.42)
(k-1/2)/R



Metoda LIDFT jako interpolacja z zastosowaniem pary okien czasowych 99

Po obliczeniu catek w obu zaleznosciach otrzymuje sie:

(k+1/2)/R

o J2mnAIN g 5 _ sincx, o JmnkIM (4.43)
(k=1/2)/R R
(k+1/2)/R
J‘ (ﬂ—ﬁJ —/Znnl/Ndi_ SlIlC an e—jZnnk/M (444)
(k=1/2)/R 2R
gdzie x,, sincx,, sinc'x, s3 zdefiniowane przez wzory (4.14)—(4.16).

Macierze (4.39), (4.40) mozna zapisaé jak w (4.17), tj. z'=R'W,w',
z"=R'W,w", gdzie W, jest zdefiniowana przez (4.18), a wektory w', w" sg zde-
finiowane jako:

!

T .

w =W, Wynyl . W, =w,(sincx,) (4.45)
"__ " " T "o o LN 4.46
W =Wy, Wyl , W, = jw,(sinc'x,) (4.46)

Zadanie okreslenia wspolczynnikow a, , b, (¢,, c; ) aproksymujacych funkcji
liniowych, ktore minimalizujg wielkos¢ QO ze wzoru (4.36) uzyskuje si¢ po zastoso-
waniu rownan (4.23), (4.24), a przeksztatcenia podobne jak we wzorach (4.25)~(4.27)
daja ten sam wynik na Sredniokwadratowy btad Q, . aproksymacji alternatywnej jak
we wzorach (4.28), (4.29).

Definiujac nowe wektory d’ i d” o wspotczynnikach d; i d] na podstawie warto-
Sci funkcji aproksymujacej W, (4) dla wartosci A=(k—1/2)/R,k/R,(k+1/2)/R
(dwie wartosci skrajne i warto$¢ srodkowa zakresu [(k -1/ 2) / R,(k +1/ 2) / R]) jako:

' ! ' ’ - k k
d'=[d' s diyn ', dl =W, [—j =a,—+b, (4.47)
R R
" " " " k+1/2 ~ k—1/2 a
d"=[d"y s dyyn],  df = ( R ) W ( R j = ?k (4.48)

mozna je uzalezni¢ od (4.4), (4.6), (4.38), (4.45), (4.46) w postaci macierzowej (4.32),
(4.33) Iub w postaci niemacierzowej:

. k N/2-1 )
dp =W, (—j =45 +b, = Z w, sincx, e /™M (4.49)
R n=-N/2

k+1/2 A~ (k=1/2 a et .
d'=w —-W =k _ j6 W sinc’x e/ 2EkIM 4.50
¢ ( 2 j k[ j =6 D wsinc'x, (4.50)

R n=—N/2
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b)
XW0) - ; - - - -
1,0k 2 R=2]

0.9
0,8
0,7
0,6
0,5

0.4

0,3} #:Wk(kﬂ/z]_ﬁ,k[k—l/z}:_ ]
0,2 8 RJ R bin) W
WA . 1 1 ) N
o s L 15 2 25

R R R R R

Rys. 4.2. Aproksymacja charakterystyki widmowej W (1)
okna czasowego funkcjami liniowymi Wk (1) dla
Ael(k—=1/2)/R,(k+1/2)/ R] (przyktad dla okna trojkatnego
i R =2)iréwnowazno$¢ ich opisu, zgodnie z (4.49), (4.50),
za pomocg wspotczynnikow: a) a, , b, ,b) d} , dj
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Zaleznosci (4.49), (4.50) umozliwiajg obliczenie parametrow d; i d; aproksymu-
Jjacych funkcji liniowych, a stad mozna obliczy¢ ich wspotczynniki a, 1 b, . Zwiazek
miedzy tymi wspotczynnikami pokazano na rysunku 4.2.

Zarowno aproksymacja przedstawiona na rysunku 4.1, jak i ta z rysunku 4.2 cha-
rakteryzuje si¢ punktami nieciaglosci (przy przejsciu miedzy kolejnymi odcinkami
aproksymujacymi). Zmniejszenie lub catkowita eliminacje tej nieciggtosci przedsta-
wiono w rozdziale 4.4.

4.4. Zmniejszenie niecigglosci aproksymacji widma
okna czasowego funkcjami liniowymi

Analizujac wyniki uzyskane aproksymacija charakterystyki widmowej okna funk-
cjami liniowymi (rozdz. 4.2-4.3) nasuwa si¢ pytanie, czy mozna wyeliminowa¢ lub
przynajmniej zmniejszy¢ nieciggto$¢ aproksymacji w punktach przejécia do kolejnego
odcinka aproksymujacego (rys. 4.1, 4.2 oraz w powigkszeniu na rys. 3.13). W tym
celu mozna zmodyfikowa¢ minimalizowany btad (4.1), uwzgledniajac z waga u do-

datkowy sktadnik, ktory jest globalng miarg wielkoSci $redniokwadratowego bledu

nieciggtosci:
NR/2-1 (k+1)/R . ) NR/2-1 | k+1 o (k1 2
o= [ pw-maf ey W[T]—W[T] @51)
k=—NR/2 f/R k=—NR/2

lub btad (4.36) w taki sam sposob:

Maiz (I N ML (k+1/2Y) o (k)2
0= Z I ‘W(ﬂ)_Wk(i)‘ dA+u Z Wk+1( R J_Wk( R j‘
k==NR/2 (k-1/2)/R k=—NR/2
(4.52)

W obu przypadkach na podstawie (4.294) otrzymuje si¢:
0 =0,+(c-z)"A(c-2)-z"Az+ uc"A[I-E T+E]'[I-E I+E]Ac(4.53)

gdzie O, 1 A sa zdefiniowane przez wzory (4.2), (4.3), natomiast ¢ i Z s okreslone

przez wzory (4.4)—(4.9) dla aproksymacji z rozdz. 4.2 i przez wzory (4.4), (4.6), (4.7),
(4.38)—(4.40) dla aproksymacji z rozdz. 4.3 oraz dodatkowo macierz E jest macierza
cyrkularng wg wzoru:
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o 1 0 -0
0 0 .0
E=|0 0 O 0 (4.54)
oo 1
10 0 0 0
Minimalizacj¢ bledu (4.53) osiaga si¢ dla warunku:
%zZA(c—zﬁ—ZyA[I—E I+E]'[T-E I+E]Ac=0 (4.55)
c
skad
c+u[I-E I+E]'[I-E I+E]JAc=z (4.56)
czyli
HUBAc=12 (4.57)
gdzie
B=y'A"+[I-E I+E]'[I-E I+E] (4.58)

W rozwigzaniu réownania (4.57) ze wzgledu na ¢ obliczenie macierzy A~ jest
proste (A jest macierza diagonalng), a w obliczeniu macierzy B™' mozna wykorzy-
sta¢ szczegolne wlasciwosci macierzy B, w tym réwniez to, ze macierz E wystepuja-
ca we wzorze (4.58) jest macierzg cyrkularng (circulant matrix), dla ktérej mozna
przeprowadzi¢ dekompozycje do postaci diagonalnej z wykorzystaniem macierzy
wspotczynnikéw obrotu W[40, 93, 121]. Rozwigzaniem rownania (4.57) jest, na
podstawie (4.298), wektor ¢ zdefiniowany jako:

W 0 Al —AAL||WE 0
c=z—4—ﬂ{ } Ao T Az (4.59)
JAAAy  Aj 0 W

W 0 AL —JALA W'
czi[ } T-4y| A /A%y z  (4.60)
M[{0 W ANy A} 0 W
gdzie W =[e/**M] jest macierzg o wymiarach M xM wspotczynnikéw obrotu

(nk=-M/2,..,M/2~-1), a macierze A, =[A,,], Ag =[Ag,] sa M-elementowy-
mi macierzami diagonalnymi o elementach zdefiniowanych przez:

lub

-1/2

AAn:(sinxn){1+12,uR(cos2xn+%sin2xnﬂ , x, = 4.61)

n
M
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n

-1/2
1.
Ag, =(cosx”)[1+12yR[cos2xn +§s1n2x,, ﬂ = (4.62)

z zakresem n=-M /2,...M /2-1.

Korzystajac z zaleznosci (4.22) w macierzy (4.60) oraz, ze WHWR

=M [0 | PV 0]T , uzyskuje sie:

(4.63)

1{WR 0}{1—4;113(1\;\)2 j12yRoA;A;3}[w'}

R O Wil —jduR-A\ Al T-12uR(A}L)* |LW

gdzie macierze A, =[A,,], A =[Ag,] sa N-elementowymi macierzami diagonal-
nymi o elementach zdefiniowanych przez zaleznosci (4.61), (4.62) dla zakresu
n=-N/2,.,.N/2-1, a wektory w', w" sg okreSlone przez zaleznosci (4.19),
(4.20) dla aproksymacji z rozdz. 4.2 lub przez (4.45), (4.46) dla aproksymacji z rozdz.
4.3. Wz6r (4.63) mozna przeksztalci¢, korzystajac z (4.61), (4.62) oraz zaleznosci na
w', w" do postaci:

1

We O A ~lwa ~Lwa 4.64
c=— W, ¢=— JW, € =— w .
RO W, |[(1/6)A, R F g 36

. T - , . .
gdzie W=[W_y,,.... Wy,,_;] jest wektorem probek okna czasowego, macierze diago-

nalne A,, A, sgzdefiniowane jako:

A = [a,e”’] dlaaproksymacji z rozdz. 4.2 (rys. 4.1) (4.65)
“ Nla,] dla aproksymacji z rozdz. 4.3 (rys. 4.2) .

A, = jiB,e ] dla aproksymaqj zrozdz. 4.2 (rys. 4.1) (4.66)

JlB,] dla aproksymacji z rozdz. 4.3 (rys. 4.2)

ze wspolczynnikami «,, S, okreslonymi przez:
1+12uR i
&, (1) = (sinc x, ) —— - 0%, SINE, (4.67)
1+124R(cos™x, + }sin"x,)

B.(11)=6 sinc'x, —4uRsin x,sinc’x, (4.68)

1+124R(cos’ x, +1sin’x,)

Na podstawie wzorow (4.32) i (4.64) oraz wprowadzonych definicji (4.65), (4.66)
uzyskuje si¢:
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N=25,..20 03]

0,4

0,3

0,2

0.1

SN
v
=~

I = 0,0 ®
-N/2 0 N/2

Rys. 4.3. Wartosci R4cn dla ¢, wedlug (4.75) z uwzglednieniem wspétczynnika 4
d=| ° 0 “ d=W,A d"=W,A 4.69
w, = W, = w .
0 WR @ IB R a R ﬂ ( )

lub w postaci niemacierzowej, po uwzglednieniu zaleznosci (4.19), (4.20) dla aprok-
symacji z rozdz. 4.2:

- (k+1/2 k+1/2 & o
d,isz( il ]zak +R +b, = Z woa, (p)e e M (4.70)
n=—N/2

. o~ (k1 ~ (k N/2-1 o
d":Wk[Tj_W"(Ej:%: j z w, B, (u)e e 2k 4.71)
n=—N/2

1 analogicznie, po uwzglednieniu zaleznosci (4.45), (4.46) dla aproksymacji z rozdz. 4.3:

’ T k k & —j2mnk/M
dp =W, | = |= b, = > wa,(we (4.72)
n=—N/2

A~ (k+1/2) ~ (k=1/2) a N/2-1 A
d" =W, —W, -k _ g w efj2nnk/M 4.73
k k ( R j k ( R j R jn=ZN/2 nIBn (/’l) ( )

Dla =0 wzory (4.70), (4.71) sg tozsame z (4.34), (4.35), a (4.72), (4.73) sa toz-
same z (4.49), (4.50).
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P —
x10°

1,9 R?
FQ(/I,R)

N= 2'6,...,210'

1,8-

1,7+

1,6

1,5+

1.4-

2 ! ! ! ! !
10* 10° 102 10" 10® 10' 10? 10® 10!

b)

R
5 6 7 8 9 10

Rys. 4.4. Zalezno$¢ sredniokwadratowego btedu aproksymacji
O(u, R) charakterystyki widmowej okna czasowego (przyktad

dla okna trojkatnego) funkcjami liniowymi (rozdz. 4.4), wedtug (4.74),
(4.75); na wykresie R4N72Q(;¢,R) w funkcji: a) parametru u

(okreslajacego stopien niecigglosci aproksymacji), b) parametru R
Zauwazmy tez, ze dla u =0 zaleznosc¢ (4.64) jest tozsama z (4.22), tj. z=c(x =0),
a stad i z (4.64) mozna wyznaczy¢ (c—z)" A(c—z) i wykorzystujac dodatkowo za-

leznosci (4.26), (4.27), otrzymuje si¢ catkowity Sredniokwadratowy btad O aproksy-
macji zdefiniowany przez (4.1) lub (4.36):
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N/2-1

Quw.R)=N Y. ¢,(1)w, (4.74)

n=—N/2

gdzie:
¢, (4, R) =1~ (0) —%ﬂf (0) +[a, (1)~ , (O + é[ﬂn (1)~ B,OF (4.75)

Dla u =0 zaleznosci (4.74), (4.75) sa tozsame z (4.28), (4.29).
Z poréwnania rozwinigcia ¢, (u#) w szereg Maclaurina dla ¢ =0 oraz g — oo:
xbo 4x® 2x° 16x° 12

=0)=2"_ n_ n__ n 4.76
=0 = 575 T 1a17s 3274425 T O (4.76)

xbo4x 14X 16x°

12
c, (u—>wo)=""+ + + +o(x 4.77
(4 ) 45 189 2025 18711 (i) 77

xW(0 - - ' ' ' =
1,0- .............. A' R_2-

0,9F
0,8}
07t

0,6
0,50
04f
03f :
02t . ,
o4
0,00

00 05 0 15 2,0 2,5
Rys. 4.5. Wplyw parametru & na nieciaglo$¢ aproksymacji
charakterystyki widmowej okna czasowego — w powigkszeniu
(dla punktu A =0,75 bin) trzy przypadki: x = 0;0,1; 0
(przyktad dla okna trojkatnego, aproksymacji dla
Ael(k-1/2)/R,(k+1/2)/R] oraz R=2)

»
»

Rys. 4.6. Wykresy | W (A)| 1 |W(A) - Vf/(/l)| dla okna trojkatnego: a) £ =0,b) £ =0,1,¢c) g >
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a)
0 . : — : : :
o (W), IWQA)-W(A)| N=64
-10r [dB] \~ 1
=20 \ N ﬂ=0
R
\2010g10(24 R2 ~~
—>|W(l)l
\{V 1 PR W(ﬂ)|
- W)~ A
-100 H H H | /dIaR 16 |
‘ ‘ | A[bin]
_1100 M H | HH\ ‘ H\h \H
b)

|W(/1)| way -y N=64]

-10

o \ =01
W Ay
'50 /\awmn

-60 -
| W(l) W(ﬂ)l

'9° WA -WA)
w Mm MH“ T e
n

-105 il mmu ‘ ‘ .
|W(A)|, |W(ﬂ)—W</1)| T N—64
[dB] ]

1 —> 0
A /\»lww

|W(A) W<A)|

W) -F A
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oraz z faktu, ze x, =nn/(NR) i n=-N/2,..,N/2~-1 wynika, ze ze wzrostem war-
tosci R Q(u — o) jest zbiezne do O(u =0). Potwierdza to rowniez wykres przedsta-
wiajacy zalezno$¢ wspotczynnikow ¢, od u oraz R na wykresie R4cn w funkcji n
(rys. 4.3), ktory jest uogoélnieniem wykresu z rysunku 3.14.

Przyktadowe wyniki obliczen btgdu $redniokwadratowego aproksymacji Q(u, R)
dla okna trojkatnego (rys. 4.4) potwierdzajg przedstawione wnioski: btad Q jest od-
wrotnie proporcjonalny do R*, szczegélnie dla duzych wartosci R, oraz ze zalezno$é
O od u jest znaczaca dla matych wartosci R, podczas gdy dla duzych wartosci R
zaleznos$¢ od u jest nieznaczna. Wplyw warto$ci parametru g na stopien nieciggtosci
aproksymacji jest widoczny na rysunku 4.5 w trzech powigkszonych fragmentach dla
punktu charakterystyki A=0,75bin: dla =0 nieciagtos¢ ta jest najwicksza (a btad
O najmniejszy — rys. 4.4), dla ¢ =0,1 niecigglos¢ zmniejsza si¢ ponaddwukrotnie
(ale rosnie btad Q)i dla x— o aproksymacja jest ciagta, ale btad $redniokwadrato-
wy tej aproksymacji jest najwiekszy.

Najwazniejsza charakterystyke okna czasowego, tj. charakterystyke amplitudowa
|W(A)| mozna uzupehi¢ o charakterystyke btedu aproksymacji |W(/1)—W(/1)|, tak
jak w przyktadzie dla okna trojkatnego na rysunku 4.6. Dla tego okna czasowego
i R>2 obwiednia bedu aproksymacji jest ok. 2,4-R> mniejsza niz obwiednia cha-
rakterystyki amplitudowej samego okna czasowego, tj. przecicku widma (rys. 4.6).
Blad aproksymacji |W(/1)—Vf/(i)| ma najwigkszg niecigglos¢ dla =0 (rys. 4.6a),
nieciggtos¢ ta jest zmniejszona dla x=0,1 (rys. 4.6b) i jest ciagly dla g — o (rys.
4.6¢). Zgodnie z rysunkiem 4.4 najwicksza roznica charakterystyk btedu aproksymacji
|W(/‘L)—Vf/(ﬁ,)| przedstawionych na rysunku 4.6 wystepuje dla matych wartosci R,

tzn.dla R=2.

Przedstawiona w rozdz. 4.4 aproksymacja charakterystyki widmowej okna czaso-
wego jest uogdlnieniem omoéwionych w rozdz. 4.2 1 4.3 dwdch sposobow aproksyma-
cji z dodatkowym uwzglednieniem mozliwo$ci zmniejszenia stopnia nieciggtosci cha-
rakterystyki aproksymujacej (dla skonczonej wartosci ¢ >0), a w granicznym
przypadku uzyskanie charakterystyki ciggtej (dla x — o). Najwazniejszym wynikiem
sa roOwnania (4.67) i (4.68) na funkcje «,, B, wykorzystywane w zaleznoSciach

(4.70)—(4.73). Ten sam rezultat uzyskuje si¢ przez aproksymacje okregu jednostkowe-
go odpowiednim wielokatem metoda najmniejszych kwadratow (rozdz. 4.5), a wy-
prowadzenie zaleznos$ci (4.67) i (4.68) jest wowczas znaczaco prostsze niz w rozdz.
4.4.
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4.5. Aproksymacja okregu jednostkowego wielokatem
metoda najmniejszych kwadratow

Aproksymacje charakterystyki widmowej okna czasowego, przedstawiona
w rozdz. 4.2-4.4, mozna rozpatrywa¢ jako réwnowazng aproksymacje okregu jed-
nostkowego odpowiednim wielokatem. W celu wykazania tej rownowaznos$ci nalezy

rozpatrzy¢ w pierwszej kolejnosci aproksymacje funkcji W/, ktora dla y = AR jest
wycinkiem okrggu jednostkowego:

WN}MV Ze—jZnnﬂ/N (478)

dla 1€[-0,5/R;0,5/R] oraz M = NR , tzn. wycinek ten jest wyznaczony katem 2x

n?

gdziex, =nn/M oraz y€[-0,5;0,5] (rys. 4.7). Zdefiniowany wycinek okreggu jest
aproksymowany funkcja VIA/AZV okreslona jako:

Wy =a,+ j1B, (4.79)

a miarg jakoS$ci aproksymaciji jest blad Sredniokwadratowy O, zdefiniowany jako:

172 1/2

~ 2
0,= [ |my -y dy= [ Wi —a, - jiB)Wy" ~a,+ jyB)dy  (4.80)

-1/2 -1/2

ktory po przeksztatceniu, polegajacym na wymnozeniu nawiasoOw 1 obliczeniu catek,
ma postac:

n

. . 1
Q, =1-2a, sincx, — f,sinc'x, +a. +E,82 (4.81)

gdzie x, , sincx, oraz sinc'x, sa zdefiniowane przez (4.14)—(4.16).

n?°

Btad O, przyjmuje minimum dla warunku:

©r g, Ly (4.82)
da dp,

n

ktory, po uwzglednieniu (4.81), wyznacza wartosci «, oraz £, :
a,=sincx,, f, =6sinc'x, (4.83)

Uzyskany w ten sposob odcinek («, + jyB,) aproksymujacy tuk W,/ nie pokrywa
pelnego kata 2x,, tzn. odcinek 4, zdefiniowany na rysunku 4.8 ma niezerowa diu-
gos¢. Z zaleznosci trygonometrycznych dla dwoch katow x, , pokazanych na rysunku
4.8, otrzymuje si¢:
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tanx, =

a stad dlugo$¢ odcinka A, wynosi:

Rozdziat 4

-pB,/2+A4,/cosx,

(24

n

: 1
4, =a,sinx, +E'B" cos X,

.
w7 4 U wir=-12)
Im {7 -—%” -------------- —> W (y=-1/2)
TR i =, + B,
Re{W;f
0 Xn Re{;7}
al -
/\‘ Wi, yel-1/2,1/2]
i N >l o=12)
7 WA','[(}’= 1/2)

Rys. 4.7. Aproksymacja wycinka okrggu jednostkowego
WA:'/ odcinkiem W}y =a, +j1B,

A
Im{w;} y } A4,
IIIl{Vf/A’}y - ﬂzn ------------ A *nJ cos Xn
Re {7}
. X, , Re{W,/}
a,l 1 -
/4

n

Rys. 4.8. Definicja odcinka 4, wyznaczajacego

nieciaglos¢ aproksymacji wycinka okregu

jednostkowego przez odcinek «a,, + jip3,

(4.84)

(4.85)
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Na podstawie zaleznosci (4.85) mozna zmodyfikowaé¢ miare (4.80) jakosci aprok-
symacji tuku W,/ odcinkiem (&, + jyf,) przez dodanie z odpowiednim wspotczyn-
nikiem wagowym 4uR skladnika A’ zdefiniowanego przez zaleznos¢ (4.85):

1/2

0,= [ |my -

-1/2

2
2
d;/+4,uR(an sinx, +%ﬂn cosxn) (4.86)

przy czym wspolczynnik 4R (R=M / N) jest jedynie stalg skalujacg i nie zmienia
ogolnosci rozwazan. Zostat on dobrany w sposob utatwiajacy poréwnanie uzyskanych
wynikow z rezultatami z rozdz. 4.4.

Po zastosowaniu do zaleznosci (4.86) warunku (4.82) uzyskuje si¢ uktad réwnan:

1+ 4uRsin’x 2uRsinx, cosx .
n n " | a, sincx,
{ } = { } (4.87)

. 1 .
4R sinx, cosx, . 2uRcos’x, || B, ] |sinc'x,

ktory jest uogolnieniem uzyskanej wczesniej zaleznosci (4.83) dla zatozen (4.80),
(4.81).
Rozwiazaniem ukfadu rownan (4.87) sa wzory dla «, (1) oraz S, (u) zdefiniowa-

ne przez (4.67), (4.68). Po podstawieniu (4.67), (4.68) do (4.80), (4.81) uzyskuje si¢:
0, =c, (4.88)

gdzie ¢, jest zdefiniowane przez (4.75) i charakteryzujace si¢ omoéwionymi w rozdz.
4.4 wlasciwo$ciami wynikajacymi z (4.76), (4.77) i rysunku 4.3.

Rownania (4.78), (4.79), (4.67), (4.68) wyznaczaja przyblizenie tuku W,/ przez
odeinek (a, (1) + jyB, (1))

Wi =e M s+ B, rel-1/2,1/2] (4.89)

ktory, przez obrot o kat —2kx, (mnozenie przez e’ k) lub o kat —2(k+1/ 2)x,
(mnozenie przez e /2**% ) wyznacza przyblizenie przez odcinki pozostatych frag-
mentow okregu jednostkowego dla A, €[(k—-0,5)/R,(k+0,5)/R] — rysunek 4.9a
oraz A, €[k/R,(k+1)/R] — rysunek 4.9b (lub A, €[(k—-1)/R,k/R] — rys. 4.9¢c)

przy catkowitych warto$ciach £ :

, . 1
e*/Znnik/N ze‘]Zﬂnk/M[an +j}/kﬂn], /1/{ :E(k‘}’/lk) (490)

e—j2nnik /N ~ efj2nnk/M

_ 11
e e, +jrp], A= k=47 (4.91)
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—j2nnA /N —j2nnk/M jX” A = 1 k 1
e e e, +jn B, A =—(k——+y) (4.92)
R 2
gdzie
v, €[-1/2,1/2] (4.93)
a)
10| W7} = N-8
n=2
08 "
0,6
0,4
0,2 Wn(k+y)/R - Wﬁkﬁ,ﬁy
0,01k=+4 oy . =0
02 Wi =+ irh,
04 rel-1/2,1/2]
0,6
0,8
1.0 Re {W"k Wid)
-1 0-08 06-04-02 00 02 04 06 08 10
b) c)
n(k+1/2) 7ny A n(k=112) 7 ny T T T N=8
1’0_Im{W Wi} R= 2 10 Im{W,, /4v8: R=2
n=2 n=2
0.8 U= 0] 08 u=0
0,61 {1 06
0,4t k=14 -1 0 4fk=— =0
0.2; WP ZENIR = gyl Dpny 0,2 kA 2D/ R . gyn(e-1) Dgny
00} . 00 .
02 Wif = an+ 1B, 02 Wil =an+ 1B,
04t k= re[-1/2,1/2] =0 { 04tr=2t yel-1/2,1/2] 1
-0,6 0,6
0,8t 0,8
-1,0f Re {Wn(k+1/2)Wny} -1,0 Re{W”(k I/Z)Wny}

-10-08-06 04 02 00 02 04 06 08 10

10 08-06 04 02 00 02 04 06 08 10

Rys. 4.9. Aproksymacja okrggu jednostkowego I ]Gl wielokatem, wedtug (4.90)—(4.93), jako efekt

tego odcinka o kat

aproksymacji wycinka okregu jednostkowego WAZ}/ odcinkiem Vf/ny =a, + jyp, oraz obrotu

~2kx, lub —2(k +1/2)x,

, tj. mnozeniu przez: a) e

X, lub b, C) —j2(k£1/2)x,
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Dotychczasowe wyniki (rozdz. 4.2—4.5) umozliwiaja sformutowanie twierdzenia 4.1.

Twierdzenie 4.1

Aproksymacja charakterystyki widmowej okna czasowego funkcjami liniowymi
metoda najmniejszych kwadratéw, z definicjg (4.51) lub (4.52) bledu $redniokwadra-
towego, jest rownowazna aproksymacji okregu jednostkowego wielokatem z zastoso-
waniem metody najmniejszych kwadratow z definicja (4.86) bledu Sredniokwadrato-
wego. Rownania opisujace aproksymujacy wielokat sa zdefiniowane przez (4.90)—
(4.93).

Dowod

Minimalizacja btedu $redniokwadratowego (4.51) lub (4.52) prowadzi na podstawie
(4.53)-(4.69) do zaleznosci (4.70)—(4.73), wyznaczajacych wspolczynniki d;, d;
liniowych funkcji aproksymujacych, a funkcje «, (), B,(1) sa zdefiniowane przez

(4.67), (4.68). Minimalizacja za$ btedu $redniokwadratowego (4.86) aproksymacji
wycinka okregu jednostkowego odcinkiem e, + jyf, prowadzi do (4.87), ktorego

rozwigzaniem sg roOwnania (4.67), (4.68). Przez obrot tego odcinka uzyskuje si¢ zalez-
nosci (4.90)—(4.93) opisujace wielokat aproksymujacy. Po podstawieniu (4.90) lub
(4.91) do (1.10) uzyskuje si¢ W(A)=d, +y,d, , co odpowiada aproksymacji charakte-
rystyki widmowej zgodnej z réwnaniami (4.70)—(4.73). Zaleznosci (4.67), (4.68) wy-
znaczaja jednoznacznie zarowno aproksymacje charakterystyki widmowej okna cza-
sowego, jak 1 aproksymacj¢ okrggu jednostkowego wielokgtem, co dowodzi
twierdzenia 4.1.

Warto$¢ parametru u okre$la stopien niecigglo$ci wielokata aproksymujacego
okrag jednostkowy w sposéb podobny jak w przypadku aproksymacji widma okna
czasowego funkcjami liniowymi z rozdz. 4.4 i rysunkéow 4.5, 4.6. Dla p =0 blad
sredniokwadratowy jest najmniejszy, ale nieciggto$¢ najwigksza, dla u — oo wielokat
jest ciagly, ale btad $redniokwadratowy wzrasta, a dla g =0,1 wystepuje sytuacja

posrednia (przedstawiona rowniez na rys. 4.10).
W celu zmniejszenia btedu aproksymacji dla danego n oraz parametru g mozna

zwigkszy¢ warto$§¢ R, co prowadzi do zwigkszenia liczby ramion wielokgta aproksy-
mujacego (rys. 4.11).

Najczesciej (jak np. w DFT) algorytm wykorzystuje wartosci WA’,“1 dla wszystkich n
z zakresu ne[-N /2, N/2-1], co oznacza, uwzgledniajac M =NR, ze x, =nn/M
zmienia si¢ w zakresie x,e[-m/2R,mn/2R). Najwigkszy blad aproksymacji



114 Rozdziat 4

10 _Iml{WﬁkWA'}ly
08
06l
04
02}
00

02t

04t

06}

08t

4,0

Re Wk w7y ]
-1,0-0,8-0,6-04-0,2 00 0,2 04 06 08 1,0
Rys. 4.10. Wplyw parametru u na nieciagtos¢ wielokata

aproksymujacego okrag jednostkowy wedtug (4.90) dla trzech
przypadkow z rys. 4.5, 4.6: 1 =0;0,1;00 (przyktad
dlan=2, N=8,R=2)

19 S rewmptig)]

1008060402 0,0 0,2 04 06 0,8 1,0

Rys. 4.11. Efekt zmniejszenia btedu aproksymacji
okregu jednostkowego wielokatem wedtug (4.90) ze wzrostem
parametru R (przyktaddla n=8, N =16, u —> )
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Im {Wﬁkﬁ’ﬁy} H—> O

n=418

Re (Wi Wy} Wi}

« N=16
N\ R=2

Re {3y} ~— Re{T WY
L (W N-16) WL N -16] [miEA =16
R=2 R=2 R=2
n=0 .
Re{Wi W] Re{W Wy ] Re{W W,
Rys. 4.12. Aproksymacja okregu jednostkowego ch(kw)/R wielokgtemdla n=-N/2,...,N /2

(orazdla k =—NR/2,... NR/2 -1 iustalonego n ); widoczne jest wzajemne przesunigcie

wielokatow dla n = 2™ i naktadanie sig ich dla n = 2" oraz wzrost btedu aproksymacji

ze wzrostem ‘n‘

okregu jednostkowego przez wielokat wystepuje dla duzych wartosci n, bliskich
N /2 (rys. 4.12), ale wplyw tych przypadkow jest w praktyce ograniczany stosowa-
niem okien czasowych innych niz prostokatne, ktore maja wartosci bliskie zeru dla n
bliskich +N /2. W razie potrzeby dodatkowe zmniejszenie bledu aproksymacji
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uzyskuje si¢ przez zwigkszenie wartosci R, co oznacza w praktyce zwigkszenie liczby
zer w metodzie uzupelniania zerami. Dla warto$ci n o postaci n=12" (m — liczba

naturalna)  wielokaty powstate dla kolejnych wartosci k& z  zakresu
ke[-M /2, M /2-1] naktadajg si¢ na siebie, a w pozostatych przypadkach sg wzgle-

dem siebie przesunigte (rys. 4.12).

4.6. Alternatywna aproksymacja
okregu jednostkowego wielokatem

Aproksymacje¢ okrggu jednostkowego mozna przeprowadzi¢ nie stosujac metody
najmniejszych kwadratéw (jak w rozdz. 4.5), lecz korzystajac z dwdch wielokatow
wyznaczonych przez okrag jednostkowy (4.78): wielokata wpisanego w okrag i zdefi-

niowanego przez aproksymacj¢ tuku W), funkcja (4.79) o postaci (rys. 4.13):

W =cosx, — jy2sinx, (4.94)
oraz wielokata opisanego na okregu, o funkcji (4.79) zdefiniowanej przez (rys. 4.13):
W =1- jy2tanx, (4.95)
Im 71
N S — =iz
SN X, [ooooeeeeeee e Wy =cosx, — j2ysinx,
v Wﬁ’ =1-j2ytanx,
xn
0 COS X 1 XA
n Re{W,/}

A W;}’/

y=1/2

Rys. 4.13. Dwa przypadki aproksymacji wycinka okregu przez
odcinek wyznaczajace wielokat wpisany w okrag jednostkowy
i opisany na okrggu jednostkowym
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IIn{W;,'/}A
| tan x,, y==1/2
ﬂn 1 W""—a +j
—— [Tt g B.4 M —%n .Wﬂn
2 [sinx,
a, €[cosx,,1]
—%’e[sinxn,tanxn]
xn
0

cosx,| a,|1

(

y= 1/3'

>
Re{W,{

Rys. 4.14. Definicja aproksymacji wycinka okregu przez
odcinek zdefiniowany przez (4.96), (4.97) lub przez (4.98), (4.99)
— przypadek posredni migdzy dwoma aproksymacjami z rys. 4.13

Pomigdzy tymi dwoma wielokatami mozna umiesci¢ wielokat wyznaczony przez
aproksymacj¢ tuku W,/ funkcja (4.79), bedaca wagowym (z waga 1) polaczeniem
(4.94) 1 (4.95) — rysunek 4.14:

a, ()= (-n)cosx, +7, 7e[0,1] (4.96)
B,(n)=2(n—-1)sinx, —2ntanx, = 2[(n—1)cosx, —p]tanx,, n<[0,1] (4.97)

Dla 17=0 zaleznosci (4.96), (4.97) sa tozsame z funkcjg (4.94) wyznaczajaca wie-
lokat wpisany w okrag jednostkowy, a dla 7 =1 sg one tozsame z funkcja (4.95) wy-

znaczajacg wielokat opisany na okrggu jednostkowym. Aproksymacje petnego okregu
przez funkcje (4.97) otrzymuje sie¢, uwzgledniajac dodatkowo zaleznosci (4.90)—
(4.93).

Definicje (4.96), (4.97) mozna uog6lni¢ na wielokat, ktory moze mie¢ miejsca
niecigglosci (podobnie jak dla wielokata wyznaczonego w rozdz. 4.5 dla skonczonych
warto$ci x> 0). Taka sytuacje uzyskuje si¢, przyjmujgc zamiast jednego parametru 7
dla (4.96), (4.97) parametry niezalezne 7, , 7,:

a,(m)=1-mn)cosx, +n,, n €[0,1] (4.98)
B,(m,)==-2[(1-n,)sinx, +n,tanx,], n,=<n (4.99)

Jezeli n, =n,, to rownania (4.98), (4.99) sa tozsame z (4.96), (4.97), a aproksyma-
cja okregu wielokatem jest ciagla.
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Szczegolny przypadek aproksymacji (4.98), (4.99) moze by¢ wyznaczony dla wa-
runku zbieznosci tej aproksymacji (dla matych warto$ci x, ) z aproksymacja zdefinio-

wang przez (4.67), (4.68). Podczas wyznaczania warunkow takiej zbieznosci stosuje
si¢ rozwinigcie (4.67), (4.68), (4.98), (4.99) w szereg Maclaurina wzgledem x,,:

an(ﬂ)zl_lxz_i_Ll—lm,uR .

6
x +o(x 4.100
6 " 120 1+12uR " %) ( )

n

11-20uR S
= Dx +———+t ¥ to(x 4.101

1
an(m)zl—g(l—m)ﬁﬁto(xj) (4.102)
B.(m,)=-2x, +G—772ij +0o(x) (4.103)

Dla duzych wartosci R (czyli matych x,) zbieznos¢ (4.102), (4.103) z (4.100),
(4.101) uzyskuje si¢ przyjmujac:

11+ 4,14R B
_11+41uR Re—10—123m (4.104)

=2/3, - H
h T3 2R # 41-3607,

Dla zakresu p €[0, ] uzyskuje si¢ stalg 77, =2/3 1 zakres ok. 7, €[0,114;0,333],
a wigc aproksymacja z parametrem 77, <7, <1 zdefiniowana przez (4.98), (4.99) jest
szersza niz aproksymacja z parametrem u €[0, ] zdefiniowana przez (4.67), (4.68).

Jest to intuicyjnie zrozumiale, bioragc pod uwage przyjete zatozenia przy ich wypro-
wadzeniu: dla aproksymacji z parametrem g — minimalizacj¢ btedu $redniokwadra-

towego aproksymacji charakterystyki widmowej okna czasowego skorygowanego
o btad $redniokwadratowy btedu nieciaglosci (rozdz. 4.2-4.5) i dla aproksymacji
z parametrami 7,, 77, — rozmieszczenie wielokata aproksymujacego (ciaglego dla

n, =n, 1nieciagtego dla 7, <7,) pomiedzy wielokatami granicznymi, tj. wielokatem
wpisanym w okrag jednostkowy i wielokatem opisujagcym okrag jednostkowy (rys.
4.14). Oznacza to, ze aproksymacja z parametrem u €[0, o] nie umozliwia uzyskania
wszystkich wielokatow pomiedzy wielokatami granicznymi. Aproksymacj¢ z pa-
rametrem x €[0, 0] mozna uogdlni¢ i uzyskac szerszy zakres zmienno$ci S, (),
przyjmujac na podstawie (4.104) zakres ok. uR €[-0,244;—-0,050] dla 7, €[0,2/3].
Przyjecie ujemnych warto$ci x jest mozliwe w aspekcie matematycznym, niezaleznie

od trudnosci w interpretacji intuicyjnej takiego rozwiagzania. Pomimo takiego uogol-
nienia, aproksymacja (4.98), (4.99) z parametrami 7, <7, <1 jest znacznie szersza
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i ona jest podstawa dalszych rozwazan w rozdz. 4.7. Warto tez zauwazy¢, ze aproksy-
macja (4.98), (4.99) wykorzystuje podstawowe funkcje trygonometryczne sinx,,

cosx,, tanx, (zamiast sincx, i sinc'x, z (4.67), (4.68)), z ktorych dwie pierwsze
mozna zapisa¢, korzystajac z wzoréw Eulera za pomoca funkcji exp(+£/x, ), a to moze
utatwi¢ obliczenia dla wybranych algorytmoéow (przyjmujac 77, =0, wykorzystuje si¢

nawet wylgcznie funkcje sinx,, cosx, ).

Kolejny szczegélny przypadek aproksymacji uzyskuje si¢ dla rownan (4.98),
(4.99), przyjmujac 4 =0 w (4.104), co prowadzi do warunku 7, =2/3, n,=1/3,
ktory jest zbiezny (ze wzrostem wartosci R ) z przypadkiem g =0 przedstawionym

na rysunku 4.2. Taka aproksymacja zastosowana do aproksymacji charakterystyki
widmowej okna trojkatnego poprzez zaleznos¢ (1.10) oraz (4.90) daje wynik przed-
stawiony na rysunku 4.15, ktory jest zbiezny z wynikiem z rysunku 4.2. Wykorzysta-
nie w tym samym celu aproksymacji skrajnych z rysunku 4.13 (odpowiadajacych sy-
tuacji 7,=0, 7,=0 oraz n =1, n,=1) jest rownowazne aproksymacji
ograniczajacej od dotu lub od gory charakterystyki widmowej okna czasowego w spo-
sob pokazany na rysunku 4.15.

*WO)™ PN
1,0F W), W ()

09+t

0,8t}

0,7t

0,61

0,5t

F W () =ad+b, dla ﬂe|:k_1:/2,k+l/2:|

0.4

2 15 1 05 0 05 1 15

R R R R R R R

Rys. 4.15. Trzy przypadki zastosowania aproksymacji okregu
jednostkowego wielokatem wedtug (4.98), (4.99) do aproksymacji
widma okna czasowego (przyklad dla okna trojkatnego):

n, =1, =1 (wielokat opisany na okregu), 77, =77, =0
(wielokat wpisany w okrag) oraz 7, =2/3, 17, =1/3
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4.7. Minimalizacja bledow aproksymacji
okregu jednostkowego i dobor parametrow aproksymacji

4.7.1. Wprowadzenie

Zaleznosci (4.90)—(4.93) opisujg aproksymacj¢ okregu jednostkowego wielokgtem
ze wspotczynnikami o, , f,, ktore sa funkcjami parametru aproksymacji p (dla row-
nan (4.67), (4.68)) lub parametrow 7,, 7, (dla rownan (4.98), (4.99)). Warunki zbiez-

nosci obu rodzajow aproksymacji oméwiono w rozdz. 4.6, zaleznos¢ (4.104). Wyzna-
czaja one minimalizacj¢ btedu $redniokwadratowego aproksymacji zmodyfikowanego
w sposob uwzgledniajacy stopien nieciagtosci wielokata aproksymujacego okrag jed-
nostkowy, co odpowiada niecigglosci aproksymacji charakterystyki widmowej okna
czasowego funkcjami liniowymi. Jednak minimalizacja btedu $redniokwadratowego
nie gwarantuje minimalizacji bledu maksymalnego, gdyz bardzo czgsto polozenie
minimum biedu $redniokwadratowego nie pokrywa si¢ z minimum btedu maksymal-
nego.

W niniejszym rozdziale wyznaczone s3 warto$ci parametrow 7,, 7,, dla ktorych

btedy maksymalne estymacji parametrow sygnalu przyjmuja wartosci minimalne dla
typowych zatozen. Pominigto aproksymacj¢ z parametrem g, gdyz w rozdz. 4.6 wy-

kazano, ze aproksymacja z parametrami 7,, 7, ma szerszy charakter i jest latwiejsza
w stosowaniu. Celem takiego oszacowania parametrow aproksymacji 7, , 77, jest wy-

znaczenie zakresu ich wartosci, ktory jest przydatny w metodzie estymacji parame-
trow sygnatu korzystajacej z aproksymacji okregu jednostkowego wielokatem, w na-
szym przypadku metody LIDFT.

W dalszych analizach stosuje si¢ rowniez nastepujace rozwiniecia w szereg Mac-
laurina wzgledem x, :

. 4
sin2yx, =2yx, —57/3)63 +o(x)), cos2yx, =1-2y°x> +o(x})  (4.105)
Analiza bledow maksymalnych jest r6zna w zaleznosci od tego jakiego biedu ona
dotyczy i jaki blad podlega minimalizacji. W kolejnych punktach podano najwazniej-

sze rodzaje bledow, metody ich minimalizacji i wyznaczenie parametréw aproksyma-
cji okregu jednostkowego wielokatem.

4.7.2. Minimalizacja czeSci rzeczywistej bledu aproksymacji

Cze$¢ rzeczywista A, bledu aproksymacji jest zdefiniowana jako cze$¢ rzeczywi-

sta roznicy przyblizenia (4.79) wycinka okregu (4.78):
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A(n)=Re{W ~W,} | =@, - cos2yx, (4.106)

a szukane minimum ‘Am‘ jest zdefiniowane przez:

A r0

A7) (4.107)

= min max
Uil Y

Zadanie minimalizacji polega na wyznaczeniu warto$ci parametru 7, , ktére wy-

zZnacza minimum ‘Ar()‘ z (4.107). Minimalizacj¢ wartoSci max,

A, (;/)‘ uzyskuje si¢

przez obliczenie wartosci Sredniej z dwdch wartosci granicznych (rys. 4.16), co odpo-
wiada warunkowi:
n=1/2 (4.108)

w rownaniu (4.98), a wartos¢ maksymalna Ar(;/)‘ wystepuje dla y=0 i y==£1/2

(rys. 4.16—4.18) i jest dana przez:
\Am\ =[(1-cosx,)/2] (4.109)

Dla dowolnych wartosci parametru 7, mozna zdefiniowa¢ wspotczynnik k, jako

stosunek max, Ar(;/)‘ do ‘A‘o‘ z (4.107):

A,(7)
A,(7)

maxy

k()= (4.110)

min max
m 7

1 wowczas spetniony jest warunek &, (77,) 21 (jest rowny 1 dla warunku (4.108)).

N

N\ Ry
Im{W;/} .
Wy = a, + j}/ﬂn

% B P

5 : .
X, : Re {WM”\
' ' L4
COsX,: Qi1

A (+1/2)=—A/2¢-5A.(0) = 4/2

Rys. 4.16. Minimalizacja bledu max,, |4, (»)
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1,5:x 103 ——
4:() A (D) =Re{@l -W

minmax | 4,(7)|
m

Y
-05 -04 -03 -02 -01 00 01 02 03 04 05

Rys. 4.17. Blad A, (y) w funkcji y i minimalizacja max,,

4,)

dla 7, = 0,5

131X 104

x, =m/64
mgXIAr(af)I "

12 A(9) =Re 1 -W7}

1M

10}

6

00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1.0

Rys. 4.18. Btad max

Ar(;/)| w funkcji parametru 7,

Wykres wspotczynnika k. (rys. 4.19) zamiast maxy‘Ar(y)‘ (rys. 4.18) w funkcji

parametru 7, pozwala na oceng ile razy ro$nie wartos¢ max, ‘Ar(]/)‘ w stosunku do

warto$ci minimalnej, bez konieczno$ci dokonywania przeliczen, gdyz o§ wartosci jest
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20 Xp=nn/M

1,91 n=-M/2,.,.M/2
1,8t

1,7
1,6}
1,5}
1,4
1,3
1,2
1,11

10 . . . . . . . .
00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1,0

_max,|4,0)]
* minmax, | 4,0)]

Rys. 4.19. Wspotczynnik k. w funkcji parametru 7,

juz wyskalowana do takiej wlasnie interpretacji oraz umozliwia pordwnanie wynikow
dla réZznych wartosci x, . Dla wszystkich n z zakresu ne[-M /2,...,M /2] wykresy

funkcji k, =k, (n,) nakladaja si¢ na siebie, a warunek minimum jest zdefiniowany
przez (4.108). Btad ro$nie w przyblizeniu liniowo ze wzrostem rdznicy parametru 7,
do warto$ci optymalnej (4.108), zwigkszajac si¢ 0 100% (k, =2) dla wartosci skraj-
nych 7, (0lub I).

4.7.3. Minimalizacja cze¢Sci urojonej bledu aproksymacji

Czg¢$¢ urojona A, bledu aproksymacji jest zdefiniowana jako czg$¢ urojona roznicy

przyblizenia (4.79) wycinka okregu (4.78):
A(y)=Im{Wj7 W7} =y, +sin2px, (4.111)
a szukane minimum |A i0| jest zdefiniowane przez:
|Ai0| :minmaX‘Ai(y/)‘ (4.112)
n /4

Zadanie minimalizacji polega na okresleniu takiej warto$ci parametru 7,, ktora

wyznacza minimum maksymalnej warto$ci modutu A4, (y) z (4.111).
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Pierwsza i druga pochodna 4.(y) wzgledem y wynosi:

dA. d*A.
i(7) =, +2x, cos2yx, , 'Y)
dy dy

=—4x’sin2yx, (4.113)

a warunek istnienia extremum 4, (y) otrzymuje si¢ z przyréwnania pierwszej pochod-

nej do zera (ze znaku drugiej pochodnej wynika, ze jest to minimum dla yx, <0
1 maksimum dla yx, >0):

7o =+(2x,) " arccos[-3, / (2x,,)] (4.114)

Stosujac wzor (4.99) oraz rozwinigcie (4.105) w szereg Maclaurina wzgledem x,,

do przyrownania pierwszej pochodnej z (4.113) do zera, otrzymuje si¢ dla o(xf )=0:

1 i 1
yoziaﬂfg—m, nﬁg—% (4.115)

Dla y€[-0,5;0,5] zachodzi -2/3<n,<1/3. Blad maxy‘Ai(y)‘ osigga mini-
mum, jezeli y=4;(y,)+4;(-1/2)=0 dla y,<0 (y=4,(7))+4,(1/2)=0 dla
7o > 0) —rysunek 4.20:

Y=yB, +sin2y,x, — % —sinx, =0, y,=—(2x,) " arccos[-f3, / (2x,)] (4.116)

Po podstawieniu do zaleznosci (4.116) zaleznosci (4.99) i rozwinigciu y w szereg
Maclaurina wzgledem x,, :
1875 = (12-27173 =7, )n, +2

3 5
=— x,+ol|x,|=0 (4.117)
g 54\1/3-n, ( )

oraz zatozeniu o(x,f)zO 1 po rozwiazaniu (4.117) ze wzgledu na 7, otrzymuje si¢
pierwiastek dwukrotny (7, )1 =-2/3 tego réwnania i pierwiastek jednokrotny bedacy

rozwigzaniem zadania minimalizacji (4.112):

n,=1/12 (4.118)

dla ktorego, z (4.115) wynika y; ~1/16 . Pierwiastek (77,) =-2/3 zostat wykluczo-
ny, gdyz dla niego z (4.115) wynika 7/3 ~1/4 1 z odpowiednich rozwini¢¢ A,(y,)
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2,0 -x 102

I X, =m/64

15 A () =Tm @7 ~Wy7

1,0 minmax | 4;(7) |
ny
0,5

50 nid

%

_2,0 1 L 1 1 1 1 L 1 1
-05 -04 -03 -02 01 00 O1 02 03 04 05

Rys. 4.20. Blad 4,(y) w funkcji y i minimalizacja

max ‘Ai(j/)‘ dlan, =1/12

i 4,(+1/2) w szereg Maclaurina (oraz rys. 4.20) wynika, ze dla tego przypadku biad

maksymalny jest wielokrotnie wigkszy niz dla warunku (4.118).
Minimum (4.112) jest wigc, uwzgledniajac (4.99), (4.111), (4.118)
i 4,(7y)=-4;(-1/2), dane zaleznoscia:

‘Aio‘:‘(sinxn —tanxn)/12‘ (4.119)

Podobnie jak w rozdziale 4.7.2 dla dowolnych warto$ci parametru 7, mozna zdefi-
i

niowa¢ wspolczynnik % jako modul stosunku maxy‘Ai(;/)‘ z (4.111) do
z (4.112), (4.119):
max, |4,(7)

nflgn max, ‘Ai (;/)‘

k(1) = (4.120)

ktory jest wygodna miarg oceny wartosci bledu maxy‘Ai (}/)‘ dla réznych wartos$ci
parametru 77, w stosunku do warto$ci minimalnej (4.112).

Charakterystyki bltedu A w funkcji y oraz 7, 1 wspolczynnika (4.120) sa przed-

stawione na rysunkach 4.20—4.22. Optymalna warto$¢ parametru 77, jest nieznacznie
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[ 1 —

max| 4(9)| Tn=n/64
el 4() =TT - W)

n

m2

000 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10

Rys. 4.21. Blad max,, ‘Ai (7/)‘ w funkcji parametru 77,

8 — T T T T T T s —wuM

7_
o max, [4()|
6f ' minmax, | 4,(7)|

2 x,=7/8

x, <m/32

112 m
0,0 0,05 0,10 0,15 0,20 0,25 0,30 0,35 0,40 0,45 0,5

Rys. 4.22. Wspotczynnik k; w funkcji 77, i przesunigcie

minimum dla |x,|>n /32

mnigjsza od okres§lonej przez zaleznos¢ (4.118) (wyznaczonej po zatozeniu o(xj ) =0)

<n/32 wykresy k, =k (n,)
naktadajg si¢ na siebie, z dokladno$cia nie mniejsza, niz wynikajgca z rozdzielczosci
wykresu z rysunku 4.22. Zgodnie z uwagg z rozdz. 4.5, wplyw wartosci |xn|>n/ 32

dla duzych wartosci x, (rys. 4.22). Dla wartosci |x,

jest ograniczany w praktyce stosowaniem okien czasowych innych niz prostokatne.
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4.7.4. Minimalizacja réznicy argumentow

Roznica argumentéw A, jest zdefiniowana jako réznica argumentéw przyblizenia
(4.79) wycinka okreggu (4.78):

A,(y)= arg{l/f/]\’}y} - arg{WA’}y} =2yx, + arctan%‘l (4.121)
an
a szukane minimum |4,,| jest zdefiniowane przez:
49| = minmax|4, (7) (4.122)
7

Zadanie minimalizacji polega na okres§leniu warto$ci parametréw 7, 1 7,, ktore
wyznaczaja minimum maksymalnej warto$ci modutu 4, (y) z zaleznosci (4.121).

Po zastosowaniu aproksymacji, z parametrami (4.108) i (4.118), optymalnej ze
wzgledu na maksymalny blad amplitudy, powstaje btad estymacji argumentu kolej-
nych punktéw okregu jednostkowego. Na rysunku 4.23 przedstawiono bledy estyma-
cji argumentu A,(y) dla y=0,-1/8, —1/4, —=3/8, —1/2. Podobna sytuacja wystepuje
dla aproksymacji z innymi parametrami niz 7, =1/2, 1, =1/12. Blad estymacji
A, (y) powoduje niedoktadne wyznaczenie wartosci y , co prowadzi do niedoktadne-
go wyznaczenia czgstotliwosci sktadowych sygnatu wieloczestotliwosciowego.

W celu minimalizacji maksymalnej warto§ci modutu btedu (4.121) mozna prze-
prowadzi¢ jego analizg podobna do przeprowadzonej w rozdz. 4.7.3.

M y=-1/2 m=1/2

y=-3/8 n,=1/12
y=-1/4 A, (y=-1/2) <0

: y=-1/8
sl 77 /
R R q~

L
Im {7

A, (y=-3/8)<0

A (y=-1/4)>0

A, (y=-1/8)>0

n 4,(y=0)=0 s
Re{w,/

0

Rys. 4.23. Definicja btedu 4, () dla wybranych warto$ci »
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Ekstremum A, () uzyskuje si¢ dla warunku:

dA -1
d4.(r) :2xn+&[1+7/§(ﬂn/an)1 =0 (4.123)
dy . a,
czyli
2 an 1 an
=—Zn| 4 4.124
A=l %) o

Gdy zastosuje si¢ zaleznosci (4.98) i (4.99) i rozwinie wzor (4.124) w szereg Mac-

laurina wzgledem x, oraz zatozy O(x,f) =0, otrzymuje sig:

317, =3, +2

- (4.125)

7/0zil
2

Maksymalny blad
dla y, <0 (y=4,(y,)+4,(1/2)=0dla y, >0) —rysunek 4.24:

A4, (7/)‘ osiaga swoje minimum, jezeli y =4, (y,)+4,(-1/2)=0

Y =2yx, +arctanM—xn —arctanz"izo s Yo :—\/— % (L+ Z”j (4.126)
a

an n ﬂ}’l 2xn n
x>
A,(D =argWy}—argWyy X =7/64
4,(7) a M M
2 L

min max|A4,(y)|
m.n2 v

=y
T

=17 m=1/4 | p n=1/2
; 772=1/12 7]2=1/3

% 7
. /4 . . . . . .
-05 -04 -03 -02 -01 00 01 02 03 04 05

Rys. 4.24. Blad A, (y) w funkcji y dla wybranych wartosci

parametrow 77, , 17,
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Po zastosowaniu w zaleznosciach (4.126) zaleznosci (4.98) i (4.99) i rozwinigcia y
w szereg Maclaurina wzgledem x, :

y=1—18[2 4/3-27,+2n, —771(9+,/6(2—3771+3772))+772(9+,/6(2—3771+3772))sz+o(x§)=0
(4.127)

oraz po przyjeciu o(x,f) =0 1 rozwiazaniu (4.127) ze wzglgdu na 77, otrzymuje si¢

5 pierwiastkow tego rownania:

(), =m+4/3, (ny),=m~1/6 (4.128)

(1,), =, +31/18—-a/18-1009/(18a) (4.129)

(m,), =m +31/18+ab/36+1009¢ / (36a) (4.130)
(1), =m +31/18+ac /36 +1009 / (36a) (4.131)
":(‘3“59”321\/@)“3’ b=1-j\3, c=1+j3 (4.132)

z ktorych tylko dwa pierwsze sa rzeczywiste — z zalezno$ci (4.125) otrzymuje si¢
70| =1/2 dla (), oraz |y,|~1/4 dla (,), . Ze wzgledu na definicje (4.126) mini-

mum maksymalnej wartosci |4, (7/)‘ wystepuje dla |}/0| =1/4 (zob. rowniez rys. 4.24),

a wigc optymalna warto$¢ 7, odpowiada (772 ) , zrdwnania (4.128):

n,=n-1/6 (4.133)

Warunku (4.133) nie spelniajg jednoczesnie wartosci z zaleznos$ci (4.108) i (4.118)
wyznaczone przy minimalizacji czgsci rzeczywistej 1 urojonej maksymalnego btedu
aproksymacji.

Dla dowolnych warto$ci parametréw 77, 77, mozna zdefiniowa¢ wspotczynnik k,

jako stosunek max, |4, (}/)‘ do |4,,| z rownania (4.122):
max, |4, (7)
ky () =——— | (4.134)
minmax, (4, (7/)‘
s

Przykladowe charakterystyki bledu A, w funkcji y oraz 7, 77, 1 wspolczynnika
(4.134) sa przedstawione na rysunkach 4.24-4.28. Na rysunku 4.24 zilustrowano wy-
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6 X1.‘_"_5.., ....... R S x,=m/64

Aaé?’):al‘gi{u’\’ﬁy}—;arg{W;‘/}' e

max [4,(7)|

Rys. 4.25. Btad max ‘Aa(;/)‘ w funkcji parametrow 7;, 77,

[ 1 —
m';IXIAa(r)I x

n

A,(p) =arg Wy} —arg (W7}

1:16

0 ' m—m
-1,0 -0,8 -06 -04 02 00 02 04 06 08 1,0

Rys. 4.26. Blad max,, |, () w funkeji 7, ~ 7,

prowadzone zaleznosci, a zwlaszcza przypadek optymalny (minimalizacji

max P

A4, (}/)‘) wystepujacy dla roznych wartosci 7, 1,,jak np. n,=1/4, n,=1/12
lub n,=1/2, n,=1/3, spehiajacych jednak warunek (4.133) oraz, ze maksimum

bledu (4, (y)
z(4.125), dla y = £1/4. Warunek (4.133) potwierdza wykres z rysunku 4.25 z zazna-

, przy spelieniu warunku (4.133), wystepuje dla y =+1/2 i, zgodnie
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zgk R

2,6} k= max,, | 4,()| ]
24l n’fifz max,, | 4, (%) |
2,2 1

2,0
1,8
1,6
1,4

1,2
-1
10 1=72

0,0 0,05 0,10 0,15 0,20 0,25 0,30 0,35 0,40 0,45 0,5

Rys. 4.27. Wspotczynnik k, w funkcji 7, —17,

3,0 S B
28 ky X, =nn/M

’ _ max, [4,0)]

2,6 *” min max,|4,(7)]

24l m.n2

' =T/ 8
2,2t /
! x, <m/32

2,0 " %

x,=7/16

1,8
1,6 m-ny=1/6

\ A
1,4 '

1,2
m-n
10 172

0,0 0,05 0,10 0,15 0,20 0,25 0,30 0,35 0,40 0,45 0,5

Rys. 4.28. Wspotczynnik k, w funkcji 77, — 77, iprzesunigcie
> m/32

minimum dla |x,

czong prosta 77, =1, —1/ 6 na wykresie konturowym na ptaszczyznie (7, , 7, ) znajdu-

Jacym si¢ pod wykresem max, Aa(}/)‘ w funkcji dwoch zmiennych: 7,, 7,. Zalez-

nos¢ max ,

Aa(y)‘ wylacznie w funkcji (771 —772) oznacza, ze na wykresie

max,, |4, (}/)‘ w funkeji (77, —7,) (bedacych zbiorem przekrojow dwuwymiarowych

wykresu trojwymiarowego z rys. 4.25) wszystkie te przekroje naktadajg si¢ na siebie
(rys. 4.26-4.27), a ich minimum potwierdza stuszno$¢ warunku (4.133).
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Dla matych wartosci x,, czyli spetniajacych warunek |xn| <32, réwniez wykresy
wspotczynnika (4.134) mozna przedstawi¢ w funkcji (771 - 772) , z doktadnoscig wyni-
kajaca z rozdzielczosci rysunku 4.27. Dla |xn| >32 zachodzi sytuacja odmienna, po-

niewaz przekroje dwuwymiarowe z wykresu trojwymiarowego z rysunku 4.25 nie
pokrywaja si¢ ze soba (rys. 4.28). Oznacza to, ze funkcja nie zalezy juz tylko od

(771 —772), a minimum btedu maksymalnego przesuwa si¢ w kierunku warto$ci
(771 —772) wickszych niz wartos¢ 1/6 wynikajgca z warunku (4.133). Jednak wptyw
warto$ci

x,|>32 mozna zmniejszy¢, zwigkszajac warto$¢ R, a ponadto efekt ten jest

ograniczony przez stosowanie okien czasowych innych niz prostokatne, o warto$ciach
bliskich zeru dla » bliskich +N /2.

4.7.5. Zakres najkorzystniejszych wartosci parametrow
aproksymacji

Zakres najkorzystniejszych warto$ci parametrow aproksymacji jest wyznaczony
A4.(7)

A4, (}/)‘ — odpowiednio czesci rzeczywistej, czesci urojonej argumentu przybli-

rownoczesng minimalizacjg bledow z rozdz. 4.7.2-4.7.4: max,

, max, | 4,(7)

b

max ¥

zenia (4.79) wycinka okregu (4.78), oraz roéznicy argumentow funkcji z zaleznosci
(4.78)—(4.79). Wykorzystujac wyniki minimalizacji przeprowadzonej w rozdz. 4.7.2—
4.7.4, polegajacej na wyznaczeniu zaleznos$ci na parametry 7,, 7, (dla ktéorych mak-

symalne bledy wyznaczenia amplitudy i czgstotliwosci po aproksymacji okregu od-
powiednim wielokatem sg mozliwie najmniejsze) mozna sformutowa¢ wnioski doty-
czace praktycznego doboru wartosci tych parametrow. Warunki (4.108), (4.118)
1 (4.133) wyznaczaja trojkat na ptaszczyznie (771 , 772) —rysunek 4.29.

Wszystkie pary wartosci (771, 772) z pola wewnatrz trojkata wyznaczaja ré6zne kom-
promisy pomig¢dzy minimalizacja trzech rodzaju btedow, a wigc wspotczynnikow: k.,
k., k,. Szczegdlny przypadek okresla sytuacja, w ktorej wszystkie trzy warto$ci sa
w przyblizeniu réwne i wynosza 1,325. Oznacza to wzrost o 32,5% bledow

max,, |4,(y)|, maxy‘Ai(y) , max, Aa(y)‘ powyzej ich wartosci minimalnych. Dla
tego przypadku (rys. 4.30) wartoSci parametrow wynosza ok.: 7, =0,3341,
n, =0,1123.

Ostateczny dobor 7,, 1, zalezy od szczegdtowego sposobu wykorzystania przed-
stawionej aproksymacji okregu jednostkowego wielokatem, gdyz w r6znych metodach
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1,0

T ; x, =7/ 64
0.91 5 1/6
: Ma=m—1/0,
08} | R
0.7} kx =1§
0,6+ l
region najlepszych' ,xka =1

0,5/ parametréw n,i 7,
dIamm{|A I, 4; ||A |}

04}
0,3
0.2

0.1} : =l

ool 14, U2 , . m
000102 03 04 05 0607 08081,0

Rys. 4.29. Trojkat najkorzystniejszych parametrow
n , 17, —warunki (4.108), (4.118), (4.133)

0,35_172' R ' " x, =m/64]

0,30} :
k. =1325

0,251 Parametry

diak, =~k ~k,: k=1
0,20t | 7,=20,3341 k _1"3;25

7, 20,1123 ’ k=1
0,15}

-------------- <k =1,325 -------
0,10} :

: ki=1

0,05 i

025 030 035 040 045 050

Rys. 4.30. Przypadek jednakowego wzrostu
ko ki, ko my =0,3341, 7, 20,1123

moze by¢ potrzeba minimalizacji wspotczynnikow k,, k;, k, z r6zna waga. Przyktad
z rysunku 4.30 przedstawia sytuacje¢, gdy wagi te sg sobie rowne. Dla bardziej ogol-
nych sytuacji pomocnym jest wykres konturowy z rysunku 4.31, na ktérym zazna-

czony jest wzrost btedu maxy‘Ar(y)‘ o 10%, 20%, ..., 50% (k.= 1,1; 1,2; ..; 1,5),
wzrost bledu maxAAi (7/)‘ do 200%, 300%, 400% (k= 2, 3, 4) oraz wzrost bledu
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Nyt ' ' ' " x,=m/64]
0’35____ki=4_ ___________________ " __/_T___
030 BHS kA k3 kL2 k,=1;c1 Tl |

£
0’25-——-ki=3- —————————— / —————— /4

0,20 _
orsl | 7 _____ /_k_;_/(;/
0,10 4 4

k=25 5,
025 030 035 040 045 0,50

0,05

Rys. 4.31. Wykres konturowy k., k;, k, w funkeji 7, 7,

w ramach trojkata najkorzystniejszych parametrow

max, Aa(}/)‘ 0 50%, 100% i 150% (k,= 1,5; 2,0; 2,5). Najmniej czutym na zmiany

parametrow 77,, 77, aproksymacji, w ramach analizowanego trdjkata najlepszych
przypadkow, jest wspotczynnik k. (maksymalny wzrost do niespetna 1,5), a najbar-
dziej czulym jest wspotczynnik k& (maksymalny wzrost do niespetna 4). Dlatego
przypadek z rysunku 4.30 (jednakowego wzrostu wszystkich trzech wspotczynnikow)
wyznacza punkt lezacy najblizej wierzchotka (771, 772)= (1 14,1/ 12) sposrod wszyst-
kich trzech wierzchotkow trdjkata najlepszych przypadkow.

Przedstawione wyniki, z ktorych koncowe rezultaty podsumowano na rysunkach
4.29-4.31, sa podstawa do dalszego doboru wartosci parametréw 7, 77, w konkretnej

metodzie estymacji parametrow sygnatu wieloczestotliwosciowego — metodzie LIDFT
prezentowanej w niniejszej pracy, bedacej trescia kolejnych rozdz. 4.8-4.14. Dobor
warto$ci 77,, 17, jest przedstawiony w przykladzie w rozdz. 4.11, a dla sytuacji bar-

dziej ogolnych w rozdz. 4.13. Analizy te sa poprzedzone przedstawieniem réwnan
metody LIDFT w postaci uogdlnionej w rozdz. 4.8-4.10.

4.8. Liniowe rownanie macierzowe metody LIDFT

Jesli charakterystyka widmowa okna czasowego jest aproksymowana funkcjami
liniowymi W, (1) =a,A+b, dla zakresu Ae[k/R,(k+1)/R]| w sposob przedsta-
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wiony na rysunkach 4.1 oraz 3.13, to jej zastosowanie do aproksymacji sygnatu wie-
loczgstotliwo$ciowego zlozonego z P oscylacji zespolonych wymaga uwzglednienia
zaleznosci (1.5). Rozpatrzmy w pierwszej kolejnosci (1.5) dla P =1, tj. jedna sktado-
wa o amplitudzie B, 1 czgstotliwoéci unormowanej A4, spetniajacej warunek
A € [(k - 1) /R, k/ R] . Dla tej sktadowej widmo odpowiada widmu okna czasowego
W(/i) (rys. 3.1a, ale z uwzglednieniem R >1 — np. rys. 3.13, 4.1) przesunigtego na
osi czestotliwosci o warto§¢ 4, i pomnozonego przez wartos¢ B, (rys. 3.1b, ale
zuwzglednieniem R >1), a warto$¢ F;, widma (1.5) uzyskana z (1.9) moze byc¢

aproksymowana przez wartos¢ funkcji aproksymujacej WF (A=24):

Fp=B[a_,(i/R- ﬂ,)+bi_k]=Bk[ai_k(#j+b } 7B, a}zk (4.135)

gdzie, zgodnie z (3.29), 4, =(k—1/2+;/k)/R. Po uwzglednieniu (4.30)—(4.31)

w (4.135) otrzymuje si¢ zalezno$¢ F,, od d; ,, d’, zamiastod a, , , b_,:

1 1

Fr =B, [ai—k (i /R—=2 ) + bi—k] =B d] , —yBd], (4.136)
Uogolniajac (4.136) na przypadek P >1 oscylacji zespolonych o amplitudach
B, ..., B iczgstotliwodciach unormowanych 4, ,..., 4, , uzyskuje sig:
Fup=Y (Bd  —7Bd],), i=-M/2,.. . M/2-1 (4.137)
kesS,
gdzie:
Sy ={ky,....kp} (4.138)
Roéwnanie (4.137) mozna zapisa¢ w postaci macierzowej:
f=Db (4.139)
gdzie:
T
f= |:F—(M/2)/R’ s FiM/Z—l)/R:| (4.140)
=[D" -D"] (4.141)
—[d,k]MP, i=—M/2,...,.M/2-1, ke, (4.142)
[d”k]MP, i=-M/2,...M/2-1, ke, (4.143)

b=[b" b, b'=[B],,. b'=[nB],,. keS (4.144)
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lub w postaci niemacierzowej uwzgledniajacej dodatkowo (1.9), (4.70), (4.71):

N/2-1 N/2-1

Z anmeianm‘/M = z Bk Z w, &, (/u)e—jx,, eijznn(iik)/M
n=—N/2 keS, n=—N/2
| N/2-1 (4.145)
~J 2 7B D, woB, (u)e e 2m M
keS, n=—N/2

Dla ¢ =0 i R =1 roéwnanie (4.139) jest tozsame z (3.14) (z innymi nazwami macierzy).

Wektor probek widma f z rownania (4.139) mozna zapisa¢, na podstawie (1.9),
(1.114) w postaci macierzowe;j:
f=W,Ay (4.146)

gdzie W, jest zdefiniowane przez (4.18), macierz A, jest macierza diagonalna
o elementach rownych warto$ciom okna czasowego:

A, =diag{w,}, n=-N/2,..,N/2-1, (4.147)

a y jest wektorem probek sygnatu:

V=[VovoeVwna] (4.148)

Metoda LIDFT przedstawiona w rozdz. 3 rozwigzuje rownanie (4.139) metoda
najmniejszych kwadratoéw ze wzgleduna b :

D"Db =D"f (4.149)

Po uwzglednieniu (4.69) i (4.141)—(4.143) otrzymuje sig:
D =w,{ A, T{Vﬁ‘ 0 } (4.150)
-AzA, 0 V!
gdzie A, = [ane_jx” J s Ay = j[ ,Bne_jx”] to macierze diagonalne zdefiniowane

w (4.65), (4.66), a V, jest podmacierza macierzy W, (4.18) powstata po usunigciu
wszystkich wierszy, z wyjatkiem wyznaczonych przez (4.138):

_ | —j2nnk/M _ _
Ve=[e |,.» k€S, n==N/2,.,N/2-1 (4.151)

Korzystajac z (4.21) i (4.150), otrzymuje si¢:

vV, 0 }{ N AN, —A A ﬂAZWMV;‘

0
D'D=M . . ) . (4.152)
0 Vil|[-AARA, AAN || 0 Vi
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Vi 0 || ALA]
D'"W,A, =M| * P (4.153)
0 VR _A ﬁAW

Rownanie (4.149) mozna wigc zapisa¢, uwzgledniajac (4.146), (4.152)—(4.153)
jako:

Ve 0| AAN, N AN IV 0 V., 0| AN,
. . . u[P= ., |y (4154)
0 V| -AARN, AsALN 0 Vv, 0 V.| -AzA
lub w postaci niemacierzowej jako uktad 2P réwnan (i € Sl) :

N/2-1 N/2-1

Z Wian (,U)ynejxn e—./'an'/M — Z Bk z Wfaj (ﬂ)e—jZnn(i_k)/M
n=—N/2 keS; n:_]\]/\]//zz_l (4155)
_]Z kak Z Wian (‘u)ﬁn (lu)e*jZnn(ifk)/M
ke, n=—N/2
N/2-1 N/2-1 . '
J z w ,B JX —/an/M ZB Z W a, ,u)ﬁn (,Ll)e_-ﬂ"”(l‘k)/M
n=—N/2 keS; N/Zl\i/IZ (4156)
+Z kak Z WIZHB’? (y)e*jznn(i—k)/M
keS, n=—N/2

Réwnanie (4.154) dla p=0 jest tozsame z (3.16)—(3.23) (dla R=1) pierwszej
wersji metody (rozdz.3.2) oraz z (3.30)—(3.37) dla R>1 — wersji rozszerzonej
o technik¢ uzupehiania zerami (rozdz. 3.4).

Roéwnanie (4.154) i odpowiadajace mu zaleznosci algebraiczne (4.155), (4.156) sa
w rozdz. 4.10 uogodlnione do postaci, gdzie korzysta si¢ z pary okien czasowych przez
odpowiednig interpretacje (rozdz. 4.9), z uwzglednieniem aproksymacji alternatywne;j
z rozdz. 4.3 zamiast tej z rozdz. 4.2.

4.9. Interpretacja liniowego rownania macierzowego
metody LIDFT

Na poczatku rozdz. 4.8 wprowadzono zatozenie, ze widmo okna czasowego jest
aproksymowane funkcjami liniowymi I/f/k (A)=a,A+b, dla zakresu A e[k/ R,

(k+1)/ R] W sposob przedstawiony na rysunku 4.1 i korzystano z tej aproksymacji
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w (4.137) dla probek widma F,, dla i=-M/2,...,M /2-1, a wigc dla widma
w catym jego zakresie. Nastepnie uzyskano przyblizenie (4.145), ktore jest spetnione
dla i=-M/2,...,M/2—-1. W analogiczny sposdb mozna zastosowac aproksymacj¢
alternatywna funkcjami liniowymi W, (1)=a,A+b, dla zakresu Ae [(k ~1/2)/R,
(k +1/ 2) / R] W sposob przedstawiony na rysunku 4.2, po dokonaniu tego wprowa-

dza si¢ zmiang polegajacg na tym, ze zamiast aproksymacji alternatywnej probek

widma F;, przeprowadza si¢ t¢ aproksymacje dla probek widma F(l,_1 )R Dla tych

dwoch zatozen (aproksymacja z rys. 4.2 zamiast z rys. 4.1 idla probek F(i_1 12)R

miast F;, ) oraz po wprowadzeniu wzoroéw takich samych jak (4.135)—(4.144) otrzy-

za-

mujemy rownanie odpowiadajace rownaniu (4.145):

N/2-1 N/2-1

n=—N/2 keSS, n=—N/2
e (4.157)
_jz]/kBk Z Wy ﬂ(lu)e—jZnn(i—k)/M
keS; n=-—N/2

ktore jest spetnione dla catego widma (i =—M/2,...M/2 —1) , zwlaszcza dla i€ S|
z (4.138).
Najwazniejsze wnioski dotyczace porownania (4.155)—(4.157) sa nastgpujace:
e zalezno$ci te mozna uzyska¢ z aproksymacji okregu jednostkowego wieloka-
tem wedlug (4.92) oraz z (1.9), (1.114) przyjmujac A = (i -1/ 2) /R,

o zalezno$¢ (4.155) uzyskujemy po podstawieniu w (4.157) w miejsce w, wyra-

zenia w’a (1),

n n

o zalezno$¢ (4.156) uzyskujemy po podstawieniu w (4.157) w miejsce w, wyra-

zenia jw. B, (u).
Wnhioski te oznaczaja, ze rownowazne sa dwie procedury postepowania. Pierwsza
z tych procedur to zastosowanie okna czasowego w, do sprobkowanego sygnatu y,

i obliczenie jego widma, a nastgpnie zastosowanie metody najmniejszych kwadratow
rownaniem (4.149) w odniesieniu do wszystkich probek tego widma aproksymowa-
nych w sposob zdefiniowany na rysunku 4.1, co prowadzi do rownan (4.155), (4.156).
Druga z tych procedur to metoda aproksymacji zdefiniowanej na rysunku 4.2 i prowa-
dzaca wprost (juz bez stosowania metody najmniejszych kwadratow w dziedzinie
czestotliwos$ei) do rownania (4.157) stosowanego do wybranych probek widma (zde-
finiowanych przez (4.138)) dwukrotnie: raz dla okna czasowego /4,, a nastgpnie dla
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okna czasowego g, , okreslonych na podstawie okna czasowego w, w nastgpujacy

sposob:
h,=wia,(p), n=-N/2,..,N/2-1 (4.158)
g, =w.B, (1), n=-N/2,...,N/2-1 (4.159)

Poniewaz funkcja «, ( ,u) jest parzysta wzgledem argumentu n, a funkcja f, ( y)
jest nieparzysta, to charakterystyki widmowe H(A) i G(4) okien czasowych 4, i g,
rOwniez maja te cechy.

W dalszej czgéci niniejszej pracy metoda LIDFT jest traktowana w sposob mozli-
wie najbardziej ogdlny, tj. z zastosowaniem odpowiedniej aproksymacji okrggu jed-
nostkowego wielokatem (jak w rozdz. 4.5, 4.6) rbwnowaznej aproksymacji charakte-
rystyki widmowej funkcjami liniowymi (rozdz. 4.2—4.4) oraz z zastosowaniem pary
okien czasowych: okna parzystego 4, 1 okna nieparzystego g,. W rozdziale 4.10
przedstawiono, na bazie tych zatozen, uogolniong wersj¢ metody LIDFT, a w rozdzia-
fach kolejnych — przyktad implementacji, analize doktadnos$ci i sposéb doboru para-
metrow.

4.10. Metoda LIDFT jako metoda interpolacji widma
z zastosowaniem pary okien czasowych

Po uwzglednieniu wnioskéw zawartych w rozdz. 4.9 dotyczacych dotychczaso-
wych wersji metody LIDFT mozna zdefiniowa¢ jej wersj¢ uogolniona, wychodzac
z nastepujacych zatozen:

— model sygnatu jest zdefiniowany przez (1.1)—(1.3), tzn. zaklada si¢, ze sygnat jest
sygnatem wieloczestotliwosciowym ztozonym z P oscylacji zespolonych, kazda

o amplitudzie zespolonej B, i czgstotliwo$ci unormowanej A, spehiajacej waru-

nek dla & calkowitego:

k 1
,1,(:%, 7il<5. kes (4.160)

czyli
7y =RA, —k (4.161)

a zbior S| wyznacza wstepng lokalizacje sktadowych w widmie:

Sy ={ky,....kp) (4.162)



140 Rozdziat 4

— w celu obliczenia widma sygnatu stosowana jest zaleznos¢ (1.114) dla N probek
v, sygnalu z uzyciem okna parzystego /4, i okna nieparzystego g, , a wartosci y,, ,

h,, g, definiuja wektory y, h oraz g:

yz[y—N/27'--7yN/2—l ]T (4.163)

T

h= [h—N/2’ e hN/2—1]T ,» 8= [g—N/Z’ ) gN/2—1] (4.164)

— dla zaleznos$ci (1.114) stosowana jest aproksymacja (4.90) okregu jednostkowego
wielokatem o wspotczynnikach «,, B, , tworzacych wektory o, B:

n?

T T
a= [OLNR/Z’ “ee aNR/Z—l] , B= [ﬁ—NR/Z’ ‘e ﬂNR/Z—l] (4.165)

Uzyskuje si¢ w ten sposob liniowe rownanie macierzowe:
Fx=f (4.166)

gdzie X jest wektorem wyznaczanych parametrow:

xzmz (B>, ] =[[B"] } kes, (4.167)

T T
c [Ckl,...,CkJ [Ck]
z ktorych okresla si¢ czestotliwosci unormowane 4, z (4.160) na podstawie:
7. =C, /B, (4.168)

Wektor f we wzorze (4.166) zawiera wartosci widma sygnalu wyznaczone dla
indeksow ze zbioru (4.162), uzyskane z zastosowaniem okna 4, 1 g, :

f{f@,h)} [Abla] |
LF {980} e ]T

a macierz F zawiera warto$ci widma wspotczynnikow «, oraz f, aproksymujacych

ies, (4.169)

zgodnie z (4.90) okrag jednostkowy i z wykorzystaniem obu okien czasowych #,, g,:

{F(‘lah) —F(j[i,h)} { [E—k {anhn}NR] _[F;‘—k {jﬂnhn}NR]
F(o,jg) -F(B.jo) | |[Fiiaigtw] —[FsiiiBign)ne]
i,keS, (4.170)
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gdzie F,{a,b,} . (dla m=i,i—k) wystepujace w (4.169), (4.170) — m-ta probka

widma zdefiniowana przez (1.114).
W przypadku stosowania algorytmu FFT korzystnie jest wybra¢ obliczanie tego
widma przez zalezno$¢ (1.115) sposrod (1.115), (1.116) zdefiniowanych w rozdz. 1.7.
Wygodnie jest zapisa¢ rownania (4.166), (4.167), (4.169), (4.170) w postaci skro-

conej:
7 S, B u,
{”‘ ”‘} { "} { } , ke, (4.171)
Pi-k ik Lrperp Ck 2Px1 Vi bpa
gdzie:
r, =FFT, {a,h,} » s,=—jFFT, {B,h,} (4.172)
Pw = JFFT, {a,g,} v 4w =FFT,{B,2.},, (4.173)
u, =FFT, { ynhn}NR, v, = jFFT, {», gn}NR (4.174)
m=0,..., NR—1 (4.175)
a FFT, {z,}, oznacza, zgodnie z (1.117), m-ta probke widma uzyskang algorytmem

FFT z N probek z, uzupelionych N(R-1) zerami umieszczonymi zgodnie
z (1.115).

Na podstawie przedstawionych zaleznosci mozna zdefiniowaé algorytm uogoélnio-
nej metody LIDFT jako interpolacji z parg okien czasowych, ktory wymaga wykona-
nia nastgpujacych etapow:

1. Probkujemy sygnat y(f) uzyskujac probki y, indeksowane z n=-N/2,...,
N/2-1 lubw zakresie n=0,...,N —1.

2. Wybieramy okna czasowe #h,, g, oraz definicje wspotczynnikow «,, B,
(a wigc parametr x4 dla (4.67), (4.68) lub parametry 7,, 77, dla (4.98), (4.99))
oraz krotno$¢ R uzupelnianych zer, a nastgpnie obliczamy wspotczynniki 7, s, ,

Dys> Qs Uys v, Napodstawie (4.172)—(4.175).

3. Jako wstepng lokalizacje sktadowych w widmie wybieramy zbior S = {kl, ooy kK} ,
co oznacza, ze sygnatl skltada si¢ z K-sktadowych sinusoidalnych o czestotliwo-
Sciach unormowanych 1, e [(km -0,5)/ R, (k, +0,5)/ R] w jednostkach [bin].
Biorac pod uwage skladowe sprzezone, zaktadamy, ze i,k €S, ={k,,...,kp} ,
gdzie S, ={ky,....ky, NR—ky,...NR—k},jesli k; >0 oraz S, ={0, k,,....ky,

NR —ky,..., NR—k,} jesli k, =0.



142 Rozdziat 4

4. Na podstawie wyznaczonych wartosci i, k obliczamy B,, C, z (4.171), a stad
V¢ z (4.168) 1 na podstawie (4.160) czgstotliwo$ci unormowane jako

A = (k +Rey, ) /R . Amplitude i faze kazdej sktadowej sinusoidalnej wyznacza
si¢ z roéwnania Ake-””" =2jB, dla probek y, indeksowanych w zakresie
n=-N/2,...,N/2=1 lub A.e’»*™) =2;B, dla probek y, indeksowanych
w zakresie n=0,..., N—1.

5. Sprawdzamy warto$§¢ Imy, oraz Rey, i1 w razie potrzeby powtarzamy pkt 3-5
algorytmu dla nowego zbioru S (okre$lonego na podstawie wartosci Rey, 1 do-

tychczasowego zbioru S'). W idealnym przypadku Imy, =0 oraz |Re yk| <0,5.

Wstepna lokalizacja sktadowych w widmie, tj. wybor zbioru S, dobor krotnosci R
uzupetnianych zer, dobor okien czasowych 4,, g, oraz wspolczynnikow «,, B,

nazywa si¢ warunkami poczatkowymi metody LIDFT. Dobér tych danych wydaje si¢
kluczowym zagadnieniem w efektywnym stosowaniu metody LIDFT.
Dobor okien czasowych 4,, g, na podstawie (4.158), (4.159) oraz przyjecie «,,,

B, na podstawie (4.67), (4.68) z warunkiem =0, a takze aproksymacji okregu jed-

nostkowego wyznaczonej przez (4.92) zamiast (4.90), prowadzi do wczesniejszej wer-
sji metody LIDFT, przedstawionej w rozdziale 3 i réwnaniach (3.16)—(3.23) dla R =1
oraz (3.30)—(3.37)dla R>1.

W rozdziale 4.11 przedstawiony jest przyktad zastosowania metody LIDFT nawig-
zujacy do przyktadu przedstawionego w rozdz. 3.4, a w rozdziatach kolejnych — anali-
za doktadnosci metody.

4.11. Przyklad zastosowania metody LIDFT
w estymacji sygnalu wieloczestotliwosciowego

Uogolniong posta¢ metody LIDFT jako interpolacji z uzyciem pary okien czaso-
wych, zdefiniowang w rozdz. 4.10 (w tym rownania (4.171)—(4.175) 1 5-punktowy
algorytm opisany ponizej zaleznosci (4.175)) sprawdzono w niniejszym rozdziale dla
sygnatu zdefiniowanego w rozdz. 3.4 (tab. 3.1, rys. 3.17). Umozliwia to poréwnanie
metody LIDFT wykorzystujacej aproksymacje okregu jednostkowego opisang
w rozdz. 4.6 i 4.7, z dotychczasowa wersja metody z rozdz. 3. Jednoczesnie dla tego
przyktadu przedstawiona jest implementacja zasadniczej czeSci algorytmu LIDFT
w jezyku Matlab. Implementacja algorytmu w jezyku Matlab musi uwzgledniaé spe-
cyfike tego jezyka programowania, w tym m.in. fakt, ze indeksy do tablic numerowa-
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ne sg od 1, a nie od 0, stad do numeru probki sygnatu lub widma trzeba dodac¢ 1, gdy

numer ten jest odwotaniem do elementu macierzy zdefiniowanej w jezyku Matlab.
Parametry sygnatu z tab. 3.1 (amplitudy, czestotliwosci unormowane i fazy kazdej

ze sktadowych) mozna zapisa¢ w zmiennych jezyka Matlab:

Ax=[1, 0.02, 0.004]";

1x=[10.2, 12.3, 15.4]1’;

px0=[0.5, 1, 1.5]1";

px1=[0.5, 1, 1.5]'-pi*lx;

gdzie ph0 zawiera fazy sktadowych przy indeksowaniu probek sygnalu dla zakresu

n=-N/2,...,N/2-1,aphl — fazy przy indeksowaniu probek dla n=0,..., N —1.
Probki sygnatu indeksowane dla n=-N/2,..., N/2—1 uzyskuje si¢ za pomocg

polecen:

N=64; n=-N/2:N/2-1;

y=Ax’*sin (2*pi*1lx*n/N+px0*ones (size (n)));

a dla indeksowania n=0,..., N —1 za pomocg polecen:

N=64; n=0:N-1;
y=Ax’*sin (2*pi*1x*n/N+pxl*ones (size(n)));

Algorytm LIDFT w czg$Sci wstepnej zawiera deklaracje wartosci N, n, R,

M = NR iobliczenie x,, sincx,, sinc'x, zgodnie z (4.14)—(4.16):
N=64; 5 N

n=-N/2:N/2-1; $ n

R=8; % R

M=R*N; M

x=pi*n./M;

n

o°  o° o°
=

sx=sin(x) ./x; sincx,
sx (N/2+1)=1;
cx=(cos (x) -=sx) ./x; % sinc'x,

cx (N/2+1)=0;

Pierwsza analiza sygnatu wykonana jest dla okien czasowych 4, oraz g, , stosujac
zaleznoSci (4.67), (4.68) dla =0 oraz (4.158), (4.159) dla okna trojkatnego w,
zdefiniowanego przez (1.34):

a=sx; 5 Q,
b=6*cx; s B,
w=l-abs (n)/ (N/2); $ w
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h

n

&n

h=a.*w."2;

g=b.*w."2;

o°  o°

Druga analiza sygnalu wykonana jest dla okien czasowych /4, oraz g, stosujac
zaleznosci (4.98), (4.99) dla n, =1/2, 1, =1/6 (rozdz. 4.13) oraz (4.158), (4.159) dla
okna trojkatnego w, zdefiniowanego przez (1.34). Wowczas definicje dla «,, S, sa

nastepujace:
a=(1-1/2) *cos (x)+1/2; S a,
b=-2%* ((1-1/6) *sin (x)+(1/6) *tan (x)) ; s B,
Nastepnie oblicza si¢ ciagi z (4.172)—(4.174):
z0=zeros (1,N* (R-1)); 11=N/2+1:N; i2= 1:N/2;
z=a.*h; r=real (fft([z(il), zO0, z(i2)])); s 7,
z=-j*b.*h; s=real (fft([z(il), z0, z(i2)1)); S s,
z=j*a.*g; p=real (fft([z(il), z0, z(i2)1)); % D
z=b.*g; g=real (fft([z (i1l), z0, z(i2)1)): $ q,
z=y.*h; u=fft([z(il), z0, z(i2)]); S u,
z=j*y.*g; v=£ft([z(il), z0, z(i2)]); v

Wstepna lokalizacja sktadowych w widmie to warto$ci zbioru S':
kO=round (1x.*R); s S

a uwzgledniajac sktadowe sprzgzone — wartosci zbioru S, zdefiniowanego przez
(4.162):

k=[k0; flipud(M-k0)]; % S

Macierze sktadowe réwnania (4.171) sa wyznaczane poleceniami:

ikl=k*ones (size (k’))-ones(size (k)) *k’; S i—k
ik=rem( (ik1+M),M)+1;

F=[r(ik), s(ik); p(ik), g(ik)]; s F
f=[u(k+1l).’; v(k+1).’]; s f

A

Rozwigzaniem réwnania (4.171) sg wektory estymatorow ék , Cp:

bc=F\f; P=length (bc)/2; ot

B=bc (1:P);

o°  o°
o>
Ed

>

C=bc (P+1:2%P) ;

o°

=~
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Estymatory czgstotliwo$ci unormowanych /:tk wyznaczone s3 z zaleznosci (4.160)
1(4.168):

clx=(k+real (C./B)) /R; % /:tk
a amplitudy z zaleznoéci A,e’” =2/B, :
cAx=abs (2*B) ; s A,

Natomiast fazy sktadowych wyznacza si¢ (z doktadno$cig do catkowitej wielokrot-
noéci 2m) ze wzoru Ae’” =2jB, dla prébek y, indeksowanych w zakresie
n=-N/2,...,.N/2-1:

cpx0=angle (2*3*B) ; s ¢ dla n=-N/2,...,N/2-1

lub z wzoru Akej("’”“") =2jB, dla probek y, indeksowanych w zakresie
n=0,...,.N-1.
cpxl=angle (2*j*B)-pi*clx; % ¢, dla n=0,...,N-1

W przypadku iteracyjnego stosowania algorytmu LIDFT wstepna lokalizacje skta-
dowych w widmie (zbior S ) dla kolejnej iteracji wyznacza si¢ w nastepujacy sposob:

k0=k0+round (real (C(1:P/2)./B(1:7/2))); % k+round(C,/B,)

Btad wzgledny amplitudy i btedy bezwzgledne czestotliwosci i fazy wyznacza sig
poleceniami:

i3=1:P/2;
dAx=(cAx (13) -Ax) ./Ax;

o°

o4 =(4,~4,)/ 4,

dlx=clx (i3)-1x;
dpx0=rem (cpx0 (13) -px0, 2*pi) ;

Ay, =2 — A,

Ap, =, — ¢, dla
n=-N/2,..,.N/2-1
dpxl=angle (exp (J*cpx1l(i3)))-angle (exp(J*px1)) ;% 4¢,,
n=0,...,N-1

o o°

W praktyce wstepna lokalizacja skladowych w widmie moze by¢ wyznaczona
z mniejsza dokladno$cig. Zaktadajac w analizowanym przyktadzie (podobnie jak
w analizie z rozdz. 3.4), ze sygnal zawiera trzy sktadowe o czgstotliwosciach unor-
mowanych 10, 13 i 16 bin, powyzsze obliczenia mozna przeprowadzi¢ w sposob itera-
cyjny, uwzgledniajgc wyniki koncowe w kazdym etapie do uscislenia warunkow po-
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czatkowych powtornych obliczen. Wstepng lokalizacje sktadowych koryguje sie¢
o wartoéci (round (Rey, ))/ R az do uzyskania warunku [Rey,|<0,5 dla wszystkich

sktadowych. Wyniki kolejnych obliczen dla analizowanego przyktadu sygnatu ztozo-
nego z trzech sktadowych sinusoid przedstawia rysunek 4.32 dla dwoch przypadkow:
41 =0 (aproksymacja (4.67), (4.68)) oraz n,=1/2, n,=1/6 (aproksymacja (4.98),
(4.99)). Wstepna lokalizacja sktadowych (zarowno dla x =0, jak i dla 7, =1/2,
n, =1/6) dla pierwszej iteracji wynosi (w jednostkach [bin]) {80 /R,104 /R, 128 /R},
dla drugiej iteracji {82 /R,97 /R,124/R}, dla trzeciej — {82 /R,98/R,123 /R} i dla

czwartej jest taka sama jak dla trzeciej, co oznacza, ze petng dokladno$¢ metody
(i spelienie warunku |Re}/k|S0,5 dla wszystkich skladowych) uzyskuje si¢ po

3 iteracjach.

Dobdr liczby sktadowych (3 sinusoidy) oraz wstepna ich lokalizacja w widmie (10,
13, 16 bin) wymaga informacji uzyskanej na podstawie dodatkowej analizy, jak np.
analizy lokalnych maksimow widma DFT typowej dla metod interpolacji oméwionych
w rozdz. 2 lub informacji a priori o sygnale uzyskanej innymi metodami. Pierwsza
z tych metod (wyznaczanie lokalnych maksiméw DFT) jest mozliwa do zastosowania
w analizowanym przykladzie tylko dla pierwszej sktadowej, poniewaz dla drugiej
i trzeciej sktadowej ta metoda wstepnej lokalizacji sktadowych w widmie jest niemoz-
liwa z powodu wysokiego poziomu przecieku widma pochodzacego od pierwszej
sktadowej. Mozna wigc stwierdzi¢, ze dodatkowe mozliwosci metody LIDFT estyma-
cji sktadowych oscylacji ,,ukrytych” w przecieku widma pochodzacego od innych
sktadowych oscylacji w widmie wymagaja dodatkowej informacji dotyczacej wstep-
nej lokalizacji sktadowych estymowanych w widmie.

Wyniki dla ¢ =0 sa zblizone do uzyskanych w rozdz. 3.4 na rysunku 3.18, ale nie

sg z nimi identyczne. Inne sg wartosci btgdow 1 mniejsza o 1 liczba iteracji, po ktorych
osigga si¢ warunek |Re ;/k| <0,5, pomimo ze analizowany jest ten sam sygnal oraz
z wykorzystaniem tego samego okna czasowego, wartosci R i u =0. Jest tak, ponie-

waz uogolnienie metody LIDFT zaprezentowane w rozdz. 4.10 i wykorzystane w ana-
lizie sygnatu w niniejszym rozdziale, r6zni si¢ od metody z rozdz. 3.4 sposobem
aproksymacji okregu jednostkowego wielokatem. Mianowicie w rozdz. 3.4 wykorzy-

stano aproksymacje¢ (4.92) z warunkiem 4, = (k -1/2+y, ) /R, awrozdz. 4.10, 4.11
wykorzystano aproksymacje (4.90) z warunkiem A, = (k + 7 ) / R . To z kolei oznacza,
ze w obu przypadkach estymacja wykonywana jest dla innej wartosci y charaktery-

styk z rysunkéw 3.4, 4.17, 4.20, 4.24, co skutkuje innymi warto$ciami btedow esty-
macji. Btedy maksymalne (dla najmniej korzystnej fazy oraz wartosci y w kazdym

z tych przypadkow) sg jednak takie same.
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100 |84y, 1= (A, — 4)/ A, |
- m=1/2
107" #=0 2 =1/6
2,0% 0,91%

d
N

—0,079% —0,036%

Wzgledny btad amplitudy
=

-3
10 0,066% 0,082%

_4
1079 2 3 4

Numer iteracji
100 |Aﬂ’ki |=|Aﬂ’ki _Aﬂ’ki | """" ;l=0
[bin] _ m=12

AN 7, =1/6 - m=1/2

10 : 2 #=0 1,=1/6

—0,027 bin —0,012 bin

—0,00042 bin | —0,00018 bin

Btad czestotliwosci

—0,00014 bin {-0,000026 bin

10%¢ | 4oy, |=1 40y, —A@p, | ... H=0
rad _ m=1l/2
10 [rad] 1212 0 m=1/2
X n,=1/6
> 107 A 2 -3
5 Piy | 11102 rad | -5,1-10% rad
o 10-3
& 10 A@ey |-2,5-10 1ad | -1,3-107* 1ad
10°5 Apy | 52.1001ad | 2,2-107 rad
-6
107 2 3 !

Numer iteragji

Rys. 4.32. Wyniki czterech iteracji uogélnionej wersji (rown. (4.171)—(4.175)) metody
LIDFT dla sygnatu wieloczestotliwosciowego (3 sinusoidy) zdefiniowanego w rozdz. 3.4
(tab. 3.1 i rys. 3.17) oraz uzyskane koncowe bledy estymacji amplitud, czgstotliwosci
i faz sktadowych dla przypadku g =0 z aproksymacja (4.67), (4.68)

orazdla 77y =1/2, n, =1/ 6 z aproksymacja (4.98), (4.99)
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Zastosowanie metody aproksymacji okregu jednostkowego wielokatem z réwnania
(4.90) zamiast (4.92) nie poprawia wigc doktadnosci metody, ale upraszcza zalezno$ci
matematyczne. Natomiast przyjecie innych postaci funkcji «,, S, z rozdz. 4.6, 4.7

w miejsce (3.36) zastosowanej w rozdz. 3 (jest to przypadek (4.67), (4.68) dla x=0)
daje znaczaco lepsze rezultaty, poniewaz dla 7, =1/2, n,=1/6 (aproksymacja
(4.98), (4.99)) btedy estymacji po koncowe;j iteracji sa w wigkszosci ponad dwukrot-
nie mniejsze niz dla g =0 (rys. 4.32).

Wyniki estymacji przyktadowego sygnatu nie pozwalaja jednak na ich uogdlnienie
dla sygnatéw o innych parametrach i musza one by¢ zweryfikowane w bardziej ogol-
nej analizie, w ktorej uwzglednia si¢ najbardziej niekorzystne warunki estymacji. Taka
analiza jest przedstawiona w kolejnych rozdziatach 4.12—4.14.

4.12. Bledy systematyczne metody LIDFT
dla sygnalu zlozonego z wielu oscylacji

Dla sygnatu ztozonego z P oscylacji zespolonych, kazda o amplitudzie zespolonej
B, i czestotliwo$ci unormowanej A, i warunkach (4.160)—(4.162) probki sygnatu y,

sa okreslone przez (1.3), a zastosowanie rownan (4.171)—(4.175) metody LIDFT po-
zwala na uzyskanie zamiast doktadnych wartosci B,, C, =B,y, ich estymatory B, ,

C . - Biorac pod uwage (1.3) rownanie (4.171) mozna zapisa¢ w postaci:

{rf‘k S”‘k} F"} :{H"‘k(_y k)} [B,],., LkeS, —(4.176)
Pik  bi-k 2Px2P Ck 2Pxl Gi—k (_7//() 2PxP

w ktorej H,_, (—7k ) , G, (—7k) sg zdefiniowane przez:

Hm(7)=H[m;7), Gm(y):G(m;7j, <172 (4.177)

gdzie m=i—k jest liczba calkowita, y=—y,, a H (1) i G(/I) sg DtFT wedlug
(1.10) z N probek okna 4, , jg,:

N/2-1 N/2-1

H(ﬂ,)Z Z hne—j27rn/l/N’ G(/l)zj Z gne—j27rn/l/N (4178)

n=—N/2 n=—N/2
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Wprowadzajac warto$ci M, , N,, zgodnie z rownaniem:

. . M H. (-
|:r;m Slmi| |: mk:| :|: t—k( 7/k )i| , i, m,kGSI (4179)
Picm Qi-m Jypeop N 2PxP Gik (_7/k) 2PxP
otrzymuje si¢ na podstawie (4.176) i (4.179):

B,=>MyB, C.=Y N,B (4.180)
ieS; ieS,

Z réownania (4.180) dla f}k mozna okresli¢ maksymalny (dla najmniej korzystnych
warto$ci arg B, oraz y;) wzgledny blad deterministyczny 5d|Bk| wyznaczenia |Bk|
(przy przeksztalceniu wykorzystuje si¢ wynikajacy z (4.180) fakt, ze M, ~1 dla
przypadku matego bledu systematycznego estymacji zaréwno fazy argh,, jak

1 modutu amplitudy |Bk| ):

B, B
Sy |Bi[= b Yt | 2 My g
- i ik (4.181)
B
= max b1, 1]+ zur@gxwﬂ 5y |B+ 36,5
czyli
5d|Bk|=5dk |Bk|+z5di|3k| (4.182)
pov]
gdzie:
Sy |B,| = max|M,, 1| (4.183)
7i
ieS;
B,
AR Z;|B_;||5‘5"|B" AN :n;ax|Mkl.| (4.184)
o ies,

sa sktadnikami btgedu catkowitego (4.182). Pierwszy sktadnik (4.183) wystepuje, na-
wet gdy amplitudy pozostatych sktadowych sa zerowe, pozostate sktadniki sa propor-
cjonalne do stosunku amplitudy danej oscylacji do amplitudy oscylacji estymowane;.
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Wszystkie sktadniki sa zgodnie z (4.179), zalezne od odlegtosci (i —k) / R w widmie
migdzy oscylacjami (tj. odleglosci (ﬂi —ﬂk) zaokraglonej odpowiednio na osi czesto-
tliwosci unormowanej). Aby uzyska¢ warunek duzej doktadnosci metody, czyli
§d|Bk| <<1, musi by¢ spelniony warunek |M ki||B,.|/ |Bk| << 1. Wykorzystujac ten wa-
runek mozna wyznaczy¢, podobnie jak dla 5d|Bk|, maksymalny (dla najmniej ko-
rzystnych wartoéci argB; oraz y,) bezwzgledny blad deterministyczny 4,4, wyzna-
czenia A, przez uwzglednienie (4.160), (4.168), (4.180) i odpowiedniego rozwinigcia

w szereg Maclaurina wzgledem zmiennych M B, / B, :

> s NiB;
A4, = max 1 Re&—yk = max — ReZ’L—yk
viargB, R B viargB R . M_B,
ie$, k ieS, ieS) ki
Ny + z [ ]
1 i€S;, l;tk B
= max —|Re Vi
viagB R B,
ie$, My+ Y [ B] (4.185)
ieS, izk
N, N,
= max - Re—* —y +Re L(N,d —iM,a.J
Zi }:vngi R My ieSyizk M ke My
B,
=maleeN"" — V|t Z | |max—L( ki—Nkk M,a)
S R | My, ie$, izk |B |7 €S R | My My
czyli
Ady = Ay + D Ak, (4.186)
ieS, i#k
gdzie
N, N,
Ay A, = R™ max [Re—* —y | < R max |5 —y, (4.187)
7iHiE€S) ke 7ii€S) Mkk
Aphe= Y 3] TR AL, AyA, =R max|—— ! [Nk _MM,C} (4.188)
ieS,, z¢k| k| riieS | My M,

sg sktadnikami btedu catkowitego (4.186). Podobnie jak dla (4.182), (4.183) pierwszy
sktadnik (4.187) wystepuje nawet gdy amplitudy pozostatych sktadowych sg zerowe,
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pozostate sktadniki z (4.188) sa proporcjonalne do stosunku amplitudy danej oscylacji
do amplitudy oscylacji estymowane;j.
Dla przypadkow matych btedéw systematycznych zachodzi o, |Bk| <<1, czyli

|M e 1| << 1, a wigc mozna skorzysta¢ z przyblizenia:
_ -1
My =1+ (M =1)] =1-(My —1)+0(My —1)~1-(M, -1) (4.189)
ktore wykorzystane w (4.187), (4.188) i dla warunkow:
Sy |Be<<1, 0y|B|<<1, AyA, <<1, AyA, <<1 (4.190)

prowadza do zaleznoSci:

Ny =7 =Ny =7+ 7)) (M, _1)|5R71 max

Vi.i€S

(Nkk _7k)_7k (Mkk _1)|
(4.191)

~ p-1
Ay A =R max
7i.i€S

A2 =R max‘Nki (M —1)+ Ny =My, _Z(Nkk _7k)Mki‘;R—l max|N,a. —yM,
}/,-,iESI‘ |:1 + (Mkk _ 1)] ‘ Vi ,i€S)
(4.192)

Do wyznaczenia (4.182)—(4.184) oraz (4.186)—(4.188) lub uproszczen (4.191),
(4.192) potrzebne jest wyznaczenie N,,, M,, zrownania (4.179). Prawa strong¢ tego

réwnania mozna zapisa¢, uwzgledniajac (4.172)—(4.174), (4.177), (4.178) jako:
|:Hi—k(_7/k)j| :|:’/;'—k Si—ki| { I } _|:Al§—k(7/k) ASi—k(yk):| { I j|
Gl'*k (_71() 2PxP Pik Gk 2Px2P A}/ 2 PxP Api*k (yk) Aqi—k(yk) 2Px2P A}/ 2 PxP
i,keS, (4.193)

gdzie A, =[y,] jest macierza diagonalng o elementach y, (k€ S,), a wykorzystujac

notacje z (4.172), (4.173) oraz m =i—k , nowe symbole wprowadzone w (4.193) sa
zdefiniowane jako:

Ar, (7)) =FFT, {Aa,(y ) h, xe > AS, (1) =—JFFT,{4B,(y)h,} v (4.194)

Ap, (7)) = JFFT, {4a,(y)8&, i ne > A4, (1) = FFT,148,(7,)8, 5 ve (4.195)

Aa,(y)=a,—cos(2y,x,), AB,(r)=p,+7; sin(27,x,)  (4.196)
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Po zastosowaniu (4.193) w (4.179) otrzymuje si¢:

|:I/;'m Sim:| { (M, ]-1 } __|:Arik(7k) Asik(yk):| { I }
pi—m qi—m 2Px2P [Nmk] - A}/ 2 PxP Api—k (J/k) Aqi—k (J/k) 2Px2P A7 2PxP
imkeS, (4.197)

Zaleznosci (4.182)—(4.184) oraz (4.186)—(4.188) dowodza, ze blad catkowity es-
tymacji parametrow danej oscylacji skladowej sygnatu wieloczestotliwo$ciowego
w metodzie LIDFT jest suma btedow podstawowych dla tej sktadowej i btedow po-
chodzacych od pozostalych oscylacji w widmie. Przedstawione zaleznosci okreslaja
sposob sumowania tych btedéw dla najmniej korzystnych warunkéw pomiaru (tj. war-
tosci fazy i potozenia kazdej ze sktadowych w widmie) w funkcji odpowiednio za-
okraglonej odlegto$ci miedzy sktadowymi. Taka charakterystyka bledow estymacji
pozwala na okreslenie ich podstawowych wlasciwosci na podstawie analizy przypad-
ku sygnalu ztozonego z dwoch oscylacji zespolonych, co jest przedstawione w rozdz.
4.13. Do wyznaczenia koniecznych do tego celu wartosci N, , M,, uzywa si¢ row-

mk >
nania (4.197).

4.13. Bledy systematyczne metody LIDFT dla sygnalu
zlozonego z dwoch oscylacji

Zalozmy, ze sygnat sklada si¢ z dwoch oscylacji zespolonych B e/>™ /N

BN [ gdzie A, > A, A =(k+y)/R, 2, =(i+7)/ R, |n]|<1/2, |n]<1/2,

liczby i, k, 7 =(i —k) sa warto$ciami catkowitymi, a S| = {k,i} . Rownanie (4.197)

ma wowczas postac:

To T Sy S, || Myl M, A (y)  Ar (7)) Asg(r) As ()| 1 0
VA A SO My M Ar.(y,)  Arn(y;)  As,(y,) Asy(y) || 0 1
Po P G 9. | Nu7e No | |400() Ap.(r) Aq(r) Aq () ||y O
P: Py 4 490l Nu Ny Ap. (7)) Ap(r)  Aq. (7)) Aq0(7) JLO

(4.198)

W dalszych analizach przyjmuje si¢ dwa zatozenia:

o funkcja okna /4, jest parzysta (wzgledem n), czyli h, =h_,, co jest prawdziwe

—n

dla wszystkich okien czasowych stosowanych w analizie DFT [94],
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o poczatkowa probka okna £, jest zerowa: h_,, =0, co jest spetniona dla wigk-

szos$ci okien czasowych; do nielicznych okien, ktore nie spetniaja tego warun-

ku naleza okna z bazg kosinusowa niespetniajace warunku (1.77), a wigc sg to

okna o spadku listkow bocznych zaledwie 6 dB/oct — np. okno Hamminga.
Parzysto$¢ h, oznacza, uwzgledniajac (4.158), (4.159) oraz posta¢ funkeji «,, f,,

ze g, jest funkcja nieparzystg. Z tych zatozen wynika na podstawie (4.178) parzy-
stos¢ (wzgledem A) funkcji H (l) 1 nieparzystos¢ G(/l), a uwzgledniajac (4.177):
H. (-7)=H.7). G.(-1=-G.() (4.199)
Z warunku h_,, =0 wynika g_,, =0. Stad i z parzystoSci 4, i nieparzystosci
g, wynika, ze wspofczynniki 7, s,, p,, q, z (4.172), (4.173) sa rzeczywiste
1 spetniajg nastepujace warunki:
Fo=r, S =S, P .="D.,,qd_,=4q,, Sg=py =0 (4.200)
Analogiczne warunki sg spetnione rowniez dla (4.194), (4.195):
Ar =Ar,, As_=—-As_, Ap_=—-Ap_, Aq_=Aq,, As,=4p, =0 (4.201)

Roéwnanie (4.198), uwzgledniajac (4.200), (4.201), ma postaé:

r, I, 0 —s, || M1 M, Ary(y,)  Ar(y,) 0 -As,(y) || 1 0

r, 1 s 0 M, M1 3 Ar(y,)  An(y)  As.(vp) 0 0 1

0 —p ¢ 4 |[Nu7e No | | 0 =4p() 44,(n) Aq.(r) |7 O

pe 0 g g |l Ny Ny, Ap.(7,) 0 Aq.(r)  Aq() L0 7
(4.202)

W celu skrocenia zapisu kolejnych przeksztalcen wprowadzamy 18 symboli:
a, b, .. jako:

a=ry~r, b==s,c=p,d=q,+q,, e=r,+r,, f=q,~q, (4203)
u=yA4s.(y,), v=4r(r) - Ar.(y,), w=A4r(y)+ Ar.(7,) (4.204)
u'=y,As.(7,), V' =Ary(y) = Ar.(7,), w'=A4r(y)+ Ar.(7,) (4.205)

x=A4p. (1), y=1(4q0(7,) =49, (7)) z=7,(Aq,(7,) + 4q,(7,)) (4.206)
x'=A4p (7)), ¥'=y,(4q9,(r)) = 49, (7)), z'=y,(4q,(y;)) + 4q,(y,)) (4.207)

Po przeksztatceniach (4.202) odpowiadajacych sumowaniu odpowiednich kolumn
1 wierszy oraz uwzglednieniu (4.203)—(4.207):
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e a b _b (Mkk ) M (M 1) wty W’_V’_zu’

e —a —b =b| (My=1)-M; My~(M~1)| |w-v+2u  w+V (4.208)
- ¢ d f|(Ng- 7k)+NtA Ny +(N, 7:) ytz 2=y -2
| € c d —f ( Kk 7k) ik N (Nu }/t) Z_y+2x Z'+y'

0 -b||(M,-D+M, M, +(M,) wtu  w—u

b 0| My)-M; M, —(M;-) __|vu —‘j'—Lf' (4.209)
0 ¢ d 0 ||(Ny7)+Ny Ng+Ny=7:) z+x z-x

0

f _(Nkk_ﬂ’k)_Nik Ny —(Ny=71) y-x -y -x

otrzymuje si¢, pomijajac elementy zerowe w (4.209), w miejsce (4.202) uktad dwoch

réwnan:
[a b}{(Mkk—n—Mik Mk,»—<M,,-—1>}=_{v—u ’V,"”f] wato)
c (N =7)+ Ny N+ (N, =71) —-X

e 0
a

< 0

zZ+X z

—C

{e —b}{(Mkk—l)wLMik Mki+(Mii—l)}__[w+u w—u'
; -

, ,} (4.211)
Ny =7 =Ny Ny =(N; =71) y—x -y -x

ktore po pomnozeniu lewostronnie przez odwrotno$¢ odpowiednich macierzy i zsu-
mowaniu stronami dajg rownanie:

Slv-u V' =d Slwru o ow=d
DM =-A |-B - (4212)
z+x Z'—x y—-x -y —x

(My —-1) M, a b e -b
M= , A= , B= (4.213)
(Nkk ~ 7k ) Ny c d - f
Wykorzystujac (4.183), (4.184), uproszczenia (4.191), (4.192) oraz (4.213) mozna

sktadowe O, (B,|, 0y |Bi|, Auyt, Ay, bledow estymacji dla przypadku sygnatu

ztozonego z dwoch oscylacji zespolonych, zapisa¢ w postaci jednego rownania macie-
rZowego:

gdzie:

D = max
VisVi

1 0
M (4.214)
[—yk /'R 1/R} ‘

NEACARALY wats
Adkﬂ’k A:iij’k .

gdzie:
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jest macierzg wyznaczanych sktadowych btedow estymac;ji,

X| jest modutem macie-

rzy (tj. macierza moduléw kazdego z elementow macierzy X), a bledy calkowite
(4.182) i (4.186) dla takiego sygnalu (ztozonego z dwoch oscylacji) mozna zapisad

W postaci:
%l By ] —D[ : } (4.216)
Ay y | B; |/]By | '

ktéra wyznacza bledy estymacji modulu amplitudy i czgstotliwosci unormowane;j
sktadowej oznaczonej indeksem k& w zaleznosci od stosunku amplitudy sktadowe;j

oznaczonej indeksem i do amplitudy wyznaczanej (|B,.| / |Bk|).

Z réwnania (4.212) po odpowiednich przeksztatceniach otrzymuje si¢ zaleznosci
niemacierzowe:

", _lzl{b(x—y)—f(wvv)+d(u—v)+b(x+z)} (4.217)
2 ef —bc ad —bc
v L[PG+ S —w)  d@ +V) +b(E ) 4.218)
TS ef —bc ad —bc .
o _lle(x=y)—clu+w) c(v-—u)—a(x+z)
Ny n—i of —be + e } (4.219)
N oL ex + ) e —w) a(x'—z) —c(u'+V) (4.220)
K™y ef —bc ad —bc .

Na podstawie (4.172)—(4.174), (4.194)—(4.196), (4.203)—(4.207), parzystosci A, ,
o, inieparzystosci g,, B, uzyskuje si¢ dla zakresu n=-N/2,..,N/2-1:

a=2) ha,sin’rx,, b=2) hpB,sincx, costx, (4.221)
c= 2annan sinzx, costx,, d= 2zn g,B,cos’ Tx, (4.222)
e= 22’1 h,a,cos’tx,, f= ZZ” g,B,sin” 7x, (4.223)
u= —22‘” h, (7,3, +sin2y,x,)sinx, cosrx, (4.224)

V= 2Znhn (a, —cos2y,x,)sin’ tx, (4.225)
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w= 22 ., h,(a, —cos2y,x,)cos’ 7x, (4.226)
x= 22,1 g,(a, —cos2y,x,)sinrx, cosrx, (4.227)
y= 22’1 2,7, B, +sin2y,x,)sin’ rx, (4.228)
z= 2an" (7,8, +sin2y,x,)cos’ 7x, (4.229)

Zaleznosci dla u', V', w', X', ), z'sq wyznaczone przez (4.224)-(4.229) po
podstawieniu y; w miejsce y, . Podane zalezno$ci mozna przedstawi¢ w postaci ma-

cierzowe;j:

u=-2hAAd, u'=-2hAAd, v=2hAd

¢l sTr?

V' =2hAld,  (4.230)

w=2hAld,, w=2hAld], x=2gAAd,, x'=2gAAd  (4231)
y=2gAld;, y' =2gAld], z=2gAld,, z'=2gAld, (4.232)

gdzie:
A, =[sin7x,], A =[costx,], (n=-N/2,.,N/2-1) (4.233)

sa macierzami diagonalnymi, wektory h, g s3a utworzone na bazie wartosci 4,, g,,
awektory d_, d,, d, d. sg utworzone na bazie bledow A i A zdefiniowanych
przez (4.106), (4.111):

h=[h_yhyn ]Ta g= [g-N/z’---agN/z—l]T (4.234)
d, =[A, yoy (Vi )seoos Ao (Ve IR 4,,(7)=a, —cos(2yx,) (4.235)
d, = [Ai(—N/z)(J/k ),---’Ai(N/z-l)(J/k )]T s A4, () =B, +sin(2yx,) (4.236)

d; :[Ar(fN/Z)(7/1')9"'5Ar(N/271)(7i)]Ta d; :[Ai(fN/2)(7/1')7'-~7Ai(N/271)(7/1’)]T (4.237)

Po uwzglednieniu wprowadzonych oznaczen, réwnanie (4.212) mozna zapisac
jako:
2M=-Kd, -K,d, (4.238)

K _A—1|:h g:‘ Ag AsAc +B—1|:h g:‘ A(2: _AsAc
1 h gl|lAA, A2 h gll-AA, -A2

gdzie:

(4.239)
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-1 h g _A52 AsAc -1 h g Ai ASAC
K,=A 5 |+B ) (4.240)
h gllAA, Al h gll-AA, -A

S

d—dr 0 d—0 d; (4.241)
Yld, o) S ¢ '

Bledy catkowite estymacji (4.215), (4.216) sa, po uwzglednieniu (4.214) i (4.238),
suma wazong elementéw macierzy d,, d, z (4.241), czyli, na podstawie (4.235)—
(4237), bledow 4,,(»). A4,() dla y=7,.7. Bledy 4,(). 4,(). zgodnie
7 (4.235), (4.236) oraz (4.106), (4.111), to bledy aproksymacji okrggu jednostkowego
wielokatem, a analiza najmniej korzystnego przypadku lokalizacji skladowych
w widmie wzgledem wartosci y,, »; odpowiada analizie przypadkéw bledow

max, | 4,,(y)], max, [4,(y)|. Mozna wigc wykorzysta¢ wyniki rozdz. 4.7 dotycza-
cego doboru parametrow 7,, 77, aproksymacji (4.90), (4.98), (4.99), dla ktorych btedy

max,, [4,,(y)], max, |4, (y)|sa mozliwie najmniejsze. Poniewaz jednak wagi sumy

wazonej elementéw d,;, d, z (4.241), a wigc elementy macierzy K,, K, z (4.239),
(4.240) rowniez zaleza od 7, 77, (bo macierze A, B wystegpujace w definicjach K,
K, i okreslone przez (4.213), (4.221)~(4.223) zaleza od «,, f,, a wigc wedlug
(4.98), (4.99) rowniez od 7,, 1,), to dokladne wyznaczenie parametréw 77, 77, mi-
nimalizujacych btedy catkowite (4.215), (4.216) estymacji czestotliwosci i amplitudy
sktadowej oscylacji wymaga dodatkowych analiz. Analizy z rozdz. 4.7 wskazuja, ze
optymalnych warto$ci 7,, 1, nalezy szuka¢ w zakresie trojkata najkorzystniejszych

wartosci z rysunkéw 4.29, 4.31.
Obliczenia numeryczne, przeprowadzone dla przypadku dwoch oscylacji zespolo-
nych i z uzyciem (4.158), (4.159) z oknem trojkatnym jako w, oraz zastosowaniem

zalezno$ci wyprowadzonych w rozdz. 4.13, wykazaly, ze rozwigzaniem bliskim opty-
malnemu jest przyjecie 7, =1/2 oraz 7, =1/6, co odpowiada punktowi trojkata
zrysunku 4.31, dla ktérego k, =1 (warto§¢ minimalna) oraz k; =k, =2.

Zgodnie z (4.182)—(4.184) btad catkowity o, | B, | estymacji amplitudy | B, |, dla
przypadku wystgpowania w widmie skladowej zaklocajacej o amplitudzie |B; |, jest
sumg dwoch sktadnikow. Pierwszy z nich to btad oy, | B, | z (4.183), ktérego warto$¢
uzyskana ze wspomnianych symulacji w funkcji odlegtosci 7/ R bin migdzy sktado-
wymi w widmie (7 jest zaokraglona do wartosci catkowitej liczba R |4, — 4, |) jest
przedstawiona na rysunku 4.33 dla dwoch przypadkow: aproksymacji okregu jednost-
kowego wielokatem z pierwszej wersji metody LIDFT dla g =0 oraz aproksymacji
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zrozdz. 4.6,4.7z n,=1/2, n, =1/6, ktora zmniejsza sktadowa o, | B, | o ok. 25%
(2,5 dB) —rysunek 4.33. Sktadnik oy, | B, | jest najwazniejszym sktadnikiem catkowi-
tego btedu estymacji amplitudy, bo wystepuje on nawet, gdy | B, |=0. Druga sktado-
wa catkowitego btedu estymacji amplitudy otrzymujemy z (4.184), mnozac przez

-20 T T T T T -
[dB]| } 2010810 Fgs | By | N=64

25 T =1/2,7,=1/6
-30

2,5dB
5 S N 4{ """"""
40t f
45| 2010g;4(0,75) = —2,5dB |
50}
60| i
65 ) ) ) ) 4\ t/R

2 5 10 15 20 25 [bin] 30

Rys. 4.33. Blad 6y | B, | z(4.182), (4.183) w funkcji 7/ R
przy estymacji amplitudy | B, | w metodzie LIDFT dla

sygnalu ztozonego z dwdch oscylacji zespolonych

20log1Jg; | By | N=64

m=1/2,7,=1/6

R=2 i

2010, (0,75) = ~2,5dB|

-100+
-110t

1205 5 10 15 20 25 [bin] 30

Rys. 4.34. Blad Jy; | B, | z (4.182), (4.184) w funkcji 7/ R
przy estymacji amplitudy | B, | w metodzie LIDFT dla

sygnatu ztozonego z dwoch oscylacji zespolonych
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|B;|/|B,| (zwykle znacznie mniejszego od 1) wartos¢ 0 | B, | przedstawiona
w funkcji 7/ R na rysunku 4.34. Tu rdwniez uzyskuje si¢ zmniejszenie o 25% warto-
$ci btedu estymacji w stosunku do aproksymacji z #=0. Dla obu sktadowych

[dB] u=0 N=64
30 1
40 7]1=1/2,772=1/6

50|\ 20log;(1/9) = —19,1dB
-60 19,1dB T
-70 i
-80 i
20Tog;(1/13,8) ~-22,8 dB
-90 20logyo(1/13,8) = 228 dB j
-100 22,8dB .
-110 |
T/R

-12 L L L L L A

) 5 10 15 20 25 [bin] 30

Rys. 4.35. Blad Ay, 4, z(4.186), (4.187) w funkcji 7/ R

przy estymacji czgstotliwosci 4, w metodzie LIDFT dla

sygnalu ztozonego z dwoch oscylacji zespolonych

- 20log;o Ay ' ' " N-64

m=1/2,1,=1/6

201og;(0,78) = -2,2 dB)|
2010g;0(0,75) = 2,5 dB

-80}

. 22dB
-100} A X
-120}
140 v .k
By 5 10 15 20 25 [bin] 30

Rys. 4.36. Blad A4y, 4, z (4.186), (4.188) w funkcji 7/ R

przy estymacji czgstotliwosci 4, w metodzie LIDFT dla

sygnalu ztozonego z dwdch oscylacji zespolonych
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(04 | B, | oraz &y, | B, |) wspotczynnik zmniejszenia biedu (o 25%) jest podobny dla
roznych warto$ci R, z doktadno$cia wynikajaca z rozdzielczosci przedstawionych
wykresow.

Analogiczna analiza dla btgdu estymacji czestotliwosci z (4.186)—(4.188) rowniez
daje podobne wnioski (rys. 4.35 1 4.36) z ta jednak ro6znica, ze zmniejszenie sktadowe;j
Ay z (4.187) bledu catkowitego (4.186) jest az ok. 9-krotne (o ponad 19 dB) dla

R =2 iazniespetna 14-krotne (o ponad 22 dB) dla R =8 (rys. 4.35). Podkre$lmy, ze
jest to najwazniejsza sktadowa btedu catkowitego (4.186), wystgpujaca nawet gdy
B, =0. Dla drugiego sktadnika A)4, (ktéry nalezy jeszcze pomnozy¢ przez

| B;|/| B, | uzyskujac w ten sposob A4, z (4.188)) zmniejszenie btedu jest o ok.

22-25% (2,2-2,5 dB) — rysunek 4.36.

Podsumowujac wyniki niniejszego rozdziatu, nalezy stwierdzi¢, ze przedstawione
wykresy z rysunkow 4.33—4.36 pokazuja znaczace zmniejszenie btedow systematycz-
nych metody LIDFT zarowno przy estymacji amplitudy jak i czgstotliwos$ci unormo-
wanej w stosunku do pierwszej wersji metody LIDFT oraz szczegoétowe potwierdzenie
wnioskow z rozdz. 3.4, ze zwigkszenie liczby uzupetlnianych zer w metodzie LIDFT
zmniejsza wszystkie sktadowe catkowitych bledow estymacji amplitudy i czgstotliwo-
sci.

Do pelnej oceny doktadnosci estymacji metody LIDFT istotne jest wyznaczenie jej
wlasciwosci statystycznych, tzn. sktadowych btgdow estymacji spowodowanych szu-
mem w sygnale (rozdz. 4.14).

4.14. Bledy metody LIDFT dla sygnalu
zakloconego szumem

Podstawowe wiasciwosci metody LIDFT w estymacji sygnalu wieloczgstotliwo-
$ciowego w obecno$ci szumu mozna wyznaczy¢, wykorzystujac wyniki z rozdz. 1.6
(model szumu) i rozdz. 2.2 (ograniczenie Craméra—Rao).

Zaktadamy wigc, ze probki sygnatu y, zawieraja sygnatl niezaktocony y, i szum
addytywny Ay, zgodnie z (1.99), a model szumu jest opisany przez (1.100)—(1.102).

Po uwzglednieniu (1.3), (1.99), (4.177), (4.178) rownanie (4.171) mozna zapisac
w postaci bedacej uogoélnieniem wzoru (4.176) na przypadek sygnatu zaktéconego
szumem:

L B H (- B'AH,
[ ik z—k} [Ak} :{G’_k(_yk)} [Bk]le +|: k—l l_k:l [Bk]le
Pick ik Lapaar | Ci |, py + 70 Lp B Gk b

i,keS, (4.242)



Metoda LIDFT jako interpolacja z zastosowaniem pary okien czasowych 161

gdzie AH, ,, AG, , sa probkami widma realizacji szumu pomnozonego przez okna
czasowe h,, g, 1 R-krotnie uzupetnionego zerami:

N/2-1 ) N/2-1 )
AHm — Z Aynhne—jZan/NR , AGm _ ] z Ayngne—jZHnm/NR (4243)
n=-N/2 n=-N/2

Po wprowadzeniu wartosci M ,,, N,, zgodnie z rownaniem (uogoélniajac w ten
sposob (4.179)):

-1
|:7;'—m Si—mi| |:Mmk:| :|:Hi—k( 7’/()} +[Bk AHi—k:| ,i,mk S, (4.244)
Piem i-m Lypaap N 2PxP Gk (=74) 2PxP BI;IAGi—k 2PxP

otrzymujemy na podstawie (4.242) i (4.244) roéwnanie (4.180), ktore, przez (4.244),
uwzglednia wplyw szumu na bledy estymacji. Bledy te mozna wyznaczy¢, po oblicze-
niu M,,, N,, z(4.244), na podstawie (4.181)—~(4.188). Zaleznosci te oraz (4.244)
wskazuja, ze blad estymacji jest suma bledu systematycznego (oméwionego w rozdz.
4.12, 4.13) i btedu losowego, spowodowanego szumem w sygnale mierzonym. Dlate-
g0 mozna wyznaczy¢ parametry samego bledu losowego zakladajac, ze btad systema-
tyczny jest zerowy. To oznacza, ze mozna uwzgledni¢ przeksztalcenia pierwszego
sktadnika prawej strony rownania (4.244) zawarte w (4.193)—(4.197), zakladajac
da, =0, AB, =0 w (4.194), (4.195). W ten sposob z (4.244) uzyskuje si¢ zaleznos¢:

: A M, -1 B'AH,
|: Biem Siem :' |: [ mk] :| — k_1 ik , i, m, ke Sl (4245)
Piem i-m Lypaap [Nwel=A, arxr LB 4Gk |ypp

Podobnie jak w rozdz. 4.13 zaktadamy w dalszej analizie przypadek sygnatu zto-

zonego z dwoch oscylacji zespolonych z szumem addytywnym. Dokonujac prze-

ksztalcen zawartych w (4.198)—(4.208) w odniesieniu do (4.245), uzyskuje si¢ zalez-
nos¢:

e a b -b||Myu-D+M, M,+(M,-1) Aa+4b  Ac+ Ad

e —a -b —b| My-D-M; M,-M;-1)| |da-4ab Ac-Ad

- (4.246)
- ¢ d f||(Ny=v)+N, N, ,+(N,—7) Ae+Af  Au+ Av
¢ ¢ d —f]|(Ny=7)=Ny Ny=WNy=7) de—Af  Au—Av

gdzie:

Aa=B;' (AH,+ AH ), Ab=B;'(AH, - AH ), Ac=B ' (AH,+ AH ) (4.247)

Ad =B (AH, - AH ), Ae=B;' (4G, + AG.,), Af = B;'(AG, — AG,) (4.248)
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Au =B (AG, + AG ), Av=B"(AG, - AG_,) (4.249)

Po przeksztatceniach (4.246) odpowiadajacych sumowaniu odpowiednich wierszy:

e 0 0 b|Myu-D+M, M,+M,;-1) Aa Ac
0 b 0 M, -D-M, M,—-—(M.—-1 Ab  Ad
a ( kk ) lk kl ( 11 ) — (4‘250)
0 ¢ d 0 |(Ny=7)+Ny Ny+(Ni=7) de  Au
< 0 0 f||(Nu=7)-Ny N,—=(N;=7;) Af A

otrzymuje si¢, pomijajac elementy zerowe w (4.250), w miejsce (4.245) uktad dwoch
roOwnan:

a b||My-D)-M, M;—M,;-1) _ 4b  Ad (4.251)
¢ d||(Ny—=7)+Ny Ny+N;—7) | e Au ‘
{ e —bM(Mkk -D+M, M,+M, —1)} _ {Aa Ac} (4252)
— [N =7)—-Ny Ny=(N;=7) Af Av
ktore mnozac lewostronnie przez odwrotnos¢ odpowiednich macierzy i sumujac stro-
nami dajg roOwnanie:
| ab Ad | da  Ac
2M=A +B (4.253)
Ae Au Af  Av

gdzie M, A, B sa zdefiniowane przez (4.213), a elementy macierzy M pozwalaja
wyznaczy¢ sktadowe btedow losowych w taki sam sposob jak w (4.181)~(4.192) dla
btedow deterministycznych. Dla ich wzajemnego odroznienia btad losowy oznaczamy
indeksem ,,8” (w miejsce ,,d”), a odpowiednikiem (4.182) i (4.186), dla przypadku
dwoch sktadowych oscylacji zespolonych, sg zaleznosci:

O | By =0y | By |+ 04| By |, 641 B 1=(B,|/|B,)o; | By | (4.254)
A, = Ag X + AjAy s Ay =(B; |/ B, DAL A, (4.255)

Na podstawie (4.183), (4.184), (4.191), (4.192), (4.213), (4.253) oraz zmiany ozna-
czen (dy |B,| w miejsce O, | B, | itd.) uzyskuje si¢ skladowe bigdow losowych

Oy | By |, 05| By |, A4y, A4, definiujace catkowite bledy losowe (4.254), (4.255):

_l|dAb—bAe+bAf+an|

o4 | B, |=IM, —1|=
w | B [ =M —1] 2| ud —be of —be |

(4.256)
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1|dad —bAu_ bAv+ fAc|

O.|B, |=IM, |=
s1| k| | kz‘ 2| ad —be ef—bc |

(4.257)

1
Ay A, = max—
Tk

ad —bc ef —bc ad —bc ef —bc
(4.258)

Re{aﬁe—cﬁb+eAf+cAa 3 k[dﬁb—bﬁe+bAf+anH ‘

ALA, = maxL
n 2R

J ‘ (4.259)

aAu—cAd+cAc+eAv_ dAd—bAu+bAv+fAc
ad —bc ef —bc “\ ad-bc ef —bc

W celu okreslenia wariancji zmiennych losowych (4.256)—(4.259) konieczne jest
wyznaczenie wyrazeh typu E[Ada(4b)"], E[Aa(Aa)"] itd. Szczegdlowy sposodb ich
uzyskania przedstawiamy na dwoch przyktadach, w ktérych wykorzystuje sie (1.102),
(1.104), (4.243), (4.247) oraz parzysto$¢ funkcji 4, i nieparzystos¢ funkcji g, :

E[4a(4da)]=| B, [* E[Y Ay,h,(14+e>™)Y" Ay, h, (1+e*7)]

=B [2 D, > hh, (142 )1+ )E[Ay, Ay, ] (4.260)
=0’ |B, | 4Znh,f cos’ rx, =SNR}' 4Znhf cos’ 7x,

E[Aa(4b)'1=|B, [* E[Y, Ap,h,(1+e2™) Y Ay, h,(1-e")]
=B [P > b, (1+e ) (1—e P E[ Ay, Ay,]  (4.261)
= —SNR;14jZn h’sinzx, costx, =0

1 w analogiczny sposob uzyskuje si¢ pozostate potrzebne wartosci:

E[Aa(4a)" ]1=a'SNR;',  E[Ac(Ac)"]=a'SNR;! (4.262)
E[Ab(Ab)" ]=b'SNR}',  E[Ad(Ad)"]=b'SNR;' (4.263)
E[Ab(4e)'1=c'SNR}',  E[Ac(4v)"]=c'SNR;" (4.264)
E[Aa(Af)"]=—=c'SNR}',  E[Ad(Au)"]=—c'SNR;" (4.265)
E[Ae(Ae)" 1=d'SNR,',  E[Au(Au)"]=d'SNR;" (4.266)
E[Af(Af) ]=€SNR,',  E[Av(Av)"]=¢€'SNR;' (4.267)

E[Aa(Ab)'] = E[Ac(Ad)"] = E[da(4e)'] = E[Ab(Af)'] =0  (4.268)
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E[4e(Af)'] = E[Ac(u)'] = E[Ad(Av)'] = E[du(4)'] =0  (4.269)

gdzie:
a'= 42’1 (h,costx,)?, b'= 42’1 (h, sinzx,)? (4.270)

c'=4znhngn sinzx, cos7Tx, , d’=4zn(gn costx,)’, e':4zn(gn sinzx, )’ (4.271)

Wykorzystujac (4.262)—(4.269), mozna wyznaczy¢ na podstawie (4.256)—(4.259),
wariancje sktadowych estymatoréw amplitudy i czestotliwosci:

[ Slek|] l SI\II{_1 (4272)
E[A, AT = max— Ll 4720 + 27, JSNR (4.273)
ELA, AT = max—ll, + 77l + 27,0 SR (4.275)
gdzie:
_d* —2bdc' + b3’ b -2bfe + fa 42
_ bd : (4.276)
(ad —bc) (ef —bc)
_ W +2bde +b'd’ b +2bfc + £ 4.277)
2= 2 2 .
(ad —bc) (ef —bc)
2 g1 4 290 2,0 ! 24
3:ad 2acc +2cb+ee 2acc +26'“ (4.278)
(ad —bc) (¢f —bc)
2 g1 2 ’ 270 2 0 2 ! 2.
4:ad+ acctcb+ee+ achrzca (4.279)
(ad —bc) (ef —bc)
I = add —(ad+bc)§ +cdb”  bee —(bc+ef)§ +cfa (4.280)
(ad —bc) (ef —be)
- add’+(ad +be)c’+cdb’  bee'+ (betef )+ cfa (4.281)

(ad —bc)? (ef —bc)?
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Po uwzglednieniu zalezno$ci (|B;|/| Bk|)SNR;1 = SNR;1 z rownan (4.254),
(4.255), (4.274), (4.275) uzyskuje sig:

l
E[6,B,|T = ZZSNR;l (4.282)

E[A AT = max4—;2[l4 +y2L, +2y,0,SNR}! (4.283)
Yk

Wariancje (4.272), (4.273), (4.282), (4.283) to kwadraty odchylen standardowych
(dyspersji) sktadowych catkowitych btedow losowych & | B, |, A4, zdefiniowanych

przez (4.254), (4.255), a wartosci tych dyspersji odniesione do dyspersji ograniczen
Craméra—Rao (2.24), (2.25) dla przypadku jednej sktadowej oscylacji (rys. 4.37—4.40)
pozwalajg juz na pierwsze wnioski dotyczace odpornosci metody LIDFT na szum
obecny w sygnale. Blad losowy &, |B, | jest suma dwoch skiadnikow (zgodnie
z (4.254)), a kazdy z tych sktadnikow jest dla z/ R >>1 niespelna 2-krotnie wigkszy
(rys. 4.37, 4.38) niz potencjalnie najmniejszy mozliwy (wynikajacy z ograniczenia
CR). Blad losowy A, rowniez jest suma dwoch sktadnikow (zgodnie z (4.255)),

akazdy z nich jest dla 7/ R >>1 ok. 2,4-2,6 razy wigkszy od granicy CR (rys. 4.39,
4.40).
Do obliczenia dyspersji blgdow catkowitych o | B, |, 44, konieczne sa, oprocz

wyznaczonych juz wariancji (4.272), (4.273), (4.282), (4.283), rowniez kowariancje
(lub wspoélczynniki korelacji) odpowiednich sktadnikéw z sumy (4.254), (4.255). Za-
miast ich wyznaczania mozna postuzy¢ si¢ wyznaczeniem przedziatu, w ktérym
mieszczg si¢ poszukiwane warto$ci, korzystajac z nastgpujgcej nierownosci, dotycza-
cej dodatnich zmiennych losowych X, Y :

2
EX? +EY? <E(X +Y) s(\/EXZ +\/EY2) Cdla X,Y>0  (4.284)

co oznacza, ze calkowity btad losowy o |B, | wyznaczenia amplitudy w metodzie
LIDFT (w odniesieniu do ograniczenia CR) miesci si¢ w przedziale od pierwiastka
sumy kwadratow wartosci z rysunkow 4.37 1 4.38 do ich sumy i analogicznie do cat-
kowitego btedu losowego A4, wyznaczenia czgstotliwosci 1 wartosci z rysunkow

4.39 1 4.40. Obliczenia wedlug (4.284) dla obu btedow catkowitych przedstawiono na
rysunku 4.41.

Analiza wlasciwosci statystycznych metody LIDFT dla matych wartosci z/R
wymaga odniesienia uzyskanych wynikéw do wartosci ograniczenia CR, dla dwdéch
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oscylacji, opisanego przez (2.27)—(2.40) i rysunek 2.2. Trzeba jednak w tym poréwna-
niu uwzgledni¢ fakt, ze sktadowe z (4.273), (4.283) sa funkcja odleglosci migdzy
sktadowymi zdefiniowanej jako 7/ R, a ograniczenie CR z (2.27) jest funkcja odle-
gltosci miedzy sktadowymi zdefiniowanej jako rdznica ich czestotliwosci — w rozdz.

4.14 zdefiniowanej jako |4, — 4, |.

Rozdziat 4

4,0 j j N j 1 1
’ n=1/2,m,=1/6
Ol
VEIS4 BT (M] N=64
3.5 |Bk| 4
y 2
GO0CR |Bg| _ 1
2 2N-SNR
3.0} | By | k|
2,5¢ J
R=2 R=4
200 | —2 A
S Ty
R=8 R=32
1,5}t J
10 . . . . . TI/R
0 5 10 15 20 25 [bin] 30

Rys. 4.37. Odchylenie standardowe sktadowej J; | B, |

wzgledem granicy CR
4,0 i T N _ 4
’ o 7)1—1/2,7]2=1/6
VEIS5,1B | (%THJ N=64
3,5f k .
O0CR |By| _ 1
B, 2 2N-SNR
30l | By | k|
2,5+ ]
k~ R=2 R=4
2,0t A 7‘
" \
R=8 R=32
1,5t ]
10 . . . . . I'I/R
0 5 10 15 20 25 [bin] 30

Rys. 4.38. Odchylenie standardowe sktadowej J; | By, |
wzgledem granicy CR
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Po uwzglednieniu (4.160) zachodzi 7 =|i—k| oraz

|4, —4 |e[t/R-1/R,z/R+1/R],
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przy czym dokladne wyznaczenie |4, — A | w podanym przedziale zalezy od wartosci

V- Vi» @ wigc lokalizacji sktadowych w widmie. Sktadowe (4.273), (4.283) sa wy-

4.0 > 1]1=i/2,1]2=i/6
E[AgAx] N =64
3,51 C0CR Ay 2 ~ 1,5m2 |
0CR AL —N-SNRk
301 R=2 R=4 ]
2 A
2,5} k /
I\ I\
R=8 R=32
2,0r
1,5}
10 ) ) ) ) ) rI/R
0 5 10 15 20 25 [bin] 30

Rys. 4.39. Odchylenie standardowe sktadowej A A,

wzgledem granicy CR
4.0 I 5 I I I 771=i/2,1]2=i/6
VE[4AAr] N=64
3,50 O0CR A ) 1572 |
. TOR = SNR,
i R=2  R=4 ]
| 4 /7‘
25/ = 1
v ]
R=38 R=32
2,0r §
1,5t §
10 . . . . . t/R
0 5 10 15 20 25 [bin] 30

Rys. 4.40. Odchylenie standardowe sktadowej A4,
wzgledem granicy CR
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znaczone (zgodnie z analiza z rozdz. 4.12—4.14) dla najmniej korzystnych wartosci y,,
7; (oraz argB,, argB,), a wigc w analogiczny sposob uwzgledniono (2.27), wyzna-
czajac na rysunku 4.42 stosunek catkowitego btedu losowego do ograniczenia CR
(a doktadniej odpowiedni przedzial jego wartosci wedtug (4.284)).

7 : :
% m=1/2,1,=1/6
O0CR 44 N=64

maxog, |
maxojg, | /9 < Gocnn, < &
COCR|Bg| | R= 2y

5 // Ll .

4 1 - Eiazﬁ-

2 ! 4, 8,32

3 [ g

S e - 4,832
2+ \\9 Smaxo-wk\ < J
O0CR |By|
7/R
1o 5 10 15 20 25 [bin] 30

Rys. 4.41. Przedziat wartosci dla o 2> OB, wzgledem
granicy CR wedhug (2.24), (2.25)

103 -
ko. _ maxyk,yialk(T/R) r]1=1/2,7]2=1/6
Ak max,, .. JCle(T/R) N=64
R=8
102}
10"}
Y. SRR § N
B4 e e NG
7/R [bin]
100 s 1
10 10 10

Rys. 4.42. Przedziat warto$ci dla o 40 OB, wzgledem
granicy CR wedlug (2.27)
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102 T T T T T T T
X m=1/2,1,=1/6]
maxo';,k N maxo'ﬂk N=64
O0CR 4 O CR 4 R=38]
aXOigy| | maxo
O0CR|By| [ — 1B |
0CR |By|
10t 7
/ H‘x ~(/R)™*
~ (T/R)_S’g "'~.,‘ '&'ss.. ( )
0 N \ . . 7/R [bin]
10 0 1
10 10

Rys. 4.43. Przedziat wartosci dla T OB, wzgledem
granicy CR wedhug (2.24), (2.25)

Stosunek ten wskazuje znaczacy wzrost btedu losowego metody LIDFT wzgledem
ograniczenia Craméra—Rao dla 7/ R mniejszych niz ok. 2 bin. Wartos$¢ ta odpowiada
szerokosci listka glownego uzytego okna trojkatnego. Szczegdtowe wyjasnienie tego
faktu przedstawia poréwnanie rysunku 4.43 (wyznaczajacego przedzialy dla odchyle-
nia standardowego catkowitych btedow losowych ze wzoru (4.284) wzgledem (2.25))
oraz rysunku 2.2b — dla ograniczenia CR wzrost bledu losowego estymacji czestotli-
wosci dla malych odlegtosci |4, — A, | migdzy skladowymi jest proporcjonalny do

|4 — 4 |? (w najmniej korzystnym przypadku), a dla metody LIDFT wzrost ten jest

proporcjonalny do (T / R)74’5 . Oznacza to, ze im mniejsza odleglo$¢ migdzy sktado-

wymi, tym wigkszy jest sktadnik losowy btedu estymacji w metodzie LIDFT w sto-
sunku do ograniczenia CR.

Przedstawione wyniki oznaczaja, ze w przypadku okna trojkatnego metoda LIDFT
powinna by¢ stosowana przede wszystkim, gdy odleglosci migdzy sktadowymi sa
rowne w przyblizeniu szerokosci jego listka glownego lub wiekszej, a wowczas pod-
stawowe wlasciwosci statystyczne metody LIDFT opisujg wykresy z rysunkow 4.37—
4.41, 4.43 1 w niewielkim stopniu zalezg od odlegtosci migdzy sktadowymi w widmie.
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4.15. Dodatek: wybrane zaleznoSci matematyczne
do rozdzialu 4

(k+1)/R (k+1)/R (k+1)/R )
1 1/2 1/2° 1
N Y N I )
k/R R k/R R k/R R 12R
(k+1/2)/R | (k+1/2)/R (k+1/2)/R e |
di=—, [ da=—5, [ Xdi=To+—— (4286)
R 12R
(k-1/2)/R (k=1/2)/R (k=1/2)/R

()=, =17 () - ad~b 107" (2) - a2~ ;]

=W () +H(aj A+ b)) A+ b = [a; AW () + b (A)] = [ AW (A) + bV ()]
(4.287)
Na podstawie (4.285), (4.3)—(4.6) otrzymuje sig:
M/2-1 (k+1)/R
(@A +b; Na,A+b)dA=c"Ac (4.288)
k=—-M/2  k/R
Na podstawie (4.3)—(4.9) otrzymuje si¢:
M/2-1 | (k+D/R (k+1)/R
> j (@A +b W (A)dA+ j (@, A+b )W (A)dA |=c"Az+7"Ac  (4.289)
k=—M/2 k/R k/R
Na podstawie (4.287)—(4.289) otrzymuje si¢:

NR/2-1 (k+1)/R . ) NR/2—1 (k+D/R ,
> ‘W(/l)—Wk(/l)‘ di=Y [ W@fdr+e"Ac-c"Az-2"Ac
k=—NR/2 /R k=—NR/2 /R

(4.290)
Na podstawie (4.286), (4.3), (4.4), (4.6), (4.38) otrzymuje si¢:

M/2—1 (k+1/2)/R
(@245 )a,A+b,)dA=cAc 4.291)

k==M/2 (k-1/2)/R

Na podstawie (4.3), (4.4), (4.6), (4.7), (4.38)—(4.40) otrzymuje si¢:
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Mio—1 | (k+1/2)/R (k+1/2)/R
> j (@ A+bYW(A)dA+ j (a,A+b )W (A)dA |=c"Az+2"Ac (4.292)
k==M/2| (k-1/2)/R (k=1/2)/R

Na podstawie (4.287), (4.291), (4.292) otrzymuje sig:

NR/2-1 (k+1/2)/R R 5 NR/2-1 (k+1/2)/R )
D j ‘W(/I) -, (1)‘ di=Y j W[ dr+cAc—c"Az-2"Ac
k==NR/2 (k-1/2)/R k==NR/2 (k-1/2)/R

(4.293)

Dla dowolnych X =[x ;/55rXy;211 s Y=V sr/25esVarsna] Spetniajacych waru-

T y'1", macierzy E z (4.54) oraz macierzy jed-

nek X =X, Vi =V, 2=[X
nostkowej I zachodzi:

M/2-1
> @ —x) =g + 2 =2"I-E I+E'I-E I+E]z (4.294)

k=—M/2
Dla macierzy diagonalnych A; (i=1,2,3) i macierzy ortogonalnej W spehniaja-

cej warunek WW" = W"W = A7 -1 zachodzi dla nastepujacych macierzy bloko-
wych:
WA WY WAW! [ WAL (A A, +AD)TW! WA (A A, +A3)W! vl
“WA,W! - WA,W! || WAL (AA, + AW WA (A A, +A)) W
(4.295)

—_jZTrn/M]

Dla macierzy diagonalnej A, =[e i macierzy wspotczynnikow obrotu

W =[e /™M (nk=-M/2,..,M/2~1) oraz macierzy E z (4.54) zachodzi:

M-E=WAW", M-E'=WAW", A =[] (4.296)

e

Dla macierzy E z (4.296), macierzy A z (4.3) oraz macierzy jednostkowej I za-
chodzi:

B=y"'A"+[I-E I+E]'[I-E I+E]
1 WIQ2+(uR) HI—(A, + A W" WA, -AHW! (4.297)
M ~W(A, - AW W2 +GBuR) I+ (A, + AL W
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Dla A, =Q2+(uR) - (A+AY), A, =Q+CuR) NM+(AAAL), A;=A,-A.
w zaleznosci (4.297) otrzymuje si¢ z (4.295):

B'=

gdzie A, , Ay sazdefiniowane przez (4.61) 1 (4.62).

AL

L JAAAR

AL

L JAAAg

w0
0 w!

(4.298)

w0

WH



Podsumowanie

Za poczatek metod interpolacji widma mozna uzna¢ pracg Rife’a i Vincenta [151],
jednak wigkszo$¢ prac o znaczacych wynikach naukowych w tej dziedzinie opubliko-
wano w ostatniej dekadzie, a nawet w okresie kilku ostatnich lat. Mozna wigc uznac,
Ze jest to tematyka stosunkowo nowa, a jej dynamiczny rozwoj (ze stale rosnaca liczba
prac i propozycjami nowych metod badz doskonalenia metod dotychczasowych)
i obecno$¢ w najbardziej uznanych czasopismach o najszerszym migdzynarodowym
zakresie i na konferencjach migdzynarodowych o tematyce metrologicznej oraz zwia-
zanej z przetwarzaniem sygnatow, §wiadczy o uznaniu przez spoleczno$¢ nauki tej
tematyki jako waznej, aktualnej i potrzebnej. Dostrzegajac te potrzebe autor niniejszej
pracy przybliza Czytelnikowi najwazniejsze aspekty tej grupy metod w rozdz. 2, po-
przedzajac ten rozdziat skrotowym przegladem samej dziedziny analizy widma sygna-
tu we Wprowadzeniu oraz w sposob bardziej formalny w rozdz. 1.

Autor uwaza, ze kierunkami rozwoju tej dziedziny w najblizszych latach beda
zwlaszcza zagadnienia coraz szerszego uwzglednienia zjawiska przecieku widma
w réwnaniach metod interpolacji widma oraz metod interpolacji widma dla nowych
okien czasowych, tym bardziej iz w ostatnich latach opublikowano nowatorskie prace
dotyczace okien czasowych w analizie widma [74, 112, 133, 149, 162, 186]. Obecnie
metody te sg najbardziej zaawansowane dla okien czasowych I klasy Rife’a—Vincenta
bedacej podklasg okien z bazg kosinusowa. Nalezy si¢ tez spodziewac pojawienia si¢
metod interpolacji widma uniwersalnych w swoim charakterze, tj. takich, ktore moga
by¢ stosowane dla szerokiej grupy okien czasowych. Pojawiac¢ si¢ tez beda z pewno-
Scia, jako kontynuacja prac [2, 6, 10, 14, 17, 22, 64, 99, 134, 155], kolejne analizy
zastosowania metod interpolacji widma dla sygnatéw niestacjonarnych.

Wktadem autora w prezentowany zakres zagadnien jest opracowana przez niego
autorska metoda liniowej interpolacji DFT, opublikowana po raz pierwszy na mi¢dzy-
narodowym forum w [55] i nazwana w skrocie jako LIDFT, ktorej krotka charaktery-
styke, wykonang na podstawie dotychczasowych publikacji, zaprezentowano w roz-
dziale 3. Innowacyjny charakter metody LIDFT polega na uwzglgdnieniu przecieku
widma w swoich rdwnaniach i na liniowos$ci rownan, na podstawie ktorych wyznacza
si¢ parametry sygnatu. Wykorzystuje ona w swoim algorytmie, z rozszerzonych ope-
racji matematycznych, jedynie szybki algorytm FFT (w potaczeniu z technikg uzupet-
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niania zerami) i procedur¢ rozwigzywania liniowego rownania macierzowego. Szerszy
przeglad metody LIDFT w jej dotychczasowym ksztalcie zostal zaprezentowany
w rozdz. 3.

Rozwinigcie metody LIDFT przedstawiono w rozdz. 4, a kolejne jego podrozdziaty
opisujg nowe wyniki badan autora, ktore rozwijaja metod¢ LIDFT, ukazujac znaczace
zwigkszenie jej doktadnosci. Ponadto opisana autorska aproksymacja okregu jednost-
kowego wielokgtem, wraz ze szczegdtowa analizg doktadnosci tej aproksymacji, moze
by¢ wykorzystana w innych niz LIDFT metodach przetwarzania sygnatow.

Do najwazniejszych uzyskanych rezultatow niniejszej pracy naleza:

przedstawienie réznych wariantéw aproksymacji charakterystyki widmowej
okna czasowego funkcjami liniowymi z uwzglednieniem ich ciggtosci lub nie-
cigglosci zaleznych od warto$ci odpowiednich parametrow (rozdz. 4.2—4.4),
wykazanie, ze przedstawiona aproksymacja charakterystyki widmowej okna
czasowego jest rownowazna odpowiednio zdefiniowanej aproksymacji okregu
jednostkowego wiclokatem (rozdz. 4.5 i twierdzenie 4.1), a przeksztalcenia
matematyczne dotyczace takiej aproksymacji wielokatem sg znaczaco prostsze
niz te z rozdz. 4.2-4.4,

zdefiniowanie w rozdz. 4.6 uniwersalnej aproksymacji okregu jednostkowego
wielokgtem (bgdacej uogdlnieniem aproksymacji z rozdz. 4.5) oraz wyznacze-
nie optymalnego zakresu warto$ci parametrow takiej aproksymacji, dla ktorej
btedy estymacji parametrow sygnatu sg najmniejsze (rozdz. 4.7),

zdefiniowanie rownan metody LIDFT w formie bardziej uniwersalnej niz
w rozdz. 3 oraz uogolnienie tej metody do postaci wykorzystujacej uniwersalng
aproksymacje okregu jednostkowego wielokatem z rozdz. 4.6, 4.7 oraz parg
okien czasowych (rozdz. 4.8-4.10), a takze przedstawienie szczegotowej im-
plementacji programowej uogoélnionej wersji metody w $rodowisku progra-
mowym Matlab (rozdz. 4.11),

przeprowadzenie analizy btgdow systematycznych metody LIDFT (jej uogol-
nionej w rozdz. 4.10 wersji) dla ogélnego przypadku dowolnej liczby sktado-
wych oscylacji w sygnale (rozdz. 4.12) oraz szczegdtowej analizy dla przypad-
ku dwoch sktadowych oscylacji w sygnale (rozdz. 4.13); analizy te umozliwity
wyznaczenie warto$ci parametrow aproksymacji okregu jednostkowego wielo-
katem, bliskie warto$ciom optymalnym, co z kolei zmniejszyto znaczaco bledy
estymacji w stosunku do dotychczasowej wersji metody z rozdz. 3; w przy-
padku uzycia okna tréjkatnego blad estymacji amplitudy zmniejszono o ok.
25%, a blad estymacji czgstotliwo$ci ok. 9—14-krotnie!,

przeprowadzenie (rozdz. 4.14) analizy podstawowych wlasciwosci statystycz-
nych uvogodlnionej wersji metody LIDFT wzgledem ograniczenia Craméra—Rao
(CR), tj. metody o potencjalnie najmniejszej wariancji sposréd metod o matych
btedach systematycznych: przy odleglosci migdzy sktadowymi powyzej 2-2,2
bin i oknie tréjkatnym maksymalny btad losowy estymacji czgstotliwosci mie-
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$ci si¢ w przedziale od ok. 3,4 do ok. 5-krotnosci granicy CR, a maksymalny
btad losowy estymacji amplitudy miesci si¢ w przedziale od ok. 2,7 do ok.
4-krotno$ci granicy CR (rys. 4.41); analizy umozliwiajg zakwalifikowanie me-
tody LIDFT do metod o umiarkowanej wartosci bteddéw estymacji spowodo-
wanych szumem w sygnale; dla typowych metod interpolacji widma (rozdz. 2)
warto$ci btedow losowych, np. dla estymacji czgstotliwosci, wynosza od 1-2
do 11-12-krotnosci wzgledem granicy CR [36, 71],

e wyznaczenie minimalnej odlegtosci miedzy sktadowymi, powyzej ktorej wa-
riancja estymatora czgstotliwosci nie rosnie w sposob znaczacy; dla okna troj-
katnego wynosi ona ok. 2 bin, a wi¢c odpowiada szerokosci listka gléwnego
tego okna; oznacza to, ze metoda LIDFT nie nalezy do metod estymacji duzej
rozdzielczosci (dla tych metod minimalna odlegtos¢ miedzy sktadowymi jest
znacznie mniejsza niz 1 bin), ale oznacza znaczaca poprawe w stosunku do
metod interpolacji widma (rozdz. 2), gdyz przy odlegtosci migdzy sktadowymi
réwnej szerokosci listka gtdownego okna czasowego bledy systematyczne me-
tody LIDFT (wyznaczone w rozdz. 4.13) sg znaczaco mniejsze.

Podsumowujac powyzsze wlasciwosci metrologiczne metody LIDFT w jej uogo6l-
nionej postaci, mozna jg uzna¢ za metode o bardzo matych btedach systematycznych
estymacji parametrow sygnatu wieloczestotliwosciowego, umiarkowanych warto-
sciach btedow losowych oraz o stosunkowo dobrej, jak dla metod bazujacych na wid-
mie DFT (DtFT), rozdzielczosci. Dobrg ilustracja tych wlasciwosci jest analiza przy-
ktadowego sygnatu ztozonego z trzech sktadowych sinusoidalnych przeprowadzona
w rozdz. 4.11. Na rysunku 3.17 dla tego przyktadu pokazano, ze zadna z metod inter-
polacji widma (rozdz. 2) nie umozliwia analizy sktadowych tego sygnatu ,,ukrytych”
w przecieku widma pochodzacego od pierwszej sktadowej. Uzyskiwane doktadnosci
estymacji to ok. 0,036-0,091% przy estymacji amplitudy i ok. 2,6-10°—1,2-10 bin
przy estymacji czgstotliwosci (rys. 4.32). Wartosci sktadowych btgdow systematycz-
nych dla najmniej korzystnych warunkéw pomiaru przedstawiono na rysunkach 4.33—
4.36 w funkcji odleglosci miedzy sktadowymi.

Dalsze prace autora dotyczace metody LIDFT beda dotyczyty zwiekszenia jej do-
ktadnosci z wykorzystaniem réznych rodzajow okien czasowych, jak rowniez zmniej-
szenia wartosci bledow losowych oraz dalszej poprawy rozdzielczosci metody. Autor
planuje podjecie prac nad zastosowaniem metody LIDFT dla sygnatéw niestacjonar-
nych i innych zagadnien zwigzanych z analiza metrologiczna i uwarunkowaniami
obliczeniowymi tej metody.

Z przedstawionych wynikéw (rozdz. 4), dotyczacych réznych sposobow aproksy-
macji charakterystyki widmowej okna czasowego (rozdz. 4.2—4.5), a zwlaszcza aprok-
symacji okregu jednostkowego wielokatem (rozdz. 4.6) wraz z doborem wartosci pa-
rametrOw tej aproksymacji (rozdz. 4.7), wida¢, Zze autorskie opracowania maja
charakter uniwersalny i moga by¢ wykorzystane w innych, niz LIDFT, algorytmach
cyfrowego przetwarzania sygnatow.
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Methods of spectrum interpolation and the LIDFT method
for estimation of multifrequency signal parameters

The study describes the interpolation methods of DFT spectrum and a method of
linear interpolation of DFT (LIDFT) developed by the author, which are applied in
estimation of the parameters of multifrequency signal. These parameters are: ampli-
tudes, frequencies and phases of sinusoidal components of the signal consisting of
many such components. The study includes a review of the interpolation methods of
DFT spectrum obtained with the use of various time windows. The multipoint interpo-
lated DFT (MWIDFT) method is presented in detail, which is defined for the class I of
Rife-Vincent time windows, belonging to the windows with the cosine base. The most
important characteristics of these methods, presented in the study, are systematic er-
rors and variance (in reference to Cramér-Rao bound) of the frequency estimator.

The study presents various versions of the approximations of the time window
spectrum by linear functions. Approximation of the unit circle by a polygon and mi-
nimization of the errors of this approximation are also presented. The identity of ap-
proximation of the window spectrum by linear functions and approximation of the unit
circle by a polygon is proved. Based on these results, an improved version of the
LIDFT method is presented, which significantly improved efficiency and accuracy of
the estimation. The characteristics of the maximum systematic errors and variance of
the amplitude and frequency estimation, as a function of the distance between compo-
nents in the spectrum, are obtained. An example of implementation of the LIDFT me-
thod in the Matlab environment and the results of the estimation for the signal consist-
ing of three sinusoids confirm its high accuracy. This example also shows the
application range for LIDFT method, for which the previous interpolation methods
fail.
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