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ZASTOSOWANIA METODY
ASYMPTOTYCZNEJ HOMOGENIZACJI
W MECHANICE GRUNTOW I SKAL

Omowiono, zilustrowane konkretnymi przyktadami, zastosowania metody asymptotycznej homogenizacji
do modelowania procesow fizycznych zachodzacych w oérodkach gruntowych i skalnych. Metoda homo-
genizacji polega na przejsciu z opisem matematycznym rozwazanego procesu fizycznego ze skali niejed-
norodnosci (skala porow), gdzie rozwazane pola fizyczne charakteryzuja si¢ duzymi nieciagtosciami, do
skali nas interesujacej — makroskopowej. W wyniku tej procedury opis rozwazanego zjawiska jest charak-
teryzowany usrednionymi, lecz ciaglymi juz, polami fizycznymi, a zatem moze by¢ zastosowany do kon-
kretnych obliczen inzynierskich. Metoda ta ponadto jednoznacznie definiuje parametry efektywne otrzy-
manego opisu matematycznego w funkcji lokalnych parametréw analizowanego procesu fizycznego oraz
geometrii wewngtrznej o§rodka. Umozliwia to migdzy innymi analiz¢ wplywu struktury wewngtrznej
o$rodka na warto$ci parametrow efektywnych otrzymanego makroskopowego opisu procesu.

Z wielu mozliwych zastosowan metody homogenizacji zwiazanych z mechanika o$rodkéw gruntowych
i skalnych omowiono niektdre, dotyczace modelowania i analizy procesow zachodzacych w tych
osrodkach, przede wszystkim wtedy, gdy sa one nasycone ciecza lub gazem, tzn.: proceséw filtracji,
konsolidacji, sorpcji oraz pgcznienia, podajac oryginalne rozwiazania. Przedstawiono zwlaszcza wplyw
mikrostruktury o$rodkéw porowatych na wartosci statych materialowych teorii porosprezystosci Biota.
Zweryfikowano tzw. koncepcj¢ naprezenia efektywnego w zakresie zachowania niesprgzystego nasy-
conego osrodka porowatego, podajac rownocze$nie metody przyblizone konstrukeji powierzchni pla-
styczno$ci dla tych osrodkow. Sformutowano ogdlna strukturg opisu matematycznego nasyconych
osrodkow porowatych w przypadku deformacji plastycznych. Zaproponowano model matematyczny
mechanicznego zachowania si¢ o§rodkéw porowatych nasyconych pltynem, w ktdrych proces pgcznie-
nia ciala stalego jest wynikiem sorpcji. Pracg koncza przyklady zastosowania metody homogenizacji
jako narzgdzia obliczeniowego uzytecznego w praktyce inzynierskie;j.

* Instytut Geotechniki i Hydrotechniki Politechniki Wroctawskiej, Wydzial Budownictwa Ladowego
1 Wodnego, Wybrzeze Wyspianskiego 27, 50-370 Wroctaw.



1. Wprowadzenie

1.1. WSTEP

Oczywiste jest stwierdzenie, ze opis matematyczny proceséOw fizycznych zacho-
dzacych w rzeczywistym materiale zalezy od skali obserwacji. | tak, jesli probka da-
nego materiatlu w naturalnej skali obserwacji moze by¢ traktowana jako jednorodna, to
mikroskopowo jest ona wyraznie niejednorodna. Opis takiego materialu w naturalnej
skali obserwacji w ramach mechaniki osrodka ciaglego jest zatem pewng aproksyma-
cja, jak rowniez kazde przeprowadzone w tej skali eksperymentalne badanie konstytu-
tywnego zachowania si¢ o$rodka w rzeczywistosci jest zwiazkiem miedzy usrednio-
nymi polami fizycznymi mierzonymi w czasie eksperymentu.

W przypadku osrodkéw gruntowych lub skalnych te dwie skale ujawniaja sig
w naturalny sposob: na poziomie grupy ziaren czy spgkan widoczna jest silna niejed-
norodnos¢ spowodowana geometria wewngtrzna osrodka (réozne wymiary ziaren, ich
ksztalt, uktad spekan, powierzchnie rozdzialu faz), podczas gdy w naturalnej skali
obserwacji, w tym sensie, ze statystycznie powtarzaja si¢ w przestrzeni, moga by¢
traktowane jako (prawie) jednorodne (100 g piasku zawiera okoto 107 ziaren, 100 g
gliny — 10" czastek [69]).

W praktyce inzynierskiej wtasnos¢ makroskopowej jednorodnosci osrodka jest
podstawa wszystkich stosowanych, przynajmniej dotychczas, metod projektowania.
Glownymi wigc zatozeniami mechaniki gruntow i skat sg wedtug Kisiela [82]: zaloze-
nie o ciqglosci osrodka skalnego lub gruntowego (...), zatozenie o wielosktadnikowej
budowie osrodka ciqgtego, co oznacza, ze rozwazany osrodek sktada sie z dwu lub
trzech wzajemnie sie przenikajqcych i znajdujqcych sie w roznych stanach skupienia
materiatow: stalego, cieklego i gazowego. Wszystkie materialy jednoczesnie wypetnia-
ja te samq objetosé.

Informacje o dyskretnej strukturze osrodkow gruntowych i skalnych wykorzysty-
wane sa jedynie poprzez zwiazki korelacyjne migdzy np. krzywa uziarnienia, stop-
niem zaggszczenia a katem tarcia wewnetrznego, miedzy gestoscia spgkan skaty a jej
parametrami sprezystosci oraz wytrzymatosci. I mimo Ze coraz czg$ciej, stosujac np.
wysoce specjalistyczne techniki adsorpcyjne [8], okresla si¢ warto$¢ powierzchni wia-
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$ciwej, jak rowniez rozklad oraz wielko$¢ srednicy porow, nawet do wartosci 30 A, to
wykorzystywanie ich w praktyce jest znikome, cho¢ sa to parametry strukturalne cza-
sami determinujace wlasnosci mechaniczno-wytrzymalosciowe, jak i filtracyjno-dyfu-
zyjne o$rodkoéw skalnych i gruntowych.

W mechanice osrodka porowatego stosowane sa dwa odmienne podejscia mode-
lowania matematycznego, tzw. makroskopowy i mikroskopowy. W pierwszym, nazy-
wanym rowniez fenomenologicznym, odleglosci rz¢du $rednicy porow sg ignorowane,
a uwzglednia si¢ tylko odlegtosci makroskopowe. Z zatozenia wigc dyskretna struktu-
ra mikroniejednorodnego osrodka jest zastgpowana przez ekwiwalentny osrodek cia-
gly reprezentowany, w przypadku osrodkow wielofazowych, przez ,naktadajace sig
kontinua” [157]. Wspotobecnos¢ faz modelowana jest w mechanicznym zachowaniu
si¢ osrodka przez tzw. pola sprzgzone, reprezentujace oddziatywanie jednej fazy na
druga. Rownania konstytutywne sa postulowane na podstawie odpowiednio sformu-
lowanych potencjalow termodynamicznych i warunku dodatniego przyrostu entropii
uktadu (drugie prawo termodynamiki).

W ramach tego sposobu modelowania zaproponowano wiele opisow matematycz-
nych mechanicznego zachowania si¢ o$rodkéw porowatych w pelni lub czgSciowo
nasyconych ptynem. Bogaty przeglad rezultatow otrzymanych do 1982 roku, zard6wno
w ramach teorii mieszanin, jak i teorii mieszanin osrodkow ze struktura, omowiony
jest w publikacji [26], w ktérej przytoczono prawie 300 prac. W celu zilustrowania
tendencji poszukiwania nowych opisow wymienmy niektore, tj.: teori¢ osrodkow wie-
lofazowych z porowatoscia jako dodatkowa zmienng kinematyczna [41], teori¢ konso-
lidacji przy duzych odksztatceniach osrodka gruntowego zaproponowana przez Szefe-
ra [153]. Duze odksztalcenia uwzglgdnione zostaty réwniez w teorii przedstawionej
przez Wilmanskiego [162], w ktorej sformutowano dodatkowe rownanie rownowagi
dla zmian porowatos$ci osrodka. Dodatkowy parametr charakteryzujacy dyskretna
strukture o$rodka porowatego i nazwany przepuszczalnoscia strukturalna wprowadzit
rowniez do opisu dynamicznego zachowania si¢ nasyconego os$rodka porowatego
Kubik [86], [87].

Coussy zaproponowal, w ramach podej$cia fenomenologicznego, jeszcze inny
sposdb modelowania [47]. Tym razem osrodek porowaty potraktowany zostal jako
termodynamiczny ukltad otwarty, w ktérym zmiennymi kinematycznymi, np. dla
osrodka w pelni nasyconego ptynem, sa tensor odksztatcenia osrodka oraz zmiana
porowatosci. Przedstawiono opis matematyczny zaréwno dla osrodka w pehni, jak
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i czgsciowo nasyconego pltynem, przy malych i duzych odksztalceniach szkieletu,
a takze dla procesow odksztalcen sprezystych oraz plastycznych. Znaczenie niekto-
rych wynikow zaproponowanych w tej pracy omowiono w nastgpnych rozdziatach
niniejszej monografii.

Nalezy wspomnie¢ o jeszcze jednym sposobie modelowania, tym razem juz lacza-
cym podejécie fenomenologiczne z podejsciem mikroskopowym, tzw. hybrydowe;j
teorii mieszanin zaproponowanej przez Hassanizadeha i Graya [72]. Metoda ta,
w najwigkszym skrécie, polega na objgtosciowym usrednianiu roéwnan zachowania
zapisanych na poziomie niejednorodnosci, a nastgpnie analizie tych usrednionych
réwnan, juz na poziomie makroskopowym, na podstawie drugiej zasady termodyna-
miki. Podstawowa zaleta tej metody jest mozliwo§¢ uwzglednienia, w makroskopo-
wym opisie matematycznym przeptywow wielofazowych, wlasnosci termodynamicz-
nych powierzchni rozdziatu faz. Wtasnie ta metoda zastosowana zostata przez Achan-
te, Cushmana i Okosa [4] oraz Achant¢ i Cushmana [5] do sformutowania opisu ter-
momechanicznego pgczniejacych uktadéow koloidalnych, jak rowniez do opisu procesu
pecznienia nasyconych gruntow itowych (Murad, Bennethum i Cushmann [113]).

Jak juz wczesniej wspomniano, drugim sposobem modelowania proceséw zacho-
dzacych w makroskopowo jednorodnych osrodkach porowatych jest podejscie mikro-
skopowe. Tym razem punktem startowym modelowania jest opis matematyczny zapi-
sany na poziomie niejednorodnosci, a zatem dyskretna struktura osrodka porowatego
jest w procesie modelowania matematycznego jawnie uwzgledniana. Kazdy osobny
sktadnik mieszaniny, na poziomie mikro, jest traktowany jako osrodek ciagly z jego
wlasnym rownaniem konstytutywnym, prawami zachowania oraz warunkami brzego-
wymi na granicy rozdziatu faz. Taki sposob modelowania jest oczywiscie mozliwy
tylko wtedy, gdy charakterystyczny wymiar poszczegdlnego sktadnika spetnia pod-
stawowa hipoteze mechaniki kontinuum, tzn. jest duzo wigkszy niz odleglosci mole-
kularne. Roéwnania na poziomie mikroskopowym sa nastgpnie — mowiac w duzym
uproszczeniu — usredniane w celu otrzymania rownan makroskopowych. Efektem tej
procedury, tzn. przej$cia z opisem matematycznym ze skali poréw (niejednorodnosci)
do skali makro jest ekwiwalentny opis makroskopowy dla zastepczego ,hipotetyczne-
go jednorodnego osrodka ciagltego”. Zaleznie od uzytej techniki ,,przej$cia” z poziomu
niejednorodnosci do poziomu makroskopowego wyroznia si¢ metody, np.: usredniania
przestrzennego (omoéwione przez Nigmatulina [115], Rutha i Huipinga [129], Slatte-
ry’ego [142]), usredniania wagowego (np. Gilbert [65], Ene i Polisewski [59]), meto-



7

dy homogenizacji dla struktur periodycznych (np. Auriault [16], Bensoussan, Lions,
Papanicolau [27], Sanchez-Palencia [137]), metody statystyczne (m.in. Emeriault et.al.
[58], Kroner [85], Rubinstein i Torquato [128], Willis [160]) oraz tzw. ciagta mikro-
mechanika (np. Hill [73], Hashin [71]). W niniejszym opracowaniu wszystkie te me-
tody bedziemy okresla¢, podobnie jak migdzy innymi Sanchez-Palencia [136], jednym
mianem — metodami homogenizacji (sa roOwniez przeciwne opinie, np. Hornunga
[74]). Szczegotowe omowienie podstawowych wilasno$ci, zasad jak réwniez rdznic
migdzy poszczegdlnymi metodami homogenizacji przedstawiono w nast¢pnym roz-
dziale.

Wsrod catej grupy wynikow otrzymanych metoda homogenizacji wymienmy tylko
kilka z nich, podobnie jak w przypadku omawiania modelowania fenomenologiczne-
go, reprezentujacych obecne kierunki badawcze, tj.: wptyw spekan na mechaniczne
zachowanie si¢ o$rodkow sprezystych (np. Budiansky i O’Connel [42], Hashin [70],
Kachanov [78], Ponte Castafieda i Willis [124]), efektywne wlasno$ci mikroniejedno-
rodnych osrodkoéw sprezystych i plastycznych (np. Lorenco [95], Mojia i Bufler [111],
Ponte Castaneda [121], [122], Ponte Castafieda i Suquet [123], Pruchnicki i Shahrour
[125], Sab [132], Suquet [150], [151], [152], Zaoui [165]), graniczna powierzchnia
plastycznosci osrodkéw kompozytowych (np. Bouchitte [37], de Buhan i Taliercio
[50], de Buhan et. al. [51], Suquet [149]) oraz — w przypadku proceséw przeptywu
cieczy — Sciste wyprowadzenie z rownan przeptywu dla niescisliwej lepkiej cieczy
Newtona prawa filtracji Darcy’ego (np. Keller [80], Sanchez-Palencia [136]) oraz
nieliniowych praw filtracji (np. Mei i Auriault [108], Allaire [74]).

Wynikow przedstawiajacych opisy makroskopowe uwzgledniajace sprz¢zenie me-
chaniczne migdzy ciatlem statlym a ciecza jest, niestety, niewicle. Wyjatkiem sa prace,
ktorych autorami sa Auriault [13], Auriault i Sanchez-Palencia [18], Auriault et.al.
[19], jak rowniez Rice i Cleary [126] oraz Thompson i Willis [156]; wyprowadzono
w nich zwiazki teorii porosprezystosci Biota. Modyfikacje tej teorii dla osrodkéw
charakteryzujacych si¢ tzw. podwojna porowatoscia zaproponowali Auriault i Boutin
[14], [15], a dla szczegodlnego przypadku osrodka czgsciowo nasyconego ciecza, tj.
przy braku kontaktu fazy gazowej z cialem stalym — Auriault [21]. We wszystkich
tych wyprowadzeniach o$rodek porowaty przyjmowany byt wigc zawsze jako sprezy-
sty. Brak wynikdéw oraz teorii uwzgledniajacych plastyczne zachowanie si¢ nasyco-
nych osrodkéw porowatych, jak i opisujacych sprzgzenie mechaniczne w osrodkach
porowatych czgsciowo nasyconych ciecza jest skutkiem trudnosci, jakie wystepuja juz
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przy modelowaniu metoda homogenizacji, zardowno jednofazowego, ale wielosktadni-
kowego ciata statego w zakresie deformacji plastycznych (konieczna znajomos¢ roz-
ktadu na poziomie niejednorodnosci naprezen resztkowych [150]), jak i przeptywow
wielofazowych przez nieodksztatcalny osrodek porowaty (niestabilno$¢ powierzchni
rozdziatu faz, przeptywy pulsujace [79]).

Podsumowujac te krotka prezentacj¢ metody homogenizacji, nalezy podkresli¢ jej
podstawowa wlasciwos¢ — metoda ta buduje opis matematyczny rozwazanego procesu
przez ,,przenoszenie” do skali makroskopowej informacji dostgpnej na poziomie nie-
jednorodnosci. Jesli zatem udaje si¢ dokonac takiego przejscia, mozemy by¢ pewni, ze
opis makroskopowy przedstawia model matematyczny procesu fizycznego, doktadnie
tego, ktory analizujemy. Jesli znana jest geometria wewngtrzna osrodka oraz parame-
try lokalne procesu, metoda umozliwia jednoznaczne okreslenie wartosci parametrow
efektywnych procesu, tj. parametréw opisu makroskopowego. Ma to szczegolne zna-
czenie w analizie wlasnos$ci sprezystych oraz plastycznych, jak réwniez w projekto-
waniu osrodkow kompozytowych. W przypadku osrodkow gruntowych lub skalnych
geometria mikrostruktury nie jest, oczywiscie, dokladnie znana. W tym przypadku
metoda daje mozliwos¢ analizy wplywu poszczegoélnych elementéw mikrostruktury
(ksztatt porow, spekania, rozktad spekan, wlasno$ci mechaniczne poszczegdlnych
sktadnikow) na wtasnosci i zachowanie makroskopowe osrodka.

Powyzsza prezentacja sposobdéw modelowania procesow zachodzacych w osrod-
kach gruntowych i skalnych nie moze by¢ oczywiscie traktowana, w zadnym sensie,
jako przedstawiajaca jedyne kierunki badawcze rozwijane w mechanice gruntow
i skal. Ma raczej zwroci¢ uwage na fakt, ze coraz czgsciej w opisach matematycznych
uwzglednia si¢ lub probuje si¢ uwzgledni¢ dyskretna strukture omawianych osrodkow
oraz ich wielofazowy charakter. Ogoélne teorie, takie jak: reologia, teoria idealnej pla-
stycznosci, plastycznosci ze wzmocnieniem—ostabieniem, teoria stanow granicznych,
ciagla mechanika rozwoju uszkodzen omawiane sa juz w wielu pozycjach ksiazko-
wych i monografiach ([45], [76], [77], [82], [90], [91], [130], [148], [159]) i dlatego
nie sa tutaj szczegdtowo przedstawiane.

W praktyce stosuje si¢ modele najprostsze, a zarazem dajace — z pewna dopusz-
czalna tolerancja oczywiscie — poprawne wyniki (oszacowania). Stosowanie wigc
konkretnych modeli matematycznych osrodkéw gruntowych czy skalnych zalezy od
rodzaju problemu, ktory chcemy rozwiaza¢. W przypadku np. prognozowania wielko-
$ci osiadania fundamentu przyjmowany jest najczg$ciej model liniowej sprezystosci
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osrodka gruntowego [163], do okreslenia jego nosnosci lub statecznos$ci nasypu ko-
rzysta si¢ natomiast z rozwiazania opartego na modelu sztywno-plastycznym [76],
[77]. Jes$li natomiast konstrukcja ma by¢ posadowiona na podtozu gruntowym
w pelni nasyconym ciecza, konieczne moze by¢ okreslenie predkosci osiadan, jak
rowniez prognozy wielko$ci osiadan w funkcji czasu. W tym przypadku klasyczny
model liniowej sprezystosci jest juz niewystarczajacy i musi by¢ uzyty przynajmniej
model porosprezystosci Biota. Sytuacja jest podobna w przypadku statecznosci na-
syconego nasypu. Tutaj najczesciej korzysta si¢ z tzw. koncepcji napre¢zenia efek-
tywnego zaproponowanej przez Terzaghiego [35], tzn. procedura jest podobna jak
dla gruntu suchego', z tym ze tensor naprezenia catkowitego zastapiony jest przez
tensor naprezenia efektywnego.

Wszystkie tego typu uproszczenia sa oczywiscie dozwolone, jesli rzeczywiscie
z dopuszczalna tolerancja daja wyniki poprawne. Musza by¢ wigc one weryfikowane
wedhug tzw. ,testowych rozwiazan $cistych” lub — w razie ich braku — na podstawie
danych eksperymentalnych. Jest zatem uzasadnione doskonalenie zaréwno metod
opisu rzeczywistych wtasciwosci mechanicznych osrodkow gruntowych i skalnych,
jak i metod poszukiwania rozwigzan problemow praktycznych.

Powro¢my obecnie do wspomnianej powyzej koncepcji naprezenia efektywnego,
tym razem juz jako powszechnie stosowanego w praktyce, jak réwniez przy tworzeniu
nowych modeli matematycznych (np. Coussy [47], Pietruszczak i Pande [119], [120],
Schrefler i Gawin [139]), narzedzia pozwalajacego uwzgledni¢ hydromechaniczne
sprzgzenie w uktadach: porowate ciato state—ciecz. Koncepcja ta zaktada mozliwos¢
zdefiniowania dla dowolnego osrodka porowatego tzw. tensora efektywnego napreg-
zenia, tj. takiego hipotetycznego tensora naprg¢zenia, ktory spelnia nastgpujace dwie
zasady rownowaznosci (np. Bishop i Blight [34], de Boer i Lade [36], Coussy [47]):

» zasada rownowaznosci odksztafcenia: jesli w makroskopowym zwiazku napre-
zenie—odksztalcenia dla osrodka suchego tensor napre¢zenia catkowitego zostanie za-
stapiony przez tensor naprgzenia efektywnego, to zwiazek staje si¢ zaleznoscia dla
osrodka czg$ciowo lub w pelni nasyconego ptynem;

» zasada rownowaznosci naprezenia: makroskopowy warunek wytrzymatosciowy
(funkcja plastycznosci) dla osrodka w pelni lub czgsciowo nasyconego ptynem mozna
otrzyma¢ z makroskopowego warunku wytrzymatosciowego dla o§rodka suchego, gdy
tensor naprezenia catkowitego w zwiazku dla osrodka suchego zastapiony zostanie
przez tensor napr¢zenia efektywnego.

" Grunt bez cieczy bedzie okreslany mianem grunt suchy, gdyz nienasycony grunt w literaturze
przedmiotu (np. [11]) jest utozsamiany z gruntem czg$ciowo nasyconym, tj. osrodkiem trojfazowym:
szkielet gruntowy—woda—powietrze.



10

Jak tatwo zauwazy¢ z powyzszego sformutowania, koncepcja naprezenia efektyw-
nego pozwala w prosty sposob uwzgledni¢ hydromechaniczne sprzezenie w osrodkach
porowatych przez stosowanie odpowiednich modeli matematycznych oraz metod obli-
czen stosowanych dla ,,0srodkow suchych” i zastapienie tensora naprezenia catkowi-
tego przez tensor napre¢zenia efektywnego, jesli koncepcja ta jest prawdziwa.

W przypadku os$rodkow gruntowych w pelni nasyconych ciecza, niezaleznie od
tego, czy deformacja osrodka jest sprezysta czy plastyczna, jako tensor naprezenia
efektywnego przyjmuje si¢ zwiazek zaproponowany przez Terzaghiego®

o) =05+ pdy, (1.1)
gdzie:
o'; — tensor efektywnego naprezenia,

c

o, — tensor naprgzenia calkowitego,

p  —cisnienie porowe cieczy,
O; — delta Kroneckera.
W przypadku osrodkow skalnych stosuje si¢ zwiazek zaproponowany przez Biota

Oy =05 TPy, (1.2)
gdzie ¢;jest nazywany tensorem wspotczynnikow efektywnego napre¢zenia wedtug Biota.

Nalezy jednak podkresli¢, ze stosowanie zwiazku (1.2) jest umotywowane tylko
w zakresie odksztalcen sprezystych, gdyz jest on bezposrednia konsekwencja teorii
porosprezystosci Biota [31]-[33], a zatem spelnia tylko zasad¢ rownowaznosci od-
ksztalcenia w zakresie deformacji spr¢zystych. Nie ma natomiast wlasciwie zadnych
dowodéw, ze ten zwiazek spelnia zasady: rownowaznosci naprg¢zenia oraz rowno-
wazno$ci odksztalcenia w zakresie deformacji niesprezystych. Wigkszo$¢ autoroéw
prac zwigzanych z analiza powyzszego zwiazku oraz jego waznoscia (m.in. Auriault
i Sanchez-Palencia [18], de Boer i Lade [36], Oka [118]) ogranicza rozwazania tylko
do procesu odksztatcen sprezystych.

W przypadku wigc na przyklad zasady rownowaznosci naprezenia, dla osrodkow
skalnych proponuje si¢ rowniez stosowanie naprezenia efektywnego wedlug Terza-
ghiego [82], badZ ostatnio — naprezenia zdefiniowanego podobnie jak (1.2), z tym ze
znowym tensorem materialowym uwzgledniajacym plastyczne wlasnosci osrodka
porowatego [47]

% Rozciaganie oznaczono jako dodatnie (przeciwnie do stosowanej konwencji w mechanice gruntow
i skal).
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o; =05+ pby;. (1.3)

Innymi slowy — przyjmuje si¢, ze naprezenie efektywne jest rézne w zakresie od-
ksztatcen sprezystych oraz odksztatcen plastycznych.

Podobnie jest (tzn. budzi wiele watpliwosci) z koncepcja naprezenia efektywnego
dla osrodkow czesciowo nasyconych ciecza. Najczgsciej stosowanym zwigzkiem dla
osrodkow gruntowych jest propozycja Bishopa [34]

o} =05 +p,0; — 2(5.) (P, - p.); (1.4)
gdzie:
Pa1p,, —odpowiednio ci$nienie porowe powietrza i wody,
2(S,) —wspotczynnik funkcyjny zalezny od stopnia wilgotnosci osrodka gruntowego,
S, — stopien wilgotnosci.
Bardzo czgsto przyjmuje si¢ rowniez, ze

2(8,)=5, (1.5)

i rozszerza si¢ na dowolne o$rodki porowate (rowniez skaly), w postaci potaczenia
definicji (1.2) z (1.4), nazywajac uogoélnionym tensorem efektywnego naprezenia (np.
[139])

oj =of+al(1-S,)p,+S.p,] (1.6)

Sa oczywiscie jeszcze inne propozycje uwzgledniania wspotobecnoscei fazy gazo-
wej 1 cieczy na posta¢ warunku plastycznosci osrodka porowatego. Przyjmuje si¢ na
przyktad, ze powierzchnia plastycznosci osrodka czgsciowo nasyconego ciecza moze
by¢ okreslona ta sama zalezno$cia jak powierzchnia plastycznosci dla osrodka catko-
wicie nasyconego, z tym ze z dodatkowym parametrem zwanym ssaniem macierzy-
stym (p,—p,,) bedacym parametrem wzmocnienia izotropowego [9], [11]

f(ogf + P05 P, —pw)ﬁ 0. (1.7)

Jesli powierzchnia plastycznosci w warunku (1.7) jest reprezentowana przez
warunek Coulomba—Mohra, to wzmocnienie izotropowe moze by¢ rowniez zinterpre-
towane matematycznie jako wzmocnienie kinematyczne, a wobec tego, w takim przy-
padku zwiazek (1.7) jest rownowazny koncepcji naprezenia efektywnego w postaci
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(1.4). Jesli jednak warunek (1.7) wykorzystuje, coraz czeSciej stosowany (np. [9],
[45], [82]), model zamknigtej powierzchni plastycznosci, to sformutowania (1.4)
i (1.7) nie sa sobie rownowazne.

Przedstawione rozne sformutowania matematyczne tensora naprgzenia efektywne-
go wskazuja jednoznacznie, ze pojgcie tensora naprezenia efektywnego musi by¢
rozumiane tylko jako koncepcja, a nie prawo fizyczne. Nalezy podkresli¢, ze koncep-
cje naprezenia efektywnego Terzaghi zaproponowal pierwotnie tylko dla osrodkow
gruntowych w petni nasyconych woda. Obecnie, jak bezposrednio wynika z powyz-
szego przedstawienia, jest rowniez stosowana zaréowno dla osrodkow gruntowych
czgSciowo nasyconych ciecza, jak i dla osrodkow skalnych w petni i czgSciowo nasy-
conych ciecza, oczywiscie z pewnymi modyfikacjami. Wykorzystywanie wigc kon-
kretnego sformulowania matematycznego napre¢zenia efektywnego, zarbwno w pro-
jektowaniu, jak i modelowaniu matematycznym wymaga udowodnienia, ze dany
zwiazek rzeczywiscie spetnia omowione powyzej zasady rownowaznosci naprezenia
i odksztatcenia.

Jak dotychczas takich jednoznacznych dowodow, zarowno na podstawie rozwazan
teoretycznych, jak i wynikow badan eksperymentalnych, nie ma. Wyjatkiem jest napre-
zenie efektywne wedtug Terzaghiego dla o$rodkow gruntowych w pelni nasyconych
ciecza, gdzie wyniki badan laboratoryjnych jednoznacznie potwierdzaja mozliwos¢ jego
stosowania. W przypadku natomiast osrodkow porowatych czesciowo nasyconych cie-
cza, jak i w pelni nasyconych ptynem os$rodkow skalnych, zagadnienie naprgzenia efek-
tywnego jest sprawa otwarta, zwlaszcza zasada rownowaznoS$ci naprezenia.

Rowniez w zakresie deformacji sprezystych nasyconych osrodkow skalnych jest wie-
le kontrowersji odnosnie chociazby wartosci tensora wspotczynnikow efektywnego na-
prezenia wedtug Biota lub bardziej doktadnie — jakie cechy osrodka skalnego determinuja
okreslone wartosci sktadowych tego tensora (np. de Boer i Lade [36], Oka [118]).

Prawdopodobnie pierwszym wilasnie byl Biot [32], ktory — w celu pokazania
,»przejscia” od jego opisu matematycznego procesu konsolidacji (deformacje sprezy-
ste) do opisu konsolidacji wedtug Terzaghiego — przyjal, ze czastki osrodka grunto-
wego mozna traktowac jako niescisliwe. Rzeczywiscie, przy takim zalozeniu wartosé¢
wprowadzonego przez Biota wspotczynnika naprezenia efektywnego jest rowna jed-
nosci i forma naprezenia efektywnego (1.2) redukuje si¢ do naprezenia efektywnego
wedtug Terzaghiego (1.1). Takie zalozenie, z punktu widzenia wtasno$ci sprezystych
materiatu tworzacego szkielet gruntowy, moze by¢ jednak akceptowalne tylko dla
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mineralu kaolinitu (wspolczynnik Poissona v = 0,45 [131]). Wigkszo$¢ osrodkow
gruntowych charakteryzuje si¢ jednak wspolczynnikiem naprgzenia efektywnego bli-
skim warto$ci jeden (np. dla piasku luznego o= 0,9987 [131]). Z drugiej strony, wiele
skat o prawie identycznym sktadzie mineralnym jak odpowiadajace im osrodki grun-
towe charakteryzuje si¢ warto$cia omawianego wspotczynnika duzo mniejsza od jed-
nos$ci (np. dla kwarcytu o = 0,08 [131]). Podstawowa roéznice migdzy tymi osrodkami
stanowi przede wszystkim — w szerokim rozumieniu — ich mikrostruktura.

W opisie makroskopowym mikrostruktura najczesciej jawnie nie wystepuje, jest
natomiast ,,ukryta” pod warto$ciami parametréw efektywnych opisu makroskopowego
procesu. Wobec tego, aby analizowac konkretne warto$ci parametrow efektywnych
oraz ich zmienno$¢, nalezy analizowa¢ wptyw mikrostruktury na ich wartosci. Wydaje
si¢ wiec, ze prawidtowe przejscie od opisu Biota do opisu Terzaghiego jest wlasnie
przez uwzglednienie mikrostruktury tych o$rodkow. Analiza taka moze da¢ réwniez
odpowiedz, dlaczego zwiazek (1.1) dla osrodkéw gruntowych sprawdza si¢ rowniez
w zakresie deformacji plastycznych, natomiast zwiazek (1.2) dla skat — nie.

Ponadto, w przypadku osrodkéw gruntowych czy skalnych, wyniki badan labora-
toryjnych konkretnych cech mechanicznych tych osrodkéw otrzymywane sa najcze-
sciej jako wyniki makroskopowe, gdyz wymiar uzytej do badan probki jest zdecydo-
wanie wigkszy od wymiaru pojedynczej niejednorodnosci. Roéwnoczesnie wiele cech
mechanicznych osrodkéw gruntowych i skalnych oraz procesow fizycznych w nich
zachodzacych jest dobrze znanych i opisanych na poziomie niejednorodnosci, np.
cechy sprezysto-plastyczne poszczegélnych sktadnikéw tych osrodkéw, proces prze-
ptywu plynu, procesy sorpcji i pgcznienia, jak roOwniez prawa na powierzchniach: roz-
dziatu faz, kontaktow migdzyziarnowych, kontaktow migdzyblokowych (w przypadku
masywow spekanych blokowo). Jest wigc wazne, aby posiada¢ narzedzie umozliwia-
jace dedukcje makroskopowych wlasnosci analizowanych o$rodkdéw z ich opisu mi-
kroskopowego.

Mozliwos¢ takich analiz teoretycznych daje, jak sygnalizowano juz wczesniej, me-
toda homogenizacji. Dlatego wydaje sig nie tylko uzasadnione, ale rowniez wskazane
wprowadzanie tego narzgdzia modelowania matematycznego do mechaniki gruntow i
skat.
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1.2. Cel 1 zakres pracy

Przedstawione w poprzednim podrozdziale rozwazania mialy zwroci¢ z jednej
strony uwage na istniejace rézne sposoby modelowania matematycznego procesOw
fizycznych zachodzacych w osrodkach porowatych, z drugiej zas — na coraz czegsciej
pojawiajaca sig¢ konieczno$¢ uwzgledniania w opisie matematycznym procesOw za-
chodzacych w o$rodkach gruntowych i skalnych ich dyskretnej struktury wewngtrzne;.
Stwierdzono, ze metoda homogenizacji daje taka mozliwos$¢. Ponadto, poniewaz me-
toda homogenizacji polega na matematycznie uzasadnionym przenoszeniu informacji
dostepnej na poziomie niejednorodnosci do skali zastosowan inzynierskich, pozwala
ona rowniez na dedukcje ekwiwalentnego opisu makroskopowego (przyblizonego)
rozwazanego procesu z jego odpowiedniego opisu mikroskopowego. Umozliwia to
bardziej szczegétowe badanie, interpretacje oraz wnioskowanie o naturze i przebiegu
procesow zachodzacych w materiale.

Celem niniejszej pracy jest wigc:

» przedstawienie praktycznych zasad stosowania, wlasciwos$ci oraz zalet (rowniez
stabosci) metody homogenizacji w zastosowaniu do mechaniki gruntow i skat, przez
analize wybranych zagadnien geotechnicznych,

» na postawie metody homogenizacji, dokonanie poglgbionej (niejednokrotnie
nowej) analizy znanych procesow fizycznych zachodzacych w osrodkach gruntowych
i skalnych majacych fundamentalne znaczenie w praktyce inzynierskie;j.

W szczegolnosci:

1. Identyfikuje si¢ parametry mikrostruktury osrodka porowatego wplywajace na
wartosci statych materialowych teorii porosprezystosci Biota. Stale te, w wyniku zasto-
sowania procedury homogenizacji, sa zdefiniowane jako usrednione wartosci rozwiazan
odpowiednich zagadnien brzegowych sformutowanych na poziomie niejednorodnosci.
Umozliwia to analiz¢ wplywu geometrii przestrzeni porowej oraz parametrow sprezysto-
$ci materiatu szkieletu na wartos$ci stalych materiatowych teorii Biota. Okazuje sig¢, mig-
dzy innymi, ze ,,przejscie” od opisu porosprezystosci Biota do opisu konsolidacji wedtug
Terzaghiego zachodzi nie tylko wtedy, gdy szkielet jest niescisliwy, ale jest mozliwe przy
odpowiednio rozbudowanej przestrzeni porowej i rownoczesnie Scisliwym szkielecie.

2. Analizuje si¢ wazno$¢ oraz zakres stosowalnosci koncepcji naprezenia efek-
tywnego w zakresie deformacji niesprezystych. W tym przypadku nasycony osrodek
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porowaty traktuje si¢ jako ukltad: szkielet zbudowany z materiatu sprezysto-plastycz-
nego oraz niescisliwa lepka ciecz Newtona wypetniajaca przestrzen porowa. Koncepcje
naprezenia efektywnego weryfikuje si¢ przez procedurg poréwnawcza tzw. zwiazkow
lokalizacyjnych naprgzenia zapisanych dla ciata suchego oraz dla ciata nasyconego
ptynem. W wyniku analizy stwierdza sig, ze dla dowolnego osrodka porowatego oraz
dowolnej historii obciazenia koncepcja napr¢zenia efektywnego nie jest prawdziwa.
Formutuje si¢ ogolna strukture opisu matematycznego deformacji plastycznych nasy-
conych osrodkéw porowatych.

3. Rozpatruje si¢ deformacje sprgzyste nasyconego plynem osrodka porowatego,
ktorym towarzysza zjawiska sorpcji oraz pgcznienia sorpcyjnego. Nasycony ptynem
osrodek porowaty traktuje si¢ jako osrodek o tzw. hierarchicznej strukturze, tzn. wy-
roéznia si¢ w nim dwa zakresy pordéw, determinujace rézne opisy matematyczne prze-
ptywu przez nie plynu. Dla malych $rednic poréw (mikropordw) przyjmuje si¢, ze
ruch plynu w przestrzeni porowej jest opisany prawem dyfuzji molekularnej Ficka,
natomiast dla poréw o stosunkowo duzych srednicach — rownaniami Stokesa dla cie-
czy lepkiej. W efekcie, na poziomie niejednorodnosci, szkielet wraz z mikroporami
traktuje si¢ jako osrodek ciagly opisany réwnaniami dyfuzosprezystosci oraz ptyn
w makroporach jako lepka ciecz Newtona. Opis ten uzupetniaja prawa na powierzchni
rozdziatu faz, tj. warunki ciaglosci oraz warunek rownowagowy w postaci izotermy
sorpcji. Zastosowanie procedury homogenizacji prowadzi do ekwiwalentnego makro-
skopowego opisu procesu.

4. Przedstawia si¢ przyktady zastosowania metody homogenizacji jako narzedzia
obliczeniowego uzytecznego w bezposredniej praktyce inzynierskiej. Omawia sig,
miegdzy innymi, okreslanie parametrow efektywnych deformacji sprezystych oraz pla-
stycznych (no$no$¢ graniczna) spgkanego blokowo masywu skalnego oraz masywu
skalnego o strukturze warstewkowej. Ponadto omawia si¢ metode okreslania granicz-
nej powierzchni plastycznosci (no$nosci granicznej) dla gruntu zbrojonego.

Material zawarty w pracy podzielono na siedem rozdziatow. Rozdziat 2. poswig-
cono omoéwieniu podstawowych: zasad, wlasciwosci oraz technik homogenizacji.
Omawia si¢, miedzy innymi, matematyczne sformutowanie metody homogenizacji,
jak rowniez przedstawia si¢ jej sformulowanie, okreslane jako metoda wygtadzania.
Szczegbdlna uwage poswigcono metodzie asymptotycznej homogenizacji dla osrodkow
periodycznych. Przedstawia si¢ rowniez niektore metody szacowania wartoSci para-
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metréw efektywnych dla losowych osrodkéw liniowych oraz nieliniowych.

W rozdziale 3. zanalizowano nasycony niesci§liwym ptynem liniowo-sprezysty
os$rodek porowaty. Jak powszechnie wiadomo, w skali zastosowan inzynierskich pro-
ces deformacji takiego os$rodka jest okre§lony rownaniami teorii porosprgzystosci
Biota. W rozdziale tym, korzystajac z metody asymptotycznej homogenizacji, ,,odtwa-
rza” si¢ najpierw zwiazki teorii Biota z opisu matematycznego zapisanego na pozio-
mie niejednorodnosci. Nastgpnie, na podstawie otrzymanych z teorii homogenizacji
definicji statych materiatlowych teorii Biota, identyfikuje si¢ parametry mikrostruktury
determinujace wartosci tych stalych. Prezentowane w tym rozdziale stwierdzenia ilu-
struje si¢ przyktadami obliczen numerycznych.

Fundamentalne wyniki dla praktyki inzynierskiej, jak rowniez do dalszych badan
naukowych zwiazanych z nasyconymi o$rodkami porowatymi, przedstawiono w roz-
dziale 4., gdzie analizowany jest nasycony osrodek sprezysto-plastyczny. W rozdziale
tym sprawdza si¢ przede wszystkim wazno$¢ oraz zakres stosowalno$ci omdwionej
juz wczesniej koncepcji naprezenia efektywnego. W tym celu formutuje si¢ dla nasy-
conych osrodkéw porowatych energetyczna zasad¢ makrojednorodnosci, bedaca od-
powiednikiem zasady makrojednorodnosci Hilla, stosowana dla wielosktadnikowych
(ale jednofazowych) ciat statych. Wykorzystanie tej zasady prowadzi do prawa lokali-
zacji naprezenia dla nasyconego osrodka porowatego. Dzigki analizie porownawczej
praw lokalizacji naprezenia dla osrodka suchego oraz nasyconego sprawdza si¢ zakres
waznosci 1 stosowalno$ci koncepcji naprezenia efektywnego. W ogolnosci udowadnia
sig, ze dla dowolnego osrodka porowatego hipotetyczny tensor naprezenia efektywne-
go nie moze by¢ zdefiniowany. Zaktadajac stowarzyszone prawo plastycznego ptynig-
cia dla materialu tworzacego szkielet osrodka porowatego, wyprowadza si¢ ogdlna
strukture opisu matematycznego deformacji plastycznych nasyconych osrodkéw po-
rowatych. Analizowane sa rowniez, wazne dla praktyki inzynierskiej, mozliwe
uproszczenia proponowanego opisu matematycznego.

Rozdziat 5. to analiza nasyconych ptynem osrodkow skalnych, w ktorych proce-
sowi przeptywu plynu towarzyszy zjawisko sorpcji oraz pgcznienia sorpcyjnego. Na
poziomie niejednorodnosci szkielet osrodka porowatego wraz z zasorbowanym
w mikroporach ptynem modeluje si¢ zwiazkami dyfuzosprezystosci, natomiast ptyn
w makroporach — jako lepka ciecz Newtona. W wyniku, po zastosowaniu procedury
homogenizacji, otrzymuje si¢ komplet rownan opisu makroskopowego, bedacy sprze-
zeniem réwnan dyfuzospregzystosci i porosprezystosci Biota, z dodatkowym efektem
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pamigci. Otrzymany model matematyczny zweryfikowano na podstawie wynikow
badan laboratoryjnych prezentowanych w literaturze przedmiotu.

Zastosowania metody homogenizacji w bezposredniej praktyce inzynierskiej
przedstawia si¢ w rozdziale 6. Rozpatruje si¢ miedzy innymi deformacje sprezyste
spekanego blokowo masywu skalnego oraz masywu skalnego o strukturze warstew-
kowej. W przypadku spekanego blokowo masywu skalnego przyjmuje sig, ze od-
ksztalca si¢ on tylko na skutek deformacji wystepujacych na powierzchniach kontaktu
miegdzy blokami, same bloki traktuje si¢ natomiast jako nieodksztatcalne. Pozwala to
na sformutowanie prostej metody obliczeniowej okreslania parametréow efektywnych
takiego osrodka. Skaty o strukturze warstewkowej analizuje si¢ pod katem ich efek-
tywnych wlasnosci sprezystych, jak i plastycznych (no$no$¢ graniczna). Ilustracja
przeprowadzonych rozwazan dla skat warstewkowych sa, okreslone metoda homoge-
nizacji, wlasciwosci efektywne skat fliszu karpackiego, tj.: parametry sprezystosci
oraz graniczna powierzchnia plastycznosci (no$nos¢ graniczna). Rozdziat ten konczy
analiza no$nosci granicznej gruntu zbrojonego. Efektywnos¢ proponowanych metod
ilustruje si¢ przyktadami obliczeniowymi.

Wnhnioski i uwagi koncowe, wynikajace z przedstawionych w pracy rozwazan teo-
retycznych, stanowia rozdziat 7.

W pracy przyjeto konwencje znakowania zgodna z klasyczna mechanika osrodka
ciaglego, tj. rozciaganie jako dodatnie. Wektory, tensory sa wyrdzniane przez wpro-
wadzenie odpowiedniej liczby wskaznikow:

u; — sktadowa wektora,

u; — skladowa tensora drugiego rzedu,

u;w — sktadowa tensora czwartego rzedu.

Stosowana jest réwniez umowa sumacyjna Einsteina, tzn. powtarzajace si¢ wskaz-

niki (tzw. nieme) oznaczaja sumowanie, np.
Ok =018 T 0, T 03, &5

W calej pracy zaktada si¢ ponadto, ze do opisu deformacji ciata stalego ma zasto-
sowanie teoria matych odksztatcen (liniowo$¢ geometryczna).
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2. Metoda homogenizacji
— podstawowe zasady 1 techniki

Przed przystapieniem do szczegdtowego omoéwienia metody homogenizacji rozpa-
trzmy najpierw pewne abstrakcyjne zagadnienie. Zatdzmy, Ze interesuje nas znalezie-
nie rozwiazania zagadnienia brzegowego sformulowanego dla pewnego niejednorod-
nego osrodka, w ktorym warunki brzegowe zadane sa np. w postaci przemieszczen.
Przyjmijmy rowniez, ze rownania konstytutywne okreslajace zachowanie si¢ poszcze-
gblnych sktadnikow tego osrodka sa takie, ze wraz z warunkami ciagtosci na po-
wierzchniach kontaktu migdzy tymi sktadnikami implikuja istnienie i jednoznaczno$é
rozwigzania analizowanego zagadnienia brzegowego. Jesli liczba niejednorodnosci
w rozwazanym osrodku jest niewielka, to znalezienie rozwigzania tego zagadnienia
jest, oczywiscie, mozliwe badz analitycznie, badz numerycznie. Jesli jednak liczba
niejednorodnosci jest bardzo duza, to rozwiazanie analityczne jest najczes$ciej niemoz-
liwe, a rozwiazanie numeryczne coraz bardziej czasochtonne i wraz ze wzrostem licz-
by niejednorodnosci — coraz bardziej niestabilne.

Obserwacja cial rzeczywistych wskazuje, ze reakcja materiatu niejednorodnego
(o bardzo duzej liczbie niejednorodnosci) jako catosci, po odpowiednim usrednieniu
jest taka, jak gdyby materiat byt jednorodny. Wobec tego, w celu okreslenia rozwiaza-
nia zagadnienia brzegowego sformulowanego dla os$rodka niejednorodnego o duzej
liczbie niejednorodnosci, zastgpuje si¢ ten osrodek hipotetycznym osrodkiem jedno-
rodnym, ktoérego zachowanie pod wpltywem zadanych wymuszen jest rOwnowazne
odpowiednio usrednionemu zachowaniu rozwazanego osrodka niejednorodnego.

W praktyce oznacza to zatozenie o tzw. makrojednorodnosci os$rodka, tzn. ze
z punktu widzenia obliczen inzynierskich osrodek taki moze by¢ traktowany jako jed-
norodny. W przypadku osrodkéw gruntowych i skalnych hipoteza ta jest podstawa,
w zasadzie wszystkich stosowanych w geotechnice metod obliczeniowych.

Celem metody homogenizacji jest sformulowanie dla zadanego osrodka niejedno-
rodnego réwnowaznego mu w sensie ,,Sredniego zachowania” osrodka jednorodnego.
Innymi stowy, metoda homogenizacji poszukuje ekwiwalentnego opisu makroskopo-
wego rozwazanego procesu, gdy znany jest catkowicie opis tego procesu w osrodku
mikroniejednordnym'. W skali mikro musza zatem by¢ dane:

» rownania rownowagi dla kazdej fazy (kazdego sktadnika) uktadu,

» warunki brzegowe na granicy rozdziahu faz,

"W celu wyréznienia opisdw: matematycznego, uwzgledniajacego niejednorodny charakter osrodka,
od matematycznego dla ekwiwalentnego o$rodka jednorodnego, opisy te sa okre§lane odpowiednio ter-
minami: mikroskopowy i makroskopowy. Ponadto, poniewaz analizuje si¢ osrodki niejednorodne, dla
ktorych zaktada si¢ mozliwo$¢ zdefiniowania odpowiedniego o$rodka makroskopowo jednorodnego,
wobec tego nazywa si¢ je mikroniejednorodnymi, aby podkresli¢ ich dyskretny charakter, a zarazem
makroskopowa jednorodnosc¢.
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» zwiazki konstytutywne wraz z parametrami,
» geometria.

Proces homogenizacji musi da¢ w skali makroskopowej [13]:

» réwnania rownowagi,

» zwiazki konstytutywne wraz z parametrami efektywnymi,

» prawo lokalizacji, tzn. zwiazek pozwalajacy okresli¢ wszystkie pola fizyczne na
poziomie mikroskopowym, gdy znane sa makroskopowe pola fizyczne.

W przypadku rzeczywistych o$rodkow (np.: grunty, skaty) geometria mikrostruk-
tury, ze wzgledu na losowy charakter tych osrodkow, nie jest doktadnie znana. Zagad-
nienie wyznaczenia (tj. wyczerpujaca charakterystyka) parametrow efektywnych,
w takim przypadku, prowadzi do nieskonczonej hierarchii rownan dla funkcji momen-
towych charakteryzujacych wtasnosci osrodka [145], ktorych dokladne wyznaczenie
jest bardzo trudne lub wrecz niemozliwe. W przypadku os$rodkow losowych, ze
wzgledu na brak pelnej informacji statystycznej o osrodku, pojgcie okreslania warto$ci
parametrow efektywnych rozumiane jest zatem w sensie oszacowan tych wartosci
w terminach najprostszych charakterystyk pol losowych — wartos¢ przecigtna, objetosc
frakcyjna poszczegolnych sktadnikéw osrodka itp.

Metodologicznie proces homogenizacji formutowany jest w literaturze przedmiotu na
dwa sposoby (np.: Hornung [74], Auriault i Caillerie [17], Bielski i Telega [30]). Pierw-
sze sformulowanie opiera si¢ na pojgciu tzw. reprezentatywnej elementarnej objgtosci
(REO) i polega na objetosciowym usrednieniu, w obrebie tej elementarnej objgtosci,
analizowanych pdl fizycznych. W rezultacie silnie nieciagle pola fizyczne opisu mikro-
skopowego, poprzez proces usrednienia ulegaja wygladzeniu, stad nazwa — metoda
wygladzania. Drugie sformulowanie jest okreslane jako matematyczna teoria homogeni-
zacji. Tym razem, w przeciwienstwie do metody wygladzania, proces przejicia z opisem
matematycznym ze skali mikroskopowej do makroskopowej dokonuje si¢ poprzez para-
metryzacj¢ opisu matematycznego parametrem & > 0, bedacym parametrem skali (np.
reprezentujacym typowy wymiar porow), a nastgpnie poprzez zadanie, aby £ — 0.

W niniejszym rozdziale przedstawiono i omoéwiono: zasady, wlasno$ci oraz rézne
techniki homogenizacji, ze szczegdlnym uwzglednieniem przydatno$ci ich do analizy
procesow zachodzacych w osrodkach gruntowych i skalnych.

2.1. Metoda wygtadzania

Podstawowym zatozeniem teorii homogenizacji, interpretowanej w sensie me-
tody wygtadzania, jest postulat o0 mozliwos$ci zdefiniowania w rozwazanym o$rodku
mikroniejednorodnym tzw. reprezentatywnej elementarnej objetosci (REO). Przez
pojecie to rozumie si¢ najmniejsza objetos¢ rozwazanego osrodka, ktdra zawiera
wszystkie informacje potrzebne do kompletnego opisu struktury i wtasnosci catego
materiatu [50].
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Do uwzglednienia statystycznej natury mikrostruktury o$rodkéow losowych REO
musi by¢ odpowiednio duzy, aby by¢ statystycznie reprezentatywnym, tzn. musi za-
wiera¢ wszystkie elementy mozliwych mikrostrukturalnych konfiguracji osrodka.
Oznacza to, ze REO powinien zawiera¢ bardzo duza liczbg wystepujacych w osrodku
niejednorodnosci, takich jak ziarna, wtracenia, pory, spgkania itp. [S5]. Roéwnoczesnie
REO musi by¢ odpowiednio maty w stosunku do calej objetosci osrodka, aby mozna
byto zdefiniowac ekwiwalentny osrodek makroskopowo jednorodny.

Proces przejscia ,,mikro—makro” jest oparty na operacji usredniania, tzn. jesli u(y)
jest rozwazanym polem fizycznym opisu mikroskopowego, to zaklada sig, ze stowa-
rzyszona z nia wielko$cia opisujaca to pole w skali makroskopowej jest jego usred-
niona wartosc, tj.

1
<u>(x)=m [uymex=y)av, @1

VREO

gdzie:
|| Vreo || — miara objgtosci REO,

m(y) — pewna funkcja wagi.

W wyniku procesu usrednienia, reprezentatywnej objetosci osrodka, cechujacej si¢
wielofazowym skladem i niejednorodna struktura, przypisuje si¢ w hipotetycznym
ekwiwalentnym os$rodku jednorodna strukturg, w ktorej kazdy punkt przestrzeni jest
zajmowany przez wszystkie fazy rownoczesnie (rys. 2.1). Ponadto, jak tatwo zauwa-
zy¢ ze zwiazku (2.1), w procesie wygladzania wyrdznia si¢ dwie rodziny zmiennych
fizycznych, tzn.: zmienne makroskopowe opisujace stan osrodka jednorodnego, ktore-
go wlasciwosci poszukujemy, oraz zmienne mikroskopowe — opisujace stan osrodka
w obrebie REO (rys. 2.2).

Najczesciej zmienne makroskopowe sa reprezentowane przez Srednie objgtoscio-
we odpowiadajacych im zmiennych mikroskopowych. W przypadku gestosci $rednia
ta poprawnie definiuje, w sensie fizyki, zmienna makroskopowa. W przypadku jednak
pola naprezenia zmienna makroskopowa powinna reprezentowac wartosc sity przypa-
dajacej na jednostkg powierzchni, a wobec tego powinna by¢ wartoscia $rednig napre-
zenia w skali mikro przypadajaca na jednostke powierzchni. Podobnie jest, gdy rozpa-
trujemy predkos¢ filtracji cieczy przez osrodek porowaty. Wielko$s¢ makroskopowa
powinna reprezentowac strumien, a wigc powinna by¢ $rednia po powierzchni.

Poprawny proces wygtadzania musi prowadzi¢ do opisu makroskopowego wyra-
zonego przez wlasciwe, z punktu widzenia fizyki, zmienne.

W celu pelnego przejscia z jednej skali obserwacji do drugiej, w wigkszosci przy-
padkow, opis mikroskopowy musi by¢ uzupeliony o warunki brzegowe na granicy
REO - reszta materiatu. Warunki te muszq odzwierciedlac, najwierniej jak to mozliwe,
rzeczywisty stan REO wewnaqtrz rozwazanego materiatu — pisze Suquet [150].

Wprowadzenie konkretnej formy warunkow brzegowych do opisu lokalnego moz-
na rowniez interpretowac¢ jako natozenie ograniczenia na klas¢ mozliwych oddziaty-



19

wan miedzy REO a reszta materialu. Z tego wzgledu ograniczenie to jest czesto nazy-
wane hipoteza zamykajaca, gdyz umozliwia ono wydzielenie REO od reszty rozwaza-
nego materialu i zawezenie analizy zachowania si¢ materiatu do analizy tylko REO.

ekwiwalentny o$rodek
jednorodny (naktadajace sig

kontinua)
kontinuum )
cialo state |  kontinuum

wielofazowy osrodek porowaty

ciecz

kontinuum
gaz

opis matematyczny procesu
na poziomie niejednorodnos$ci

(skala mikroskopowah)xﬁE

O 1 'hipo"ceza zarﬁykajaca

J

O
X
Lszkielet \ \—gaz

— ciecz

metoda homogenizacji

Rys. 2.1. Schemat metody wygtadzania
Fig. 2.1. Schematic of a smoothing method
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proces lokalizacji

proces usredniania [

Reprezentatywna elementarna objetosé >

Ekwiwalentny oSrodek jednorodny

v v
Zmienne mikroskopowe Zmienne makroskopowe
Vi — wspolrzedna przestrzenna X; — wspotrzedna przestrzenna
o(y) — tensor naprezenia <o (y)> - tensor naprgzenia
P (¥) —gestos¢ <p (y)> — gestosé
v(y) —wektor predkosci <v (y)> - wektor predkosei

Rys. 2.2. Dwie rodziny zmiennych fizycznych definiowane w metodzie wygtadzania
Fig. 2.2. Two families of physical variables defined in a smoothing method

Uzupehienie opisu lokalnego o warunki brzegowe na granicy REO umozliwia
rowniez okreslenie prawa lokalizacji, tj. zaleznosci pozwalajacej na obliczanie warto-
$ci i rozktadéw mikroskopowych pdl fizycznych, gdy dane sa wartosci makroskopo-
wych zmiennych fizycznych i — oczywiscie — petna informacja o mikrostrukturze.

Najczesciej stosowang hipoteza zamykajaca w analizie kompozytowych ciat sta-
tych jest warunek jednorodnego stanu naprezenia lub odksztatcenia [56], [72], [152].
Wprowadzenie takiej formy hipotezy zamykajacej jest jednak zasadne tylko wtedy,
gdy rozmiar pojedynczej niejednorodnosci jest duzo mniejszy od rozmiarow REO
[132]. W przypadku o$rodkéw periodycznych, tzn. o strukturze wygenerowanej przez
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warunek periodyczno$ci z pojedynczej komorki (REO), jako warunek brzegowy wy-

korzystywana jest lokalna periodyczno$¢ rozwazanych pol fizycznych [23], [137].
Ponizej przedstawiono dwie podstawowe techniki metody wygtadzania. Pierwsza

z nich jest stosowana do analizy proceséw przeplywu przez osrodki porowate, druga

natomiast — do analizy wlasnosci zastgpczych (efektywnych) kompozytowych ciat
statych.

2.1.1. Metody objgtosciowego 1 wagowego usredniania

Jednymi z powszechniej stosowanych metod w mechanice osrodkow wielofazo-
wych sa metody wagowego i objetosciowego usredniania (np. Cushmann [48], Ene
i Polisevski [59], Gilbert [65], Nigmatulin [115]). Oméwienie tych technik rozpocz-
niemy od przedstawienia metody wagowego usredniania, gdyz druga metoda jest jej
szczegolnym przypadkiem.

Niech m(y) jest funkcja parzysta, dodatnia, z nosnikiem zwartym w D(0), taka ze
(rys. 2.3)

[m(y)ar=o. (2.2)
D(0)
A
U RE
//V':-E N X
/, p W
// 0y D(X)
| ‘.‘
\ n X
\\ /}’ 2y
' / Y,

f————i
D(0)

Rys. 2.3. Zmiana skali obserwacji przez splot
wzgledem zmiennej przestrzennej z funkcja wagi m(y)
Fig. 2.3. Change of the observation scale by the spatial

convolution with a weight function m(y)
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Z definicji wielkos$cia makroskopowa stowarzyszona z dana wielkos$cia mikrosko-
powa g“(y) jest splot ze wzglqdu na zmienna przestrzenna

m(g? () (v))=(g°) (x) _[h“ “(v)m(x—y)av, (2.3)

gdzie h“(y) — funkcja charakterystyczna dla fazy « zajmujacej objgtos¢ V, < Viro,
zdefiniowana nastgpujaco

1 dla yeV,,
79 (v) = @ 2.4
) {0 dla yeg/V,. @4)

Prawa transformacji ,,mikro—-makro” w metodzie wagowego usredniania sa bezpo-
srednia konsekwencja definicji (2.3) oraz regut r6zniczkowania. Wyprowadzenie ich,
dla przypadku osrodka dwufazowego, przedstawiono ponize;.

Rozwazamy osrodek dwufazowy zbudowany z fazy « oraz fazy f. Rozklad faz
w oérodku okreélaja funkcje charakterystyczne 4%(y) i #*(y). Zmienna mikroskopowa
transformowana do skali ,,makro” jest w(y), ktora dla ré6znych faz wystepujacych
w osrodku ma wartosci

Vo) {ha(yw):w whriea. s

W)y (v)=v’ wfazie B.

Zgodnie z definicja (2.3)

m*[a—*”]=D!x){ha<y>M+hﬂ(y>M}m<x—y>dv. 26)

oy; y; oy;

Prawa strong powyzszej rOwnosci mozna rowniez przedstawic nastgpujaco

| {h“(y)w+ W (y)w} m(x—y)dv

Dx) ; ;

- {ha(y)at//“(y)m(x—y)+hﬁ(y)5v/ﬂ(y)m(x—y)}
D(x)

y; o,

o T e e @)
( i

co — po zastosowaniu twierdzenia Greena do pierwszej catki po prawej stronie — pro-
wadzi do
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I {ha(y)—aw(y)+hﬂ(y)—awﬂ(y)}m(x—y)dV

D(x) ; ;

= [y G)m (= y)nas + [y ()m(c=y)nfas+ [{y" —y” |m(c~y)nPas

A% 48 rof
“(,) B () oy h (O (x =)
- [ Oy 0)+ 1 )y (y)}TdV' (2.8)
D(x) i

W zwiazkach tych wykorzystano oznaczenia (rys. 2.4a):
A% —brzeg obszaru D(x) nalezacy do fazy «,
AP — brzeg obszaru D(x) nalezacy do fazy f,
I'*? — powierzchnia rozdziahu faz,
n® - jednostkowy wektor normalny do powierzchni A%,
n”  — jednostkowy wektor normalny do powierzchni 47,
n? — jednostkowy wektor normalny do powierzchni rozdziatu faz 7 skierowany od
fazy a w kierunku fazy £.
Catki po brzegach: 4% i A” sa rowne tozasmos$ciowo zeru (funkcja wagi m(x — y)
jest z no$nikiem zwartym w D(0), czyli m(x — y) = 0 dla punktow nalezacych do 4
i 4%). Wobec tego, wykorzystujac (2.6) oraz (2.8), mozemy zapisaé

m*(g_)f]:[;[ﬁ{ v —y” }m(x—y)nf’ﬂdS

- | () () +h* () y” (y)}w dv. (2.9)
D(x) i

Obliczmy teraz pochodna czastkowa po makroskopowej zmiennej przestrzennej x
z makroskopowej wielkosci m *y. Ponownie, zgodnie z definicja (2.3), mamy

Z )= [ Ol O O O - )av. @10

i X plx)

Tym razem jest to pochodna czastkowa z catki po zmiennym obszarze catkowania,
gdyz przy zmianie x — x + dx ulegt rowniez przesunigciu obszar catkowania z D(x)
na D(x + dx) (rys. 2.4b). Jest to wigc tzw. ,,pochodna $ledzaca” [61], z tym ze ,,Sledzo-
ne” sg nie czasteczki materialne, ale obszar catkowania. Pochodna ta jest wigc zdefi-
niowana jako nastgpujaca granica
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aixl(m *y)= Jim dx% D(x[icl;"(y)t//"(y)+ W ()’ (v))m (x-y)dv

Rys. 2.4. Reprezentatywna elementarna objgtos¢ rozwazanego osrodka dwufazowego (a),
geometryczna interpretacja pochodnej czastkowej po makroskopowej zmiennej przestrzennej (b),
geometryczna interpretacja pochodnej czastkowej po czasie (c)

Fig. 2.4. Representative elementary volume of two-phase medium considered (a),
geometrical interpretation of partial macroscopic space derivative (b),
geometrical interpretation of partial time derivative (c)
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W réznicy w nawiasie ma udziat obszar bedacy obszarem wspdlnym D(x) i D(x + dx)
oraz obszar, gdzie D(x) i D(x + dx) sa odmienne [61]. Udziat obszaru wspdlnego
w pochodnej jest rowny

[ {00 0)en () () 282 gy @12)
D(x) Xi
udzial drugiego obszaru pochodzi natomiast z wartosci  (y)m(x — y) na brzegu po-
mnozonej przez objetos¢, przez ktora przeszly czasteczki brzegu przy przesunigeiu
0 dx. Przemieszczenie punktu brzegu obszaru D(x) wynosi dx, a wigc objgtos¢, przez
ktora przeszly czasteczki elementu powierzchniowego dS, jest rowna dxn; Udziat

obszaru D(x) U D(x + dx) —D(x) N D(x + dx) w pochodnej jest zatem réwny

[ )m(=y)nras+ [u’ (v)m(x=y)nfas. (2.13)
A% 4P

Ostatecznie wige uzyskujemy

Zmew)= [ {0 0per ) )

D(x) 4

+ [y ()m (e=y)nt ds+ [y (v)m(x=y)nf ds. (2.14)
4% 4P

Catki po brzegach 4%i A” sa réwne zeru (m(x — y) jest z noénikiem zwartym
w D(0)). Dodatkowo

am(x_y):_am(x_y) (2.15)
Oox; o, '

1

co w konsekwencji pozwala zaleznos¢ (2.14) przedstawi¢ w nastgpujacej rOwnowaz-
nej postaci

a%(m):—D{x){h%y)w(ywh%W@ﬁ%jﬁdV. .16

Po poréwnaniu zwiazkow (2.16) 1 (2.9) otrzymujemy pierwsze prawo transforma-
cji ,,mikro—makro” w metodzie wagowego usredniania, tzn.

m| 2V :i(m*y/)Jr j[y/“—y/ﬂ]nf’ﬁm(x—y)ds. (2.17)
ay i axi o8

Drugie prawo transformacji jest zaleznoscia migedzy usredniong warto$cia pochodnej
czastkowej po czasie a pochodna czastkowa po czasie z wartosci $redniej. Zauwazmy, ze
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we( ) [ [0 i) O e, e
)

ot e ot
natomiast

gt (m*y) :ai {C) 1 () () + 1 () fm (- ) av. (2.19)

Tym razem, w przeciwienstwie do pochodnej (2.10), obszar catkowania D(x) nie ulega
zmianie, zmienia si¢ natomiast rozktad faz w D(x) opisany przez funkcje charaktery-
styczne h” i h”(rys. 2.4c). Rozumujac podobnie jak przy pochodnej ,.$ledzacej”
(2.11), wyrézniamy dwa rozne udziaty w pochodnej (2.19). Pierwszy to udzial w po-
chodnej obszaru wspolnego dla kazdej z faz

f{h“ ['// Y (=)} 42 (») [l// )m (x —y)]}dI& (2.20)
D(x)

drugi — to udziat poruszajacych si¢ brzegoéw faz, tzn.

.[l// (x—y)v¥neds + ,[l// m(x—y)vPn?ds
+ I[W“(y)—v/ﬁ(y)] (x—y)vPn s, 2.21)
ref

gdzie:

a

v —sktadowa wektora predkosci powierzchni 4%,

l

v# —sktadowa wektora predkosci powierzchni 47,

v _ sktadowa wektora predkosci powierzchni rozdziatu faz 77 .

Brzeg obszaru D(x) = A%(f) U AX(t) = A%t + dt) U AX(t + df) jest jednak staly (rys.
2.4c), a wobec tego objetos¢, przez ktora przeszly jego czasteczki w czasie dft, jest
rowna zeru, czyli vZn® =0 i v/n? =0. Ostatecznie wigc

mry)= | {h“(y)g (v )m (=) ()2

ot o) ot

[t//”(y)M(x—y)]} av

+ | [ () =y ()] m (x= )y nas. (2.22)

rof

Funkcja wagi m(x — y) nie zalezy od czasu, wobec tego powyzszy zwiazek mozna
przeksztatci¢ do postaci
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{ i ()2 e ()+ (y)g v’ (y)} m(x—y)dv

+ f [l//“(y) ]m (x—y)v#netds. (2.23)

ref

Po poréownaniu teraz zaleznosci (2.23) i (2.18) otrzymujemy drugie prawo trans-
formacji ,,mikro-makro” w metodzie wagowego usredniania, tzn.

*(aa_l)tyj 5 1:[,3[1// l//ﬁ] aﬂvaﬂm x y)dS (2.24)

Przyjmujac, ze funkcja wagi m(y) jest rtowna 1/V w kuli o objgtosci V' ze srodkiem

w poczatku ukladu wspotrzednych i tozsamosciowo réwna zeru na zewnatrz kuli,

prawa transformacji (2.17) i (2.24) transformuja si¢ do praw usredniania przestrzenne-
o [142]°

oy 17 1
=——(y)+ (* —y”yn?ds,
2y X < > ” VREO” [:!:'B "

(2.25)

oy 0o 1
“N =y ——— | =y ) PP as.
o) 2 ol 2,7 7

Roéwnania (2.17) 1 (2.24) sa podstawa przejscia z opisem matematycznym ze skali
mikro do skali makro w metodzie wagowego usredniania przestrzennego, podczas gdy
zaleznosci (2.25) sa podstawowymi prawami metody usredniania objgtosciowego.

Jak wynika z przedstawionego powyzej opisu, metody objgtosciowego i wagowe-
go usredniania nie wprowadzaja hipotezy zamykajacej. Powoduje to, najczescie;j, ,,za
trzymanie” si¢ procesu przej$cia ,,mikro—makro”. Ilustruje to ponizszy przyktad,
w ktérym za pomoca praw transformacji (2.25) probuje si¢ ,,przenies¢” do skali ma-

> Tym razem funkcja wagi jest nieciagla na brzegu obszaru D(x). Prawo transformacji pochodnej
czasowej uzyskane zostalo jednak, w metodzie usredniania wagowego, bez korzystania z warunku zero-
wania si¢ na brzegu obszaru funkcji wagi, a wigc jego waznos$¢ przy usrednianiu przestrzennym jest
oczywista. Podczas wyprowadzania jednak prawa transformacji pochodnej przestrzennej warunek zero-
wania si¢ funkcji wagi na brzegu obszaru D(x) zastosowany zostat przy przeksztatceniu od (2.8) do (2.9)
oraz od (2.14) do (2.16). Porownujac jednak zwiazek (2.8), w ktérym nie wykorzystano warunku zerowa-
nia si¢ catek powierzchniowych, z odpowiadajacym mu wzorem (2.14), natychmiast wnioskuje si¢ praw-
dziwos¢ prawa transformacji (2.17), bez korzystania z warunku zerowania sig catek powierzchniowych.
Tym samym nieciagtos¢ funkcji wagi w metodzie usredniania przestrzennego nie zaburza struktury praw
transformacji ,,mikro—makro”.
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kroskopowej opis mikroskopowy przepltywu przez nieodksztalcalny o§rodek porowaty
lepkiej niescisliwej cieczy Newtona.
Opis mikroskopowy przeptywu cieczy tworza:
» prawo niescisliwosci
a7

=0 w/, (2.26)
y;

» warunek adhezji na powierzchni kontaktu z ciatem statym

vi=0 na [, (2.27)
» warunki rownowagi
. I
—=0w/, .
owVl (2.28)
» réwnania konstytutywne
. OV,
o, =—pS, + ”[Syl%_yj} w (2.29)
J i
gdzie:
v; — sktadowa wektora predkosci cieczy,
p  —cisnienie cieczy,

H# —lepkos¢ cieczy,
o; — sktadowa tensora naprezenia cieczy,
V' — objeto$é zajmowana przez ciecz w REO,
I"  —powierzchnia kontaktu cieczy z ciatem statym.
Zastosowanie (2.25a) do (2.26) wraz z warunkiem (2.27) daje makroskopowe
prawo niesci§liwosci cieczy, tj.

o) _y, (2.30)
ox;

1

Rownanie (2.30) jest oczywiscie klasycznym warunkiem niesci§liwosci dla osrod-
ka ciaglego. Usrednienie rownania rdwnowagi prowadzi do

a<G”'>+ ! Iai/nidS:O, (2.31)
o |[Vreol 7

podczas gdy usrednienie rownan konstytutywnych

(o3)=—p)o,+u [M+ a(@} (2.32)
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Ostatecznie, po podstawieniu zaleznosci (2.32) 1 (2.29) do rownania (2.31) oraz
zastosowaniu makroskopowego warunku niesci§liwosci (2.30) otrzymujemy

0= a<">+yvi<v,>+ 1 j[—p5g+u(ﬂ+?fﬂnidf- (2.33)
r

) Jx; " VVER” ay; Vi

Jak tatwo zauwazy¢, rownanie (2.33) nie wyraza sig, niestety, tylko przez zmienne
makroskopowe. Bez wprowadzenia dodatkowych zalozeh upraszczajacych (postulaty
natury fenomenologicznej lub analiza poréwnawcza rzedow wielkosci) jest to osta-
teczna posta¢ usrednionego lokalnego réwnania rownowagi, ktére — z powodu wyste-
powania w rownaniu zmiennych mikroskopowych i makroskopowych — nie moze by¢
traktowane jako opis makroskopowy.

Jak juz stwierdzono, przyczyna przedstawionego powyzej ,,zatrzymania sig”
procesu przejsécia z jednej skali obserwacji do drugiej jest brak w metodach usred-
niania przestrzennego hipotezy zamykajacej. Jest to podstawowy mankament obu
omowionych metod. Z tego powodu metody te sa najczesciej uzywane do otrzyma-
nia makroskopowych rownan réwnowagi z niezdefiniowanymi jednoznacznie czlo-
nami oddzialywan miedzy sktadnikami osrodka wielofazowego, np. ostatni wyraz
w rownaniu (2.33) reprezentuje oddzialywanie szkieletu z przeptywajaca ciecza.
Roéwnania konstytutywne definiujace te oddzialywania otrzymywane sa nastgpnie
przez analiz¢ drugiego prawa termodynamiki, juz na poziomie makroskopowym
(por. np. Hassanizadeh i Gray [72], Achanta i Cushman [5], Cushman [48]). Taki
sposob modelowania nazywany jest hybrydowa teoria mieszanin (zob. Murad et.al.
[113]).

Niektorzy autorzy w celu dokonania petnego przejscia technika usredniania obje-
tosciowego stosuja jako hipoteze zamykajaca warunek periodycznosci (zob. Barrere
et.al. [23], Gilbert [65]).

2.1.2. Ciagta mikromechanika

Stosowanie aparatu mechaniki osrodka ciagltego na poziomie mikroskopowym
do analizy procesu deformacji o$rodka, jak rowniez do prognozowania wtasciwosci
efektywnych kompozytowych osrodkoéw statych, jest okreslane jako ciagta mikro-
mechanika. Innymi stowy, ciagta mikromechanika — to poszukiwanie dla zadane;j
mikrostruktury osrodka jej ,,mechanicznej odpowiedzi” od zadanych obciazen ma-
kroskopowych (usrednionych). Jest wigc oczywiste, ze w zaleznos$ci od rodzaju ana-
lizowanego osrodka, tzn. wlasnosci mechanicznych jego sktadnikéw, procesow
w nim zachodzacych, np.: kruche pgkanie, poslizgi miedzyziarnowe, deformacje
plastyczne, wykorzystywane sa rozne mikroskopowe opisy matematyczne oraz
metody rozwiazywania. Z tego tez wzgledu prezentowane ponizej omowienie ogra-
niczono do przedstawienia tylko podstawowych definicji i zasad ciagtej mikrome-
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chaniki. Obszerne omdwienie, wraz z uzyskanymi w ostatniej dekadzie wynikami
dla konkretnych osrodkow kompozytowych, przedstawione jest w pracy zbiorowej
pod redakcja P. Suqueta Continuum Micromechanics [152].

W przypadku analizy kompozytowego osrodka statego, opis mikroskopowy two-
rz3:

» rdwnania rownowagi statycznej

0 o..
%ii ), (2.34)
y;

» zwiazki konstytutywne dla kazdego skltadnika, np. zdefiniowane przez odpo-
wiedni potencjal lub energi¢ odksztalcenia w(e;)

o, = M, (2.35)
0e;

» odpowiednie warunki ciaglosci na powierzchniach kontaktu migdzy sktadnika-
mi osrodka.

Jako hipoteze zamykajaca, tzn. warunki brzegowe przylozone na granicach REO,
przyjmuje sig:

a) dla os$rodkow losowych — warunek jednorodnego odksztalcenia (liniowego
przemieszczenia), tzn. u; = E;y; na OVrgo lub warunek jednorodnego naprezenia
ojin; = Tijni na 0Vgeo;

b) dla osrodkéw periodycznych — warunki lokalnej periodycznosci, to znaczy
u; = Eyy;+ u () na Vyeo , gdzie u () jest periodyczny, tzn. w odpowiadajacych so-
bie punktach na krancach REO ma takie same wartosci oraz ojn; jest antyperiodyczny.

W powyzszych warunkach brzegowych: E; jest pewnym zadanym tensorem od-
ksztalcenia, natomiast 7;; — zadanymi na brzegu naprezeniami, #; jest skladowa wekto-
ra normalnego do brzegu. Przez e; oznaczono sktadowa tensora odksztalcenia we-
wnatrz REO, ktora dla matych odksztatcen jest okre§lona zaleznos$cia

1 6ui auj
e; (u) —E(E&EJ. (2.36)

Jesli funkcja energii odksztalcenia w(e;) jest scisle wypukta ze wzgledu na e, to
wszystkie wyszczegolnione powyzej warunki brzegowe, przy wymiarze REO duzo
wigkszym od wymiarow poszczegdlnych niejednorodnosci, sa rownowazne (por.
Ponte Castafieda i Suquet [123], Sab [132]). W przypadku jednak skladnikow
sztywno idealnie plastycznych funkcja dyssypacji plastycznej jest wypukta, lecz
nie $cisle wypukta. Odpowiednia hipoteza zamykajaca dla osrodkow losowych jest
wtedy warunek jednorodnego odksztatcenia (predkosci odksztalcenia), natomiast
dla o$rodkéw periodycznych — omowiony powyzej warunek periodycznosci [149],
[151], [152].
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Przyjmijmy, do dalszej prezentacji metody, warunek jednorodnego odksztatcenia
oraz zaldézmy, ze kompozyt wewnatrz REO tworzy N jednorodnych sktadnikéw sta-
tych, zajmujacych objgtosci V,, a =1, 2, ..., N, ktorych rozklad okreslaja funkcje cha-
rakterystyczne 4%(y) (definicja (2.4)).

Definiujac wielkosci makroskopowe jako $rednie objgtosciowe po obszarze REO,
otrzymujemy

{eii(y) dv Z%(E@/ +E_/i)’ (2.37)

VREO

_ 1
)=l

[ouny,ds. (2.38)

OVREO

dV =—
(T [0 5

VREO

Powyzsze zwiazki wskazuja, ze wartos¢ makroskopowego odksztalcenia jest zde-
finiowana przez warto$¢ zadanych warunkéw brzegowych, makroskopowe naprezenie
moze natomiast by¢ okreslone przez warto$¢ obciazenia dzialajacego na brzegu REO.
Ponadto, jesli REO jest prostopadioscianem, to $rednia objgtosciowa tensora napreze-
nia jest rowniez odpowiednia §rednig po powierzchni [40].

Wprowadzone zmienne poprawnie wigc definiuja, z punktu widzenia fizyki,
zmienne makroskopowe. Efektywne zachowanie kompozytu, tj. jako rownowaznego

osrodka jednorodnego, to zalezno$¢ migdzy <el.j> a <0'U , a wiec zaleznos¢ realizowa-

na rowniez w czasie eksperymentu laboratoryjnego.

Bardzo czgsto przy poszukiwaniu makroskopowych zaleznos$ci zamiast przedsta-
wionych powyzej warunkow brzegowych jako hipoteze zamykajaca stosuje si¢ tzw.
warunek makrojednorodnosci Hilla, tzn.

(o505)=(0;) (ey)- (2.39)

Innymi slowy, podstawa definiowania o$rodka réwnowaznego jest rOwnowaznos¢
energetyczna Nalezy podkresli¢, ze zada si¢ spetienia rownania (2.39) dla dowol-
nych e; i oy, nawet nie zwigzanych zadnym réwnaniem konstytutywnym. Mikrosko-
powe tensorowe pole naprezenia musi by¢ jedynie polem samozréwnowazonym, tj.
spetiac statyczne rownania rOwnowagi (2.34).

Omowione powyzej warunki brzegowe dla REO prowadza réwniez do zasady
makrojednorodnosci Hilla (np. Suquet [150]).

Opis matematyczny (2.34), (2.35) wraz z przyjetym warunkiem brzegowym
tworza tzw. mikromechaniczne zagadnienie brzegowe, to jest zagadnienie sformu-
towane dla REO. Okreslanie wtasciwosci efektywnych kompozytu to rozwiazywa-
nie tego zagadnienia, a nastepnie odpowiednie usrednianie otrzymanego rozwiaza-
nia.
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Réwnowaznie zagadnienie to moze by¢ sformutowane, przy zalozeniu wypuktosci
w(e;), na podstawie zasady minimum energii potencjalnej’. Wtedy poszukiwane pole
przemieszczenia wewnatrz REO jest polem minimalizujacym u$redniong energig od-
ksztalcenia, tzn.

N
inf (w(7,e;(u))= inf_ <; 1 () w e, (u))>, (2.40)

ueK(E)

gdzie w%(e;(u)) jest energia odksztatcenia sktadnika ¢, kinematycznie dopuszczalne
pole przemieszczenia okresla zbidr

K(E)={ui=Eijyj na GVREO}. (2.41)

Po podstawieniu
w,(y)=E;y; +u,(y) (2.42)

oraz zastosowaniu definicji makroskopowego odksztalcenia (2.37) zagadnienie (2.40)
definiuje zastgpczy (makroskopowy) potencjat energii odksztatcenia

W(<ej>)= ﬁg}(t(“o)<w (y,<e,.j> re, (a))>. (2.43)

W analogiczny sposob otrzymuje si¢ zastgpczy potencjal energii naprgzenia (ener-
gia dopelniajaca), tj.

e gt o s (o) o

gdzie: u“(7;) jest energia naprezenia sktadnika a, statycznie dopuszczalne pole napre-
zenia okresla zbidr
or;
S((oy )= {qj,g’ =0 W Voo (7) = <aj>} (2.45)

i

Makroskopowe zwiazki konstytutywne sa zdefiniowane przez otrzymane powyzej
potencjaty zastepcze®, tzn.

<%>—M (2.46)

3 Wsréd wszystkich odpowiednio gtadkich pél przemieszezen ui(y) spetniajacych kinematyczne wa-
runki brzegowe, pole przemieszczen rzeczywistych zapewnia minimalna warto$¢ catkowitej energii
potencjalnej ciata (np. Kleiber [83]).

* Wyprowadzenie tych zaleznosci jest oparte na odpowiednim wykorzystaniu hipotezy makro-
jednorodnosci Hilla i przedstawione jest np. w pracy [123].
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oU \(o
(e;) =(<—"h>). (2.47)
o{ey)

Powyzsze zwiazki wskazuja, ze poszukiwanie zalezno$ci migdzy zmiennymi ma-
kroskopowymi, tj. tensorem naprgzenia a odksztalcenia, sprowadza si¢ do okreslenia
potencjatéw zastgpczych. Jest to szczegodlnie dogodne np. podczas formulowania
ograniczen dla mozliwych wartosci parametrow efektywnych o$rodkéw kompozyto-

wych. Zauwazmy, ze znane ograniczenia Voigta i Reussa sa bezposrednia konse-
kwencja rownan (2.40) 1 (2.44), tj.

W ((ey))< gc“wa (es)), (2.48)

Ul(o))< D cu((o), (2.49)

gdzie

j W (y) dV (2.50)

[Preol 1,

jest udziatem frakcyjnym sktadnika ¢ w kompozycie.

Przypadek kompozytu sztywno idealnie plastycznego, ze wzgledu na brak Scislej
wypuklosci potencjatu dyssypacji plastycznej, wymaga odrgbnego traktowania (por.
Bouchitte [37], Suquet [149, 150]). W efekcie otrzymuje si¢ makroskopowa funkcje
plastycznosci

F (<aj>)£ 0= (o) e P!
. (2.51)
- {<Ty>,5|2'y(y) Sl fe,)<0 wyer,, a=12, ., N}
oraz makroskopowe prawo plastycznego plynigcia
(er)= PRl L} 2.52)

o{oy)

Podsumowujac te krotka prezentacje ciaglej mikromechaniki mozna stwierdzié, ze
okreslanie efektywnego zachowania osrodka kompozytowego polega na rozwiazaniu
odpowiednio sformutowanego zagadnienia brzegowego dla REO i jego usrednieniu.

W przypadku osrodkéw deterministycznych, takich jak kompozytowe osrodki pe-
riodyczne, ciagla mikromechanika pozwala na doktadne okreslenie ich zachowania
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efektywnego. Jesli jednak analizujemy kompozytowe osrodki losowe, to dostepna jest
tylko czg$ciowa informacja statystyczna o mikrostrukturze osrodka, a zatem — doktad-
ne okreslenie wlasciwosci efektywnych nie jest mozliwe. W tym przypadku przedsta-
wione potencjaly zastepcze trzeba interpretowac jako potencjaty odpowiadajace pew-
nej klasie kompozytow o okre$lonej statystyce. Rozwazania mikromechaniczne
stosowane sa wtedy do formutowania, w funkcji znanej informacji statystycznej,
ograniczen dla wartosci efektywnych, jak réwniez ich oszacowan odpowiadajacym
okreslonej klasie kompozytu (patrz np.: Berryman [29], Dvorak [57], Ponte Castafieda
[121], [122], Ponte Castafieda i Willis [124], Suquet [151], Willis [160], [161]). Meto-
dy oszacowan warto$ci parametrow efektywnych omawiane sa w p. 2.3.

Przez zalozenie pewnej realizacji osrodka dokonuje si¢ rowniez identyfikacji pa-
rametréw mikrostrukturalnych, majacych znaczacy wplyw na jego makroskopowe
zachowanie, np.: dla osrodkéw granulowanych — liczba i rozktad kontaktéw miedzy-
ziarnowych (Emeriault et.al. [58], Rothenburg i Bathurst [127]), dla spekanego ciata
statego — zamykanie sig szczelin i poslizgi na ich powierzchniach (Telega [154]).

2.2. Matematyczna teoria homogenizacji

Przypomnijmy, celem metody homogenizacji jest sformutowanie, dla zadanego
o$rodka niejednorodnego (o bardzo duzej liczbie niejednorodnos$ci), rownowaznego
osrodka makroskopowo jednorodnego. Ro6wnowaznego w tym sensie, ze jesli liczba
niejednorodnosci jest bardzo duza (zdaza do nieskonczono$ci), to rozwiazanie dla
os$rodka niejednorodnego jest bliskie (zdaza) rozwiazaniu dla osrodka makroskopowo
jednorodnego. Przy ustalonej objetosci osrodka niejednorodnego wzrost liczby niejed-
norodnosci implikuje spadek wymiaru pojedynczej niejednorodnosci (rys. 2.5).

Niech, dla ustalonego wymiaru niejednorodnosci & > 0, poszukiwane pole u“(x)
(np. pole przemieszczenia) dla osrodka niejednorodnego jest rozwigzaniem nastgpuja-
cego zagadnienia brzegowego

L. (u®(x))=0 w Q,
(2.53)

warunki brzegowe na 0Q,

gdzie L, jest operatorem rozniczkowym opisu mikroskopowego.

W matematycznym sformutowaniu teorii homogenizacji u’(x) traktuje si¢ jako
cigg rozwiazan powyzszego zagadnienia brzegowego przy zmniejszajacych si¢ war-
tosciach parametru ¢ (rys. 2.5), a nastgpnie przechodzi si¢ przez zadanie, aby &€ — 0,
do granicy u°(x). Otrzymane w tym procesie

u(x)= ling u®(x) (2.54)
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oraz opis matematyczny spetniony przez granice¢ u(x), tj.

Llu(x))=0 w Q,
(2.55)

warunki brzegowe na 0Q

stanowia, odpowiednio, pole makroskopowe oraz opis makroskopowy dla rownowaz-
nego osrodka jednorodnego, gdyz przy zmniejszajacym si¢ wymiarze niejednorodno-
sci (zwigkszajacej sig liczbie niejednorodnosci) rozwiazanie dla osrodka niejednorod-
nego spetniajace zaleznosci (2.53) zdaza do rozwiazania zagadnienia (2.55).
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Rys. 2.5. Schematyczny obraz matematycznej teorii homogenizacji
Fig. 2.5. Schematic of the mathematical homogenization theory

W matematycznym sformutowaniu metody homogenizacji, proces przej$cia z jed-
nej skali obserwacji do drugiej dokonuje si¢ wigc poprzez parametryzacje mikrosko-
powego opisu matematycznego parametrem skali £ > 0 (np. wymiar niejednorodno-
$ci), a nastepnie zadaniem, aby £ — 0. Otrzymane przy zadaniu £ — 0: granica roz-
wigzania oraz opis matematyczny spelniony przez tg granicg sa poszukiwanymi: po-
lem makroskopowym oraz opisem makroskopowym. Rozwaza sig wigc caly zbidr
zagadnien parametryzowanych przez ¢, a nie jedna konkretng sytuacje, jak w metodzie
wygladzania.

Zaleznie od rodzaju osrodka, tj. czy jest to osrodek periodyczny czy losowy, przy
dowodzeniu zbieznosci stosuje sig, odpowiednio, twierdzenia o zbieznosci ciagu funk-
cji okresowych (homogenizacja dla struktur periodycznych) lub twierdzenia ergo-
dyczne (homogenizacja stochastyczna). Najczegsciej sa stosowane: twierdzenie ergo-
dyczne Ackoglu—Krengela (np. Sab [132]) oraz twierdzenie Birkhoffa (np. Burgeat
et.al. [39], Sab [135]).

Pod wzgledem ,narzedzia” oraz poje¢ matematycznych stosowanych do opisu
osrodka losowego oraz dowodzenia zbieznosci (2.54), homogenizacja stochastyczna
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jest o wiele bardziej skomplikowana (pojecia z teorii miary, ergodycznosci, systemow
dynamicznych etc.) niz homogenizacja struktur periodycznych. Swiadczy o tym kolej-
no$¢ otrzymywanych wynikow, tj.: najpierw ekwiwalentny opis matematyczny dla
osrodka o strukturze periodycznej, a nastgpnie rozszerzenie waznosci na osrodki lo-
sowe (np.: Burgeat et.al. [38], [39]; Kroner [85]; Rubinstain i Torquato [128] oraz
literatura cytowana w tych pracach). Jednocze$nie wyniki te potwierdzaja, intuicyjnie
przewidywane stwierdzenie, ze struktura opisu matematycznego dla roOwnowaznego
osrodka jednorodnego powinna by¢ taka sama, niezaleznie od tego, czy mikrostruktu-
ra os$rodka jest losowa czy periodyczna, przynajmniej dla pewnych klas o$rodkéw
i procesow. Stwierdza to rezultat otrzymany przez K. Saba [132], [133], [134], [135]:
kazdy wynik homogenizacji, ktory jest prawdziwy dla osrodkow periodycznych, jest
prawdziwy rowniez dla statystycznie jednorodnych ergodycznych i statystycznie perio-
dycznych ergodycznych osrodkow losowych, z wylqczeniem zjawisk perkolacji.

Celem niniejszej monografii jest podanie stosunkowo prostego narzedzia nie-
matematykom, umozliwiajacego dedukowanie z opisu mikroskopowego odpowiadaja-
cego mu opisu makroskopowego. Z tego wzgledu, poniewaz periodyczno$¢ struktury
zdecydowanie upraszcza analizg, w dalszej cze$ci pracy zaklada sig, ze analizowane
osrodki maja wlasnie taka strukturg. Zatozenie to jednak, zgodnie z przedstawionymi
wczesniej stwierdzeniami, nalezy traktowaé tylko jako ,,hipoteze robocza”, zdecydo-
wanie upraszczajaca proces homogenizacji.

Zagadnienie okre$lania parametréw efektywnych wymaga, oczywiscie, innych
metod dla osrodkéw periodycznych i dla osrodkow losowych.

2.2.1. Metoda asymptotycznej homogenizacji

Jedna z najpowszechniej stosowanych technik poszukiwania opisu ekwiwalent-
nego dla o$rodka mikroniejednorodnego jest metoda asymptotycznej homogenizacji
(zob.: Bensoussan et.al. [27], Sanchez-Palencia [137]). Podstawowym zatozeniem
metody jest periodyczno$é struktury (rys. 2.6). Parametryzacji opisu mikroskopo-
wego dokonuje si¢ parametrem ¢ = /L, reprezentujacym stosunek wymiaréw: poje-
dynczej komorki periodycznosci /, z ktorej wygenerowany jest przez periodycznosé
caty os$rodek, oraz L, bedacy jednym z wymiaréw objetosci rozwazanego osrodka
(rys. 2.6).

Zanim jednak przejdziemy do szczegdélowego omowienia metody asymptotycznej
homogenizacji, w celu wyjasnienia jej podstawowych ,,krokow” poszukiwania opisu
makroskopowego, jak rowniez w celu zilustrowania samego procesu matematycznej
homogenizacji, przedstawiamy analizg prostego zagadnienia jednowymiarowej stacjo-
narnej dyfuzji substancji przez mikroniejodnorodny osrodek periodyczny. Parametry
dyfuzyjne osrodka, tzn. funkcja definiujaca wartos¢ wspodtczynnika dyfuzji w dowol-
nym punkcie pojedynczej komorki periodycznosci zostata tak przyjeta, aby byto moz-
liwe otrzymanie, dla ustalonego &, prostej formy rozwiazania zagadnienia dyfuzji oraz
granicy tego rozwiazania przy £ — 0.
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Rys. 2.6. Struktura periodyczna i podstawowa komorka periodycznos$ci
Fig. 2.6. Periodic structure and base cell of periodicity

Przedstawiony ponizej proces nazywany jest rowniez ,,bezposrednia homogeniza-
cja” [147].

osrodek nieprzepuszczalny

Rys. 2.7. Zagadnienie jednowymiarowej dyfuzji
Fig. 2.7. Uni-axial diffusion problem

Przyjeto, ze wartos¢ wspotczynnika dyfuzji w dowolnym punkcie x pojedynczej
komorki periodycznosci okreslona jest nastepujaca funkcja

D(x)=—Lo (2.56)

gdzie D, — stata rozktadu.

Utworzenie osrodka z n komorek periodycznosci, przy jednoczesnie ustalonej dtu-
gosci osrodka rownej L (rys. 2.7), jest rownoznaczne z przyjeciem dlugosci pojedyn-
czej komorki periodycznosci rownej [ = L/n. Wartos¢ wspotczynnika dyfuzji, w do-
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wolnym punkcie x o$rodka utworzonego z n komoérek periodycznosci, dana jest wigc
nastepujaca funkcja

DAx)zL. (2.57)

1+ cos’ (nnxj
L

Funkcja ta zalezy od liczby komoérek periodycznosci, z ktorych jest utworzony
analizowany osrodek, dlatego jest indeksowana przez ».

W metodzie homogenizacji do parametryzacji opisu stosowany jest jednak para-
metr skali: £=I/L (= 1/n). Po zastosowaniu tego parametru zaleznos¢ (2.57) przyjmuje
postac (rys. 2.8)

Df(;;):L. (2.58)
1+ cos? (MJ

Le
a) b)
D? D#
10 10

UL
VAVAVAVAVAVATAT PLPAPATARAN

JUYVYVVVVVVV VYT UL

N A~ OO

x/L
c=1/16 e=1

Rys. 2.8. Fluktuacje wspotczynnika przepuszczalnoscei dyfuzyjnej materiatu wzdtuz probki
(przyjeto D, = 10): a) probka zbudowana jest z 16 komorek periodycznosci,
b) probka zbudowana z 1 komorki periodycznosci
Fig. 2.8. Fluctuations of diffusion coefficient of material along sample (D, = 10 is assumed):
a) sample consists of 16 periodic unit cells, b) sample consists of 1 periodic unit cell
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Proces jednowymiarowej stacjonarnej dyfuzji, parametryzowany przez &, jest

okreslony réwnaniem
d{ . \dC(x)
—| Df(x)—/—=|=0 2.59
dx[ ()= j , (2.59)

gdzie D?(x) dane jest przez rownanie (2.58), natomiast C°(x) oznacza, dla ustalonego
£ (rbwnowaznie: ustalonej liczby komorek periodycznosci tworzacych osrodek), war-
tos¢ stezenia substancji w punkcie x osrodka.
Roéwnanie (2.59) uzupetniaja warunki brzegowe, ktdre przyjeto w postaci zada-
nych warto$ci stezenia substancji na koncach probki, tj.: C%(0) = C, i1 C(L) = 0.
Rozwiazanie rownania (2.59) otrzymuje si¢ przez bezposrednie catkowanie. Za-
uwazmy, (2.59) implikuje
dCe(x
dx

—"

D*(x)

=4, (2.60)

gdzie A jest stala, ktorej warto$¢ determinuja warunki brzegowe.
Wobec tego

¢ dx
Cé(x)=A|——~+C,, (2.61)
[

co — po uwzglednieniu zaleznosci (2.58) definiujacej D(x) oraz warunku brzegowego
— C%(L) = 0, daje nastgpujaca ostateczna postac rozwiazania

()= [1-% |2 e 2 Co gin 27 X
C (x)—Co(l Lj 534nsm(L (JJ (2.62)

Po zastosowaniu (2.62) otrzymujemy réwniez’

aci(x)_ G, ) 1 E[i) (2.63)
dx L 3 Llg)) '

dC*(x) 2
dx 3

aQ

D=, 2.64
o (2.64)

0" =-D"(x)

gdzie Q° oznacza warto$¢ strumienia dyfundujacej substancji.

5 70 . o L 2n x S mx ) .
Wzor (2.64) jest konsekwencja tozsamosci cos | — — |=2cos” | —— |—1, ktéra prowadzi wraz
L ¢ Le

1 2n( x 2 of ™x 2 D,
z(2.58)do 1+—cos| —| = ||=—| l+cos”| —— | |=——F~.
3 L \¢ 3 L e 3D (x)
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Rys. 2.9. Stezenie substancji wzdtuz probki (przyjeto C, = 1):
a) probka zbudowana z 16 komorek periodycznosci,
b) probka zbudowana z 1 komorki periodycznosci

Fig. 2.9. Substance concentration along sample (C,

=1 is assumed):

a) sample consists of 16 periodic unit cells, b) sample consists of 1 periodic unit cell

Trzy zaleznosci, tj. (2.62), (2.63) i (2.64) wyznaczaja dla niejednorodnej probki
szukane rozklady: stezenia dyfundujacej substancji, gradientu tego st¢zenia oraz stru-

mienia.

Zaleznos¢ (2.62) wskazuje, ze wraz ze spadkiem wartosci ¢ fluktuacje C*(x), beda-

ce wynikiem niejednorodno$ci materiatu, sa ,.thumione

”. Towarzyszy temu wzrost

czestotliwosei tych fluktuacji (rys. 2.9). W przypadku gradientu koncentracji wzrost
liczby komorek periodyczno$ci w materiale (spadek wartosci &) powoduje jedynie
zwigkszenie czgstotliwosci fluktuacji, natomiast amplituda tych fluktuacji jest stata

(rys. 2.10).
Przechodzac do granicy, przy € — 0, otrzymujemy

- time-c1-2)

>0

dx

>0

0 =lim O° =—[§Doj dC(x),

(2.65)

b

(2.66)
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Rys. 2.10. Fluktuacje gradientu st¢zenia wzdtuz probki (przyjeto C, = 1):
a) probka zbudowana z 16 komoérek periodycznoscei,
b) probka zbudowana z 1 komorki periodycznosci
Fig. 2.10. Fluctuations of concentration gradient along sample (C, = 1 is assumed):
a) sample consists of 16 periodic unit cells, b) sample consists of 1 periodic unit cell

Granica gradientu stezenia oczywiscie nie istnieje. Brak tej granicy nie przeszka-
dza jednak w sformutowaniu opisu makroskopowego, ktory ma by¢ spetniony (wyra-
zony) tylko przez makroskopowe pole koncentracji, tj. C(x).

Zwiazek (2.66) jest makroskopowym réwnaniem konstytutywnym definiujacym
warto$¢ strumienia dyfundujacej substancji w funkcji wartosci gradientu z makrosko-
powego pola C(x). Poniewaz warto$¢ strumienia jest stata wzdtuz calej probki, wobec
tego opis makroskopowy procesu dyfuzji stanowi nastgpujace rownanie

da ([2 Daj d C(x) (x)j _0. (2.67)
dx \\ 3 dx

Wspotczynnik %Do to efektywny opdr dyfuzyjny osrodka makroskopowo jedno-

rodnego.

Otrzymany zwiazek konstytutywny (2.66), jak rowniez warto$¢ efektywnego wspot-
czynnika oporu dyfuzyjnego o$rodka, nie moga, oczywiscie, zaleze¢ od typu warunkow
brzegowych, jak i mozliwych innych ,,wymuszen” zewnetrznych, ktoremu poddany jest
osrodek. Otrzymane rozwigzanie nie rozstrzyga tej watpliwosci, dlatego ponizej przed-
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stawiono rozwiazanie analogicznego zagadnienia, jednakze z dodatkowym ,,wymusze-
niem” w postaci ,,zrodel” dostarczajacych substancje. Dla uproszczenia rachunkow
przyjeto, ze rozklad tych zrodet jest staty wzdhuz calej probki i rowny f(x) = f,.

Opis mikroskopowy tego zagadnienia, parametryzowany przez & ma postaé

4 Dg(x)L(x) +f,=0. (2.68)
dx dx

Warunki brzegowe przyjeto takie same jak w poprzednim przyktadzie. Oczywiscie
D?(x) opisuje rownanie (2.58).

Roéwnanie rozniczkowe (2.68) implikuje

Df(x)dc—(x) =—fx+4, (2.69)
dx

gdzie, podobnie jak poprzednio, stata A, jest okreslana z warunku brzegowego. Po
ponownym scatkowaniu, tzn.

)| it 4l

50 +C, (2.70)

0

i prostych, lecz zmudnych, obliczeniach oraz uwzglednieniu warunku brzegowego
C?(L) = 0 otrzymujemy ostateczna posta¢ rozwiazania, tj.

CE(X):%ZJ;U KL= C”(l_%)

o

+¢& —Lixsin nx)_ L CO—ELL2 sin 2nx
D, 4n L g) 6m 4D, L ¢
2
-&* lf”L—z cos 2nx —11s. (2.71)
8D, 1 L ¢

Warto$¢ strumienia dyfundujacej substancji definiuje zaleznosé

0" ()--p ()

_x —
2D,” 4D, L 2D
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ktora po przeksztatceniach i zastosowaniu tej samej tozsamosci, jak we wzorze (2.64),
daje ostateczna postac funkcji opisujacej warto$¢ strumienia, tj.

Q‘g(x):—Dg(x)dC;—x(x):—(%Doj(—%%+%%—%} (2.73)

Przechodzac do granicy, przy ¢ — 0, uzyskujemy

C(x)= lim c%):%%x (L-x)+C, (1—%), (2.74)
0(x)=lim Qf(x)=—(§Doj%- (2.75)

Roéwnanie konstytutywne (2.75) jest doktadnie takie samo jak otrzymane wcze-
$niej rownanie (2.66). Efektywny wspotczynnik oporu dyfuzyjnego ma réwniez do-
ktadnie taka sama wartos¢. Opis makroskopowy dyfuzji substancji to rGwnanie

d((2 . )dC(x) B
E([EDUJ—GIX J+ /=0, 2.76)

Przyjecie f, = 0 redukuje, oczywiscie, rownanie (2.76) do postaci (2.67).

Przedstawiona bezposrednia homogenizacja zagadnienia jednowymiarowej dy-
fuzji miala z jednej strony zilustrowaé¢ matematyczne sformutowanie metody ho-
mogenizacji, z drugiej za§ — stanowi¢ wprowadzenie i wyjasnienie podstawowych
zalozen stosowanych w metodzie asymptotycznej homogenizacji. W tym celu ko-
nieczne jest dodatkowe uwypuklenie wlasciwosci otrzymanego powyzej rozwiaza-
nia. Otoz:

1. Parametryzowane pole C°(x) wykazuje charakter asymptotyczny wzgledem pa-
rametru & (por. (2.71) 1 (2.62)), t;.

Cé(x)=C? (x)+¢ cm(x,ﬁJ +e2C? [f) 2.77)
& &

gdzie: C9%x), CV(x) i C?(x) to, odpowiednio, wyrazenia przy &, &' i & w zaleznosci
(2.71).

2. Wszystkie czlony tego rozwinigcia zalezne od zmiennej y = x/¢ sa periodyczne
wzgledem tej zmiennej z okresem Y = l/e= L (por. (2.62), (2.71) i rys. 2.9), co ozna-
cza, ze periodyczno$¢ struktury indukuje tylko periodyczne fluktuacje parametryzo-
wanego pola. Amplituda tych fluktuacji moze by¢ funkcja rowniez x (por. (2.71)),
czgstotliwose tych fluktuacji zalezy jednak tylko od y = x/&. Traktujac wigc zmienne
x 1y =x/e jako zmienne niezalezne, parametryzowane pole mozna okresli¢ jako tzw.
lokalnie periodyczne, tzn. periodyczne tylko wzgledem y.
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Otrzymane rozwiazanie C*(x) moze by¢ wyrazone jak funkcja dwoch zmiennych
niezaleznych: x i y = x/¢, przy obliczaniu pochodnej przestrzennej nalezy jednak pa-

migtac, ze % =¢”'. Gradient parametryzowanego pola C*(x) mozna zatem obliczaé
X
jako
dC*(x) _ 0C*(x,y) | -10C*(x,)

dx ox oy

(2.78)

3. Zmienna przestrzenna y = x/& wystepuje tylko w parametryzowanym polu
C*(x), bedacym rozwiazaniem opisu mikroskopowego. Przy przejsciu z £ — 0, tzn. do
C(x), stanowigcym rozwigzanie opisu makroskopowego, zmienna y = x/¢ ,,znika”.
Zmienna y = x/& nazwana wigc moze by¢ mikroskopowa zmienng przestrzenng. Ma-
kroskopowa zmienna przestrzenna jest x, gdyz w opisie makroskopowym wystepuja
operatory pochodnej przestrzennej wzgledem tylko tej zmienne;.

4. Parametry mikrostruktury sa tylko funkcja zmiennej y = x/¢ (zalezno$¢ (2.58)).
Efektywny wspdlczynnik oporu dyfuzyjnego jest tylko funkcja parametréw mikro-
struktury 1 wartos$¢ jego nie zalezy od rodzaju ,,wymuszenia” zewnetrznego. W przed-
stawionym powyzej zagadnieniu mikrostruktura osrodka byta zdefiniowana zalezno-
$cia (2.58). Proste catkowanie dowodzi, ze warto$¢ efektywnego wspotczynnika oporu
dyfuzyjnego okresla zaleznos¢

D =2p - ! = ! . (2.79)

3% 1% dx 1 2(75 j
EJ' ) j‘ +cos R )
’ D 4
0 o

~|—

Pierwsza catka po prawej stronie reprezentuje warto$¢ srednia po dlugosci pojedyn-
czej komorki periodycznosci. Druga catka to ponownie warto$¢ srednia po dlugosci
pojedynczej komorki periodycznosci, wymiar komorki periodycznosci zostat jednak
powiekszony w jednoktadnosci o skali £, a wiec powiekszona komérka periodyczno-
$ci ma wymiar analogiczny do makroskopowego wymiaru catego osrodka, tzn. L.

Przedstawione stwierdzenia dotyczace otrzymanego rozwiazania jednowymia-
rowej stacjonarnej dyfuzji sa fundamentem metody asymptotycznej homogenizacji,
zwanej rowniez metoda rozwinie¢ dwuskalowych.

Metoda asymptotycznej homogenizacji poszukuje granicy parametryzowanego
rozwiagzania, zaktadajac, ze parametryzowane pole opisu mikroskopowego wykazu-
je asymptotyczny charakter wzgledem parametru & 1 moze by¢ przedstawione w po-
staci rozwinigcia asymptotycznego zaleznego od dwoch zmiennych przestrzennych
X oraz y=ux/¢

uf (x)=u® (x, )+ eu® (x, )+ 2 uP (x,y) +.. 4 y = X (2.80)
&
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Kazdy czlon rozwinigcia asymptotycznego (2.80), tj. u”(x, ), przyjmuje si¢ po-
nadto jako Y-periodyczny wzgledem y, tzn. dla ustalonego x wartosci u” w odpowia-
dajacych sobie punktach na krancach pojedynczej komoérki periodycznosci (powigk-
szonej w jednoktadnosci o skali £ ' ) sa takie same, t].

u®(x,y +7)=u"(x, ). (2.81)

Zmienne x i y traktuje si¢ wigc jako dwie niezalezne zmienne przestrzenne, mody-
fikujac rownoczesnie operator pochodnej przestrzennej, tj.

d_0 10

—= £ (2.82)
dx;  Ox ;i

Poszukiwanie ekwiwalentnego opisu makroskopowego polega na wprowadzeniu
rozwinigcia (2.80) do opisu mikroskopowego, z rownoczesna zmiang operatorow po-
chodnej przestrzennej wedlug (2.82), a nastegpnie identyfikacji rownan stojacych przy
odpowiednich potegach parametru €. W rezultacie prowadzi to do kaskady rownan dla
poszczegblnych wyrazéw rozwinigcia (2.80). Nalozony na poszczegodlne elementy
rozwinigcia asymptotycznego u”)(x, y) warunek lokalnej periodycznosci (2.81) powo-
duje, ze rozwiazania tak otrzymanych réwnan poszukuje si¢ w obrebie pojedynczej
komorki. Po dokonaniu usrednienia po zmiennej y opisany proces prowadzi do row-
nan spetnionych przez pierwszy czlon rozwinigcia (2.80), ktore sa niczym innym, jak
poszukiwanym ekwiwalentnym opisem makroskopowym rozwazanego zagadnienia.

W celu przyblizenia metody rozwazamy, jako zagadnienie modelowe, ponownie
proces stacjonarnej dyfuzji substancji przez mikroniejednorodny (periodyczny) osro-
dek zajmujacy obszar (2.

Niech (2 jest obszarem ograniczonym w R" z brzegiem 00. Zgodnie z procedura
homogenizacji rozwazamy rozwiazania zagadnienia brzegowego parametryzowanego

przez ¢
0 oc?
—| D + =0 Q,
ax,.[ ax,} /&) W (2.83)
C°(x)=C,(x) na 09,
gdzie:

C*(x) — wartos¢ stezenia substancji w punkcie x € 2, dla ustalonego &,
Cs(x) —zadana warto$¢ stezenia substancji na brzegu 042,
f(x) — dodatkowe zrédta doptywu substancji,
Df(x) — wspotczynnik dyfuzji o warto$ciach charakterystycznych dla kazdego sktad-
nika osrodka (rys. 2.11).

Przy odpowiednich zatozeniach odno$nie D*(x) i f(x), ktorych w celu niekompli-
kowania prezentacji metody nie precyzujemy, zagadnienie brzegowe (2.83) ma jedno-
znaczne rozwiazanie.
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Poniewaz o$rodek jest periodyczny, wobec tego

D*=D [—) (2.84)

- e ~
xe ! I
-

NEIRN

Rys. 2.11. Osrodek periodyczny
Fig. 2.11. Periodic medium

Zgodnie z opisana procedura metody asymptotycznej homogenizacji zaktadamy,
ze poszukiwane rozwiazanie C*(x) wykazuje charakter asymptotyczny i podstawiamy

C(x)=COx, »)+& CO(x, 1)+ CO(x, y) +.t y =2 (2.85)
&

Nastepnie, po wprowadzeniu (2.85) do (2.83a), z rownoczesnym uwzglednieniem
prawa transformacji pochodnej (2.82), otrzymujemy

=2 o)

ayi ayi
) oc® ocV) & oc?
~|D D —~ D
Rty e I

of 0 oc oc?) o oc? oc?”
—1| D D —| D D
P Gl I B R

1 1 1

+e'[.]+..=0. (2.86)

Nastepny krok to selekcja wyrazen stojacych przy kolejnych potggach parametru &
i przyrownanie ich do zera. Przy & * mamy

(0)
O [ p()2c_ Ny v, (2.87)
0y 0y,
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Poniewaz C%(x, y) jest Y-periodyczne ze wzgledu na zmienna y, wobec tego®
COx, y)= Cx).
Na podstawie otrzymanej wlasnoéci, rownanie przy & ' przyjmuje posta¢

(0) M
0 D(y)ac +D(y)aL =0wY. (2.88)
0y ox, oy;

1

Pole C”(x) traktujemy teraz jako dane, gdyz jest y niezalezne, a poszukujemy,
w obrebie pojedynczej komérki periodycznosci ¥, rozktadu CV(x, y). Ze wzgledu na
liniowy charakter tego réwnania (obowiazuje zasada superpozycji), rozwiazanie ma
postaé

CO(x,y) =, (y)%+ COw), (2.89)
X.

1

gdzie CV(x) jest niezalezne od zmiennej y (warunki brzegowe w postaci periodycz-

no$ci pozwalaja znalez¢ rozwiazanie z doktadnos$cia do statej) oraz w;(y) jest rozwia-

(0)
zaniem zagadnienia lokalnego (2.88) przy 8C—(x) =0, , .
Xk
i(@kl) (»)+D (y)MJ =0 w Y. (2.90)
0y 0y

w;(y) musi, oczywiscie, by¢ Y-periodyczne, Jy oznacza symbol Kroneckera.

Powyzsze zagadnienie lokalne, jak si¢ pozniej okaze, jest kluczowym przy okre-
$laniu efektywnego wspotczynnika dyfuzji (tensora, jesli rozktad sktadnikow jest ani-
zotropowy), stad dodatkowy komentarz.

Zaktadamy, dla przejrzystosci analizy, ze rozwazany osrodek tworza dwa sktadni-
ki (rys. 2.11). Kazdy z tych sktadnikow charakteryzuje si¢ stata warto$cia wspotczyn-
nika dyfuzji, tj. D, oraz D, (indeks oznacza numer skladnika). Sktadniki te zajmuja
w pojedynczej komorce periodycznosci objetosci Yy i Y,. Rownanie (2.90) mozna
wiec, korzystajac z funkcji charakterystycznych’, zapisa¢ w postaci

0 0w, 0 0w,
hl(Y)a_[5ikD1 +D ﬁ} + hz(y)_(disz +D, a'(y)j =0 w Y.

Vi OV o0y Vi

® Istnienie i jednoznacznosé rozwiazania stabego rozwazanych zagadnien brzegowych sformutowa-
nych dla pojedynczej komorki periodycznoséci zapewnia Lemat Laxa—Milgrama (omoéwiony np. w pracy
(83D).

") =1,jesliy € ¥, i h(y) =0, jeSli y ¢ ¥;, podobnie hy(y) = 1, jesli y € Y, i hy (v) = 0, jesli
ye Y
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Po scatkowaniu powyzszego réwnania oraz skorzystaniu z twierdzenia Greena
otrzymujemy

0 0w, 0 ow,
(41002 0,229 (3)-2 | b, 220 Wy = [ (b, - p,) s
0V 0y 0y 0y T

Y

I"  —powierzchnia kontaktu sktadnikow (rys. 2.12),
N; - sktadowa wektora normalnego do powierzchni 7/~ skierowana od sktadnika Y; do Y>.
Powyzsze rownanie catkowe implikuje nastgpujace sformutowanie lokalne, tj.

0 0w, 0 ow.
hl(y\ (Dl al(y)J"’hz(J’)ay (Dz l(y)jz(Dz_Dl)Ni§ra
k

}ayk k OV

gdzie 6" — delta Diraca w przestrzeni tréjwymiarowej w odniesieniu do powierzchni
rozdziatu sktadnikow 7

Réwnanie to oznacza, ze pole @;(y) jest rozwiazaniem, w obrebie pojedynczej
komorki periodycznosci, rownania dyfuzji z ,,wymuszeniem zewngtrznym” w postaci
skupionych na powierzchni 7~ Zzrédet strumienia masy o intensywnosci (D, — Dy)N;
(rys. 2.12). Przy wyznaczaniu skladowej w;(y) skupione na powierzchni 7/~ Zrodia
strumienia masy maja zwrot w kierunku osi y; (rys. 2.12). Rozwiazanie @;(y) jest wigc
funkcja tylko parametréw mikrostruktury, tzn. geometrii i wzajemnego ulozenia
sktadnikow w pojedynczej komorce periodycznosci oraz ich wartosci wspotczynni-
kéw oporu dyfuzyjnego.

- o) - )

Rys. 2.12. Graficzna interpretacja lokalnego zagadnienia brzegowego dla pola @;(y)
Fig. 2.12. Graphical interpretation of local boundary value problem solved for w;(y)

Ostatni krok procesu to usrednienie po objetosci ¥ rownania przy &, tzn.

\ac() aC()
|Y||-[ ( X, +D(y) 3y, dy

l

0 ac®
||Y||.[ax[ acy +D(y)ac Jd)”rf(x) 0. (2.91)
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Po dokonaniu w pierwszej calce calkowania przez czeséci (twierdzenie Greena)

otrzymujemy
C(l) b C(Z)
D d
a2 oo
a c® oc®

|Y” | [ +D(y) 5 ]N,. ds, (2.92)
gdzie:
N; - sktadowa wektora normalnego do powierzchni Y,

|IY]] — objetos¢ komorki Y.
Warunek periodycznosci implikuje zerowanie si¢ calki po brzegu 7Y w (2.92),
a wobec tego réwnanie (2.91) upraszcza si¢ do postaci

C(‘) oC©
ox, |y||j( +D(y)—— - de+f(x) 0. (2.93)

1

Po podstawieniu do réwnania (2.93) w miejsce C'"(x, y) rozwiazania (2.89)
otrzymujemy

0w, () 0C(x)
ox; {IIYIII [ +§”‘de} o, }*f() 0. (294

Po oznaczeniu

DT = |ID (aa’k(y)w ]dy (2.95)

rownanie (2.94) mozna przedstawi¢ w nastgpujacej postaci

9 (Df}ff wj + f(x)=0. (2.96)
Ox; ox,

Réwnanie (2.96) to opis makroskopowy dla zastepczego osrodka jednorodnego,
gdyz wyrazone jest tylko przez pierwszy czton rozwinigcia asymptotycznego (2.85)
(jedyny, ktory nie ,,znika” podczas przejscia, przy € — 0, do granicy z parametryzo-
wanym rozwiazaniem) oraz makroskopowa zmienng przestrzenna x. Dalsza wigc ana-
liza zagadnien stojacych przy kolejnych potegach ¢ w rownaniu (2.86) jest zbedna.
Tensor D™ to efektywny tensor dyfuzji dla osrodka ,,ujednorodnionego”. Réwnanie
(2.90) sformutowane dla pojedynczej komorki periodycznosci wraz z (2.95) oraz wa-



50

runkami periodyczno$ci umozliwiaja jednoznaczne okreslenie wartosci sktadowych
tego tensora w funkcji wartosci wspdtczynnikéw dyfuzji kazdego sktadnika osrodka
oraz geometrii mikrostruktury.

Opisany proces, jak widaé, jest skuteczny i rownoczesnie stosunkowo prosty. ta-
two$¢ dochodzenia do opisu makroskopowego jest wynikiem zastapienia parametry-
zowanego pola szeregiem asymptotycznym (2.80), dlatego metoda jest nazywana me-
toda dwuskalowych rozwinie¢ asymptotycznych. Stosowane sa rowniez wieloskalowe
rozwini¢cia asymptotyczne w modelowaniu procesoOw zachodzacych w osrodkach
mikroniejednorodnych o tzw. hierarchicznej mikrostrukturze, tj. o$rodkach
w ktorych wyroznia si¢ wiele dyskretnych skal opisu matematycznego (np. [109]).

Z punktu widzenia matematycznego metoda asymptotycznej homogenizacji daje
wynik $cisty, jezeli parametryzowane pole rzeczywiscie wykazuje charakter asympto-
tyczny w postaci (2.80). Aby wigc wynik byt matematycznie rygorystyczny, powinien
by¢ uzupehiony o dowdd, ze

lim C?(x)=C(x). (2.97)

Brak dowodu (2.97) czyni wynik otrzymany metoda asymptotycznej homogeniza-
cji wynikiem warunkowym, tj. opis makroskopowy jest poprawny, jezeli parametry-
zowane pole moze by¢ zastapione szeregiem asymptotycznym (2.80) lub rownowaz-
nie — jesli (2.80) jest prawdziwe, to otrzymany wynik jest poprawny.

Zbiezno$¢ (2.97), w matematycznych opracowaniach poswigconych metodzie ho-
mogenizacji (np. [27], [137]), dowodzi si¢ najczesciej za pomoca tzw. metody energii
wprowadzonej przez Tartara. Metoda ta polega na poszukiwaniu granicy rozwigzania
zagadnienia brzegowego (2.83) przez skorzystanie z jego sformulowania wariacyjnego
oraz odpowiedni dobor funkcji testowej. W przypadku analizowanego zagadnienia
dyfuzji, funkcja testowa stosowana w metodzie energii ma postac

9 ()= p(x)+ S%w,&j, (2.98)

gdzie®: p(x) € D(£2) oraz w;(x/¢) jest rozwiazaniem zagadnienia lokalnego (2.90).

Metoda ta jest szczegdtowo przedstawiona, w zastosowaniu do opisanego powyzej
zagadnienia, migdzy innymi w pracy [27].

Powr6¢my ponownie do stosowanego w metodzie asymptotycznej homogenizacji
rozwinigcia asymptotycznego (2.80) (w przypadku analizowanego zagadnienia dyfuzji
rozwinigcie (2.85)). Zauwazmy, ze elementami faktycznie stosowanymi przy formu-
fowaniu opisu makroskopowego sa tylko pierwsze dwa cztony rozwinigcia asympto-
tycznego, tj. C© i C". Dalsze elementy pojawiaja sie, gdy rownania sa juz usrednia-
ne i przez periodyczno$¢ znikaja (rownanie (2.92)). Latwo wywnioskowac zatem, ze

8 Definicje i oznaczenia stosowanych przestrzeni funkcyjnych sa przedstawione w Dodatku.
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podstawa metody asymptotycznej homogenizacji jest przyj¢cie, ze przy odpowiednio
matlej warto$ci parametru & parametryzowane pole C° oraz gradient tego pola moga
by¢ aproksymowane przez (bezposrednia konsekwencja prawa transformacji pochod-
nej przestrzennej (2.82))

aC(x) aC(x) L0 C(x,y)

C?(x)~ CO(x); - - 3y

(2.99)

Wobec tego, sformutowane powyzej stwierdzenie — wynik asymptotycznej homo-
genizacji jest poprawny, jesli (2.80) jest prawdziwe — moze by¢ zastapione stwierdze-
niem: wynik jest poprawny, jesli (2.99) jest prawdziwe.

Matematycznie precyzyjny odpowiednik zaleznosci (2.99), w ktéorym stosuje si¢
tzw. pojecie zbieznosci dwuskalowej, jest omdéwiony w nastgpnym punkcie. Przed-
stawione tam twierdzenia daja ogélne matematyczne uzasadnienie poprawnosci wyni-
kéw metody asymptotycznej homogenizacji, przynajmniej dla duzej klasy zagadnien.

2.2.2. Metoda zbieznos$ci dwuskalowe]

Odmiana omoéwionej wezesniej asymptotycznej homogenizacji jest, zapropono-
wana i rozwijana w ostatniej dekadzie, metoda zbiezno$ci dwuskalowej (zob. Allaire
[7], Nguetseng [114]).

Metoda ta wprowadza nastgpujace nowe pojgcie zbieznosci (zob. przypis 8.):

Definicja 2.1
Ciag funkcji u® w L*(£2) jest zbiezny dwuskalowo do uo(x, y) € L*(£2 x Y), jesli dla
kazdej funkcji testowej @(x, y) € D(£2; C*«(Y)) jest spetnione

lim j Ut (x) (x,ﬁj dx = ”uo(x, V)@ (x,) dxdy, (2.100)
£—0 5 £ oy

gdzie Y =10, 1]" jest przeskalowana pojedyncza komoérka periodycznosci.
Bezposredniej uzytecznosci powyzszej definicji nadaje twierdzenie udowodnione
po raz pierwszy przez Nguetsenga [114], tj.

Twierdzenie 2.2

Z kazdego ograniczonego ciagu u° w L*(£2) mozna wybra¢ podciag, ktory jest
zbiezny dwuskalowo do ug(x, y) € L}(2x Y).

Definicja 2.1 wraz z twierdzeniem 2.2 implikuja réwniez tzw. zbiezno$¢ staba cia-
gu w LA(£2). Zauwazmy bowiem, ze jesli u® jest zbiezny dwuskalowo do u (x, ),
to — zgodnie z definicja 2.1 — rownos¢ (2.100) musi by¢ spetniona dla dowolnej
funkcji testowej @(x, y) € D(£2; C*4(Y)). Wobec tego, w szczegdlnosci, rowniez dla
o(x) € D(2)
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lig(l)jug(x)(o(x)dx=j l:_[uo(x,y) dy:l(p(x)dx, (2.101)
Q

QLY

co oznacza, ze u° jest zbiezny w L*(£2) w sensie stabym do wartosci $redniej uq (x, ),
obliczonej po objetosci pojedynczej komorki periodycznosci.

Twierdzenie 2.2 jest matematycznym uzasadnieniem pierwszego cztonu rozwinig-
cia asymptotycznego (2.80) dla wszystkich ciagéw ograniczonych w L*(£2), w tym
sensie, ze zapewnia istnienie granicy u (¥, y), do ktorej ciag jest zbiezny dwuskalowo.

Praktyczne stosowanie metody zbieznosci dwuskalowej polega na:

» sprawdzeniu ograniczono$ci ciagu bedacego rozwiazaniem zagadnienia mikro-
skopowego,

» pomnozeniu réwnania spelnionego przez parametryzowany ciag przez perio-
dycznie oscylujaca funkcje testowa ¢ (x, x/¢&),

» przejsciu do granicy, ktora w efekcie prowadzi do poszukiwanego opisu makro-
skopowego.

Przed oméwieniem metody zbieznos$ci dwuskalowej do zagadnienia modelowego,
analizowanego w poprzednim punkcie (zagadnienie dyfuzji), podano dwa twierdzenia,
udowodnione rowniez przez Allaire’a w pracy [7], ktore beda sukcesywnie wykorzy-
stywane. Inne twierdzenia, nie mniej wazne, czytelnik znajdzie rowniez w pracy [7].

Twierdzenie 2.3
Niech u° jest ciagiem funkcji w L*(£2), ktory jest zbiezny dwuskalowo do u(x, y)
e L2 x Y). Jesli dodatkowo

u®

(2.102)

lglinm‘ Lz(g):””()”ﬁ(my)’

to dla kazdego ciagu v*, ktéry jest zbiezny dwuskalowo do vy(x, y) € L*(£2x ¥) mamy

uf (V) 2 () v, y) d. (2.103)
Y

Ponadto, jesli uy (x, y) € LX(2; C 4(Y)), to
u(x)—u, [x,z)
£
Twierdzenie 2.4

Niech u° jest ciagiem ograniczonym w H'(£2). Wtedy, co do podciagu, u* jest
zbiezny dwuskalowo do uy(x) € H'(£2) i Vu® jest zbiezny dwuskalowo do V,ug+V,u,,
gdzie u;(x, y) € L*(£2; H »(Y)/R)’.

lim
0

0. (2.104)

2(Q)

® H',(Y)/R jest tzw. przestrzenia ilorazowa co oznacza, ze u,(x, ) moze by¢ okreslony jedynie z do-
ktadnoscia co do statej niezaleznej od y; V, i V, oznaczaja odpowiednio operatory gradientu wzgledem
wspotrzednej x i y.
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Zauwazmy, ze twierdzenie 2.3 rozszerza klas¢ dopuszczalnych funkcji testowych
o wszystkie te funkcje, ktore sa zbiezne dwuskalowo 1 spelniaja (2.102). Twierdzenie 2.4
jest uzasadnieniem drugiego cztonu rozwinigcia asymptotycznego (2.80), w tym sensie,
ze zapewnia zbiezno$¢ dwuskalowa gradientu parametryzowanego ciagu. Twierdzenie to
potwierdza rowniez prawdziwos¢, w sensie zbieznosci dwuskalowej, zwiazku (2.99).

Powrdo¢my teraz do zagadnienia dyfuzji opisanego w poprzednim punkcie. Dodat-
kowo przyjmujemy, w celu zapewnienia istnienia i jednoznaczno$ci rozwiazania sta-
bego zagadnienia (2.83), ze

0<a<D(<B; flx)el(Q), (2.105)

gdzie «, [ sa odpowiednio wspodtczynnikami dyfuzji dla kazdego sktadnika osrodka

(rys. 2.11).
Mozna ponadto udowodni¢ (np. [27]), Ze ciag rozwiazan spelnia nastgpujace ogra-
niczenie

@], <4l F0) ]z g (2.106)

Hy(@)

gdzie stata 4 nie zalezy od parametru & Oznacza to, ze ciag C° jest ograniczony w H; (£2).

Korzystajac teraz z twierdzenia 2.4, oczekujemy, ze poszukiwany ciag bedzie sig
»zachowywal” jak Cy(x) + £Ci(x, y) (podobnie jak pierwsze cztony rozwinigcia
asymptotycznego (2.85)). Wobec tego jako funkcje testowa wybieramy

o (x)+eg, (x,fj, (2.107)
&

gdzie: p(x)e D(Q), ¢,(x,y)e D(Q:CY).
Po pomnozeniu réwnania (2.83a) przez funkcj¢ testowa (2.107) oraz scatkowaniu
po objetosci obszaru uzyskujemy

j ((00 (x)+ o, (x,gna%(D (gj aaij j dx + i f(%) ((00 (x)+ eo, (x%D dx = 0. (2.108)

Q

Catkowanie przez cze¢sci i zastosowanie warunku zerowania si¢ wartosci funkcji
testowych na brzegu obszaru transformuje rownanie (2.108) do postaci

() nie) 20L75) eo(r3)|

+&
v ox; &£ Oox; oy, ox;

1

+ j f(®) {% (x)+ o, [ng dx=0. (2.109)

Q



54

Traktujac teraz

6(pl(x, xj
D (f) Op () £ (2.110)

jako funkcje testowa, zgodnie z twierdzeniem 2.3, przechodzimy do granicy dwuska-
lowej dla sformutowania (2.109). Na podstawie twierdzenia 2.4 otrzymujemy

_” (M+£JD@)(5%(")+ a¢l(x’y)J dxdy+£f(x)¢0(x)dx =0. (2.111)

oy L Ox; oy, ox; oy

1

i

Powyzsze sformutowanie ma jedno rozwiazanie'®: (C,, C)) € Hy' () x L*(£2 x
x H'(Y)/R), a wobec tego kazdy podciag jest zbiezny do tej samej granicy i w konse-
kwencji cate ciagi C*1 VC* s zbiezne odpowiednio do Cy(x) i V.Cy+V,C;. Zauwazmy,

ze (2.111) jest prawdziwe dla kazdej pary (¢, ¢1) € D(£2) x D(£2; C;°). Po podsta-

wieniu ¢, = 0 otrzymujemy

] (ﬁCo(x) e J D) 22 4y g s [ r(oox)ax=0.  @112)
oY axi ayz axi Q

ktore, po przeksztalceniu, prowadzi do

I(po(x)éljD(y)(aC“() ac]dy}zmjf ) (x)dx=0.  (2.113)

ox; oy

Roéwnanie (2.113) implikuje nastepujace sformutowanie lokalne

a%hD(y)(a(;i( x) . ZSJ }Lf( )=0 (2.114)

1 1

Podobnie przy @y =01 ¢, # 0, tym razem z warunkiem periodycznosci, rOwnanie
(2.111) prowadzi do zagadnienia lokalnego w postaci

< (D(y) oG, p, (% J ~0. (2.115)
Y x; ;

Jest ono tym samym rownaniem, co otrzymane rownanie (2.88) przy zastosowaniu
metody asymptotycznej homogenizacji. Wobec tego, po podstawieniu rozwiazania

1 Dowéd istnienia i jednoznacznos$ci rozwiazania przedstawit Allaire w pracach [7] i [74].
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(2.89) do (2.114), otrzymujemy identyczny jak poprzednio, tzn. (2.96), makroskopo-
wy opis analizowanego procesu. Udowodniliémy ponadto rownoczesnie zbieznos$c
(2.97), potwierdzajac tym samym, ze metoda asymptotycznej homogenizacji prowadzi
do poprawnego rozwiazania.

2.2.3. Metoda /-zbieznos$ci

Pojecie /-zbieznoSci zwiazane jest bezposrednio ze zbiezno$cia funkcjonatow,
a zdefiniowane jest nastepujaco (dal Maso [54]):

Definicja 2.5

Niech (X, d) z elementami u € X jest przestrzenia metryczna z odlegloscia d (d : X
x X = ["U {0}) oraz I jest ciagiem funkcjonatéw zdefiniowanych na X (I°: X — ).
Ciag funkcjonatow jest 2zbiezny do I: X — |, jesli dla dowolnego u € X:

a) Yu, »>u I°(u)<lim inf I (u,),
&>
b) Ju, >u  I’'(u)= linalg(ug).
Uzytecznos$ci tego abstrakcyjnego pojecia nadaje twierdzenie o zbieznosci warto-

$ci minimalnych funkcjonatéw i elementow ich minimalizujacych, a mianowicie:

Twierdzenie 2.6

Jesli I jest I*zbiezny do I° : X — | oraz istnieje zbior zwarty K < X, taki ze
inf I°(w)=inf I°(u), to:
ueX ( ) uek ( )

a) min/’@)=lim (inf 7¢ (&),

) ueX ( ) &0 (ueX ( ))

b) jesli u,—ui limI°(u,) = lim (inf 1°(«)), to u minimalizuje 1°.

£—>0 >0 ueX

Przedstawiona />zbiezno$¢ (/-granica) jest terminem matematycznym stosunko-
wo ,,nowym”. W celu przyblizenia pojgcia /-granicy, jak rowniez jego zastosowania
w teorii homogenizacji, wykorzystamy ponownie otrzymane wczesniej rozwiazanie

zagadnienia jednowymiarowej stacjonarnej dyfuzji opisanej rownaniem (2.59). Roz-
wiazanie to ma postac (2.62), tj.

Cé(x)= Co(l—i)—ggﬁsm (Z—R(iD (2.116)

L 34x L\¢

przy czym

>0

lim C*(x)=C(x)=C, (1 —1). (2.117)
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Zagadnienie (2.59) wraz z warunkami brzegowymi jest rOwnowazne nastepujace-
mu zagadnieniu minimalizacji funkcjonatu (analogicznie do przedstawionej wczesniej
minimalizacji energii potencjalnej p. 2.1.2), tj. znajdz C°(x) € K(Cp), dla ktérego
funkcjonat

Ff(U):%ij(x) dU(x) dU(x) ;. (2.118)

dU(x)dU(x) , |_1 j Dg(x)dcs(x) dc(x)

dx, (2.119)
dx dx

inf F‘E(U)zéng(x)

Uek(Cy)

gdzie: K(C, )= {U(x)e HY( [O,L] )‘ Ulx=0)=C,AU(x=L)= 0} oznacza zbior wszyst-

kich dopuszczalnych, ze wzgledu na przyjete warunki brzegowe, rozwiazan oraz D*(x)
okreslone jest rownaniem (2.58)

W celu przyblizenia znaczenia /-granicy okreslimy ja dla funkcjonalu (2.118).
Skorzystamy z twierdzenia (2.6) oraz z faktu, ze C*(x) dane rownaniem (2.116), jako
rozwiazanie rownowaznego sformutowania (2.59), minimalizuje funkcjonat (2.118).
Zgodnie z twierdzeniem 2.6 mamy

min FO(U):lim( inf FE(U)), (2.120)

Uek(Cy) £—>0\Uek(Cy)

gdzie przez F°(U) oznaczono poszukiwana /-granice funkcjonatu Fé(U).
Za pomoca rownania (2.116) mozemy bezposrednio obliczy¢ warto§¢ wyrazenia
po prawej stronie rownosci (2,120), mianowicie

lim( inf  F*( j_h ij {dc }dx
£—0\UeK(Cy) £02

L 2
=1iml D*(x) 4 C, l—ij—ggﬂsin 2nx dx
02 0 dx L 34n L ¢

ZL(EDOJ(&) I 2.121)
237 )2
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Ponadto, korzystajac z réwnania (2.117) okreslajacego C(x), rownos¢ (2.121)
mozna przedstawi¢ jako

L
lim ( inf Fg(U)) = lj 2 p, |9C@ A€ 4 (2.122)
-0\ UeK(Cp) 2 o 3 dx dx
Prawa strona (2.122) przedstawia warto$¢ minimalna funkcjonatu
L
:lj dU(x) dU(x)d (2.123)
29 dx

gdyz funkcja C(x), jako rozwiazanie zagadnienia makroskopowego (2.68), jest row-
niez rozwigzaniem rownowaznego zagadnienia minimalizacji powyzszego funkcjona-
. Wobec tego, zgodnie z (2.120), funkcjonal (2.123) jest /-granica funkcjonatu
F(U) (2.118).

Podsumujmy w punktach, w zastosowaniu do teorii homogenizacji, otrzymany
wynik, tj.:

1. Praktyczne wykorzystanie /-zbieznosci w teorii homogenizacji polega na:

a) przeformutowaniu opisu mikroskopowego na rownowazne zagadnienie waria-
cyjne minimalizacji funkcjonatu;

b) /-granica funkcjonalu opisu mikroskopowego jest funkcjonalem, ktérego mi-
nimalizacja stanowi poszukiwany opis makroskopowy dla zastepczego osrodka jedno-
rodnego.

2. Przedstawione twierdzenie 2.6, w przeciwienstwie do metody asymptotycznej
homogenizacji, jak i metody zbieznos$ci dwuskalowej, nie daje jednak Zadnej wska-
zowki, jak poszukiwa¢ elementu minimalizujacego funkcjonal mikroskopowy oraz
[T*granicg tego funkcjonalu. W przedstawionym przyktadzie jednowymiarowej stacjo-
narnej dyfuzji, twierdzenie 2.6 bylo uzyteczne przy okreslaniu /-granicy tylko dlate-
go, ze znana byla posta¢ funkcji (rozwiazanie (2.116)) minimalizujacej funkcjonat
opisu mikroskopowego oraz jej granica przy € — 0 (réwnanie (2.117)). Umozliwito to
kroki (2.121)—(2.123) prowadzace do /-granicy analizowanego funkcjonatu.

Zatytutowanie niniejszego podrozdzialu jako ,,metoda /-zbiezno$ci” oznacza, ze
istnieja jednak wyniki, ktére pozwalaja na bezposrednie wykorzystanie pojgcia
[Izbieznosci do poszukiwania opisu makroskopowego. Pierwszy z przedstawionych
dalej wynikéw (otrzymany przez Marcelliniego [106]) stwierdza:

Twierdzenie 2.7

Niech W(y, E) jest funkcja wypukta ze wzgledu na drugi argument oraz perio-
dyczna ze wzgledu na pierwszy, wtedy, jesli dla pewnego p > 1 istnieja dwie state
0 < A< A, takie ze

0<AE]" <W(y,E)< A(+|E]"), (2.124)
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to
I°(u) = j ( W(f,vu (x)j — f(x)u (x)] dx (2.125)
&
Q
jest /-zbiezny do funkcjonatu /(u)
1w)= [ (W (Va ()= £ () (x) v, (2.126)
Q

gdzie potencjat zastepczy W jest zdefiniowany

1
W"E)= inf — |W(,E+V dy. 2.127
E)= int j (nE+VEW)dy (2.127)

Drugi wynik (otrzymany przez Miillera [107]) to rozszerzenie powyzszego twier-
dzenia o przypadek, gdy W(y, E) jest niewypukta, np. geometrycznie nieliniowa spre-
zysto$¢. [-granica jest ponownie zdefiniowana rownaniem (2.126), jednak potencjat
zastepcezy tym razem definiuje nastepujace zagadnienie minimalizacyijne, tj.

W"(E)=inf inf 7l j Wy, E+VED))dy. (2.128)

keN el (ky) k ||

W powyzszych zwiazkach Y oznacza, tak jak dotychczas, przeskalowana pojedyn-
cza komorke periodycznosci.

Podstawowa réznica migdzy rownaniami (2.127) a (2.128) to obszar, w ktorym
poszukujemy rozwigzania minimalizujacego funkcjonal. Gdy potencjat jest niewypu-
kty, wowczas poszukiwanie elementu minimalizujacego jest nie tylko w obrebie poje-
dynczej komorki periodycznosei (tak jak w (2.127)), ale ich kolekcji. Innymi stowy
— obszar, w ktorym funkcjonal osiaga warto$¢ minimalna, tworzy w ogolnosci k"
(N =1 — zagadnienie jednowymiarowe, N = 2 — zagadnienie dwuwymiarowe, N = 3
— zagadnienie przestrzenne) pojedynczych komorek periodycznosci i £ nalezy wyzna-
czy€. Zatem a priori nie znamy, w terminologii metody wygladzania, rozmiaru REO.
Ten efekt jest wynikiem utraty wypuktosci potencjatu. Wynik (2.128), poza metoda
[zbieznosci, jest nicosiagalny metodami omowionymi wczesniej.

W celu ilustracji praktycznego stosowania twierdzenia 2.7 rozwazamy ponownie
zagadnienie homogenizacji procesu dyfuzji substancji opisanego uktadem (2.83) (to
samo zagadnienie, ktére analizowane bylo: metoda asymptotycznej homogenizacji
i metoda zbieznosci dwuskalowej). Sformutowanie wariacyjne opisu mikroskopowego
to minimalizacja nastgpujacego funkcjonatu

s LX) oU(x)oU(x)
F(U)—ZlD(gj R, dx jf(x)U(x)dx (2.129)

i
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Oczywiscie, poszukiwane parametryzowane pole C*(x) to rozwiazanie rownania

mln F J.D[g)ac& GC( dx J.f )C#(x)dx. (2.130)

UeH) Oox;

Korzystajac z twierdzenia 2.7, obliczamy — zgodnie ze wzorem (2.127) — potencjat
zastepczy, tj.

ox, cleH |Y|| 2 ax ay ox, oy, S

Niech Cy(y) jest rozwigzaniem powyzszego zagadnienia, wtedy [83] V V( y) eH ; (Y )

2[4ty (e, dablea bl (o, dapleaol), | g
oAl | Y] 2y ox, i ox; ;i o
(2.132)
co prowadzi do nastgpujacego rownania
ac, aC,(y)\ov
v Hy(Y) |D(y) =2+—2 |— dy=0. 2.133
V(v)e Hy(Y) ! (y)(axi+ » Jé‘y,- y (2.133)

Dodatkowe catkowanie przez czesci i wykorzystanie warunku periodycznosci daje

vr(v)ery(y) | i{D(y)[%ﬁCl—(y)ﬂ Vdy=0. (2.134)

Y oy, Ox; ;

Powyzsze rownanie implikuje zagadnienie lokalne otrzymane juz wcze$niej meto-
da asymptotycznej homogenizacji, tj. (2.88). Wobec tego, korzystajac z rozwiazania
zagadnienia (2.88), tj. rownania (2.89), mozemy zapisac

oG, (Y) _ 0w, (y) 0Cy(x)

; ;i Ox;

(2.135)

Poniewaz C;(y) minimalizuje funkcjonat (2.131), wobec tego zaleznos$¢ (2.131)
mozna przedstawi¢ w postaci

{0

:L[lJ‘D(y)(aCO i aCl(y)] aaio dy_'_%J'D(y)(aCo + aCl(y)j oG, (y)dy}.

Y]\ 2 ox, oy ox, oy ) ox

(2.136)

1
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Uwzgledniajac jednak, ze (2.133) musi by¢ spetnione VYV (y)e HL(Y), wiec row-
niez dla V(y) = C(y), zaleznos$¢ (2.136) upraszcza si¢ do

h aCo(x) :Ll D aCO aCl(y) aCOd 2.137
W[ SO E e, et e

1

Y

Po podstawieniu rownania (2.135) do wzoru (2.137) otrzymujemy ostateczna po-
sta¢ potencjatu zastgpczego, t.

Wh(aco(x)j: % { m 1 D(y)( 5ik+awk(y)j dy} ac, aC, 2138)

ox, oy, ox; Ox,
lub
- (Mj;m«%%, (2.139)
ox, 2" ox, ox,
gdzie
o7 =gy [0 3+ 220 2140

jest efektywnym tensorem dyfuzji dla o$rodka ujednorodnionego. Zwiazek ten jest
doktadnie taki sam jak otrzymany metoda asymptotycznej homogenizacji (por.
(2.95)).

Zgodnie z twierdzeniem (2.7) /-granica ma wigc postac

FOC,)=] lD;ff—aCO(x)—aco(x)— £(x)Cy(x) | dx. (2.141)
52 ox;  Ox,

Zagadnienie minimalizacji powyzszego funkcjonatu to opis makroskopowy dla
os$rodka ujednorodnionego, tzn.

min (lD;ffmm— f(x) Co(x)J dx. (2.142)

CoeH)(@) 5 2 ox; ox;

Opis ten jest rownowazny lokalnemu sformutowaniu opisu makroskopowego
(2.96), otrzymanego metoda asymptotycznej homogenizacji.
2.2.4. Skalowanie opisu mikroskopowego

Omowione wczesniej matematyczne sformutowanie teorii homogenizacji opisuje
pewna wyidealizowana sytuacje, tj. zada si¢, aby wymiar niejednorodnosci zdazat do
zera. W rzeczywistych osrodkach spotykamy si¢ jednak z zagadnieniem odwrotnym,
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tj. wymiar niejednorodnosci jest dany (okreslony), kontrolowana natomiast moze by¢
wielkos¢ probki branej do eksperymentu. Czy wobec tego przedstawiony wczesniej
proces mys$lowy matematycznej teorii homogenizacji jest adekwatny do procesu po-
szukiwania ekwiwalentnego opisu dla o$rodkéw rzeczywistych? Odpowiedz jest po-
zytywna, pod warunkiem jednak, ze opis mikroskopowy bedzie przeskalowany odpo-
wiednio do analizowanego procesu (np. Auriault [16], Hornung [74], Strzelecki
[147]).

Przed zilustrowaniem tego stwierdzenia odpowiednimi przyktadami, wyjasnijmy
najpierw, dlaczego w sformutowaniu matematycznym teorii homogenizacji wzrost
liczby niejednorodnosci w probcee realizuje si¢ przez sukcesywne pomniejszanie, przy
jednoczes$nie ustalonym wymiarze probki, wymiaru niejednorodnosci, a nie przez
powigkszanie wymiaru probki przy ustalonym wymiarze niejednorodnosci. Powod
jest, oczywiscie, natury czysto matematycznej, tzn.: aby poszukiwac, przy € — 0, gra-
nicy parametryzowanego rozwigzania, musi by¢ ono ,;rozpigte” na statym obszarze.
Po drugie, w celu udowodnienia, ze z ciagu parametryzowanych rozwiazan mozna
wybra¢ podciag zbiezny, parametryzowane rozwiagzanie musi by¢ ograniczone, a to na
0g6! wymaga ograniczonosci obszaru, nad ktérym sg ,,rozpigte” te funkcje.

Sposob pomniegjszania pojedynczej komorki periodyczno$ci, w matematycznym
sformutowaniu metody homogenizacji, nie jest dowolny. Dokonuje si¢ tego w trans-
formacji przez jednoktadnos$¢ o skali & Transformacja ta zachowuje, mozliwie wier-
nie, wigkszo$¢ cech strukturalnych osrodka. Na ogoét wszystkie bezwymiarowe cechy
geometryczne mikrostruktury, takie jak: udziat frakcyjny sktadnikéw osrodka,
wzgledne odlegtosci migdzy sktadnikami osrodka, ksztatt poszczegoélnych niejedno-
rodnosci nie ulegaja zmianie (rys. 2.13).

r

lE
d€

dll = d|I¥

Rys. 2.13. Transformacja w jednoktadnosci pojedynczej komoérki periodycznosci
Fig. 2.13. Homothetic transformation of periodic unit cell

Elementy charakteryzujace mikrostruktur¢ z mianami (jednostkami), na przyktad:
odlegtosci, powierzchni, sa wrazliwe na takie transformacje, tzn. wartosci ich zaleza
od aktualnej skali jednoktadno$ci, w ktorej przetransformowana zostata pojedyncza
komoérka periodycznosci. W przypadku osrodka porowatego na przyktad drastycznej
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zmianie ulega warto$¢ powierzchni wewnetrznej na jednostke objetosci osrodka (rys.
2.14).

Jesli V| oznacza miarg objetosci pojedynczej komorki periodycznosci (przed jej
transformacjag w jednoktadnosci) oraz S; — miarg powierzchni wewngtrznej (po-
wierzchnia migdzy cialem stalym a porami), to po transformacji w jednoktadnosci o
skali & odpowiadajace im wielkosci to: V.= £V, 18.= £S,. Wobec tego wartos¢ po-
wierzchni wewngtrznej w jednostkowej objetosci osrodka, po transformacji pojedyn-
czej komorki periodycznosci w jednoktadnosci o skali g przyjmie warto$¢

2
=S S, (2.143)
& V1 £—0
gdzie:
x1 = S1/V, — powierzchnia wtasciwa os$rodka przed jego transformacja w jednoktadno-
$ci,
K; — powierzchnia wlasciwa os$rodka po jego transformacji w jednoktadnosci

o skali &

OO
OO0
OO0 |0O

®| e
®| e ’

K'1:27'CR/12 K2:2><K1 Ky = 8x K

1/2]

Az

OO0 |0O
OO

o|o|o|o|o|ofo]|o|o|ofo|o|o|0o|Oo|O
o|o|o|o|o|ofo]|o|o|ofo|o|o|0o|Oo|O
o|ojojo|ojofo]|o|ojofo|o]o|o|o|o
o|ojojo|ojofo]|o|ojofo|o]o|o|o|o
Oo|ojo|o|ojofo]|o|o]jofo|o]|o|o|o|o
Oo|ojoj|o|ojofo]|o|o]jofo|o|o|o|o|o
[l Lo o1 Ke] o] ko] e Ke] Kol o] o) (o) (o] (o] (o] (]
o|ojojo|ojofo]|o|ojofo|o]o|o|o|o
o|ojojo|ojofo]|o|ojofo|o]o|o|o|o
Oo|ojo|o|ojofo]|o|o|jofo|o]|o|o|o|o
o|o|o|o|o|ofo]|o|o|ofo|o|o|Oo|Oo|O
o|ojojo|ojofo]|o|ojofo|o]o|o|o|o
o|ojojo|ojofo]|o|ojofo|o]o|o|o|o
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Rys. 2.14. Zmiany warto$ci powierzchni wlasciwej spowodowanej transformacja jednoktadna
Fig. 2.14. Variations of specific surface due to homothetic transformation

W przypadku wigc analizy proceséw, w ktorych powierzchnia wlasciwa lub inny
parametr mikrostruktury, wrazliwy na transformacje jednoktadne, wptywa na wiasno-
$ci efektywne osrodka, warto$ci parametrow efektywnych zaleze¢ bgda od wymiaru
pojedynczej komorki periodycznosci. Ponadto, przy przejsciu do granicy z parametry-
zowanym polem, przy ¢ — 0, otrzymamy wtedy zbieznosci: do zera lub do nieskon-
czonosci. Z tego wzgledu w takich przypadkach proces homogenizacji musi by¢ ro-
zumiany jako formulowanie opisu zastgpczego dla osrodka o okreslonym wymiarze
niejednorodnosci 1 odpowiednio duzym wymiarze catej objgtosci, tzn. liczba komorek
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generujacych przez periodycznos¢ rozwazany osrodek musi by¢ bardzo duza. Takie
sformutowanie implikuje konieczno$¢ przeskalowania opisu mikroskopowego.

Ponizej przedstawiamy skalowanie procesu przeptywu niescisliwej lepkiej cieczy
Newtona przez osrodek porowaty. W celu uproszczenia analizy zakltadamy dodatko-
wo, ze przestrzen porowa osrodka tworza ,kanaliki” o statym przekroju kolowym
wzdtuz ich dlugosci (rys. 2.15). Analizujemy wynik dwoch jakosciowo réznych eks-
perymentow (rys. 2.15), tj. przy ustalonym wymiarze probki Lo zadamy, aby wymiar
pojedynczej komorki periodycznosci / — 0 (sformutowanie matematyczne) oraz przy
ustalonym wymiarze komorki periodycznosci /o zadamy, aby L — oo (ten eksperyment
nazywamy sformutowaniem fizycznym).

Tworzenie o$rodka w tych dwoch sformutowaniach odbywa si¢ nastepujaco:
w pierwszym kroku konstruowany jest osrodek porowaty z N (niezdeformowanych) ko-
morek periodycznosci, tak aby otrzymac, zadany w sformutowaniu matematycznym,
wymiar probki Ly. Obszar zajmowany przez o$rodek porowaty w sformulowaniu mate-

matycznym, oznaczany przez £, jest wigc w tym kroku analogiczny do obszaru

Qlf zajmowanego przez oSrodek w sformulowaniu fizycznym (rys. 2.15). Nastepnie

realizowane jest sukcesywne zwigkszanie liczby komorek periodycznosci w tych dwoch
sformutowaniach, tj.: w sformulowaniu matematycznym przez pomniejszanie wymiaru
komoérki periodyczno$ci w jednoktadnosci o skali 1/k, natomiast w sformutowaniu
fizycznym — przez sukcesywne, przy stalym wymiarze komorki periodycznosci, zwigk-
szanie obszaru. Obszary zajmowane przez te osrodki w kroku k£ sa wigc oznaczane
odpowiednio przez Q. oraz Q] (rys. 2.15), gdzie indeks dolny oznacza badz skale

jednoktadnosci, w ktorej przetransformowana zostata komorka periodycznosci (sformu-
fowanie matematyczne), badz stosunek aktualnego wymiaru probki do wymiaru poczat-
kowego (sformutowanie fizyczne). Odpowiadajace tym obszarom powierzchnie kontaktu
ptynu z cialem statym oznaczane sa odpowiednio przez /3 i /3 (rys. 2.15). Taki sposob
tworzenia, w tych dwoch sformutowaniach, osrodkow pozwala na ciagle zachowanie ich

podobienstwa. Zauwazmy, dla ustalonej warto$ci parametru &, obszar ), jest odwzo-

rowaniem obszaru €/ w jednoktadnosci o skali 1/k. Umozliwia to, w obu sformutowa-

niach, parametryzacj¢ analizowanego procesu tym samym parametrem k.
Réwnania konstytutywne niesci§liwej lepkiej cieczy Newtona maja postaé [88]

ov, Ov,
O-”:_p5”+ﬂ[§;+a_)é}’ (2.144)
gdzie:

o; — sktadowa tensora naprezenia cieczy,

p — cisnienie cieczy,

v; — skladowa wektora predkosci cieczy,

1 — lepkos$¢ cieczy,

0;; — symbol Kroneckera.
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komorka periodyczno$ci
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lo
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l
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Rys. 2.15. Geometryczna ilustracja sformutowania matematycznego i fizycznego procesu filtracji
Fig. 2.15. Geometrical representation of mathematical
and physical formulations of filtration process
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Warunek niescisliwosci cieczy to
ov;
ox;
Przy odpowiednio matym gradiencie cisnienia i matej wartosci stosunku $rednicy
kanalika do jego dlugosci, pomijajac zaburzenia przy koncach kanalika, przeptyw
cieczy jest przeplywem laminarnym i nazywa si¢ go przeptywem Poiseuille’a (Landau
i Lifszyc [88]). Przeplyw ten charakteryzuje stata warto$¢, wzdluz kanalika, gradientu
cisnienia oraz — dla ustalonej wartos$ci gradientu ci$nienia — stata warto$¢ strumienia
cieczy przeplywajacej przez pojedynczy kanalik. Warto$¢ strumienia cieczy (réwno-
waznie: §rednia predkos¢ cieczy w kanaliku) jest proporcjonalna do kwadratu $rednicy
kanalika oraz gradientu ci$nienia, tj."2

=0. (2.145)

2 —
<v1>=—R——(P° Pl), (2.146)
Su L
gdzie:
(v;i)  —$rednia predko$¢ cieczy w kanaliku (w kierunku x; (rys. 2.15)),
R — promien kanalika,
L — dhugos¢ kanalika,

(Py—P))— roznica cisnien na koncach kanalika.

Zaleznos$¢ (2.146) jest wazna tylko dla przeptywow, ktoérym towarzyszy warunek
petnej adhezji, tzn. zerowa warto$¢ wektora predkosci cieczy na powierzchni kontaktu
z ciatem statym.

Zauwazmy, w sformutowaniu matematycznym stosunek $rednicy kanalika do jego
dhugosci, dla ustalonej wartosci £, jest rowny

ZRJ = Z_R, (2.147)
L, kL,
gdzie:
R — promien kanalika w niezdeformowanej komorce periodycznosci (rys.

2.15),
Ry =R/k — promien kanalika w komorce periodycznos$ci po jej transformacji w jed-
noktadnosci o skali 1/k,
Ly — dhugosé probki w sformutowaniu matematycznym.
Analogiczna wartos$¢, dla tej samej wartosci k, charakteryzuje osrodek w sformu-
towaniu fizycznym, tj.
2R 2R
L, kL,

gdzie: L; = kL, — aktualna dtugo$¢ probki w sformutowaniu fizycznym (rys. 2.15).

(2.148)

12 Wyprowadzenie w ksiazce Landau i Lifszyc [88, s. 74—75]. Przedstawiony tam wzor opisuje war-
tos$¢ masy cieczy Q przeptywajacej w jednostce czasu przez przekrdj kanalika. Wzor (2.146) jest bezpo-
$rednia konsekwencja tozsamosci (v;) = O/(pnR?), gdzie: p— gestosé cieczy.
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Wobec tego, przy dostatecznie duzej wartosci k, zarowno w sformulowaniu mate-
matycznym, jak i sformutowaniu fizycznym, przepltyw cieczy przez pory osrodka jest
przeptywem Poiseuille’a.

Aby zachowa¢ warunek podobienstwa obu myslowo prowadzonych eksperymen-
tow, wraz ze wzrostem dtugosci probki (sformutowanie fizyczne), réznica cisnien na
koncach probki jest w sformutowaniu fizycznym proporcjonalnie powigkszana (rys.
2.15), tak aby gradient cis$nienia cieczy (sita wymuszajaca przepltyw) nie ulegat zmia-
nie wraz ze zmiana k.

Po oznaczeniu, w sformutowaniu matematycznym, parametryzowanego pola ci-
1k 1k
$nienia przez p()_cl) oraz pola predkosci przez v, ()_Cl) (pozostate sktadowe pola pred-

kosci sa rowne zeru w przeptywie Poiseuille’a) zgodnie z (2.146) mozemy zapisac

<>R_MLR_M (2.149)

oraz (gradient ci$nienia jest staty wzdtuz kanalika)
1k

ap = _M' (2.150)
ox, L,
Podobnie postgpujac, w sformutowaniu fizycznym otrzymujemy
k R _ 2 _
N R KAR-R)__ R (B-R) 2.151)
8u L, 8u L,
k
9p__h-h (2.152)
ox, L,
gdzie:
k k

p(x,) i v(x,) — odpowiednio, parametryzowane pola: cisnienia i predkosci cieczy
w sformutowaniu fizycznym,
X, — wspolrzedna przestrzenna w sformutowaniu matematycznym,

X1 — wspotrzedna przestrzenna w sformutowaniu fizycznym (obszar Q)

jest odwzorowaniem obszaru Qkf w jednoktadnosci o skali 1/k, wo-
bec tego: kx, = x,).
Otrzymane zaleznosci (2.149)—(2.152) wskazuja, ze w tych dwoch sformutowa-
niach gradient ci$nienia cieczy ma t¢ sama wartos¢, tj.
1k k

9p_0%p, (2.153)
ox, O
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natomiast predkos$ci zwiazane sa relacja

1k k
<v1>=k—12<v1>. (2.154)

Oznacza to, ze w sformutowaniu fizycznym srednia predkos¢ przeptywajacej cie-
czy zdaza do statej wartosci, natomiast w sformulowaniu matematycznym — zdaza do
zera. Wobec tego, aby proces matematycznej teorii homogenizacji byt adekwatny do
poszukiwania ekwiwalentnego opisu dla procesu przeptywu ptynu przez osrodek po-
rowaty, opis mikroskopowy musi by¢ przeskalowany.

Zaleznosci (2.149) i (2.154) wskazuja na bezposrednia przyczyng skalowania tego
procesu, tj. Srednia warto$¢ predkosci cieczy jest proporcjonalna do kwadratu wartosci
promienia poru, ktora to warto$¢ ulega drastycznym zmianom w transformacjach jed-
noktadnych pojedynczej komorki periodycznosci. Przy ustalonej wartosci lepkosci
cieczy zmniejszenie promienia poru powoduje wigc proporcjonalny wzrost oporu
przeptywu, co w konsekwencji daje spadek wartosci predkosci cieczy, w granicy, az
do zera. Aby wigc skompensowac ,,sztuczny” wzrost oporu przeplywu spowodowany
matematyczng operacja przeksztatcania w jednoktadnos$ci pojedynczej komorki perio-
dycznosci, nalezy rownoczes$nie zmniejszy¢ tyle samo lepko$¢ cieczy. W ten sposob
charakter przeptywu cieczy 1 wartos¢ pol: ci$nienia i predkosci cieczy w sformutowa-
niu matematycznym beda doktadnie takie same, jak w sformutowaniu fizycznym.

Skalowanie opisu mikroskopowego polega zatem na sukcesywnym, wraz ze
zmniejszaniem si¢ promienia poru, zmniejszaniem lepkosci cieczy (zob. Hornung
[74]), tzn.

1k 1k l/k al/k
. V.
o, :_p5y+% %+a_xj . (2.155)

J !

W metodzie homogenizacji parametryzacji opisu mikroskopowego dokonuje sie,
omowionym wczesniej, parametrem skali ¢, reprezentujacym aktualna skale jedno-
ktadnos$ci, w ktorej przetransformowana zostata pojedyncza komoérka periodycznosci.
Wobec tego €= 1/k oraz

o : o
ol =—p°S,+ & [Z#+%}. (2.156)
i X;

Powyzszy zwiazek implikuje nastgpujaca posta¢ przeskalowanych réwnan rowno-
wagi cieczy (przyjeto przeptyw laminarny, a wigc czlony inercyjne sa pominigte), tj.

2ud | |08 Ly o0 (2.157)
ox;| 0x; ) 0X,

Warunek niescisliwosci cieczy (2.145) nie ulega, oczywiscie, zmianie.
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Przedstawiony przeskalowany opis mikroskopowy (2.156)—(2.157) przeptywu cie-
czy przez osrodek porowaty otrzymano, korzystajac z rozwiazania Poiseuille’a. Wo-
bec tego otrzymane rownania sa wazne dla przeplywow, w ktorych cztony inercyjne
sa pomijalne oraz na powierzchni kontaktu migdzy ciatem stalym a ciecza nie wyste-
puje zjawisko poslizgu (warunek pelnej adhezji). Zaleznie od wartosci roznicy cisnien
przytozonej na koncach probki nasyconego osrodka porowatego, jak rowniez od geo-
metrii przestrzeni porowej, powyzsze zatozenia nie musza, oczywiscie, by¢ spetnione
imoze by¢ mozliwe inne skalowanie opisu mikroskopowego. Na przyktad wptyw
geometrii przestrzeni porowej, a doktadniej rozmiaréw czastek ciala stalego, na ,,natu-
r¢” przeptywu cieczy ilustruja wyniki otrzymane przez Allaire’a (rozdz. 3. w [74]).
W rozwazaniach swoich Allaire traktuje czastki ciala stalego jakby byly ,,zawieszone”
w cieczy (czastki sa bardzo male), ale rownoczesnie — jako nieruchome. Analizuje
mozliwy makroskopowy (ujednorodniony) opis zachowania si¢ cieczy w zaleznosci
od wymiaru czastki stalej a® znajdujacej si¢ w pojedynczej komorce periodyczno$ci
0 wymiarze &, przyjmujac rownoczesnie a/e — 0. W zalezno$ci wigc od wymiaru
czastki ciata stalego otrzymuje trzy mozliwe opisy makroskopowe przeplywu cieczy.
Pierwszy opis makroskopowy, ktérego mozna byto oczekiwac, to rownania Stokesa.
Istnieje jednak ,krytyczna” wielko$¢ czastek, przy ktorej mikroskopowe réwnania
przeptywu lepkiej cieczy Newtona prowadza do opisu makroskopowego wyrazonego
przez prawo Brinkmana. Gdy wymiar czastki przekracza zdecydowanie wielkos¢ kry-
tyczna, opis makroskopowy przeptywu cieczy rzadzony jest przez prawo Darcy’ego.

Przypadki skalowania opisu mikroskopowego dla niestacjonarnego przeptywu
lepkiej cieczy Newtona, wraz z otrzymanymi na drodze homogenizacji opisami ma-
kroskopowymi, sa przedstawione w pracach [30], [74], [108], [137].

Podsumowujac, konieczno$¢ skalowania opisu mikroskopowego przeptywu cieczy
przez osrodek porowaty jest wynikiem dwoch faktow. Po pierwsze, parametry efek-
tywne przeplywu (parametry opisu makroskopowego) sa nie tylko funkcja wzgled-
nych wymiarOw przestrzeni porowej, ale przede wszystkim jej bezwzglednego wymia-
ru. Oznacza to, ze pomniejszanie lub powigkszanie w jednoktadnosci o skali & poje-
dynczej komorki o$rodka porowatego prowadzi do zmiany wartosci parametréw efek-
tywnych przeptywu.

Po drugie, rézne skalowanie opisu mikroskopowego przeptywu cieczy przez osro-
dek porowaty jest wynikiem, mozliwej, ré6znej natury zachowania si¢ plynu w prze-
strzeni porowej, np. dominacji sit inercyjnych nad lepkimi i odwrotnie. Uwidoczniaja
to wyniki badan laboratoryjnych (Cieslicki i Lasowska [46]) przedstawiajace, dzigki
zastosowaniu specjalnej techniki wizualizacji, r6zng naturg przeptywu cieczy, spowo-
dowana rdzna geometrig przestrzeni porowej, jak rowniez warto$cia gradientu ci$nie-
nia cieczy wymuszajacego przeptyw.

W przypadku o$rodkow gruntowych i skalnych przyjmuje si¢ jednak najczesciej
(np. Kaviany [79], Sparks [146], Thiel [155] i in.), Ze przeptyw jest wolny i laminarny.
Wobec tego w dalszej cze$ci niniejszej monografii do analizy proceséw zachodzacych
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w nasyconych osrodkach gruntowych i skalnych stosowane beda rownania (2.156)
1(2.157).

W przypadku mikroniejednorodnego ciata stalego na ogét efektywne parametry
osrodka sa niewrazliwe na transformacje pojedynczej komorki w jednoktadnosci
o dowolnej skali. Ilustruja to na przyktad otrzymane zwiazki (2.90) i (2.95) definiujace
warto$ci sktadowych efektywnego tensora dyfuzji.

Zauwazmy, jesli tensor ten zalezatby od wymiaru komorki periodycznosci, wtedy

k
Di # Dﬂ ,

gdzie:

D;; — skladowe tensora dyfuzji obliczone dla komorki periodycznosci o wymiarze Y,

k
Di — sktadowe tego tensora obliczone dla komorki periodycznosci o wymiarze kY.
k
Po oznaczeniu przez ,(ky,) rozwiazania zagadnienia lokalnego (2.90) dla ko-

morki o wymiarze kY otrzymujemy tozsamos¢

k

o odi)|
g :awi(kJ’I)
o, olky;)

Wobec tego rozwigzania zagadnienia lokalnego (2.90) dla komorki periodycznosci
o wymiarze kY i Y zwiazane sa relacja

ak)t( l)=ka)l.(yl),

gdzie w;(y;) oznacza rozwiazanie dla komorki periodycznosci o wymiarze Y.
Wykorzystujac powyzsza relacje w operacji catkowania (2.95), otrzymuje si¢ na-
tychmiast

k
Dir =Dy,

co oznacza, ze efektywny tensor dyfuzji jest niewrazliwy na wielko$¢ pojedynczej
komorki periodycznosci. Opis mikroskopowy nie wymaga wigc przeskalowania.

Omowione powyzej dwa sformutowania poszukiwania ujednorodnionego osrodka
zastepczego, tj. matematyczne i fizyczne, zakladaja ze I/L = ¢ — 0. W rzeczywistosci
wymiar niejednorodnosci / i wymiar makroskopowy L sa wielkosciami skonczonymi.
Otrzymany wigc w wyniku homogenizacji opis makroskopowy jest aproksymacja
modelowanego procesu, tym lepsza, im //L = ¢ jest mniejsze.

Do tej pory przedstawiali$my L jako jeden z wymiaréw makroskopowej objgtosci
osrodka. W przypadku zagadnien statycznych takie przyjecie jest uzasadnione. Na
ogot L zalezy jednak od ,,wymuszenia”, jakiemu poddany jest osrodek. Mozna poka-
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za¢ [16], ze w przypadku zagadnien dynamicznych wielko$¢ ta odpowiada dlugosci
fali makroskopowej. Oczywiscie, aby zdefiniowaé rownowazny makroskopowy opis
matematyczny rozchodzenia si¢ fali w o$rodku mikroniejednorodnym, wymiar niejed-
norodno$ci musi by¢ duzo mniejszy od dtugosci fali. W przeciwnym razie, w termino-
logii Auriaulta [16], opis jest ,,nichomogenizowalny”. W tym przypadku np. o$rodek
periodyczny i osrodek losowy wykazuja catkowicie odmienne zachowanie i musza
by¢ uzyte rozne metody do analizy procesoOw w nich zachodzacych (np. Wozniak
[164] — periodyczne laminaty, Sobczyk [145] — o$rodki losowe).

2.2.5. Uwagi

Prezentujac matematyczna teori¢ homogenizacji stwierdzono, ze w przypadku
analizy procesu przeplywu ptynu przez osrodek porowaty konieczne jest skalowanie
opisu mikroskopowego. Jest to miedzy innymi wynik ,,wrazliwosci” parametrow
przeptywu na zmiany wymiaréw przestrzeni porowej w przeksztalceniu jednoktad-
nym. Omoéwione zostaly trzy metody poszukiwania ekwiwalentnego opisu makrosko-
powego dla o$rodka mikroniejednorodnego, tj.: metoda asymptotycznej homogeniza-
cji, metoda zbieznosci dwuskalowej oraz metoda /-zbieznosci.

Przedstawiony przyktad modelowy zagadnienia dyfuzji pokazal, ze wszystkie te
trzy metody, przynajmniej w przypadku analizowanego zagadnienia, prowadza do
tego samego opisu makroskopowego.

Podstawowym zatozeniem metody asymptotycznej homogenizacji i metody zbiez-
nosci dwuskalowej'” jest periodyczno$é struktury osrodka. Metoda /-zbieznosci, co
nalezy doda¢, ,,pracuje” rowniez w przypadku homogenizacji stochastycznej [135].

Poréwnujac te metody, mozna stwierdzi¢, ze dwie ostatnie tj.: zbieznosci dwuska-
lowej 1 /-zbieznosci, sa pod wzgledem matematycznym rygorystyczne, tzn. prowadza
rownoczes$nie do dedukcji granicy oraz zbiezno$ci rozwiazania. O ile jednak metoda
zbieznosci dwuskalowej definiuje rowniez sposob poszukiwania granicy, o tyle meto-
da /-zbieznos$ci na og6t nie. Przedstawiona powyzej, w przypadku zagadnienia dyfu-
zji, stosunkowa latwos$¢ korzystania z metody /-zbieznosci byta wynikiem twierdze-
nia 2.7 o zbiezno$ci funkcjonatéw zdefiniowanych przez odpowiedni potencjal. W
razie wigc mozliwos$ci skorzystania z twierdzenia 2.7 metoda /-zbieznosci daje szyb-
ko ostateczny wynik, co w rezultacie umozliwia zdefiniowanie parametrow efektyw-
nych otrzymanego opisu makroskopowego. W innych przypadkach praktyczne stoso-
wanie metody /-zbieznosci jest skomplikowane i wymaga wiedzy matematycznej
daleko wykraczajacej poza zakres wiedzy osob bezposrednio z matematyka nie zwia-
zanych [54], [107].

Podobne uwagi mozna odnies¢ do metody zbieznosci dwuskalowej. Gdy poszuki-
wanie odpowiedniej granicy dwuskalowej musi by¢ oparte tylko na definicji 2.1, ko-

12 W pracy [38] proponuje si¢ réwniez rozszerzenie metody na homogenizacje stochastyczna.
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nieczny aparat analizy funkcjonalnej wykracza daleko poza zakres wiedzy nie-
matematyka. Ulatwieniem w stosowaniu tej metody sa twierdzenia przedstawione
w pracy [7] (tylko czgs¢ jest zaprezentowana w niniejszym opracowaniu).

Metoda asymptotycznej homogenizacji, w przeciwienstwie do dwoch omowio-
nych wczesniej metod, nie podaje rownoczesnie z otrzymanym opisem makroskopo-
wym dowodu zbiezno$ci parametryzowanego pola. Szybkie i stosunkowo tatwe ,,do-
chodzenie” do opisu makroskopowego jest konsekwencja zatozenia, ze parametryzo-
wane pole wykazuje charakter asymptotyczny i moze by¢ przedstawione w postaci
rozwinigcia asymptotycznego (2.80). Cytowane w niniejszej pracy twierdzenia
o zbieznos$ci dwuskalowej daja matematyczne uzasadnienie stosowania rozwinigcia
asymptotycznego w tym sensie, ze parametryzowane pole jest zbiezne dwuskalowo do
pierwszego czlonu rozwinigcia, a gradient parametryzowanego pola do gradientéw
pierwszego i drugiego rozwinigcia (okreslonych odpowiednio wzgledem x 1 y), przy-
najmniej dla duzej klasy zagadnien. Ponadto, wiele dodatkowych twierdzen oraz ma-
tematycznych dowodow poprawnosci przyjecia parametryzowanego pola w postaci
rozwinigcia asymptotycznego przedstawionych jest w pracach [27], [74] 1 [137].

2.3. Osrodki losowe
— metody oszacowan wilasnosci efektywnych

W przypadku osrodkéw mikroniejednorodnych o strukturze periodycznej zagad-
nienie okreslania parametréw efektywnych opisu makroskopowego sprowadza si¢ do
rozwigzania zagadnienia brzegowego sformutowanego dla pojedynczej komorki pe-
riodycznosci. Jesli znane sa: rozktad i geometria poszczegoélnych sktadnikéw oraz
warto$ci parametréw analizowanego procesu, to wartosci parametrow efektywnych
mozna okresli¢ jednoznacznie. W prezentowanym zagadnieniu dyfuzji, rownania po-
zwalajace jednoznacznie okresli¢ efektywny tensor dyfuzji to (2.90) 1 (2.95).

W przypadku osrodkow losowych, takich jak np. osrodki gruntowe i skalne, roz-
ktad oraz geometria poszczeg6lnych sktadnikow osrodka nie sa doktadnie znane. Do-
stgpna jest jedynie czg¢sciowa informacja statystyczna o osrodku. Podstawowa infor-
macja statystyczna, ktora dysponujemy, jest przede wszystkim udziat frakcyjny po-
szczegolnych sktadnikdéw osrodka. Ponadto, jesli w osrodku nie wystepuja zadne szcze-
g6lne kierunki uporzadkowania, innymi stowy — osrodek jest catkowicie ,,nieuporzadko-
wany”, to druga dostepna informacja statystyczna jest makroskopowa izotropia osrodka.

O ile — przy zalozeniu, ze osrodek losowy jest statystycznie jednorodny ergodycz-
ny lub statystycznie periodyczny ergodyczny — przyjgcie hipotezy periodycznosci przy
poszukiwaniu opisu makroskopowego jest dopuszczalne (Sab [135]), o tyle metody
okreslania parametrow efektywnych dla osrodkéw periodycznych i losowych musza
by¢ rézne. W przypadku osrodkéw losowych, ze wzgledu na niepetng informacj¢ sta-
tystyczna, mozemy tylko poda¢ oszacowania warto$ci parametréw efektywnych
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w terminach znanej informacji statystycznej oraz dopuszczalny przedziat wartosci
tych parametrow (ograniczenia).

Stosunkowo ,,najlepiej” rozpoznane i opracowane sg metody oszacowan warto-
$ci parametrow efektywnych dla fizycznie liniowych osrodkow losowych, np. loso-
wych osrodkow liniowo-sprezystych. Zagadnienie oszacowan wlasnosci efektyw-
nych dla nieliniowych osrodkéw losowych jest nadal zagadnieniem otwartym, cho¢
w ostatniej dekadzie nastapit obserwowalny postep (Ponte Castafieda [121], [122];
Willis [161]).

Najczesciej stosowana idea szacowania warto$ci parametrow efektywnych dla
osrodkow nieliniowych jest tzw. idea liniowego o$rodka poréwnawczego. Innymi
stowy — oszacowania otrzymuje si¢ z oszacowan dla osrodkow liniowych przez odpo-
wiedni dobdr wlasciwosci porownywanego osrodka liniowego. Przyktad takiej meto-
dy, zaproponowanej przez Ponte Castafiede [121], przedstawiony bedzie w dalszej
czeSci rozdziatu.

W przypadku liniowo-sprezystych osrodkow losowych najczesciej stosowana
metoda szacowania wartosci efektywnego tensora sztywno$ci sprezystej jest tzw.
metoda samouzgodnionego pola. Pozostale metody, jak schemat Mori—Tanaki oraz
Kuster—Toks6za, maja ograniczone zastosowanie, tj. maty udziat frakcyjny wtracen
w kompozycie. Wszystkie te metody skonstruowane sa wedlug rozwiazania statycz-
nego ,zagadnienia pojedynczego wtracenia” w nieskonczonym, jednorodnym
osrodku ciaglym. Istnieje rowniez druga grupa metod, ktéra wlasnosci efektywne
definiuje na podstawie rozwiazania zagadnienia rozproszenia fali na pojedynczym
wtraceniu.

Ponizej oméwiono tylko metody oparte na rozwiazaniu statycznym zagadnienia
pojedynczego wtracenia, gdyz druga grupa metod, mimo ze ideowo rdézna, daje te
same oszacowania [29]. Najwigcej miejsca pos§wigcono sformutowaniu metody samo-
uzgodnionego pola. Jest to schemat najczesciej stosowany podczas szacowania para-
metrow efektywnych losowych osrodkow liniowo-sprezystych [43], [165].

W przypadku osrodkéw losowych, oprocz oszacowania wartosci efektywnych
osrodka, wazne jest rowniez sformutowanie zakresu, w jakim moga si¢ one zmienia¢
(podanie ograniczen). Dla liniowo-sprezystego wielosktadnikowego osrodka losowe-
g0 najlepszymi ograniczeniami, w terminach objgtosci frakcyjnej, sa ograniczenia
Voigta i Reussa, tj.

N N N
(Zc“(ca)‘] <c <Y ey, (2.158)
a=1 a=1

gdzie:
¢”iC”% —odpowiednio: udziat frakcyjny sktadnika a w osrodku oraz jego tensor
sztywnosci sprezyste;j,
c — efektywny tensor sztywnosci sprezyste;.
Analogiczne zwiazki obowiazuja dla tensora podatnosci sprezystej, tj.



73

N N N
[Zc“(sa) J <5< Yerse, (2.159)
a=1 a=1

gdzie:

S% —tensor podatnosci sprezystej sktadnika o,

S _ efektywny tensor podatno$ci sprezyste;.

W przypadku o$rodka makroskopowo izotropowego jedynymi ograniczenia-
mi ,,wezszymi” od przedstawionych powyzej, wyrazonymi w terminach objetosci
frakcyjnej, sa ograniczenia Hashina-Shtrikmana dla osrodka dwusktadnikowego
[152], tj.

K(1)+ 1_c (1) SKEff SK(2)+ C ,
1 3c
KOk . 1 i 3-c)
3KV +4G KV -K 3k @ 4 46@
GV + 1-c" <G <G?
1 6 (k" +260)
+
G -G el pwrel)
(2.160)
g0
1 6=k +269)
G!-G" 5623k +4612)
gdzie:

K"i G — odpowiednio: efektywny modut odksztatcenia objetosciowego oraz efek-
tywny modul odksztatcenia postaciowego,

K?iG”  —odpowiednie moduty dla sktadnika i,

P — udziat frakcyjny pierwszego sktadnika.

Ponadto, w powyzszym zwiazku przyjeto K" < K@ oraz G < G©.

2.3.1. Kompozyt liniowo-sprezysty. Metody oszacowan:
samouzgodnionego pola, Kuster—Tokséza 1 Mori—Tanaki

Rozwazamy kompozytowy os$rodek sprezysty utworzony z N jednorodnych sktad-
nikow cechujacych si¢ r6znymi wlasnosciami sprezystymi. O sktadnikach tego osrod-
ka wiemy, ze kazdy z nich jest zbudowany z materialu izotropowego oraz liniowo-
-sprezystego. Wartosci parametrow sprezystosci kazdego sktadnika sa nam znane.
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Rozktad sktadnikéw w kompozycie jest losowy. Informacja statystyczna o tym
rozktadzie, jedyna, jaka dysponujemy, to: udzial frakcyjny poszczegdlnych sktadni-
koéw oraz brak w kompozycie szczegélnych kierunkéw uporzadkowania, czyli makro-
skopowa izotropia kompozytu.

Zagadnienie, ktore chcemy rozwiazaé, to: oszacowanie warto$ci parametrow efek-
tywnych sprezystosci analizowanego kompozytu (doktadne okreslenie tych wartosci jest
niemozliwe ze wzgledu na cze¢$ciowa tylko informacje o rozktadzie tych sktadnikdéw).

Reasumujac, dane, ktorymi dysponujemy, to:

» zwiazki konstytutywne liniowej sprezystosci dla kazdego sktadnika o (=1, 2,
..., N) wraz z warto$ciami parametrow, tj.

O-ij(r):C;khekh(u(r)) rev, (2.161)
przy czym (sktadniki sg izotropowe) [61]

a a a 2
Cgfkh =K 5y'5kh +G (51'/(51'/: + 5ih5jh _Eé‘ijé‘kh)’ (2.162)

» makroskopowy zwiazek konstytutywny kompozytu, tj. (liniowo-sprezyste za-
chowanie sktadnikéw implikuje liniowo-sprezyste zachowanie kompozytu)
(o) =Citi{ew ), (2.163)
gdzie:

—Lonr i euzLeur .
) =pplen 1 (el = feate@ar. cles

4

» informacja statystyczna o rozktadzie:
warto$¢ udziatu frakcyjnego poszczegoélnych sktadnikow w kompozycie, t;.

1S :
c” =W a=1,2,.,N (oczywiscie: D c“=1), (2.165)

a=1

makroskopowa izotropia kompozytu, tj.

Ciy =K 8,0, + Geff[a,.ka 040, —%5,,5,(,,). (2.166)
W powyzszych zwigzkach zastosowano nastgpujace oznaczenia:
Ve — obszar zajmowany przez sktadnik o (moze to by¢ obszar wielospdjny
(rys. 2.16)),

N
V= U V% — obszar zajmowany przez kompozyt,
a=1
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“ Vel i || V|| — miary objetosci: V“ oraz V,

K*iG* — odpowiednio: modul odksztatcenia objgtosciowego oraz modut od-
ksztatcenia postaciowego sktadnika «,

K G — efektywne moduty odksztalcenia objetosciowego oraz postaciowego
kompozytu.

Wielkosciami poszukiwanymi sa wartoéci parametrow efektywnych K i G°™.

OSQ Q skladnik 1
gc skladnik 2
(4

INe'a

Rys. 2.16. Kompozyt dwusktadnikowy
Fig. 2.16. Two-components’ composite

Zatdézmy obecnie, ze kompozyt jest ,,zanurzony” w nieskonczonym, jednorodnym
o$rodku ciaglym (rys. 2.17), ktory to osrodek jest poddany ,,wymuszeniu” zewngtrz-
nemu w postaci jednorodnego odksztalcenia przytozonego w nieskonczonosci. Wy-
muszenie to, oczywiscie, indukuje w kompozycie (w poszczegoélnych sktadnikach
kompozytu) pewne pole odksztatcenia i stowarzyszone z nim pole naprezenia. Ponie-
waz skladniki kompozytu oraz osrodek otaczajacy kompozyt sa liniowo-sprezyste
(obowiazuje zasada superpozycji), wobec tego panujace w kompozycie pole odksztat-
cenia mozna przedstawi¢ nastgpujaco

€; (”(” )) = Ag,'kh (’” )Ekh ) (2.167)

gdzie:

Euy — warto$¢ odksztalcenia panujacego w nieskonczonosci,

Ajn(r) — pole odksztatlcenia w kompozycie wywotane jednostkowym odksztatceniem
(En = (00 + 0n0x)/2) przytozonym w nieskonczono$ci do osrodka otacza-
jacego kompozyt.

Dokonujac kolejno usrednienia powyzszego réwnania po objetosci kazdego
sktadnika, otrzymujemy
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<eij>a = AinE a=12,.,N, (2.168)
gdzie
(&) = H Vla j e, (u(r))av, 4, = H Vla jAW(r)dV. (2.169)
Ve ya

a
Wielkos¢ <eff > reprezentuje Srednia warto$¢ odksztalcenia w sktadniku a. Ten-

sor 47, jest nazywany tensorem lokalizacji odksztatcenia.

kompozyt

<

jednorodny oSrodek ciagly

Rys. 2.17. Kompozyt zanurzony w nieskonczonym jednorodnym osrodku ciagtym
Fig. 2.17. Composite immersed in a homogeneous infinite continuous medium

Srednia warto$¢ odksztatcenia w kompozycie, zdefiniowana zaleznoscia (2.164),

moze by¢ teraz obliczona jako
N
(ey)="c"(e;) (2.170)
a=1
lub, jesli wykorzystamy zaleznos¢ (2.168), rtownowaznie jako
N
(e)) = c“ A Ep,. (2.171)
a=1

Definiujac, podobnie jak dla odksztatcenia, sSrednia warto$¢ naprezenia w sktadni-
ku o, tj.

(o) = H Vl" j o, (r)av, (2.172)
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otrzymujemy (sumowanie po indeksie o obowiazuje wylacznie wtedy, gdy wystepuje
znak sumy, natomiast po pozostatych indeksach, zgodnie z wcze$niejsza umowa su-
macyjna, zawsze gdy si¢ powtarzaja)

(07)" = Conlew)” s (o) = ZN:c“ (o)". (2.173)

a=1

Zaleznosci (2.173) sa, odpowiednio, bezposrednia konsekwencja zwiazkow konsty-
tutywnych (2.161) oraz definicji (2.164) $redniej wartos$ci naprezenia w kompozycie.

Wykorzystanie zwiazku lokalizacyjnego (2.168) w zaleznosciach (2.173) prowa-
dzi do

<O-ij >a = C;lkhAI(;'tlmElm ’ (2 1743)
N

(03)= D" Clrp sy (2.174b)
a=1

Srednia warto$¢ naprezenia w kompozycie mozna jednocze$nie obliczy¢, korzy-
stajac ze zwiazku konstytutywnego dla kompozytu (2.163), ktoéry po zastosowaniu
wyrazenia (2.171) przyjmuje postac

N N
<Gij> = C;igzcaAIlemElm = zcacz;gtA;zlmElm‘ (2 175)
a=1 a=1

Po odjeciu stronami rownan (2.174b) i (2.175) otrzymujemy

N

z c” (C;g =G )Alf;zlmElm =0. (2.176)

a=1

Roéwnanie (2.176) musi by¢ spelnione dla dowolnych wartosci sktadowych tenso-
ra Ej;, co implikuje

e (Cof ~ Co A5, =0. 2.177)

M=

1

N
Il

Jesli wigc potrafimy oszacowac¢ wartos$ci sktadowych tensora lokalizacji odksztat-
cenia A;.;{h , to zwiazek (2.177) prowadzi bezposrednio do oszacowan warto$ci para-

metrow efektywnych sprezystosci kompozytu.

Metoda samouzgodnionego pola

Metoda ta zostata wprowadzona przez Hersheya i Kronera (Zaoui [165]) jako
schemat aproksymacyjny do okreslania efektywnych parametrow sprezystosci dla
osrodkow o strukturze polikrystaliczne;j.
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Kompozyt jest zanurzany w osrodku jednorodnym o wartosciach parametréw
sprezystosci rownych warto$ciom parametrow efektywnych kompozytu (warto$ci,
ktoérych poszukujemy) (rys. 2.18). Nastgpnie skomplikowane oddziatywania mig-
dzy dowolnym elementem kompozytu a pozostatymi jego elementami zastgpuje si¢
oddziatywaniem migdzy tym elementem a ,,ujednorodnionym kompozytem”, stano-
wiacym kontynuacj¢ osrodka, w ktorym kompozyt jest zanurzony. W konsekwencji
warto$¢ odksztalcenia w pojedynczym ziarnie jest przyblizana przez rozwiazanie za-
gadnienia pojedynczego ziarna zanurzonego w nieskonczonym jednorodnym osrodku

ciaglym (rys. 2.18).

osrodek jednorodny o whasnosciach
efektywnych kompozytu

kompozyt

osrodek jednorodny o whasnosciach
efektywnych kompozytu

Rys. 2.18. Modelowanie oddziatywan migdzy ziarnami w metodzie samouzgodnionego pola
Fig. 2.18. Interactions between grains modelled according to the self-consistent scheme

A

.— pojedyncze ziarno
sktadnika «
«B)

kompozyt

Rys. 2.19. Geometryczna interpretacja warto$ci tensora lokalizacji odksztalcenia
Fig. 2.19. Geometrical interpretation of strain localization tensor value

Wartos¢ odksztalcenia w ziarnie, jak réwniez wartos$¢ tensora lokalizacji odksztat-
cenia, nie zalezy od miejsca, w ktéorym to ziarno si¢ znajduje (otaczajacy je osrodek
jednorodny jest nieskonczony), a jedynie od jego orientacji (rys. 2.19). Poniewaz ten-
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sor lokalizacji odksztalcenia dla sktadnika e, to warto$¢ $rednia obliczona po wszyst-
kich ziarnach tworzacych sktadnik a, wobec tego (ponizszy zwiazek odpowiada za-
gadnieniu dwuwymiarowemu (rys. 2.19))

D
Agim = o J.Akhlm (ﬂ) ag, (2.178)
0

gdzie:
Apn (ﬂ ) — warto$¢ tensora lokalizacji odksztatcenia dla ziarna, tworzacego sktadnik
a, zorientowanego w kierunku #(f) (rys. 2.19),
p — warto$¢ kata migdzy osia pozioma a kierunkiem #( /) orientacji ziarna.
Tensor lokalizacji odksztalcenia 4, jest wigc tensorem izotropowym. Tensor
ten ma prosta reprezentacje

+ 8,00 )s (2.179)

a 1 a a 1 a
Ay = E(P -0 )5k/751m +§Q (845
gdzie warto$ci P* 1 Q” podano, dla wtracen kulistych oraz w ksztalcie igietek, w tabeli
2.1. W tabeli tej wykorzystano, dodatkowo, nastgpujace oznaczenia:

L 3K+G (9K +8G)

G
_G— =
7=03k+aG" © 6(K +2G)

oraz indeksem m oznaczono parametry osrodka, w ktérym jest zanurzone wtracenie,
natomiast przez « — parametry wtracenia. W przypadku metody samouzgodnionego
pola parametry z indeksem m oznaczaja poszukiwane wartosci efektywne.

(2.180)

Tabela® 2.1
Typ wtracenia P* o
A
3 Gﬂ’l +é,m
kul 4
. K+ g" G*+¢"
3
4
a m
K" 6"+ g 1| 46" G" +y" K +3G
igictka B T, 506G +G G +y K%+ G" +-G®
K" +G +—G 3
3

3 Wyniki zamieszczone w tabeli przepisano z pracy: Berryman I.G., Berge P.A., Critique of two
explicite schemes for estimating elastic properties of multiphase composities, Mechanics of Materials, 22,
1996, 149-164.
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Tensory: Cj, oraz C;g, sa, podobnie jak tensor lokalizacji odksztalcenia, row-

niez tensorami izotropowymi. Wobec tego:

(24 (24 (24 o 2 (24 o o (04
c,jkhAkh,f{K P -2G"Q }5,]5,,,,+G 05,6, +5,5,), (2.181a)

im®™ jl

jm im® jl

ol 4, = {KeffP“ —%Ge“Q“} 8,8, +G"0(5,5,,+5,6,}. (2.181b)

Uwzglednienie (2.181) w (2.177) prowadzi do

i o {(Keff —K") P —% (Chres )Q“} 5,50
a=l1

(2.182)
n ic“(GEff —G“)Q (8,5 1y + 58, )= 0.
Réwnanie (2.182)a iinplikuje nastepujace rownosci:
ZN:c“(K°ff—K“)P“ -0, (2.1832)
=
ic“(GEff—G“)Q“ —0. (2.183b)

N
LN

Jest to uktad dwoch sprzezonych ze soba réwnan nieliniowych. Sprzezenie tych
rownan jest konsekwencja obecnosci w wartosciach P* i Q% zaréwno K" jak i G*"
(por. tab. 2.1). Na przyktad dla wielosktadnikowego o$rodka kompozytowego utwo-
rzonego tylko z wtracen w ksztatcie kulek mamy (tab. 2.1):

eff 4 eff
i K +§G - Gt +ézeff geff B Geff(gKeff +8Geff)
ey Ao G +¢ 6(k*" +26°")
3

co — po podstawieniu do (2.183) oraz dokonaniu prostych przeksztatlcen — implikuje

nastgpujace rownania:
N eff a
anu—o, (2.184a)

a=1 K+ i Geff
3

N o Geff _ Ga
;c G(eff (9K°ff +)8Geff) =0. (2.184b)
-G+

6(k" +2G°")
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Rozwiazania uktadu (2.184), dla okreslonych udziatow frakcyjnych poszczegol-
nych sktadnikéw, poszukuje si¢ metodami iteracyjnymi.

Schemat samouzgodnionego pola jest rowniez stosowany do okreslania parame-
trow efektywnych osrodkow sprezystych ze spgkaniami lub pustkami [42]. Analiza
sprowadza sig, tym razem, do zagadnienia pojedynczej pustki lub spgkania, umiesz-
czonych w nieskonczonym osrodku ciaglym, charakteryzujacym si¢ poszukiwanymi
parametrami efektywnymi. W przypadku zagadnienia dwuwymiarowego, dla osrodka
makroskopowo izotropowego, prowadzi to do nastepujacych zalezno$ci na parametry
efektywne [78]

eff eff
EY =E(Q-7n¢&), v& =v (1-nd), (2.185)
gdzie:
& —tzw. parametr gestosci spekan (Budiansky i O’Connell [42]),
E i v — odpowiednio: modut Younga i wspdtczynnik Poissona materiatu szkieletu.

Modyfikacje powyzszego schematu dla osrodkow spekanych, zwana schematem
roznicowym, zaproponowat Hashin w pracy [70]. Ponownie rozpatruje si¢ jedno izo-
lowane spgkanie w nieskonczonej matrycy, z tym ze w przeciwienstwie do metody
samouzgodnionego pola, tym razem analiza jest prowadzona w sposob przyrostowy.
Gestos¢ spekan jest zwigkszana o mate przyrosty d& 1 w kazdym kroku obliczenio-
wym sa okreslane warto$ci parametrow efektywnych osrodka.

Dla osrodka makroskopowo izotropowego, w przypadku zagadnienia dwuwymia-
rowego, prowadzi to do zaleznos$ci rézniczkowych (konsekwencja (2.185))

EN+dE" =E"(1-n d&), v" +dv" =v"(1-n d&), (2.186)

ktdre — po zastosowaniu warunku poczatkowego, tzn. E" = E, v*T= v dla £= 0, daja:

eff _ -nd eff _ -ng

E™ =FEe ™, vii=ve ™. (2.187)

W podsumowaniu prezentacji metody samouzgodnionego pola oraz jej modyfika-
cji w postaci schematu réoznicowego nalezy podkresli¢, ze tak jak udowodnili odpo-
wiednio Milton [110] oraz Norris [116] schematy te sa realizowalne. Oznacza to, ze
do kazdych wartosci parametrow efektywnych otrzymanych z tych schematow mozna
,»Sstworzy¢” odpowiadajacy osrodek cechujacy si¢ tymi parametrami efektywnymi.
Oznacza to réwniez, ze schematy te nigdy nie daja wartosci parametréw efektywnych
niezgodnych z przedstawionymi wczesniej ograniczeniami.

Metody: Mori-Tanaki i Kuster—Toksoza

Metoda samouzgodnionego pola traktowata wszystkie sktadniki o$rodka réwno-
rzednie, w tym sensie, ze kazdy z nich byl ,,zanurzany” w osrodku ciaglym o poszu-
kiwanych parametrach efektywnych. W przypadku o$rodkow, w ktorych wyrazna jest
przewaga jednego sktadnika nad innymi, tzn. tworzy on matryce osrodka, w ktorej
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zanurzone sa pozostate sktadniki (por. rys. 2.16 — sktadnik 2. to matryca), do szaco-
wania wlasnos$ci efektywnych o$rodka sa stosowane najczesciej metody: Mori—Tanaki
i Kuster—Toksdza (Dvorak i Benveniste [56], Suquet [152]).

Podstawowym zalozeniem tych metod jest niewielki udzial frakcyjny wtracen
w poréownaniu do udziatu frakcyjnego matrycy. Okreslanie parametrow efektywnych
polega na rozwiazaniu, podobnie jak w metodzie samouzgodnionego pola, zagadnie-
nia pojedynczego wtracenia w nieskonczonym osrodku ciggtym. Tym razem jednak
osrodkiem, w ktorym zanurzone sa poszczegolne skladniki, jest matryca, ktorej para-
metry sprezyste znamy.

W przypadku metody Mori—Tanaki, rownaniami wyj$ciowym szacowania para-
metréw efektywnych sa, podobnie jak w metodzie samouzgodnionego pola, rowna-
nia (2.183). Tensor lokalizacji odksztatcenia dla sktadnika « jest jednak okreslany
jako rozwiazanie zagadnienia pojedynczego wtracenia zanurzonego w matrycy m,
ktorej wiasnos$ci znamy. Oznacza to, ze wielkosci P“ i Q% sa funkcja jedynie para-
metrow sprezystosci sktadnika o oraz matrycy. Dodatkowo, dla o odpowiadajacego
matrycy zaktada sig, ze tensor lokalizacji odksztalcenia jest tensorem jednostko-
wym, tzn.

m 1
A, 25(51‘1«5_/;, +0,,0 4 ) (2.188)

Dla reprezentacji w postaci (2.179) implikuje to: P" =11 Q" = 1.
Po przeksztatceniu rownan (2.183) do postaci

N
D " KP*
KM=l (2.189a)

(2.189b)

a=

tatwo zauwazy¢, ze prawe strony sa, dla danych typéw wtracen oraz ich udzialow
frakcyjnych, tylko funkcja parametréow sprezystosci sktadnikow kompozytu. Zalezno-
$ci (2.189) stanowia ostatecznag posta¢ ogolnych rownan szacowania warto$ci parame-
trow efektywnych w metodzie Mori—Tanaki.

Dla kompozytu wielosktadnikowego zbudowanego z matrycy oraz wtracen ku-
listych, zalezno$ci (2.189) transformuja sie¢ do postaci (P i QO ponownie wzigto
z tabeli 2.1)
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N caKa
a=1 K* +§G’"

KT = ﬁ“ ra— (2.190a)
a=1 K¢ +iG’"

3
i CaGa
T o, G"OK" +8G")
G o(k" +26") (2.190b)

a

- N
C
; oo, 6K +567)
6(k" +26")

Podobnie jest w schemacie Kuster—Toksoza. Tensor lokalizacji odksztatcenia po-
nownie przybliza si¢ przez rozwigzanie zagadnienia pojedynczego wtracenia zanurzo-
nego w jednorodnym osrodku ciaglym, ktorym to osrodkiem jest jeden ze sktadnikow
kompozytu (tzw. matryca). Punktem startowym nie jest jednak uktad (2.183), a jego
pewna modyfikacja. W metodzie Kuster—Toks6za przyjmuje sig, Ze zanurzany w ma-
trycy kompozyt ma ksztatt kuli. Nastgpnie warto$¢ srednia odksztatcenia w kompozy-
cie aproksymuje sig przez

<ekh> = A;}nglm’ (2191)

gdzie A,f,ffm reprezentuje tensor lokalizacji odksztatcenia dla ,,ujednorodnionego” kom-

pozytu w ksztalcie kuli zanurzonego w nieskonczonej matrycy.
Jednoczesnie $rednie odksztalcenie w kompozycie opisuje zaleznos¢ (2.171), wo-
bec tego

N
Al:lnglm = zcaAIf;tlmElm‘ (2192)

a=1

Konsekwentnie:

N
<Gij> = C;IEEA;;§111EIW1 = z cacgkhA/?;llmElm H (2’ 1 933)

a=1

(2.193b)

Im>

N
m eff _ am a
CijkhAkhlmElm = ZC Cg‘jkhAkhlmE

a=1
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gdzie prawa strona rownania (2.193a) to zalezno$¢ (2.174b), a Cj, oznacza tensor

sztywnosci sprezystej matrycy.
Po odjeciu stronami rownan (2.193) otrzymujemy

N
(C;gz - C;llch )Alf}nglm = z Ca (C;'!kh - Clj”;{h )A/?;llmElm . (2 194)
a=l1
Roéwnanie (2.194) musi by¢ spetnione dla dowolnych wartosci £, a wigc

(eff_ m)eff_N a(a_ m)a
Cijk Cijkh Akhlm - ZC Cijkh Cijkh Akhlm‘ (2195)

a=1

Po ponownym skorzystaniu z wlasno$ci izotropii tensoréw lokalizacji: A;,, oraz

A,fgm (kompozyt jest w ksztatcie kuli) oraz z tozsamosci (2.181) mozna pokazaé (po-
dobnie jak przejscie (2.177), (2.182)—(2.183)), ze rownanie (2.195) implikuje nastepu-
jace rownosci, tj.

(k- k)P, (2.196a)

M=

(Keff _K" )Peff _

]
L

(G -6m) 0", (2.196b)

M=

(Geff _ Gm)Qeff _

N
LN

gdzie (tab. 2.1)

K" +ﬁG’"

peff — 3 ’ 0
eff ﬂ m
K +3G

et G H+G"
- Geff_l_ézm >

. G"[ok™ +8G")
- .
6(k" +26")

Ostateczna posta¢ réwnan szacowania parametrow efektywnych w metodzie Ku-
ster—Toks0za dana jest zwiazkami:

4

A Km+§Gm N
(k" -x )ng(lf _K") PP, (2.197)
3
(G- g” )g”;—iiz - ZN:(G“ ~G")o%c". (2.198)
a=1

Gdy o$rodek jest zbudowany z matrycy, w ktdrej sa zanurzone wtracenia o ksztal-
cie sferycznym, obie metody (schemat Mori—Tanaki i schemat Kuster—Toks6za) daja
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ten sam wynik'®. Ponadto, w przypadku o$rodka dwusktadnikowego, gdy matryca jest
zbudowana z materialu o wickszym module odksztalcenia postaciowego niz materiat
wtracenia (o ksztalcie sferycznym), wtedy metody te daja oszacowanie efektywnego
modutu odksztatcenia objgtosciowego rowne dolnemu ograniczeniu Hashina—Shtrik-
mana. W przeciwnym razie, tj. gdy matrycg tworzy osrodek o mniejszym module od-
ksztalcenia postaciowego niz material wtracenia, osiggane jest gorne ograniczenie
Hashina—Shtrikmana na warto$¢ modutu odksztatcenia objetosciowego.

W ogolnym przypadku, tj. dowolnego ksztattu wtracenia, metody Mori—Tanaki
oraz Kuster—Toksoza sa nierealizowalne.

2.3.2. Kompozyt fizycznie nieliniowy.
Schemat wariacyjny Ponte Castafiedy

W przypadku os$rodkéw losowych, fizycznie nieliniowych, najczestsza metoda
szacowania wlasnosci efektywnych oraz poszukiwania ich ograniczen jest procedura
oparta na liniowym osrodku poréwnawczym.

Ponizej przedstawiamy jedng z takich metod zaproponowang przez Ponte Casta-
fiede [121]. Ideowo podobne metody, tzn. oparte na o$rodku poréwnawczym, przed-
stawione sa w pracach: Ponte Castafieda [122], Ponte Castafieda i Suquet [123] oraz
Suquet [151, 152].

Rozwazamy nieliniowy osrodek losowy, ktory tworzy N sktadnikow. Zaktadamy
ponadto, ze rownania konstytutywne sktadnikéw tego osrodka sa zdefiniowane przez
odpowiedni potencjal wyrazony przez tensor napr¢zenia. Jak zwykle, rozktad sktadni-
kow w osrodku okre$laja funkcje charakterystyczne 4%(x). Potencjal naprezenia dla
catego osrodka ma wigc postacé

u (G,x):ih“(x)u“(a), (2.199)

gdzie u“(o) — potencjat dla sktadnika c.
Potencjat zastgpczy jest zdefiniowany przez (zwiazki (2.43) 1 (2.44) w p. 2.1.2)

Ul(o))= inf o (o, x). (2.200)

W podobny sposoéb jest zdefiniowany potencjal zastgpczy dla osrodka liniowo-
-sprezystego, ktory stosowany bedzie do szacowania potencjalu zastepczego dla
osrodka nieliniowego. O os$rodku liniowym zaktadamy, ze ma taki sam rozktad sktad-
nikéw, jak w analizowanym osrodku nieliniowym. Wobec tego:

" Dowéd jest przedstawiony w pracy: Berryman J.G., Berge P.A., Critique of two explicite
schemes for estimating elastic properties of multiphase composities, Mechanics of Materials, 22,
1996, 149-164.
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0((o))=_ir (o), (2.201)
gdzie
N 2 2
(o, %)= h(x)a(o); T%(0)=—t+—2 (2.202)
; 2G% 2K
oraz
o, =§aﬁ; T, =0y —O'Oé‘l.j; o, = %rijrij . (2.203)

Jako przyktad metody ,liniowego osrodka poréwnawczego” rozwazamy przypa-
dek, gdy potencjat o$rodka nieliniowego (jego sktadnikow) jest funkcja potegowa
o wyktadniku wigkszym niz dwa. Mozliwe jest wtedy zdefiniowanie nastepujacych
funkcji'

v“(G“,K“)zsup (ﬁ“(a)—u“(a‘)). (2.204)

Wykorzystujac zwiazki (2.199) i (2.202), zaleznos¢ (2.204) mozna przedstawic
réwniez jako

V(G,K,x)=sup (ii(c,x)-u(o,x)), (2.205)
gdzie
V(G K%)= 1 (x)v (67, k). (2.206)
a=1

15 Jesli potencjat osrodka nieliniowego ma wyktadnik mniejszy od dwéch, to definicja (2.204) nie ma
sensu. Nalezy wtedy definiowa¢ minimum z r6znicy potencjatéow, a nie maksimum jak w (2.204). Ilustru-
ja to ponizsze dwa proste przyktady:

2 4
o

o
a) niech (K®—»w): #%(0)=—% oraz u%(0)=—%, wtedy
) 2G* ) 2B“
2 a
1 1 o B
~a a 2 e
sup (u (U)—u (o-)):—sup o,| —-— = ?
o o ‘L¢* B“ 8(Ga )2
gdzie B” — stata materialowa o$rodka nieliniowego;
2
~a o Oe
b) u (o-): “— oraz u%(o) = 2 , wtedy
1 o, 1 G”
inf (ﬂ(o)— u(o-)) =—inf|lo, | —%-—||=- .
c 2 0 G* B* S(Ba)z
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Wobec tego, zgodnie z (2.205), dla kazdych K*i G*(a= 1, 2, ..., N) oraz o,
w kazdym punkcie x kompozytu jest spetniona nierownos¢
V(G,K,x)>ii(o,x)-u(o,x) (2.207)
lub rownowaznie
u(o,x)>i(o,x)-V(G,K,x). (2.208)
Usrednienie tej nierdwnosci po objetosci kompozytu daje

(u(o,x)) > (ii (0,x))-V(G,K), (2.209)

gdzie (bezposrednia konsekwencja (2.206))

7(G,K)=(r(G,K,x)) = ih“(x)v“ (6*.x7). (2.210)

a=1

Nierownosc¢ (2.209) implikuje
in(<f6>) <u (G,x)> > inf >) [<17 (G’x» - I7(G’K)] (2.21 1)

ceS ceS((o
V(G, K) nie zalezy jednak od o, a wiec
Ay lox)> int ) (@ (o.x)-7(G.K). (2212)

Na podstawie definicji potencjatléw zastepczych (2.200) i (2.201) dla osrodka nie-
liniowego i liniowego, nierownos¢ (2.212) mozna przedstawic jako

U((e))20((0)-7(G.K), (2.213)

ktora jest spetniona dla kazdych wartosci K%, G oraz <0'> .

Jesli mozemy wigc obliczy¢ potencjat zastepczy dla osrodka liniowego w funkcji
(G% K*), to nierdbwnos$¢ (2.213) prowadzi do rodziny ograniczen na potencjat zastep-
czy kompozytu nieliniowego. Optymalne dobranie liniowego osrodka porownawczego
polega na przyjeciu takich parametrow sprezystosci jego sktadnikow, aby wyrazenie
po prawej stronie nieréwnosci (2.213) osiagato swoje maksimum. Po oznaczeniu

H(<O'>) = iu}() ((7((0'))— 7 (G, K)), (2.214)
nierownos¢ (2.213) implikuje
Ul((o))> H((o)). (2.215)

Zastosowanie powyzszego schematu zilustrujemy oszacowaniem potencjatu za-
stgpczego dla nieliniowego osrodka porowatego (Ponte Castafieda [121]). Przyjmuje-
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my, ze szkielet osrodka porowatego jest zbudowany z materiatu nie$cisliwego, charak-
teryzujacego si¢ potencjatem naprezenia (funkcja potegowa naprezenia o, o wyktad-
niku wyzszym niz dwa), tj.

u = f(o,). (2.216)

Konsekwentnie, liniowy osrodek poréwnawczy rowniez jest przyjmowany jako
zbudowany z niescisliwego szkieletu, co implikuje

2
g0 ="Ze 2.217)

2G

Wobec tego, zgodnie z (2.204), (2.216) oraz (2.217), mozemy zapisaé

2
vO(G)=sup| Ze— f(c,)|. (2.218)

o \2G

Oczywiscie, (zalezno$¢ (2.210))

7(G)=cv"(G), (2.219)

gdzie:
¢ —udziat frakcyjny szkieletu w osrodku porowatym,
1— ¢ — porowatos¢ osrodka.

Uwzglednienie (2.219) w (2.214) daje

H((o))=csup (M —y® (G)J . (2.220)

G C

Nastepny krok analizy to wykorzystanie oszacowan lub ograniczen dla osrodka li-
niowego.

W rozwazanym przypadku moze to by¢ np. dolne ograniczenie Hashina-Shtrik-
mana dla potencjatu naprezenia, tj.

5 o, , o
U((o))> TERRET o (2.221)

gdzie (prawa strona nieréwnosci (2.160) po podstawieniu G = G, K — w0, K" = 0,
GV=0orazc"=1-¢)

(2.222)

Po podstawieniu prawej strony nieréwnosci (2.221) do (2.220), w miejsce poten-
cjatu zastepczego dla osrodka liniowego, otrzymujemy
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H(S)=CSUP[%—V“)(G)]; S=l\/(§—gc)af+2(l—c)a§. (2.223)

G 4

W celu znalezienia ostatecznej postaci oszacowania potencjalu dla osrodka nieli-
niowego stosowana jest nastgpujaca wlasnos¢ transformacji Legendrea [123], tj. jesli
funkcje F(Y) i F1(X) sa funkcjami wypuktymi oraz

F(Y)=sup (XY - F,(X)), (2.224)
X
to rOwniez

F(X)=sup (XY - F(Y)). (2.225)

Zastosowanie tego schematu do zwiazku (2.218) i utozsamienie Y z 1/(2G) oraz
X z o prowadzi do

2
flo,)=sup | Z=—v"(G)|, (2.226)
¢ \ 2G
co — przez podstawienie o, — s — implikuje
2
£(s)=sup (S——V(l)(G)j . (2.227)
¢ \2G
Poréwnujac réwnania (2.227) 1 (2.223), dostajemy natychmiast
H(s)=cf(s) (2.228)
1 w konsekwencji (nieréwnosc¢ (2.215))
Ul(o))=cr(s). (2.229)

Otrzymany rezultat, poniewaz wykorzystuje ograniczenie Hashina—Shtrikmana dla
osrodka liniowego, moze by¢ interpretowany jako nieliniowe dolne ograniczenie
Hashina—Shtrikmana. Przedstawiona procedura moze by¢ réwniez zastosowana do
okreslania oszacowan dla kompozytu nieliniowego, odpowiadajacych oszacowaniom
otrzymanym ze schematow samouzgodnionego pola czy Mori—Tanaki dla osrodka
liniowego. Jak tatwo zauwazy¢, schemat ten daje tylko jednostronne ograniczenie na
potencjat naprezenia. Ekwiwalentnie, w podobny sposéb mozna poszukiwa¢ ograni-
czen dla potencjalu odksztalcenia. Z tego, co autorowi wiadomo, nie istnieje obecnie
schemat analizy losowych osrodkéw nieliniowych, ktoéry podawalby réwnoczesnie
dolne i gérne ograniczenie wlasnosci efektywnych osrodka.

Inne schematy poszukiwania oszacowan oraz ograniczen dla losowych kompozytow
nieliniowych, réwniez oparte na idei liniowego kompozytu porownawczego, stosowane
np. do analizy o$rodkow plastycznych przedstawione sa w [122], [123], [151], [152].
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2.4. Podsumowanie

Podczas prezentacji podstaw metody homogenizacji omoéwiono jej dwa sformuto-
wania, tzn. metod¢ wygladzania oraz matematyczna teori¢ homogenizacji. Cel jest
jeden — sformutowanie dla istniejacego opisu matematycznego, charakteryzujacego si¢
silnie nieciaglymi polami fizycznymi (nazywanego opisem mikroskopowym), opisu
rownowaznego (nazywanego opisem makroskopowym), charakteryzujacego sig
H.gtadkimi” polami, a wiec nadajacego si¢ do obliczen inzynierskich.

Opisu tego poszukuje sig, w ogdlnosci, na dwa sposoby, tj. przez bezposrednie
stosowanie operacji usredniania (wygladzenie pola) lub przez ,,myslowe” zadanie, aby
wymiar niejednorodnos$ci zdazat do zera (matematyczna teoria homogenizacji).

Podczas omawiania technik stosujacych operacj¢ usredniania wskazano, ze meto-
dy objetosciowego i wagowego usredniania, ze wzgledu na brak w nich hipotezy za-
mykajacej, charakteryzuja si¢ zjawiskiem ,,zatrzymania” w procesie przej$cia z jednej
skali obserwacji do drugiej. Trudno$¢ ta jest omijana dzigki przyjeciu hipotezy zamy-
kajacej w postaci warunku periodycznosci lub poprzez ,,przenoszenie czlondéw niezde-
finiowanych” do skali makroskopowej i ich analiz¢ na podstawie drugiej zasady ter-
modynamiki. Techniki te stosowane sg przede wszystkim w modelowaniu procesow
transportu w osrodkach porowatych.

Ciagla mikromechanika, opierajac si¢ na pojeciu reprezentatywnej elementarne;j
objetosci (REO), formutuje opis makroskopowy przez wyrdznienie zmiennych mi-
kroskopowych i makroskopowych. Te drugie na og6t sa warto$ciami $rednimi, obli-
czonymi wewnatrz REO z tych pierwszych. Sformutowanie to, ideowo, jest bliskie
badaniom eksperymentalnym prowadzonym w laboratorium w tym sensie, ze poszu-
kuje si¢ relacji migdzy wielkoSciami mierzalnymi w czasie eksperymentu, tj. $red-
nimi warto$ciami przemieszczenia (odksztatcenia) i naprezenia przytozonymi do
brzegdw probki. Klasycznie, jako warunki brzegowe przyjmuje si¢ jednorodne od-
ksztatcenie lub naprezenie. W przypadku jednak deformacji plastycznych osrodka,
poprawnym warunkiem brzegowym jest jednorodne odksztatcenie [150]. Sformuto-
wania zwiazkow makroskopowych, np. potencjatow zastgpczych sa analogiczne do
sformutowan otrzymanych z matematycznej teorii homogenizacji (por. (2.43), (2.44)
i twierdzenie 2.7 wraz z (2.127)). Wykorzystywana jest ona przede wszystkim
w analizie procesu deformacji oraz prognozowania wiasnosci efektywnych kompo-
zytowych ciat statych.

Podczas omawiania matematycznej teorii homogenizacji stwierdzono, ze w przy-
padku analizy procesu przeptywu plynu przez osrodek porowaty konieczne jest ska-
lowanie opisu mikroskopowego. Jest to, migdzy innymi, wynik ,,wrazliwos$ci” para-
metréw przeplywu na zmiany wymiaréw przestrzeni porowej w przeksztatceniu jed-
noktadnym.

Omowiono trzy techniki, tj. metode asymptotycznej homogenizacji, metodg zbiez-
nosci dwuskalowej oraz metode /-zbieznosci. Podstawowym zatozeniem dwoch
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pierwszych metod jest periodyczno$¢ analizowanej struktury, trzecia — ,,pracuje” row-
niez w przypadku osrodkéw losowych. Szczegdtowe porownanie tych metod przed-
stawiono w p. 2.2.5.

Celem niniejszej monografii jest zaproponowanie, stosunkowo prostej, a zarazem
skutecznej, metody dedukcji opisu makroskopowego procesow zachodzacych
w o$rodkach gruntowych i skalnych z ich opisu mikroskopowego. Zdaniem autora,
metoda taka, réwnie dobrze nadajaca si¢ do modelowania proceséw transportu, jak
1 mechanicznego zachowania kompozytowego ciata statego (osrodka porowatego) jest
metoda asymptotycznej homogenizacji.

Zastrzezeniem, jakie budzi stosowanie metody asymptotycznej homogenizacji
do analizy dowolnych osrodkéw porowatych, jest warunek periodycznosci struktury.
Jesli jednak ograniczy¢ si¢ tylko do poszukiwania formy réwnan makroskopowych
oraz analizy roli struktury wewngtrznej, to stosowanie tej metody mozna rozciagnaé
rowniez na osrodki nie tylko periodyczne [16], [85], [128], [132], [133], [134],
[135].

Okreslanie parametrow efektywnych dla osrodkéw losowych i osrodkow perio-
dycznych wymaga jednak odmiennych metod. Metody szacowania wartosci efektyw-
nych dla o$rodkéw losowych oméwione zostaty w poprzednim punkcie.

Do tej pory nie poruszane byto jedno, chyba najwazniejsze zagadnienie — opis mi-
kroskopowy. Zakladano, ze potrzebujemy tylko ,narzedzia”, aby istniejacy opis
mikroskopowy ,,przenies¢” do skali makroskopowej. Jest oczywiste, ze zaleznie od
Jjakosci” (doktadnosci) sformutowanego modelu mikroskopowego, w wyniku homo-
genizacji, otrzymamy odpowiedniej ,,jakosci” model makroskopowy. Z drugiej strony,
im bardziej skomplikowany opis mikroskopowy, tym trudniejsze ,,przeniesienie” go
do skali makroskopowej. W rzeczywistosci sformutowanie opisu mikroskopowego
zalezy w rownej mierze od rodzaju osrodka oraz od zagadnienia, ktére chcemy opisaé
lub rozwiazad. Ilustruja to ponizsze przyktady.

W przypadku osrodkow porowatych nasyconych ptynem, opis mikroskopowy za-
lezy nie tylko od rodzaju wypelniajacego przestrzen porowa plynu (np. aktywno$¢
chemiczna z cialem statym tworzacym szkielet), ale rowniez od struktury wewngtrzne;j
osrodka porowatego.

Rozwazmy zachowanie si¢ gazu w przestrzeni porowej o okreslonej §rednicy po-
row d,. Biorac pod uwage warto$¢ O sredniej drogi swobodnej czasteczki gazu, tzn.
sredni dystans czasteczki miedzy dwoma kolejnymi zderzeniami, mozemy wyrdznié
przynajmniej trzy skrajne przypadki zachowania si¢ gazu:

» d,/0 >> 1 — zachowanie si¢ gazu w przestrzeni porowej jest zdominowane tyl-
ko przez zderzenia czastek gazu miedzy soba. Z punktu widzenia mechanicznego gaz
moze by¢ modelowany jako barotropowa lepka ciecz Newtona.

» d, /6 << 1 - w tym przypadku przeptyw gazu jest zdeterminowany przez zde-
rzenia czastek gazu z powierzchnia ciala stalego. Podstawowy postulat mechaniki
kontinuum tym razem nie jest, oczywiscie, spelniony. Modelowanie matematyczne
przepltywu moze by¢ przeprowadzone badz w ramach mechaniki statystycznej, badz
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fenomenologicznie, gdy cialo state wraz z zawartym gazem traktuje si¢ jako miesza-
ning, w ktorej proces przeptywu jest rzadzony np. rownaniem dyfuzji molekularnej
Ficka.

» d,/6~ 1 — zderzenia miedzy czasteczkami gazu oraz migdzy czasteczka gazu
a powierzchnig ciala statego zachodza rownie czgsto. Do opisu stosuje si¢ tzw. mo-
del gazu zakurzonego [79] otrzymany w ramach zmodyfikowanej kinetycznej teorii
gazu.

Dalej podano wartosci $redniej drogi swobodnej dla trzech rodzajow gazu (obliczo-
ne w tzw. warunkach normalnych, tj. ci$nienie atmosferyczne, temperatura 7' = 294 K)
[99]: dwutlenek wegla 6= 57,4 nm, para wodna =43 nm, azot 0= 67,7 nm.

Drugi przyktad roli rozmiaru poréw na zachowanie si¢ tym razem cieczy, stano-
wia wyniki badan przeprowadzone przez Gee et.al. [63] (prezentowane rowniez
w pracy Israelachviliego et.al. [75]). Celem tych badan bylo okreslenie natury przej-
Scia z kontynualnego do molekularnego zachowania si¢ cienkiej warstwy cieczy znaj-
dujacej si¢ miedzy dwiema ptytkami ciala statego. Zauwazono, ze zaleznie od grubo-
$ci warstwy, ciecz zachowuje si¢ badz jak klasyczna lepka ciecz Newtona, badz jak
cialo state. Stwierdzono réwniez, ze warstwy cieczy zachowujace si¢ jak cialo state,
po przytozeniu do nich krytycznej wartosci napr¢zenia $cinajacego, zachowuja si¢ jak
ciagliwe ciato state podlegajace deformaciji plastyczne;j.

Z omoéwionych powyzej dwoch przyktadow zachowania si¢ ptynu w przestrzeni
porowej jasno wynika, ze opis lokalny, sformutowany dla danego osrodka porowate-
go, musi by¢ rowniez adekwatny do jego struktury wewngtrznej. Ponadto, wiele
osrodkéw porowatych wykazuje tzw. hierarchiczna budowe [82], [89]. Ilustruje to
struktura wewngetrzna gruntow itowych przedstawiona na rysunku 2.20. W tym przy-
padku wyréznione sa nie dwie skale obserwacji, a co najmniej trzy: mikroskala, mezo-
skala oraz makroskala. Proces homogenizacji moze wigc polega¢ na sukcesywnym
przechodzeniu z jednej do drugiej skali (Mei i Auriault [109]), w celu otrzymania
opisu w naturalnej skali obserwacji.

W przytoczonym powyzej przyktadzie, rzeczywiscie pojgcie opisu mikroskopo-
wego zwiazane byto z powszechnie rozumianym pojeciem stowa ,,mikro”. Jednak, jak
zostato juz wczesniej powiedziane, nazwy: opis mikroskopowy i opis makroskopowy
uzywane sa tylko po to, aby wyr6zni¢ opis uwzgledniajacy dyskretng strukture osrod-
ka od zastepczego opisu usrednionego. Zatem pojecie opisu mikroskopowego nie mu-
si wcale implikowa¢ rozmiarow klasycznie interpretowanych jako ,,mikro”. Zilustro-
wano to na rysunku 2.21, gdzie wymiar pojedynczego bloku moze by¢ wymiarem
,»mikro”.
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3. Teoria porospr¢zystosci Biota.
Wptyw mikrostruktury osrodka
na wartosci stalych materialowych

Jezeli pod dziataniem obcigzenia przylozonego do nasyconego ptynem osrodka
porowatego rozpoczyna si¢ proces wypierania pltynu z poréw, z rownoczesnym od-
ksztatcaniem sig osrodka porowatego, to proces ten jest nazywany konsolidacja.

Tworca pierwszego modelu matematycznego procesu konsolidacji osrodka grun-
towego byt Terzaghi [35]. Nawodniony o$rodek gruntowy Terzaghi potraktowat jako
osrodek dwufazowy, przyjmujac, ze sktada si¢ on z nieodksztatcalnych ziaren tworza-
cych szkielet oraz niescisliwej cieczy wypetniajacej pory. Zatozyt, ze rozwazany pro-
ces powolnego zageszczania si¢ osrodka gruntowego jest wynikiem zmniejszania si¢
porowatosci, ktéra zmienia si¢ wraz ze zmiana ci$nienia cieczy w przestrzeni porowe;.
Przyjat, ze przeptyw cieczy jest zgodny z prawem Darcy’ego oraz ze wspolczynnik
filtracji nie ulega zmianie w czasie procesu zaggszczania. Tak postawione zatozenia
doprowadzity Terzaghiego do modelu jednowymiarowej konsolidacji, nazywanej
konsolidacja hydrodynamiczna. Podczas budowy rownan konsolidacji Terzaghi sfor-
mulowal rowniez, omoéwiong we wprowadzeniu, koncepcj¢ naprezenia efektywnego.

Znaczace odstepstwa od teorii Terzaghiego obserwowano dla osrodkéw porowa-
tych, takich jak skaty czy beton oraz w przypadku ekstremalnie wysokich naprgzen
w os$rodkach gruntowych. Dopiero Biot, w ramach ogloszonej przez siebie nowej teo-
rii konsolidacji [32], uogdlnit teorig na te osrodki.

Teoria Biota, zwana teoria porosprezystosci, zostata oparta na nastepujacych za-
lozeniach':

a) caty osrodek jest wypelniony ciecza,

b) szkielet jest materialem liniowo-spre¢zystym i izotropowym,

¢) odksztatcenia osrodka sa mate,

d) ciecz jest ciecza idealna,

e) ciecz moze zawiera¢ pecherzyki gazu (ciecz traktuje si¢ jako $cisliwa, ale nie
przenoszaca sit stycznych),

f) przeplyw cieczy w porach podlega prawu Darcy’ego,

g) porowatos¢ osrodka uwaza si¢ za wielkos¢ stala.

! Sa to oryginalne zalozenia sformulowane przez Biota w pracy [32]. Klasycznie, pojecie cieczy ideal-
nej oznacza, ze ruchowi takiej cieczy nie towarzyszy zadna dyssypacja energii, tzn. procesy przewodnictwa
cieplnego 1 lepkosci sa nieistotne (Landau i Lifszyc [88]). Obowiazywanie prawa Darcy’ego implikuje,
oczywiscie, lepkos¢ cieczy, stad jakby pewna niezgodnos¢ przyjetych przez Biota zalozen. W oryginalnym
wyprowadzeniu teorii porosprezystosci [32], zalozenie ,.ciecz jest idealna” wykorzystywane bylo przez
Biota do stwierdzenia, Ze tensor napr¢zenia w cieczy jest tensorem izotropowym o wartosci odpowiadajacej
cisnieniu cieczy. Prawo Darcy’ego byto traktowane jako niezalezne zatozenie konstytutywne.
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Zbiorczy uktad rownan teorii porosprezystosci Biota jest sprzezonym ukltadem
rownan rozniczkowych czastkowych drugiego rzedu, ktory dla osrodka izotropowego
ma postac

2 (C;/i;ekh (w)-ap 54’/’)
2 x;

o (Ké’pJ=_a0’)e”(u)+ﬂ0’)_p' (3.2)

=0, (3.1)

“ox | ax, ot ot

Omoéwiony jest on szczegdlowo, wraz z dwiema ogdlnymi metodami catkowania
tych rownan podanymi przez Derskiego, w pracy [82].
W réownaniach (3.1) 1 (3.2):

p — warto$¢ ci$nienia ptynu w przestrzeni porowe;j,

u; — sktadowa wektora przemieszczenia osrodka porowatego,
e;(u) — sktadowa tensora odksztalcenia,

K — wspotczynnik filtracji,

a, f — dodatkowe state materialowe uwzgledniajace dwufazowy charakter osrodka.
W rownaniu (3.1) tensor sztywnos$ci sprezystej oznaczono jako ,.efektywny”, w celu
odrdznienia go od tensora sztywnosci sprezystej materiatu tworzacego szkielet osrod-
ka porowatego, ktory stosowany bedzie w procesie homogenizacji.

Teori¢ porosprezystosci Biota omawialo wielu autorow: Auriault i Sanchez-
-Palencia [18], Biot [31], Biot i Willis [33], Coussy [47], Rice i Cleary [126], Thomp-
son 1 Willis [156] (wymieniajac najbardziej znane). Wigkszos$¢ prac dotyczy interpre-
tacji fizycznej statych materiatowych, laboratoryjnych metod ich wyznaczania oraz
zwiazkow tych stalych z wlasnosciami sprezystymi szkieletu osrodka porowatego.
Podstawa analizy jest na 0got osrodek o cechach makroskopowe;j izotropii.

W ostatnim czasie ukazaly si¢ rowniez prace (np. de Boer i Lade [36], Sibai
[141]) przedstawiajace wyniki badan laboratoryjnych wartosci sktadowych tensora o;
w funkcji parametréow mikrostruktury o$rodka (wspoétczynnik materiatowy o, w przy-
padku anizotropii osrodka, jest tensorem drugiego rzedu i jest oznaczany przez «;)).

Ciekawe wyniki badan laboratoryjnych przedstawit Sibai [141]. Wskazuja one na
zalezno$¢ migdzy wartosciami sktadowych tensora ¢;; a pojawianiem sig¢ i wzrostem
mikrospegkan w osrodku. Podczas tych badan wyznaczano wartosci sktadowych tenso-
ra a; dla poszczegolnych etapow obciazenia. W poczatkowej fazie obcigzenia nie
obserwowano zmian warto$ci sktadowych tensora ¢;;. W miarg wzrostu przyktadane-
g0 obciazenia oraz dochodzenia do maksymalnej no$nosci probki obserwowano po-
wigkszanie si¢ istniejacych mikrospekan oraz powstawanie nowych. Procesowi temu
towarzyszyl wzrost wartosci sktadowych analizowanego tensora. Tuz przed zniszcze-
niem sktadowe normalne tensora ¢;; osiagnely warto$¢ jeden.

Wplyw mikrostruktury, a raczej jej zmian wywotanych pojawianiem si¢ mikro-
spekan, na wartosci efektywnych parametrow sprezystoéci analizowany byt za pomo-
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ca roznych modeli mikromechanicznych w wielu pracach ([42], [70], [78] — jako
przyktadowe). Brak jest natomiast podobnych analiz teoretycznych w odniesieniu do
nasyconych osrodkow porowatych. Rownoczesnie proponowane sa teorie makrosko-
powe, uwzgledniajace, w lepszy lub gorszy sposob, efekt mikrostruktury osrodka po-
rowatego — najczgsciej przez wprowadzenie porowatosci osrodka jako dodatkowe;j
zmiennej ,,wewngetrznej” opisu [26], [41], [153], [162].

Metoda asymptotycznej homogenizacji daje mozliwo$¢ weryfikacji efektu mikro-
struktury na wartosci parametrow efektywnych otrzymanego opisu makroskopowego.
Celem niniejszego rozdzialu jest wigc analiza wptywu mikrostruktury na makrosko-
powe zachowanie nasyconego osrodka porowatego. Poniewaz teoria porosprezystosci
Biota stanowi podstawy modelowania hydromechanicznego sprzg¢zenia w nasyconych
os$rodkach porowatych, uzasadnione jest wigc badanie efektu mikrostruktury na warto-
$ci statych materiatlowych tej teorii.

W tym rozdziale przedstawiono najpierw proces ,,odtworzenia” réwnan teorii po-
rosprezystosci Biota z opisu mikroskopowego przeptywu lepkiej cieczy Newtona
przez sprezyscie odksztatcalny osrodek porowaty, a nastgpnie, wykorzystujac otrzy-
mane z procesu przej$cia ,,mikro-makro” definicje stalych materiatowych, zanalizo-
wano wptyw mikrostruktury na wartosci tych stalych. Rozwazania ograniczono do
stalych materialowych teorii Biota ,,odpowiedzialnych” za hydromechaniczne sprzg-
zenie w nasyconych o$rodkach porowatych, tj. tensora ¢;; 1 wspotczynnika f.

Posrednim celem rozdziatu jest przedstawienie metody asymptotycznej homogeni-
zacji jako ,narzedzia” badawczego, umozliwiajacego analize parametrow efektyw-
nych otrzymanego opisu makroskopowego.

Prezentowany w podrozdziale 3.1. proces ,,odtworzenia” zwiazkow teorii poro-
sprezystosci nie jest nowy. Podobne wyprowadzenia teorii Biota przedstawili, migdzy
innymi, Auriault i Sanchez-Palencia [18], Auriault [13], Strzelecki [147].

Umieszczenie tego wyprowadzenia w niniejszym rozdziale czyni jednak cala ana-
lizg sp6jna, a ponadto umozliwia w dalszej czegsci monografii, przy analizie innych
procesow zachodzacych w nasyconych osrodkach porowatych, odwotywanie si¢ do
wynikow juz otrzymanych i niepowtarzanie ich.

Identyfikacja parametrow mikrostruktury (p. 3.2) jest nowa.

3.1. Poszukiwanie opisu makroskopowego
— proces homogenizacji

Rozwazamy proces konsolidacji osrodka dwufazowego zbudowanego z porowate-
go szkieletu ¥, wypelionego lepka niesci§liwa ciecza Newtona — V; (rys. 3.1). Zakla-
damy, ze przemieszczenia i odksztalcenia osrodka sa male. Proces przemieszczania si¢
szkieletu przyjmujemy jako quasi-statyczny, a przeplyw cieczy w przestrzeni porowej
jako wolny i laminarny, czyli odbywajacy si¢ przy bardzo matej liczbie Reynoldsa.
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Przyjmujemy, ze struktura osrodka jest periodyczna, tzn. zbudowany jest z takich
samych pojedynczych komorek, oraz pory sa ze soba potaczone (rys. 3.1).

Przyjmujemy réwniez, ze szkielet osrodka porowatego jest zbudowany z materiatu
liniowo-sprezystego. Rozszerzenie analizy o deformacje plastyczne przedstawiono
w rozdziale 4.

X2

e
L X1 I yl

Rys. 3.1. Rozwazany o$rodek dwufazowy: (2 — cata objgto$¢ osrodka,
V="V, + V,;— objetos¢ pojedynczej komorki
Fig. 3.1. Two-phase medium considered: £2— a bulk volume of the medium,
V="V + V;—aunit cell volume

3.1.1. Opis mikroskopowy

Zgodnie z przedstawionymi zatozeniami, opis lokalny przeptywu niescisliwej lep-
kiej cieczy Newtona przez odksztatcalny osrodek porowaty tworza

1. Dla cieczy:

» rownania rownowagi (dla matych liczb Reynoldsa)

o, =0, WV, (3.3)
» roOwnanie zachowania masy

v,,=0, w/l, (3.4
» rownania konstytutywne dla nieécisliwej lepkiej cieczy Newtona

oy=—pS;+u v+ v,), W (3.5)
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2. Dla materialu tworzacego szkielet:
» réwnania rownowagi

o,.=0, w/,, (3.6)

ij.i

» roéwnania konstytutywne dla ciata liniowo-sprezystego
s . 1
0 =Cymen,(u),  gdzie e;(u)= E(ui’j +u; ), wl. (3.7

Roéwnania (3.3)~(3.7) sa uzupelnione o warunki brzegowe na granicy rozdzialu
faz I (rys. 3.1):
» warunek ciaglo$ci wektora naprezenia

o;N,—o;N;=0, nal, (3.8)

» warunek ciagtosci wektora predkosci
u,—v;,=0, nalrl, (3.9
gdzie:

o; — skladowa tensora naprgzenia w szkielecie o$rodka,

Cim» — sktadowe tensora sztywnosci sprezystej sktadnikow szkieletu,
!

o; —skladowa tensora naprezenia w cieczy,

v;  —sktadowa wektora predkosci cieczy,

4 —lepkosé cieczy,

N; —skladowa normalnej N do powierzchni /" (w danym punkcie),

9; —symbol Kroneckera.

Pozostale oznaczenia sa zgodne z wprowadzonymi w (3.1) i (3.2). Pochodna material-
na po czasie dla szkieletu oznacza si¢ przez dodanie kropki nad dana wielkoscia, na-
tomiast pochodna przestrzenna jest oznaczana przecinkiem.

W celu dokonania procesu homogenizacji, tak jak to omowiono w poprzednim
rozdziale, powyzszy opis lokalny musi by¢ przeskalowany. Dzigki skalowaniu réwnan
przeptywu w postaci (2.156) i (2.157) oraz dokonaniu przeksztatcen, powyzsze zwiaz-
ki prowadza do przeskalowanego opisu ,,mikroskopowego” przeptywu lepkiej cieczy
Newtona przez odksztatcalny osrodek porowaty, tj.:

gzluvi,jj_p,i:()’ w (3.10)

vi; =0, w/, (3.11)

{Cijkhekh(u)} =0, w/V, (3.12)

|:Cg/kh ekh(u)Jr pﬁy —gzyl(viﬁj +vj,i)}Nl. =0, nal, (3.13)

i, —v,=0, nal. (3.14)
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,,Odtworzenie” rownan teorii porosprezystosci Biota, tj. poszczegdlne etapy pro-
cesu homogenizacji, sa przedstawione w nastepnym punkcie.

3.1.2. Rozwinigcia asymptotyczne 1 proces usredniania

Po wprowadzeniu do opisu mikroskopowego (3.10)—(3.14) rozwinigcia asympto-
tycznego dlav, piu, tj.:

v, (5, 0,0 =905, 3,0+ vV (6, p, )+ P ey, )+ y==,  (3.15)
&
(3.0 = p V(e )+p D (x,y. )+ pP (e )+ y= g (3.16)
ui(xayat):ui(O)(xayat)—'—gui(l)(xayat)—'—82ui(2)(x9yat)+"' :ﬁ (317)
&

oraz uwzglednieniu prawa zmiany operatora pochodnej przestrzennej (2.82) otrzymu-
jemy:

(0) (0) )
—&! 2 +go[,ui(iv.(o)J—ap——ap—}rgl[...]Jr...=0, w Vi, (3.18)
Vi

; o ox; i
(0) 0) (O]
ol ov; 4+ g0 ov; +6V" +gl[,..]+...=0, w i, (3.19)
ﬁyi axi ayi

£’ ayi Cijwn ey, (u(o) )} + g_l{ayi|:Cijkh e, (u(o))+ Ciinein (u(l))} + %[CW ey, (u(o) )}}

i i

i

+ go{i _Cijkh € (u(o) )+ CyriCin (u(l) )} + ayi{cijkh e, (u(l) )+ Counel (u(z) )}}

+e'[]+..=0, w (3.20)

s

81|:C[jkh el (u(o) )}Ni + 80|:Cg;kh €y (u(o) )+ ngkhel:‘t}h (u(l) )+ p(o)é‘g;:|Ni

1 1 2 1 [ ov® vt
+&'| Cin e}, (u( ))+ Cijkhe,fh(u( ))+ PV, —u a—’+ 6./ N,
Vi Vi

J

+&’[.]J+..=0, narl, (3.21)
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go{afm - v;‘”} + g{a;“ - v;“} +&’[.]+..=0, narl. (3.22)

W réwnaniach (3.15)—(3.22) zastosowano oznaczenia:

e;(u)—l[a"f +8”fj, eg(u)—l(a”f +8LJ (3.23)

2 ox; ox 2 o; oy

Nastepny krok to selekcja wyrazen stojacych przy odpowiednich potegach para-
metru £ i przyroéwnanie ich do zera. W wyniku otrzymujemy sekwencje¢ zagadnien
brzegowych.

I zagadnienie brzegowe: rownanie (3.18) przy &'

ap(o)

oy,

1

=0, w/l. (3.24)
Roéwnanie to, wraz z warunkiem periodycznosci, implikuje

p(O)(xay:t):p(O)(xat)a w Vl (325)

II zagadnienie brzegowe: rownanie (3.20) przy ¢ * i (3.21) przy ¢ :

ai{c"’"‘” 62}1(u(°))} =0, WV, (3.26)
y

{cgkh e,fh(u(o))}Ni ~0, nal (3.27)

Zagadnienie to jest klasycznym zadaniem teorii sprezystosci. Rozwiazaniem jest
u® ey, ) =u(x,0), wV. (3.28)

III zagadnienie brzegowe: rownanie (3.18) przy &°, (3.19) przy &' oraz (3.22)
0
przy &:

O 4,0
ui iv}‘” % -0, w/V, (3.29)
v\ oy; ox; Oy,
0)
ag,. -0, wW, (3.30)
Vi

i” v =0, narl. (3.31)
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Istnienie i jednoznaczno$¢ rozwiazania stabego tego ukladu réwnan zapewnia
lemat Laxa—Milgrama (pelna analize przedstawil np. Strzelecki w pracy [147]). Po-
niewaz cisnienie p”(x, 1) oraz przemieszczenie szkieletu u”(x, £) nie zaleza od mikro-
skopowej zmiennej przestrzennej y, wobec tego:

k ( )6 (0)
p® 0 = ap
(x,y,0)— ,Ul ax‘/ oW, (3.32)
M p"” o
p (x,y,t)=zi(y)K+p (x), wh, (3.33)

i

gdzie: p"(x) jest niezalezne od zmiennej y (periodycznos¢ implikuje mozliwo$é
rozwigzania z doktadnoscia do statej) oraz pole tensorowe k;(y) i pole wektorowe yi(y)
sg rozwigzaniem uktadu:

ok, oy,
i[ 4,(>v)]+5g_ﬁ:o, W, (3.34)
oy, oy y;
ok,
i o W, (3.35a)
y;
k;j(»)=0, narl. (3.35b)

Usrednienie réwnania (3.32) po objetosci pojedynczej komorki periodycznosci
prowadzi do prawa Darcy’ego filtracji cieczy przez osrodek porowaty, tzn.

6 p O (x,t
V}—nui(o)(x,t):—[{ijw, w2, (3.36)
o x;
gdzie:
n  —porowatos¢ osrodka,
K; — tensor filtracji (w przypadku makroskopowej izotropii o$rodka — wspotczynnik
filtracji),
V: —predkos¢ filtracji cieczy, zdefiniowana jako
=T ” ) j- av, (3.37)

1
K;=m—|k;,(»dVv. 3.38
, ||V||VI,’ (338)
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IV zagadnienie brzegowe: rownanie (3.20) przy & ', (3.21) przy &° (wykorzysta-
no rowniez (3.28)):

8
a—y{cw et (4 )+ Cypely (um)} —0, wV,, (3.39)
[CW et (1 )+ Cety )+ p 5, }N,. ~0, nal. (3.40)

Podobnie jak I/ zagadnienie brzegowe, problem ten jest klasycznym zadaniem teo-
rii sprezystosci. Poszukiwanym polem jest teraz u'", natomiast u”(x, f) oraz p”(x, f)
traktuje si¢ jako dane, gdyz sa y-niezalezne. Uktad (3.39)—(3.40) jest liniowy, wobec
tego

u" =& e @) )P +u (). w,, (3.41)
gdzie:
&7 (y) —wartosé skladowej wektora przemieszczenia szkieletu wywotana jednost-
kowym odksztalceniem €7, @ =1i p®=o,
n;(y) —skladowa wektora przemieszczenia wywolana jednostkowa wartoscia ci-

$nienia cieczy p” = 1 przy € @)=0 )

u®(x) - dowolna funkcja zmiennej x.

Podobnie jak w 1] zagadnieniu brzegowym, jest to wynik warunkow brzegowych
W postaci naprezen i periodycznosci pola przemieszczenia i naprezenia. Zagadnienie
mozna zatem rozwiagza¢ w przemieszczeniach z doktadnoscia do stale;.

V zagadnienie brzegowe: rownanie (3.20) przy &°, (3.21) przy &'

%[Cw,e}fh (u(o))+ Ciunei (u(l))]+ aiy[cw,e,fh (u“))+ Ciunei (u(z)) =0, wV,, (342a)

o 5 (0)
aa"_,+ (;}.1 HNi =0, na . (3.42b)
Vi Vi

[Cijkhelfh (”(1))"' Cin€in (u(z))+ p“)é'ij - yl[

Po us$rednieniu rownania (3.42a) po obj¢tosci pojedynczej komorki oraz wykorzy-
staniu dodatkowo twierdzenia Greena i warunku zerowania si¢ catki powierzchniowej
na przeciwleglych krancach pojedynczej komorki (periodycznosc), po przeksztatce-
niach i zastosowaniu rownan (3.29) i (3.30) otrzymujemy

aiKh(y)(cW e,fh(u(()))+Cijkhe,fh(u(1))j_(l—h(y))pé}/ﬂ:0, w2 (3.43)

X
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W wyniku zdefiniowania tensora napr¢zenia dla osrodka dwufazowego jako

1 gdy yeV,

o, =h(o, ~(1-h(»)p5,, gdzie h(y)={ WV (344)

0 gdy yel;’
oraz zastosowania zwiazku konstytutywnego dla materiatu szkieletu, tj.
o5 = Cy (e, ') + e, )+ 0(e), w i, (3.45)

q

rownania (3.43), (3.44) 1 (3.45) prowadza do makroskopowych réwnan rownowagi dla
os$rodka dwufazowego
ool
M:O, w2, (3.46)
ox;
Makroskopowe réwnania konstytutywne, tj. zaleznosci migedzy usrednionym cat-
kowitym naprezeniem w o$rodku dwufazowym a jego przemieszczeniem i ci$nieniem

porowym, maja postaé

(o])=Cithen@™ -0, wa, (3.47)

gdzie parametry efektywne definiuja nastepujace zaleznosci:
C;gl = <h(y) (Cijkh + Cijlm el)r)n (é:kh)»; w Q: (348)
a; =n8; —(h() Cyp el (n)), W Q. (3.49)

Przy formutowaniu powyzszych zwiazkéw skorzystano z réwnan (3.41), (3.44)
i(3.45) oraz oznaczen

1

=—0|pdV. 3.50

“=pyle 0

VI zagadnienie brzegowe: rownanie (3.19) przy &” i (3.22) przy &'

(0) )

MMy w, (3.51a)
ox; oy,

i’ —v"'=0, narl. (3.51b)

Podobnie jak w poprzednim zagadnieniu, usrednienie réwnania (3.51a), z zasto-
sowaniem warunku brzegowego (3.51b) i rozwiazania (3.41), daje

(V)]
oy, —ni”) =y &)+ B0, wa, 3.52
Vij € p

Ox

i

gdzie:
ry=n8,-(h)en ). p=()e@). wa. @53
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Réwnanie (3.52) jest makroskopowym prawem zachowania masy niescisliwej cie-
czy, filtrujacej przez odksztatcalny osrodek porowaty.
Ponadto, jak to pokazano w p. 3.2: y; = o [18].

3.1.3. Opis makroskopowy

Zbiorczy uktad réwnan opisu makroskopowego nasyconego osrodka porowatego
tworza:
» prawo filtracji

wQ, (3.54)

b

6 p(x,t
4 —m'ti(o)(x,t) = _Kij %
' X

J

> réwnanie zachowania masy dla filtrujacej cieczy’

e (0)
: Vi@ - =-a; é; (“(0))+ﬁp(0), w2, (3.53)
X; ’

1

» réwnania rownowagi dla osrodka dwufazowego

oy 0. wao, (3.56)
ox;

1

» rownania konstytutywne
(o])=Cith et @)=, 1, w2, (3.57)

Roéwnania (3.54)—(3.57) to ,,odtworzony” opis matematyczny teorii porosprezysto-
$ci Biota. Nalezy jednak podkresli¢, ze w zatozeniach Biota ciecz wypehiajaca pory
byta ciecza Pascala i prawo Darcy’ego przyjete zostalo jako rownanie konstytutywne.
W niniejszym wyprowadzeniu przyjeto, ze osrodek jest nasycony lepka ciecza Newto-
na, a prawo Darcy’ego zostato otrzymane.

Przedstawione w poprzednim punkcie rozwiazania kolejnych zagadnien brzego-
wych moga by¢ réwniez zastosowane do okreslenia zmian porowatosci osrodka. Za-
uwazmy, ze dylatacja szkieletu jest rowna

e,(w)=e ) +e M) +0(e), wV,, (3.58)

wobec tego, dzigki warunkowi periodycznosci, mamy rowniez (pomijajac wielkosé

0(9))

2 Prawo to — réwnanie (3.52) — zmodyfikowano, wykorzystujac fakt, ze a;; = y;. Dowod tej rowno-
waznosci jest przedstawiony w p. 3.2.
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(h (y)e,-[<u)>=(1—n)e;§(u<°>)+mju,-“’N,- ds. (3.59)
I

Drugie wyrazenie po prawej stronie powyzszego réwnania reprezentuje zmiang
porowatosci (ze znakiem minus) osrodka w konfiguracji aktualnej, tj. przy jednorod-
nym odksztalceniu e;; (u(o)) pojedynczej komorki periodycznosci. Catkowita zmiang
porowatosci osrodka (oznaczana jako A n) w odniesieniu do konfiguracji niezdefor-
mowanej okresla nastepujacy zwiazek’

An=neiu®) —mju,@wi ds, (3.60)

wobec tego, z porownania rownan (3.59) i (3.60) otrzymujemy
An=e; )= (h(y)e;(w)), w Q. (3.61)

Zastosowanie rownania (3.41) we wzorze (3.59), a nastepnie w (3.61) prowadzi do
prawa zmiany porowatosci osrodka, tj.

An=a;e;w”)=fp b n=a,é&w)-Bp, w0. (3.62)

)

3.2. Wptyw mikrostruktury osrodka
na wartos$ci statych materialowych ¢;; 1

Przedstawione w poprzednim punkcie definicje statych materiatowych teorii Biota
(zwiazki (3.48), (3.49) oraz (3.53)) sa funkcjami pol: &”(y) i n(y), bedacych rozwia-
zaniami zagadnienia brzegowego (3.39) i (3.40). Wobec tego poszukiwanie relacji
miedzy parametrami mikrostruktury osrodka a stalymi teorii porosprezystosci to ana-
liza wptywu poszczegblnych parametrow mikrostruktury na rozwiazania &%(y) i n(y).

Zgodnie z przedstawiona wcze$niej interpretacja pol £¥(y) i 7(y), sa one rozwia-
zaniami nastgpujacych zagadnien brzegowych:

12
7y [Cijkh +Ciii €, (fkh)]z 0, w, (3.63a)

Cym €l (E"IN, =~CyyyN,, ma T, (3.63b)

} Szczegdlowe wyprowadzenie oraz oméwienie, uwzgledniajace zmiany zaréwno odwracalne, jak
i nieodwracalne porowatos$ci osrodka, przedstawiono w p. 4.1.2. Analiza ta zostata odsunigta do rozdziatu
4., gdyz w teorii porosprgzystosci zmiana porowatosci osrodka, jako parametr, nie wystgpuje jawnie,
podczas gdy w teorii poroplastycznosci, analizowanej w rozdziale 4., jest to dodatkowa zmienna kinema-
tyczna opisu matematycznego.
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s

0
ﬁ—y[C;,Im € (77)]=O, w v, (3.64a)
Cijm € (MN; ==0;N;, na I (3.64b)

Zagadnienia brzegowe (3.63) i (3.64) moga by¢, rdwnowaznie, przedstawione
w postaci sformutowan wariacyjnych, tzn.:
» zagadnienie brzegowe (3.63)

znajdz £"(y)e (H;(V)/R)3 takie, ze:

vwe(H)R] . BE" W) ==[Cppej(wav, (3.65)

14

s

» zagadnienie brzegowe (3.64)
znajdz n(y)e (H; (V)/R)3 takie, ze:

vwe(mW)R) . BoLw=-[ejonar. (3.66)

V.

s
Forma dwuliniowa jest zdefiniowana

Be,w)= [ Cyuy e e}y (W) . (3.67)

Vs

Wiasnos$¢ eliptycznosci tensora sztywnosci sprezystej sktadnikow szkieletu, jak
roOwniez jego symetria, zapewniaja nie tylko istnienie i jednoznaczno$¢ rozwiazania
powyzszych sformutowan wariacyjnych, ale rowniez symetri¢ formy dwuliniowe;j, tj.
B(v,w) = B(w,v). Symetria formy dwuliniowej implikuje natomiast rownos¢ a;; = ;.
Zauwazmy bowiem

B n)=-[ Coueymav =— [ &)V = Bln.&") (3.68)

V. V.

s s

Z porownania definicji stalych ¢; i %, tj. rownan (3.49) i (3.53), otrzymujemy po-
szukiwana roOwnos¢
! kh ' ( kh!

A T

Ay, =n0py +

Omoéwiona wlasnos¢ formy dwuliniowej, wraz z definicja wspotczynnika £ (3.53),
implikuje réwniez

033(77,77)=—je£(77)d1/=—ﬁ = B<0. (3.70)

Vs
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Nieréwnos¢ ta — zgodnie zreszta z oczekiwaniem — wskazuje, ze wzrostowi ci-
$nienia porowego w osrodku towarzyszy wzrost objetosci poréow (rownanie (3.62))
i odwrotnie — spadek ci$nienia powoduje zmniejszenie porowatosci.

Przed przystapieniem do dalszej analizy, aby uczyni¢ ja mozliwa (policzalna),
sformulowane musza by¢ dodatkowe zalozenia upraszczajace odnosnie mikrostruktury
osrodka. W rzeczywistosci, w przypadku osrodkow porowatych, glownym celem ana-
liz jest okreslenie roli geometrii poréw (ksztalt, rozmiar) oraz wplywu pojawiania si¢
i zwigkszania spekan w osrodku na warto$ci analizowanych stalych. Z tego wzgledu
w dalszej cze$ci niniejszego rozdziatu zaktada sig, ze szkielet osrodka jest zbudowany
z jednorodnego i izotropowego materiatu. Oznacza to, ze wpltyw parametrow sprezy-
stosci szkieletu jest uwzgledniany tylko w sensie wartosci $redniej. Nalezy jednak
doda¢, ze izotropia materialu szkieletu wcale nie implikuje makroskopowej izotropii
osrodka. Przeciwnie — osrodek porowaty moze wykazywac tzw. anizotropi¢ struktu-
ralna wywotana kierunkowym utozeniem spekan i porow.

3.2.1. Parametry mikrostruktury wptywajace na wartoSci statych ¢;; 1 S

Zgodnie z uczynionym zatozeniem o izotropii i jednorodnosci materiatu szkieletu,
tensor sztywnosci sprezystej (opis mikroskopowy) moze by¢ przedstawiony nastgpu-
jaco® [61]:

E v
ijkh :2—1/(1—21/ 5y‘5kh+5ik5jh+5ih5jk)a (3.71)
gdzie: E'i vsa, odpowiednio, modutem Younga i wspolczynnikiem Poissona materiatu
szkieletu (zatozono v<0,5).

Po podstawieniu rownania (3.71) do sformulowania wariacyjnego (3.65) otrzy-

mujemy nast¢pujace (po podzieleniu obu stron réwnania przez E/(2—v)), rownowazne,

sformulowanie wariacyjne dla rozwiazania .§ikh »)

[ @ ey &y eh, 0V ==[ay, ejwav, (3.72)
V.S‘ VS
w ktoérym
v
A = Eé‘zjé‘kh + 5ik5jh + 5ih5jk' (373)

* Tensor sztywnosci sprezystej szkieletu wyrazono przez state E i v (a nie np.: K i G) z dwoch powo-
dow:

a) pozwala to ograniczy¢ analize wplywu parametrow sprezystosci na wartosci ¢; tylko do jednej
statej, tj. v;

b) przejscie od opisu konsolidacji wg Biota do opisu konsolidacji wg Terzaghiego warunkuje sig,
najczesciej, niescisliwoscia szkieletu (wlasciwos¢ kontrolowana przez wspotczynnik Poissona). W niniej-
szym punkcie pokazemy, ze przejscie to jest rowniez mozliwe przy szkielecie scisliwym.
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Jest oczywiste, ze zwiazki (3.72) i (3.73) implikuja niezalezno$¢ rozwiazania
EM(1) od wartoéci modutu Younga materiatu szkieletu. Oznacza to, ze poszukiwane
pole & (y) jest tylko funkcja wspotczynnika Poissona oraz geometrii pordw. Stwier-
dzenie to mozna wyrazi¢ nastgpujaco:

(fikh (y)= f/‘h (y, v, geometria porow). (3.74)

Dzigki zastosowaniu rownowaznego sformulowania tensora ¢;; w postaci zwiazku
(3.53) otrzymujemy
a; =nd; — g; (v, geometria porow). (3.75)

Zaleznos¢ ta jest oczywiscie zbyt ogolna, aby zidentyfikowaé wptyw poszczegol-
nych parametréw na warto$ci sktadowych tensora materiatlowego ;. Wskazuje jed-
nak, ze tensor wspotczynnikow naprezenia efektywnego wg Biota nie zalezy od war-
tosci modutu Younga materiatu szkieletu.

Wspotczynnik S moze by¢ okreslony przez skltadowe tensora ¢ oraz parametry
szkieletu £ i v. Zauwazmy, ze

B(&"ym) ==[ Cy S e )V (3.76)
VS
Poniewaz
O, = £ o
Cijin O T 1=2, 0 (3.77)

wobec tego, zgodnie z definicja wspotczynnika £ (3.53), otrzymujemy

B(fkhékh,n)z—% 7] (3.78)
Zastosowanie zaleznosci (3.69), po przeksztalceniach, prowadzi do
n-— l a..o.
p= 3T” (3.79)
3(1-2v)

Mianownik w réwnaniu (3.79) jest modutem odksztalcenia objgtosciowego mate-
riatu szkieletu i bgdzie oznaczany przez K.

Wplyw parametrow mikrostruktury na warto$¢ wspotczynnika f mozna wigc ana-
lizowa¢ poprzez tensor «;. Modul Younga musi by¢ jednak uwzgledniany podczas
wyznaczania wartosci £.

Role poszczegolnych parametrow mikrostruktury zilustrowano wynikami obliczen
numerycznych dla zalozonych geometrii poréw. Przedtem jednak przedstawiono
ograniczenia na dopuszczalne warto$ci parametrow a; i S.
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Auriault i Sanchez-Palencia [18], jak réwniez Auriault [13], wykorzystujac aparat
metody homogenizacji, podali nierownos$ci dla wartosci tensora ¢;;. Rozwazania swoje
ograniczyli jednak do przypadku, gdy szkielet osrodka porowatego jest zbudowany
z materiatu izotropowego oraz caly osrodek porowaty jest rowniez makroskopowo
izotropowy

nia;=a,0; <l1. (3.80)

0%

Obecnie, powyzsze nierownosci zostang zmodyfikowane dla przypadku anizotro-

pii strukturalnej. Zauwazmy, ze bezposrednia konsekwencja (3.70) 1 (3.79) jest

1
nggal.jé‘y.. (3.81)
W celu znalezienia ,,gornego ograniczenia” warto$ci tensora ¢; skorzystamy z wa-
runku eliptycznosci efektywnego tensora sprezystosci, zdefiniowanego zalezno$cia
(3.48) (dowdd eliptycznosci przedstawiono w pracy [13]). Warunek ten implikuje
nastepujaca nierownosé

C 5.6, 0. (3.82)

ijkh™ij

Ponadto, analogicznie do (3.76) i (3.77), mozemy zapisac:

vwe(H)Rf . BE"S,.w)= el (wydV. (3.83)
Vs
Na podstawie wzordw (3.66) i (3.67) mamy rowniez
vwe (H)(V)RY [—77, ) 1 £ (3.84)
Rownosci (3.83) 1 (3.84) implikuja
vwe(H!()R),  BEMS, —%n,wpo. (3.85)
— 2V

Poniewaz powyzsza zalezno$¢ jest prawdziwa dla dowolnego pola w, wobec tego
musi by¢ réwniez

E E
B| &S, ————n, s ——— _nl=0, 3.86
(5 kh 1—21/77 "o, 1_2V77 ( )

co — wraz z eliptycznoscia formy dwuliniowej — implikuje

&8, =50 ) (387
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Z zaleznos$ci (3.87) oraz definicji (3.48) efektywnego tensora sztywnoS$ci sprezy-
stej, po przeksztalceniach (wigcej szczegdtow w Lydzba i Shao [103]), otrzymujemy
E

eff
Cin 09y 1" [3_%5:]]' (3.88)

Roéwnanie to wraz z nierdéwnos$ciami (3.82) i (3.81) prowadzi do

n<ie s <1 (3.89)

3 joy o=
Rownose (3.79) 1 ograniczenia (3.89) implikuja

n-—1
——< <0, 3.90
K ( )

s

gdzie modut odksztatcenia objetosciowego materiatu szkieletu okresla zwiazek

E
K, 30 (3.91)

3.2.2. Wyniki obliczen numerycznych wartoSci statych ¢;;1 S

Dotychczas przez pojecie ,,parametry mikrostruktury” rozumiane byly: wlasnosci
mechaniczne materialu szkieletu oraz — doktadniej niesprecyzowana — geometria po-
row. W celu ,,ilosciowego” okreslenia ich wptywu na wartosci stalych materialowych
teorii Biota konieczne jest wigc okreslenie ,,geometrii porow”.

Jest oczywiste, ze ,,doktadne” opisanie geometrii przestrzeni porowej w natural-
nych osrodkach porowatych (nie wytworzonych przez czlowieka) jest, zaré6wno
z punktu widzenia teoretycznego, jak i — tym bardziej — praktycznego, zadaniem nie-
wykonalnym — wymagatoby nieskonczonej liczby parametrow, nieskonczonej liczby
pomiardw, jesli w ogole bytoby mozliwe. Z tego wzgledu, zar6wno laboratoryjnie, jak
i teoretycznie, opis mikrostruktury osrodkow jest dokonywany w sensie ,,warto$ci
sredniej”. Oznacza to, ze cechy mikrostrukturalne osrodka sa ,,wygladzane” w wyniku
operacji usrednienia.

W przypadku osrodkéw porowatych, takich jak osrodki gruntowe i skalne, pod-
stawowa miara ,,mikrostruktury przestrzeni porowej”, w sensie wartosci $redniej, jest
porowatos¢ lub wskaznik porowatosci osrodka. Niestety, parametr ten nie wystarcza
do opisu wilasnosci osrodkow anizotropowych lub osrodkow o tzw. wywotanej anizo-
tropii (o$rodek skalny, w ktérym wystepuje kierunkowy proces kruchego pegkania lub
zamykania si¢ juz istniejacych spgkan). Aby mozliwe bylo uwzglednienie ,kierunko-
wego” rozktadu porow, konieczna jest dodatkowa miara. Miara taka, do$¢ powszech-
nie obecnie uzywana do opisu struktury osrodka mikroniejednorodnego (zob. Eme-
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riault et.al. [58], Kantani [92], Rothenburg i Bathurst [127]), jest tensor struktury (ang.
fabric tensor). W przypadku osrodkéw porowatych odpowiedniejsze jest okreslenie
— tensor struktury porowej (ang. void fabric tensor) [112].

Zatdézmy, ze analizowana jest probka osrodka o bardzo duzej liczbie porow (re-
prezentatywna elementarna objetos¢ — w przypadku osrodkow losowych, komorka
periodycznosci — w przypadku struktur periodycznych). ,,Srednig” charakterystyke
geometrii porowej okresla si¢, usredniajac, w obrebie analizowanej probki, cala obje-
tos¢ zajmowana przez pory. Usredniania dokonuje si¢ jednak dla uwzglednienia kie-
runkowej rozbudowy przestrzeni porowej, po tzw. liniach testowych (rys. 3.2).

W celu uproszczenia prezentacji, rozwazamy zagadnienie dwuwymiarowe i usred-
niania dokonujemy w obrebie kota (rys. 3.2).

2 L(a)

o
Q\) )
) &)
O

Rys. 3.2. Kierunkowe usrednianie przestrzeni porowej osrodka
Fig. 3.2. Directional averaging of medium’s pore space

Kierunek linii testowych L = 2R okreéla kat a € [0,2n]. Jesli /(@) = 2l(a) jest
taczna dlugoscia zajeta przez pory w linii testowej L(«), to udziat frakcyjny porow
w tej linii testowej jest okreslony zwiazkiem [112]

n(a)zM. (3.92)

Zwiazek ten okresla kierunkowy rozktad, w funkcji kata «, porowatosci osrodka.
Przyktadowy taki rozktad, typu ,,ciaglego”, przedstawiono na rysunku 3.3. Rzeczywi-
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ste rozklady, wynik analizy stereologicznej (patrz np. [92], [112]), maja charakter
skokowy.
Calka po jednostkowym okregu z , kierunkowego” rozktadu porowatosci, tj.

27

1

,=— | nla)da (3.93)
21 0

n

jest, klasycznie rozumiana, porowatoscia osrodka.

X2

Rys. 3.3. Kierunkowy rozktad porowatosci (linia przerywana — rozktad izotropowy)
Fig. 3.3. Directional distribution of porosity (dashed line — isotropic distribution)
Zauwazmy, zgodnie z definicja (3.92), ze
n(a+m)=n(a). (3.94)
Oznacza to, ze otrzymany kierunkowy rozktad porowatosci jest srodkowo-syme-

tryczny wzgledem poczatku uktadu wspotrzednych. Taki rozktad moze by¢ opisany
przez [92]

n (oc) =n, (1 + 4, (a)vj (oc) + Ay, (oc)vj (a)vk (a)vh (a)+ ), (3.95)
gdzie:
A;,.1y —tzw. tensor struktury (tensor bez§ladowy rzedu N; N =2, 4, 6, ...),
Vi — sktadowa o kierunku x; jednostkowego wektora linii testowej L( ).

Zalezno$¢ (3.95) wskazuje, ze do ,,petnego” opisu rozktadu porowatosci osrodka
potrzeba nieskonczenie wiele parametréw. Najczesciej jednak kierunkowy rozkiad
porowatosci jest aproksymowany przez uwzglednienie tylko tensora struktury rzedu
dwa, tJ A!‘/'.
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Podobnie mozna zdefiniowac ,kierunkowy” rozktad porowatosci, przyjmujac
usrednianie po kuli, po sze$cianie (zagadnienie przestrzenne) lub po kwadracie (za-
gadnienie plaskie).

Zat6zmy obecnie, ze analizowana jest makroskopowa (efektywna) wielko$¢ /7
w funkcji rozktadu n(a). W tym przypadku jedna z mozliwych weryfikacji zaleznosci
I1(n(@)) jest przyjecie realizacji osrodka w postaci struktury periodycznej, w ktorej
pojedyncza komoérka periodycznosci ma przestrzen porowa (ksztatt pojedynczego
poru) opisang przez n(a) (rys. 3.3). Oczywiscie, w przypadku tak przyjetej geometrii,
makroskopowe wiasnosci osrodka periodycznego, tj. kierunkowy rozktad porowato-
$ci, sa doktadnie n(). Innymi stowy, réwnanie (3.95) moze by¢ interpretowane jako
opis geometrii pojedynczego poru (w sensie wartosci $redniej) w pojedynczej komor-
ce periodycznosci o jednostkowej objetosci. Zauwazmy, ze tak przyjgta geometria
pojedynczej komoérki periodycznoscei, jesli nie sa uwzgledniane tensory wyzszego
rzedu w (3.95), jest juz ,,wygladzona”. Do analizy moga wigc by¢ uzyte proste geome-
trie porow. Oznacza to jednak rowniez, ze otrzymany wynik musi by¢ interpretowany
jako srednia wartos¢ mozliwych makroskopowych ,,odpowiedzi” mikrostruktury
osrodka. Zauwazmy, ze bardziej skomplikowane geometrie pojedynczej komorki,
w wyniku omowionego procesu usredniania po duzej objgtosci osrodka, moga row-
niez ,,produkowac” ten sam kierunkowy rozktad porowatosci, jednak inng wartosé¢
analizowanej wielkosci 77 (n(@)).

Przedstawiony opis przestrzeni porowej w pojedynczej komorce periodycznosci
jest, oczywiscie, jednym z mozliwych. Zaleta tego opisu jest to, ze pozwala uwzgled-
ni¢ anizotropowy charakter osrodka, jak rowniez wywotana anizotropig, np. procesem
kruchego pgkania. Nalezy jednak podkresli¢, ze tak zdefiniowana przestrzen porowa
odzwierciedla tylko w sensie ,,warto$ci sredniej” skomplikowana geometri¢ struktury
osrodka porowatego. W przypadku analizy procesu filtracji takie okreslenie geometrii
jest niewystarczajace, gdyz w opisie geometrii nie jest uwzgledniany bardzo wazny
parametr, jakim jest ,,stopien potaczenia porow”.

Do analizy wptywu mikrostruktury na wartosci statych ¢;; i f wykorzystano ,,wy-
gladzone” geometrie porow. Ponadto, obliczenia numeryczne ograniczono do przy-
padkéw dwuwymiarowych (rys. 3.4), dajacych jednak poglad na rolg geometrii mi-
krostruktry oraz wspotczynnika Poissona na warto$ci omawianych statych.

Geometrie I i II (rys. 3.4) moga by¢ traktowane jako idealizacja przestrzeni poro-
wej wystepujacej w osrodkach skalnych, podczas gdy geometria III to idealizacja
przestrzeni porowej wystgpujacej w osrodkach granulowanych (gruntowych).

Struktura I to pory w ksztalcie elips, ktorych ogoélne rownanie konturu dane jest

Wzorem
2 2
(&J {&] ~R*=0, (3.96)
a, a,

w ktorym: R, a; 1 a, to parametry elipsy (rys. 3.4).
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Oczywiscie, przy jednostkowym wymiarze komoérki periodycznosci, warto$¢ pola
elipsy to rownoczesnie porowatos¢ osrodka, tj.
n=nR’aa,, (3.97)
co implikuje, we wspotrzednych biegunowych, nastgpujacy opis konturu przestrzeni
porowej dla struktury I, tj.

r(w)=,2 ! : (3.98)
T \/cosza) .2
+ m sin“@
m

gdzie (rys. 3.4):
n — porowato$¢ osrodka,
m = aj/a, — stosunek potosi elipsy,
(r, w) — wspotrzedne biegunowe, odpowiednio, promien oraz kat mierzony od

osi yy.

I I 11
A y2

le 1 o e ! o e
) [ d ’

Rys. 3.4. Uproszczone geometrie pojedynczej komorki przyjete do obliczen
Fig. 3.4. Simplified geometries of the unit cell taken for the calculation

Roéwnanie (3.98) moze by¢ rowniez interpretowane jako rownanie parametryczne
rodziny geometrii typu I, ktora to rodzina (zbidr) parametryzowana jest przez n i m.
Wartosci n i m musza jednak spelnia¢ nastgpujace ograniczenia (rys. 3.4)

r(@=0)<0,5 A r(ngJSO,S, (3.99)

co —wraz z (3.98) — implikuje
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me[4—n, l} A ne{o, ﬂ (3.100)

T 4n

Geometria typu I jest wigc dwuparametrowym opisem przestrzeni porowej o$rod-
ka. WartoSci analizowanych statych ¢;; 1 3, dla struktury typu I, maja wigc nastepuja-
ca reprezentacj¢ funkcyjna, tj.

a; =a;(v,n,m) A B=B(v,E,nm). (3.101)

Geometria II jest szczegolnym przypadkiem geometrii I, tj. geometria I przy
m = 1. Rownanie konturu przestrzeni porowej dla tej struktury dane jest wigc wzorem

r(a))=\/Z AR e{o,ﬂ. (3.102)
T

Jest to wigc jednoparametrowa rodzina geometrii przestrzeni porowych.
Podobnie, tzn. jednoparametrowy zbior geometrii przestrzeni porowych, indukuje
przyjeta struktura typu III. Kontur tej struktury jest opisany rownaniami (rys. 3.4):

(7, —R) +(y,—R) =R* dla y, €[0,R]Ay, [0, R], (3.103a)
(3 +R) +(y,—R) =R* dla y, €[-R0]r y, €[0,R], (3.103b)
(3 +R) +(y,+R) =R* dla y, €[-R0]Ar y, e[-R0], (3.103c¢)
(3 —R) +(y,+R) =R* dla y, €[0,R]A y, e[-R0]. (3.103d)

Wartos$¢ porowatosci okresla zaleznosé

n=(4-n)R> A ne{0,4;n}. (3.104)

Przechodzac do wspotrzednych biegunowych, otrzymujemy:

r(w)= ‘/4 L (cosa)+sina)—1/sin2a)) dla a)e[O,g}, (3.105a)
-n

4-mn

r(a))z " (—cosa)+sina)—1/—sin2a))dla we[g,n}, (3.105b)

r(a))z " (—cosw—sina)—qlsiHZa)) dla we[n,%} (3.105¢)

4-n
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r(a))=‘/4n (cosa)—sina)—ql—sin%o) dla a)e[%zn}. (3.105d)
-

Podane zaleznos$ci jasno dowodza, ze rodzina struktur typu III jest zbiorem jedno-
parametrowym. W przypadku wigc struktur II i III do pelnego odtworzenia geometrii
porowej wystarcza tylko znajomos$¢ aktualnej warto$ci porowatosci.

Do wyznaczenia, dla zadanej geometrii przestrzeni porowej, wartosci sktadowych
tensora ¢; skorzystano z definicji (3.49) tego tensora. W tym przypadku poszukuje si¢
rozwigzania zagadnienia lokalnego, w ktérym warunek brzegowy na granicy ciato
state—ciecz jest zadany przez jednostkowe izotropowe cisnienie cieczy. Przy warunku

e; @'?)=0, tensor ay; reprezentuje sktadowe tensora usrednionego catkowitego na-

prezenia osrodka (wzigte z przeciwnym znakiem).

Obliczenia numeryczne stanu napr¢zenia w pojedynczej komorce, dla przyjetych
geometrii osrodka, przeprowadzono metoda elementéw skonczonych. Otrzymane roz-
wiazanie nastgpnie usredniano, w celu wyznaczenia wartosci sktadowych tensora a;;.

Wartosci wspotczynnika S obliczano ze zmodyfikowanej do ptaskiego stanu od-
ksztalcenia zalezno$ci (3.79). Zauwazmy, ze ptaski stan odksztalcenia implikuje

o3 (0)=v(on()+o5(y) wrer,, (3.106)

gdzie o$ y; wyznacza kierunek prostopadty do ptaszczyzny y,0y, (rys. 3.4).
Usrednienie powyzszej zalezno$ci prowadzi do

<0'§3>=v(<0f1>+<0'§2>) Vyevl. (3.107)

Przy e @®)=0 tensor a;; reprezentuje jednak skladowe tensora usrednionego
calkowitego naprezenia os$rodka (wzigte z przeciwnym znakiem) nasyconego ciecza
z ci$nieniem p = 1. Wobec tego

<O'f1> —-n=-q,; <0§2> —Nn=—Qy; <O'§3> —n=-0;;. (3.108)

Zastosowanie zaleznosci (3.108) w (3.107), po prostych przeksztatceniach, daje

s = vy, +ay, )+ n(1-2v). (3.109)
Ostatecznie, po podstawieniu rownania (3.109) do (3.79), otrzymujemy

5o (1+v)(1-2v)
E
Wplyw wspolczynnika Poissona
W pierwszym etapie obliczen okre$lano wpltyw wartosci wspotczynnika Poissona
na warto$ci analizowanych statych teorii porosprezystosci Biota. Przy ustalonych pa-
rametrach geometrycznych struktur I, II i III zmieniano warto$¢ wspotczynnika Poi-

[2n—(a,, + )] (3.110)
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ssona charakteryzujacego material osrodka. Dla wszystkich trzech struktur przyjeto te
sama warto$¢ porowatosci: n = 0,102 oraz ponadto, dla geometrii I, zatozono:
m = al/ ay = 2.

Ostateczne wyniki, tzn. wartosci skladowych tensora ¢;; oraz wspolczynnika S
przedstawiono w postaci wykreslnej na rysunkach 3.5-3.8.

1,0

0,8 /
0,6 /
(24
&
o S
0,4 4

0,0
0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5
14
Rys. 3.5. Wartosci wspotczynnika o w funkcji wartosci wspotczynnika Poissona
Fig. 3.5. Values of the coefficient « versus Poisson’s ratio
1
0.8 - /
0,6 /
<
o
0,4 e
0,2 T
o
0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5

Rys. 3.6. Wartosci wspotczynnika o w funkcji wartosci wspotczynnika Poissona
Fig. 3.6. Values of the coefficient & versus Poisson’s ratio

Zgodnie z oczekiwaniami, wzrostowi warto§ci wspotczynnika Poissona towarzy-
szy zwigkszenie wartosci tensora ¢y (rys. 3.5-3.7). Trzy typy analizowanych struktur
indukuja rézne wartosci tensora ¢;. Ponadto, geometria I charakteryzuje si¢ r6znymi
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warto$ciami skfadowych tensora ¢y (rys. 3.7). Wraz ze wzrostem wartosci wspotczyn-
nika Poissona réznica miedzy tymi skladowymi maleje (rys. 3.7), a przy v = 0,5
— catkowicie zanika. Jest to zgodne z dobrze znang wlasno$cig tensora ¢y, ze dla mate-
rialu niescisliwego jest tensorem izotropowym i ma warto$¢ jeden (por.: Biot [32],
Auriault i Sanchez-Palencia [18], Lydzba [102]).

Wplyw ksztattu przestrzeni porowej jest rowniez wyraznie widoczny w warto-
$ciach wspolczynnika S (rys. 3.8). Osrodek cechujacy si¢ wyzsza wartoscia tensora o;;
charakteryzuje réwniez wigksza warto$¢ (bezwzledna) wspotczynnika B W przeci-
wienstwie jednak do tensora «;;, wzrostowi wspotczynnika Poissona nie zawsze towa-
rzyszy zwigkszenie wartosci wspolczynnika f. Dla kazdej z analizowanych struktur
istnieje warto$¢ wspotczynnika Poissona, rézna od zera, przy ktorej wartos¢ wspot-
czynnika £ osiaga swoje minimum (rys. 3.8).

1,0

a2 /
0,4 / (240
. — C D

.__d—cr—”"
—1
0,0[ ‘ T(lzz
0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5
14

Rys. 3.7. Warto$ci wspotczynnika o w funkceji wartosci wspotczynnika Poissona
Fig. 3.7. Values of the coefficient « versus Poisson’s ratio
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Rys. 3.8. Zaleznos¢ wspotczynnika S od wartosci wspotczynnika Poissona materiatu szkieletu
dla trzech mikrostruktur; £ — warto$¢ modutu Younga dla szkieletu
Fig. 3.8. Dependence of the coefficient £ on the value of Poisson’s ratio of skeleton material
for three micostructures; £ — Young’s modulus of the skeleton material

Wplyw geometrii mikrostruktury

W tej czgsci obliczen, przyjmujac stata warto$¢ wspotczynnika Poissona rowna
v= 0,2, analizowano wpltyw parametréw geometrycznych struktur I, I i III na warto-
$ci badanych statych. Uzmiennieniu podlegaly wigc: porowatos¢ (wszystkie trzy
struktury) oraz stosunek poétosi elipsy (struktura I).

Analizg rozpoczgto od struktur jednoparametrowych, tj. geometrii II i III. Wyniki
obliczen numerycznych badanych statych w funkcji aktualnej warto$ci porowatosci
os$rodka przedstawiono na rysunkach 3.9-3.11.

W strukturach II 1 III zalozona geometria przestrzeni porowej implikuje réwno$é
sktadowych a1 ap,. Pozwala to poréwnac otrzymane wyniki z dopuszczalnymi war-
tosciami tych statych danymi przez ograniczenia Hashina—Shtrikmana dla osrodka
losowego (statystycznie jednorodnego i izotropowego). Wykorzystano posta¢ tych
ograniczen dla zagadnienia ptaskiego (Cherkaev i Gibiansky [44]). Dla osrodka poro-
watego prowadza one do

n
<K < -
0<K, <K + ] = (3.111)
-——+
K, K +G
Wartos¢ v = 0,2 implikuje w zagadnieniu plaskim G = %KS 1 ostatecznie
K, 3d=-n) (3.112)
K 3+4n

N

Korzystajac z zaleznos$ci, dla osrodka izotropowego, migdzy wspolczynnikiem o
a modulem K, [33]

K
a=1-—2 3.113
X (3.113)
otrzymujemy ograniczenia wartosci «
1>g>1-20=m (3.114)
3+4n

Wyniki przedstawione na rysunku 3.9 jednoznacznie wskazuja, ze struktury II i III
charakteryzuja, dla tej samej wartosci porowatosci, ,,drastycznie” roézne wartosci
wspotczynnika a. Podobne stwierdzenie ma zastosowanie do pozostatych obliczonych
parametrow efektywnych (rys. 3.10 i 3.11). Ponadto, dla geometrii II, dolne ograni-
czenie (wspotczynnika ¢) Hashina—Shtrikmana dla osrodka losowego jest réwnocze-



120
$nie dos¢ ,,dobrym” oszacowaniem wartosci tego wspotczynnika w funkcji porowato-
$ci. Podobnie jest z wartoscia efektywnego modutu odksztatcenia, tzn. gérne ograni-

czenie (modutu K,) Hashina—Shtrikmana jest dos¢ dobrym oszacowaniem wartosci K,
w funkcji porowatos$ci.

1,07 3
N < el
a o / I /%in—smrikman
il
i/
4

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
n

Rys. 3.9. Zaleznos$¢ wspoétczynnika o od porowatosci (v=0,2)
Fig. 3.9. Dependence of the coefficient & on porosity (v=0.2)

Przedstawione na rysunku 3.9 wyniki pokazuja réwniez istnienie ,krytycznej”
warto$ci porowatosci, przy ktorej analizowany wspotczynnik osiaga wartosé ,,prawie”
jeden (warto$¢ jeden, gdy kontur przestrzeni porowej osiaga brzegi komoérki perio-
dycznosci). Oznacza to, ze naprezenie efektywne wg Terzaghiego moze by¢ ,,0sia-
gnigte” nawet dla osrodkéw porowatych o $cisliwym materiale szkieletu (v < 0,5).
Warunkiem jest odpowiednio ,,rozbudowana” przestrzen porowa osrodka. W przypad-
ku struktury III — ,,imitujacej” osrodek granulowany — warto$¢ tej porowatosci to nie-
co powyzej 20%, a wigc wielkos¢ typowa dla rzeczywistych osrodkdéw gruntowych.

1,0

0,8 \
0,6 \
Ko/K - III\ 1 Hashin—Shtrikman

e\ TN
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Rys. 3.10. Warto$¢ modutu odksztalcenia objgtosciowego
jako funkcja porowatosci (v=0,2)
Fig. 3.10. The bulk modulus value as a function of the porosity (v=0.2)
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Rys. 3.11. Warto$¢ wspotczynnika fw funkcji porowatoscei:
E — warto$¢ modutu Younga dla szkieletu
Fig. 3.11. Value of the coefficient £ versus porosity:
E — Young’s modulus of the skeleton material

Struktura I to dwuparametrowa rodzina geometrii przestrzeni porowej. Udziat po-
szczegblnych parametrow geometrycznych w wartosciach analizowanych stalych
okreslano wigc dwuetapowo. Najpierw, dla ustalonej wartosci porowatosci, uzmien-
niany byt parametr m, reprezentujacy stosunek dwoch poétosi elipsy. Dla wybranych
wartosci m dokonywano obliczen numerycznych, ktorych wynikiem koncowym byto
okreslenie warto$ci badanych statych odpowiadajacych tym warto$ciom parametru m
oraz zatozonej wartosci porowatosci. Nastgpnie ustalano nowa warto$¢ porowatosci
1 ponownie uzmienniano warto$¢ parametru m itd.

Otrzymane wartosci skltadowych tensora ¢;; w funkcji wartosci parametru m (dla
roznych, ale ustalonych wartosci porowato$ci) przedstawiono na rysunkach 3.14-3.18.
Odpowiadajace im, tzn. dla tych samych m i n, warto$ci wspolczynnika f pokazano
na rysunku 3.19.

Przy okreslaniu wartoséci analizowanych statych wykorzystano, redukujaca liczbe
koniecznych obliczen numerycznych, nastepujaca wiasno$¢ symetrii, obowiazujaca
dla zagadnienia ptaskiego, tj.

all(v,n,ij =a,, (v,n,m) A azz(v,n,ij = all(v,n,m). (3.115)
m m

Powyzsze tozsamosci sa konsekwencja nastgpujacego faktu: geometria struktury I
dla m = 1/m; to doktadnie obrécona o kat 90° geometria struktury I dla m = m; (rys.



122

3.12). Odpowiadajace wigc wartosciom: m = 1/m; 1 m = m; sktadowe tensora ¢;; trans-
formuja si¢ podobnie jak przy obrocie uktadu wspoétrzednych o kat 90°, co doktadnie
wyrazaja zaleznosci (3.115).

Tozsamosci (3.115) implikuja ponadto

all(v,n,ij + azz(v,n,ij =a,, (v,n,m)+ all(v,n,m), (3.116)
m m
co w konsekwencji — wraz z réwnaniem (3.110) — prowadzi do
1
Blv.n,—|=pv,n,m). (3.117)
m
A y2

Y2

1/m1

Rys. 3.12. Struktura I dla dwoch przeciwnych warto$ci parametru m
Fig. 3.12. Structure I for two inverse values of the parameter m

Wriasnosci (3.115) 1 (3.117) pozwalaja wigc ograniczy¢ rozwazania analizowanych
statych do przypadku gdy m > 1. Oczywiscie, dla m < 1 wartosci badanych statych

jednoznacznie determinuja prawa symetrii (3.115) 1 (3.117).
Na rysunku 3.13 pokazano przyktadowe geometrie przestrzeni porowe;j struktury I,
odpowiadajace roznym warto§ciom parametru m, przy jednoczesnie stalej wartosci

porowatosci.

Rys. 3.13. Geometria przestrzeni porowej dla roznych warto$ci parametru m,
ale ustalonej wartosci n
Fig. 3.13. Pore space geometry for different values of the parameter m
but fixed value of n
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Otrzymane wyniki statych materiatowych dla struktury I jasno wskazuja (rys.
3.17-3.19), ze — podobnie jak w przypadku struktur II i III — wzrostowi porowatosci
osrodka towarzyszy zwigkszenie warto$ci sktadowych tensora ¢;; oraz wspotczynnika
L (co do wartosci bezwzglednej). Ponadto, analizowane stale silnie zaleza od aktualnej
proporcji potosi elipsy — parametr m.
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Rys. 3.14. Wartosci tensora @ W funkcji parametru m (n = 0,05)

Fig. 3.14. Values of the tensor a;; versus parameter m (n=0.05)
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Rys. 3.15. Wartosci tensora @ W funkcji parametru m (n = 0,10)

Fig. 3.15. Values of the tensor ¢;; versus parameter m (n = 0.10)

y
1,0~
n=0,30
0,8 &\ /;/i/)
\\\ (25))
0,6 _
y Vd;:><:::\‘M1
aljo 4 o ¢+
0,2
0,0[, ‘
0 0,5 1 1,5 2 2,5

m

Rys. 3.16. Wartosci tensora @i W funkcji parametru m (n = 0,30)

Fig. 3.16. Values of the tensor ajj versus parameter m (n = 0.30)
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Rys. 3.17. Wartosci sktadowe;j
oy, w funkcji parametru m
dla wybranych wartosci n
Fig. 3.17. Values of the component
0, versus parameter m for different
assumed values of n

Rys. 3.18. Wartosci sktadowej o,
w funkcji parametru m
dla wybranych wartosci n
Fig. 3.18. Values of the component
oy versus parameter m for different
assumed values of n
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Rys. 3.19. Wartosci wspodtczynnika S w funkcji parametru m dla wybranych wartosci n
Fig. 3.19. Values of the f#— coefficient versus parameter m for different assumed values of n
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Zaréwno w przypadku tensora ¢, jak 1 wspotczynnika g, wartosci tych statych,
przy ustalonej warto$ci n, maja swoje lokalne ekstrema dla okre§lonych wartosci m
(rys. 3.14-3.19).

W przypadku wspoétczynnika S lokalne maksimum osiagane jest, niezaleznie od
aktualnej wartosci porowatosci, dla m = 1 (rys. 3.19). Skltadowe ¢;; osiagaja swoje
lokalne minima, dla porowatosci n < /8, odpowiednio w punktach: sktadowa «;
w poblizu m = 2 (rys. 3.18), natomiast sktadowa a; — w poblizu m = 1/2 (rys. 3.19)
Dla porowato$ci n > n/8 wartos¢ m = 2 jest, zgodnie z (3.100), niedopuszczalna i
ma swoje minimum dla m = n/(4n), natomiast o, dla m = 4n/m.

Przyblizone zaleznoS$ci funkcyjne

Stata g, dla wszystkich analizowanych struktur, jest zwiazana zalezno$cia (3.110)
z tensorem ¢y;. Znalezienie wigc oszacowania wartoSci tensora ¢; w funkcji aktual-
nych wartosci: v, n i m natychmiast daje, dzigki (3.110), oszacowanie wartosci stalej
w funkcji: E, v, n i m. W dalszych rozwazaniach skoncentrowano si¢ wigc na poszu-
kiwaniu zaleznos$ci funkcyjnych tylko wartosci tensora materiatowego ;.

Zgodnie z wczeSniejsza analiza, sktadowe tensora ¢ to, odpowiednio usrednione
(3.49), rozwiazanie 7;(y) zagadnienia (3.64) z warunkiem brzegowym w postaci lo-
kalnej periodycznosci pola 7;( y). W przypadku analizowanych struktur (maja dwie
osie symetrii) lokalna periodycznos$¢ 7;(y) implikuje warunek 7;(y)= 0 na odpowied-
nich brzegach komorki periodycznosci (rys. 3.20). Taki typ warunkéw brzegowych,
w konsekwencji, uniemozliwia znalezienie tzw. ,rozwiazania zamknigtego™ zagad-
nienia brzegowego (3.64). Z tego wigc wzgledu zalezno$¢ funkcyjna tensora ¢;; po-
szukiwana begdzie, na podstawie otrzymanych wczes$niej wynikow obliczen numerycz-
nych, w jej postaci przyblizone;.

1> 1 <
___________ g

> |

Rys. 3.20. Schemat statyczny do okreslania
| statych ;1 8
Fig. 3.20. Statical schema for determination of

the constants ¢;; and S
> Na ogbt rozwiazanie analityczne ma postaé nieskoficzonego szeregu potegowo-trygonometryczne-

go [61].
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Ponownie zaczynamy od najprostszej geometrii, tzn. struktury II. W celu sformu-
lowania zalezno$ci przyblizonej zaktadamy, ze usredniona (wg (3.49)) wartos$¢ roz-
wiazania (3.64) moze by¢ przyblizana przez usrednione rozwiazanie podobnego za-
gadnienia, jednak ze zmienionymi warunkami brzegowymi (rys. 3.21). To ,,nowe”
zagadnienie brzegowe bgdziemy nazywac schematem aproksymacyjnym.

....ll

Rys. 3.21. Schemat aproksymacyjny
Fig. 3.21. Approximation schema

Rozwiazanie schematu aproksymacyjnego ma postac [61]

a,(r):—iz+23 A at(r)=£2+2B, (3.118)
r r
gdzie:
o,(r) 1 o/(r) — odpowiednio, sktadowa radialna i obwodowa tensora naprezenia,
AiB — state, ktorych wartosci determinuja warunki brzegowe.
W schemacie aproksymacyjnym warunki brzegowe to
o,(r=R))=-1 A u,(r=R,)=0, (3.119)

gdzie:
u, — sktadowa radialna wektora przemieszczenia,

RyiR, - odpowiednio, promien przestrzeni porowej oraz zatozony promien okrggu,
dla ktérego u, = 0 (rys. 3.21).
W ptlaskim stanie odksztalcenia skladowa radialna wektora przemieszczenia jest
okreslona rownaniem [61]
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u,(r) == [1=v2)o, () - v (1+ V), ()] (3.120)

co — wraz z warunkiem brzegowym (3.119b) — implikuje

r
E

o (r=R,)=—~ )ar(ran). (3.121)

=)

Uwzglednienie zalezno$ci (3.118) we wzorze (3.121), po przeksztalceniach, pro-
wadzi do

A

Konsekwentnie, po podstawieniu rownania (3.122) do (3.118a), a nastgpnie do
(3.119a) otrzymujemy

2p2
A:%‘/—l)z- (3.123)
R*(2v—1)- R}

Rownos$e (3.123) — wraz z (3.122) — implikuje
Ry

2B=—"+—""~——-. 3.124
R(2v—1)-R? G.124)
Ostatecznie, skladowa obwodowa tensora naprgzenia ma postacé
RyR:(2v-1) 1 R,
(r)=-" . (2v-1) 0 (3.125)

: R>(2v—1)-RZ #* ’ R*(2v-1)-RZ

Korzystajac teraz z wlasnosci [40], ze usrednione po objetosci pojedynczej ko-

morki periodycznos$ci, wartosci skladowych tensora calkowitego naprezenia sa rowne

warto$ciom $rednim sktadowych tego tensora obliczonych po powierzchni, mozemy
zapisac (wartos¢ ci$nienia porowego p = 1)

<a§2> = 2R, + 20jsa, (r)dr. (3.126)

Ry

Jednoczesnie, przy warunku ej; (uw) )= 0, usredniona sktadowa tensora calkowitego

naprezenia reprezentuje, wzigta z przeciwnym znakiem, odpowiednia sktadowa tenso-

ra a;;. Wobec tego
0,5

= 2R, =2 [, (r)dr. (3.127)

Ry



129

Podstawienie réwnania (3.125) do wyrazenia (3.127) oraz scatkowanie i proste
przeksztatcenia prowadza, w konsekwencji, do zaleznos$ci

@ ) 1
Ay, =tg+——| T7(1-¢t,)—-(1-2v)| ——1]], (3.128
et gt )=o) ] @
w ktorej

R 12

1/2 R

n

)

reprezentuja (rys. 3.21), odpowiednio, stosunek promienia przestrzeni porowej do pro-
mienia kota wpisanego w kontur pojedynczej komoérki periodycznosci oraz stosunek
promienia kota wpisanego w kontur pojedynczej komorki periodycznosci do promienia
kota, dla ktérego spetniony jest przemieszczeniowy warunek brzegowy (3.119b).

Dla geometrii typu II wartos$¢ 7, w funkcji aktualnej warto$ci porowatosci, okre-
$la rownanie (bezposrednia konsekwencja (3.102))

t :2\/2 (3.129)
T

Warto$¢ 7, jest na ogot funkcja porowatosci, ktora wyznacza si¢ przez ,,wpisanie”
wynikoéw otrzymanych ze schematu aproksymacyjnego w wyniki uzyskane z obliczen
numerycznych. Otrzymano

T :(1—n3)(1+v(1—v))g. (3.130)
Roéwnania (3.128) wraz z (3.129) i (3.130) stanowia poszukiwang zaleznos$¢ funk-

cyjna dla struktury II. Warto$¢ sktadowej a; jest, oczywiscie, rowna warto$ci .
Wartos$c¢ sktadowej as; determinuje rownanie (3.109).

1,0 I
zaleznosc¢ (3.128) /J/
058 Tn:1 / t
0.6 ghad obliczenia i
o) }‘/ N numeryczne
0,4 ]
/ zaleznos¢ (3.128)
T, wg (3.130
0.2 n W ( )
0.0 /

0 0,2 0,4 0,6 0,8
n

Rys. 3.22. Warto$ci sktadowej oy, obliczone wedtug proponowanej zaleznosci (3.128): struktura II
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Fig. 3.22. Values of the component &, calculated according to the proposed relation (3.128): structure II

Poréwnanie wartosci sktadowej ap,, danych przez wyrazenie (3.128) oraz tych
z obliczen numerycznych, przedstawiono na rysunku 3.22. Wyniki te jasno wskazuja,
ze zaproponowana zalezno$¢ funkcyjna (3.128) jest bardzo dobrym oszacowaniem
wartosci skladowej a,. Potwierdza to réwniez rysunek 3.5, na ktorym pokazano war-
tosci anp; w funkcji wspotczynnika Poissona. Punkty na tym rysunku reprezentuja wy-
niki obliczen numerycznych, natomiast linia ciagla to zaleznos¢ (3.128).

Ostateczna postaé proponowanego oszacowania, wyrazona przez porowato$¢ oraz
wspotczynnik Poissona, to (otrzymana w wyniku podstawienia (3.129) i1 (3.130) do
(3.128))

=0y =2 Z
T
n
n T
1=2v+2(1=n* 1+ v(-v)2
T

(3.131)

x (1_”3)[12+V(1_V)] (1—2\/%]—(1—%) 2\7;1

Powr6¢my jeszcze na chwilg do zaleznos$ci (3.128). Latwo sprawdzié, ze spetnia
ona, niezaleznie od przyjgtej wartosci T, nastgpujace trzy warunki:

1. ima,, =0,
to—0

2. lima,, =1,
lo—)l

3. Vt,>0 lim a,, =1.
v—0,5

Na ogo6t kazda zalezno$¢ funkcyjna tensora o, niezaleznie od geometrii mikro-
struktury osrodka porowatego, dla ktorej zostata zaproponowana, musi wykazywac
takie wlasnosci. Pierwsza z nich moze by¢ zinterpretowana jako: brak w osrodku
przestrzeni porowej — o = 0. Druga wlasno$¢, potwierdzona w niniejszym opraco-
waniu numerycznie, to: przestrzen porowa osiqga brzegi pojedynczej komorki perio-
dycznosci — odpowiednia sktadowa tensora oy osiqga wartos¢ jeden. W konficu trze-
cia wlasnos¢, najczeSciej cytowana w literaturze, to: osrodek niescisliwy — o= ;.

W dalszej analizie zatoZono, ze oszacowania warto$ci tensora ¢ dla pozostatych
struktur, tj. geometrii I i geometrii III, moga by¢ otrzymane przez odpowiednia mody-
fikacje zaleznos$ci (3.128). Wprowadzane nowe elementy do zwiazku (3.128) musza
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jednak zapewnia¢ spetnienie, przez tak otrzymana funkcj¢ aproksymacyjna, wymie-
nionych trzech wlasnosci.

Podejscie takie wydaje si¢ szczegdlnie zasadne w odniesieniu do struktury L
W tym przeciez przypadku funkcja aproksymacyjna dla geometrii I musi si¢ transfor-
mowac, przy m = 1, do zaleznosci aproksymacyjnej dla struktury II, tj. do zwiazku
(3.128).

Odpowiedniej modyfikacji réwnania (3.128) dla struktur I i III poszukiwano po-
przez proces ,,wpisywania” si¢ w wyniki otrzymane juz wczesniej metoda elementow
skonczonych.

Zaczeto od struktury typu III. Jest to, podobnie jak struktura II, jednoparametrowa
rodzina geometrii przestrzeni porowej. Poszukiwana zalezno$¢ aproksymacyjna war-
tosci tensora o; jest wigce tylko funkcja porowatosci i wspotczynnika Poissona. Proces
wpisywania si¢ w wyniki obliczen numerycznych (rys. 3.24) doprowadzit w wyniku,
dla struktury III, do nastgpujacej postaci tej funkcji

) ={1—zﬁ(l—2v)(1+v)(1—zo)§toﬁ}

t > 1
— 0 7 (1-¢,)-(1-2v)| —-1
X{t0+1_2v+7.;12tg |: n( tO) ( V)[to ]}}a

=R _p | M Tnzﬁ(l—(t—ojzl[lﬂx(l—v)],

(3.132)

172 VNa-x

Rys. 3.23. Promien zastgpczy dla struktury 11
Fig. 3.23. Effective radiius for the structure I11
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0.8 T.=1, to wg (3.132)

1,0 [ [ ]
zaleznos¢ (3.128) / 7

) obliczenia

0’4 / \ numeryczne
0,2 // zalezno$é (3.132) 1

0,0].
0 0,05 0,1 0,15 0,2
n

Rys. 3.24. Warto$ci sktadowej o, obliczone wedlug proponowane;j
zaleznosci (3.128): struktura II1
Fig. 3.24. Values of the component &, calculated according
to the proposed relation (3.128): structure 111

Wyniki przedstawione na rysunku 3.24 ewidentnie dowodza, ze proponowana za-
lezno$¢ aproksymacyjna (3.132) wartosci sktadowej o, dla struktury III jest rowniez,
podobnie jak zaleznos$¢ (3.128) dla struktury II, bardzo dobrym oszacowaniem. Oczy-
wiscie: ) = &), natomiast az; oblicza si¢ zgodnie z tozsamoscia (3.109). Rysunek
3.6 potwierdza, ze jest to rowniez bardzo dobra zaleznos¢ funkcyjna ze wzgledu na
wspotczynnik Poissona (linia ciagla na tym rysunku to wyniki zwiazku (3.132)).

Struktura I jest dwuparametrowa rodzina geometrii przestrzeni porowej. Poszuki-
wane oszacowanie wartosci sktadowej o, jest wige funkcja trzech argumentow, tj. n,
m 1 v. Rozwazania ograniczono tylko do funkcji aproksymacyjnej wartosci sktadowej
0, gdyz funkcja ta, przez podstawienie m — 1/m, staje si¢ rOwniez oszacowaniem
wartosci sktadowej ;1 (symetria (3.116)).

Podobnie jak w przypadku poprzednich struktur, oszacowania poszukiwano, mo-
dyfikujac zalezno$¢ (3.128) 1 wpisujac si¢ w wyniki przeprowadzonych juz wczes$niej
obliczen numerycznych. W przeciwienstwie jednak do poprzednich struktur, wyko-
rzystano dodatkowo jeszcze jeden schemat aproksymacyjny (rys. 3.25).

Wprowadzenie drugiego schematu aproksymacyjnego jest podyktowane faktem,
ze o ile analizowana struktura dla wartosci m bliskich warto$ci jeden jest geometrycz-
nie bliska strukturze II, o tyle dla m >> 1 oraz m << 1 jest ona geometrycznie blizsza
jednak ,,szczelinie” (rys. 3.25). W tym przypadku, tj. m >> 1 lub m << 1, wprowadzo-
ny wczesniej schemat aproksymacyjny jest nieodpowiedni i konieczne jest
skonstruowanie nowego schematu, bardziej adekwatnego do rozwazanej geometrii.
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1| 2a 2a, i

D |

A 4 A 4

Rys. 3.25. Drugi schemat aproksymacyjny
Fig. 3.25. The second approximate schema

Na rysunku 3.25 przedstawiono strukturg I dla m << 1. Tak jak poprzednio, prze-
strzen porowa jest wypeliona ptynem, w ktérym panuje jednostkowe cisnienie. Po-
niewaz o$ y; (podobnie 0$ y,) jest rOwnoczesnie osia symetrii oraz m << 1, wobec tego

mozemy przyjaé, ze: e, (y2 =0,» ) =0 i w konsekwencji

o3, (v, =0,3,)= V{Ui{yz = O,ylj +05(y, = O,yl)}- (3.133)
Réwnoczesnie pole naprezenia spetnia (3.106), tj.
o33 (yZ’yl): v {O'{ql [yzale"‘ 05, (yz,yl )}, (3.134)

co—wraz z (3.133) — prowadzi do
S v N
O'iz(yzz(),yl):l_van(yzZanlJ- (3.135)

Przy m << 1 oraz 2a, — 1 (rys. 3.25) mozna przyja¢, ze: o;,(y, =0, y,)=—1 (war-
tos$¢ ci$nienia porowego). Wobec tego

0,5
<02Tz>:2_[052(Y2 :O’yl)dyl _2‘111:_(1_2"1)1 Y

~2a,. (3.136)

a
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1,0
n=0,30 /@ //
0,8 //
A
O 4 1 \/><"
i?. / / obliczenia
o 0,4 7~ numeryczne
|
/ zaleznos¢ (3.138)
0,2
S
0,0

0 2,5 5 7,5 10 12,5 15
m

Rys. 3.26 Wartosci sktadowej o, obliczone wg proponowanej zaleznosci: struktura I
Fig. 3.26. Values of the component ¢,, calculated according to the proposed relation: structure I

Warto$¢ (3.136), wzigta z przeciwnym znakiem, okresla sktadowa ;. Ostatecznie
wiec

(22%) =(1—2a1)11/

+2a, (3.137)
1%

jest oszacowaniem wartosci o, w drugim schemacie aproksymacyjnym. Oszacowanie
to, wraz z oszacowaniem (3.128), zostaly wykorzystane do skonstruowania funkcji
aproksymacyjnej wartosci sktadowej a,, dla struktury I. Proces wpisywania si¢
w wyniki obliczeh numerycznych (rys. 3.26-3.28) doprowadzil, dla struktury I, do
nastepujacej postaci poszukiwanego oszacowania

an =1-1,(1 —tz)ﬁHtl +#{T;(l_tl)_(l_zv)&_lm

—(t,—1,) (1=, )" [(1—:1)%”1}, (3.138)

-V

3
T =¥2 1—(5) v i-v)]; =20 =22 £ =2a,=2]"= . (3.139)
2 4 T mm
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Wyniki przedstawione na rysunkach 3.26-3.28 $§wiadcza, ze proponowana zalez-
nos¢ (3.138) jest dos¢ dobrym przyblizeniem wartosci sktadowej o, dla réznych war-
tosci: n, m i v. Wszystkie podstawowe wlasnosci, takie jak: lokalne minima sktadowej

oy 1 oy , transformowanie si¢ przy m = 1 do oszacowania (3.128), proponowana
funkcja (3.138) dobrze weryfikuje.

1,0~
n=0,30 : :
0,8 obliczenia
numeryczne
0 , 6 /
an %i\ zaleznos¢ (3.138)
(&t m—1/m
0,4
0,2 \& !
L
0,0[. |
0 2 4 6 8 10

m

Rys. 3.27. Wartosci sktadowej ¢ obliczone wedlug proponowanej zaleznosci: struktura I
Fig. 3.27. Values of the component ¢, calculated according to the proposed relation: structure I

Wyniki przedstawione na rysunkach 3.26-3.28 wskazuja réwniez, ze funkcja
aproksymacyjna (3.138) nie jest, niestety, az tak bardzo dobrym oszacowaniem, jak
— otrzymane wczesniej dla struktur II i III — zalezno$ci (3.128) i (3.132). Nalezy jed-
nak podkresli¢, ze w przeciwienstwie do poprzednich geometrii, ta funkcja aproksy-
macyjna podaje wartosci skladowych tensora ¢;; dla geometrii, ktéra wraz ze zmiang
warto$ci parametru m doznaje bardzo duzych zmian ksztattu (rys. 3.13).

Oszacowanie (3.138) konczy poszukiwanie zaleznosci funkcyjnych statych mate-
riatlowych teorii porosprezystosci Biota dla trzech przyjetych struktur osrodka porowa-
tego.
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1,0 |m=2,n=0,10| -
0,8 /
0,6
obliczenia .
Qij numeryczne
0,4
e

€
0,2 |

— Zaleznosc (3.138) |
0,0

0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5

1%

Rys. 3.28. Wartosci sktadowej ;; obliczone wedlug proponowanej zaleznosci: struktura I
Fig. 3.28. Values of the component «a;; calculated according to the proposed relation: structure I

3.3. Uwagi

Za pomoca metody asymptotycznej homogenizacji przedstawiono proces ,,0dtwo-
rzenia” teorii porosprezystosci Biota z opisu mikroskopowego przepltywu lepkiej cie-
czy Newtona przez sprezyscie odksztatcalny osrodek porowaty. Nalezy podkresli¢, ze
prawo Darcy’ego filtracji ptynu przez o$rodek porowaty zostalo otrzymane, a nie
— zalozone.

Zastosowanie metody homogenizacji umozliwilo réwniez, nieosiggalna na drodze
rozwazan fenomenologicznych, identyfikacj¢ parametrow mikrostruktury osrodka
porowatego odpowiedzialnych za wartosci analizowanych statych materiatlowych.
Otrzymane z procesu homogenizacji definicje statych materialowych pozwolity, dla
zadanych geometrii porow, okresli¢ zwlaszcza wartosci skladowych tensora ¢y
i wspdlczynnika B Przyjeto trzy typy struktur reprezentujacych idealizacje mikro-
struktury: osrodka skalnego i gruntowego.
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Na podstawie przedstawionych wynikéw obliczen numerycznych mozna stwier-
dzi¢, ze:

1. Analizowane state ,,silnie” zaleza od struktury geometrii porowej osrodka. Ob-
jawia si¢ to, miedzy innymi, w zaleznos$ci wartosci tych stalych zarowno od wartosci
porowatosci o$rodka, jak rowniez od pozostatych parametréw geometrycznych mikro-
struktury.

W niniejszym opracowaniu analizowano jedno- i dwuparametrowe rodziny geo-
metrii przestrzeni porowe;j.

2. Przy odpowiednio rozbudowanej przestrzeni porowej i nawet $ci§liwym szkie-
lecie, istnieje krytyczna warto$¢ porowatosci, przy ktorej skltadowe tensora o, lub
przynajmniej jedna z nich, osiagaja wartos¢ jeden. Na przyktad dla struktury imituja-
cej osrodek gruntowy warto$¢ krytycznej porowatosci to nieco powyzej 20%.

Wynik ten potwierdza, ze dla osrodkow gruntowych przej$cie od opisu konsolida-
cji wedhug Biota do opisu konsolidacji wedtug Terzaghiego to przede wszystkim efekt
struktury osrodkoéw gruntowych, a nie niescisliwosci ich ziaren.

3. Szczegolnie duze zmiany warto$ci analizowanych stalych materiatowych moze
indukowa¢ proces kruchego pgkania zachodzacy w osrodkach skalnych. Ilustruja to
wyniki obliczen numerycznych dla porow w ksztatcie elips. Wzrost warto$ci parame-
tru m reprezentujacego stosunek polosi elipsy moze by¢ utozsamiany, przy matej war-
tosci porowatosci, z propagacja pojedynczego spekania w osrodku. Otrzymane wyniki
obliczen numerycznych sa, w tym sensie, potwierdzeniem omawianych we wstgpie do
niniejszego rozdziatu wynikéw badan laboratoryjnych Sibaia [141].

4. W przypadku analizy nasyconych osrodkow porowatych, ktorych procesowi de-
formacji towarzysza duze zmiany mikrostruktury osrodka, konieczne jest wprowadze-
nie do opisu matematycznego tego procesu dodatkowych parametréw reprezentuja-
cych odpowiednie miary mikrostruktury. Wartosci statych materialowych odpowie-
dzialnych za hydromechaniczne sprzgzenie w nasyconym osrodku porowatym (anali-
zowanych w niniejszym rozdziale) sa funkcja tych dodatkowych parametrow.

Wyniki obliczen numerycznych zastosowane zostaly nastgpnie do sformulowa-
nia zaleznos$ci funkcyjnych warto$ci analizowanych stalych materiatowych od para-
metréw mikrostruktury. Dla trzech analizowanych struktur sa to zalezno$ci: (3.128),
(3.132) 1 (3.138). Proponowane funkcje aproksymacyjne, ze wzgledu na przyjecie do
obliczen ,,wygtadzonych” przestrzeni porowych, musza by¢ traktowane w terminach
oszacowan. Otrzymane zostaty przez proces ,,periodyzacji” osrodka, tzn. dla zada-
nego rozktadu tzw. ,kierunkowej porowatosci” tworzono struktur¢ periodyczna,
w ktorej geometria poru w pojedynczej komorce periodycznosci opisana byla przez
funkcje rozktadu kierunkowej porowatosci. W tym sensie reprezentuja one Srednie
wartosci mozliwych makroskopowych ,,odpowiedzi” mikrostruktury os$rodka. Otrzy-
mane oszacowania sa, oczywiscie, ,realizowalne”, gdyz sformutowane zostaty
i zweryfikowane wedlug obliczen numerycznych dla konkretnych mikrostruktur
osrodka porowatego.
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Na podstawie zagadnien brzegowych (3.34)—(3.36), podobnie jak statych materia-
towych a; 1 f, mozna okre$la¢ wartosci tensora filtracji w funkcji geometrii przestrze-
ni porow. Rozwiazania, wraz z zastosowana metoda, sa przedstawione w pracach:
Ferreol i Rothman [60], Kohring [84], Zick i Homsy [167]. Dla osrodkow granulowa-
nych (ksztatt sferyczny ziaren), wyniki obliczen numerycznych wspolczynnika filtracji
[167] potwierdzaja, migdzy innymi, stosowalno$¢ empirycznego wzoru Kriigera, tzn.

1 n3 2
3K!/é‘y. oc ,u’(l—n)z a, (3.140)

gdzie a — §rednica ziarna.
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4. Deformacje plastyczne nasyconych plynem
osrodkow porowatych — teoria poroplastycznosci

W modelowaniu matematycznym deformacji plastycznych nasyconego ciecza
osrodka porowatego stosowana jest najczesciej (np. przez Kisiela [82], Ryncarza
[131], Schreflera i Gawina [139], Thiela [155]), oméwiona we wstgpie niniejszej
monografii, koncepcja naprezenia efektywnego. W przypadku deformacji sprezys-
tych, mozliwo$¢ zdefiniowania hipotetycznego tensora napr¢zenia efektywnego
przedstawiono w poprzednim rozdziale. Rozszerzanie jednak koncepcji naprezenia
efektywnego na deformacje plastyczne budzi wiele kontrowersji (por. de Buhan
i Dormieux [52], [53], Coussy [47], Lydzba i Shao [104], [105] — rozwazania teore-
tyczne; Kerbouche et.al. [81], Pietruszczak i Pande [119] — wyniki badan doswiad-
czalnych).

Coussy w pracy [47] zaproponowat og6lny opis matematyczny deformacji pla-
stycznych nasyconych osrodkow porowatych. Opierajac si¢ na rozwazaniach fenome-
nologicznych, Coussy stwierdza, ze warunek plastycznosci nasyconego osrodka
porowatego musi by¢ wyrazony przez dwie niezalezne ,sily termodynamiczne”, tj.
tensor naprezenia oraz ci§nienie porowe. Stowarzyszonymi z tymi sitami termodyna-
micznymi, zmiennymi kinematycznymi, sa: tensor odksztatcenia oraz zmiana porowa-
tosci.

W przypadku stowarzyszonego prawa plastycznego ptynigcia, zgodnie z propozy-
cja Coussy’ego, zwiazki opisujace deformacje plastyczne nasyconego osrodka poro-
watego tworza:

» kryterium plastycznos$ci

Flo,.p)<o0. (4.1)
» prawo plastycznego ptyniecia
E? =,ia—F; n? =/ia—F, 4.2)
/ 9o op

gdzie E;’ , n” — odpowiednio, sktadowa tensora predkosci plastycznego odksztatcenia

oraz predko$é plastycznych zmian porowatosci osrodka'.

" Tensor predkosci plastycznego odksztatcenia oznaczono wielka litera, gdyz reprezentuje on wiel-
ko$¢ opisu makroskopowego. W dalszej czgsci, w opisie mikroskopowym, stosowany bedzie rowniez
tensor predkosci plastycznego odksztatcenia i jako wielko$¢é opisu mikroskopowego bedzie oznacza-
ny malg litera. Wystepujacy we wzorach (4.1), (4.2) i (4.4) tensor naprgzenia, jako stosowany przez
Coussy’ego w rozwazaniach fenomenologicznych, réwniez jest wiclkoscia makroskopowa (tej wielkosci
jednak, na razie, nie wyrézniamy innym symbolem).
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Ta propozycja nie wyklucza, oczywiscie, istnienia naprezenia efektywnego. Z tego
tez wzgledu Coussy, w celu uproszczenia opisu, proponuje istnienie tzw. ,,plastyczne-
g0” naprezenia efektywnego w formie analogicznej do tensora naprezenia efektywnego
wedtug Biota, tj. przy deformacjach sprgzystych. Warto$§¢ wspotczynnikow wystepu-
jacych w definicji napr¢zenia efektywnego ma jednak by¢ na ogoét rozna przy defor-
macjach sprezystych i plastycznych.

Istnienie naprezenia efektywnego jest oparte na zatozeniu, ze w czasie deformacji
plastycznych nasyconego o$rodka porowatego spetniona jest relacja

BEPS, = Ai”, (4.3)

gy
ktora po przyjeciu stowarzyszonego prawa plastycznego plynigcia prowadzi do”

Flo, +bps;)<0. (4.4)

Wspotczynnik b jest nowa stata materialowa, okre$lana jako tzw. wspotczynnik
»plastycznego” naprezenia efektywnego.

Jest oczywiste, Ze istnienie ,,plastycznego” naprgzenia efektywnego otrzymane zo-
stato przy bardzo mocnym zatozeniu odno$nie plastycznego zachowania nasyconego
os$rodka porowatego. Z tego tez powodu proponowany wynik musi by¢ potraktowany
jedynie jako hipoteza.

Bardziej jednoznaczny wynik, jednakze czgsciowy, otrzymano metoda homogeni-
zacji [52], [53], [103]. Korzystajac ze sformutowania stanow granicznych dla o$rod-
kéw kompozytowych, de Buhan i Dormieux pokazali w pracach [52] i [53], ze
graniczna powierzchnia plastycznos$ci nasyconego osrodka porowatego moze byc¢
wyrazona przez naprgzenie efektywne wedlug Terzaghiego lub, przy dodatkowych
zatozeniach, napr¢zenie efektywne proponowane przez Coussy’ego. Odpowiednia
postaé naprezenia efektywnego zalezy od przyjetego na poziomie lokalnym kryterium
plastycznosci szkieletu. Lydzba i Shao, korzystajac z metody asymptotycznej homo-
genizacji, otrzymali podobne wyniki, jednak odno$nie poczatkowej powierzchni pla-
stycznos$ci nasyconego osrodka porowatego i przy zatozeniu, ze szkielet osrodka
porowatego jest zbudowany z jednorodnego materiatu [103].

> Ponizszy wynik jest konsekwencja nastgpujacego podstawienia: 0 =0y +bpo;, wtedy:

_ —(_ OF OF . OF oF
F(O‘ij,p)Z F(O‘ij —bp5l-j,p)= F(ai]-,p) oraz = 1— = —b—5l-j +—. Po zastosowa-
’ 85,7 60'[] op 561-1» Op
. . . . OF . OF . .
niu réwnan (4.2) i (4.3) otrzymujemy A— =-bl——+ 11— = —bE55i/- +i? =0, co w konsekwen-
op 60'1-] op ’

cji prowadzi do Z—F =0 :F(Eij,p)z f(&i]-)z F(O'l-j + bpé‘ﬁ).
» j j
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Celem niniejszego rozdziatu jest wyprowadzenie, za pomoca metody homogeniza-
cji, ogolnej struktury opisu matematycznego deformacji plastycznych nasyconego
osrodka porowatego oraz weryfikacja koncepcji naprezenia efektywnego w zakresie
deformac;ji plastycznych.

4.1. Poszukiwanie opisu makroskopowego
— proces homogenizacji

W przypadku poszukiwania ekwiwalentnego opisu makroskopowego osrodka mi-
kroniejednorodnego zbudowanego z materiatow o cechach sprezysto-plastycznych,
klasyczne stosowanie metody asymptotycznej homogenizacji na ogot nie jest mozli-
we. Taki tok postgpowania prowadzilby do konieczno$ci rozwazenia i rozwiazania
(numerycznie) bardzo wielu zagadnien brzegowych, sformutowanych dla pojedyncze;j
komorki periodycznosci. Otrzymany wynik bylby i tak wazny tylko dla okreslonej
struktury wewngtrznej osrodka przyjetej do obliczen numerycznych oraz historii ob-
cigzenia realizowanego w obliczeniach.

Ten silny efekt struktury wewngtrznej oraz historii obciazenia jest wynikiem za-
lezno$ci makroskopowej powierzchni plastycznosci od calego pola odksztatcen pla-
stycznych materiatu w pojedynczej komoérce periodycznosci, tj. od nieskonczonej
liczby parametréw (pisze o tym Suquet w pracy [150]). Innymi stowy — wiadomo, ze
wraz z rozwojem odksztatcen plastycznych material bedzie wykazywal wzmocnienie
(makroskopowo), ale nie znamy formy tego wzmocnienia. Zalezy ono od aktualnego
rozktadu pola odksztatcen plastycznych wewnatrz pojedynczej komorki, a rozktad ten
zalezy od struktury wewnetrznej materiatu i historii obciazenia, ktorej poddany byt
w przesztosci materiat.

Wynik procesu homogenizacji jest wigc czgsciowy. Otrzymuje si¢ ogo6lng struktu-
r¢ opisu matematycznego, zidentyfikowane sa zmienne makroskopowe, ale postac
funkcji plastycznosci nie jest doktadnie znana (wiadomo jakich parametréw jest funk-

cja).

4.1.1. Opis mikroskopowy

Podobnie jak w rozdziale 3., rozwazamy proces konsolidacji osrodka dwufazowe-
go zbudowanego z porowatego szkieletu, zajmujacego objgtos¢ V;, wypemmionego
lepka niescisliwa ciecza Newtona V. Przyjmujemy ponadto, ze przemieszczenia
i odksztalcenia o$rodka sa mate, proces deformacji szkieletu jest quasi-statyczny,
a przeptyw cieczy w przestrzeni porowej jest wolny i laminarny. Struktura osrodka
jest periodyczna, a pory sa ze soba potaczone. Tym razem jednak zaktadamy, w prze-
ciwienstwie do rozwazan przeprowadzonych w poprzednim rozdziale, ze szkielet
osrodka porowatego jest zbudowany z materiatlu spre¢zysto-plastycznego.
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Opis mikroskopowy wiec tworza:
» dla cieczy:
roOwnania rOwnowagi
O',H:O, WI/], (45)
réwnanie zachowania masy
vi; =0, wW, (4.6)
rownania konstytutywne dla niescisliwej lepkiej cieczy Newtona

oy =—pS;+u (v + v, W, (4.7)

J
» dla materialu tworzacego szkielet:
rownania rGwnowagi
Gj;’i = 07 w VS‘ 9 (48)
réwnania sprezystosci
g . 1
ol =Cyp lew =2ty edzie e, (u) =G b)WY, (49)

zwiazki plastycznosci:

warunek plastycznosci
flog)-x <o, (4.10)
prawo plastycznego plynigcia
ogl\o;
el =/1A”). (4.11)
ooy,

Roéwnania (4.5)—(4.11) sa uzupelnione o warunki brzegowe na granicy rozdziatu
faz I .
warunek ciaglos$ci wektora naprezenia

o;N,—oyN,=0, nal; (4.12)
warunek ciagtosci wektora predkosci
u;—v;,=0, mnalrl. (4.13)

W réwnaniach tych zastosowano takie same oznaczenia, jak w rozdziale 3., oraz
dodatkowo:

el — sktadowa tensora odksztatcen plastycznych,
K — parametr kryterium plastycznosci,
A>0 —mnoznik Lagrange’a (wyznaczany z warunku zgodnosci f (0;): 0),

\

g(o?/.) — potencjat plastyczny.

Podobnie jak w rozdziale 3., w celu dokonania procesu homogenizacji podany
opis lokalny musi by¢ przeskalowany.
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Skalowanie, podobnie jak w przypadku deformacji sprezystych, prowadzi do:

pe*v, ;= p,=0, wV, (4.14)
vi,=0, wW, (4.15)
|:Cﬁkh{ekh(u)_81§1}i| =0, wl, (4.16)
oelo?
f(US)—KSO A éﬁ=ﬂ£.”), w Vs, (4.17)
ooy,
{C,ﬂ{h {ekh(u)—g,fh }+ P9, —gz,ul(vh j+Y M)}N[ =0, nal, (4.18)
u,—v;=0, mnal . (4.19)

4.1.2. Proces usredniania
— zasada makrojednorodnosci, wielko$ci makroskopowe

Po wprowadzeniu do opisu mikroskopowego (4.14)—(4.19) rozwinigcia asympto-
tycznego dlav, piu, tj.

vi(xayat):vi(O)(xayat)+8vi(1)(x7yat)+52vi(2)(x7y’t)+"' J/:ia (420)
&

p(x,p,0)=p (%, 3,0 +& p(x,3,0) + 2 pD (%, 3,0) + . yzg, (4.21)

ui(xayat):ui(O)(xayaZ)+gui(l)(xayat)—‘r82ui(2)(xay7t)+”' yzﬁa (422)
&

oraz uwzglednieniu prawa zmiany operatora pochodnej przestrzennej (2.82) otrzymu-
jemy:

op® 0) o @  ap®
_ P g0 /li o A +gl[...]+...=0, w b, (4.23)
; i\ ;)

0) 0) @
o v 4+ g0 ov; ; i +e'l]+..=0, w, (4.24)
oy; ox; Wi
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&

{C iikh € (u(o) )}
CUkh e\ (0)) (”(l) )_ &l ()’)}} + %{CW ey, (u(o) )}}

2 0
;i
i
o,

wV,, (4.25)

|:Cijkh € (u(l) )+ Cimnein (u(z) )}} +..=0,

Q)|Q)

| Cunlei el 0|+ 2

{C el )}Nf + {C {en, (@) e, ()-8, (n))+ p%}N'

WO O (4.26)
V
+&' Cg/kh{e,i‘h(u(l))+e,fh(u(2))}+p(l)é — A/ N, +&*[.]+..=0,na r;
gO{a,@) —vfﬂ +g{a}” —vfl)} +&*[.]+..=0,nar. (4.27)

Powyzszy uktad rownan uzupetniaja zaleznosci (4.17), definiujace: dopuszczalny
stan naprgzenia w szkielecie o$rodka porowatego oraz prawo ewolucji odksztalcen
plastycznych.

Selekcja wyrazen stojacych przy odpowiednich potgegach parametru & daje se-
kwencje zagadnien lokalnych, sformulowanych dla pojedynczej komoérki periodycz-
no$ci. Pierwsze trzy zagadnienia sa doktadnie takie same, jak pierwsze trzy zagadnie-
nia brzegowe analizowane w rozdziale 3. Z tego wzgledu podajemy tylko ich osta-
teczne rozwiazania, tj.

PO y.1)=p(x.), w I, (4.284)
B o (0)
VO (x,p,1)— i :——k’f(ly A v, (4.28b)
7N OS
1) a @ (1)
p (x,y,t)=z,-(y)7+p (),  ww, (4.28¢)
u(o)(x,y,t)zu(o)(x,t), w V (4.284d)

oraz makroskopowe prawo filtracji, bedace wynikiem bezposredniego usrednienia
réwnania (4.28b), tzn.
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2 p(x,t
Vi )=k, S50 w0, (4.29)
o x;
gdzie:
n — porowato$¢ osrodka,
K; — tensor filtracji,
Vi — sktadowa wektora makroskopowej predkosci filtracji cieczy,

kii(») 1 x(y) —rozwiazania ukladu (3.43)—(3.36) (rozdz. 3.).

Przed przystapieniem do sformutowania i analizy czwartego zagadnienia lokalne-
go zauwazmy najpierw, ze zwiazek konstytutywny sprezystosci (4.9), po uwzglednie-
niu rozwinigcia asymptotycznego pola przemieszczenia (4.22) oraz prawa transforma-
cji pochodnej przestrzennej (2.82), wraz z wynikiem (4.28d), przyjmuje postaé

N

o} :c[jk{e,fh(u<°>)+e,{h(u<“)—5,5’,1}0(5), w V. (4.30)

Zaleznos¢ ta, wraz ze zwiazkami plastycznosci (4.17), prowadzi, przy € — 0, do

[37], [149]{151]

q L olol™)
7lo)-x<0 A =2 e W (4.31)
gdzie:

o)) = C,-M{e;h @) +efy (") - e} w V. (432)
IV zagadnienie lokalne tworza wiec: rownania (4.25) przy &', (4.26) przy &° oraz
(4.31), jako konsekwencja zaleznosci (4.17). Na podstawie (4.32) oraz po oznaczeniu,
dla przejrzystosci rozwazan, tensora makroodksztatcenia ey, (u(o) (x, t)) przez Ey(x,t)

zagadnienie to, w obrebie pojedynczej komorki periodycznosci, mozna przedstawié
nastepujaco:

doVs
i :0, W Vv’ (4333)
o A
o\’ N, =-pVs,N,, na I, (4.33b)
o' () =Cplen@-a4l  w (4.330)
0, (y.t) = E;(t)y; +ul" (3,1), w (4.33d)
elo”
fe)<0 A & =280 ) (4.33¢)
ooy,”

Uktad rownan (4.33), ze wzgledu na obecnos¢ zwiazkow plastycznosci (4.33e),
Jest uktadem nieliniowym. Poszukiwane pola mikroskopowe: " (y.7), &/, (y,t) oraz
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G;.O)S(y,t) (lub réwnowaznie: u,(y,t), ey, (u(y,t)) sa nie tylko funkcja aktualnych
wartosci tensora makroodksztalcenia i cisSnienia porowego, ale na ogo6t calej ich histo-
rii, tzn. 7€ (— oo,t] - {E,j (1), p(r)}. Rozwiazanie wigc zagadnienia lokalnego (4.33),

dla ustalonej chwili czasowej ¢ 1 wspotrzednej przestrzennej x, charakteryzuje uktad
{f e (oot {E, (c).p® (T)}} e @erba)} . @4

w ktorym lewa strona reprezentuje historig ,,wymuszenia” zewngtrznego (zmienne nie
zaleza od zmiennej mikroskopowej y), a prawa strona to pola mikroodksztatcenia:
catkowitego i plastycznego. W sformutowaniu tym tensor mikronaprgzenia jest funk-

cja zalezna, poprzez zwiazek konstytutywny (4.33¢), zmiennych: e; (ﬁ ) i &/ . Niech

le@r) () o () 4.35)

reprezentuje, aktualnie panujacy w pojedynczej komorce periodycznosci, stan mikro-
odksztalcenia (calkowitego i plastycznego) i stan mikronaprezenia. Powyzszy stan
osrodka mozna przedstawi¢ jako superpozycje dwoch stanow, tj.

@), (), o (o))
= {eg(ﬁe(y,t)),O,a; (y,t)}+ {eg’(ﬁres(y,t)), ef(y,t), O'i;es(y,t)}. (4.36)

Stan {efY (Eres(y,t)), &y (y,2), al;es(y,t)} charakteryzuje osrodek ,,makrosko-

g
powo nieobciazony”, ale z ,,wmrozonymi” odksztatceniami plastycznymi. Odpowia-
dajace temu stanowi calkowite makroodksztatcenie, jako wywotane tylko polem pla-
stycznego mikroodksztatcenia, jest wigc makroskopowym odksztatceniem plastycz-

nym o$rodka £ . Stan ten jest wigc rozwigzaniem nastepujacego uktadu

aa;fs
6)} =0, wV, (4.37a)
o/°N, =0, na I, (4.37b)
o (1) = Cyalets @) -2, ] w v, (4.37¢)
() =Ely, +ul” (y), WV, (4.37d)
1 res
”7 .[Gl-j (»)dy=0. (4.37¢)
Ve

Réwnania (4.37b) i1 (4.37e) okreslaja odpowiednio: brak ci$nienia porowego oraz
zerowa wartos¢ makronaprezenia, czyli makroskopowy brak obciazenia osrodka.
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Stan{egf(ﬁ e(y,t)), 0,0 (y,t)} okresla pola mikroskopowe wywotane deformacja
sprezysta osrodka na skutek ,,zewngtrznego wymuszenia” makroskopowym odksztat-
ceniem \E; — EJ ) i ciSnieniem porowym p. Jest on wigc rozwiazaniem uktadu:

oo,

i =0, w VS, (4.38a)
W,
oiN,=-p"5;N,, na I, (4.38b)
O-zj (J/) jkhekh(u ) w I/s’ (4380)
() =B, — B )y, +u™ (), w7, (4.38d)

Zgodnie z uktadem (4.33), sumaryczne pole mikronaprgzenia o-;( 1)+ o (y, )

spelnia ograniczenie wynikajace z warunku plastycznosci, tj.
7o) +o=()-x<0,  wyer, (4.39)

Uktad (4.38) jest, obecnie w troch¢ zmodyfikowanej postaci, IV zagadnieniem
brzegowym, analizowanym w rozdziale 3. Korzystajac z (3.41), mozemy wigc zapisac:

e;(ﬁf(y))={ije;(f"h(y))}(&h—E,ﬁ,)+e,-§(n)p<°% WV, (4400)

o (J’) =Cy, |:Ikhlm +ey, (‘flm (y)):|(Elm E,, )"‘ G, khekh( )P(O)a w V,, (4.40b
gdzie:
Ly, = (5 Oy +0,0 1k) tensor jednostkowy,
EM i) — odpowiednio, rozwiazanie pola przemieszczenia u "*(y) przy
{E,~E =5,8,, p© =0 ipzy {E,~E}=0,p® =1},
Definiujac, podobnie jak w poprzednim rozdziale, tensor naprgzenia dla osrodka
dwufazowego jako

1l gdy yeV,

i =h() o —(1-h(y)pVs,, edzie h(y)= { wV, (4.41)

0 gdy yeV,

zgodnie z (4.36), mozemy zapisaé
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ol =h(y)(og+ ol )-(1-n()p 05, w. (4.42)
Usrednienie powyzszego zwiazku i jednoczesne wykorzystanie zaleznosci (4.40b)
i (4.37¢) daje makroskopowy zwiazek konstytutywny sprezystosci, tzn.

25 = C;gz(Ekh _Ek!;l)_a[jp(())a w2, (4.43)

gdzie, w celu wyrdznienia wielko$ci makroskopowej, uzyto oznaczenia Z; = <O';> .

Wartos$ci skladowych tensora makroskopowego plastycznego odksztatcenia
w funkcji aktualnego pola plastycznego mikroodksztatcenia definiuje uktad (4.37).
Parametry efektywne, tak jak w poprzednim rozdziale, okreslaja zwiazki (3.48)
1(3.49).

Zwiazek konstytutywny (4.43) i zaleznos¢ (4.40b) pozwalaja rowniez okresli¢ dla
o$rodka suchego (tj. przy p°) = 0), przy deformacjach sprezystych szkieletu, rozktad
mikronaprezenia w pojedynczej komorce periodycznosci w funkeji aktualnych warto-
sci sktadowych tensora makronaprezenia. Zalezno$¢ ta ma postac

oy (J’) = Ly, (y)ZkTh przy p” =0, wV,, (4.44)

gdzie L;(y) jest tzw. tensorem lokalizacji naprgzenia (pole tensorowe), zdefiniowa-
nym réwnoscia

Lyn(3) = Cys {IW el (& )} ST, WV (4.45)

Jako konsekwencje usrednienia rownania (4.44), otrzymuje si¢ rowniez
<h(y )Lijkh (y )> =L (4.40)

Tensor S ;,ff(h jest efektywnym tensorem podatnosci sprezystej osrodka porowatego

bez cieczy i jest zdeterminowany przez efektywny tensor sztywnosci sprezystej
zwigzkiem
eff ~eff _
Slmi'cykh =Lin- (4.47)
Analize zagadnienia (4.37) rozpoczynamy od sformutowania, dla nasyconych
o$rodkoéw porowatych, zasady makrojednorodnosci. Zasada ta, okreslana rowniez jako
warunek makrojednorodno$ci Hilla (rozdz. 2.), sformutowana zostata pierwotnie dla
osrodkéw nieporowatych. Obecnos$¢ poréw oraz cieczy w osrodku powoduja, ze ko-
nieczna jest jej modyfikacja.

Zauwazmy, ze dla kazdego periodycznego pola przemieszczenia w(y)e (HL(V))B

oraz dla kazdego samozrownowazonego i periodycznego pola mikronaprgzenia
oy (y), tzn.
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oy (y)es4
(4.48)
o, :
= {ry.(y) a—y’ =0, wl,, 7;N;=0nal, 7t (y)— V—perlodyczny}
spetniona jest tozsamos¢
<h o, e,;(w)> - 0. (4.49)
Tozsamosc¢ ta jest wynikiem nastgpuj qcych réwnosci:
h(y)o; e;(w) (4.50)
< -l
% JdV— o,w,NdS+|o,w,N,dS |=0, (4.51)
=g f

oV noV

ktore sa konsekwencja: pole mikronaprezenia jest polem samozrownowazonym, wo-
bec tego druga catka po prawej stronie rownania (4.50) jest tozsamosciowo rowna
zeru, periodyczno$¢ mikropdl implikuje zerowanie sig pierwszej calki po prawej stro-
nie rownania (4.51), zerowa warto$¢ wektora naprezenia na powierzchni /7~ daje zero-
wa wartos¢ drugiej catki po prawej stronie (4.51).

Tozsamos¢ (4.49) prowadzi w konsekwencji do zasady makrojednorodnosci dla
osrodka porowatego bez plynu:

VO'U.(y)e S4 A Vui(y)eKA = {ul(y)| (y) E;y;+w, (y) w( ) V- perlodyczne}
spetniona jest tozsamos¢

(h(y)oye; @) =(h(y)oy) E; . (4.52)

W przypadku osrodka nasyconego plynem z ci$nieniem porowym p, zaleznos¢
(4.52) nie obowiazuje, gdyz pole mikronaprezenia o (y)eé SA — brak zerowania sig

wektora naprezenia na powierzchni /. Modyfikacje tej zasady, uwzgledniajaca obec-
nos¢ cieczy w przestrzeni porowej, otrzymuje si¢ po zastosowaniu podstawienia

o (v)=o (v)+h(y)ps;,  wi, (4.53)

ij ij
gdzie:
oy (v)e S4(p)

1=0, w Vo T;N;=-po;N;, nal, rﬁ(y)—V—periodyczny}

or,
Z{Z—ij(y) a] [/
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jest statycznie dopuszczalnym polem mikronaprezenia szkieletu, dla osrodka porowa-
tego nasyconego ciecza z cisnieniem p (rownania (4.33a) i (4.33b)).
Oczywiscie o (y)e S4, a wobec tego, zgodnie z (4.52) i (4.53), otrzymujemy

(h()os ey @)= (h() o + p3, ) E. (4.54)

Ponadto, zgodnie z podstawieniem (4.41), mamy
<h()’)(01(jms +p5,-j)>=2,-,T~ +poy. (4.55)
Prawa strona rownosci (4.55) reprezentuje sktadowa tensora naprezenia efektyw-

nego wedtug Terzaghiego i, dla przejrzystosci rozwazan, oznaczana bedzie przez ijT.

Jako konsekwencje (4.54) i (4.55), mozemy sformutowaé zasad¢ makrojednorodno-
$ci dla osrodka porowatego nasyconego plynem

Vaij(y)e S_A(p) A Vui(y)e KA speliona jest tozsamos¢
(n() (o + P&, ey ) == E,. (4.56)

Powr6¢émy teraz do uktadu (4.37). Zgodnie z rownaniami (4.37a), (4.37b) 1 (4.37¢)
oraz zasada makrojednorodnosci (4.52) mamy

Vui(y)eKA <h (y)al;es e§(u)>=0. (4.57)

Podstawiajac w powyzszym zwiazku, jako kinematycznie dopuszczalne pole mi-
kroodksztatcenia

&} (1) = Sy Linpq (¥) (4.58)
oraz uwzgledniajac zaleznosci (4.37¢) i (4.37d), otrzymujemy
<h (y)cijkh (eli/h (”(l)r )+ Ef, — &l (y) )Sijllempq (J’)> =0. (4.59)

W réwnaniu (4.58) tensor Sjw jest tensorem podatnoSci sprezystej materiatu
tworzacego szkielet. Rownos¢ (4.59), po przeksztalceniach, prowadzi do

Ezf = < h (y)Lkhij (J’) & (J’)> _< h (y)Lkhij (y) [ (“(l)r )> (4.60)

Drugi czton po prawej stronie (4.60), zgodnie z tozsamoscia (4.49), jest jednak
roOwny zero i wobec tego

Ef =(h(y)Lyy (v) 24,(0))- (4.61)

Zaleznos¢ (4.61) okresla wartosci sktadowych tensora makroskopowego plastycz-
nego odksztalcenia w funkcji aktualnych wartosci pola plastycznego mikroodksztalce-
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nia. Jest rowniez interpretowana (np. [152]) jako definicja tensora plastycznego ma-
kroodksztalcenia.
Uwzglednienie (4.61) w zagadnieniu lokalnym (4.37) prowadzi do zwiazku mig-

dzy aktualnym polem residualnego naprezeniao;;”

i ( y) a aktualnym polem plastyczne-

go mikroodksztatcenia & (y) Zauwazmy, ze po podstawieniu wzoru (4.61) do row-
nania (4.37d), sformulowanie wariacyjne zagadnienia lokalnego (4.37) ma postaé
znaidz 1" (y) e (HL(V )R takie, ze:

wwe(m )R] Bl )=~ [ Cul (10t 0) - e 0)|av, @62)

Vs

gdzie, podobnie jak w poprzednim rozdziale, forma dwuliniowa jest zdefiniowana
zaleznoscia (3.67).
Rozwigzanie tego zagadnienia ma ogdlna postac

uV () == Hy (")l () ', (4.63)

14

s

ktora, wraz ze zwiazkiem konstytutywnym (4.37¢) i rownaniem (4.37d), implikuje

o (7)== [ Ry (.32, () v (4.64)
14

s

Zaleznos$¢ (4.64) okresla pole mikronaprezenia w pojedynczej komorce perio-
dycznosci wywolane tylko deformacjami plastycznymi szkieletu. Nalezy podkreslic,
ze wystegpujace w powyzszych zwiazkach pola tensorowe: Hy,(v,y") 1 Rju(v,y") sa
funkcja jedynie geometrii mikrostruktury osrodka, tj. ksztattu i wzajemnego utozenia
porow, oraz wlasnosci sprezystych materiatu tworzacego szkielet osrodka porowatego.

Roztozenie IV zagadnienia lokalnego opisanego uktadem (4.33) na dwa uktady,
tj. (4.37) 1 (4.38), pozwala rowniez zidentyfikowa¢ warto$¢ zmian porowatosci osrod-
ka: wywotanej deformacjami plastycznymi szkieletu (An”— plastyczna zmiana poro-
watosci) oraz deformacjami sprezystymi ([An — An”] — sprezysta zmiana porowatosci,
An — catkowita zmiana porowatosci). Zauwazmy bowiem, ze — zgodnie z (4.52)
i(4.46) — mamy

Ey = ()L () €] (D), (4.65)

skoro L(y) jest statycznie dopuszczalnym mikronaprezeniem oraz e (i) jest kine-

matycznie dopuszczalnym mikroodksztatceniem (réwnanie (4.33d)). Réwnoczesnie

() Ly € @)) = (h(¥) e}, @)) # By (4.66)
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gdyz Iz nie jest statycznie dopuszczalnym polem mikronaprezenia dla osrodka poro-
watego bez cieczy. Po ,,rozszerzeniu” jednak pola przemieszczenia L7l(y) na caty ob-

szar pojedynczej komoérki periodycznosci, tzn.

Lz<y>=h<y>[zzf,- ’, +u;1>(y)}<1—h<y>) [E v, +wi<y)} W

(4.67)
w,(y)—V —periodyczne, u"’(y)=w,(y), na I,
wiedy
(e @) =E,. (4.68)
Zwiazek (4.68) mozna przedstawi¢ rowniez jako
<h(y)e§(z7)>+ma}[ i(y)N, dS=E,. (4.69)
;

Drugi czton po lewej stronie tego rownania okresla zmiang porowatosci osrodka,
wobec tego, biorac pod uwagge zaleznosci (4.67) 1 (4.69), mozemy zapisac

i p el
An=E; —<h (») e (u )> oraz An=nkE; + ” V” ‘F[wi(y) N. dS. (4.70)

Po skorzystaniu teraz z dokonanego wczesniej rozktadu pola przemieszczenia

~T1es

u(y)=u;(y)+u;(y), przez analogi¢ do (4.70), otrzymujemy

) (5 TES 1 r
An? =EF —<h(y)el.}l. (u )> oraz An” =nE? +M}[Wi (y)N,dS, (4.71a)

n

an=an =(, - £ )-(n0) &) @)

oraz An—An” =n (El.l. —Ef)+ﬁjwf (y)N, as, (4.71b)
r

W (v) A wi (v)=V —periodyezne,  w/ (v)=u{"(v) A wi (y)=u*(y). na I

Rownania (4.71b) moga by¢ jeszcze przeksztatcone przez wykorzystanie otrzyma-
nego wczesniej rozwiazania (4.40a). Uwzglednione to zostanie podczas analizy VI
zagadnienia lokalnego.

Podstawowa wtasno$cia charakteryzujaca plastyczne ptynigcie jest nieodwracal-
no$¢. Rozktad zagadnienia lokalnego (4.36) na dwa uktady (4.37) i (4.38) uzupehiato
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wiec, do tej pory nie analizowane, ograniczenie (4.39) definiujace dopuszczalne stany
pola mikronaprezenia. Ograniczenie to prowadzi do definicji, w przestrzeni (uogoél-
nionych) naprezen makroskopowych, tzw. (domknigtego) obszaru sprezystego Es.
Wnetrze Eg okresla obszar sprezysty, natomiast brzeg zbioru Eg — to makroskopowa
powierzchnia plastycznosci.

Zauwazmy, ze dla ustalonego rozktadu pola plastycznego mikroodksztatcenia

(0)s

{‘95 (y,t)} rozklad pola mikronaprezenia {Gij (y,t)} w funkcji aktualnych wartosci

sktadowych tensora makronaprgzenia EZ.JT. i cisnienia porowego p okresla, zgodnie

z otrzymanymi wczesniej rezultatami (4.40b) oraz (4.43) i (4.44), nastgpujacy zwiazek
lokalizacyjny

O'g(fo)s (y)— Uz;es ()’) =Ly, (y) (2151 + akhp(O) )+ C;'jkh € (77)17(0): w . 4.72)
Wartosci o (y) w funkcji aktualnego rozkladu pola mikroodksztatcenia
{g;’ (y,t)} podaje zalezno$¢ (4.64). Wobec tego obszar sprezysty dla nasyconego

osrodka porowatego definiuje zbior

Es (p, {O'zyr'es(J/)}) (4.73)
= {ZUT ‘f({Lijkh(y) (ZkTh +akhp(0))+ Cijkhelfh (77)17(0)}‘*‘ O'i;es(J’))_K <0 VyeVl, }, w2,

gdzie Es( ,{afs(y)}) oznacza, przy ustalonym polu residualnego mikronaprezenia

. R . . : T
1 wartosci ciSnienia porowego p, obszar sprezysty w przestrzeni 2; . Brzeg obszaru

sprezystego to, przy zadanych warto$ciach ( , {or“(y)}), powierzchnia plastycznos$ci

p
W przestrzeni X UT .

Jak tatwo zauwazy¢ z definicji (4.73), makroskopowa powierzchnia plastycznosci
jest funkcja aktualnego pola residualnego mikronaprezenia lub — rownowaznie — aktu-
alnego pola plastycznego mikroodksztatcenia. Nie jest wigc na ogdét mozliwe ,,pozby-
cie” si¢ z opisu makroskopowego zmiennych mikroskopowych, z wylaczeniem dwoch
przypadkow, tj.: poczatkowej powierzchni plastycznosci i powierzchni definiujacej
no$no$¢ graniczng pojedynczej komorki periodycznosci.

Poczatkowa powierzchnia plastycznos$ci jest brzegiem obszaru sprezystego okre-
slonego przy {o?es(y) =0 Vye/, }, tj.

i

ES(P’{O}):

(4.74)
= {ZUT ‘f(Lg‘/‘kh(y)(ZkTh +akhp(0))+cykh e/’fh(n)p(o))_’fgo Vyel, }, wQ,
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natomiast graniczna powierzchnia plastyczno$ci, parametryzowana przez wartos¢
ci$nienia porowego p, jest brzegiem obszaru Eg (p), zdefiniowanego jako (por. Bou-
chitte [37], Suquet [150]

Es(p):
4.75)

[/

={Z§‘E|O'ijEg(p),<h(y)0'y>—np5!~/=ZT f(ay)—KSO VerS}, w Q.

Zgodnie z ta definicja, obszar Eg(p) to zbidr, dla ustalonej wartosci ciSnienia

porowego p, wszystkich takich stanéw makronaprezenia, dla ktorych istnieja pola
mikronaprezenia, spetniajace: lokalne warunki réwnowagi, warunek brzegowy na
granicy: ciato stale—ciecz oraz sa plastycznie dopuszczalne, tzn. w kazdym punkcie
szkieletu V; nie jest przekroczone lokalne kryterium plastycznosci.

Definicja (4.75) jest tzw. potencjalnie bezpiecznym [150] oszacowaniem no$nosci
granicznej osrodka. Oszacowanie to jest nosnosciq graniczng osrodka wtedy, gdy
prawo plastycznego ptynigcia materiatu tworzacego szkielet jest prawem stowarzy-
szonym.

Po wprowadzeniu teraz makroskopowych funkcji plastycznosci: poczatkowej

- F (Z;, p)S 0 oraz granicznej — FS“(Z;, p)S 0, powyzsze zbiory mozna rowno-

waznie przedstawic jako

Es(p.{0]):= {27 [FO(2].p)<0 | w2, (4.76)

EL(p):= {27 | Fe(zT.p)<0 | w2 (4.77)

Zgodnie z zaleznosciami (4.74) i (4.75), spetniona jest nastepujaca relacja (rysu-
nek 4.1)

Es(p.10})<EL(p), w 2. (4.78)

Na podstawie analizy definicji (4.74) 1 (4.76) mozna wywnioskowac, ze parame-
try 1 ksztalt poczatkowej powierzchni plastycznosci sa wynikiem geometrii mikro-
struktury oraz parametrow sprezystosci i plastyczno$ci materialu tworzacego szkielet.
Rownoczesnie, w wyniku porownania zaleznosci (4.75) i (4.77), mozna stwierdzi¢, ze
parametry i ksztatt granicznej powierzchni plastyczno$ci to wynik jedynie geometrii
mikrostruktury i parametrow plastycznosci materiatu tworzacego szkielet osrodka
porowatego. Poniewaz wlasno$ci sprezyste osrodka nie maja wplywu na graniczna
powierzchnig plastycznosci, wobec tego moze by¢ ona wyznaczana, przy zadanej
geometrii mikrostruktury, z potraktowaniem materiatu szkieletu jako sztywno idealnie
plastycznego.
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Fi(2T,p)=0
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(=7.p)
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v

Rys. 4.1. Schematyczne przedstawienie poczatkowej i granicznej powierzchni plastycznosci
Fig. 4.1. Schematic of initial and ultimate yield surfaces

W przypadku szkieletu zbudowanego z materiatu sprezysto-plastycznego, z defi-
nicji obszarow sprezystych (4.73)—(4.75) oraz relacji (4.78) wynika, ze osrodek poro-
waty wraz z rozwojem plastycznych mikroodksztalcen begdzie doznawat wzmocnienia
plastycznego. Rodzaj i wielko$¢ tego wzmocnienia zalezy jednak od catego rozktadu
pola plastycznego mikroodksztatcenia, czyli od nieskonczonej liczby parametrow.
Rezultat procesu homogenizacji jest wigc czeSciowy. Do zastosowan praktycznych
otrzymany wynik musi wigc by¢ uzupetniony o dodatkowe zatozenia natury fenome-
nologicznej, np. uproszczenie polegajace na przyjeciu, ze zakres sprezysty stanowi
wnetrze zbioru (4.75), a (makroskopowy) warunek plastycznosci to graniczna po-
wierzchnia plastycznosci. W razie konieczno$ci uwzglednienia wzmocnienia pla-
stycznego, wptyw pola plastycznego mikroodksztalcenia modeluje sig¢ najczesciej, na
poziomie makroskopowym, przez przyjecie wzmocnienia plastycznego w funkcji pla-
stycznego makroodksztatcenia reprezentujacego sumaryczny rozklad pola plastyczne-
go mikroodksztatcenia.

W celu sformutowania makroskopowego prawa ewolucji odksztalcen plastycz-
nych rozpatrzmy obecnie przypadek szkieletu o$rodka porowatego zbudowanego
z materiatu sztywno idealnie plastycznego. W kazdym punkcie szkieletu tensor pla-
stycznego mikroodksztatcenia i tensor mikronaprezenia speiniaja zasade maksymalnej
plastycznej dyssypacji [77], [91]. Zasada ta stwierdza: dla danego odksztatcenia pla-
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Stycznego g; , ze wszystkich mozliwych naprezen T spelniajacych ograniczenie wy-

nikajqce z kryterium plastycznosci, moc dyssypacji plastycznej
d{tg,élf} =17, ¢ (4.79)

osiqga swoje maksimum dla aktualnego stanu naprezenia oy.
Niech {8;.’ (y),al.j (y)} sq aktualnie panujacym, przy ci$nieniu porowym p, polem

plastycznego mikroodksztatcenia i polem mikronapregzenia, wobec tego
Y 0)SAG) G0 b)-a,0)|<0 wer.  as)

Poniewaz o (v)e SA(p), zapisujac wiec nierownos¢ (4.80) w postaci

Ve, ()< SA(p) égﬁ’(y)[(fy(yﬁﬁ5yj—(6g,(y)+p5;,)}

(4.81)
—&l(v)o,[p - pl<0 vy eV,

a nastepnie usredniajac, wraz z zastosowaniem zasady makrojednorodnosci dla nasy-
conego osrodka porowatego (4.56), otrzymujemy

Ef|Er 5T (h0)egs,) (- pl<0. we. (4.82)

gy

Ta nieréwnos$¢, po przeksztalceniach i uwzglednieniu rownania (4.71), moze by¢
rowniez przedstawiona w postaci

E,-,’»’[f,f —Zﬁ]””[ﬁ—p]SO, w0, (4.83)

co implikuje nastepujace sformutowanie makroskopowej zasady plastycznej dyssypacji:
makroskopowa zasada maksymalnej plastycznej dyssypacji dla nasyconego
osrodka porowatego: dla danego (uogolnionego) stanu odksztatcenia plastycznego

{E ront } ze wszystkich mozliwych (uogolnionych) naprezen {SUT , f)} spetniajacych

i b
makroskopowe kryterium plastycznosci, moc dyssypacji plastycznej

pr[{E1 5 W Er | |=ZTEr + i, w2, (4.84)

i b

osiqga swoje maksimum dla aktualnego (uogolnionego) stanu naprezenia {ZUT , p}.

Jak wiadomo (np. [77], [91]), zasada maksymalnej plastycznej dyssypacji implikuje
stowarzyszone prawo plastycznego plynigcia, sformutowanie (4.84) prowadzi wigc do
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u T u T
gr =2 s\ Zwop) e O Zuep) o) (4.85)

Y ox ,/T op ’

Sa to prawa plastycznego ptynigcia dla nasyconego osrodka porowatego zbudowanego
ze szkieletu o cechach ciata sztywno idealnie plastycznego.

W przypadku szkieletu sprezysto-plastycznego prawa plastycznego ptynigcia sa
dodatkowo, podobnie jak (aktualna) powierzchnia plastycznosci, funkcja pola residu-
alnego mikronaprezenia (réwnowaznie — pola plastycznego mikroodksztatcenia).
,Pemych” wigc zwiazkéow, przydatnych w zastosowaniach inzynierskich, makrosko-
powego prawa plastycznego plynigcia nie udaje si¢ uzyskaé. Ponownie potrzebne sa
dodatkowe postulaty natury fenomenologicznej. Najczgscie] rozszerza si¢ waznos$é
prawa plastycznego plynigcia, otrzymanego dla materiatu sztywno-plastycznego, na
caly proces deformacji plastycznych materiatu sprezysto-plastycznego, przyjmujac
rownoczes$nie makroskopowa funkcje plastycznos$ci jako zalezna od plastycznego
makroodksztatcenia (wzmocnienie plastyczne).

V zagadnienie lokalne: Rownanie (4.25) przy &°, (4.26) przy &'
Po podstawieniu (4.32), rbwnania te mozna zapisa¢

oz cwlenW e <0 wr s

>y

[c,,-kh{e;,,(u<1>)+egh(u<2>)}+ s, - ﬂz{f;vy_f‘” +%‘”HM=0, nal. (4.87)
J i

Powyzszy uktad jest analogiczny do odpowiadajacego mu uktadu (3.42), analizo-
wanego w poprzednim rozdziale. Po przeksztatceniach prowadzi on do makroskopo-
wych rownan rownowagi dla osrodka dwufazowego, tj.

ox;
—4=0, wQ. (4.88)
ox;
VI zagadnienie lokalne: rownanie (4.24) przy &', (4.27) przy &'
(0) O
VLMo w, (4.89)
x; Y
u” vV =0, narl. (4.90)

Usrednienie rownania (4.89), z wykorzystaniem warunku brzegowego (4.90),
prowadzi do
ov, 1
_+_
o, 7]

gdzie V; jest sktadowa wektora makroskopowej predkosci filtracji cieczy.

J.vfl)NidSzo, w2, (4.91)
r
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Po uwzglednieniu zaleznosci (4.67) i (4.70) réwnanie (4.91) mozna przeksztalci¢
do postaci

Ve pE ==, wo (4.92)
ox;
lub
()
M:_ﬁ’ w0, (4.93)
ox;

1

Ostatecznie, biorac pod uwage (4.71) oraz definicje parametrow efektywnych
(3.53) wraz z rownoscia (3.69), otrzymujemy
o\v, —ni®
ox,

1

—i? e, (B~ B0 )+ B0, w 2. (4.94)

Roéwnanie (4.94) jest makroskopowym prawem zachowania masy niescisliwej cie-
czy, filtrujacej przez odksztatcalny, sprezysto-plastyczny osrodek porowaty.

4.1.3. Ogolna struktura (przyblizonego) opisu makroskopowego

Jak juz wczesniej stwierdzono, w przypadku osrodka sprezysto-plastycznego proces
homogenizacji nie daje petnych makroskopowych zwiazkow plastycznosci. W otrzyma-
nym opisie wystepuje cale pole residualnego mikronaprezenia, czyli nieskonczenie wiele
parametrow. W zastosowaniach praktycznych wplyw tego pola na funkcj¢ plastycznos$ci
upraszcza si¢ (modeluje) przez przyjgcie wzmocnienia plastycznego najczgsciej jako
funkcji plastycznego makroodksztalcenia. Z tego wzgledu, prezentujac ponizej ogolna
strukture opisu matematycznego deformacji plastycznych nasyconego osrodka porowate-
g0, przydatna w zastosowaniach inzynierskich, dodano w tytule tego podrozdziatu termin
— przyblizony. Nalezy jednak podkresli¢, ze oprocz zwiazkow plastyczno$ci, pozostate
réwnania opisu matematycznego nie zawieraja takiego ,,przyblizenia”.

Zbiorczy uktad rownan teorii poroplastycznosci tworza:

» prawo filtracji

6 pO(x,t

Vi =k, 220w, (4.95)
' Jx;
» rownanie zachowania masy dla filtrujacej cieczy
oV —mi®) N

JT):_np —ay(E-ED)+ B0, wa, (4.96)

» rownania rownowagi dla osrodka dwufazowego

ox;

-0, wQ, (4.97)

ox;

1
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» roéwnania konstytutywne sprezystosci
2y =Ci (B —Ef - a,p” . wa, (4.98)

» zwiazki plastycznosci:
(przyblizony) warunek plastyczno$ci
T ().
F(=7,p: B2

i 2

n)<0, wa, (4.992)

(przyblizone) prawo plastycznego ptynigcia

pr_ 06\ Z0.p0) G (5. )
y

, WwWQ. (4.99b)
T (0)
0%, op

4.2. Waznos¢ 1 zakres stosowalno$ci koncepcji
naprezenia efektywnego

Jak stwierdzono juz we wstepie, ogolna postac¢ kryterium plastycznosci (4.99a) nie
wyklucza istnienia, dla nasyconego osrodka porowatego, hipotetycznego tensora na-
prezenia efektywnego, ktory podstawiony do kryterium plastycznosci dla materiatu
suchego daje funkcje plastycznosci dla osrodka nasyconego plynem. Celem niniejsze-
go rozdziahu jest weryfikacja koncepcji naprgzenia efektywnego w zakresie deformacji
plastycznych.

W rozwazaniach powyzsze zagadnienie jest formutowane bardziej ogdlnie, tzn.:
czy ze znajomosci powierzchni plastycznosci dla osrodka suchego jestesmy w sta-
nie zbudowac¢ powierzchnie plastycznosci dla osrodka nasyconego? Oznacza to, ze
(przyblizone) makroskopowe zachowanie osrodka suchego traktuje si¢ jako dane,
a interesuje nas ,,tylko” wplyw cisnienia porowego cieczy na funkcje¢ plastycznosci
nasyconego osrodka porowatego.

Weryfikacja zasady réwnowaznosci naprezenia polegaé bedzie na pordwnywaniu
odpowiednich zwiazkéw dla osrodka suchego oraz nasyconego, tzn. sformutowan
powierzchni plastycznosci, odpowiadajacych tym uktadom, wyrazonych przez prawa
lokalizacji naprezenia.

Jako kryterium plastycznosci materiatu tworzacego szkielet (opis mikroskopowy)
przyjmowane sa: kryterium Hubera—Misesa i kryterium Coulomba—Mohra.

4.2.1. Prawo lokalizacji naprezenia

Osrodek suchy
Lokalne zagadnienie brzegowe, przy zadanym rozktadzie pola plastycznego mi-
kroodksztalcenia, ma postac
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o, =0, w v,
o;N, =0, na I,
G; (= Cijkh [ekh (u)— &gy, ], wV, (4.100)
() = Eyy; +u; (), WV,
f(0;)<0, u; (y)-Y periodyczne,

gdzie — dla uproszczenia zapisu — pominigto indeksy oznaczajace kolejne cztony roz-
winigcia asymptotycznego, a takze indeksy oznaczajace rozniczkowanie po zmien-
nych przestrzennych x 1 y, gdyz wszystkie rozniczkowania po zmiennej przestrzennej
sa tylko po zmiennej y. Symbol e;(u) jest wigc obecnie interpretowany jako

. Ou,
eij(u)zl{%vL u’}

2\ oy J ;
Ponadto, o7};(y)oznacza pole mikronaprezenia w szkielecie oraz ¢/ (y) — ,,wmro-
zone” pole plastycznego mikroodksztatcenia (traktowane jako dane).
Z zastosowaniem pojgcia samozrownowazonego naprezenia residualnego, tensora
makroodksztatcenia Ej i tensora plastycznego makroodksztalcenia EJ, powyzsze
zagadnienie lokalne moze by¢ przetransformowane do

G}j—(y)_g,-rjes(J’):[Cykh+C;jzm elm(fkh)][Ekh_Elgl]s w Vs (4.101)
1 ostatecznie do prawa lokalizacji naprezenia
;N =0 (N =Ly (Vg WV, (4.102)

gdzie 2 — skladowa tensora makronaprezenia dla osrodka suchego.

Osrodek nasycony plynem
Dla osrodka porowatego nasyconego plynem z cisnieniem porowym p i z ,,wmro-

zonym” polem plastycznego mikroodksztatcenia &;(y), lokalne zagadnienie brzego-

we ma postaé

U;J- =0, w v,
O';Ni =—p5ijNi, na I,
o3 =Cpulea@-24, W, (4.103)
LTi(y)injyj—f-LTi(y), w Vg,
03)<0, u (y)—Y periodyczne.
if i p Yy

W taki sam sposob, jak dla osrodka suchego, otrzymujemy

o1 (1) =5 () = Cyu + Cym e E By — EL |+ Cornenmp. (4.108)
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Réwnanie (104) zostanie uproszczone dzigki zastosowaniu zasady makrojedno-
rodnosci (4.52) i (4.56). Przepisujac rownanie (4.104) w postaci

—TIes

U;(y)_o_g/ (y)+p5g/

(4.105)
= {Cijkh“‘ Ciiim €m (fkh)} {Ekh - E;ﬁi + {C@/kh ey (mp+ p5,]},
a nastepnie usredniajac je, otrzymujemy
" = ol | o~ L]+ (000 (Cyn e+ 25,)). (4.106)
Mozna je rowniez przedstawic jako
sitee =By~ EL L S (h0) (Conen p p3,)). @107)

gdZie S;gt = <h (y)letj Slmrs Lrskh>'
Z warunku makrojednorodnosci (4.52), jak rowniez wlasnosci symetrii tensora
efektywnej podatnosci sprezystej (S,f,ff/ = S;gl), drugi czton po prawej stronie (4.107)

moze by¢ przedstawiony jako

<h (y )leijSlmrerskh > <h (y ) (Cijtnetn (mp+ P5ij )>
(4.108)

= <h (y)Szjrerskh ( Cymen(Mp+ poy; )> >

gdyz S;, L., jest kinematycznie dopuszczalnym polem mikroodksztatcenia, odpo-

ijrs

wiadajacym makroskopowej wielkosci S;g, oraz Cy,

e, () p+pd; jest statycznie

dopuszczalnym polem mikronaprezenia. Prawa strona (4.108) moze by¢ rowniez roz-
pisana do postaci

<h (y )Sijrerskh ( ngm e,(Mp+p 51'/‘ )>

(4.109)
= <h (y)LmkhSrsijCljmem (77) >p + <h (y)Siijrskhé‘j/ > p.

Po uwzglednieniu wzoru (4.49) tatwo stwierdzié, ze
<h (y)LrskhSmijC{/'mem (77) >p = <h (y)Lrskhers (77) >p =0 ’ (41 10)

co — wraz z zaleznoscia (4.109) — transformuje rownanie (4.107) do postaci

St 25" = Ew—Eb +(h(¥)S: L, ) p- (@.111)

i< ijrs ~rskhij
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Réwnanie (4.111) implikuje
5 = O (Eyy = Efy+ (h(59)S s LB 1) 4.112)

Imrs™rskh

Z porownania réwnan (4.106) i (4.112) otrzymuje si¢ tozsamos$¢
< [Cj/kh + Cj/lm €im (é:kh)]<h (y)Smrerskhé‘m >p - [Cj/kh € (77)17 + pdj/ ]> =0. (41 13)
Po oznaczeniu

Pg/ (J’) = {CW’ + Cijlmelm (fkh )} <h (y)Smrerskhé‘m> - [Cijkhekh (m+ 5;/] , (4.114)

a nastgpnie podstawieniu wzoru (4.114) do réwnania (4.105), wraz z rownaniem
(4.112), otrzymujemy ostateczng posta¢ prawa lokalizacji naprezenia dla nasyconego
osrodka porowatego
o, (1) =G, () + Py + Py (») p =Ly () X5 - (4.115)
Tensor P;(y) (pole tensorowe) moze by¢ zinterpretowany jako tensor polaryzacji
cisnienia, gdyz okresla niejednorodny rozktad pola mikronaprezenia szkieletu wywo-
tany jednorodnym ci$nieniem porowym. Nalezy podkresli¢, Zze tensor Ly, jest tym
samym tensorem lokalizacji napr¢zenia co dla osrodka suchego.
Konczac analize prawa lokalizacji naprezenia, zbadajmy warunki, dla jakich
F,(»)=0 VyeV,.

Po pierwsze, z definicji (4.114) tatwo dostrzec, ze
B(»esdi (h(v)p)=0.

Po drugie —
])ij(y) =0 Vye/l,

<h(y)3f (y)Pii(y)>=0.

implikuje

Z drugiej strony
(h()BB) =0 & (h(¥)B;S,Py) =0, (4.116)

Stosujac warunek makrojednorodnosci (4.52) do kinematycznie dopuszczalnego
pola odksztatcenia ngkh(th +§kh) 1 statycznie dopuszczalnego pola naprezenia P,

otrzymujemy
<h (y)Ping‘/kh (P + S )> = <h (y)Py> <h (y)LkhijSkhlm (P + 61 )> =0,  (4.117)

wobec tego
<Pz‘jS4‘jthkh> = _<Ping‘jkh5kh>' (4.118)
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Zalezno$¢ (4.118) oznacza, ze F;(y)=0 VyeV, wtedy 1 tylko wtedy, gdy
<BjS,jkh5kh> = 0. Spehione to jest na ogét dla dowolnej geometrii mikrostruktury wte-
dy i tylko wtedy, gdy S, (y)é'kh ma stala warto$¢ — niezalezna od wspotrzednej prze-

strzennej y. Na przyktad dla szkieletu zbudowanego z izotropowych materiatow im-
plikuje to t¢ sama warto§¢ modutu odksztatcenia objetosciowego sktadnikdéw tworza-
cych szkielet osrodka porowatego.

W dalszej czeséci niniejszego rozdziatu osrodek, dla ktorego tensor polaryzacji
ciSnienia jest tozsamos$ciowo roéwny zeru, bedziemy nazywaé — dla uproszczenia
— osrodkiem o mikrojednorodnym szkielecie. Dla takiego o$rodka prawo lokalizacji
naprezenia ma postac

res

o, (1) =0 (N + Py = Ly (V) - (4.119)

Dla osrodka zbudowanego z wielu sktadnikéw sprezystych, o réznych warto$ciach
modutow odksztalcenia objgtosciowego, spetnione jest <EjSijthkh> >0 1iprawo lokali-

zacji naprezenia ma niezerowy tensor polaryzacji ci$nienia.

4.2.2. Szkielet zbudowany z mikrojednorodnego materiatu

Zgodnie z definicja (4.73) oraz prawami lokalizacji napr¢zenia (4.119) i (4.102),
obszar sprezysty dla osrodka porowatego suchego oraz nasyconego ptynem definiuja
nastgpujace zbiory:

» osrodek suchy

(o)) =

» oSrodek nasycony plynem

Es(p{ap )= 2 | £ (L) 5 - 05, +37 () )20 wwer, | @12

f(szkh(y)Zlfh"‘O'yr'es(y))SO VyEVS}, (4.120)

Zbidr ES( ,{EI;ES}) oznacza, przy zadanym rozkladzie pola mikronapr¢zenia

1 warto$ci cisnienia porowego, domknigty obszar sprezysty w przestrzeni naprgzenia
efektywnego wedlug Terzaghiego.
Jest oczywiste, ze okreslenie obszaru sprezystego, w obu przypadkach, wymaga

znajomosci catego pola naprezenia residualnego (o () { — dla osrodka suchego oraz

{E;es (y)s} — dla osrodka nasyconego ptynem. W praktyce, tak jak stwierdzono juz
wczesniej, stosuje si¢ modele przyblizone. Na przyktad zakres sprezysty dla osrodka
suchego aproksymuje si¢ najczesciej przez przyjecie wzmocnienia plastycznego propor-
cjonalnego do wielkosci makroskopowego odksztatcenia plastycznego, tzn.
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ED(E5)= { 2 FD(Z;};Z(E;’))S 0}, (4.122)

gdzie F, D(Z Sy (EU” )) okresla makroskopowy warunek plastycznosci.

lj’
W dalszej czegsci koncepcje naprezenia efektywnego przeanalizowano dla dwdch
klasycznych kryteriow plastyczno$ci materiatu tworzacego szkielet.

Kryterium Hubera—Misesa
Kryterium to nie zalezy od pierwszego niezmiennika tensora naprgzenia. Wobec
tego, wprowadzajac tensor napr¢zenia zdefiniowany jako

o) =} (1) + . (4.123)
otrzymujemy nastgpujace tozsamosci

o (v)-55(v)= Ly 2t » (4.124a)

i i

e eq(~) = . eq — 9,
ol (y)= Cijkh(ek,‘}(u)—gk’;, ), gdzie ek,‘}(u):ekh(u)+%, (4.124b)

7los)=rlo), (4.124c¢)

oloy) _arlo)

. (4.124d)
ooy, oo},

Tozsamos$¢ (4.124c¢), tacznie z definicja (4.121), prowadzi do
Es(plap))= 5y | L)z +a0))<0 wer, | @129)

Ponadto, po uwzglednieniu tozsamosci (4.124), zagadnienie lokalne (4.103) moz-
na przedstawi¢ w rbwnowaznej postaci, tj.

o =0, w V., (4.1262)
oEN, =0, na I, (4.126b)
o) = Cyal 1) - 5] WV,  (41260)
. , — ps,
B(y) = By, +i1] (), gdzie ES = E, +§7f, wV, (4.126d)

s

f(o§9) <0, i; (y)-Y periodyczne.

Wiasnos¢ (4.124d), przy stowarzyszonym prawie plastycznego ptynigcia, impliku-
je dodatkowo
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of :
‘A _eq Cklmn eren(it (y )
oo} 0 . e
. & Lo rlop0)=0 A jlop()-o.
()= 9 ¢, & oo (4.127)
" o dary |
0 W przeciwnymrazie.

Uktad rownan (4.126)—(4.127) stanowi lokalne zagadnienie sprg¢zysto-plastyczne,
dla osrodka nasyconego ptynem, wyrazone przez wprowadzone nowe pola tensorowe.
Odpowiednie zagadnienie lokalne dla osrodka suchego okreslone jest doktadnie tym
samym uktadem.

Rozwazmy obecnie rozwigzanie powyzszego zagadnienia, przyjmujac jako stan
poczatkowy osrodka brak plastycznych mikroodksztatcen oraz jako wymuszenie ma-
kroskopowe — histori¢ makroskopowego odksztatcenia i ci$nienia porowego cieczy.

Dla uproszczenia zapisu historia 7 € (—o0,¢]— {Eij (r), p(r)} bedzie oznaczana przez

{Ej (t), p(¢) } Niech para

{E,(0). ()} {e,@(r.0)), 87 (1)} (4.128)

charakteryzuje rozwiazanie lokalnego zagadnienia sprgzysto-plastycznego dla osrodka
nasyconego ptynem. Zgodnie z wyprowadzonym nowym opisem (4.126)—(4.127)
powyzsze rozwiazanie moze wigc by¢ scharakteryzowane jako

(B2 (O (et @ (01)) 22 (,0)} (4.129)
lub
U, ()= B0 fo ey (00) = e @00) L ef ()= 57 () | 4130

Uktad (4.130) jest rozwigzaniem lokalnego zagadnienia sprezysto-plastycznego
sformulowanego dla o$rodka suchego. Oznacza to, Zze rozwigzanie dla osrodka nasy-
conego plynem mozna otrzymac jako rozwiazanie dla osrodka suchego przez ,,natoze-

g

nie” historii {Eij (t) }: { E.j (t)+ %5 } . Dla tych odpowiadajacych sobie zagadnien

lokalnych, jako konsekwencja (4.61) i (4.64), otrzymujemy

oy (nt)=05 (1) 057 (n.1)=3,°(v,1) VyeV, 0)
dla E,(r) E,j(t)+§’75y.,(4.131)
Ej(0)=E] 0):Z;()=2] (1 S
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gdzie zmienne po lewej stronie w (4.131) odpowiadaja osrodkowi suchemu, a zmienne
po prawej stronie — o§rodkowi nasyconemu plynem.

Z poréwnania definicji obszarow sprezystych (4.120) i (4.122) otrzymujemy,
dzigki (4.131), tozsamos$¢

Es(p.{o |)=Eo (177}, (4.132)

ktora dowodzi, ze dla kryterium plastycznosci Hubera—Misesa makroskopowy waru-
nek plastycznosci dla nasyconego osrodka porowatego moze by¢ otrzymany przez
zastosowanie tensora naprezenia efektywnego wedhug Terzaghiego.

Jest oczywiste, ze powyzsze stwierdzenie moze by¢ rozszerzone na wszystkie inne
kryteria plastycznosci (przyjete na poziomie mikroskopowym), ktére nie zaleza od
pierwszego niezmiennika tensora naprezenia, nawet jesli prawo plastycznego plynig-
cia jest prawem niestowarzyszonym. W przypadku niestowarzyszonego prawa pla-
stycznego ptynigcia potencjat plastyczny musi jednak mie¢ postaé

§(%)=all+g(J2,J3), (4.133)
gdzie:
I — pierwszy niezmiennik tensora naprezenia,
JriJ;  —drugii trzeci niezmiennik dewiatora napre¢zenia,
g(J2, J3) — dowolna funkcja,
a — parametr (moze by¢ a = 0).

Taka posta¢ potencjalu plastycznego umozliwia wyrazenie predkosci odksztalce-
nia plastycznego przez wprowadzone nowe pole mikronaprgzenia (4.123) i zwigzek
ma dokladnie taka sama postaé, jak zwiazek dla osrodka suchego. Otrzymane zalezno-
$ci (4.131) sa wigc nadal wazne, a wobec tego roéwniez rOwnanie (4.132).

Powr6¢my do modeli przyblizonych. Zgodnie z otrzymanymi wynikami mozemy
stwierdzié, ze

s (pB7)-\ 27 | 7o (z57:2(Ep))< 0] (4.134)

jest tak samo dobra aproksymacja dla osrodka nasyconego, jak (4.122) dla osrodka
suchego. Podobnie, zgodnie z (4.131), jesli dla oSrodka suchego spetnione jest

E? =zw, (4.135)

Y 0
to dla osrodka nasyconego
. el
Ef =i%ii). (4.136)
ij

Powyzsze tozsamosci jednoznacznie wskazuja, ze dla analizowanego materiatu
tensor naprezenia efektywnego wedlug Terzaghiego spetnia, w zakresie plastycznym,
zardwno zasadg rOwnowaznosci naprezenia, jak i odksztalcenia.
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Warunek Coulomba—Mohra
Kryterium plastyczno$ci ma postaé

flo,)=1, sin¢+%[3(l—sin¢)sin¢9+\/§(3+sin(p)cos 6]7, -3¢ cosp <0, (4.137)

gdzie:

@ — kat tarcia wewngtrznego (@ > 0),

c — spojnosé materiatu szkieletu (zalozono® ¢ > 0),
13 N

0 =—cos™'| ———3-| —kat Lodego.
3 ( 2 Jg/zj HRodee

Tym razem, w przeciwienstwie do poprzedniego przypadku, nie udato si¢ autoro-
wi udowodni¢ waznosci koncepcji naprezenia efektywnego dla dowolnej historii ob-

cigzenia {Ezz (t), p (t) } Koncepcje¢ naprezenia efektywnego mozna jednak potwierdzi¢
dla warunkow tzw. petnego drenazu {F?U (t),p(t)= const}. W dalszej wige czgsci tylko

ten przypadek jest analizowany.
Podobnie jak poprzednio, wprowadzamy nowe pole mikronaprgzenia, zdefinio-
wane

s %P0 (4.138)
1+ptgol/c
ktore spetnia tozsamosé
f(O'l;)Z (1+ptg (D/C)f(O';q ) (4.139)
Powyzsza zaleznos$¢ implikuje
flop)<o o flot)<o; osloi)_orley) (4.140)

ooy, oo}
Zwiazki (4.140) umozliwiaja przeksztalcenie zagadnienia (4.103) do postaci
(4.126), z tym ze rownania (4.126¢) i (4.126d) maja teraz postaé

i (ﬁ) + POy

&b 3K
cii(y)=C.,. | elu)-—H— | egdzie e}t )= ——=, 4.141a
P00 @) s ) e
_ 0.
El”_i_&
~ eq * : eq ’ 3KS
Ml(y)ZEU yj"_“i (y), gd21e E?/' Zw. (4141b)

? Przedstawiona dalej analiza ma zastosowanie tylko dla materiatdw ze spojnoscia, tzn. dla przypad-
ku, gdy ¢ > 0. Warto$¢ ¢ moze by¢ na ogét bardzo mata, musi jednak by¢ wartos$cia skonczona. Przypa-
dek ¢ = 0 analizowany bedzie, w dalszej czgSci niniejszego opracowania, z zastosowaniem otrzymanego
rozwiazania dla ¢ > 0 1 zadaniem, aby ¢ — 0.
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Ponadto, dla ustalonej wartosci cisnienia porowego (p(f) = const) oraz przy stowa-
rzyszonym prawie plastycznego ptynigcia, mozemy zapisaé

of )
Cklmnefn(il (y)
ooy of eq [ ~cq
- e =0 e =0
&) ) o oo </ (UU (v )) ~S (04/ O )) ’ (4.142)
I+ ptgple | oot "™ 6o ‘
0 W przeciwnymrazie.

Powtarzajac doktadnie analizg, jak dla kryterium Hubera—Misesa, otrzymujemy

{E,,-e):E;q(r)}H{ei,.<u<y,t>>=e;q<a<y,z>> i) M} @143

1+ ptgoplc

co oznacza, ze rozwiazanie zagadnienia lokalnego dla nasyconego osrodka porowate-
go przy warunku tzw. pelnego drenazu moze by¢ otrzymane jako rozwigzanie zagad-
nienia dla osrodka suchego przy wymuszeniu

T+ p5ij
i
E,(t - K (4.144)
1+ ptgolc

Oczywiscie, w konsekwencji, otrzymujemy rowniez

oy ()= o3 (v.1); o (v.1)= ﬁ Vyev, (4.1452)
EF (1)

Ep =Yy 7 . ZY :Z-eq 4145b

A 5(e)=Z59(r), ( )

gdzie, podobnie jak poprzednio, zmienne po lewej stronie réwnosci odpowiadaja
o$rodkowi suchemu, a po prawej — o§rodkowi nasyconemu ptynem.

Wprowadzone nowe pole tensorowe mikronapre¢zenia definiuje nowy tensor ma-
kroskopowy, tzn.

sa__ % j (4.146)
4 1+ ptgplc |V|| ’

Wykorzystujac powyzszy tensor naprgzenia, zakres sprezysty dla osrodka nasyco-
nego ptynem mozna okresli¢ jako
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—TIes

f {Lg,-kh(y)flfﬁ +0’—(y)J <0 Vyel, b (4.147)

E (p o)== 1+ piggle

Powyzsza definicja, wraz z definicja (4.120) dla osrodka suchego, oraz otrzymane
zalezno$ci (4.145) pozwalaja sformutowaé réwnosé

E(p.{55)=E» HL} J (4.148)

1+ ptgopl/c

ktora oznacza, ze wprowadzony tensor makroskopowego naprezenia (4.146) spetnia
zasade rdbwnowaznos$ci naprezenia. Zgodnie ze stosowana terminologia jest to wiec
tensor naprezenia efektywnego.

Odnosnie modeli przyblizonych otrzymujemy

_ E?
E“(p,EP)=4 TN | F,| 2% y| —% | |<0}, 4.149
(p 4/) ij D[ ij I£1+ptg§0/0J} ( )

Ef _,o6(zz)
1+ ptgol/c X

(4.150)

W przypadku kryterium Hubera—Misesa otrzymane zwiazki (4.134) 1 (4.136) jed-
noznacznie dowodzily, ze tensor naprgzenia efektywnego wedtug Terzaghiego spel-
nia, w zakresie plastycznym, zaréwno zasade rownowazno$ci naprezenia, jak i od-
ksztalcenia. Otrzymane powyzej, dla kryterium Coulomba—Mohra, zwiazki (4.149)
1(4.150) wskazuja, ze wprowadzony tensor naprezenia efektywnego (4.146) nie spet-
nia rownoczesnie zasady rownowaznos$ci naprezenia i odksztalcenia. Moze by¢ ,.tyl-
ko” zastosowany do sformutowania zwiazkow plastycznosci dla osrodka nasyconego.
Konieczna jest jednak znajomos¢ aktualnej warto$ci ci$nienia porowego p (zwiazek
(4.150)). Ponadto, w wyniku analizy zaleznosci (4.149) i (4.150) ujawnia si¢ ,,pozor-
na” sprzecznos¢ z wynikami przedstawionymi w podrozdziale 4.1. Tam udowodniono,
ze jesli na poziomie ,,mikro” prawo plastycznego plynigcia jest prawem stowarzyszo-
nym, to wlasno$¢ ta przechodzi réwniez na poziom ,,makro”. Uktad (4.149)—(4.150)
okresla jednak niestowarzyszona plastycznos¢. Nalezy zaznaczyé¢, ze udowodniona
wlasno$¢: prawo stowarzyszone na poziomie mikro, wtedy rowniez prawo stowarzy-
szone na poziomie makro pokazana zostata w odniesieniu do tensora catkowitego na-
prezenia, a nie wprowadzonego powyzej tensora efektywnego.

Zgodnie z (4.99) musi by¢ spetnione

Eg(PsE@f):{ Z; ‘F(Z;,P;f(if))ﬁ 0}, (4.151a)
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£ _ 4 0F (Zh.p) (4.151b)

gdzie:

Eg( ,Ef ) — domknigty obszar sprezysty w przestrzeni naprezen catkowitych
(przy zadanej wartosci cisnienia porowego),

F (z{h, p© )S 0 — makroskopowy warunek plastycznosci dla nasyconego osrodka po-
rowatego.

Otrzymane zaleznosci (4.149) 1 (4.150), wraz ze zwiazkami (4.151), prowadza
w wyniku do nastepujacego opisu dla osrodka porowatego nasyconego plynem

— >y po. EF
E§( ,Ef’)z ST+ ptgple) Fy| =2 POy s <0}, (4.152a)
1+ ptgplc 1+ ptgplc

T L r
o|(l+ptgplc) F, i+ PO ;Z( Ei J
=, I 1+ ptgolc 1+ ptgelc
Ef =2

T
0

| I |

(4.152b)

Uktad ten okresla stowarzyszong plastycznos¢. Ponadto, zalezno$ci (4.152) dowo-
dza, ze dla analizowanego o$rodka mozliwe jest, na podstawie znajomos$ci opisu ma-
tematycznego plastycznosci dla osrodka suchego, zbudowanie odpowiedniego opisu
matematycznego dla osrodka nasyconego ptynem.

4.2.3. Dowolny osrodek porowaty

Podobnie jak dla osrodka o szkielecie mikrojednorodnym, definiujemy zakres

sprezysty, tj.
» o$rodek nasycony pltynem

Es(p () =12 | £ (L) = - p (B, (0)+ 6, )+ T2(0)<0 wyer, ) @153)

W celu sprawdzenia waznosci zasady rownowaznos$ci naprezenia musza by¢ prze-
analizowane dodatkowe wtasnosci tensora polaryzacji ci$nienia.

1. Po roztozeniu tensora polaryzacji ci$nienia na czg$¢ hydrostatyczna i dewiato-
rowa, tzn.

By (»)=P*(0)&; + B (), (4.154)

mozna udowodni¢, ze jesli B; # 0, to Pf # 0. Dowdd przeprowadzamy przez zaprze-

czenie, tzn. niech istnieje taki o§rodek porowaty, dla ktorego spetnione jest
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eV, = P(y)20 A P°=0VvyeV,. (4.155)

s g y
Skoro pole tensorowe F; (y) jest polem samozrownowazonym i Pl.jD (»)=0, wo-

bec tego P () musi byé rowniez polem samozréwnowazonym. Oznacza to, ze

P*(y)=const VyeV,. (4.156)

Wiemy, ze < h(y)P

! (y)> =0, a wobec tego PS(y) =01 F;(y)=0. To oczywiscie
konczy dowod.

Wiasnos¢ F; #0, wtedy Pf # (0 oznacza, ze w przypadku szkieletu zbudowanego
z materialow spelniajacych kryterium Hubera—Misesa, nawet przy zerowej wartosci
naprezenia efektywnego wedlug Terzaghiego, szkielet moze si¢ uplastycznia¢. Jako
przyktad rozwazmy nasycony osrodek porowaty zbudowany z materialéw speiniaja-

cych kryterium Hubera-Misesa z warunkiem poczatkowym & (y)=0 VyeV,, tzn.

brak pola plastycznego mikroodksztatcenia (poczatkowa powierzchnia plastycznos$ci).
Zgodnie z definicja (4.153) mozemy zapisac

Z;T =0ekEg (p; {0}) wtedy i tylko wtedy, gdy pd%PfPf < Go(y) VyeV,, (4.157)

gdzie o,(y) — warto$ci parametru kryterium Hubera—Misesa dla kazdego skladnika
szkieletu osrodka porowatego.
Proces usrednienia daje warunek konieczny spetienia powyzszej zaleznosci, tzn.

o7 (h(y)o,(») @158)

p< <h(y)\/%>.

Wobec tego, jesli <cro (y)> jest wartos$cia skonczona, to p” jest ograniczone. Skoro

nierowno$¢ (4.158) jest warunkiem koniecznym, wobec tego dla p > p”w oérodku
wystapia deformacje plastyczne.

Nalezy podkresli¢, ze podobne stwierdzenie dla materiatu szkieletu spetniajacego
kryterium Coulomba—Mohra nie jest mozliwe. Wigcej informacji jest potrzebnych
odnosnie wlasnosci tensora polaryzacji.

2. Zobaczmy, ze nie istnieje niezerowy tensor wspotczynnikow 4, , taki ze

£ (v)= Ly ()4, Yy eV, (4.159)

Ponownie dowod przeprowadza si¢ przez zaprzeczenie. Zatozmy, ze taki tensor
istnieje, wobec tego
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0= <Ej (y )> = <Lijkh (y )>Akh : (4.160)

Jednakze <Lijkh> =1y, a zatem 4; =0, co konczy dowdd.

Powyzsza wlasno$¢ implikuje liniowa niezaleznos¢ pol: F; (y)p 1 Ly, (y)Z b -

Ostatecznie, porownujac definicje zakresow sprezystych dla osrodka suchego
i nasyconego plynem, mozemy stwierdzi¢, ze obecnos¢ tensora polaryzacji uniemoz-
liwia skonstruowanie powierzchni plastycznosci dla osrodka nasyconego
ptynem wedlug powierzchni plastycznosci dla osrodka suchego. Tym samym hipo-
tetyczny tensor naprezenia efektywnego spetniajacy zasade rownowazno$ci napre-
zenia nie istnieje.

Tensor naprezenia efektywnego wedtug Terzaghiego moze by¢ jednak uzyty do
skonstruowania potencjalnie bezpiecznego oszacowania granicznej powierzchni pla-
stycznosci. Zgodnie z definicja (4.75) kazde statycznie dopuszczalne pole naprgzenia
speliajace lokalne kryterium plastyczno$ci daje potencjalnie bezpieczne oszacowanie
powierzchni granicznej no$nosci o$rodka porowatego. Jako pole mikronaprezenia
mozna wig¢c wykorzystaé, dla zadanej geometrii mikrostruktury, pole mikronaprezenia
dla os$rodka o szkielecie mikrojednorodnym (bez tensora polaryzacji ci$nienia). Na
podstawie wynikow otrzymanych dla osrodka o szkielecie mikrojednorodnym mozna
udowodnié, ze

{Zﬂ Fy (27 + s, )<0 jcEL(p)=1{ 2] |7 (27 p)<0 h 4.161)

gdzie po lewej stronie tej relacji wystepuje warunek granicznej nosnosci dla o$rodka
suchego, a po prawej — warunek granicznej nosnosci dla osrodka nasyconego.

4.3. Przyktady funkcji plastycznosci dla osrodka nasyconego

Przedstawiona w poprzednim punkcie weryfikacja koncepcji naprezenia efektyw-
nego wykazala, ze w przypadku osrodka porowatego, o szkielecie jednorodnym, moz-
liwe jest skonstruowanie opisu matematycznego plastycznosci dla osrodka nasycone-
g0 wylacznie ze znajomosci opisu plastycznosci dla osrodka suchego.

Otrzymana konstrukcja (4.152) opisu plastycznosci dla osrodka nasyconego jest
catkowicie nowa i na ogot ,,nie redukuje” si¢ do klasycznej koncepcji naprezenia efek-
tywnego wedlug Terzaghiego. Z tego wzgledu praktyczne stosowanie zwigzkow
(4.152) zilustrowano konkretnymi przyktadami.

Niech FS(Zi,p;Eij’)S Ooraz FD(Z
powe kryterium plastycznosci dla o§rodka nasyconego oraz makroskopowe kryterium

plastycznosci dla osrodka suchego. Wtedy, jako bezposrednia konsekwencja zalezno-
$ci (4.152) oraz (4.99b)

i EY )S 0 oznaczaja, odpowiednio, makrosko-
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ST 4 pns. E?
Fs(zg,p;E;)z(Hptggo/c)zFD( i TP% ;([ i ]]so, (4.162a)

1+ ptgplc’ I+ ptgp/c
. : ZiT' + poy
n’=Ef| 6; ——"———tgplc|. (4.162b)
1+ptgo/c

Jak tatwo zauwazy¢, powyzsze zwiazki implikuja, przy ¢ = 0, klasyczna koncep-
cje naprezenia efektywnego wedtug Terzaghiego.

Zgodnie z (4.162a), w celu sformulowania makroskopowego kryterium plastycz-
nosci dla osrodka nasyconego ptynem konieczna jest znajomos¢ makroskopowego
kryterium plastycznosci dla osrodka suchego.

Rozpatrujemy najpierw, najpowszechniej stosowane — zarowno do gruntow, jak
1 do skat — kryterium plastyczno$ci Coulomba—Mohra, tj.

FD(Z,.j,)zl1 sin @™ +%[3(1—sin(peff)sin0+\/§(3+sin(peff)cos 0]\/J_2

-3 ¢ cosp™ <0, (4.163)

gdzie parametry oznaczono jako efektywne w celu wyrdznienia ich od parametréw
lokalnych (mikroskopowych).
Poniewaz funkcja

Fy (23)+3¢ cosp™™ (4.164)

jest funkcja jednorodna stopnia jeden tensora naprezenia, wobec tego

STy ps.
(1+ ptegplc) | F, i PO | gt cos@°t
1+ ptgelc

= (1+ ptgplc) (E, (57 + po, )+ 3¢ cos ™). (4.165)

Zastosowanie schematu (4.162a), z uwzglednieniem (4.165), prowadzi wigc do

FS(Z;,p):(1+ptg§0/C)
X [FD (EUT +pé'l.j)+3ceff cos @™ —(1+ ptgg/c)3c™ cosp™ |<0,  (4.166)

co implikuje nastepujacy warunek plastycznosci dla osrodka nasyconego
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ITsing™ +%[3(1 —sin (peff)sinﬁ +x/§(3 +sin goeff)cosﬁ]\/‘lz7

—3¢ cos M (1+ p tgplc)<0, (4.167)
gdzie
I NC
2 (J;T)S/Z

oraz wszystkie niezmienniki sa niezmiennikami tensora naprezenia wg Terzaghiego.
Po zdefiniowaniu

Hzlcos
3

eff

po1_C 8 a (4.168a)
c g
Eb _ ZT bnd.. = Z‘eT ceff —tgq) ) 4.168b
oraz i T “if +bp ij T < -P c tg(ﬂeff ij ( ’ )

b

warunek (4.167) moze by¢ rownowaznie wyrazony przez niezmienniki tensora 2,

I!sing®" +%[3 (1 —sin gfff)sinﬁ + ﬁ(i& +sin (DEff)cosH]\/TS

-3¢ cosp™ <0. (4.169)

Dla podkreslenia, w powyzszym wyrazeniu wszystkie niezmienniki to niezmien-
niki tensora Zf;.

Tensor 2 5 spelia wigc zasadg rownowaznosci naprezenia. Kryterium plastycznos$ci

dla osrodka suchego wyrazone przez ten tensor stalo si¢ kryterium plastycznosci dla
osrodka nasyconego ptynem. Wart podkreslenia jest rowniez fakt, ze posta¢ (4.168b)
otrzymanego napregzenia efektywnego jest zgodna z omowiong we wstepie do niniejsze-
go rozdziatu postacia naprezenia efektywnego (4.4) postulowana przez Coussy’ego.

Podajmy mozliwy zakres wartosci wspotczynnika materiatowego b. Pole mikrona-
prezenia musi spetnia¢ lokalne kryterium Coulomba—Mohra w kazdym punkcie szkiele-
tu osrodka. Wobec tego musi rowniez spetniac nast¢pujaca, prostsza, nierownosé

Vyel, O'ij.(y)b}]. sinp <3ccosp. (4.170)

Usrednienie tego warunku, po objetosci pojedynczej komorki periodycznoscei,
w przypadku, gdy osrodek jest suchy, implikuje

Ising =(;(y)3;) sing <3c (1-n)cosp, (4.171)

gdzie I, jest pierwszym niezmiennikiem tensora makronaprgzenia.
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Poréwnanie (4.171) z (4.163) prowadzi do nieréwnosci

3ccos o™t <3c (1-n)cosp
eff

(4.172)

sin @ sin @

lub — po przeksztatceniu —

eff
¢ 189 <(-n). 4.173)
c tgo

Uwzgledniajac to, ze wyrazenie po lewej stronie nieré6wnosci (4.173) jest nie-
ujemne, oraz ze wystepuje ona w definicji wspdtczynnika b (4.168a), otrzymujemy

n<bh<l. (4.174)

Osiagalno$¢ przez wspolczynnik b dolnego ograniczenia (4.174) potwierdzaja
migdzy innymi wyniki badan laboratoryjnych przedstawione przez Pietruszczaka
i Pande’a w pracy [119]. W wyniku badan przeprowadzonych na nasyconych woda
ceglach stwierdzili oni, ze warunek plastycznos$ci nasyconych cegiet wyraza si¢ przez

.. b _ [ .
tensor naprezenia efektywnego 2, przy czym b = n. Tym samym wyniki te stanowia

réwniez laboratoryjna weryfikacje, proponowanej w niniejszym opracowaniu, metody
konstrukcji opisu plastycznosci dla nasyconych o§rodkéw porowatych.

Osiagalno$¢ przez wspotczynnik b goérnego ograniczenia (4.174) udowodnimy,
rozwazajac osrodek granulowany. W tym przypadku struktura osrodka porowatego to
kolekcja ziaren (rys. 4.2). Dodatkowo zaktadamy, podobnie jak w przypadku rzeczy-
wistych osrodkéw gruntowych, ze makroskopowe deformacje plastyczne tego osrodka
sa wynikiem jedynie poslizgéw migdzyziarnowych. Innymi slowy, same ziarna sa
traktowane jako nieskonczenie wytrzymate. Makroskopowe kryterium plastyczno$ci
tego os$rodka porowatego jest konsekwencja lokalnego warunku plastycznosci, ktory
okresla dopuszczalne wartosci sit kontaktowych 77 (sila kontaktowa miedzy ziarna-
mi A, 1A4p (rys. 4.2)).

Wydzielajac myslowo w ziarnie 4, jego czgs¢ J4,, ograniczong powierzchnig S
oraz powierzchnia &4, (rys. 4.2), warunek rownowagi dla objetosci 04, mozna zapi-
sa¢ w postaci

177+ [ po,; N,dd~[ o} N,d4=0 (4.175)
o S
lub rownowaznie
-1+ [ p&; N, A=[p&;N,dd~[oyN,da=0, (4.176)
54y +S s s

gdzie:
N; — sktadowa wektora normalnego do powierzchni ograniczajacej objgto$¢ o4,
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CA1+A4, — powierzchnia ograniczajaca ziarno A4, (rys. 4.2),

c4,+S  — powierzchnia ograniczajaca element 04,
A
X\ D
TY8
Ap

Rys. 4.2. Sity kontaktowe w osrodku granulowanym
Fig. 4.2. Contact forces in granular material

Druga catka po lewej stronie rownania (4.176) jest tozsamo$ciowo réwna zeru, ja-
ko catka po zamknigtej powierzchni z wielkosci stalej (przyjgto, ze powierzchnia kon-
taktu migdzyziarnowego jest miary zero). Wobec tego

177 [ (o} + p&, )N, a4 =0, (4.177)
S

Definiujac teraz, podobnie jak przy analizie kryterium Hubera—Misesa przedsta-
wionej w punkcie 4.2.2, tensor

O';q = O'; + po; (4.178)

[/
uzyskujemy

~T = I oSN, dA. (4.179)
S

Przyjmujac lokalny warunek plastycznosci (np. Coulomba—Mohra) dla kontaktu
a/f jako f (T alp )SO, rownanie (4.179) pozwala wyrazi¢ ten warunek w postaci:

f [ J. quN [dAJ <0. Powtarzajac teraz analogiczny tok rozumowania jak przy weryfikacji
S
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koncepcji napre¢zenia efektywnego dla ciala Hubera—Misesa tatwo stwierdzi¢, ze tensor
naprezenia efektywnego wedlug Terzaghiego spelnia, dla tego os$rodka, zasade rowno-
waznoS$ci naprezenia. To oczywiscie oznacza b = 1. Warto$¢ ta jest wigc wynikiem nie-
skonczenie malej wartosci (miary zero) powierzchni kontaktu w osrodku granulowanym.

Przedstawione wartosci wspotczynnika b dla dwoch, skrajnie réoznych typow
osrodka porowatego, tj. cegly oraz osrodka granulowanego, jasno dowodza, ze war-
tos¢ tego wspoélczynnika zalezy od mikrostruktury osrodka. Podobne stwierdzenia
otrzymane zostaly w rozdziale 3., w przypadku warto$ci wspotczynnika naprezenia
efektywnego o stosowanego w opisie porosprgzystosci. Dla o$rodkow gruntowych
udowodniono tam, ze o= 1.

Powyzsze stwierdzenia pozwalaja obecnie przeanalizowaé przypadek, gdy ¢ = 0.
Zalozmy, ze oSrodek porowaty charakteryzuja: pewna ustalona mikrostruktura oraz
parametry wytrzymato$ciowe: ¢ = 0 i tg @ > 0. Rozwazamy zbior osrodkow porow-
nawczych charakteryzujacych si¢ doktadnie ta sama mikrostruktura co osrodek pier-
wotny, ta sama wartoscia wspotczynnika tarcia ¢ oraz zmniejszajaca si¢ wartoscia
kohezji ¢, ale jednoczes$nie ¢, > 0. Przyjmujemy: ¢; > ¢ > ... > ¢ > 0. Zgodnie
7 (4.173) spetnione sa

eff
ve, 0<% 82 <y, (4.180)
¢ gy

: ff - ff . . 7 e .
gdzie: ¢, i@, — odpowiednio — makroskopowa spojnos$¢ oraz kat tarcia wewngtrz-

nego dla osrodka poréwnawczego ze spojnoscia lokalna réwna c.
Po przejsciu do granicy ¢, — 0, powyzsze nierownosci implikuja
eff

0< lim %82 _1_,, (4.181)

N eff —
cy—0 Cy tg(pk

co oznacza, ze odpowiadajaca tej granicy warto$¢ statej b jest wartoscia skonczona.
Makroskopowa funkcja plastycznosci dla tego osrodka, gdy jest on nasycony ptynem,
wyraza si¢ wigc przez (4.169). Efektywna warto$¢ spojnosci jest, oczywiscie, tozsa-
mosciowo rdwna zeru.

W podobny sposob konstruuje si¢ opis dla osrodka nasyconego, gdy os$rodek su-
chy jest opisany, makroskopowo, eliptycznym warunkiem plastycznosci (kryterium
przedstawione jest szczegdtowo w pracy [82, s. 335-344]), tzn.

» dla os$rodka suchego

O (AP T
FD(zy)=lT+B—22—1so, (4.182)
wtedy, po zastosowaniu (4.162a), otrzymujemy dla osrodka nasyconego ptynem

el el
Fs(zgf,p)z(l1 +A(12;”tg‘/’/c))z+‘;fz (1+ptgglcf <0 (4.183)
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lub rownowaznie

el el
Fox (7 4+ piegre)f Iz _1<0. (4.184
H(57.0) C+peple)]  [B(+ptep/c)] (5D

State 4, B, C sa skalarnymi funkcjami wskaznika porowatosci.
Po wprowadzeniu nowej statej materialowej a =£tg(p warunek (4.184) mozna
c

przedstawi¢ w nastepujacej rownowaznej postaci

Fy(ze )=(15T+A(1+“p))z+ <o (4.185)

o [ees)] Plee)]

Podobnie wigc jak w przypadku makroskopowego kryterium Coulomba—Mohra,
warunek plastyczno$ci dla osrodka nasyconego zawiera nowa stala materialowa. Tym
razem jednak nie mozna zdefiniowac tensora naprezenia efektywnego w postaci
(4.168b). Warunek plastyczno$ci jest wyrazony przez dwie niezalezne ,,sity termody-
namiczne”, tj. tensor naprezenia efektywnego wedlug Terzaghiego oraz ci$nienie
porowe.

Obecnie autor niniejszej monografii niewiele jest w stanie powiedzie¢ o dopusz-
czalnym zakresie wartosci statej a w terminach odpowiednich parametrow mikrostruk-
tury, jak chociazby warto$¢ porowatosci. Prace sa obecnie w toku. Jedynej informacji
o roli mikrostruktury na warto$¢ statej a dostarcza analizowany wczesniej osrodek
granulowany. Dla tego typu osrodka, jak udowodniono powyzej, warunek plastyczno-
$ci musi si¢ da¢ zapisa¢ tylko z wykorzystaniem tensora naprezenia efektywnego we-
dhug Terzaghiego, co implikuje @ = 0. Uogoélniajac zatem, dla osrodka porowatego, w
ktorym powierzchnie kontaktu sa miary zero, stala materialowa a ma warto$¢ rowniez
rowna zeru.

W podobny sposéb, tzn. z wykorzystaniem wprowadzonych w niniejszym opra-
cowaniu zaleznosci (4.162), moga by¢ konstruowane dla innych makroskopowych
kryteriow plastycznosci dla osrodka suchego odpowiadajace im kryteria plastycznosci
dla osrodka nasyconego ptynem.

4.4. Podsumowanie

Dzigki technice homogenizacji wyprowadzono ogoélna struktur¢ opisu matema-
tycznego deformacji plastycznych nasyconego osrodka porowatego (zalezno$ci
(4.95)—(4.99)). Wykazano, ze deformacje plastyczne nasyconego osrodka porowatego
sa ,rzadzone” przez dwie niezalezne ,sity termodynamiczne”, tj. tensor naprezenia
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catkowitego oraz ci$nienie porowe. Otrzymany opis jest zgodny z zaproponowana na
drodze fenomenologicznej przez Coussy’ego ogolna teoria poroplastycznosci [47].
Nalezy jednak podkresli¢, ze makroskopowa zasada maksymalnej plastycznej dyssy-
pacji dla o$rodka nasyconego ciecza zostala otrzymana, a nie postulowana, jak przez
Coussy’ego [47].

Zastosowanie metody homogenizacji umozliwito ponadto, nicosiagalna na drodze
rozwazan fenomenologicznych, weryfikacje koncepcji naprezenia efektywnego. Roz-
wazono dwa przypadki: szkielet o§rodka porowatego zbudowany z jednorodnego ma-
teriatu (brak tensora polaryzacji ci$nienia) oraz szkielet osrodka porowatego zbudo-
wany z wielu materiatow cechujacych si¢ r6znymi wartosciami statych sprezystosci
(niezerowy tensor polaryzacji ci$nienia).

Dla o$rodka porowatego zbudowanego z jednorodnego szkieletu zaproponowano
oryginalna konstrukcje opisu plastycznosci dla osrodka nasyconego na podstawie zna-
jomosci wytacznie opisu plastycznosci dla osrodka suchego. Przedstawiona metoda
redukuje si¢ do koncepcji napre¢zenia efektywnego wedlug Terzaghiego wtedy, gdy:

» lokalny warunek plastyczno$ci materiatu szkieletu nie zalezy od kata tarcia
wewngtrznego, przy rownoczesnie dowolnej mikrostrukturze osrodka porowatego,

» lokalny warunek plastyczno$ci ma niezerowa wartos¢ kata tarcia wewngtrzne-
go, powierzchnia kontaktow mig¢dzyziarnowych w osrodku jest jednak miary zero.

W przypadku osrodka porowatego zbudowanego z niejednorodnego szkieletu
w prawie lokalizacji napr¢zenia wystepuje tensor polaryzacji ciSnienia. Obecno$¢ tego
tensora uniemozliwia konstrukcje opisu plastycznos$ci w oparciu o opis plastycznosci
dla osrodka suchego. Tensor naprgzenia efektywnego wedtug Terzaghiego moze by¢
wtedy zastosowany do skonstruowania potencjalnie bezpiecznego oszacowania no$no-
$ci granicznej nasyconego osrodka porowatego.
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5. Sorpcja 1 pgcznienie sorpcyjne
w nasyconych osrodkach porowatych

Konsekwencja kontaktu dwoch faz objetosciowych bardzo czgsto jest zjawisko
nazywane sorpcja [166]. Polega ono na pochtanianiu jednej fazy przez druga. Osrodek
pochtaniajacy jest nazywany sorbentem, pochlaniany natomiast — sorbatem.

W przypadku kontaktu ciata stalego z ptynem, charakter tego zjawiska zalezy od
budowy i struktury sorbentu. Wyréznia si¢ dwa skrajne przypadki [158]:

» ciato state charakteryzuje si¢ ptaska, nieporowata powierzchnia; proces ten za-
chodzi na powierzchni sorbentu i polega na wytworzeniu autonomicznej fazy adsorp-
cyjnej,

» ciato statle ma struktur¢ mikroporowata o rozmiarach poréw poréwnywalnych
ze $rednicami molekut; pochlanianie gazu zachodzi w calej objgtosci ciala statego,
a proces ten jest nazywany absorpcja.

Procesem odwrotnym do procesu sorpcji jest zjawisko desorpcji — sorbat jest
uwalniany z sorbentu.

W przypadku proceséw sorpcyjnych w ukladzie ciato state—gaz podstawowymi
czynnikami, nie liczac struktury i budowy sorbentu, majacymi wpltyw na wielko§¢
sorpcji sa temperatura i ci$nienie gazu [166]. Dla statych wartosci temperatury spo-
rzadza si¢ krzywe réwnowag sorpcyjnych, okreslajace ilos¢ zdeponowanego gazu
w jednostce objetosci ciata sorbujacego, w zaleznosci od wartosci cisnienia gazu. Cha-
rakterystyki te sq nazywane izotermami sorpcji. Oznaczajac przez C masg¢ zasorbowa-
nego gazu w jednostkowej objgtosci sorbentu oraz przez p ci$nienie gazu wolnego,
izotermg sorpcji (oznaczang przez F(p)) definiuje si¢ rOwnaniem

F(p)-C=0. (5.1)

Zwiazek (5.1) to warunek rownowagowy, tzn. jest on speliony, jesli sktadniki
uktadu pozostaja w rownowadze termodynamicznej. W przeciwnym razie, tzn. gdy
w uktadzie brak jest rownowagi termodynamicznej, wystgpuje zjawisko wymiany
masy mi¢dzy jego sktadnikami. Mozna wyrézni¢ dwa przypadki:

» F(p) — C >0 —w uktadzie wystgpuje proces sorpcji,

» F(p) — C <0 —w uktadzie wystgpuje proces desorpcji.

Badania sorpcji w ukladach ciato stale—gaz doprowadzitly do stworzenia wielu
modeli matematycznych zwiazku F(p) (obszerny przeglad tych rownan jest zawarty
w pracy [166]). Rownania te mozna podzieli¢ na trzy grupy:

» zwiazki opisujace proces adsorpcji,

» zwiazki opisujace zjawisko objetosciowego zapetniania mikroporow,

» zwiazki opisujace proces wnikania czastek gazu w fazg elastyczna ciata statego.

W naturalnych uktadach porowatych proces sorpcji to sumaryczny efekt: adsorpcji,
zjawiska objetosciowego zapelniania mikroporéw oraz wnikania czastek gazu w fazg
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elastycznag ciata statego. Eksperyment sorpcyjny dostarcza wigc danych o sumarycznych
efektach oddziatywan wszystkich wymienionych typow. Udziat poszczegolnych oddzia-
tywan zalezy od rodzaju sktadnikow tworzacych uktad sorpcyjny. Model matematyczny
izotermy sorpcji nalezy zatem wybiera¢ dla okreslonego uktadu wielofazowego.

Drugim procesem charakterystycznym uktadow wielofazowych jest zjawisko
pecznienia, tj. przyrost objetosci ciala statego podczas nasycania go ptynem. Istnieje
wiele przyktadow ukladow wielofazowych, w ktorych zjawisko to ma szczegdlnie
wyrazne znaczenie, np.: nasycaniu woda gruntow itowych towarzyszy przyrost objeto-
$ci nawet okoto 20% [10], [11], wnikaniu pod cisnieniem wodoru do stali towarzyszy
znaczna deformacja stali — cienkie blaszki, do ktorych wnika wodor, wyginaja sig,
cienkie ptytki doznaja zwichrzenia [117], nasycaniu weggla kamiennego dwutlenkiem
wegla towarzyszy, przy ci$nieniu okoto 2 MPa, przyrost objgtosci okoto 2% [49].

Podobnie jak w przypadku procesu sorpcji, charakter tego zjawiska zalezy, oczy-
wiscie, przede wszystkim od sktadnikéw uktadu wielofazowego. Podczas nasycania
montmorylonitu woda obserwuje si¢ przyrost objgtosci okoto 20% i wigcej, podczas
gdy przy nasycaniu, ponownie woda, innego mineratu itowego — kaolinitu — obserwu-
je sig ,.tylko” okoto 2% przyrostu objetosci. W tym przypadku, to znaczy dwoch mi-
neratow ilowych, przyczyna tak réznych wartosci zmian objgtosciowych podczas na-
sycania ich woda jest ich struktura atomowa [82]: montmorylonit ma budowe syme-
tryczna, kaolinit natomiast — nie. Poszczegdlne blaszki montmorylonitu maja wigc
tendencj¢ do wzajemnego odpychania si¢, a dostajaca si¢ miedzy nie woda moze je
rozsuna¢ dos¢ daleko.

Inny przyktad to pecznienie w ukladzie wegiel kamienny—dwutlenek wegla. Tym
razem eksperyment laboratoryjny [49] wskazuje na bardzo duza korelacj¢ migdzy
warto$cia pecznienia a ilo$cia zasorbowanego przez ciato stale gazu. W tym wigc
przypadku zjawisko pgcznienia nazywane jest rowniez pgcznieniem sorpcyjnym.

Ta krétka charakterystyka mozliwych mechanizmow, zaré6wno procesu sorpcji, jak
1 pecznienia, wystepujacych w ukladach wielofazowych, wskazuje, ze opis matema-
tyczny tych procesow musi mie¢ charakter ,,opisu dedykowanego”, tzn. musi by¢ kon-
struowany dla konkretnego uktadu wielofazowego. Cialo statle o niewielkich wy-
miarach przestrzeni porowej determinowaé bedzie inny mechanizm i natur¢ procesu
sorpcji niz ciato charakteryzujace si¢ duzymi porami. Waznym elementem ukladu
wielofazowego jest rowniez ich wzajemna aktywno$¢ chemiczna.

W przypadku gruntow itowych czgsciowo nasyconych woda czgsto stosowanym
(cytowanym) opisem matematycznym mechanicznego zachowania si¢ tego uktadu,
uwzgledniajacym zjawisko pgcznienia, jest model zaproponowany przez Alonso et al.,
w pracy [9]. Sami autorzy, po uptywie okoto 5 lat, stwierdzaja jednak, ze model ten
nie opisuje, nawet jakosciowo, gtownych charakterystyk procesu pecznienia [10]. Do
stwierdzen tych doprowadzil ich wlasny eksperyment pecznienia, sztucznie preparo-
wanego, gruntu ilowego nasycanego woda. Jak pisza Alonso et al., o naturze procesu
pecznienia decyduja: jakosciowo rozne procesy transportu cieczy oraz jako$ciowo
rézne zachowanie si¢ samej cieczy dla roznych wymiarow przestrzeni porowej [10].
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Opisy matematyczne mechanicznego zachowania si¢ ukltadu: wegiel kamien-
ny—dwutlenek wegla zaproponowano mig¢dzy innymi w pracach [24] i [64]. W pracy
[64] do opisu procesu pecznienia w uktadach wielofazowych korzystano ze zmodyfi-
kowanego rownania teorii porosprezystosci Biota. Mankamentem tego opisu jest fakt,
ze zmodyfikowano jedynie réwnania transportu masy, pozostawiajac rownoczesnie
klasyczna forme rownan konstytutywnych. W modelu Biota, jak to przedstawiono
w rozdziale 3., oddziatywanie ptyn—ciato state ma charakter ,,czysto mechaniczny”,
nie uwzglednia zatem procesu sorpcji.

Przy nasyceniu probki gazem o ci$nieniu p zmiany dylatometryczne osrodka dwu-
fazowego okresla rownanie (w przypadku osrodka izotropowego)

-p=K,&,—-ap, (5.2)
w ktérym:
& —zmiana objetosci ciala statego,
K, — efektywny modut odksztatcenia objgtosciowego,
o — stata materiatowa teorii Biota.

Zgodnie z nierbwno$ciami (3.89), stala o ma wartosci z zakresu [n, 1] (n — poro-
wato$¢ osrodka), a wigc zwiazek (5.2) implikuje &, < 0. Oznacza to, ze przy nasycaniu
ciala stalego gazem pod ci$nieniem p musi by¢ obserwowany skurcz, a nie pgcznienie.

Bauer i Lydzba zaproponowali konstrukcje modelu oparta na zatozeniu, ze pgcz-
nienie jest wynikiem procesu sorpcji gazu przez ciato stale. Nie uwzglednili jednak,
traktujac jako pomijalne, wptywu oddzialywania mechanicznego gazu wolnego na
cialo state [24].

Celem niniejszego rozdziatu jest przedstawienie modelu matematycznego zacho-
wania si¢ ukladu: cialo stale—gaz, ktory bedzie uwzgledniat zaréwno oddzialywanie
mechaniczne sktadnikéw osrodka, jak rowniez zachodzace w tym osrodku procesy
sorpcji. Zgodnie wigc z terminologia, stosowang juz wczesniej, analizowany begdzie
uktad, w ktérym wystgpuje proces pecznienia sorpcyjnego.

Konstrukcja opisu matematycznego w uktadach sorpcyjnych, jak juz wczesniej
sygnalizowano, musi mie¢ charakter opisu ,,dedykowanego”. Z tego wzgledu, w dal-
szej czeSci niniejszego rozdzialu przyjmuje sig, ze analizowany jest osrodek wegiel
kamienny—dwutlenek wegla.

Ograniczenie si¢ do uktadu sorpcyjnego wegiel-dwutlenek wegla spowodowane
jest glownie faktem, ze w latach 80. i 90. realizowany byt w Polsce problem resorto-
wy, oznaczony symbolem M.R.1.26, noszacy tytut Zjawiska fizyczne w gorotworze
Jjako osrodku wielofazowym. Dzigki badaniom zrealizowanym w ramach tego projektu
uzyskano wiele wynikow do$wiadczalnych i teoretycznych [49], [64], [93], [94] odno-
$nie natury rownoczesnych proceséw sorpcji i pgcznienia, zachodzacych w osrodku
weglowo-gazowym. Opisano i sklasyfikowano strukturg porowa wegla, determinujaca
rézne mechanizmy deponowania gazu [89]. Wyr6zniono, migdzy innymi, nastgpujace
zakresy porow:
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» obszar sorpcji sieciowej, w ktorym czasteczki gazu wnikaja w faze elastyczna
wegla, a proces przypomina zjawisko rozpuszczania sorbatu w sorbencie,

» obszar mikroporéw, w ktérym obserwuje si¢ zjawisko ich objgtoSciowego za-
pemiania czasteczkami sorbatu,

» obszar mezo- i makroporow, w ktorym przebiega zjawisko adsorpcji.

Taka struktura przestrzeni porowej pozwala do$¢ przejrzyscie ustali¢ zakres obo-
wiazywania réznych rodzajow procesu transportu gazu w przestrzeni porowej, a tym
samym — do$¢ precyzyjnie sformutowac lokalny opis matematyczny proceséw zacho-
dzacych w tym osrodku.

W podrozdziale 5.1 przedstawiono: opis lokalny proceséw fizycznych zachodza-
cych w analizowanym uktadzie, proces homogenizacji (w zarysie) oraz ostateczny
opis makroskopowy, a w podrozdziale 5.2 — identyfikacje stalych materialowych pro-
ponowanego opisu makroskopowego.

5.1. Poszukiwanie opisu makroskopowego
— proces homogenizacji

Omoéwiona wezesniej strukture porowa osrodka, w procesie formutowania mikro-
skopowego opisu matematycznego, upraszcza si¢ i zaktada, ze w osrodku wystepuja
tylko dwa zakresy porow, tj.: mikropory, w ktoérych wystepuje gaz zwiazany (zasor-
bowany) oraz makropory, w ktorych wystepuje gaz wolny. Obszar ciata statego wraz
z mikroporami traktuje si¢ jako mikroporowate ciato stale. Nie wyroznia si¢ explicite
punktéw zajmowanych przez mikropory oraz cialo stale. Innymi stowy, do tego obsza-
ru stosuje si¢ opis kontynualny, tzn. punkty przestrzeni sa rownoczesnie zajmowane
przez wspotistniejace dwie fazy: ciato state i gaz zwiazany w mikroporach. Nie iden-
tyfikuje si¢ rowniez, w jakim stanie skupienia gaz wystepuje w mikroporach. Przyj-
muje si¢ natomiast, ze w przypadku rownowagi termodynamicznej w ukladzie, ilos¢
gazu w mikroporach jest okreslona izoterma sorpcji. Zaktada si¢ ponadto, Ze proces
transportu gazu zwigzanego jest rzadzony przez prawo dyfuzji molekularnej Ficka.
Oddziatywanie wzajemne: zwiazany w mikroporach gaz—cialo state modeluje si¢ row-
naniami niesprzezonej teorii dyfuzosprezystosci [117] (teoria pierwotnie zapropono-
wana do opisu uktadu dwufazowego stal-wodor, czyli mikroporowatego ciata statego
i gazu). Gaz w makroporach traktuje sig¢ jako barotropowa ciecz lepka Newtona.

5.1.1. Opis lokalny

Zgodnie z uczynionymi powyzej zatozeniami, opis lokalny tworza:
1. Mikroporowate cialo stale wraz z zasorbowanym gazem:
» roéwnania rownowagi

cl.=0, wV,, (5.3)

i,
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» roéwnania konstytutywne niesprzezonej teorii dyfuzosprezystosci

T = Ay € (w)-7.Cs, wl, (5-4)

U’

» rownania zachowania masy dla gazu zwiazanego w mikroporach

a—C—DC,,:O, w V. (5.5)
ot ’
2. Gaz w makroporach:
» roOwnania rownowagi
o, =0, WV, (5.6)
» réwnania konstytutywne barotropowe;j lepkiej cieczy Newtona
ol ==pS,+Ave, S+ ulv +v,,), whi, (5.7)
» roéwnanie zachowania masy
a_p+(pvi)i20’ WV], (58)
ot ’
» prawo gazu doskonalego dla procesu izotermicznego
p=Lep, wy, (5.9)
gdzie:
\ — sktadowa wektora predkosci gazu wolnego,
p — ci$nienie gazu wolnego,
Yol — gestos¢ gazu wolnego,
C — masa zasorbowanego gazu (gazu zwigzanego w mikroporach) w jednostce
objetosci ciala statego,
u; — sktadowa pola przemieszczenia ciata staltego,

s : / . . .
o, 1 0; —skladowe tensora naprezenia ciafa statego oraz gazu wolnego,

Qjjich — sktadowa tensora sztywnoS$ci sprezystej ciata stalego (zastosowano inne
oznaczenie niz w poprzednich rozdziatach, gdyz tym razem przez C ozna-
czono koncentracj¢ gazu zwigzanego),

D — wspotczynnik dyfuz;ji,

e;(u) — sktadowa tensora odksztatcenia ciata statego,

Ve — modut odksztatcenia sorpcyjnego ciata stalego,

Al — lepkosci gazu wolnego,

Pu — gesto$¢ gazu przy cisnieniu atmosferycznym,

Pa — warto$¢ cisnienia atmosferycznego,

Vi — objeto$¢ zajmowana przez mikroporowate ciato state w pojedynczej ko-

morce periodycznosci,
Vi — objeto$¢ zajmowana przez wypelnione gazem wolnym makropory.
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Podany uktad réwnan uzupetniaja warunki brzegowe na granicy rozdzialu faz 7
tj. na powierzchni rozgraniczajacej gaz wolny i mikroporowate ciato state:
» ciaglos¢ sktadowej normalnej strumienia gazu

lp(v,—i,)+DC,) N,=0, nar, (5.10)
» roOwnanie izotermy sorpcji
C=F(p), narl, (5.11)
» warunek adhezji
(v, —i,)t,=0, mnalrl, (5.12)

» ciaglos¢ wektora naprezenia
[a;.—a;,.] N;=0, nal. (5.13)

Dodatkowo zaktada sig, ze przed wystapieniem procesow sorpcji lub desorpcji
uktad jest w rownowadze termodynamiczne;j.

W rownaniach (5.10)—(5.13) zastosowano oznaczenia:
N; — sktadowa normalnej N do powierzchni 7,
t; —sktadowa wektora stycznego do powierzchni /-

5.1.2. Skalowanie opisu mikroskopowego

Zgodnie z oméwionym w rozdziale drugim matematycznym sformutowaniem
metody homogenizacji, opisu makroskopowego poszukuje si¢ przez zadanie, aby
£— 0. Powoduje to, w przypadku proceséw przeptywu, koniecznos$¢ skalowania opi-
su mikroskopowego. Polega ono na sukcesywnym, wraz z aktualna warto$cia skali
jednoktadnosci, pomniejszaniu wartosci lepkosci ptynu. W przypadku barotropowe;j
cieczy implikuje to: i — & uoraz A — & A.

Analizowany uktad sorpcyjny charakteryzuje jeszcze jeden proces transportu, tj.
proces dyfuzji gazu zwiazanego. Obecnos$¢ tego procesu powoduje, ze opis lokalny
musi by¢ dodatkowo przeskalowywany. Nalezy rozpatrzy¢ dwa przypadki:

1. Mikrostruktura o$rodka oraz jego wtasnosci dyfuzyjne indukuja rownie szybkie
zmiany koncentracji gazu zwiazanego, jak wystepujace w makroporach zmiany cis-
nienia gazu wolnego.

2. Mikrostruktura o$rodka oraz jego wtasnosci dyfuzyjne powoduja, ze proces dy-
fuzji jest zdecydowanie wolniejszy od procesu filtracji; oznacza to, ze zmianom
ci$nienia gazu w przestrzeni porowej nie towarzysza rownie szybkie zmiany koncen-
tracji gazu w mikroporach.

Wyrdznione dwa przypadki jasno wskazuja, ze analizowany uktad sorpcyjny ce-
chuja dwa charakterystyczne czasy procesow transportu, tj. czas filtracji — 7y oraz czas
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dyfuzji — Tp. Wyrdzniony przypadek 1. implikuje' T)/ Ty = O(1), natomiast przypadek
2.t0 Tp/Ty = O(e 7).

Przy transformacji pojedynczej komorki periodycznosci w jednoktadnos$ci o skali
£ proporcja tych czaséw nie moze ulega¢ zmianie. Niech T jf oraz T} oznaczaja cha-
rakterystyczny czas filtracji oraz charakterystyczny czas dyfuzji dla aktualnej wartosci

skali jednoktadnosci & Wtedy, zgodnie z prawem dyfuzji Ficka, charakterystyczny
czas dyfuzji mozna oszacowac jako

272
V;C=O(D£j:>T5=O el _of £, (5.14)
el V5 D
natomiast charakterystyczny czas filtracji
. el
T/ =0 e | (5.15)
S
gdzie:
/ — rzeczywisty wymiar (przed jednokladnoscia) pojedynczej komorki perio-

dycznosci,
Vp 1V} — $rednie predkosci: dyfuzji oraz filtracji dla aktualnej skali jednoktadnosci &.
Na podstawie zaleznosci (5.14) oraz (5.15)

Tg —o|riis| (5.16)
Ty D

Srednia predkos¢ filtracji V' nie moze zaleze¢ od warto$ci skali jednoktadnosci &

i zapewnia to, dokonane wczesniej, skalowanie lepkosci cieczy. Stalg proporcje cza-
sow charakterystycznych utrzymuje si¢ przez skalowanie wartosci wspotczynnika
dyfuzji. Dla wyr6znionych dwdch przypadkow otrzymujemy:

przypadek 1. I =0 (1)
Iy

I _olyei2|-00)=D—eD, (5.17)
Iy - D

' Symbol O( ) to tzw. symbol Landaua; stosowany jest w znaczeniu , jest wielkoscia rzedu”, czyli np.
Tp/T; = O(1) oznacza, ze iloraz czasoéw charakterystycznych: dyfuzji i filtracji jest wielkoscia rzedu 1,
natomiast 7 /T, = O(™") - ze sa wielkoscia rzedu £
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przypadek 2. % =0 (g_l)
S

I _o|reif|-o(e)= Do e, (5.18)
Ty - Db

Skalowanie to ,,dotyka”, wraz ze skalowaniem lepkosci cieczy, tylko réwnan:
(5.5), (5.7) oraz (5.10) opisu mikroskopowego. Dla wyrdznionych przypadkow maja
one postac:

przypadek 1. ;—é =0 (1) :

’
€ _.pc,-o, (5.52)
ot ’
ailj =—p5ij+52/1vk’k 5ij+52,u(vi’j+vj,i), (5.7a)
[p(v,—1i,)+eDC,] N, =0; (5.10a)
przypadek 2. Tg =O(€_1)Z
T
oC
—-&’DC, =0, (5.5b)
ot ’
Gé. =-po; + Ezlvk’ké'ij + EZILI(VI.J. + vj‘l.), (5.7b)
[p(v,. —,)+ gch,,.] N, =0. (5.10b)

Pelny opis mikroskopowy, po przeskalowaniu oraz podstawieniu réwnan konsty-
tutywnych (5.4) i (5.7) odpowiednio do (5.3), (5.6) oraz (5.13), ma postac:

» mikroporowate cialo stale wraz z zasorbowanym gazem:
rownania rownowagi

(a;'/'kh ekh(”)_ﬂ/cc%)’i =0, wVi, (5.19)

roOwnania zachowania masy dla gazu zwigzanego w mikroporach

Eoe"nC, =0, Wi, (5.20)



» gaz w makroporach:
roOwnania rOwnowagi

52/1vi’j.j+52(/1+/1)vj’ﬁ -p;=0, w/i,

roOwnanie zachowania masy

0
a—/;+(pv) =0, w/,

prawo gazu doskonatego dla procesu izotermicznego

p—&p, w V.

a
» warunki brzegowe na granicy rozdziatu faz 7":
cigglos¢ sktadowej normalnej strumienia gazu

[p(v,. —i,)+ ngc,,.] N,=0, nal,

roOwnanie izotermy sorpcji

warunek adhezji
(v,- —L't,.)ti =0 nal,
ciagtos¢ wektora napr¢zenia

[aykh ekh(u)—}/CC@j +po, +¢ Avkké +52,u(vi,_/. +vj,[)] N,=0, nal.

W rownaniach tych podstawienie m = 1 odpowiada przypadkowi 1.,

podstawienie m = 2 — przypadkowi 2.

5.1.3. Proces homogenizacji
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(5.21)

(5.22)

(5.23)

(5.24)

(5.25)

(5.26)

(5.27)

natomiast

Po wprowadzeniu do opisu mikroskopowego (5.19)—(5.27) rozwinigcia asympto-
tycznego dla v, p, p, u i C oraz uwzglednieniu prawa zmiany operatora pochodne;j

przestrzennej (2.82) otrzymujemy:

&’ % [aijkh € (“(O) )]+ 8_1{5

i i

0
0 x [, (0) 3 1) (0)
te {g [aijkh e (“ )"’ e (“( )_ 7.C0;, ]}

< (.0 (o © ©)
[“szh ekh(” )+ai/’kh eih(” )‘Vcc % ]+ [ykh ekh( )]}

+ 50{% [aiikh € (“(l))+ Diien € (“(2))_7cc(1)5z/ ]} +..=0, W, (5.28)
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(0) (0)
00CY a0 [ac j

ot oy oy
(0) 1) (0)
e 2260, 20, 2 (X0 0, w2
i Xi Vi X Vi
5 ap(o)
y;

(0) ) (0) o'
vl o P N e )2 D e c0, wh (5.30)
o, oy ;| o, Wi\

l

- a( p(O)Vi(O))_'_ 50{ op® N a( p(o)vfo))+ 6( p(o)vfl))+ 6( PONC

oy, ot Ox. oy; oy,

1

)}...:o, w ¥, (5.31)

80(p(°)—&p(°)J+gl(p“)—&p“)J+...=O, wV, (5.32)

a a

o0~ {0 i) o0 i)

1 1

(0) (0) ®
H e p9C | O p2C N,=0, nal, (5.33)
oy, x; ;
c®=F(p®), nar, (5.34)
(60 =)+ 2 (W0 =i, +..=0, nar, (5.35)

-1 (0) 0 (0) 1) (0) (0)
& [aijkh e, (u )]N,- +é& {aijkh e,fh(u )+ Qi e,fh(u )— 7.CV o, +p 5,:]} N,

Y @ v
1 x (,, 1) y{,,(2) 1) Q) k i J
te| agpen\u |+ agen\w” )=y, CV 6, +p o, — A4 O, —H +

[ y ( ) y ( ) y y ayk y ayj ayl

xN, =0, na I. (5.36)

1



189

Wigkszos¢ lokalnych zagadnien brzegowych, dla odpowiednich poteg parametru
&, ma podobna strukture jak lokalne zagadnienia brzegowe rozwazane w analizie teorii
porosprezystosci Biota. Wystgpuje w nich, oczywiscie, dodatkowy czton, zwiazany
z koncentracja gazu zwigzanego. W celu wigc nie powtarzania wszystkich przeksztat-
cen, bardzo podobnych do tych w rozdziale 3., przedstawia sig¢ tylko ostateczne roz-
wiazania kolejnych zagadnien lokalnych.

Wszystkie elementy przejécia ,,mikro—makro” analizowanego w niniejszym rozdzia-
le zagadnienia, z wykorzystaniem metody asymptotycznej homogenizacji, oméwione sa
szczegdtowo w pracach autora [97], [99] i [100]. Proces przeplywu gazu przez nieod-
ksztalcalny osrodek porowaty, ale z uwigzionym w mikroporach gazem, rozwazany jest
réwniez we wspolnej pracy autora niniejszej monografii z J.L. Auriaultem [98].

Przypadek 1. 22 = ofl),m=1

77

Uktady rownan — (5.28) przy ¢ > z (5.36) przy €', (5.29) przy ¢, (5.30) przy ¢ ',

(5.32) przy &° oraz (5.34) — prowadza do nastepujacych stwierdzen:

u® =4©® (x,t), (5.37a)
CO = O (x,1)=F(p®), (5.37b)
p(o) = p(o)(x,t), (5.37¢)
P =pO(x,1). (5.37d)

Nastepne zagadnienie brzegowe to rownania: (5.30) przy &°, (5.31) przy €', (5.33)
oraz (5.35) przy &". Po uwzglednieniu otrzymanych juz wcze$niej rozwiazan — (5.37a)
i (5.37b) zagadnienie to redukuje si¢ do III zagadnienia brzegowego, analizowanego
w rozdziale 3. Prowadzi ono, po usrednieniu, do klasycznej formy prawa Darcy’ego
filtracji ptynu

<v1-(°)>—nﬂi(o) - K, op , (5.38)
ox;
gdzie:
n — porowato$¢ osrodka rozumiana jako udzial frakcyjny makroporow w catej objg-
tosci osrodka,
K;; — efektywny tensor filtracji.
Kolejne zagadnienie brzegowe jest konsekwencja rownan: (5.28) przy & ' i (5.36)

przy &” (skorzystano réwniez z uktadu (5.37))
2
oy,

1

[aijkh el}rlz(”(O))’L L € (u(l))_ v.F (P(O) )5,-j]= 0, wlVi, (5.392)

Qi e,fh(u(o))+ Qi e,fh(u(l))— 7. F(p(o))éij +p(0)5”. N,=0, nal. (5.39b)
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Uktad (5.39) jest liniowy, wigc
u(x.) =& 0)es W) -0 ) p® 1y F () w(x).  (5.40)

gdzie pola: fijk (y) in; (y) to doktadnie rozwiazania tych samych zagadnien brzego-
wych, co analizowane w rozdziale 3., tj. (3.63) oraz (3.64). Funkcja LTi(x) jest dowol-
na funkcja wspotrzednej x. Ta nieokreslonos¢ jest wynikiem warunkéw brzegowych,
tj. periodycznos$ci pola przemieszczenia i naprgzenia, zagadnienie mozna zatem roz-
wiaza¢ z doktadnoscia co do statej.

Przy formutowaniu rownania (5.40) zalozono dodatkowo, ze szkielet mikroporo-
waty ma stata, niezalezna od wspotrzednej y, wartos¢ modutu y.. Zatozenie to pozwo-
lito zastosowaé rozwiazanie 7;(y) do okreslenia wplywu F(p”) na rozwiazanie

;" (x.).
Po zdefiniowaniu, podobnie jak w rozdziale 3., tensor naprgzenia catkowitego dla

rozwazanego uktadu, tj.
) ldlayeV,,
o] =0)a b, saie )=

rownania: (5.28) przy &°, (5.36) przy &' oraz (5.40) prowadza, po usrednieniu, do ma-
kroskopowych rownan réwnowagi oraz zwiazkow konstytutywnych dla os$rodka wie-
lofazowego, tj.

(5.41)

0 O'ZT

M =0, (5.42)
ox;

<GiJT‘> = Ay e () = p” =y F (P, (5.43)

gdzie parametry efektywne sa zdefiniowane zalezno$ciami:
;o ekh
Ay = (=1 )ay, +ag, (e, M),

a; =noy; +ayy, <€1fh (77)>, (5.44)

7y =7 (=m)8; = ay (e, (m):

Makroskopowe réwnanie zachowania masy dla gazu wolnego w makroporach
otrzymuje si¢ przez bezposrednie usrednienie rownania (5.31) przy &° z réwnocze-
snym uwzglednieniem warunku (5.33) przy &'. Ostateczna jego postaé to
(0)

~ +aixi[p(0)(<"z‘(0)>_””i(0))]+(1_”)61:!p(O)!

op
ot

n

+p" [%- &)= pp® +y BE(p® )} =0. (5:45)
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Wspotczynnik S to doktadnie ta sama stata materiatowa co w teorii porosprezysto-
$ci Biota. Szczegotowo jest analizowana w rozdziale 3.

Opis makroskopowy analizowanego przypadku tworza réwnania: (5.38), (5.42),
(5.43) oraz (5.45).

Przypadek 2.: I = O(g’l), m=2
T/

Podobnie jak dla m = 1, opis makroskopowy otrzymuje si¢ przez analiz¢ kolejnych
zagadnien brzegowych. W wigkszosci maja one dokladnie taka sama postac jak dla
m = 1. Pierwsza roznica pojawia si¢ w rownaniu ciagto$ci masy gazu zasorbowanego,
tj. rownaniu (5.29) przy &’. Obecnie, wraz z warunkiem (5.34), tworza one nastepuja-
ce zagadnienie brzegowe

(0) (0)
52 —D@yi(aac J=o, w7, (5.46)

i Vi
cO=F(p®) nar. (5.47)

Powyzsze zagadnienie rozwiazuje si¢ przez nastgpujace podstawienie
U (x,7,)=CO(x,y.0)-F (p), (5.48)

ktore, po dokonaniu na ukladzie (5.46)—(5.47) transformacji Laplace’a, prowadzi do
nastepujacego zagadnienia brzegowego w przestrzeni transformat

st (U)—%(DGL—(U)J = —L(Mj, w ¥, (5.49)

; ;i ot

£(U)=0, narl, (5.50)

gdzie:
s —dowolna liczba zespolona,
£ — transformata Laplace’a, tj.

o0

£(el)= [sl)ear

0

Roéwnanie (5.49) jest ponownie liniowe, a wigc rozwiagzanie w przestrzeni trans-
format ma postac

L(U)z—L(G(y,t))L(aFg(O) j 5:51)

gdzie funkcja G(y, f) jest rozwigzaniem nastgpujacego zagadnienia lokalnego
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sz;(G)—i(D&L—(G)J:l, wV, (5.51a)
oy, oy,
£(G)=0, mnarl. (5.51b)

Na podstawie twierdzenia o splocie otrzymujemy

! (0)
U(x, y,t) = —jﬂFa’;—) G(y,t—7)dr, (5.52)
0

co wraz z (5.48) implikuje

! (0)
C(O)(x,y,t)zF(p(o))—jﬂalt)—) G(y,t—r)dr. (5.53)
0

Dokonujac, po objetosci pojedynczej komorki periodycznosci, usrednienia rowna-
nia (5.53), otrzymujemy ostatecznie

<C(O)(x,y,t)> =(1- n)F(p(O))— j‘ﬂ@lﬁ% G(y,1- Z')> dr. (5.54)

Roéwnanie (5.54) wskazuje, ze aktualna $rednia warto$¢ koncentracji gazu zasor-
bowanego zalezy od historii pierwszej pochodnej po czasie z izotermy sorpcji. Funk-

cja <G (y,t - T)> jest nazywana funkcja pamigci.

Nowa posta¢ rownania (5.53) modyfikuje rowniez, w porownaniu do poprzednie-
go przypadku, nastgpne zagadnienie lokalne, ktére obecnie tworza réwnania: (5.28)
przy & '1(5.36) przy &° (zastosowano rowniez (5.53))

il:ai,‘khelfh (u(0>)+ [ (u(1> )— 2 {F(p((» )_ j%@c(y,z - r)dr}ﬁy.] =0, w V;,(5.55)
0

v

{aiikhe,’fh (u(o))+ a{/.khe,fh (u(l))—}/c F(p(o) )5{/. + p(o)ﬁy.:|Ni =0, mnal. (5.56)

Rozwiazanie tego uktadu ma posta¢ podobna jak (5.40), jednak z dodatkowym
elementem, wynikajacym z obecno$ci wyrazenia catkowego, t.

u® (x, )= & (0)el (1@ -0, 0) P + . F (p©)

! (0)
+7cj ﬂa”—)w,. (vt-7)dr+i(x), wV,, (5.57)
T
0
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gdzie pole wektorowe w;(y, ) jest rozwiazaniem, w przestrzeni transformat, nastgpu-
jacego zagadnienia lokalnego

%[a{ﬂm elmy(ﬁ[w(y’t)])—‘rL[G(y’t)]aij]:0’ w VS’ (558)

Qi e,my(L[w(y,t)])N,. =0, nal. (5.59)

Roéwnanie rownowagi dla osrodka wielofazowego oraz zwiazki konstytutywne sa
wynikiem rownan: (5.28) przy &°, (5.36) przy &' oraz (5.57), ktére po usrednieniu
prowadza do

8<o{>
T"=o, (5.60)

1

! (0)
<0'T> = A, e/fh(u)—ay.p(()) _yijF(p(O)).q.J- ﬂFap_)mij (l—T)dT,
T
0

i

(5.61)

gdzie funkcja pamigci m;(f) dana jest zaleznoScia
my (1) =7 {GO) 8+ 7. ayu{eh (W) ), (5.6)

Ostatnie prawo makroskopowe to prawo zachowania masy dla gazu wolnego
w makroporach. Jest ono wynikiem usrednienia réwnania (5.31) przy &° z jednocze-
snym uwzglednieniem warunku brzegowego (5.33) przy &'. Ponownie pomijamy
wszystkie przeksztatcenia i podajemy jego ostateczna postaé

o(c)
o

(0)

120 2o o))

T

+p<°)[a,~je';(u)—ﬂp+nﬁF(p)+j %ﬂm@—f)ﬁ}:o, (5.63)

gdzie f,(¢) to dodatkowa funkcja pamigci, zdefiniowana jako
B()==r.(e () (5.64)

oraz <C(°)> okresla zaleznos¢ (5.54).

W analizie przypadku 2. ograniczono si¢ tylko do przedstawienia zwiazkoéw, ktore
roznia si¢ od odpowiadajacych im zwiazkéw makroskopowych otrzymanych dla przy-
padku 1. Prawo filtracji Darcy’ego obowiazuje, oczywiscie, rowniez dla przypadku 2.
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5.1.4. Zbiorczy uktad rownan opisu makroskopowego

Zbiorczy uklad rownan opisu makroskopowego tworza (indeksy oznaczajace
pierwsze cztony rozwinig¢ asymptotycznych zostaty pominigte):

Przypadek 2.
roOwnania konstytutywne
[ OF
<U;> = Ajin € (1) = P = ¥ F(P) + I% my(t—7)dz,
0 T (5.65)
réwnania rownowagi dla osrodka wielofazowego
ool
M =0, (5.66)
Ox;
prawo filtracji dla gazu wolnego
. op
N—nu. =—-K, —— 5.67
<v’> nul y ax] 2 ( )
roOwnanie zachowania masy dla filtrujacego gazu
B0 () —na)]+ 26
n at +axl [p(<vl> nul)]+ at
(5.68)
. : : [ OF
P [a éu)~pp+r BE(p)+ | a(f)ﬂm(r —r)drj =0,
0
przy czym
[ OF
(c}:(1—n)F(p)—j$<G(z—r)>dr. (5.69)
0

Przypadek 1. Opis matematyczny ponownie tworza réwnania (5.65)—(5.69), do-
datkowo jednak: m;(f) = 0, £,(¢) = 0 oraz (G(¥)) = 0.

Opis matematyczny przypadku 1. mozna zinterpretowa¢ jako mieszane rdwnania
teorii dyfuzosprezystosci i teorii porosprezystosci Biota. Oddziatywanie gazu zwigza-
nego na gaz wolny jest okreslone w rownaniu zachowania masy przez czton zrodtowy,
tzn. pochodna czasowa koncentracji gazu zwiazanego oraz, dodatkowo, przez oddzia-
lywanie mechaniczne, bedace wynikiem sorpcyjnej rozszerzalnosci si¢ mikroporowa-
tego ciala stalego. Oddzialywanie mechaniczne gazu wolnego na cialo state jest kla-
sycznym oddziatywaniem proponowanym w teorii porosprezystosci Biota.
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Przypadek 2. jest opisany o wiele bardziej skomplikowana postacia réwnan. Opis
ten wykazuje silny reologiczny charakter. W prawie wszystkich rownaniach, tzn.:
zwiazkach konstytutywnych, rownaniu zachowania masy filtrujacego gazu wolnego,
obecny jest czton zalezny od historii pochodnej czasowej izotermy sorpcji. Jest to
wynik zalezno$ci (5.72), ktéra stwierdza, ze aktualna warto$¢ koncentracji gazu zwia-
zanego jest nie tylko funkcja, przez izoterme sorpcji, aktualnej wartosci cisnienia po-
rowego, ale zalezy réwniez od historii pochodnej czasowej izotermy sorpcji, a wigc
posrednio od historii zmian wartosci ci$nienia porowego. Zaleznosci te reprezentuja
tzw. efekt pamiegci. Fizycznie zjawisko to jest wynikiem nienadazania zmian koncen-
tracji gazu uwigzionego w mikroporach za zmianami wartosci ci$nienia gazu w ma-
kroporach. Mozna powiedzie¢, ze na poziomie lokalnym w uktadzie jest brak rowno-
wagi termodynamicznej. Opis matematyczny przypadku 2. jest oczywiscie bardziej
ogolny niz przypadku 1. W czasie ¢t — oo, przy jednoczes$nie niezmiennych warunkach
brzegowych, proces opisany rownaniami przypadku 2. staje si¢ procesem stacjonar-
nym i transformuje si¢ do opisu przypadku 1.

5.2. Identyfikacja statych materialowych

Identyfikacji statych materiatowych opisu makroskopowego dokonamy na pod-
stawie otrzymanych w procesie homogenizacji definicji parametrow efektywnych, tj.
rownan: (5.44), (5.62) oraz (5.64), jak rowniez wynikow badan laboratoryjnych pre-
zentowanych w literaturze przedmiotu [49]'. Skoncentrowano sig tylko na tych wiel-
kosciach efektywnych, ktore w rownaniach konstytutywnych (5.65) oraz prawie za-
chowania masy (5.68) okreslaja wplyw procesu sorpcji. W szczegdlnosci identyfikuje
si¢ funkcje pamigci: my(?), B, (¢) 1 {G(¥)) oraz stale materialowe: y; 1 y. .

Wielkosci efektywne ¢;; 1 B, state materiatowe teorii Biota sg szczegdtowo anali-
zowane w rozdziale 3.

Funkcje pamigei: m(f), B,(t) i (G(¢)) oraz stale materialowe y; 1 y. okreSlano na
podstawie warunku makroskopowej izotropii osrodka weglowego, tj.: warunku kla-
sycznie zaktadanego w badaniach laboratoryjnych uktadow sorpcyjnych [49].

Identyfikacje statych materialowych rozpoczynamy od sformutowania istniejacych
zaleznosci migdzy ,,nowymi” statymi a statymi teorii porosprezystosci Biota oraz od

' Wykorzystano réwniez wyniki: rownowagowych wartoéci pecznienia wegla w atmosferze dwu-
tlenku wegla przedstawione w pracy: Ceglarska-Stefanska G., Jagielto J., An application of vacancy
theory of adsorption to the analysis of the natural coal — CO,; system at high pressures, Arch. Min. Sci.,
Vol. 33, 1988, 369-377; oraz rdownowagowych warto$ci sorpcji przedstawione w pracy: Tarnowski J.,
Poréownawcza metoda opracowania prognozy stref zagrozonych wyrzutami wegla i gazu. Zgodnosé¢ pro-
gnozy ze stanem faktycznym w roznych warunkach geologicznych, materiaty XII miedzynarodowego
kolokwium nt. ,,Kierunki zwalczania zagrozenia wyrzutami gazow i skal w gornictwie podziemnym”,
Nowa Ruda—Radkow 1988, s. 189-227.
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okreslenia liczby niezaleznych wielkos$ci efektywnych. Z poréwnania definicji (5.44b)
1 (5.44c) wida¢, ze spetniona jest rownos¢

%, a; =0,
Ve (5.70)
ktora dla osrodka makroskopowo-izotropowego implikuje
2 ra=1, (5.71)
Ve

gdzie: y; =5, oraz a; = ad; .
Na podstawie tozsamosci a,,,0,; = 3K 6y, mozna dowies¢, ze definicje (5.62) oraz

(5.64) implikuja relacje

| 2{60)-m()

K

S

Bt

: (5.72)

w ktorej:

K, — modut odksztalcenia objetosciowego materiatu szkieletu oraz, dla osrodka ma-
kroskopowo-izotropowego,

mit) = m(1) ;.

Tozsamos¢ (5.70) oznacza, ze efektywny modul odksztalcalnosci sorpcyjnej y; jest
skorelowany z tensorem materialowym teorii Biota oraz modutem odksztatcalno$ci
sorpcyjnej 7 ciala mikroporowatego. Zwiazek (5.70) pozwala prawie natychmiast
przetransformowaé wyniki rozdzialu 3., odnos$nie wpltywu réznych geometrii prze-
strzeni porowej na wartosci tensora ¢;;, na odpowiednie stwierdzenia odno$nie warto-
Sci tensora y;. Podobnie moga by¢ rowniez przetransformowane, otrzymane w roz-
dziale 3., oszacowania wartosci tensora a;,.

Tozsamos¢ (5.72) wskazuje, ze proponowany model cechuja tylko dwie niezalez-
ne funkcje pamigci, tj. m(?) i (G(¢)).

Otrzymane zwiazki (5.71) 1 (5.72) dowodza rowniez, ze do pelnej identyfikacji
wielkosci efektywnych proponowanego modelu wystarcza, w przypadku znajomosci
odpowiednich stalych materiatowych opisu Biota, okreslenie postaci funkcji pamiegci
m(f) 1 (G(¢)) oraz wartosci statej . Oczywiscie pelny opis procesu sorpcji wymaga
rowniez identyfikacji postaci funkcji opisujacej izotermg sorpcji, tj. F(p).

W dalszej czesci okreslone zostana, na podstawie wynikow badan laboratoryjnych,
tylko wielkoS$ci stowarzyszone z procesem sorpcji i pecznienia sorpcyjnego. Pozostate
stale materiatowe, jak K oraz «, traktuje si¢ jako dane. State te charakteryzuja tylko
porowaty szkielet i nie zaleza od rodzaju plynu wypelniajacego pory osrodka. Nalezy
je wiec wyznaczaé, dla uktadow sorpcyjnych, przez eksperyment wykonany na anali-
zowanym osrodku porowatym, gdy jego przestrzen porowa jest wypelniona plynem
obojetnym. Taki eksperyment pozwala rozseparowa¢ wpltyw hydromechanicznego
sprzezenia w nasyconym osrodku porowatym od procesu sorpcji.
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Funkcja pamiegci (G(1))

Do identyfikacji tej funkcji wykorzystano wyniki: analizy teoretycznej, przedsta-
wione we wspoélnej pracy autora z J.L. Auriaultem [98], oraz wyniki badan ekspery-
mentalnych przedstawione w publikacji [49].

Dzigki przyjeciu pewnej idealizacji szkieletu weglowego okreslono analityczna
posta¢ rozwiazania zagadnienia lokalnego (5.51a)—(5.51b) i posta¢ funkcji pamigci
(G(¥)). Zatozono, ze o$rodek porowaty jest utworzony z kolekcji jednakowych kulek
zbudowanych z mikroporowatego ciata statego i otrzymano [98]

(G(1))= i ZL o Pl R (5.73)
=1 b
gdzie:
R — promien pojedynczej kulki,
i - liczba naturalna.

W badaniach laboratoryjnych opisanych w pracy [49], w specjalnie skonstruowa-
nym aparacie, dokonywano réwnoczesnych pomiaréw, w tych samych chwilach cza-
sowych, wielko$ci sorpcji oraz warto$ci pgcznienia sorpcyjnego. W eksperymencie
tym probka nasycana byla dwutlenkiem wegla pod cisnieniem 2 MPa. Oprocz cisnie-
nia gazu do probki nie przyktadano zadnego obciazenia. W czasie nasycania mierzono
wielko$¢ sorpcji oraz warto$¢ pecznienia probki.

Zgodnie z zaleznoscia (5.69), wielko$¢ koncentracji gazu zwiagzanego, w funkcji
czasu, okresla rownanie

(©0=0-nF(p)- [ (G ) . (5.74)

Przyjmujac dodatkowo, ze w cytowanym eksperymencie [49], ze wzgledu na bardzo
male probki uzyte do eksperymentu (pojedynczy wymiar probki to okoto 2 ¢cm), proces
wypetnienia makroporéw odbyt si¢ natychmiastowo, réwnanie (5.74) prowadzi do

v, (60)

Mz(t—>oo)_ l-n

: (5.75)

gdzie:
M(?) — aktualna warto$¢ masy zasorbowanego gazu w probce,
M (t—©) — rownowagowa warto$¢ masy zasorbowanego gazu w probcee.

Posta¢ funkcji pamigci zidentyfikowano na podstawie wynikow eksperymentu
[49] metoda regresji nieliniowej. Zatozono, zgodnie z wynikiem (5.73), ze funkcja
pamigci moze by¢ przyblizana szeregiem

(G) t : (5.76)

=ge " +g,e ™ +...
I-n

gdzie: Ty, T, ... oraz g, &, ... to poszukiwane state modelu.
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W wyniku wpisywania si¢ w rezultaty eksperymentu [49] okazato sig, ze
uwzglednienie tylko dwdch cztondéw rozwinigcia (5.76) doskonale weryfikuje dane
z eksperymentu (rys. 5.1). Wyznaczono: g, = 0,3086, g, = 0,4735, T} = 2246 s oraz
T 2= 278 s.

L —
0.8 /
/‘< wyniki do§wiadczalne [49]

0,4 / ] zalezno$¢ (5.75) z (5.76)
T,=2246s, T,=278 s
21 =0,3086, g,=0,4735 H

0.0/ |

0] 10 20 30 40

t [min]

Rys. 5.1. Wzgledna warto$¢ sorbowanego gazu w czasie. Ci$nienie gazu wolnego p =2 MPa
Fig. 5.1. Relative value of a gas being sorbed versus time. Free gas pressure p =2 MPa

Funkcja pamigci m(t)
Zgodnie z warunkami oméwionego wczesniej eksperymentu [49], proponowane
rownania konstytutywne (5.65) implikuja

t
-p=K, ¢, (t)—ap—)/F(p)+J.M m(t—r)dz',
o 07 (5.77)
gdzie:
& — odksztalcenie objetosciowe probki,
K, — efektywny modut odksztalcenia objetosciowego probki.
Po zastosowaniu dodatkowo zwiazku (3.113)

a=1-=0 (5.78)

N

oraz (5.71), rbwnanie (5.77) mozna przeksztatci¢ do postaci
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_ P Ve gy L [OF(p()
&,(1)= KS+KSF(p) KJ. e m(t—7)dr. 579)

20

Ponowne zastosowanie przyblizenia o natychmiastowym wypetieniu makropo-
réw sprawia, ze rownanie (5.79) implikuje

gv(t):_K£+%F(p){1_ £, m(t)}.

c o

(5.80)

Po wprowadzeniu dodatkowych oznaczen, tj.: p, — gesto§¢ wilasciwa mikro-
porowatego szkieletu weglowego bez zasorbowanego gazu, M; — masa szkieletu
weglowego probki bez zasorbowanego gazu, zaleznos¢ (5.80) mozna wyrazic¢ nastgpu-
jaco

(5.81)
gdzie

a =Ll (5.82)

moze by¢ zinterpretowany jako efektywny sorpcyjny wspotczynnik rozszerzalnosci
objetosciowej, natomiast M, (r—0)/M, reprezentuje rOwnowagowa warto$¢ zasorbo-
wanej masy gazu w jednostkowej masie szkieletu. Z danych eksperymentu wyznaczo-
no M (t—o0)/M; = 0,0589.

Przyjmujac, podobnie jak dla funkcji pamigci (G(¥)), przyblizenie

t t

K, m(t)=m, e+ m, e_i, (5.83)
K

o

metoda regresji nieliniowej wyznaczono: A = 0,2136, m; = 0,0803 oraz m, = 0,7978.
Wartosci parametrow 7 oraz 7T nie zmieniano. Ponadto przyjgto typowa warto$¢ mo-
dutu odksztatcenia objgtosciowego szkieletu K, = 8000 MPa.

Na rysunku 5.2. pokazano, ze proponowana funkcja pamigci (5.83) bardzo dobrze
opisuje wyniki eksperymentalne.

W pracy [49] badano réwniez efektywne parametry sprezystosci samego wegla
(bez udziatu gazu). W wyniku dodatkowych obliczen stwierdzono, ze K, = 413 MPa.
Zaleznos¢ (5.78) pozwala, przy przyjetej wartosci K; = 8000 MPa, okresli¢ wartos$¢
wspotczynnika a. Otrzymano « = 0,948. Ponadto, dla zadanej wartosci p, zwia-
zek (5.82) jednoznacznie determinuje wartos$¢ statej y. w zaleznos$ci od wartosci 4
i K,. Przyjmujac typowa warto$¢ dla wegla kamiennego p. = 1800 kg/m’, wyzna-
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czono 7 = 949333 m?/s’. Warto§¢ ta, zgodnie z tozsamoscia (5.71), implikuje
y=49365 m?/s”.

&
[%0]
1,2 /_.__*7 mary
[ ]
1,0 r/'\/—
0,8 /
/ wyniki doswiadczalne [49]
0,61 —f—= : :
/ ~~ zaleznos¢ (5.81) z (5.83)
0,4 2=0,2136 !
/ my = 0,0803, m,=0,7978
0,2
/
0,0l
0 10 20 30 40
¢t [min]

Rys. 5.2. Warto$¢ pgcznienia w czasie. Cisnienie gazu wolnego p =2 MPa
Fig. 5.2. Sorption swelling versus time. Free gas pressure p =2 MPa

Izoterma sorpcji F(p)
NajczeSciej stosowanymi modelami matematycznymi izotermy sorpcji sa:

» izoterma Langmuira

M. _ _Bpp. (5.84)
Ms BZ + p/pa ’

» izoterma Freundlicha
M 1/}11
—Z:k(iJ , (5.85)
M, Pa

gdzie
F(p) = p-M./M;.
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Poréwnanie izoterm sorpcji okre§lonych rownaniami: (5.84) oraz (5.85) z wyni-
kami badan laboratoryjnych przedstawiono na rysunku 5.3% Rysunek ten dowodzi, ze
do uktadu sorpcyjnego wegiel kamienny—dwutlenek wegla réwnanie izotermy sorpcji
wedtug Langmuira bardzo dobrze opisuje wyniki eksperymentalne.

MZ

M ‘ :
0,06 ]
0,05 & wyniki doswiadczalne® | |
0,04 ' izoterma Langmuira
0,03 / ‘ B, =10,095, B, =6,155
0,02 /

/ izoterma Freundlicha
0,01 k=0,0213, n,=2,68 |4
0,00} | | | B
0 0,5 1 1,5 2 2,5 3
p [MPa]

Rys. 5.3. Izoterma sorpcji
Fig.5.3. Sorption isotherm

Na rysunku 5.4 przedstawiono wyniki badan do$wiadczalnych® réwnowagowych
wartosci pecznienia probki weglowej w atmosferze dwutlenku wegla. Niestety, uzyte
do badan probki weglowe to nie te same, ktore badano w pracy [49], ani rOwniez nie
te, ktore wykorzystano do zidentyfikowania rownania izotermy sorpcji. W celu wigc
ilosciowego dostosowania proponowanego modelu do wynikow eksperymentu ko-
nieczna byta zmiana warto$ci parametréw izotermy sorpcji (rys. 5.4). Wartos¢ wspot-

2 Wykorzystano wyniki doswiadczalne przedstawione w pracy: Tarnowski ., Poréwnawcza metoda
opracowania prognozy stref zagrozonych wyrzutami wegla i gazu. Zgodnos¢ prognozy ze stanem faktycz-
nym w roznych warunkach geologicznych, materiaty XII migdzynarodowego kolokwium nt. ,,Kierunki
zwalczania zagrozenia wyrzutami gazow i skal w gornictwie podziemnym”, Nowa Ruda—Radkow 1988,
s. 189-227.

? Wykorzystano wyniki doswiadczalne z pracy: Ceglarska-Stefanska G., Jagietto J., An application
of vacancy theory of adsorption to the analysis of the natural coal — CO, system at high pressures, Arch.
Min. Sci., Vol. 33, 1988, 369-377.
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czynnika A przyjeto jednak taka, jaka wyznaczono wedhug eksperymentu rownocze-
snej sorpcji i pecznienia przedstawionego w pracy [49].

&
/0//
[%] Lo
1,5 7\/
1,0 /\ wyniki doswiadczalne® | |
/In
0,5 7/ proponowany model
/ 2=02136

/ B, =0,115,B,=16,778 [

0.0| T

0 1 2 3 4 5 6 7
p [MPa]

Rys. 5.4. Warto$¢ pecznienia w funkcji wartos$ci ci$nienia gazu wolnego
Fig. 5.4. Sorption swelling versus free gas pressure

Przy zmienionych parametrach izotermy sorpcji, model bardzo dobrze wpisuje sig
w wyniki badan eksperymentalnych.

5.3. Wnioski

Przedstawiony matematyczny opis makroskopowy procesow zachodzacych w ukta-
dach sorpcyjnych wskazuje, ze uwigziony w mikroporach gaz oddzialuje zarowno na
proces filtracji gazu wolnego, jak i na mechaniczne zachowanie si¢ ciata stalego.
Otrzymane zwiazki konstytutywne mozna interpretowaé jako mieszane roéwnania teorii
dyfuzosprezystosci 1 teorii porosprezystosci Biota. Zaleznie od wihasnosci dyfuzyjnych
mikroporowatego ciata statego oraz od jego mikrostruktury zachowanie si¢ uktadu moze
wykazywa¢ bardzo silny charakter reologiczny. Objawia si¢ to w efektach pamigci wy-
stepujacych w zwiazkach konstytutywnych oraz w zaleznosci wielkosci koncentracji
uwigzionego gazu od historii pierwszej pochodnej czasowej z izotermy sorpcji.

Na podstawie dostgpnych w literaturze przedmiotu wynikoéw badan laboratoryj-
nych zidentyfikowano posta¢ funkcji pamigci wystepujaca w rownaniach konstytu-
tywnych oraz posta¢ funkcji pamigci pozwalajaca okresla¢ warto$¢ koncentracji gazu
w funkcji czasu procesu. Otrzymano dobra zgodno$¢ modelu z wynikami badan eks-
perymentalnych.
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Podsumowujac otrzymane w punkcie 5.1.3, dla dwoch wyrdznionych przypad-
koéw, opisy makroskopowe stwierdzono, ze opis przypadku 2. transformuje si¢ do
opisu 1. przy ¢t — o. Przedstawiona funkcja pamigci (5.73) dla o$rodka utworzonego z
kolekcji jednakowych kulek wskazuje jednak, ze transformacja tych opiséw moze by¢
rowniez wynikiem mikrostruktury, tak jak sugerowano przy skalowaniu opisu mikro-
skopowego: mikrostruktura osrodka oraz jego wiasnosci dyfuzyjne indukujq rownie
szybkie zmiany koncentracji gazu zwiqzanego jak wystepujqce w makro-porach zmia-
ny cisnienia gazu. Zauwazmy, zgodnie z (5.73), przyjecie R — 0 oznacza, Ze na po-
ziomie lokalnym uktad nieskonczenie szybko osiaga stany rownowagi termodyna-
micznej. Wtedy wlasnie zaczyna obowiazywac opis matematyczny sformutowany dla
przypadku 1. Ten efekt autorzy pracy [10] obserwowali podczas nasycania woda i
zaggszczania sztucznie preparowanych gruntéw itowych. Stwierdzili, ze ich model
zaproponowany w pracy [9] tego nie uwzglednia oraz ze odpowiedzialne sa za to pro-
cesy transportu zasorbowanej substancji w mikroporach. Wydaje si¢ wigc, ze mimo iz
prezentowany powyzej opis matematyczny otrzymano dla uktadu sorpcyjnego: ciato
state o hierarchicznej budowie poréw—gaz, to moze by¢ roéwniez, przynajmniej jako-
sciowo, stosowany do innych uktadéw wielofazowych.
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6. Metoda homogenizacji
w bezposredniej praktyce inzyniera

Przedstawione w poprzednich rozdziatach rozwazania miaty charakter pod-
stawowy. Weryfikowane byly przede wszystkim ogdlne teorie opisu matema-
tycznego deformacji nasyconych os$rodkéw porowatych. Podstawowa wilasnosé
metody homogenizacji, wyrozniajaca ja od innych metod modelowania matema-
tycznego, tj. mozliwo$¢ okreslania warto$ci parametrow efektywnych opisu makro-
skopowego, stosowana byla w badaniu roli struktury wewngtrznej o$rodka oraz jej
zmian, wywotanych np. procesem kruchego pegkania, na wartosci parametréw efek-
tywnych.

W codziennej praktyce inzyniera wlasnie ta wlasnos¢, tj. mozliwos¢ okreslania pa-
rametrow efektywnych, jest najwazniejsza. Jak juz wspomniano we wstgpie do niniej-
szej monografii, podstawowym zatozeniem odnos$nie zaré6wno osrodka gruntowego,
jak 1 skalnego stosowanym w procesie projektowania jest ich makroskopowa ciagtosé¢
i jednorodno$¢. Kluczowym elementem procesu projektowania jest wigc dobor para-
metréow efektywnych. O ile w przypadku os$rodka gruntowego parametry mierzone
w laboratorium moga by¢ traktowane jako efektywne, o tyle w przypadku masywu
skalnego — nie. W laboratorium, na matych probkach, sa okreslane wtasciwosci skaty.
W rozwiazywaniu zagadnien inzynierskich zasadnicze znaczenie ma jednak skala
masywu skalnego. Istnieje, oczywiscie, zasadnicza rdéznica migdzy wartosciami wia-
snosci mechanicznych skat i masywu skalnego, gldwnie jako wynik wystepujacych
w masywie skalnym nieciaglosci.

Masyw skalny charakteryzuje wielostopniowo$¢ [155], wynikajaca z wystgpowa-
nia w nim elementéw strukturalnych ptaskich (nieciagtosci) i przestrzennych (blo-
kow). Strukturg taka okresla si¢ mianem ,,systemu blokowego”. Spgkania wystepuja
na 0go6t w sposob uporzadkowany. Drugim elementem strukturalnym masywow skal-
nych jest warstewkowos$¢, bedaca najczesciej wynikiem warunkéw sedymentacyjno-
-diagenetycznych.

W obu tych przypadkach, to jest struktur blokowych i warstewkowych, w procesie
projektowania dysponujemy najczgsciej parametrami mechanicznymi poszczegodlnych
elementow strukturalnych masywu skalnego. Konieczne jest wigc ,,przejscie” z tymi
parametrami na masyw skalny, to znaczy okreslenie wartosci parametrow efektyw-
nych.

Celem niniejszego rozdziatu jest szczegdlowe przedstawienie i omowienie metod
okreslania parametrow efektywnych dla struktur blokowych i warstewkowych. Po-
niewaz w praktyce geotechnicznej coraz czgsciej stosowane sg réoznego rodzaju geo-
kompozyty (grunt zbrojony [138], grunt wzmocniony zuzytymi oponami [3], grunt
wzmocniony pionowymi kolumnami [6], skotwiony masyw skalny [28]), rozdzial ten
konczy wigc analiza no§nos$ci granicznej gruntu zbrojonego.
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6.1. Parametry efektywne
spekanego blokowo masywu skalnego

Istnienie nieciagtosci w masywie skalnym ma zasadniczy wplyw na jego wlasno-
$ci mechaniczne i wytrzymatosciowe. W celu jakosciowego i ilosciowego uwypukle-
nia wplywu tych spekan na makroskopowe wlasnosci masywu skalnego, w dalszej
czescl niniejszego rozdziatu zatozono, ze bloki tworzace analizowana strukturg sa
nicodksztatcalne. Makroskopowe deformacje osrodka sa wigc wynikiem tylko defor-
macji na powierzchniach kontaktu migdzy blokami, tzn. sa wynikiem wzajemnego
przesuwania i obrotu blokow.

Geometrig analizowanej struktury przedstawiono na rysunku 6.1. W celu uogol-
nienia rozwigzania przyjgto przesunigeie jednej warstwy wzgledem drugiej o parametr x.
Taki uktad spgkan jest okreslany mianem ,blokowy drugiego rodzaju” [76]. Gdy
x =0, wtedy struktura taka jest nazywana ,,blokowa pierwszego rodzaju”.

v

/
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Rys. 6.1. Spgkany blokowo masyw skalny
Fig. 6.1. Blocky-jointed rock mass

6.1.1. Deformacje sprezyste

Zgodnie z zaprezentowana wczesniej procedura metody homogenizacji, zagadnie-
nie poszukiwania opisu ekwiwalentnego, jak rowniez wartosci parametrow efektyw-
nych, spgkanego blokowo masywu skalnego rozpoczyna sformulowanie lokalnego
opisu matematycznego rozwazanego zagadnienia. Opis ten tworza:

» roéwnania rownowagi dla bloku &

—7L =0, (6.1)
» warunek nieodksztalcalnosci sie bloku

Guf aujf
a—+a— = 0, (62)
)Cj X

1
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» zwiazki fizyczne dla powierzchni kontaktu (zatozono liniowa sprezystosé)
L) ©

» warunek ciagto$ci wektora naprezenia na powierzchni kontaktu

{% N,} =0, (6.4)
gdzie (rys. 6.2)
[]=tim (u* ) (6.5)

T," — sktadowa naprezenia na powierzchni kontaktu,

N, —normalna do powierzchni kontaktu.

A r
u u
—> —>
-
Tr

Rys. 6.2. Schematyczny obraz pél fizycznych na powierzchni kontaktu
Fig. 6.2. Schematic of physical fields on a contact surface

Przedstawiony powyzej opis lokalny, dla kazdego bloku z osobna, nie jest zbyt
dogodny do analizy, dlatego dalsze rozwazania beda prowadzone na tzw. polach roz-
mytych. Niech:

1, gdy xeV*,
h*(x)= (6.6)
0, gdy x¢ yk ,

definiuje tzw. funkcj¢ charakterystyczna dla bloku k. Pole przemieszczenia oraz pole
naprezenia, w calym obszarze REO, mozna przedstawic jako
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u(x):ghk(x)uk(x), 6.7)

ot ()= 1 (x) ot (x). 6.8)

gdzie:
vk — objetos¢ pojedynczego bloku,
N —liczba blokéw w REO.

Nalezy zaznaczy¢, ze wprowadzone zwiazki (6.7) i (6.8), ze wzgledu na niecia-
glos¢ funkcji charakterystycznej, nie sa odpowiednio ,,gladkie” w sensie matematycz-
nym. W dalszej wigc czesci wszystkie pochodne przestrzenne sa rozumiane w sensie
dystrybucyjnym, tzn.

(),
h() S+ Dl (69)
1 Ye =1

N
Ou;
o=

N -

gdzie:

M —liczba powierzchni kontaktu w REO,

or — delta Diraca w przestrzeni trojwymiarowej zwiazana z powierzchnia 7

N" — wektor normalny do powierzchni I~ zorientowany w kierunku dodatnim wzgle-
dem uktadu odniesienia.

Po uwzglednieniu pél fizycznych (6.6)—(6.9) oraz wprowadzeniu rozwinigcia
asymptotycznego, wraz z prawem zmiany operatora pochodnej przestrzennej, opis
lokalny rozwazanego zagadnienia ma postac:

» roOwnanie rownowagi

-1 =D (0)
2 80‘3 ) = 80,7 +6aij
oy, o, o,

o0c®  po® ooV ooP
g Ut/ GPUpAD et/ B St/ N QUU R |} (6.10)
ox. 6yi axi 8)/

i i

» warunek nieodksztatcalnosci blokow

)3 v oot )|

=1

i g‘){e;; (u®)+ eﬁc(u(l))—%z {0587 +[u] 5FN,T}} fell =0, (611

I'=1
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gdzie:
1 Ou;, Ou,
* = —4 4+ —£ , 6113
i) =3 2020 (6110
o) ()= Qo O | (6.11b)
2\ oy oy

» zwiazki konstytutywne dla powierzchni kontaktu
I _ —lgpT |, (0 0| (1) 1T |, (2
I =¢ K; {uj }+£ K; {uj :|+6‘Kij {uj }+ (6.12)

Nalezy zaznaczy¢, ze ze wzgledu na mozliwa nieciagto$¢ pol fizycznych na brze-
gach REO (wystepowanie powierzchni kontaktu) warunek lokalnej periodycznosci
analizowanych pdl musi by¢ rozumiany w szerszym sensie (rozrézniane musza by¢
warto$ci lewo- 1 prawostronne na powierzchni kontaktu), tzn.:

u® (07 )=u® (1), (6.132)

u® (0" )=u® (7). (6.13b)

(0)

Rozwiazanie pola v, (x Y j) wewnatrz REO

Mnozymy réwnanie (6.10) stojace przy & > przez pierwszy czlon rozwinigcia
asymptotycznego pola przemieszczenia i otrzymujemy

ootV
—a” ul? =0. (6.14)
Vi

Usrednienie rownania (6.14) po objgtosci REO oraz wykorzystanie zwiazku kon-

stytutywnego dla powierzchni kontaktu (zalezno$é (6.12) przy & '), po przeksztatce-
niach, prowadzi do

r=1r

f (&) {u,@)} {uﬁo)}dsz. (6.15)

Roéwnanie (6.15) przedstawia energig sprezysta zgromadzona na powierzchniach
kontaktu wewnatrz REO i jest wielko$cia dodatnio zdefiniowana, wobec tego

{u;ﬂ =0 (6.16)

na kazdej powierzchni kontaktu 7
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Zaleznos$¢ (6.16) wraz z warunkiem nieodksztatcalno$ci si¢ blokow (wyrazenie
przy ' w réwnaniu (6.11)) daje

el (u®)=0, (6.17)

co wraz z warunkiem periodycznosci implikuje niezalezno$¢ pierwszego czlonu roz-
winigcia asymptotycznego pola przemieszczenia od mikroskopowej zmiennej prze-
strzennej y, tzn.

u® =u®(x,). (6.18)

Rozwigzanie pola u(l)( X,y /.) wewnatrz REO

Przed przystapieniem do rozwiazywania pola " ( X,y j) zauwazmy, ze warunek

nieodksztatcalnosci sig blokow (wyrazenie (6.11) przye”) po usrednieniu po objetosci
REO prowadzi do definicji tensora makroodksztatcenia

Zj {uONE +[u® | N] far. (6.19)

2| Vol VREoll =

Definicja tensora makronaprezenia jest konsekwencja rownan réwnowagi ((6.10)
przy &), ktore dzieki (6.18) i (6.12) redukuja sig do postaci
(0)
do g

y;

E, = e (u”)-

= 0. (6.20)

Warunek ten implikuje dwa rownowazne sformulowania tensora makronapreze-
nia. Poniewaz o (0) jest polem samozréwnowazonym (roéwnanie (6.20)), spetnione jest
wiec rowniez

oo, ;-(/O)J/k

_ (0
o o (6.21)

ktore po usrednieniu po objetosci REO prowadzi do
O\ _ /=)
(o), =(o). (6.22)

Lewa strona powyzszej rownosci jest wartoscig §rednia po powierzchni, prawa na-
tomiast — po objetosci. Takie sformulowanie tensora makronaprgzenia pozwala ogra-
niczy¢ rozwazania rozkladow naprg¢zenia wewnatrz REO, wywolanych przez pole

u®

U;

( X;5 j) do analizy rozkladow naprezen na powierzchniach kontaktowych.

Zaleznos¢ (6.21) implikuje rowniez drugie, takze wygodne, sformutowanie tensora
makronaprezenia (rys. 6.3)
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(o) = ! ZN: Trir, (6.23)

gdzie:

N —liczba blokéw w REO,

M, — liczba powierzchni kontaktu w bloku «
oraz:

[r/ifar

T =[rlar, i - (6.24)
r

F—-
[r/ar
I
Definicja (6.23) jest znanym zwiazkiem Love—Cristoffersena stosowanym w ana-
lizie osrodkoéw granulowanych [58].

A
B2

N

v

Rys. 6.3. Schematyczny obraz zmiennych stosowanych w definicji tensora makronapr¢zenia
Fig. 6.3. Schematic of variables used in a definition of macro-stress tensor

Majac zdefiniowane wielkosci makroskopowe, sformutowanie makroskopowych

zwiazkow konstytutywnych oraz okreslenie warto§ci parametréw efektywnych jest
bezposrednia konsekwencja rozktadu ui(l)(x Y j) wewnatrz REO.

Poniewaz zwiazki na powierzchniach kontaktu sa liniowe, wobec tego rozwiaza-
nia u(l)(xj, y j) mozna poszukiwaé przez analiz¢ prostych przypadkéw Sciskania

i

i$cinania (zasada superpozycji). Ponadto, rozktad pola ul.(l)(xj, y j) wewnatrz REO
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jest, przede wszystkim, konsekwencja warunku nieodksztatcalnosci si¢ blokow. Za-
uwazmy bowiem — wyrazenie (6.11) przy &” implikuje warunek

v, wyel, e (u®)=—ef (u), (6.25)
ktory implikuje liniowy rozktad pola przemieszczenia ui(l)(x Y j) wewnatrz kazdego
bloku.

Okreslenie pola ufl)(xj, y j) dla zadanego makroodksztatcenia polega wigc na na-
daniu liniowych rozktadow pola przemieszczenia wewnatrz kazdego bloku, w taki

sposob, aby spetniony byt warunek (6.25) oraz — dodatkowo — warunek periodyczno-
sci. W celu spetnienia warunku periodycznosci na powierzchniach kontaktu musza

by¢ zatozone nieciaglosci pola ufl)(x i yj). Nieciagtosci te musza mie¢ takie wartosci,
aby indukowane przez nie naprgzenia kontaktowe zapewnialy rownowage poszcze-
golnych blokéw wewnatrz REO i periodycznos$¢ pola naprgzenia. Wartosci naprgzen
kontaktowych okresla zwiazek ((6.12) przye®), tzn.

r _or|. o
T =K/ {u(, } (6.26)

Dalej przyjeto, ze sztywnos¢ kontaktu w kierunku normalnym jest réwna £,, na-
tomiast w kierunku stycznym — k.. Rozwiazania przypadkow prostego $ciskania 1 $ci-
nania przedstawiono ponizej.

Proste $ciskanie w kierunku Y,

Zadano makroodksztatcenie: £, = =biE,=E,=0.
2%

O]

Rozklad pola u; (xj, yj) wewnatrz REO przedstawiono na rysunku 6.4. Rozktad

ten implikuje naprezenia kontaktowe tylko na powierzchniach prostopadtych do osi ¥
0 wartosci

T, =kn%, (6.27)
2
wobec tego sktadowe tensora makronaprezenia od wymuszenia makroodksztalceniem
(0)
Ey, = Ouy " _ b sa rowne
2
o\_; b
<O'22 > =k, 5 Ey, (6.28a)

(o) =(0)=0. (6.28b)
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bl,/4

| 1 |

)

Rys. 6.4. Pole przemieszczenia u; (x 1D j) w prostym $ciskaniu Y,

Fig. 6.4. Displacement field ui(l)(x 1D j) during simple compression Y,

al, /2

g
I
X
N
Q
(@]
-
j——

|,

T et S
p T e

\ﬁ\ﬁ\t\»\.\ | Y,
W al, 12

m izl

Rys. 6.5. Pole przemieszczenia ul.(l)(x 1D /.) w prostym $ciskaniu Y

T

Fig. 6.5. Displacement field ui(l)(x 1D j) during simple compression Y}
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Proste Sciskanie w kierunku Y,
6u(0)
Zadano: E,,=——=a i E,,=E,,=0.
M

Pole ui(l)(x i yj), spetniajace warunek nieodksztatcalnosci (6.25) i warunek perio-

dycznosci przemieszczenia, pokazano na rysunku 6.5. W celu zapewnienia periodycz-
no$ci tensora naprezenia przedstawiony na rysunku 6.5 rozktad pola przemieszczenia
sparametryzowano, chwilowo nieokreslonym, parametrem c. Warto$¢ tego parametru
otrzymuje si¢ przez analizg rozkladu sit dziatajacych na blok srodkowy (rys. 6.6).

Periodyczno$¢ tensora naprgzenia implikuje F/; = F; (rys. 6.6). Warunek ten jest
spetiony wtedy i tylko wtedy, gdy

k{a%+cjx=k,(a%—cj (Z, - x). (6.29)

Ostatecznie otrzymujemy wigc

L
c=a| ——x|. 6.30
&= (630)
kt(a11/2+c) kt(all/Z—C)
—» <—
. . . | knall '
Rys. 6.6. Sity dziatajace F _— F',
na blok srodkowy
Fig. 6.6. Forces acting kqal
on a meridian block | - g<_
k(al,/2+¢) k(al,/2—c)

Analiza sit kontaktowych wywotanych polem ufl)(x Y j) (rys. 6.5), po przyjeciu

wartosci ¢ zgodnej z (6.30), prowadzi do nastgpujacych wartosci sktadowych tensora
makronaprezenia

@w%ﬁﬁeﬂ%Fﬂyap
2°1
6.31)

Czyste Scinanie

oul® Coul?
Zadano:——=a i —>—=b.
X, ox,
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O

Rozklad pola przemieszczenia u; (xj, y j) przedstawiono na rysunku 6.7. Warto$¢

parametru ¢ determinuje, podobnie jak w poprzednim przypadku, warunek periodycz-
nosci pola naprezenia (periodyczno$¢ sit dziatajacych na blok $rodkowy (rys. 6.8)).

Otrzymujemy wigc ¢ = %(11 - 2x).

AY2

bl,/2

bl,/2

(¢]

kuiij\ujg

%\lalzlll—
T S ey e S ——— T -
bl/2 bli2 vy,

/(’r/T/T/T/TT/’J bly

)

i

Rys. 6.7. Pole przemieszczenia u (x Y 1') W prostym $cinaniu

Fig. 6.7. Displacement field ui(l)(xj,yj) during simple shearing

Analiza sit kontaktowych wywotanych zatozonym polem przemieszczenia (rys.
6.7), po uwzglednieniu okreslonej juz wartosci ¢, prowadzi do nastepujacych wartosci
sktadowych tensora makronaprezenia

(65)= k,a%, (6.32a)

(51y) =k, bl + 2knbM, (6.32b)
2

(62)=0, (6.32¢)

(6),)=0. (6.32d)
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ka(bl,/2+¢) e (bh/2)
kaly/2 kaly/2
—_— _Kane
dn kb M |r,
: kb ;
—~ I
kaly/2 kaly/2
kn(bll/2+0) kn(bll/Z*C)

Rys. 6.8. Sity dziatajace na blok $rodkowy w prostym $cinaniu
Fig. 6.8. Forces acting on a meridian block during simple shearing

W podanych zwiazkach sktadowe tensora makronaprgzenia oznaczono dodatko-
wym symbolem, gdyz okazuje sig, ze zalozone pole przemieszczenia nie spetnia zasa-
dy zachowania momentu pedu. Moment sit dziatajacych na pojedynczy blok, obliczo-
ny wzgledem srodka cigzkosci bloku, jest rowny (rys. 6.9)

2
M, :’51 kta%—k,blz I, =2k, bx(], —x)}. (6.33)
knbx k,b(1—x)
kal,/2
kbl | : kbl
kaly/2 §’>
Rys. 6.9. Sily dziatajace na pojedynczy blok enbx kab(l1—x)

Fig. 6.9. Forces acting on a single block

W celu zrownowazenia tego momentu nadajemy blokom mikroobroét d (jedyne,
kinematycznie dopuszczalne, dodatkowe pole przemieszczenia spetniajace warunek
nieodksztalcalno$ci). Rozktad pola przemieszczenia przedstawiono na rysunku 6.10.
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b

Ry i dh/2 Ry
dl,/4 l2/4
= dl,/4 i |

x-1,/2)d

o |0TPIL ]I\—\—}(X—Iﬁ)d 112

| /2 |
L 4 !
1

1L N7 b
x ] dly/2

|1 l _I

Rys. 6.10. Pole przemieszczenia ui(l) (x 1D j) wywotane mikroobrotem blokéw

Fig. 6.10. Displacement field ui(l)(x 1D j) due to blocks’ micro-rotation

Mikroobrot bloku o wartosci d wywotuje nastgpujace wartosci: sktadowych tenso-
ra makronaprgzenia i momentu sit wzgledem $rodka cigzkosci bloku (rys. 6.11):

<c71*1>=0,
<G;2>=0,
<o-;1>:—ktd%2,

(o) =k dl, +2kndM,

2
A I;
My ==—d| k=t k by + 2k, x (L, —x)|.
Oczywiscie wypadkowy moment sit musi by¢ rowny zeru, a wigc
M+ M, =0,
co — po zastosowaniu zwiazkow (6.33) i (6.34e) — implikuje

2
ktal;—ktblz I, =2k, bx(l, = x)
d= :

2
k,l;+k,1211 +2k, x (I, - x)

(6.34a)

(6.34b)

(6.34¢)

(6.34d)

(6.34¢)

(6.35)

(6.36)
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|
kdl, | kdl,
|

knxd k.(I -x)d

Rys. 6.11. Sily dziatajace na pojedynczy blok podczas mikroobrotu
Fig. 6.11. Forces acting on a single block during micro-rotation

Wielkosci makroskopowe w prostym $cinaniu sa wigc suma a + b i d (wartos¢ d
jest okreslona zaleznoS$cia (6.36)). Ostatecznie wigc otrzymujemy:

(P} =0, (6.37a)
(o) =0, (6.37b)
(o) =(o0) =k, Kb r2xbo) g (6370

k, §+k, L1 +2k,x (I, = x)

Zwiazek konstytutywny dla ekwiwalentnego, jednorodnego, osrodka ciaglego jest
bezposrednia konsekwencja przedstawionych wczes$niej rozwigzan — prostego Sciska-
nia oraz §cinania — i moze by¢ przedstawiony w formie

le _Klelff O O Ell
Spp=|0 Ky 0 |1Exny, (6.38)

2 0 0 K| En

gdzie:
KT = [k +2 M} I, (6.39a)

L
, 6.39b
) ( )
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. kb1, + 2k x (I — x
Ky =k 1, —5=2 (=) : (6.39¢)

k, 5 +k, L1+ 2k, x (I, - x)

dla przejrzystosci zapisu tensor makronaprezenia oznaczono przez 2; (= <050) > )

Opis (6.38) okresla bezrozporowy osrodek sprezysty. Otrzymane zwiazki (6.39),
definiujace wartosci parametréw efektywnych w funkcji parametréw struktury (/1, b,
x, ki, k), wyraznie roznicuja osrodek blokowy drugiego i pierwszego rodzaju. Parame-
try efektywne osrodka blokowego pierwszego rodzaju otrzymuje si¢ przez podstawie-
nie x = 0 w (6.39). Po przeksztatceniach otrzymujemy

K =k, 1, (6.40a)
7 eff 12
Ky =k, 5 (6.40b)
ger = 2khl (6.40c)
L, +21

gdzie I?;ff — sktadowe efektywnej sztywnos$ci osrodka blokowego pierwszego rodzaju.

Wplyw wzajemnego ulozenia blokdéw (parametr x) na wartosci parametrow efek-
tywnych zilustrowano na rysunkach 6.12 i 6.13, gdzie pokazano wartosci wzgledne;j
sztywnosci efektywnej osrodka w funkcji x. Wzgledna sztywno$¢ osrodka to stosunek
sztywnosci efektywnej osrodka blokowego drugiego rodzaju (dla danego x) do sztyw-
nosci efektywnej osrodka blokowego pierwszego rodzaju. Na rysunku 6.12 przedsta-
wiono wzgledna sztywno$¢ osrodka na $Scinanie, natomiast na rysunku 6.13 — na $ci-
skanie. Obliczenia przeprowadzono dla ré6znych wymiaréw blokow, tj. dla réoznych
wartosci /,/L,.

Jak tatwo zauwazy¢ z rysunku 6.12, wzrostowi wartosci /,/l, towarzyszy spadek
wartosci wzglednej efektywnej sztywnosci na $cinanie, zanika zatem roznica migdzy
osrodkiem blokowym pierwszego i drugiego rodzaju.

Doktadnie odwrotna wlasnos¢ pokazano na rysunku 6.13, gdzie wzrostowi [,/
towarzyszy zwigkszenie efektywnej sztywnosci na Sciskanie. Biorac jednak pod uwa-
ge fakt, ze zwykle dla powierzchni kontaktu spetniona jest relacja &, >> k,, to — zgod-
nie z rysunkami 6.12 i 6.13 — r6znica mi¢dzy osrodkiem blokowym pierwszego i dru-
giego rodzaju jest przede wszystkim w warto$ci efektywnej sztywnosci na $cinanie.
Dodatkowo, dla k,/k = 100 wartos¢ wzglednej efektywnej sztywno$ci na $cinanie
charakteryzuje prawie calkowita niewrazliwo$¢ na warto$¢ parametru x (wylaczajac
przypadek x = 0 i x = ;). Wobec tego w praktyce, przy braku doktadnej informacji
o geometrii spgkan, dla osrodka blokowego drugiego rodzaju mozna przyjmowac
X = 0,5[ 1.
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Rys. 6.12. Wartos¢ wzglednej efektywnej sztywnosci na $cinanie w funkcji x:
L1 / I} /
a) L=—,b) L=1,c) L=2,d) L=4
12 2 12 2 2
Fig. 6.12. Relative value of effective stiffness for shearing versus x:

L1 A [ [
a) —=—,b) —=1,c¢) Z—:Z,d) —=4

12 2 12 2 2
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Rys. 6.13. Warto§¢ wzglednej efektywnej sztywnosci na $ciskanie w funkcji x:

ll ll
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Fig. 6.13. Relative value of effective stiftness for compression versus x:
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6.1.2. No$nos$¢ graniczna

Poniewaz spgkania osrodka skalnego charakteryzuja si¢ z reguty duzo nizszymi
parametrami wytrzymato§ciowymi niz material tworzacy bloki, stanowia wigc one
predysponowane powierzchnie poslizgu. Bardzo cze¢sto, gdy naprezenia w masywie
skalnym sa jeszcze bardzo niewielkie, zniszczenie masywu skalnego nastgpuje juz
wzdtuz tych spekan.

Podobnie wigc jak w przypadku efektywnych cech spr¢zystych struktur bloko-
wych, w celu uwypuklenia wptywu spekan, tym razem na nosno$¢ graniczna spe-
kanego masywu skalnego, zaktada si¢ mozliwo$¢ zniszczenia masywu skalnego tylko
wzdhuz powierzchni spgkan, dla ktérych warunek uplastycznienia (wystapienia po-
slizgdw) postuluje sig w postaci uogélnionego warunku Coulomba—Mohra

7(zr.rr)=| |+ 1 g g-c <0, (6.41)
gdzie:
T"i T/ —skladowa styczna i normalna wektora naprezenia na powierzchni kon-
taktu 7,
tgdic  — parametry wytrzymatosci na Scinanie wzdhuz tego spekania.

Innymi stowy — przyjmuje sig, ze bloki sa zbudowane z materialu o nieporow-
nywalnie lepszych parametrach wytrzymatosciowych niz odpowiadajace im parametry
wytrzymalosciowe spekan.

Adaptujac do struktury blokowej, przedstawiona w rozdziale 2. definicj¢ makro-
skopowego warunku plastycznosci (2.51), makroskopowa no$no$¢ graniczna speka-
nego blokowo masywu skalnego mozna scharakteryzowaé nastgpujaco (porownaj
rowniez oméwienie w rozdziale 4. dotyczace granicznej powierzchni plastycznosci
osrodka porowatego (4.75) 1 (4.77))

F(z,)<0e 3, P ={<r1>

3r, (y),Z—Z =0,/ (e;N])<0 vyer, vr}. (6.42)

1

Zaleznos¢ (6.42) definiuje makroskopowa no$nos¢ graniczna osrodka blokowego
przez zbidr dopuszczalnych stanow makronaprezenia 2, przy czym, w mysl powyz-
szego zwiazku, dany stan makronaprezenia jest dopuszczalny wtedy i tylko wtedy,
gdy mozna skonstruowa¢ dla niego samozrownowazone pole mikronaprezenia,
o wartosci $redniej rownej temu makronaprezeniu, spetniajace kryterium plastycznos$ci
(6.41) w kazdym punkcie wszystkich powierzchni kontaktu znajdujacych si¢ w REO.
Dodatkowo, jak zwykle podczas analizy struktur periodycznych, pole mikronapreze-
nia musi by¢ lokalnie periodyczne.

Brzeg zbioru P" to poszukiwana powierzchnia, w przestrzeni makronaprezenia,
granicznej nosnosci osrodka blokowego, tj. F (Zl.j)=0. Okreslenie wigc nos$nosci

granicznej oérodka to wyznaczenie punktow ekstremalnych (brzegowych) zbioru P”.
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W wielu wypadkach znalezienie punktéw ekstremalnych zbioru jest bardzo trudne
i dlatego bardzo czgsto dokonuje si¢ jedynie ich oszacowania. W tym celu korzysta si¢
z twierdzen no$nosci granicznej o tzw. ocenie dolnej i gornej (por. np.: Izbicki [76]
iIzbicki i Mroz [77]). Oczywiscie, gdy ocena goma i dolna sa sobie rdwne, jest to
punkt ekstremalny zbioru

Zgodnie z definicja (6.42), kazde samozrownowazone i lokalnie periodyczne pole
mikronaprezenia, spetniajace lokalne kryterium plastycznos$ci, po usrednieniu nalezy
do zbioru P" — daje wigc dolna oceng no$nosci granicznej osrodka (jest to tzw.
oszacowanie statyczne).

Oszacowanie kinematyczne, dotyczace gornej oceny no$nosci granicznej, otrzy-
muje si¢ z kinematycznie dopuszczalnego pola predkosci, okreslajacego mechanizm
zniszczenia zgodnie ze stowarzyszonym prawem plastycznego ptynigcia. Dla do-
wolnego przygotowanego pola predkosci, spelniajacego warunek nieodksztatcalnosci
si¢ blokéw (réwnanie (6.11) przy &”), mamy

a1 oot o o
r=1

ktére — po przeksztalceniu i uwzglednieniu definicji tensora (predkosci) makrood-
ksztatcenia (6.19) — prowadzi do

(o\VEy = 5y = ! f J.T,{u“)} r, (6.44)
r

J;F{u}“} <n ﬂu(”D = max {Tif{uf”} 7o)< 0} (6.45)

Ponadto, dla stowarzyszonego prawa plastycznego ptynigcia, spetnione jest (np. [76])

rﬂa(“D = {af”} {uf”} ccosg, (6.46)

wobec tego, biorac pod uwage (6.44) i (6.45), otrzymujemy

5, B, 5] COS‘”ZN i |[a] ar. (6.47)

VREO” r=lr

wiec

Ponowne wykorzystanie definicji (6.19) tensora makroodksztatcenia prowadzi do
zyf“j {20 N7 +[a0|N] far <2c cosg fj\/ EONl0 ] ar.  (6.48)
r=1r r=1r

Jest to ogdlne sformutowanie gornej oceny nosnosci granicznej struktury blokowe;.



223
Praktyczne stosowanie przedstawionej metodyki ilustruje analiza no$nosci
granicznej struktury blokowej pierwszego rodzaju. Zgodnie z (6.41) i (6.42), pole

mikronaprezenia musi spetniac¢ nastgpujace warunki (rys. 6.14a)

I
ks

<-T tgg+c A ‘TZFI‘S—TIF‘ tegd+c, (6.49)

co implikuje
(s

gdzie zastosowany symbol usredniania oznacza usrednianie po indeksowanej po-
wierzchni.
Poniewaz jednak

<Tlr2>r2 >r2 4 <T2F1 >F1

wobec tego, po zastosowaniu dodatkowo definicji (6.22) tensora makronaprezenia,
zaleznosci (6.50) prowadza do

>F2S—<TZF2>F2tg¢+c A <‘T2F“>FIS—<TIF‘>F1tg¢+c, (6.50)

s<‘T1F2

£<‘T2F1‘>F1, (6.51)

|Z,|<-2y tgg+c A | Z,|<-2) tgp+c. (6.52)

Jezeli przyjmiemy jako pole mikronaprgzenia pole jednorodne
o’ (1)=0()=(o" (v)) = =,

to nieréwnos$ci (6.52) staja si¢ dolnym oszacowaniem no$nosci granicznej systemu
blokowego pierwszego rodzaju.

Oszacowanie goérne (kinematyczne) otrzymuje si¢ przez rozpatrzenie prostych
schematéw zniszczenia struktury blokowej (rys. 6.14b—e). Mechanizm przedstawiony
na rysunku 6.14b, po zastosowaniu nieréwnosci (6.48), prowadzi do

L2, [v] sing+1, 2, [v] cosg <1, [v] ccosg, (6.53)
co implikuje
2,<-2,tgd+c. (6.54)
Postepujac analogicznie, dla mechanizmu z rysunku 6.14c¢ otrzymujemy
-2, <=2, tgp+c. (6.55)

Nieréwnosci (6.54) i (6.55) implikuja (6.52a) (tensor makronaprezenia jest
symetryczny). Nier6wnos¢ (6.52b) jest konsekwencja pozostalych mechanizmoéow (rys.
6.14d,e). Oznacza to, ze nieréwnosci (6.52) okreslaja punkty ekstremalne zbioru P,
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a wiegc reprezentuja makroskopowy warunek no$nosci granicznej struktury blokowej

pierwszego rodzaju. Warunek ten zilustrowano na rysunku 6.15.

Nosno$¢ graniczna struktury blokowej drugiego rodzaju wyznaczyli P. de Buhan
i G. de Felice'. Graficzna prezentacje tej powierzchni, dla réznych wartoéci parametru
m = by/l,, przedstawiono na rysunku 6.16, z ktoérego tatwo dostrzec, ze dla m; <m,

P 2P, . (6.56)
a) 4y, L n
.\
b) A a A
" Uy O
T i
9 Y1 g 37\ 1 .
d) A y2 A y2 6)
¥ ¢
V] [v] - [v]
Y1 ] Y1

v

Rys. 6.14. Struktura blokowa pierwszego rodzaju i mechanizmy jej zniszczenia
Fig. 6.14. Blocky-jointed structure of the first type and its destruction modes

v

"' W pracy P. de Buhan, G. de Felice, A homogenization approach to the ultimate strength of brick
masonry, J. Mech. Phys. Solids, Vol. 45, No. 7, 1997, 10851104, przedstawiony jest caty proces kon-
strukcji nosnosci granicznej dla struktury blokowej drugiego rodzaju.
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Ponadto, z porownania wynikéw dla struktury blokowej pierwszego rodzaju (rys.

6.15) z wynikami dla struktury blokowej drugiego rodzaju (rys. 6.16) otrzymujemy
rowniez

P chy, (6.57)

gdzie dolne indeksy oznaczaja osrodek blokowy pierwszego i drugiego rodzaju.

2

cltg ¢

2

1

v

Rys. 6.15. Noénos¢ graniczna struktury blokowej pierwszego rodzaju
Fig. 6.15. Ultimate strength of blocky-jointed structure of the first type

Zalezno$¢ (6.57) oznacza, ze oszacowanie bezpieczne nos$nosci granicznej
struktury blokowej, przy braku pelnej informacji o geometrii spgkan, to no$no$é¢
graniczna struktury blokowej pierwszego rodzaju.
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4/
? pocltgd

c(1/m+1/tg @)

c(ltgp—tg @)

m<1/tg ¢

m = 12/11 |

c(1/m+ 1/tg ¢)

c(m—1/m)/(mtg ¢)

m>1/tg ¢

Rys. 6.16. Noénos¢ graniczna struktury blokowej drugiego rodzaju
Fig. 6.16. Ultimate strength of blocky-jointed structure of the second type
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6.2. Parametry efektywne skat o strukturze warstewkowe;j

Drugim elementem strukturalnym osrodkéw gruntowych i skalnych, szczegolnie
czgsto wystgpujacym w utworach osadowych, jest warstewkowo$§¢. Wytworzenie
takiej struktury jest zwigzane z procesem powstawania tych skal, tzn. przez osadzanie
i konsolidacje¢ pod wplywem pionowego obciazenia dziatajacego w trakcie diagenzy.
Przyktadem takich utworéw sa np.: lupki, mutowce oraz itowce.

Konsekwencja warstewkowosci skaty jest silna anizotropia jej wlasnosci mecha-
nicznych, sprezystych i plastycznych. W celu zobrazowania relacji warstewkowos¢é—
—anizotropia, w niniejszym punkcie (podobnie jak dla struktur blokowych) analizowa-
ne sg — dla skat o strukturze warstewkowej — zarowno parametry efektywne sprgzysto-
$ci, jak iich no$no$¢ graniczna.

Obliczenia iloSciowe przeprowadzono dla ,sztandarowego” przyktadu skalnych
utwordw warstewkowych, tzn. skat fliszu karpackiego. Charakteryzuja si¢ one stosun-
kowo regularna laminacja; najczesciej sa utworzone z tupkow (ilastych, bitumicznych,
marglistych) z wktadkami piaskowca lub z piaskowca przewarstwianego tupkiem.

W analizie zalozono, ze kazda z warstw jest zbudowana z materiatu jednorodnego
1 izotropowego. Zwiazki fizyczne sprezystosci sktadnikow osrodka przyjeto jako linio-
we zalezno$ci Hooke’a, natomiast kryterium plastycznosci — jako warunek Coulomba—
—Mohra. Zatozono rowniez, ze potaczenie warstw jest idealne, co oznacza, ze w analizie
nie wyrdznia si¢ dodatkowych cech mechanicznych powierzchni kontaktu.

Zatozenie o izotropii materiatu w stosunku do piaskowca wydaje si¢ rozsadne, na-
tomiast w stosunku do tupka — ze wzgledu na obecno$¢ w nim tzw. uprzywilejowa-
nych ptaszczyzn tupliwosci — dyskusyjne. Przyjecie takiego zatozenia pozwala jednak
w bardzo przejrzysty sposob przedstawi¢ metodyke okreslania wlasnosci efektywnych
struktur warstewkowych. Nie zmniejsza rdwniez ogdlnosci prezentowanej analizy,
gdyz uwzglednienie wystepowania plaszczyzn tupliwosci dokonuje si¢ najczesciej
dwukrokowo — dwukrotne zastosowanie metody homogenizacji, kazdorazowo dla
dwusktadnikowego o$rodka warstewkowego (rys. 6.17). W pierwszym kroku o$rod-
kiem warstewkowym jest tupek, w ktorym podstawowa komorke periodycznosci
(REO) tworza: pojedyncza warstwa zbudowana z jednorodnego i izotropowego mate-
rialu oraz plaszczyzna tupliwosci, charakteryzujaca si¢ odmiennymi wlasno$ciami
mechanicznymi niz materiat tupka. Drugi krok obliczen to wyznaczenie parametrow
efektywnych dla osrodka, w ktorym REO tworza: warstwa tupka, charakteryzowana
parametrami efektywnymi wyznaczonymi w pierwszym kroku, oraz warstwa pia-
skowca. W obu tych krokach powtarzany jest wigc schemat obliczeniowy dla dwu-
sktadnikowego osrodka warstewkowego, z tym ze w drugim kroku tupek (parametry
efektywne) jest materialem anizotropowym.

Uwzglednienie anizotropii w prezentowanym w dalszej czg$ci schemacie nie
wprowadza jednak metodologicznie zadnych dodatkowych, oprocz wydtuzenia obli-
czen, komplikacji. Z tego wzgledu w niniejszym punkcie przedstawiono tylko jedno-
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krotne zastosowanie schematu metody homogenizacji dla dwusktadnikowego osrodka
warstewkowego.

tupek

tupek (parametry efektywne)

piaskowiec materiat fupka

N\

—_ N+
ptaszczyzna tupliwosci\

Rys. 6.17. Iterowana metoda homogenizacji
Fig. 6.17. Reiterated homogenization method

6.2.1. Deformacje sprezyste

Analizowana strukturg przedstawiono na rysunku 6.18 (przez n oznaczono udziat
frakcyjny tupka, a przez (1 — n) — udziat frakcyjny piaskowca).

Wartewkowo$¢ struktury wraz z warunkiem lokalnej periodycznosci implikuja
zalezno$¢ pola przemieszczenia, pola odksztalcenia oraz pola naprgzenia tylko od
jednej mikroskopowej wspoélrzednej przestrzennej, tj. y; (rys. 6.18). Ponadto,
postepujac podobnie jak w poprzednich punktach (patrz np. rozdziat 3. — Il zagad-
nienie brzegowe), mozna udowodni¢, ze pierwszy czlon rozwinigcia asymptotycznego
pola przemieszczenia jest funkcja tylko makroskopowych wspotrzednych prze-
strzennych, tj. x1, x2, x3. W konsekwencji stwierdzenia te implikuja nastepujaca postac:

» rozwinigcia asymptotycznego pola przemieszczenia

U; (xl,xz,x3,y1)= uz‘(O)(xl"XZ’x3)+ Su,-(l)(xl,xz,x3,yl)+..., (6.58)
» lokalnych warunkow réwnowagi
0 0 0
oo _0 oo _0 oo
Wy &2 W

Okreslenie warto$ci parametrow efektywnych sprezystosci struktury warstewkowej,
podobnie jak dla analizowanego wczesniej systemu blokowego, jest bezposrednia

=0. (6.59)

konsekwencja rozwiazania pola ul.(l) (x;,%,,%5, ;) wewnatrz REO (rys. 6.19).
Po oznaczeniu sktadowych tensora makroodksztatcenia przez Ej (=e;; @'?)) oraz

uwzglednieniu (6.58), zwiazki konstytutywne sprezystosci przyjmuja postaé:
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au(l)
ol =4 (En +Ey + By )+ 2uE + (2,Uk + /1/() P —, (6.60a)
1
au(l)
oY =2u,E, + ay2 , (6.60b)
1
Gu(l)
o1 =2 Eps + p—2— (6.60c)

1
gdzie: u; 14, sa statymi Lamégo dla tupka (k = 1) oraz piaskowca (k = 2).

Zaleznosci (6.60) wraz z warunkami rownowagi (6.59) implikuja nastgpujaca,
przemieszczeniowa, posta¢ warunkéw rownowagi

2, M 2,1 2.
‘ ulz =0, ¢ Mg =0, d uz =0, W Vreo. (6.61)
ayl ayl 6)’1

Rozwiazanie rownan (6.61) ma nast¢pujaca ogolna postac (rys. 6.19)
“1(1)()71): Ay +ay, “;l)(yl): By, +b, “gl)()ﬁ): Cyite, wWhreo, (6.62)

gdzie: wartosci statych A, By, Cy (k = 1 — tupek, k = 2 — piaskowiec) determinuja
warunki lokalnej periodycznosci oraz ciagtosci wektora naprgzenia na powierzchni
kontaktu (y; = 0) i zostana okreslone w dalszej czg$ci, natomiast state: a;, by, ¢; sa
dowolne — warunki lokalnej periodycznosci pozwalaja okresli¢ pole przemieszczenia
tylko z doktadnoscia co do state;j.

Z warunkéw periodycznosci ui(l)( Y =hn)= ul.“)( ¥, =—(1—n)) otrzymujemy

4, = _LAI , B, = _LBl , G = _LCI : (6.63)
1-n l-n 1-n
Warunek ciaglosci wektora naprezenia na powierzchni kontaktu y;, = 0, tzn.
o (3, =0"=0"(»=07), w konsekwencji prowadzi do nastepujacych wartosci
statych 4,, By, C;:
4 = (A =) (Eyy + Eny + Esy )+ 2 (1, — 1) Ey , (6.64a)

n n
A +Eﬂa +2 +2E'u2

B = 2(!‘2 _le)Elz

Mt
1-n

: (6.64b)

Cl — 2(1”2 _/ul)EIS . (6640)

n
/11"'1 Hy
—n
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1
DE — [ n
1-n
Y2
Rys. 6.18. Struktura warstewkowa
Fig. 6.18. Laminated structure
A0
M "
U; (y 1) ¥
l-n

Rys. 6.19. Rozwiazanie lokalnego zagadnienia brzegowego
Fig. 6.19. Solution of local boundary-value problem

Wprowadzenie powyzszych zalezno$ci do zwiazkéw konstytutywnych sprezysto-
$ci, a nastgpnie ich usrednienie daje, po przeksztatceniach, nast¢pujace makroskopowe
zaleznosci dla ekwiwalentnego, jednorodnego osrodka ciaglego
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le Ell
ol [ ¢, ¢, 0 0 0]|Ey,

C, ¢, ¢, 0 0 0
25 e, ¢, ¢, 0 0 o|Fs

1o 0 0 ¢ 0 o0 ’ (6.65)

212 > E12

0 0 0 0 C; 0
S5l Lo 0 0 0 0 C|E,
Z‘23 E23

przy czym: X = <O'i(/0)> oraz wartosci efektywnych sztywnosci okreslaja zaleznoSci:

Cl — (Zlul + /11)(2/12 + 12) , (6663)
2(1_”)/11 +A4+n (2/12 +4 _/11)
L= 2nﬂ22’1 + (2(1 _n)/ul + 2’1)2'2 , (666b)
200 =)y + 2+ 02, + 2 = 4y)
Cy =nd +(1=n)A +2nu +2(1—n)u, + (=n)n(h -2, ) , (6.66¢)
2(”_1)/“1 -4 +”(/11 —2p, _/12)
_ . (1=n)n(t - 4)
R TS P R
_ 2y
= (1_”):u1 +npt, (6.66¢)
Co=2np, +2(1—n) . (6.661)

Na podstawie analizy otrzymanych zwiazkoéw sprezystosci, tj. (6.65) i (6.66), la-
two zauwazy¢, ze tak jak sugerowano juz wczesniej, warstewkowos¢ struktury indu-
kuje anizotropi¢ (efektywnych) wilasnosci mechanicznych osrodka, a doktadniej
— anizotropi¢ osiowosymetryczna, zwana rowniez izotropia transwersalna [82].

Wpltyw udzialu frakcyjnego tupka na wartosci poszczegélnych efektywnych
sztywnosci fliszu karpackiego przedstawiono na rysunku 6.20. W obliczeniach przyje-
to: dla tupka — £, = 6,3 GPa i vy = 0,17 oraz dla piaskowca — £, = 11,9 GPa oraz
1, =0,2. Wartosci te implikuja, zgodnie ze wzorami [61]:
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vE E
SO ) oo

nastgpujace wartosci statych Lamégo: dla tupka — 4, = 1,39 GPa i 4 = 2,69 GPa oraz
dla piaskowca — 4; = 3,30 GPa i 1 = 4,96 GPa.

C1 [GPa] C, [GPa]
13 \\ \
12 3.0
11 \\ 25 \\
10 . ’ \
8
7 1,5
0 02 0,4n 06 08 1 0 02 o,zh 06 08 1
Cs [GPa] Cs [GPa]
12 \\ 3,0 \\
10 2,5 \‘\
AN N
6 \\ 1,5 ™~
0O 02 04 06 08 1 0 02 O"h 06 08 1
n
10 S5 [GPa] 10 Co [GPal
9 \\ 9
s N ; ~
7 N 7 \\
6 6 AN
\ \
0O 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1
n n

Rys. 6.20. Wartosci sztywnosci efektywnych w funkcji udziatu frakcyjnego tupka
Fig. 6.20. Values of effective stiffness as a function of shale volume fraction
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6.2.2. No$nos$¢ graniczna

Poszukiwanie makroskopowego warunku nosnosci granicznej struktury warstew-
kowej ograniczamy do przypadku plaskiego stanu odksztalcenia (przypadek najcze-
sciej stosowany w praktyce inzyniera geotechnika). Warunek Coulomba—Mohra
w uktadzie y,0y, (rys. 6.21) mozna wtedy wyrazic¢

2
f(all,alz,azz;c,(ﬁ):\/@Jraé +%sin¢—ccos¢£0, (6.68)

gdzie ¢ 1 ¢ sa parametrami wytrzymato§ciowymi, odpowiednio: spojnoscia 1 katem
tarcia wewnetrznego.
Warunek (6.68) mozna rownowaznie zapisa¢ rowniez jako:

2 2

o) < g(all,azz;c,¢)=(—%sin¢+c cos¢) —w (6.69a)
i

ot

0< % sing + ¢ cos @. (6.69b)

Warunkiem koniecznym spelnienia nieréwnosci (6.69), definiujacym zarazem do-
puszczalny zbidr wartosci oy 1 0, jest

O, — O
| o ol —0”;"22 sin g + ¢ cos g, (6.70)

co w konsekwencji prowadzi do nastgpujacych zaleznos$ci

Ul(dll,wﬁ)ﬁ%302(011,0,415) A oy Scctgd, (6.71)
w ktorych:
al(all,c,¢)=alll+5?n¢—20 COS.¢ , (6.72a)
1-sing 1—sing
0'2(0'”,0,¢)=0' 1—s1n¢+26 cos¢ (6.72b)

111+sin¢ l+sing’

Definicja makroskopowej no$nosci granicznej struktury warstewkowej jest, po-
dobnie jak dla systemu blokowego, konsekwencja ogoélnego sformulowania makro-
skopowego warunku plastycznosci (2.51), ktory — po uwzglednieniu lokalnych wa-
runkow rownowagi (6.59) — przyjmuje postac:
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F(z;)=<0
() (6.73)
ot ot

<Té/'> ‘Elrij(%)a P 1=0, P = :Oaf(71137125722;01a¢1)30 vy, eV
ZU c Ph — yl yl ,

I (111,112,122; cz,¢2)S 0 Vy, eV,,7; —lokalnie periodyczne
gdzie:
¢, — parametry wytrzymatosciowe tupka,

¢, ¢ — parametry wytrzymatosciowe piaskowca.
V11V, —obszar w REO zajmowany przez tupek oraz przez piaskowiec (rys. 6.21).

Forma lokalnych warunkéw rownowagi implikuje jednak 7, = <r11>irlz = <712> ,
wobec tego rozktad pola mikronaprgzenia odpowiadajacy zadanemu stanowi makro-
naprezenia {2}, 2,, 2»,) mozna ogolnie scharakteryzowac jako (rys. 6.21)

o y eV
Gl(?)(yl)zzlla 0-1(3)()}1):212’ O-ég)(yl):{z' Y leVl
1 2

Rozktad (6.74) implikuje nastgpujaca, rownowazna, definicjg zbioru P
F(z,)<0

, S, =no+(1-n)r. (6.74)

0

Eij c Ph (675)

2 n
Z{Zij‘Elo-’f(zmzlzao';cp(”l)go /\f(zn,zlz,i——G;cz,(oszO Vy, EVREO}'

l-n 1-n
Warunki konieczne spelnienia w poszczegélnych warstwach kryterium plastycznosci
sa konsekwencja nieréwnosci (6.71), tj.

f(211,212,0;01,¢1)§0 g 0'1(211,01,¢1)SO'Soz(le,cl,gbl)/\Z“ <¢cetgg,

f(zuazlzai_ia; Cza¢2j30,

0

n
0'302(211,02#52) N 2 Sc,ctgd,,

2
01(211#72452)31 2
-n 1

gdzie funkcje oy 1 0> sa zdefiniowane zalezno$ciami (6.72).
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Y1

2p=no +(1-n)r

Y2

v

Rys. 6.21. Rozktad pola mikronaprezenia towarzyszacy zadanemu stanowi makronaprgzenia
Fig. 6.21. Distribution of micro-stress field associated with given macro-stress state

Wobec tego, aby dla zadanego stanu {211,212,222} istniato takie o, ze kryteria
plastycznosci sa spetnione (nie sa przekroczone) rownocze$nie w obu warstwach, tzn.

2 n
2122 Sg(21190301a¢1) N 2122 Sg(fn,ﬁ—mmcz,%} (6.77)

musza by¢ spelnione nastgpujace ograniczenia (rys. 6.22):
0'1(211,61’¢1)£O'30'2(211’01’¢1)a Uf(2119222’029¢2)3 o< 0'5(211,222,02452),
2}, <min (cl ctgdy, ¢, Ctg¢2)a
O'{(cz,¢2)SO'2 (cl’¢l) A Oy (CID¢1)SO-; (cza¢2)a (6.78)

gdzie, zgodnie z zaleznos$cia (6.69a),

2 2
g(21150;01,¢1)=(_2”—2+0-5in¢1+Cl cos¢1j _@,
2
2 n 211+1222 .
g(zn,ﬁ—l_no';cz,%j: - ’; n__sing,+c, cosg,

(6.79)
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oraz, jako bezposrednia konsekwencja (6.76c),

04 (Z Epprcap)= L, THSNG Iony, 08P 2
211,42 lll—sm¢ p sing " n

. (6.80)
O'{(Z”,Zzz,c,go):—l_nz 1—s1n¢_1—n26 cos¢ +222

n 111+sin¢ n l+sing n

Warunki (6.78b) i (6.78¢) wraz z zalezno$ciami (6.80) definiuja zbiér B" dopusz-
czalnych stanow napr¢zenia {Z ) 22}, tj.

{leazzz}EBh
U
222 SEI] nﬂ_}. l_n 1_S¥n¢2 +2 nCl COS.¢1 + l_n COS'¢2
| 1+sing l+sing, | | l+sing 1+sing,

5,2z | a0 g lEsindy | ol COSh L) 05 | (681
| 1-sing l-sing, | | 1-sing 1-sing,

X, <min(c, ctgd,, c, ctgs,),

taki, ze: V{2,,,2,,}e B" 3%, oraz {£,,,2,,,2,,}€ P".
Implikuje to nastepujaca, rownowazna, definicje zbioru P jako iloczyn kartezjan-
ski dwoch zbiorow

. P n
2122 <sup {mm(g(fn,a,cl,¢1),g(2”, 22 ——G,cz,qﬁzjﬂ} (6.82)

P"=B"x1x, =2
- l-n 1-n

Oczywiscie, punkty ekstremalne zbioru P” to punkty {11, 22, 2, }, takie, ze

{2119222}63h N2

=i\/sup{min(g(zma,m), g[zn,i— " a,c2,¢2m. (6.83)

- l1-n 1-n

Okreslenie wiec punktow ekstremalnych zbioru P (lub réwnowaznie — powierzchni
nos$nosci granicznej) jest nieliniowym zagadnieniem optymalizacyjnym.

W dalszej czegsci, zgodnie z definicja (6.83), skoncentrowano si¢ na wyznaczaniu
warunku nosnosci granicznej struktury warstewkowej dla zadanych wartosci liczbo-
wych parametrow: ¢y, ¢, ¢, ¢ oraz n. Przyjgto: dla tupka — c; =4 MPa i ¢, = 32° oraz
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dla piaskowca — ¢; = 14 MPa i ¢; = 39°. Ponadto analizowano dwa przypadki, tj.: pia-
skowiec przewarstwiony tupkiem, ktory charakteryzowano przez n = 0,2, oraz tupek
przewarstwiony piaskowcem —n = 0,8.

Zbior B dopuszczalnych stanéw naprezenia {ZH,Z 22}, zdefiniowany nieréwno-
Sciami (6.81), dla przyjetych wartosci parametréw wytrzymatosciowych przedstawio-
no, odpowiednio dla n = 0,2 i n = 0,8, na rysunku 6.23 — obszar zawarty miedzy po-
grubionymi liniami.

g(211,0'5 C1,¢1)

o, Cze¢2j
n

v

. P n
Sup|:mln(g(zllﬂo-9cl9¢l)’g[zllﬂi_ O'»cza¢2)ﬂ

- l1-n 1-n

Rys. 6.22. Geometryczna ilustracja punktow ekstremalnych
Fig. 6.22. Geometrical illustration of extremal points

Zaleznosci (6.81), definiujace zbior B”, umozliwiaja rowniez okreslenie wytrzy-
matos$ci analizowanej struktury warstewkowej na jednoosiowe $ciskanie i rozciaganie,
w kierunkach y; i y,. Przedstawiaja je, dla r6znych warto$ci udziatlu frakcyjnego tupka,
wykresy na rysunku 6.24. Zaréwno z rysunku 6.23, jak i z rysunku 6.24 jasno wynika,
ze warstewkowo$¢ indukuje makroskopowo anizotropowe zachowanie plastyczne
osrodka. Wida¢ rowniez wyraznie, ze warstwa ,,najstabsza” ma decydujacy wptyw na
wytrzymalos¢ na jednoosiowe rozciaganie w kierunku y; — nawet przy infinitezymal-
nie malym udziale tupka nastepuje gwaltowny spadek wytrzymatosci na rozciaganie
w kierunku prostopadlym do laminacji (rys. 6.24). Jest to oczywiscie zgodne z zasada,
ze o wytrzymatosci lanicucha decyduje ogniwo najstabsze.

Okreslenie wartosci ekstremalnych naprezen $cinajacych 2,, dla réznych punk-
tow {21, Zn}e B" dokonano numerycznie. Wykorzystano program Mathematica.
Wartosci te poszukiwano w funkcji 2, przy ograniczeniu: 2j; + 2, = const. Wyniki
obliczen przedstawiono na rysunkach 6.25 1 6.26.
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Rys. 6.23. Zbidr B" dopuszczalnych stanéw naprezenia { 21,2 22}
Fig. 6.23. Set B" of admissible states of stresses {211,222}
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Rys. 6.24. Wytrzymatosci na jednoosiowe $ciskanie i rozcigganie w funkcji udzialu objgtosciowego tupka
Fig. 6.24. Uniaxial compressive and tensile strengths versus shale volume fraction

W przypadku osrodka jednorodnego i izotropowego punkty ekstremalne 2,, przy
211 + 25, = const, leza na obwodzie k6t Mohra. Warstewkowos¢ struktury (rys. 6.25
16.26), degeneruje pierwotna posta¢ kryterium plastycznosci. Makroskopowy waru-
nek nosnos$ci granicznej analizowanej struktury warstewkowej mozna wyrazic¢

IHSF(Z.2,), (6.84)

przy czym dla roznych punktow {2}, 2} postac funkcji F; (2, 2,) jest inna.
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Rys. 6.25. Ekstremalne warto$ci naprgzen stycznych 2j, w funkcji 2y;:
a) (211 + 2)/2=0, b) (21 + 20)/2 =10, ¢) ~(21; + 2)/2=20
Fig. 6.25. Extremal values of shearing stress 2}, versus 2i;:

a) —(211+ 2)/2=0, b) (21 + 2)/2 =10, ¢) ~(2); + 2)/2=20
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Rys. 6.26. Ekstremalne warto$ci napr¢zen stycznych 2, w funkcji 23;:

a) (211 + 2)/2=0, b) (2 + 2)2 =10, ¢) (21 + 2)/2=20
Fig. 6.26. Extremal values of shearing stress 2}, versus 2} :

a) (211 + 2)/2=0, b) (2 + 2)2 =10, ¢) (21 + 2»)/2=20
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Okazuje si¢ jednak, ze zbiér B" mozna podzieli¢ na trzy podzbiory, w obrebie
ktorych funkcja ta ma stata okreslona posta¢. Pierwszy zbior indukuje punkty
ekstremalne 2}, stowarzyszone z wierzchotkiem paraboli g(2}, o, c1,¢) (rys. 6.22).
Zbiory drugi i trzeci to punkty ekstremalne 2}, stowarzyszone z punktem przecigcia
si¢ parabol:

. 2 n
g(zll, o, Cy, ¢1) 1 g leai__o-scza¢2 .
l-n 1-n

W konsekwencji otrzymano (rys. 6.27, 6.28, 6.29)

1. 0,567 [2,24 +1,04%,, —0,5 J (1417-2,,) (94,48 - %,, )) <X,

< 0,567(2,24 +1,045,, + 0,5\/ (14,17-2,,) (94,48 - 222))

U (6.85)
K (211,222)2 (_ 20 tg¢1+cl)2-

1+sing 21+sin¢2

(nl—smsl +(1_n)1—sin¢2j -

222_2[ncl<m¢%+(1_n)c coscf’zj
2

1+sing 1+sing,

<0,567 (2,24 +1,04%, — o,sJ (1417-2,,) (94,48 - %, ))

U (6.86)
F(2,,,2,,)=104,66-0,675(0,453+ %,,)%,, 10,5872,

+1,22%,,%,,-0,276%7,

+0,518(8,678— %, +0,453%,,)

J-93.89-%,,(3,536 - £,,)+10,085,, —1,165,,2,, +0,26352, .



0,567 (2,24 +1,045,, + 0,5\/ (1417-2,,) (94,48 - %, )) <z,

2722+2(nc1 coséy +(1-n)c COS%]

1-sing, 21—sin¢2
" 1+s%n¢1 +(1_n)1+s?n¢2
1-sing, 1-sing,
U

F(2,,,2,,)=104,66—0,675(0,453+ %,,) %, ~10,587%,,

+1,22%,,%,, -0,27622, - 0,518(8,678 — X, + 0,453%,)

x1/-9389—%,,(3.536 - Z,,)+10,085,, — 116, 5y, +0,263X2, .

[MPa] n=0,2
80 s
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40
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20
o~ F1(211, 222)
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(6.87)

Rys. 6.27. Obszary obowiazywania réznych postaci makroskopowego kryterium nosnosci granicznej
Fig. 6.27. Domains of validity of different forms of macroscopic ultimate strength criterion



1. 0,038(103,9 +14,255,,-2,0 J (1553-2,,) (93,13—222)) <X,

< 0,038(103,9 +14,255,, + 2,0\/ (1553-2,,) (93,13-2,, ))

U
I (leazzz)z(_zu tg ¢, +cl)2'

222—2(1101 cosé +(1-n)c cosg ]
2

1+sing ? 1+sing,

S22y
(nl—sin¢1 +(1_n)1—sin¢2j

1+sin ¢, 1+sing,

< 0,038(103,9 +14,255,,-2,0 J (1553-2,,) (93,13-%,, ))

U
F(2,,,2,,)=-2413+088(8,77-%,,)2,, 6,012,

+1,33%,,2,, —0,3552 +0,711(4,52 - %, +0,53%,,)

x[150,14 - 2,,(20,39 - £, )+ 3.852,, — 0,852, 5,, +0,22552, .

3 0,038(103,9 +14,255,, + 2,0\/ (1553-2,,) (93,13-%,, )) <X,

25 +2(nc1 LS¢1+(1—n)c COS¢2J

1-sing *1-sing,
n1+s%n¢1 _'_(l_n)l+s%n¢2
1-sing, 1-sing,
U
Fy(2,,,2,,)=-2413+088(8,77 - 2,,)%,, — 6,012,

+133%,,2,, —0,35523 —0,711(4,52 - %,, +0,53%,,)

x /150,14 - %,,(20,39 — X, )+ 3.852,, — 0.852,,5,, +0,22553, .

(6.88)

(6.89)

(6.90)
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Rys. 6.28. Obszary obowiazywania réznych postaci
makroskopowego kryterium no$nosci granicznej
Fig. 6.28. Domains of validity of different forms

of macroscopic ultimate strength criterion

Przedstawione opisy (6.85)—(6.88) i (6.88)—(6.90) otrzymano dla ustalonych war-
tosci parametrow wytrzymatosciowych sktadnikéw struktury warstewkowej oraz przy
ustalonym udziale objgtosciowym tupka, tj. n = 0,2 oraz n = 0,8. W przeciwienstwie
do parametrow efektywnych sprezystosci, nie podano tym razem ,,zamknigtych”
zwiazkow okreslajacych parametry efektywne plastycznosci w funkcji parametrow
wytrzymatosciowych mikrostruktury, a jedynie wynik koncowy (ilo§ciowy) — w po-
staci kryterium nosnosci dla zadanych parametrow wytrzymato§ciowych sktadnikow
struktury. Na podstawie omowionego wczesniej stwierdzenia, ze punkty ekstremalne
sa zwigzane z wierzchotkami parabol lub punktami ich przecigcia, takie zalezno$ci
mozna wyprowadzi¢ i autor niniejszego opracowania tego dokonat. Otrzymane zwiaz-
ki sa jednak bardzo skomplikowane i dlatego nie zostaly tutaj przedstawione. Bardziej
racjonalne jest konstruowanie warunku nos$no$ci granicznej dla zadanych wartosci
parametrow wytrzymalosciowych elementéow struktury, tak jak to przedstawiono
W niniejszym punkcie.
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Rys. 6.29. Warunek no$nosci granicznej przy: —(2}, + 2,)/2 = 20 MPa
Fig. 6.29. Ultimate strength condition at (2}, + 23,)/2 =20 MPa
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Procedura jest bardzo prosta, tzn.
1
L. o-n:3(0-1(211’013¢1)+O-2(le’cl’¢1)) (6.91)

jest wspdirzedna wierzchotka paraboli g(211,0, ¢, ¢), ktorej odpowiada
2. g(zll’ao’cl’¢l)=(_zlltg¢1+cl)2' (6.92)

Jest to poszukiwany punkt ekstremalny wtedy i tylko wtedy, gdy (rys. 6.22)

2 n
3. g(2,0,.0.4)< g(zu,ﬁ—mao,cz,@j- (6.93)

Nieréwno$é ta definiuje podzbidr zbioru B” (na rysunkach 6.27 i 6.28 obszar za-
warty migdzy liniami przerywanymi), dla ktérego punkty ekstremalne 2, sa okreslone
zalezno$cia

4. 2122 zFi(Z“,Zzz)Z(—letggbl +cl)2 (6.94)

Pozostate dwa podzbiory zbioru B" (na rysunkach 6.27 i 6.28 obszary zawarte
miedzy linia pogrubiona i linia przerywana) indukuja punkty ekstremalne 2},, wyzna-
czone przez punkty przecigcia si¢ parabol, tzn. nalezy najpierw — ze wzgledu na para-
metr o — rozwiagza¢ rownanie kwadratowe (rys. 6.22)

Py n
5. g(zlho_acla¢l):gizllﬂﬁ_maacb¢2}a (695)

ktorego pierwiastki o, 10, definiuja poszukiwane ostatnie dwie funkcje

F2(211’222):g(zllﬂo_-l’cla¢l)’
6. (6.96)

}73(211’222):8(211=52a01a¢1)~

Opisane kolejne ,,kroki” bardzo prosto i szybko realizuje si¢ za pomoca programu
Mathematica.

Dla innych warto$ci parametrow wytrzymalosciowych, jak rowniez innych warto-
$ci udzialu objetosciowego n, opis nosnosci granicznej struktury warstewkowej jest
jako$ciowo podobny (rys. 6.29), przy zatozeniu, ze sktadniki osrodka maja tzw. ,,upo-
rzadkowane wartosci” parametréw wytrzymatosciowych.

Termin ,,uporzadkowane wartos$ci” jest rozumiany w tym sensie, ze jesli ¢; < ¢, to
rowniez ¢, < ¢, lub jesli ¢; > ¢, to rowniez ¢ > ¢. W takim przypadku, przy warun-
ku plastycznosci wedtug kryterium Coulomba—Mohra, warstwa cechujaca si¢ mniej-
szymi warto$ciami parametrow wytrzymalosciowych, niezaleznie od wartosci skta-
dowych tensora naprezenia, ale takich samych dla obu skladnikéw struktury, jest
,,stabsza”. Funkcja Fi(2}1, 2,), odpowiadajaca wierzchotkowi paraboli g( o) materiatu
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stabszego, charakteryzuje si¢ wigc parametrami wytrzymato§ciowymi, tzn. ¢ i @, od-
powiadajacymi materiatowi stabszemu: ¢ = min(cy, ¢;) i ¢ = min(¢y, ¢). Jesli natomiast
struktura ma sktadniki o ,,wartosciach nieuporzadkowanych”, np. ¢; < c; i ¢ > ¢, to
stwierdzenie, czy dany sktadnik jest ,stabszy” czy ,,mocniejszy”, jest funkcja aktual-
nego stanu naprezenia (por. np. (6.69)). Funkcja Fi(21;, 2), w zaleznosci od aktual-
nego (makroskopowego) stanu naprezenia, charakteryzowana bedzie przez parametry
wytrzymalosciowe jednego badz drugiego sktadnika struktury — aktualnie ,,stabszego™.
Zaleznosci (6.81), definiujace zbiér B" dopuszczalnych stanéw naprezenia {1, 2},
pozostaja nadal aktualne. Zbior B" nalezy jednak podzieli¢ na cztery podzbiory,
w obrgbie ktorych kryterium nos$nosci granicznej struktury warstewkowej ma stala
okreslong postac. Pierwszy zbior, podobnie jak dla struktury o ,,wartosciach uporzad-
kowanych” parametrow wytrzymato$ciowych, indukuje punkty ekstremalne 2, sto-
warzyszone z wierzchotkiem paraboli

g(2i1, o, c1, $1)
(rys. 6.22). Drugi zbidr indukuje jednak punkty ekstremalne stowarzyszone z wierz-

chotkiem paraboli
») n
g leai_ 0,027¢2 .
I-n 1-n
Trzeci i czwarty zbior, znéw jak dla struktury o ,,wartos$ciach uporzadkowanych”, to
punkty ekstremalne 2}, stowarzyszone z punktem przecigcia si¢ parabol:

2 n
22
0.C, ¢, |.

g2, o, ¢, ) i g[zm__
I-n 1-n

W takim wige przypadku ostateczny opis matematyczny nosnosci granicznej struktury

warstewkowej jest jeszcze bardziej skomplikowany, cho¢ metodyka i procedura jego

okreslania jest analogiczna do przedstawionej w niniejszym punkcie dla struktury

o ,,warto$ciach uporzadkowanych”.

W niniejszym punkcie nie przedstawiono opisu ilosciowego tego drugiego przy-
padku, tj. struktury o ,,wartosciach nieuporzadkowanych”, z dwdch przyczyn:

1. Metodyka i procedury numeryczne poszukiwania punktow ekstremalnych sa
podobne do stosowanych dla struktury o ,,warto$ciach uporzadkowanych”; opisany
wezesniej algorytm musi by¢ uzupetniony o procedure wyznaczania podzbioru B
indukujacego punkty ekstremalne stowarzyszone z wierzchotkiem paraboli

g(le,i—id,cz,@j:
l-n 1-n
niech &, jest wierzcholkiem tej paraboli, wtedy poszukiwany podzbiér definiuje nie-

rownos¢

_ P n
g(211,00,01,¢1)2g[211,£— 1—

50702a¢2j‘ (697)
1-n n
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Rys. 6.30. Wartosci wytrzymatosci na jednoosiowe $ciskanie dla roznych kierunkdow obciazenia
Fig. 6.30. Uniaxial compressive strength versus direction of loading
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2. Parametry wytrzymato$ciowe sktadnikéw fliszu karpackiego, tj. tupka i pia-
skowca, maja ,,wartosci uporzadkowane” — tupek jest zdecydowanie ,,stabszym” mate-
riatem niz piaskowiec.

Przedstawione wyniki no$nosci granicznej dla tej ,,prostszej” struktury juz, zda-
niem autora niniejszej monografii, w sposob oczywisty dowodza zaréwno efektywno-
sci, jak 1 uzyteczno$ci metody homogenizacji w praktyce inzyniera geotechnika.

Efektywnos¢ i1 uzyteczno$¢ metody homogenizacji nie jest jeszcze tak wyrazna
w przypadku parametrow efektywnych sprezystosci — szes¢ stalych makroskopowych
jest funkcja pigciu parametréw: po dwie state sprezystosci dla kazdej z warstw oraz
udziat objgtosciowy tupka. Otrzymany opis makroskopowy nosnosci granicznej struk-
tury warstewkowej, np. (6.85)—(6.87), zawiera juz jednak duza liczbg statych materia-
towych (26 stalych). Jednoczesnie informacja wykorzystana do jego skonstruowania
to: posta¢ na poziomie lokalnym warunku plastycznosci (6.68), cztery wartosci para-
metréw wytrzymatosciowych (cy, ¢, @1, @) oraz udziat objetosciowy tupka n.

Zastosowanie metody homogenizacji pozwala wigc ograniczy¢ badania laborato-
ryjne do najprostszego testu, tzn. badania wytrzymatosci tupka oraz piaskowca w apa-
racie bezposredniego $cinania, w celu okreslenia niezbgdnych parametrow wytrzyma-
tosciowych sktadnikow struktury: ¢, ¢ (fupek) oraz ¢, i ¢ (piaskowiec),

Analize nos$nosci granicznej skal fliszu karpackiego konczy zaleznos$¢ wartosci
wytrzymatosci na jednoosiowe $ciskanie w funkcji kierunku obciazenia (rys. 6.30).
Jest ona bezposrednia konsekwencja prezentowanych opisow (6.85)—(6.87) i (6.88)
—(6.90) oraz zwiazkéw transformacyjnych zwiazanych z obrotem ukladu wspotrzed-
nych. Anizotropia o$rodka jest bardzo wyrazna (rys. 6.30), przy czym szczeg6lnie
duze réznice w wartosci wytrzymatosci na jednoosiowe $ciskanie, dla roznych kierun-
kéw obcigzenia, wystgpuja w osrodku o matym udziale objetosciowym tupka.

6.3. Grunt zbrojony — no$nos¢ graniczna

W praktyce inzyniera geotechnika coraz czgsciej obecnie, w celu zabezpieczenia
statecznosci konstrukcji geotechnicznych, stosowane sa rdéznego rodzaju techniki
,ulepszania” masywu gruntowego i skalnego [3], [6], [28]. Jednym z czgstych zabie-
gow geotechnicznych jest zbrojenie masywu gruntowego (np.: gwozdziowanie, ko-
twienie, mikropale) oraz stosowanie konstrukcji z gruntu zbrojonego.

Analize statecznosci ,,ulepszonego” zbrojeniem osrodka gruntowego mozna na
0g6t prowadzi¢ na dwa, metodologicznie odmienne, sposoby. Pierwsze podejscie to
potraktowanie osrodka zbrojonego jako wielosktadnikowego osrodka niejednorodnego
o wyraznie wyroznionych sktadnikach — osrodek dyskretny. W podejs$ciu tym parame-
try analizowanego osrodka sa wigc funkcja miejsca, tzn.: zaleznie od tego, czy dane
wspotrzedne przestrzenne naleza do zbrojenia czy do gruntu, odpowiadaja temu
osrodkowi parametry mechaniczne charakterystyczne dla zbrojenia lub gruntu. Anali-
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za stateczno$ci zbocza wytworzonego w takim osrodku wymaga wigc, poza nielicz-
nymi przypadkami trywialnymi, zastosowania kodow numerycznych metody stanow
granicznych. Oczywiscie, wraz ze wzrostem liczby zbrojenia (ggstosci) wydluza to
czas obliczen, a w przypadkach ekstremalnych moze prowadzi¢ do niestabilno$ci
schematu numerycznego, wowczas, tzn. przy duzej wartosci ggstosci zbrojenia, osro-
dek taki traktuje si¢ jako jednorodny osrodek ciagly o parametrach efektywnych, be-
dacych ztozona funkcja rodzimych parametrow mechanicznych gruntu i zbrojenia.
Podejscie to stosowane jest bardzo czesto do analizy statecznos$ci konstrukcji z gruntu
zbrojonego [67], [138].

Technologia wykonania konstrukcji z gruntu zbrojonego jest bardzo prosta — pole-
ga na naprzemiennym ulozeniu warstwy gruntu i materiatu wzmacniajacego (tzw.
zbrojenia). Jest to wigc dwusktadnikowy materiat kompozytowy (rys. 6.31). Rozne
rodzaje zbrojenia oraz stosowanych konstrukcji z gruntu zbrojonego sa omdwione
obszernie w pracy [138].

W niniejszym punkcie przedstawiono, opierajac si¢ na metodzie homogenizacji,
konstrukcje no$nos$ci granicznej gruntu zbrojonego wktadkami stalowymi.

A
Y1

= zbrojenie

grunt h?

Y2

A

Rys. 6.31. Grunt zbrojony
Fig. 6.31. Reinforced soil

Dla poszczegblnych elementow analizowanego geokompozytu przyjeto nastepuja-
ce hipotezy wytrzymato$ciowe: hipoteze Coulomba—Mohra (grunt) oraz hipoteze Tre-
ski (stal). Rozwaza si¢ tylko ptaski stan odksztatcenia. Ponadto, poniewaz hipoteze
Treski mozna otrzymac z hipotezy Coulomba—Mohra przez przyjecie zerowej wartosci
kata tarcia wewnetrznego, w konstrukcji nosnosci granicznej gruntu zbrojonego do-
godnie jest wigc przyjaé, ze wytrzymatos¢ obu sktadnikow geokompozytu jest okre-
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Slona przez kryterium Coulomba—Mohra, przy czym stal charakteryzuje si¢ zerowa
warto$cig kata tarcia wewngtrznego.

W przypadku klasycznych konstrukcji z gruntu zbrojonego gruntem zasypowym
jest grunt sypki o duzej wartosci kata tarcia wewngtrznego, co implikuje przyjecie
w analizie zerowej wartosci spojnosci dla gruntu. Jedynymi niezerowymi parametrami
wytrzymatosciowymi sktadnikow osrodka sa wigc: ¢ — kat tarcia wewngtrznego grun-
tu oraz ¢ — warto$¢ spojnosci (stal). Parametrem charakteryzujacym ilo§ciowo mikro-
strukture gruntu zbrojonego jest udziat frakcyjny zbrojenia w geokompozycie (rys.
6.31): n = h*/h (h* — grubos$¢ pojedynczego zbrojenia, & — rozstaw migdzy kolejnymi
warstwami zbrojenia).

Grunt zbrojony to material o strukturze warstewkowej (rys. 6.31), mozna wigc za-
stosowac caty algorytm konstrukcji no§nosci granicznej przedstawiony w poprzednim
punkcie.

W przedstawionej ponizej analizie wykorzystano jednak pewna specyfike gruntu
zbrojonego, wyraznie modyfikujaca (upraszczajaca) rozwazania. Mianowicie, udziat
frakcyjny zbrojenia w konstrukcjach z gruntu zbrojonego jest bardzo maty (rzedu 107),
a rownoczes$nie wytrzymalo$¢ tego zbrojenia na $cinanie (warto$¢ spojnosci c) jest
nieporownywalnie wigksza niz, przy typowo spotykanych w praktyce matych warto-
Sciach naprezenia, wytrzymatos¢é samego gruntu: |< oy >| tg ¢ . Matematycznie wyraza

si¢ to jako [51]: n > 01 2nc — o,, gdzie: o, = R;/h, R,— wytrzymato$¢ pojedynczej
warstwy zbrojenia na jednoosiowe rozciaganie, liczona na jednostke dtugosci w kie-
runku prostopadtym do ptaszczyzny y,0y, (rys. 6.31). Ponadto, warunek n — 0 po-
zwala (w granicy) wykorzystac nastgpujaca tozsamosc: A(1 —n) = A4.

Zgodnie z zalezno$ciami (6.71) i (6.72), dopuszczalne stany pola mikronaprezenia
{al 1,0 } definiuja nieréwnosci:

» dla gruntu

g1+sin¢< ¢ < g 1—sing

<o} <ocf —L ot <0, 6.98
T sing 02~ %" ising il (6.98)
» dla zbrojenia
of,—2c<0% <0+ 2c, (6.99a)
0%, 20, (6.99b)

gdzie gorne indeksy g oraz z odpowiadaja gruntowi oraz zbrojeniu.

Ze wzgledu na mozliwo$¢ wystapienia przy S$ciskaniu wyboczenia zbrojenia
wprowadzono dodatkowo warunek (6.99b).

Na podstawie ogdlnej postaci rozktadu pola mikronaprezenia dla struktur war-
stewkowych (rys. 6.21 — tym razem jednak miejsce tupka odpowiada zbrojeniu

(03, =0), a piaskowca — gruntowi (o5, =7)), nierownosci (6.98) i (6.99) mozna
zapisa¢ w postaci
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1+sin¢< < 1-sing

<7< A 2, <0, 6.100a
111—sin¢ 111+sin¢ ! ( )

0<o<2|,+2c

lub rbwnowaznie

Lisi
(1_”)211%_(1_”)211S(I_”)(T_le)
(6.100b)
|
S(l—n)Znﬁ ~(1-n)=, A %, <0,

—nZ, <nlo-2Z,)<2nc.

Po dodaniu do siebie stronami nierownosci (6.100a) oraz skorzystaniu ze stwier-

dzenie, ze 2nc — o,, jak rowniez (rys. 6.21): no + (1 - n)r =2, , otrzymujemy
n—0

JLasing xS0 L 5 <o, (6.101)
1-sing 1+sing

Nieréwnosci (6.101) definiujg zbior B" dopuszczalnych standéw makronaprezenia
{211, 25,}. Reprezentacjg graficzna tego zbioru przedstawiono na rysunku 6.32.

Definicje zbioru P" (brzeg tego zbioru to warunek no$nosci granicznej) dopusz-
czalnych stanow makronaprezenia {21, 2j», 25}, podobnie jak w poprzednim punk-
cie, mozna wyrazi¢ przez iloczyn kartezjanski zbioru B" oraz zbioru dopuszczalnych
makronaprezen 2y,. Zauwazmy przedtem, ze w granicy n — 0

0<g=n(c-2%,)<o, (6.102)
oraz, dzigki tozsamosci g + (1 —n)r=2%,-n%,,

Zo—t=(1-n)(2,-1)=(1-n)Z, +nZ, -2, +q=2,, -2, +q, (6.103)

ZII+T:(I_H)(211+T):(1_2n)211+222_q:211+222_Q-

Jesli przyja¢, ze wyczerpaniu nos$nosci gruntu zbrojonego towarzyszy zawsze
uplastycznienie warstwy gruntu, to zbior P mozna zdefiniowaé jako

2 2
P'=B"x]3 |52 < sup ([Wsin(oj _[Mj J . (6.104)

0<g<o, 2

Punkty ekstremalne zbioru P to punkty {21, 21, 25}, takie ze
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2 2
(£, 5, eB" A =, =J_r\/ sup ([Wsingo} —(Mj j (6.105)

0<g<o, 2

Funkcja pod pierwiastkiem w (6.105) to, ze wzgledu na zmienna ¢, parabola
zwrocona ,,wierzchotkiem” do géry, wobec tego

2 2
sup ([—Eﬁ?z_qsmgﬁj —(—2”‘222”1) J:(—letggo)z, (6.106)
)

ge(—o0,+0 2

gdzie wartos¢ ta odpowiada wierzchotkowi paraboli i jest osiagana dla
1+sin’ ¢

—_— 6.107
H 1—sin2¢5 ( )

g=2ypn-—

Poniewaz jednak 0 < ¢ <o,, wobec tego

2 2
J o [(@@ (¥j ]:_Entgqé 6,108
0<g<o,

jest spelnione wtedy i tylko wtedy, gdy

1+sin® ¢
—— <2, <2

1+sin® ¢
1 . .2 +o
1-sin“ ¢ I-sin ¢

z, (6.109)

Zauwazmy jednak, ze dla 0 < ¢ < 90° oraz 2}, < 0 prawdziwe sg nastgpujace nie-
réwnosci:

. ) .2 .
5, ixsine g Ibsing o g TS e o x5, 1280, o (6.010)
1-sing 1-sin ¢ 1-sin“ ¢ 1+sing
wobec tego, dla:
. )
’ 1+s?ngp <5, <5, 1+s?n2qo
l-sing I-sin” ¢
oraz (6.111)
.2 .
211—1+S¥n2(”+ao<22232”—1 Y | &
l1-sin“ ¢ l+sing

punkty ekstremalne nie sa wyznaczone przez wspotrzedna wierzchotka paraboli, lecz
punkty krancowe przedziatu [0, o, ] 3¢q,tzn. g =0lub g = o,.
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Nierownosé
2 2
[211+222_50 Singoj _(211_222+O-n)
2 2
(6.112)
2 2
>[2ut2m Goy| [ Zu=2n
2 2
implikuje
2
5, > 5, S0 g 0, (6.113)

v

Rys. 6.32. Reprezentacja graficzna zbioru B"
Fig. 6.32. Graphical representation of the set B"

Ostatecznie wigc stwierdzamy, biorac pod uwagg nierownosci (6.113) 1 (6.111), ze
no$nos¢ graniczna gruntu zbrojonego okreslaja nastepujace nierownosci:

1+sing 1+sin’ ¢
2 Sy <iy——

1. 1-sing 1-sin’ ¢

U

(6.114)

2
\/2122+[211;222j 3_211';222 sing.
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) .
5,0 o, <x, o
2. 1—sin” ¢ I+sing
U
(6.115)
2
2122+ 2y -2n+o0, < _211‘*‘222_‘70 sing.
2 2
) )
11—1+S%n2(p322232111—+S?n2¢+0'a
3 1-sin” ¢ 1-sin“ ¢ (6.116)
U
|212|S—letg¢_

Reprezentacj¢ graficzna warunku (6.114)—(6.116), dla przykladowych danych
liczbowych, przedstawiono na rysunku 6.33.

[kPa]
35 “'-“‘I‘;lllll.......
30 “"¢ ..'%
25 »}‘ grunt zbrojony i s
+3. 20 Pl N .,
— <12 / \ .
15 ~Z ‘._
10 - : ] \ .
grunt niezbrojony | \ .
5 :
oLk | :
40 60 80 100 kPal
a
=21

Rys. 6.33. No$no$¢ graniczna gruntu zbrojonego przy: —(21, + 2,)/2 = 50 kPa (¢ =30° i o, = 50 kPa)
Fig. 6.33. Ultimate strength of reinforced soil at: —(2}; + 23,)/2 = 50 kPa (¢ =30°1 o, = 50 kPa)

6.4. Uwagi

Przedstawione w punkcie 6.1.1 definicje (6.39) parametréow efektywnych sprezy-
stosci spgkanego blokowo masywu skalnego otrzymano przy warunku nieodksztatcal-
nosci si¢ samych blokéw. Zalozenie to wprowadzono w celu okreslenia wpluwu ist-
niejacych w masywie skalnym nieciaglo$ci na wartosci parametrow efektywnych
sprezystosci catego masywu.
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Odksztatcalno$¢ blokéw uwzglednia si¢ przez proste sumowanie odpowiednich
tensoréw podatnosci sprezystej. Odksztatcenie makroskopowe jest suma usrednionego
odksztalcenia blokow oraz odksztatcenia bedacego wynikiem deformacji na po-
wierzchniach kontaktu. Ta druga czg¢$¢ odpowiada makroskopowemu odksztatceniu
osrodka zbudowanego z nieodksztatcalnych blokéw, wobec tego

E;=E]+Ej, (6.117)
gdzie:

E ; — usredniona warto$¢ odksztalcenia w blokach tworzacych REO,

E lf — makroskopowe odksztatcenie struktury blokowej zbudowanej z nieodksztatcal-

nych blokow.
Oczywiscie
E} =505 (6.118)
oraz, jako bezposrednia konsekwencja zaleznosci (6.38),
leff 0 0
Elkl K . 2
Es b= 0 = 0 [12,+, (6.119)
E1kz 2 1 2
0 0 eff
L K12

gdzie:
S !.fkh — tensor podatnosci sprezystej blokow,

K;ff — wartos$ci zdefiniowane zaleznosciami (6.39), reprezentujace sktadowe efek-

tywnej sztywnos$ci sprezystej struktury blokowej zbudowanej z nieodksztal-
calnych blokow.

Uwzglednienie rownan (6.118) i (6.119) we wzorze (6.117) dowodzi, ze efektyw-
ny tensor podatnosci sprezystej struktury blokowej to suma tensora podatnosci sprezy-
stej blokéw oraz tensora efektywnej podatnosci sprezystej struktury blokowej utwo-
rzonej z nieodksztatcalnych blokéw.

W podrozdziale 6.3 ograniczono si¢ do przedstawienia tylko no$nosci granicznej
gruntu zbrojonego jako bezposredniej konsekwencji, wyprowadzonych w punkcie
6.2.2, zwiazkow dla struktury warstewkowej. Pelng analizg, zarowno wlasnos$ci sprg-
zystych, jak i plastycznych gruntu zbrojonego, traktowanego jako kompozyt, przed-
stawit Sawicki’.

% Sawicki A., Kontynualna teoria kompozytéw i jej zastosowanie do analizy gruntu zbrojonego, Pra-
ce Instytutu Budownictwa Wodnego PAN nr 7, Gdansk 1980.



258

7. Zakonczenie

W niniejszej pracy przedstawiono niektére z mozliwych zastosowan metody
asymptotycznej homogenizacji w mechanice gruntow i skal. Brak miejsca nie pozwo-
lit na przedstawienie innych zastosowan metody, np. w analizie procesu rozchodzenia
si¢ zanieczyszczen w nasyconym woda osrodku gruntowym. Uwzglednione w niniej-
szej monografii zagadnienia potraktowano natomiast bardzo szczegdétowo. Skoncen-
trowano si¢ przede wszystkim na analizie tych procesow fizycznych, ktére zachodzaca
w osrodkach gruntowych i skalnych, gdy sa one nasycone ptynem, tj. na zagadnie-
niach, z ktéorymi spotykamy si¢ na co dzien w geotechnice. Omoéwiono migdzy innymi
wplyw mikrostruktury tych o§rodkdéw na wartosci statych materialowych teorii poro-
prezystosci Biota. Wychodzac z opisu lokalnego dla nasyconego ptynem sprgzysto-
-plastycznego szkieletu, wyprowadzono og6lna struktur¢ opisu matematycznego de-
formacji plastycznych nasyconych osrodkow porowatych. Zweryfikowano i podano
warunki oraz zakres stosowalno$ci, omdwionej we wstepie niniejszej monografii,
koncepcji naprezenia efektywnego w zakresie deformacji niesprgzystych. Sformuto-
wano opis matematyczny mechanicznego zachowania si¢ osrodkéw skalnych nasyco-
nych ptynem, ktorym towarzysza procesy: sorpcji oraz pgcznienia sorpcyjnego.

Wymienione powyzej zagadnienia analizowano, poczawszy od sformutowania opisu
lokalnego (na poziomie niejednorodnos$ci) az po tzw. opis makroskopowy, tj. opis ma-
tematyczny wazny w skali zastosowan inzynierskich. W kazdym z tych zagadnien
zwrocono szczegdlng uwage na rolg mikrostruktury osrodkéw gruntowych i skalnych na
wartosci parametrow efektywnych otrzymanego opisu makroskopowego.

Wszystkie te analizy umozliwita, stosowana w niniejszym opracowaniu, metoda
homogenizacji. Przydatnos¢ tej metody, tym razem w praktyce inzyniera geotechnika,
ilustruja rowniez rozwiazania otrzymane w rozdziale 6. Podano tam migdzy innymi
»zamknigte” zwiazki na parametry efektywne sprezystosci spgkanego blokowo masy-
wu skalnego oraz przedstawiono warunki no$nosci granicznej dla struktury blokowej
11 II rodzaju. Metodologicznie podobne wyniki, tzn. wlasnosci efektywne sprezystosci
oraz nosno$¢ graniczng skal o strukturze warstewkowej, zilustrowano wynikami
otrzymanymi dla skat fliszu karpackiego.

Podsumowania otrzymanych w pracy wynikéw dokonano w konteks$cie, sformu-
towanego w podrozdziale 1.2, celu i zakresu pracy. Wyniki te omowiono w takiej
kolejnosci, w jakiej otrzymano je w poszczegélnych rozdziatach niniejszej pracy. Sa
to wnioski odnoszace si¢ do otrzymanych przez autora wynikoéw oraz dotyczace przy-
datnosci metody homogenizacji w mechanice gruntdéw i skat.

Pierwszy z rozwiazanych probleméw dotyczy wplywu mikrostruktury osrodkéw
gruntowych 1 skalnych na warto$ci parametrow efektywnych teorii porosprezystosci
Biota. Udowodniono, na podstawie metody homogenizacji, ze wartosci tych statych
silnie zaleza od geometrii przestrzeni porowej osrodkow. Przyjmujac proste idealizacje
mikrostruktury osrodka skalnego i gruntowego, obliczono, za pomoca metody elemen-
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tow skonczonych, wartosci tych statych. Wyniki obliczen wykorzystano nast¢pnie do
sformutowania zalezno$ci funkcyjnych wartosci tych statych w funkcji parametrow
mikrostruktury. Zaproponowane funkcje aproksymacyjne, ze wzgledu na przyjete do
obliczen uproszczone geometrie przestrzeni porowej — analizowano jedno- i dwupara-
metrowe rodziny geometrii — musza by¢ traktowane w sensie oszacowan. Wyniki te
stanowia tre$¢ podrozdziatu 3.2 i sg to oryginalne rozwigzania autora niniejszej mono-
grafii. Wskazuja one réwniez, ze w przypadku analizy nasyconych osrodkow skalnych,
ktérych procesowi deformacji towarzysza duze zmiany mikrostruktury, konieczne jest
wprowadzenie do opisu matematycznego tego procesu dodatkowych parametrow repre-
zentujacych odpowiednie miary mikrostruktury. W tym sensie, wyprowadzone w tym
rozdziale, funkcje aproksymacyjne moga mie¢ zastosowanie w analizie procesu defor-
macji nasyconego osrodka porowatego, ktoremu towarzysza duze zmiany jego prze-
strzeni porowej, np. wywotane procesem kruchego pgkania.

Bezposrednia konsekwencja tych rezultatow jest wniosek dotyczacy przydatnosci
metody homogenizacji w mechanice gruntéow i skat — metoda pozwolita na, nieosia-
galng na drodze rozwazan fenomenologicznych, identyfikacj¢ parametrow mikrostruk-
tury odpowiedzialnych za warto$ci statych materialowych teorii Biota.

Drugie z rozwiazanych zagadnien dotyczy opisu matematycznego deformacji pla-
stycznych nasyconych ptynem os$rodkéw porowatych. Wykazano, ze deformacje pla-
styczne nasyconego osrodka porowatego sa ,rzadzone” przez dwie niezalezne sity
termodynamiczne, tj. tensor napre¢zenia catkowitego oraz ci$nienie porowe. Stowarzy-
szonymi z tymi wielko$ciami zmiennymi kinematycznymi sa, odpowiednio, tensor od-
ksztatcenia oraz zmiana porowatosci. Wyprowadzono, zaktadajac na poziomie lokalnym
(w szkielecie) obowiazywanie zasady maksymalnej plastycznej dyssypacji, makrosko-
powe sformulowanie tej zasady dla osrodka nasyconego plynem. W tym sensie otrzy-
mane wyniki stanowia potwierdzenie, sformutowanej na podstawie rozwazan fenome-
nologicznych, ogdlnej teorii poroplastycznosci zaproponowanej przez Coussy’ego [47].
Przedstawione wyprowadzenie jest oryginalnym wynikiem autora niniejszej monografii.

Nie mniej wazny i rowniez oryginalny rezultat autora odno$nie deformacji pla-
stycznych nasyconego o$rodka porowatego to weryfikacja waznosci koncepcji napre-
zenia efektywnego w zakresie deformacji niesprezystych. Stwierdzono (z wytacze-
niem osrodkéw gruntowych), ze koncepcja naprezenia efektywnego nie obowiazuje
w przypadku osrodkéw porowatych, dla ktérych na poziomie lokalnym kryterium
plastycznosci zalezy od pierwszego niezmiennika tensora naprgzenia. Zaproponowano
calkowicie oryginalng metodg konstrukcji plastycznosci dla osrodka nasyconego ply-
nem, pozwalajaca budowa¢ kryterium plastycznosci dla osrodka nasyconego na pod-
stawie znajomosci tylko kryterium plastycznosci dla o$rodka porowatego bez cieczy.
Konstrukcje t¢ okreslaja zaleznosci (4.152). Nalezy podkresli¢, ze w szczegolnych
przypadkach, np. osrodkach granulowanych, metoda ta prowadzi do klasycznej kon-
cepcji naprgzenia efektywnego zaproponowanej przez Terzaghiego.

W rozdziale 4. wskazano rowniez na pewne ograniczenia metody homogenizacji,
tzn. niemozliwe jest przy uzyciu tej metody skonstruowanie pelnego makroskopowego



260

opisu matematycznego osrodka niejednorodnego, ktorego sktadniki wykazuja cechy
osrodka sprezysto-plastycznego. W takim przypadku mozna tylko wyprowadzi¢ ogol-
na strukture opisu matematycznego deformacji plastycznych, zakladajac, ze osrodek
jest zbudowany z materialow sztywno idealnie plastycznych. Wiadomo, ze w trakcie
deformacji plastycznych osrodek bedzie doznawat wzmocnienia, ale nie mozna jedno-
znacznie nawet typu tego wzmocnienia okreslic. Potrzebne sa dodatkowe postulaty
natury fenomenologicznej, tak jak przedstawiono to w rozdziale 4.

Odrebnym problemem, jaki podjeto w niniejszej rozprawie, jest opis matematycz-
ny proceséOw zachodzacych w uktadach sorpcyjnych. Osrodek skalny potraktowano
jako o$rodek o hierarchicznej strukturze poréw. Pozwolito to wyrdzni¢ dwa, jako-
sciowo rozne, zakresy porow (mikro- i makropory), determinujace rézne procesy
transportu ptynu w tych porach. W rezultacie wyprowadzono komplet rownan opisu
makroskopowego uwzgledniajacy procesy: sorpcji oraz pecznienia sorpcyjnego. Opis
ten takze jest oryginalnym rozwiazaniem autora. Korzystajac z dostepnych w literaturze
przedmiotu wynikow badan eksperymentalnych, zidentyfikowano stale materiatlowe
proponowanego opisu. Na podkreslenie zastuguje identyfikacja, na podstawie wynikoéw
badan laboratoryjnych, postaci funkcji pamigci wystepujacych w proponowanym opisie.

Ostatnim zagadnieniem, ktorego rozwiazania podjgto si¢ w tej rozprawie, jest pro-
blem ,,przenoszenia” parametrow: wytrzymato§ciowych oraz sprezystosci, otrzyma-
nych dla probek, na masyw skalny. Wyrdzniono dwa typy masywu skalnego, tj.:
o strukturze blokowej oraz o strukturze warstewkowej. W pierwszym przypadku, tj.
masywu o strukturze blokowej, podano oryginalng autorskq metodg wyznaczania pa-
rametrow efektywnych sprezystosci. Pozwolito to wyprowadzi¢ ,,zamknigte” zwiazki
okreslajace parametry efektywne tego typu struktur. Oryginalnym rozwiazaniem
przedstawionym w tym rozdziale jest rowniez nosno$¢ graniczna dla skat o strukturze
warstewkowej. W literaturze przedmiotu rozwiazanie tego zagadnienia mozna znalez¢
w zasadzie tylko dla kompozytow warstwowych, w ktorych kryterium plastycznosci
sktadnikow struktury to kryterium Hubera—Misesa. W niniejszym opracowaniu poda-
no rozwiazanie dla struktur, w ktorych wytrzymatos¢ sktadnikow jest okreslona przez
kryterium Coulomba—Mohra. Sformutowano ogdlny algorytm okreslania no$nosci
granicznej dla tego typu struktur skalnych. Efektywno$¢ proponowanej metody ilu-
struje wyznaczona numerycznie no$nos¢ graniczna skat fliszu karpackiego.

Na zakonczenie podsumowania wynikéw niniejszej pracy nalezy stwierdzi¢, ze
niektore rozpatrywane problemy maja charakter podstawowy. Prezentowane, na przy-
ktad w rozdziatach 3.—5., wyniki moga by¢ wykorzystane, po odpowiedniej modyfika-
cji, do analizy procesow niesprezystych w nasyconych osrodkach porowatych, ktérym
towarzysza procesy ,,rozpuszczania” jednego ze sktadnikow osrodka lub procesy kru-
chego pegkania szkieletu (procesy bardzo czgsto wystepujace w osrodkach skalnych).
Ponadto, wyniki rozdziatow 4. i 5. moga stanowi¢ baz¢ do konstruowania opisu
uwzgledniajacego roéwnoczesne procesy: sorpcji, pecznienia sorpcyjnego oraz defor-
macji plastycznej osrodka. Czg$¢ z tych problemow jest obecnie lub stanie si¢ w naj-
blizszym czasie przedmiotem badan autora.
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Dodatek

A.1. Przestrzenie funkcji makroskopowych

Przestrzen funkcji catkowalnych z potega p

LP(Q)—{uu Q-R, [|u(x dx<oo} (A1)
Z norma
1/p
| [l a2
Q
Przestrzen funkcji o warto$ciach wektorowych calkowalnych z potega p
(LP(Q))Nz{u;uzgﬁ RY, I(|u(x)|N)pdx<oo}, (A3)
Z norma
1/p
| [l ] a
Q
gdzie

N 1/p
(Shr)” *9
i=1

Przestrzen funkcji majacych pochodne calkowalne z potega p

W (Q)={uue L’ (Q), Vue ()}, (A.6)
Z norma
1/p
p p
sy =(1s oy #1717 ) (A7)
Przestrzen funkcji calkowalnych z kwadratem
LZ(Q)—{uu Q>R, I dx<oo} (A.8)
Z norma
20y = | [ ) . (A.9)

Q
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Przestrzen funkcji o warto$ciach wektorowych catkowalnych z kwadratem

(LZ(Q))N:{M;M:Q% RY, j([u(x)]N)zdx@o}, (A.10)

Z norma

1/2
||u||m=[j<[u<x>]N>2dx] | A
Q

[u], =,/ﬁ‘,u,~2- (A.12)
i=1

Przestrzen funkcji majacych pochodne calkowalne z kwadratem

gdzie

H'(Q)=w"*(Q), (A.13)

Z norma

el = Do Vel (A14)

Przestrzen funkcji testowych

D (Q) = {u; u:Q —> R, u zno$nikiem zwartym w £2, u ma pochodne wszystkich rzqdéw}.

A.2. Przestrzenie funkcji mikroskopowych

Przestrzen funkcji Y periodycznych majacych pochodne catkowalne z potega p
W#l’p(Y)z {u;u ewhr (Y), u jest Y periodyczne}, (A.15)

Z norma
1/p
by =( 1, 100 ) (16

Przestrzen funkcji Y periodycznych, majacych pochodne calkowalne z kwa-
dratem

H(Y)=w}2(Y), (A.17)
Z norma

= TPy 9T A
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A.3. Przestrzenie funkcji dwuskalowych

Przestrzen funkcji calkowalnych z kwadratem z mikro- i makrozmiennymi

Lz(QxY)zLZ(Q;Li(Y))z{u;u:Q—)Li(Y), J.Hu(x, . )

Z norma

L2(y)dx<oo}, (A.19)

2 (- (A.20)

||u||Lz<Q;L§<Y)>=J [ e )],
Q

Przestrzen funkcji testowych z mikro- i makrozmiennymi

D(@:cz(r))

= {u;u Q->CF (Y ), u z no$nikiem zwartymw £, u ma pochodne wszystkich rzqd(')w}.
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Applications of asymptotic homogenisation method
in soil and rock mechanics

Some applications of asymptotic homogenisation method for mathematical modelling of
physical processes taking place in soil and rock media have been presented. Special emphasis
has been put on analysis and modelling of the phenomena associated with saturated soil and
rock media, i.e. on filtration, consolidation, sorption and swelling processes.

Chapter 2 surveys and compares different formulation as well as techniques of homogeni-
sation method. In particular, it details formulation called as smoothing theory and as mathe-
matical homogenisation theory. It discusses basic principles and properties of some techniques,
i.e. volume and weight averaging, continuum micro-mechanics, asymptotic homogenisation,
two-scale convergence as well as I'-convergence. Special attention is paid on the asymptotic
homogenisation method for periodic structures. Presentation of some methods of effective
properties estimation for random media ends the section.

Chapter 3 is devoted to the Biot’s poroelasticity theory. First, general relations linking the
macroscopic poroelastic coefficients with the averaged micromechanical solutions are recov-
ered. Considering a variational formulation of appropriate boundary value problems stated for
the representative volume element, microstructural parameters affecting the values of poroel-
stic constants are then identified. A strong dependence of the poroelastic coefficients on the
internal geometry of pores as well as on the global porosity of the medium is clearly pointed
out. Quantitative effect of these parameters on the values of coefficients examined is presented
for simplified pores geometries for which numerical calculations have been carried out.

The mathematical modelling of plastic deformation of saturated porous media is a subject
of the chapter 4. First, a mathematical description valid at the pore level is “upscaled” using the
asymptotic homogenisation technique. It is shown that proper macroscopic description should
involve, besides strain tensor, also the porosity variation as the second cinematic variable. The
macroscopic principle of maximum plastic dissipation is formulated. Then validity and limits
of the effective stress concept for saturated porous media are studied in the plastic domain. It is
proved that, in general, an effective stress tensor fulfilling stress equivalence principle could
not be defined for an arbitrary porous medium. The effective stress tensor could be, however,
defined for a porous medium composed of homogeneous skeleton. The new formulation
method of yield function for saturated material based on yield function for dry material is pro-
posed.

Chapter 5 investigates phenomena of sorption and sorption swelling taking place in satu-
rated porous media. The main result consists in the fact that macroscopic behaviour of rock
saturated with gas can be modelled by two different macroscopic descriptions. The appropriate
dimensionless number defines their respective ranges of validity.

Examples of application of homogenisation method in engineering practice end the mono-
graph.
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Z. wielu mozliwych zastosowan metody homogenizacji zwigzanych z mechanika
osSrodkéw gruntowych i skalnych oméwiono niektoére, dotyczace modelowania
i analizy proceséw zachodzacych w tych oSrodkach, przede wszystkim wtedy, gdy
s3 one nasycone cieczg lub gazem, tzn.: procesow filtracji, konsolidacji, sorpcji oraz
pecznienia, podajac oryginalne rozwiazania. Przedstawiono zwlaszcza wplyw
mikrostruktury osrodkéw porowatych na wartosci stalych materialowych teorii
porosprezystosci Biota. Zweryfikowano tzw. koncepcj¢ naprezenia efektywnego
w zakresie zachowania niesprezystego nasyconego osrodka porowatego, podajac
réwnoczesnie metody przyblizone konstrukeji powierzchni plastycznosci dla tych
oSrodkéw. Sformulowano ogélna struktur¢ opisu matematycznego nasyconych
osrodkow porowatych w przypadku deformacji plastycznych. Zaproponowano
model matematyczny mechanicznego zachowania si¢ oSrodkéw porowatych nasy-
conych plynem, w ktérych proces pecznienia ciala stalego jest wynikiem sorpcji.
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