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PRZEDMOWA

Oddajemy do rak czytelnikéw kolejne wydanie podrecznika do ¢wiczen labora-
toryjnych z fizyki. Podrecznik jest adresowany do studentow pierwszych dwoch lat
studidow wyzszych uczelni technicznych i sktada si¢ z czterech czgsci noszacych
nastgpujace tytuly:

1. Podstawy opracowania wynikéw pomiarow.

2. Mechanika i termodynamika.

3. Elektryczno$¢ i magnetyzm.

4. Optyka.

W czesci pierwszej przedstawiamy podstawowe zasady analizy niepewnosci po-
miardéw, metody opracowania i prezentacji wynikow pomiaréw oraz tablice warto-
sci wielkos$ci fizycznych. Pragniemy podkresli¢, ze metody analizy wynikéw po-
miardw sa zgodne z aktualnymi zaleceniami ISO (International Organization for Stan-
darization) oraz Gtownego Urzedu Miar.

Wspotautorem rozdziatéw 2.2, 2.6 1 4 jest profesor dr hab. Witold Klonecki, byty
pracownik naukowo-dydaktyczny Instytutu Matematyki PWr.

W pozostatych czg$ciach podrgcznika zamieszczono opisy wraz z obszernymi
wprowadzeniami do wszystkich ¢wiczen wykonywanych w Laboratorium Podstaw
Fizyki PWr. Opis kazdego ¢wiczenia rozpoczyna si¢ zwigztym sformutowaniem naj-
istotniejszych zagadnien (w formie stow kluczowych), ktorych znajomos$¢ jest wa-
runkiem koniecznym przystapienia do wykonywania danego ¢wiczenia laboratoryj-
nego.

Mamy nadziejg, ze podrgcznik ten utatwi studentom przygotowanie si¢ do ¢wi-
czen laboratoryjnych z fizyki oraz opracowania wynikow pomiarow bez koniecznosci
siggania do wielu innych ksiazek.

W internetowej witrynie dydaktycznej Instytutu Fizyki PWr. pod adresem:
http://www.if.pwr.wroc.pl/dydaktyka/LPF jest dostepne bezptatnie poprzednie wy-
danie podregcznika.

Autorzy dzigkuja prof. dr. hab. Witoldowi Kloneckiemu za cenne uwagi i dys-
kusje oraz pani Alicji Szczygiet za wykonanie rysunkow do wszystkich czgsci
podrecznika.

Autorzy i redaktorzy podrecznika



WSTEP

Poznanie przez studentow podstawowych technik dos§wiadczalnych, zdoby-
cie umiejetnosci przeprowadzania eksperymentow i opracowywania wynikow
pomiardw oraz szacowania niepewnos$ci pomiarow — to najwazniejsze cele ¢wi-
czen laboratoryjnych z fizyki. Opanowanie tych zagadnien wymaga pewnego czasu
oraz doswiadczenia, ktore zdobywa si¢ podczas wykonywania i opracowywania ko-
lejnych ¢wiczen.

Zajecia laboratoryjne z fizyki rozpoczynaja si¢ zebraniem organizacyjnym, na
ktérym studenci po zapoznaniu si¢ z regulaminem pracowni fizycznej, sprawami
organizacyjnymi i porzadkowymi, otrzymuja harmonogram ¢wiczen na caly semestr.

W ciagu tygodnia dzielacego zebranie organizacyjne od pierwszych zajeé
student powinien zapoznac¢ si¢ z tematyka pierwszego wyznaczonego ¢wiczenia,
a takze z podstawowymi metodami szacowania niepewnoS$ci pomiarow.

Oto lista zagadnien, z ktorymi nalezy si¢ zapoznac przed przystapieniem do pierw-
szego ¢wiczenia, niezaleznie od jego tematu:

— pomiary wielkosci fizycznych (rozdziat 1),

— podstawy obliczania niepewnosci pomiarow (rozdziat 2),

— zasady wykonywania ¢wiczen i opracowywania sprawozdan (rozdziat 6).

W opisach ¢wiczen zasugerowano sposoby opracowania wynikow pomiarow oraz
metodg obliczania ich niepewnos$ci. Podstawowe pojecia oraz ich definicje zostaty
w tek$cie wyrdznione pogrubiona czcionka, w celu wyraznego oddzielenia ich od
przyktadow i komentarzy.

Przed przystapieniem do kolejnego ¢wiczenia nalezy zapoznac si¢ z metoda
obliczania niepewnoS$ci oraz sposobem opracowania wynikow przydatnym
w danym ¢éwiczeniu. Taki sposob postgpowania zapewnia zgromadzenie podczas
pomiarow danych niezbednych do obliczen oraz pozwala stopniowo (przy wykony-
waniu i opracowywaniu rezultatow kolejnych ¢wiczen) zapoznawacé si¢ z metodyka
opracowywania i prezentacji wynikow pomiarow.

Omoéwimy krotko zawarto$¢ podrecznika. W rozdziale pierwszym wprowadzo-
no podstawowe pojecia dotyczace wielkosci fizycznych oraz ich pomiarow. Obszerne
przedstawienie zarbwno przedmiotu jak i podstawowych zasad analizy niepewno-
$ci pomiarow zamieszczone jest w rozdziale 2. Sposoby graficznego opracowywa-
nia wynikow pomiaréw oraz metody regresji liniowej oraz nieliniowej zawieraja
odpowiednio rozdziaty 3 i 4. Oprogramowanie uzytkowe pozwalajace na szybkie
i sprawne przeprowadzenie analizy niepewnosci pomiarow i sporzadzenie wykresow
przedstawiono w rozdziale 5. Zasady wykonywania pomiarow w Laboratorium Pod-



staw Fizyki oraz sporzadzania sprawozdan omowiono w rozdziale 6. Dodatek za-
wiera definicje jednostek wielkosci podstawowych w uktadzie SI, wartosci statych
fundamentalnych, tablice statych niezbednych podczas opracowywania wynikow po-
miardw oraz tablice, w ktérych podano wtasnosci fizyczne materiatlow stanowiacych
przedmiot badan. Tablice moga by¢ przydatne do poréwnania uzyskanych wynikow
pomiarow z danymi wyznaczonymi w laboratoriach naukowych i przemystowych.

Przytoczone w tekscie przyktady stanowia ilustracj¢ omawianych zagadnien, nie
sa jednak wynikami konkretnych pomiaréw i w zadnym wypadku nie nalezy powo-
lywac si¢ na wystepujace w nich wartosci liczbowe.



1. POMIARY WIELKOSCI FIZYCZNYCH

Przedmiotem fizyki doswiadczalnej sa pomiary wielkosci fizycznych oraz po-
szukiwanie i opis zwiazkow (praw fizycznych) migdzy tymi wielkosciami.

WielkoScia fizyczng nazywamy taka wlasciwos$¢ obiektu, substancji lub zja-
wiska, ktéra mozna poréwnac ilo§ciowo z podobnymi wlasciwosciami lub ce-
chami innego obiektu, substancji lub zjawiska. Wielkosci fizyczne sa wige wla-
sciwosciami lub cechami obiektoéw, substancji lub zjawisk, ktore mozna zmierzy¢.

Proces porownywania wielkoSci fizycznej z wielkoScia przyjeta za jednost-
ke nazywamy pomiarem. Przyktadami wielkos$ci fizycznych, za pomoca ktérych
opisujemy wiasciwosci obiektow, sa: masa, gestos¢, temperatura, wymiary geome-
tryczne, natomiast wielko$ciami charakteryzujacymi zjawiska sa: predkos¢, przyspie-
szenie, sita, szybko$¢ zmian temperatury lub efekty cieplne, np. cieplo parowania,
ciepto wilasciwe itp.

Aby moc dokona¢ pomiaru danej wielkosci fizycznej, nalezy okresli¢ jednostke
tej wielkos$ci. Jednostki definiowane sa za pomoca wzorca lub przez sprecyzowanie
sposobu ich pomiaru. W celu uniknigcia dowolnosci w wyborze jednostek, a wige
umozliwienia porownywania wynikow pomiarow, definicje jednostek fizycznych
zostaly okreslone w umowach migdzynarodowych. W wigkszosci krajow, w tym
rowniez w Polsce, obowiazuja jednostki uktadu migdzynarodowego — SI (System
International). Definicje jednostek uktadu SI, zatwierdzone przez migdzynarodowa
konferencje w 1991 roku, sa zawarte w dodatku znajdujacym si¢ w koncowej czg-
$ci podrecznika.

Istnieje okreslona liczba wielkoSci fizycznych, ktérych jednostki sa zdefinio-
wane. Wielkosci takie nazywamy podstawowymi (w uktadzie SI jest ich siedem).
Pozostate wielko$ci mozna wyrazi¢ za pomoca zwiazkow (zazwyczaj praw fizycz-
nych) migdzy wielkosciami podstawowymi. Wielkosci fizyczne, ktore mozna wy-
razi¢ za pomoca wielko$ci podstawowych nazywamy wielkoSciami pochodny-
mi. Jednostki podstawowe mozna wybiera¢ i definiowa¢ w rdzny sposob. Za jed-
nostki podstawowe przyjmuje si¢ jednostki takich wielkosci fizycznych, ktore dzig-
ki odpowiednim przyrzadom i technice pomiarowej mozna mozliwie precyzyjnie
zmierzy¢, a ich wzorce mozliwie prosto i doktadnie odtworzy¢. Nalezy zwroci¢
uwagg, ze zadna wielkos¢ fizyczna nie moze by¢ zmierzona z doktadnos$cia wigk-
sza od doktadnosci z jaka zdefiniowany jest aktualny wzorzec. W miarg rozwoju
techniki pomiarowej ro$nie rowniez precyzja pomiarow. Wtedy, gdy jesteSmy w sta-
nie mierzy¢ jakas wielkos¢ z precyzja wigksza od doktadnosci z jaka okreslony jest



wzorzec, zachodzi potrzeba zmiany wzorca (przyktadem jest wprowadzona niedawno
zmiana definicji metra).

Wynik dowolnego pomiaru x jest warto$cia mianowana, ktora podajemy w na-
stgpujacej postaci:

x=rody, (1.1)

gdzie: J, — jednostka wielkosci fizycznej X (zazwyczaj jej symbol), a 7, — liczba
rzeczywista okre$lajaca liczbg jednostek. Jak widzimy z postaci zapisu (1.1), poda-
nie warto$ci wielkosci fizycznej w postaci tylko liczby nie ma sensu (o ile nie jest
to wielko$¢ bezwymiarowa); np. stwierdzenie, ze odlegtos¢ migdzy dwoma punk-
tami wynosi 1,54 nic nie znaczy.

W przypadku podawania warto$ci wielko$ci obarczonej niepewnoscia d, wynik
pomiaru zapisujemy w postaci

X =(ry£8,)J,. (1.2)

Niepewno$¢ pomiaru Oy jest miarg rozrzutu wynikow pomiaréw wielkosci fizycz-
nej X.

Wyznaczanie warto$ci wielkosci fizycznej moze sktadac si¢ z kilku etapow,
z ktorych najwazniejszymi sa pomiary proste, obliczanie oceny wartos$ci wielko-
$ci wyznaczanych na podstawie wynikoOw pomiaréw prostych oraz analiza doklad-
nos$ci uzyskanej oceny.

Pomiary wielkosci fizycznych, ktorych warto$ci wyznaczamy bezposrednio
za pomocg odpowiednich przyrzadéw bedziemy nazywali pomiarami prosty-
mi (bezposSrednimi), a wielko$ci tak wyznaczone wielko$ciami prostymi. Do ta-
kich wielkosci zaliczane sa wielko$ci podstawowe (patrz podrozdziat 7.1 zamie-
szczony w dodatku), ktorych pomiar polega na poréwnaniu z wartoscia przyjeta
za jednostke, np. czas, odlegtos¢, kat, natezenie pradu lub masa.

Istnieja wielkoscei, ktorych warto$ci odczytujemy bezposrednio ze skali przyrza-
du mierzacego inng wielko$¢ fizyczna. Dzigki prostej zaleznos$ci funkeyjnej przy-
rzad moze by¢ wyskalowany w jednostkach innej wielkos$ci fizycznej niz wielkos¢
mierzona bezposrednio. Wielkosci takie bgdziemy rowniez nazywali wielko§ciami
prostymi, mimo ze sam pomiar jest pomiarem posrednim.

W przypadku pomiaréw prostych nie ma potrzeby obliczania warto$ci mierzo-
nych, gdyz odczytujemy je bezposrednio ze skali przyrzadu pomiarowego.

Przyklady pomiaréw prostych

1. Pomiar napigcia elektrycznego za pomoca woltomierza polega na pomiarze na-
tezenia pradu ptynacego przez znang rezystancj¢. Korzystajac z prawa Ohma moze-
my amperomierz wyskalowaé¢ w jednostkach napigcia i przyrzad nazwa¢ woltomie-
rzem.
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2. Termometr cieczowy jest urzadzeniem wykorzystujacym liniowy zwiazek mig-
dzy przyrostem objgtosci cieczy a przyrostem temperatury. Wielkoscia mierzona jest
przyrost objgtosci cieczy, naniesiona za$ na nim skala jest skala temperatur.

3. Pomiar natgzenia o$wietlenia za pomocg luksomierza polega na pomiarze na-
tezenia pradu generowanego przez fotoogniwo, amperomierz mierzacy ten prad jest
wyskalowany w luksach.

Pomiar zlozony polega na wykonaniu (najczgsciej rownoczesnym) kilku pomia-
réw prostych. Korzystajac z zaleznosci migdzy wielkosciami wyznaczonymi bezpo-
srednio obliczamy warto$¢ wielkosci fizycznej, ktora bedziemy nazywali ztozona,
a taki spos6b wyznaczania wielkosci fizycznej pomiarem ztozonym.

Przyklady pomiaréw zlozonych

1. Pomiar oporu elektrycznego polega zwykle na pomiarze natgzenia pradu oraz
napigcia na badanej rezystancji. Warto$¢ oporu obliczamy korzystajac z prawa Ohma.
Zwroémy uwagge na to, ze jezeli opor zmierzymy za pomocg omomierza, to bgdzie
on traktowany jako pomiar prosty. Gdy warto$¢ oporu wyznaczamy na podstawie
pomiaréw napigcia i natgzenia pradu, bedzie to pomiar ztozony.

2. W celu wyznaczenia ciepta wiasciwego ciata nalezy wyznaczy¢ jego masg oraz
okresli¢ przyrost temperatury spowodowany dostarczeniem okreslonej ilosci ciepta.
W tym celu nalezy zwazy¢ badane ciato, zmierzy¢ jego temperaturg poczatkowa
i koncowa oraz okresli¢ dostarczone ciepto. Jezeli energia jest dostarczana za po-
mocg grzejnika elektrycznego, to nalezy zmierzy¢ napigcie, natgzenie pradu oraz czas
przeptywu pradu przez grzejnik, a ponadto nalezy znac (lub wyznaczy¢) pojemnos¢
cieplna grzejnika, czyli ilo$¢ ciepta potrzebna do ogrzania grzejnika o jeden stopien.

Z przytoczonych przyktadow wynika, ze pomiary ztozone moga by¢ bardzo skom-
plikowane i wymaga¢ wielu pomiarow prostych i czgsto dodatkowo znajomosci sta-
tych materiatowych lub statych fizycznych.

Wartosci x wielkosci fizycznej X sa wyznaczane doswiadczalnie (moéwimy sa
mierzone). Warto$¢ doktadna (rzeczywista, prawdziwa), ktoéra oznaczymy przez
M,_nie jest znana.

Rodzi sig pytanie, jak obliczy¢ warto§¢ wielko$ci zmierzonej, ktora bedzie do-
brym oszacowaniem wartosci doktadnej 1, oraz jak oszacowa¢ doktadnos$¢ pomia-
roOw na podstawie skonczonej serii pomiard6w nazywanej takze proba? Zagadnienia
te stanowia przedmiot analizy niepewno$ci pomiaréw nazywanej do niedawna ra-
chunkiem btedow.

Analiza niepewnosci pomiarow wymaga stosowania odpowiednich poje¢, ktore
zostang przedstawione w rozdziale 2. Pojecia te wprowadzimy zgodnie z zalecenia-
mi organizacji mi¢gdzynarodowych sformutowanymi w przewodniku Guide to the
Expression of Uncertainty in Measurement [1] oraz wytycznymi Gtownego Urzedu
Miar [2] (patrz rowniez opracowania i podrgczniki [3-7, 9]).
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2. OBLICZANIE NIEPEWNOSCI POMIAROW

Wynik nawet najstaranniej wykonanego pomiaru lub obserwacji obarczony jest
niepewnoscia odzwierciedlajaca niedoktadnos¢ wartosci wielkoséci zmierzonej. Ana-
liza niepewnosci pomiaréw jest bardzo istotnym etapem kazdego eksperymentu za-
rowno w fazie jego projektowania, wykonywania jak i opracowywania uzyskanych
wynikow. W tym rozdziale przedstawimy podstawowe pojecia zwiazane z analiza
niepewno$ci pomiardw oraz przedstawimy najczgsciej stosowane metody okresla-
nia tych niepewnosci.

2.1. Pojecia podstawowe

W roku 1995 uzgodniono nowe migdzynarodowe normy [1-4, 6, 7] dotyczace
terminologii 1 zasad wyznaczania niepewnos$ci pomiarowych, ktorych statut praw-
ny jest taki sam, jak uregulowan dotyczacych SI.

Wynikiem pomiaru nazywamy warto$¢ x przypisana wielko$ci fizycznej X uzy-
skana droga pomiaru.

Niepewnos$¢ pomiaru jest miara (zwiazang z wynikiem pomiaru) charakteryzu-
jaca rozrzut wynikow pomiaréw. Pod tym pojeciem rozumiemy miar¢ niedoktadno-
$ci, z jaka zmierzono dang wielko$¢ fizyczna. Innymi stowy, niepewno$¢ pomiaru
oznacza ilo§ciowa miar¢ naszej niepewnosci lub watpliwosci co do wartosci wyni-
ku pomiaru danej wielkosci fizycznej.

Niepewno$¢ pomiaru ma wiele przyczyn. Do najwazniejszych zaliczamy [6, 7]:
a) Niepetna definicj¢ wielkosci mierzonej (okreslenie danej wielkosci fizycznej jest

tymczasowe w tym sensie, ze moze ulec zmianie wraz z rozwojem nauki).

b) Niedoktadna realizacjg tej definicji (przyrzad, miernik, wzorzec nie jest idealng
realizacja definicji wielko$ci fizycznej, np. temperaturg okreslamy jako czgsé
temperatury punktu potréjnego wody, ale nie istnieje idealnie czysta woda, po-
zbawiona jakichkolwiek domieszek; podobnie wzorzec czasu jest $cisle zwiaza-
ny z predkoscia $wiatta, wigc udoktadnienie pomiaru predkosci $wiatta wplynie
zapewne na wzorzec czasu).

¢) Niereprezentatywnosc¢ serii wynikdw pomiarow (np. zbyt mata liczba pomiarow).

d) Niedoktadng znajomo$¢ czynnikéw zewngtrznych (np. wptywu otoczenia na prze-
bieg pomiarow) lub ich niedoktadny pomiar.
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e) Btedy popehiane przez obserwatora podczas odczytéw wskazan przyrzadow ana-
logowych.

f) Skonczona zdolnosc¢ rozdzielcza stosowanych w pomiarach przyrzadow.

g) Niedoktadnos$¢ stosowanych wzorcoOw i materialdow odniesienia.

h) Niedoktadne wartosci statych lub parametréw pochodzacych z innych zrodet.

i) Przyblizenia i zalozenia upraszczajace przyjete w pomiarach lub procedurze po-
miarowej.

j) Zmiany kolejnych wynikéw pomiarow wielko$ci mierzonej w pozornie identycz-
nych warunkach.

Miara niepewno$ci moze by¢ np. odchylenie standardowe (patrz rozdziat 2.2),
potowa przedziatu ufnosci odpowiadajacego okreslonemu poziomowi ufnosci (patrz
rozdziat 2.3.1) lub niepewno$¢ wynikajaca z klasy przyrzadu pomiarowego (patrz
rozdziat 2.3.2). Niepewno$¢ pomiarow zawiera na ogot wiele sktadnikow. Niektore
z nich wyznaczamy na podstawie statystycznej analizy wynikoéw serii pomiarow
(patrz rozdziat 2.2), inne obliczamy korzystajac z dodatkowych informacji oraz do-
$wiadczenia nabytego przez osobg wykonujaca eksperymenty.

Zaktadamy, ze wynik pomiaru stanowi najlepsze w danych warunkach ekspery-
mentalnych oszacowanie warto$ci wielko$ci mierzonej, a wszystkie sktadniki nie-
pewnosci pomiaru wnosza swoj udzial do rozrzutu uzyskanych wynikdéw pomiarow.

Niepewnoscig standardowa nazywamy niepewnos$¢ wyrazong poprzez odchy-
lenie standardowe s (patrz rozdz. 2.2).

Bledem pomiaru nazywamy réznicg 0 migdzy wynikiem pomiaru x a warto-
Scig rzeczywista U, wielko$ci mierzone;j:

S=x—H_. 2.1)

Z uwagi na to, ze warto$¢ rzeczywista [I,_nie jest znana doktadnie zamiast niej sto-
suje si¢ jej oceng uzyskana na podstawie wynikow pomiaréw. Zaktadamy przy tym
[8], ze warto$¢ prawdziwa [ istnieje i pozostaje stala podczas pomiaréw, a wynik
pomiaru stanowi jedynie oszacowanie mierzonej wartosci, ktorej prawdziwa wartos¢
pozostaje nieznana. W przypadku skonczonej serii pomiaréw prostych za oceng war-
todci rzeczywistej przyjmuje si¢ srednia arytmetyczna X (patrz rozdz. 2.2).

Bledem przypadkowym 5,700 nazywamy roznic¢ migdzy wynikiem pomiaru
x a wartoscia $rednia z duzej liczby pomiaré6w oznaczona symbolem X

0 o =X = Xoo

Niepewnos$cia przypadkowa nazywamy roznic¢ migdzy wynikiem pomiaru

x a wartoscia $rednia X z serii pomiarow (proby)

ép =x-X

13



Powtarzajac wielokrotnie pomiar wielkosci fizycznej uzyskujemy roézne wyniki.
Jezeli wyniki pomiaré6w obarczone sa tylko btedami przypadkowymi, to rozktadaja
si¢ one wokot wartosci rzeczywistej (L., a ich rozrzut charakteryzuje doktadnosé
pomiaru.

Niepewnosci przypadkowe moga wynikaé z wlasnosci badanego obiektu. Przy-
pusémy, ze mierzymy wielokrotnie $rednice drutu. Srednica ta moze by¢ rozna
w roéznych miejscach, a ponadto przekrdj drutu moze nie by¢ kotowy.

Niepewnosci przypadkowe moga by¢ cecha przyrzadu pomiarowego, by¢ wy-
nikiem wplywu losowo zmieniajacych si¢ czynnikéw zewnetrznych na dziala-
nie przyrzadu pomiarowego lub zachowanie si¢ obiektu mierzonego. Niepew-
nosci przypadkowe moga by¢ rowniez powodowane przez eksperymentatora, np.
przez réznice w docisku $ruby mikrometrycznej, ustawienie sruby pod pewnym ka-
tem do osi drutu w przyktadzie omawianym wczesniej.

NiepewnoSci przypadkowe odgrywaja bardzo istotng rol¢ w pomiarach su-
biektywnych, to jest w pomiarach, podczas ktorych ,,czujnikiem” jest eksperymen-
tator. Przyktadami takich pomiarow sa pomiary czasu za pomoca stopera, w ktorych
wynik jest uzalezniony od czasu reakcji eksperymentatora, pomiary optyczne,
w ktorych nalezy stwierdzi¢ jednakowe o§wietlenie dwoch sasiadujacych ze soba ob-
szarOw (pomiary efektu Faradaya, pomiary sacharymetrem lub fotometrem), ostrosé
obrazu (pomiary ogniskowych soczewek oraz pomiary mikroskopowe), ostrosci
plamki na ekranie oscyloskopu (pomiar stosunku e/m elektronu), jednakowa barwe,
zanik pradu w metodach mostkowych i kompensacyjnych.

Niepewnosci przypadkowych nie mozna unikna¢, mozna je jednak oszacowac
wykorzystujac metody statystyki matematycznej.

Bledem systematycznym nazywamy roznicg migdzy Srednig X, z nieskonczo-
nej serii pomiaré6w wykonanych w warunkach powtarzalno$ci a warto$cig rzeczy-
wista U wielko$ci mierzonej

A=%,—[I_. (2.4)

1z’

Bledy systematyczne wynikaja ze zlej jakosci lub rozregulowania przyrzadow
pomiarowych, niewltasciwej metody pomiaru lub wptywu czynnikow zewngtrznych
na wyniki pomiarow. Przyktadem moze by¢ pomiar dtugosci za pomoca metalowej
linijki lub ta$my mierniczej, na ktora naniesiono skal¢ w temperaturze znacznie
odbiegajacej od temperatury, w ktérej odbywa si¢ pomiar (linijka zmienia swoja dtu-
g0$¢ pod wplywem zmian temperatury). Innym przyktadem btedu systematycznego
jest zaniedbanie sity wyporu dziatajacej na ciato w powietrzu podczas wazenia. Bledy
systematyczne, spowodowane okreslona przyczyna, maja ten sam znak.

Eliminacja bledéw systematycznych jest bardzo trudna i wymaga starannej
analizy warunkéw pomiaru oraz doboru odpowiednich przyrzadéw pomiaro-
wych. Bledy systematyczne mozemy zmniejszy¢ wprowadzajac (jezeli jest to moz-
liwe) odpowiednie poprawki.
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Przyktadem niech bedzie pomiar czasu zawodnikow biegnacych na 100 m. Niech
precyzyjny stoper elektroniczny bedzie uruchamiany za pomoca czujnika akustycz-
nego umieszczonego na linii mety. Czujnik reaguje na wystrzat startera, ktory stoi
obok linii startu. Zatrzymanie stopera odbywa si¢ za pomoca fotokomorki. Czas po-
trzebny na to aby dzwigk dotart do mety wynosi okoto 0,3 s. Czas zmierzony przez
taki uktad pomiarowy bedzie wigc zanizony.

W poprawnie zaprojektowanym uktadzie pomiarowym czujnik akustyczny po-
winien by¢ umieszczony obok linii startu. Czas przejscia impulsu elektrycznego (roz-
chodzacego si¢ z predkoscia $wiatta) od linii startu do mety jest do zaniedbania.
Gdybysmy jednak mierzyli predkos¢ czastki poruszajacej si¢ z predkos$cia zblizona
do predkosci $wiatla, to zaniedbanie czasu przejscia sygnatu elektrycznego bytoby
btedem dyskwalifikujacym uzyskany wynik.

Bledy pomiaru J, btedy przypadkowe (5[)00 oraz btedy systematyczne A spetniaja
nastgpujaca relacje:

O=X—H, =x—X,+Xo—H,=0,,1A4 (2.5)

Zrelacjix=pu_+A+ (SP . Wynika, ze rezultaty pomiaréw obarczonych btgdem
systematycznym A rozkladaja si¢ wokot wartosci przesunigtej o A wzgledem war-
tosci rzeczywistej. Krzywa a na rys. 2.1 przedstawia gestos¢ prawdopodobienstwa
(patrz rozdziaty 2.2.3 1 2.2.4) wynikéw pomiardéw obarczonych tylko bigdami (nie-
pewnosciami) przypadkowymi. Funkcja ta osiaga maksimum dla wartosci x = U _.
Krzywa b przedstawia funkcje rozktadu wynikow obarczonych btedem systematycz-
nym A oraz niepewnosciami przypadkowymi.

W praktyce laboratoryjnej spotykamy

czasami bledy grube, ktore powstajq za-

b zwyczaj wskutek pomylki eksperymenta-

I tora. Ponizej omowimy kilka przyktadow
btedow grubych.

a
-

fix)

Przyklady

Mierzac $rednice drutu Srubg mikrome-
tryczna uzyskano wynik 2,34 mm, a zano-
towano 2,34 m; podczas pomiaru wielko-
$ci ztozonej korzystano z kilku miernikow
i zamiast wskazan amperomierza zanoto-
wano odczyt ze stopera (takie pomyiki tez
nosciami przypadkowymi, b — niepewno- si¢ zdarzaj q): Bl?dy grube mog'ac byé'sp 0-

sciami przypadkowymi oraz btedem wodowane rowniez zastosowaniem nieod-

systematycznym A, [ _— rzeczywista powiedniej metody pomiarowej. Wyobra-
warto$¢ wielkoéci mierzonej zmy sobie pomiar $rednicy nitki wykona-

X

A

Urz

Rys. 2.1. Krzywe rozktadu wynikow
pomiardéw: a — obarczonych tylko niepew-
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nej z welny za pomoca $ruby mikrometrycznej. Przyrzad pomiarowy, ktorym dys-
ponujemy, jest bardzo doktadny, odczyt jest prawidtowy, a uzyskane wyniki sa
bezwartosciowe!

Zabawna ilustracja btedu grubego jest ,,Ballada o potnocy” pidéra Andrzeja
Waligorskiego, ktora zamieszczamy dzigki zyczliwosci i za zgoda zony autora.

Ballada o potnocy
Andrzej Waligorski

Pradawnym czasom hold i czes¢, 1 pedzit tak przez diuzszy czas,
Tyle w nich krzepkiej mocy! Bo droge mial okolng,

Miat porwaé dziewke Dreptak—knez A kiedy wreszcie z konia zlazt

W godzine po potnocy. Zegar wskazywat potnoc...

Wiec ubrat sie w Zelazny ztom Gdy zas u zamku stanqt bram,

1 siadt w kozackie czotno By porwaé swq dzierlatke,

1 na zegarek spojrzat on, Nie zastat wcale panny tam,

A ten wskazywat potnoc! Tylko nieduzq kartke:

Zepchneli todz na rwacy prad wPrzemarzlam i chce mi sig jesé,
Kneziowi dwa wasale Znajd?; sobie innq durng

1 oto knez opuscit lqd Panie spoZnialski! BuZka, czesc¢!”
1 puscit sie na fale. Knez spojrzat — znowu potnoc.

1 dzielnie z nurtem walczyt chwat, Zaryczat Dreptak niczym lew

Az dnem o piasek szurngl, Lub jak armatni wystrzat

i spojrzal znow na cyferblat, 1 pomknaqt tam, gdzie widniat sklep
A tam znow byta potnoc... Starego zegarmistrza.

Lecz oto zarzal w krzakach kon 1 wszedt i stangt chrobry mqz
Ukryty tam przemysinie — 1 posrod tez wyjqkat:

Knez skoczyt, chwycit cugle w dion — Dlaczego u mnie potnoc wciqz?
1 cwatem jak nie prysnie! — Bo to — rzekt mistrz — jest kompas...

Jesli przytrafi si¢ popetni¢ bledy grube, zazwyczaj tatwo jest je zauwazyc.
Uwzglednienie wyniku pomiaru obarczonego btedem grubym prowadzi do absur-
dalnych, a przez to tatwo zauwazalnych wynikow. Rezultaty pomiaréw obarczo-
nych bledami grubymi nalezy odrzuci¢, a pomiary powtorzy¢.

Jak juz wspomniano, gldéwnymi celami analizy niepewno$ci pomiaréw sa: okre-
slenie najlepszej w danych warunkach eksperymentalnych oceny wartosci rzeczy-
wistej oraz obliczenie niepewnos$ci pomiardw. Zadania te realizujemy:

* Zapomoca statystycznej analizy serii wynikow pomiardéw; ten sposob nosi w li-

teraturze zrodtowej [1-4, 6, 7, 9—14] nazwe oceny niepewno$ci metoda A.
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*  Wykorzystujac dodatkowe niestatystyczne informacje np. wielkos¢ dziatki ele-
mentarnej przyrzadu lub klase przyrzadu; ten sposob nosi w literaturze przedmiotu
[14, 6-9]) nazwg oceny niepewnosci metoda B.

Statystyczne szacowanie niepewnosci pomiarow oparte jest na metodach rachun-
ku prawdopodobienstwa oraz statystyki matematycznej [5]. Ten sposdb szacowania
jest powszechnie wykorzystywany w laboratorium studenckim dlatego zostanie
omowiony w dalszej czegsci podrgcznika.

W drugiej metodzie wykorzystuje si¢ wszelkie dostepne informacje o czynnikach
wpltywajacych na niepewnosci pomiaréw np. dane z poprzednich pomiarow, posia-
dane do$wiadczenie, znajomos¢ zjawisk towarzyszacych pomiarowi, wtasnosci przy-
rzadoéw pomiarowych i badanych materiatoéw lub obiektow, informacje podane przez
producenta itd. Ten sposob szacowania niepewnosci jest trudniejszy i wymaga znacz-
nego doswiadczenia, z tego wzgledu nie jest stosowany w laboratorium studenckim.
Zainteresowanym niestatystycznymi metodami szacowania niepewnosci pomiarow
polecamy pozycje [1-8]) podane w spisie literatury.

2.2, Statystyczna analiza wynikow i niepewnos¢ pomiarow

Obecnie udzielimy odpowiedzi na postawione wczesniej pytania: Jak wyznaczy¢
warto$¢ wielkosci zmierzonej, ktora jest dobrym oszacowaniem wartosci doktadne;j
H,.? Jak oszacowa¢ doktadno$¢ pomiaréw na podstawie skonczonej serii pomiaro6w?

W statystycznej metodzie oceny niepewnosci pomiarowych zaktada sig, ze mie-
rzona wielko$¢ X jest zmienna losowa, a wyniki {x, ..., x, } jej n-krotnego pomiaru
traktuje si¢ jako n-elementowa, skonczona probe (skonczona serig) z nieskonczo-
nej serii pomiarow, ktora tworza wszystkie mozliwe do otrzymania wyniki pomia-
row. Do tak zdefiniowanej skonczonej proby stosuje si¢ metody rachunku prawdo-
podobienstwa i statystyki matematycznej [1-5]. Przyjecie takiego zatozenia ozna-
cza, ze wielkos¢ fizyczna X przyjmuje kazda ze zmierzonych wartosci {x,, ..., x,,}
z prawdopodobienstwami odpowiednio p,, ..., p,,.

Przypadek, gdy wielko$¢ fizyczna X ma ciagly zbidr wartosci jest nieco trudniej-
szy 1 bedzie omowiony w rozdziatach 2.2.3-2.2.11.

2.2.1. Srednia arytmetyczna, wariancja
i odchylenie standardowe z proby

Przypus¢my, ze n-krotnie powtorzylismy pewien pomiar (w jednakowych stabil-
nych warunkach) i otrzymaliSmy seri¢ rezultatowow, ktoére oznaczymy symbolami
Xy, ..., X, 1 nazwiemy proba. Bedziemy zajmowac sig tylko takimi pomiarami, ktorych
wyniki nie sg identyczne. Ich nieidentyczno$¢ moze mie¢ wielorakie przyczyny —
niedoskonalos$¢ przyrzadu pomiarowego, losowo zmieniajace si¢ czynniki zewngtrzne
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dziatajace na przyrzad, niestabilno$¢ uktadu (inne przyczyny sa wymienione w po-
przednim rozdziale). Podczas pomiarow, w ktorych ,,czujnikiem” jest eksperymen-
tator, jedna z przyczyn otrzymania réznych wynikow moze by¢ zmienny czas reak-
cji lub subiektywne odczucie eksperymentatora. Podane tutaj przyczyny uzasadnia-
ja przyjecie przez nas zalozenia o tym, ze mierzona wielkos¢ fizyczna jest zmienng
losowa.

Wielko$¢ rozrzutu wynikow pomiaréow wokot rzeczywistej warto$ci mierzone;j
zalezy od sposobu ich wykonania. Im doktadniejszy jest przyrzad pomiarowy i im
wigceej czynnikéw wpltywajacych na wyniki pomiaru bedzie kontrolowaé ekspery-
mentator, tym mniej beda si¢ one r6zni¢ migdzy soba.

Do opisu zbioru wynikéw pomiaréw uzywa si¢ nast¢pujacych charakterystyk licz-
bowych (zwanych takze wskaznikami):

* S$redniej arytmetycznej

=

n =;le., (2.6)

i=1
wokot ktorej leza wyniki pojedynczych pomiarow,
» wariancji (doktadniej — wariancji z proby)

2= =9 (6 =) 4t (3, — )] = i
n—1 -1

(xl. -%)%, (2.7)

||M=

ktora jest miara (jedna z wielu) niepewnosci pomiaru (rozrzutu) pojedynczych po-

miaréw wokot §redniej arytmetycznej X,

* odchylenia standardowego pojedynczego pomiaru (doktadniej odchylenia stan-
dardowego pojedynczego pomiaru z proby)

o
Sx=\/n_1’;(xi-X)2. 2.8)

Poza wymienionymi tutaj wskaznikami uzywa si¢ jeszcze wiele innych, np. media-
ng, kwartyle, sko$nos¢ i kurtoze (zostaty one przedstawione w podreczniku [5]).

Miarami niepewnosci §redniej arytmetycznej X sa nastgpujace ilorazy:

2 :Aii,: ! N (x -j)z

se = n(n_l); i (2.9)
oraz

5= \/n(n_l)Z(x -%)? (2.10)

18



Liczbe s)% nazywamy wariancja (z proby), a liczbg s; odchyleniem standardowym
(z proby) sredniej arytmetycznej X.

Aby obliczy¢ podane wskazniki charakteryzujace wyniki pomiarow, postuguje-
my si¢ kalkulatorami lub komputerem. Prawie wszystkie kalkulatory obliczaja sumy
z x; isumy kwadratow z x,-2 , a majac te wielkosci, mozemy obliczy¢ wariancje

s )f W prosty sposob z nastgpujacego wzoru:

(2.11)

%
=N
1
DD%DD
=
<o
|
1] B}
Ral
I,
(I .

Przyklad 1

Zmierzono 10 razy $rednicg drutu. Wyniki pomiaréw zestawione sa w drugiej
kolumnie tabeli 2.1. Nalezy obliczy¢ $rednia arytmetyczna X, wariancj¢ sxz, odchy-
lenie standardowe s oraz odchylenie standardowe s; Sredniej arytmetyczej x. Je-
$li dysponujemy kalkulatorem obliczamy najpierw sumg 1,78 + 1,82 + ... + 1,78 =
17,99 oraz sume kwadratow 1,782 + 1,822 + ... + 1,78% = 32,3657 (patrz tabela 2.1).
Srednia arytmetyczna obliczamy wedtug wzoru (2.6)

17,99 mm

xX= =1,799 mm,
Tabela 2.1

i x; [mm] x? [mm?]
1 1,78 3,1684
2 1,82 3,3124
3 1,80 3,2400
4 1,81 3,2761
5 1,79 3,2041
6 1,79 3,2041
7 1,81 3,2761
8 1,80 3,2400
9 1,81 3,2761
10 1,78 3,1684
17,99 32,3657
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wariancj¢ wedlug wzoru (2.11)

(17,99 mm)? O

0
52 =;@2,3657 mm? =1,878007* mm?.
B

Odchylenie standardowe (oznaczone liczba s ) jest rowne pierwiastkowi kwadra-
towemu z wariancji:

s, =/1.87800™* mm?

a odchylenie standardowe s; Sredniej X jest rowne odchyleniu standardowemu
s . podzielonemu przez /10

s, _1,3700002 mm

s =—=

t 10 V10

=0,433[107° mm .

2.2.2. Wspolezynnik korelacji (z proby)

Jesli rownoczesnie mierzymy dwie wielkosci fizyczne X1 Y, to wyniki pomia-
réw zapisujemy w postaci par (x, y,), (X,, ¥,), .., (x,,, ). Do opisu takiej proby uzy-
wa sig, poza $rednimi arytmetycznymi X i y, wariancjami s? i sy2 oraz odchyleniami
standardowymi s i S, obu mierzonych wielko$ci z osobna, wskaznika okreslonego

WwWzorem

S (=90, - )
i=1

Ty T ~ : (2.12)
\/Z(x[ -x)° \/Z(y[ _J_/)z
i=1 i=1
Jesli wprowadzimy oznaczenie

1 Z _ _

Sey =7 2 (=00 =), (2.13)

i=1
to otrzymujemy bardziej zwarta postac tego wzoru
r., = Try
X,y 5.5, (2.14)

Aby obliczy¢ wyrazenie s, , wystepujace w liczniku, nalezy skorzysta¢ ze wzoru
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b
Sy = E'Zx,-y,- -'E (2.15)

W celu obliczenia s i s, nalezy postuzy¢ si¢ wzorem (2.11).

Wspotczynnik korelacji (lub — korelacja z proby), charakteryzuje liniowa zalez-
nos¢é porniqdzy wynikami dwu rownoczes$nie wykonanych pomiaréw. Zauwazmy, ze

oy =1, oraz ze r, .= 1. Mozna tez udowodnic, ze wartosci tego wspotczynnika

zawarte sa w przed21ale [—1,+1]. Jesli przyjmuje on warto$¢ 1, to wszystkie punkty
(x,y,) leza na prostej tworzacej kat ostry z osia OX, a jesli —1, to kat rozwarty. Mate
warto$ci wskazuja na to, ze nie ma zwiazku pomigdzy mierzonymi wielko$ciami.

Jesli wykonujemy réwnoczes$nie wigcej niz dwa pomiary, to mozemy obliczy¢
wspotczynniki korelacji dla kazdej pary.

Przyklad 2

W tabeli 2.2 podane sa wyniki pigciokrotnych rownoczesnych pomiaréw napig-
cia V' [V] i natezenia pradu / [mA] oraz kata ¢ [rad].

Tabela 2.2

i 14 I )

[V] [mA] [rad]
1 5,0 1,6 1,045
2 4,9 1,4 1,043
3 5,0 1,7 1,046
4 4,9 1,5 1,042
5 4,8 1,6 1,045

Mozemy obliczy¢ 3 wspotczynniki korelacji: ry,, ry, yoraz r;

Znaczne uproszczenie w rachunkach uzyskujemy, gdy wyniki obliczen
pomocniczych zapiszemy w odpowiedniej tabeli — dla pierwszego jak w tabeli 2.3.

Na podstawie wzorow (2.8) 1 (2.15) otrzymujemy

2]
246 = 0,0070 V?2
|

0
sp =1 521,06-
45

4%2 2280 _ 00130 mA>

SZ

7800
sH™
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Tabela 2.3

14 I & I? Vi

5,0 1,6 25,00 2,56 8,00

49 1,4 24,01 1,96 6,80

5,0 1,7 25,00 2,89 8,50

49 1,5 24,01 2,25 7,35

48 1,6 23,04 2,56 7,68

24.6 7,8 121,06 12,22 38,39

oraz
1 24,617,801
Sy =—3839-"""-—"""--=0,0035 VnA.

VT y 5 H

Po podstawieniu obliczonych wielkosci do wzoru (2.14), znajdujemy

.= Sy _ 0,0035 V IlnA
P s,s, 0,0837 VD140 mA

=0,3669

Podobnie obliczamy pozostate dwa wspotczynniki korelacji ryo= 0,3273 oraz
rro= 0,8540. Zapisane w postaci macierzy

Oyy rpy rd O1 037 0330

g g O
U‘[,V r[’[ V]’(p D: %),37 1 0,85|:|

Bor Tor ToeH 33 085 1§

tworza one tzw. macierz korelacji (z proby).

Wszystkie omowione tutaj wielko$ci — §rednia arytmetyczna, wariancja, odchy-
lenie standardowe i korelacja (z proby) maja pewna wazna wlasnos$¢, mianowicie,
stabilizuja' si¢ wokot pewnych liczb, gdy liczba wykonanych pomiaréw, na podsta-
wie ktorych je obliczono, rosnie. W tabeli 2.4 podano $rednie arytmetyczne, odchy-

Tabela 2.4
n 10 20 100 200
X 3,7138 3,7149 3,7173 3,7173
s, (x1079) 10,084 10,791 9,167 8,953
52 (x1075) 3,189 2,413 0,917 0,633

'Uzyte tutaj stwierdzenie stabilizujq sie nalezy rozumie¢ w sensie zmierzaja do, daza do.
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lenia standardowe oraz odchylenia standardowe $redniej dla » = 10, 20, 100 i 200
pomiarow tej samej wielkosci fizycznej wykonanych w stabilnych warunkach.
Zwigkszenie liczby pomiaréw powinno tylko nieznacznie zmieni¢ warto$¢ Sredniej
arytmetycznej X i odchylenia standarowego s, obliczonych na podstawie n = 200
pomiardéw. Natomiast odchylenie standardowe $redniej s bedzie zbliza¢ sig do zera
wraz ze wzrostem wielkosci proby.

2.2.3. Histogramy

Jesli wynikéw pomiaréw w probie wielkosci X jest wiele, wygodnie jest je po-
grupowac. W tym celu wyznaczamy najpierw najmniejsza x, . oraz najwieksza x_.
warto$¢ zmierzona, ktore okreslaja przedzial (&, ;, ,x,,, O W ktorym leza wszystkie
pozostate wyniki pomiaréw. Nastgpnie dzielimy przedziat [k, ,x,,, [Jna k> 1 pod-
przedziatow (zazwyczaj o jednakowej dtugosci) 1 znajdujemy liczby pomiarow na-
lezacych do poszczegdlnych podprzedziatow. Liczbe £ dobiera si¢ tak, aby w kaz-
dym przedziale zawierato si¢ kilkanascie pomiaréw. Uzyskane wyniki przyjeto przed-
stawia¢ w tabeli (patrz tabela 2.5).

Przyklad 3

W jednakowych warunkach zmierzono 200 razy czas opadania cigzarka, przy
ustalonym momencie bezwtadnosci, krzyza Oberbecka. Uzyskane wyniki pomiarow
(przedstawione w calosci w tabelach 20 1 21) pogrupowane w k = 11 klasach (pod-
przedziatach) przedstawione sa w tabeli 2.5. Liczby zawarte w trzeciej kolumnie,
nazywane zaobserwowanymi czgstosciami tworza tzw. szereg rozdzielczy, a w czwar-
tej kolumnie — skumulowany szereg rozdzielczy.

Tabela 2.5
Gorne granice Czgstosci Czgstosci
klas zaobserwowane | skumulowane
1 3,695 1 1
2 3,700 6 7
3 3,705 12 19
4 3,710 29 48
5 3,715 36 84
6 3,720 42 128
7 3,725 37 163
8 3,730 23 186
9 3,735 8 194
10 3,740 5 199
11 +00 1 200
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2.2.4. Gestos¢ rozkladu prawdopodobienstwa

Histogramy maja podobna wlasnos¢ jak srednie arytmetyczne i wariancje z proby.
Stabilizuja sig, jesli liczba pomiaréw wzrasta®. Ponadto, jesli liczba réznych pod
wzgledem warto$ci pomiaréw rosnie, to mozemy zwigkszac liczbg przedziatow, na
ktore dzielimy przedziat zawierajacy wszystkie obserwacje, a w konsekwencji otrzy-
mywac coraz gladszy histogram. Funkcjg, do ktorej zbliza si¢ histogram zaobser-
wowanych czgstosci (unormowany tak, aby suma pdl wszystkich prostokatow byta
rowna 1), nazywamy gestoscig prawdopodobienstwa. Gestosciag moze by¢ kazda
funkcja f{x) okreslona na zbiorze liczb rzeczywistych R, ktéra spetnia nastepujace
dwa warunki:

1. f{x) = 0 dla wszystkich x [1 R.

2. J'f(x)dx=1. (2.16)

Jesli wynik pomiaru mierzonej wielkosci podlega rozktadowi o gestosci f(x),
to prawdopodobienstwo tego, ze bedzie on zawarty w przedziale (a,b) wyraza sig
catka

b
P((a,b)) = [/ (x)dx. (2.17)

Geometrycznie prawdopodobienstwo P((a,b)) przedstawia pole obszaru nad
przedziatem (a,b) pod wykresem funkcji f{x).

Jesli x reprezentuje wynik pomiaru jaki uzyska eksperymentator, gdy wykona
pomiar, to zamiast symbolu P((a,b)), oznaczajacego prawdopodobienstwo, ze znaj-
dzie si¢ on w przedziale (a,b), bedziemy pisa¢ P(a <x <b). Wzor (2.17) przyjmuje
wowczas postacé

b
P(a<x<b) =J’f(x')dx'. (2.18)

Interpretacja czgstosciowa prawdopodobienstwa P(a < x < b) jest nastgpujaca:
Jesli wyniki pomiaru mierzonej wielkosci podlegaja rozktadowi o gestosci f{x)
i jesli wykonamy seri¢ #n niezaleznych pomiarow, to oczekujemy, ze w przyblize-
niu P(a < X < b)-100% wynikow pomiarow wpadnie do przedziatu (a,b). Liczbe
nP(a < X <b)nazywamy oczekiwana liczba obserwacji w przedziale (a,b) w probie
o liczebnosci n.

2Ponownie uzyty zwrot stabilizujq sie oznacza, ze przy wzroécie liczby n pomiaréw daza
one do granicznej funkcji zwanej gestoscia prawdopodobienstwa.
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W bardzo wielu sytuacjach, jako ggsto$¢ prawdopodobienstwa mozna przyjaé
funkcje Gaussa (zalezna od dwoch parametrow [ R i 0 0 RY) okre$lona dla wszy-
stkich liczb rzeczywistych x wzorem

1 O 1 > [
f(x)= exp x—u) o 2.19
gJv2mr O 202( ) 0 219

Mozna pokazaé, ze spetnia ona warunki (2.16) dla podanych wartosci parame-

trow (1 0. Maksimum, wynoszace 1/ (ov2rm), osiaga w punkcie x = [I; jest syme-
tryczna wzgledem prostej x = [, tzn.

Sl = Bx) = flu + Ax) (2.20)

dla wszystkich Ax > 0. Jesli ggstos¢ prawdopodobienstwa ma postac (2.19), to mowi-
my o rozktadzie normalnym. Oznacza sie go symbolem N(u,0%). Rysunek 2.4 przed-
stawia wykres gestosci prawdopodobienstwa rozktadu normalnego N(10,1). Zakre-
slone pole przedstawia prawdopodobienstwo pojawienia si¢ wyniku obserwacji
w przedziale (8,9).

05

0.4

03

02

01

0.0 . : ' - ' : :
5 ] 7 8 ] 10 11 12 13 14 15

Rys. 2.4. Ggstos¢ rozktadu normalnego N(10,1)

Czgsto odpowiednim rozktadem prawdopodobienstwa jest tez rozktad o gesto-

$ci postaci
A exp(-Ax), gdy x>0,
x) =
S (x) E 0. ody x<0, (2.21)

gdzie A > 0 jest parametrem rozktadu. Rozktad ten nazywamy rozktadem wyktadni-
czym i oznaczamy go symbolem E(A). Rysunek 2.5 przedstawia wykres ggstosci
prawdopodobienstwa rozktadu wyktadniczego E(2). Zakreslone pole przedstawia
prawdopodobienstwo pojawienia si¢ obserwacji w przedziale (0,5, 1).
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0.0
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Rys. 2.5. Ggstos¢ rozktadu wyktadniczego £(2)

2.2.5. Wykres normalny

Rozktad normalny jest czgsto bardzo dogodnym opisem wynikdéw pomiardw.
W zwiazku z tym opracowano wiele metod, ktore wskazuja, czy zalozenie o normal-
nosci mozemy przyjac. Jedna z nich jest metoda graficzna, polegajaca na skonstru-
owaniu tzw. wykresu normalnego. Tworza go punkty o wspotrzednych

L mi-1
E*@,GJ 1%% (2.22)

gdzie n jest wielkoscia proby, a X jest i-ta co do wielkosci obserwacja w probie.
Symbol @' oznacza funkcje odwrotng wzgledem funkcji

1 2 O1,0
qJ(x):EIexpE}-Etz%it, xOR. (2.23)

Jesli naniesione punkty nie uktadaja si¢ wzdtuz prostej, to przyjgcie zalozenia
o normalnosci rozktadu nie jest wskazane.

Przyklad 4

Na rysunku 2.6 podano wykres normalny punktow o wspoétrzednych (2.22) dla
20 pierwszych wynikéw pomiaréw czasu opadania cigzarka krzyza Oberbecka za-
mieszczonych w tabelach 20 i 21. Wypisano je, po uporzadkowaniu wedtug wiel-
kos$ci, w drugiej kolumnie w tabeli 2.6. Poniewaz otrzymane punkty uktadaja si¢
wzdhuz prostej, zatozenie o normalnos$ci nie powinno budzi¢ w tym przypadku wat-
pliwosci.
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Rys. 2.6. Wykres normalny pomiar6éw x,) zamieszczonych w tabeli 2.6

Tabela 2.6

i X3y (D“B[EH
g6l .

1 3,696 —1,841
2 3,701 -1,392
3 3,707 -1,121
4 3,709 -0,914
5 3,709 —-0,740
6 3,712 -0,587
7 3,714 -0,446
8 3,714 -0,313
9 3,717 -0,186
10 3,717 -0,062
11 3,719 0,062
12 3,719 0,186
13 3,719 0,313
14 3,721 0,446
15 3,721 0,587
16 3,723 0,740
17 3,723 0,914
18 3,725 1,121
19 3,730 1,392
20 3,733 1,841

3,74



Warto pamigta¢ o tym, ze rozktad normalny stanowi tylko przyblizenie rozkta-
dow, jakim podlegaja wyniki pomiarow. Trudno na przyktad wyobrazi¢ sobie, aby
wynik pomiaru odleglosci byt ujemny, gdy tymczasem konsekwencja kazdego roz-
ktadu normalnego jest dodatnie prawdopodobienstwo pojawienia si¢ wyniku pomiaru
z przedziatu (-0, 0). Prawdopodobienstwo to jest jednakze zazwyczaj tak mate, ze
mozna je zignorowac.

2.2.6. WartoS$¢ Srednia i wariancja

Jesli unormowany histogram pomiarow stabilizuje si¢ wokot gestosci prawdopo-
dobienstwa f{x), to:
* Srednia arytmetyczna X tych pomiardéw stabilizuje si¢ wokot liczby okreslone;j
przez catke

U= J’x'f(x')dx', (2.24)

zwang warto$cia Srednia,
 wariancja (z proby) s stabilizuje si¢ wokot liczby okre$lonej przez catke
+00
0% = [(x' = ) f (x)dx', (2.25)
zwang wariancja,
* odchylenie standardowe (z proby) s stabilizuje si¢ wokot pierwiastka kwadrato-
wego z wariancji 0, zwanego odchyleniem standardowym.

Zaktadamy, ze obie calki (2.24) i (2.25) istnieja.

Za oceng wartos$ci $redniej ( mozemy wige przyja¢ srednig arytmetyczng X, za
ocene wariancji 02, wariancje (z proby) s, a za ocene odchylenia standardowego
0, odchylenie standardowe (z proby) s. Im wigksza bedzie liczba pomiarow, tym do-
ktadniejsze beda te oceny. Wynika to z podanych wlasnosci wartosci sredniej i wa-
riancji.

Jesli obliczymy catki (2.24) i (2.25) dla gesto$ci rozktadu normalnego N(u,0?),
to okaze si¢, ze warto$cia $rednia tego rozktadu jest parametr (i, a wariancja para-
metr 02 (thumaczy to uzyte oznaczenia). Natomiast warto$¢ $rednia i wariancja
w rozktadzie wyktadniczym E(A) sa odpowiednio rowne = 1/A i g% = 1/A2.

2.2.7. Dystrybuanta rozkladu prawdopodobienstwa

Jesli zatozymy, ze wynik pomiaru mierzonej wielkosci podlega rozktadowi nor-
malnemu, mozemy obliczy¢ wielkosci przydatne do charakteryzowania niepewno-
$ci otrzymanego wyniku pomiaru. Potrzebne bgda do tego pewne nowe pojgcia
i wzory, z ktorymi si¢ teraz zapoznamy.
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Funkcje rzeczywista okreslong dla kazdego x [J R wzorem

F(x)= [ f(nds, (2.26)

gdzie f(x) jest gestoscia prawdopodobienstwa, nazywamy dystrybuanta. Z wtasno-
sci (2.16) gestosci prawdopodobienstwa wynika, ze

1. 0sF(x)< 1.
2. F(x) jest funkcja niemalejaca. (2.27)
3. F(-0) =0, F(+) = 1.

Wartoscia dystrybuanty F(x) w punkcie x [J R jest prawdopodobienstwo otrzy-
mania wyniku pomiaru nalezacego do przedziatu (—oo, x). Prawdopodobienstwo, ze
wynik pomiaru x znajdzie si¢ w przedziale (a, b), mozemy za pomoca dystrybuanty
zapisaC w nastgpujacej postaci

P(a<x<b)=Fb)— Fa). (2.28)

Jesli histogram zaobserwowanych czg¢stosci stabilizuje si¢ po unormowaniu wo-
kot gestosci prawdopodobienstwa f{x), to histogram skumulowanych czgstosci sta-
bilizuje si¢ wokoét dystrybuanty F(x) okreslonej wzorem (2.26).

Dystrybuanta rozktadu normalnego N(u,0%) wyraza sie¢ wzorem

w? mit (2.29)

\/_

a dystrybuanta rozktadu wyktadniczego wzorem
0, gdy x<0,
F(x) =
—exp(—Ax), gdy x>0.

Wykres dystrybuanty rozktadu normalnego N(10, 1) przedstawiono na rys. 2.7,
a rozktadu wyktadniczego £(2) na rys. 2.8.

(2.30)

2.2.8. Standaryzowany rozklad normalny

Rozktad normalny z parametrem [ = 0 oraz parametrem o0 = 1, czyli rozktad
N(0,1), nazywamy standaryzowanym rozktadem normalnym. Gegstos¢ standaryzo-
wanego rozktadu normalnego (oznaczana symbolem ¢(x)) ma postac

o(x) = 1 eXpErleE
A PE 3 B (2.31)

a dystrybuanta (oznaczana symbolem @(x)) postac
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Rys. 2.8. Dystrybuanta rozktadu wyktadniczego £(2)

1 2 g1 .,0
D(x)=—— [ expF—t~ [t
= 27T_J;, pDZ O

N

Z symetrii wynika, ze ®(x) + @(—x) = 1, a stad

D(—x)=1- P(x).
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(2.32)

(2.33)
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Jesli wyniki x pomiaru X podlegaja rozktadowi normalnemu N(,0?), to unor-
mowane wyniki pomiaru

sz—u
g
podlegaja rozktadowi normalnemu N(0,1).
Jesli F(x) jest dystrybuanta dowolnego rozktadu normalnego N(u,0?), to tatwo
pokazac, ze

F=od " Hh (2.35)
0o

Jesli dysponujemy algorytmem obliczajacym wartosci dystrybuanty standaryzo-
wanego rozktadu normalnego Iub tablicami jej wartosci, to korzystajac ze wzoru
(2.35) mozemy w prosty sposob obliczy¢ wartosci dystrybuanty dowolnego rozkta-
du normalnego. Warto$ci dystrybuanty standaryzowanego rozktadu normalnego po-
dane sg w tabeli 2 dodatku.

(2.34)

Przyklad 5 (cd. przyktadu 3)

W przyktadzie 3 zostal skonstruowany histogram i skumulowany histogram 200
wynikéw pomiarow pogrupowanych w 11 klasach (tabela 2.5). Otrzymany histogram
(rys. 2.2) sugeruje, ze wyniki pomiardw moga podlega¢ rozktadowi normalnemu. Aby
znalez¢ najlepiej dopasowana do niego gestos¢ rozktadu normalnego, za oceng wa-
tosci §redniej U przyjmujemy Srednia arytmetyczna X = 3,717 (doktadniejsza war-
tos¢ X = 3,717395), a za oceng odchylenia standardowego 0 — odchylenie standar-
dowe (z proby) s = 0,009111. Wykres gestosci normalnej z takimi parametrami zo-
stat natozony na histogram, a wykres dystrybuanty, tez z takimi parametrami, na sku-
mulowany histogram (patrz rys. 2.9 i rys. 2.10).

Aby przekonac sig, jak dobrze rozktad normalny z warto$cia $rednia X = 3,717
i odchyleniem standardowym s = 0,009111 pasuje do wynikow pomiardéw, powinno
si¢ tez obliczy¢ odpowiednie oczekiwane czgstosci dla kazdej z 11 dobranych klas.
Oczekiwang liczbg obserwacji w dowolnym przedziale (a,b] obliczamy wedlug wzoru

0 - -
200P((a, b)) = 200 2>V %cb 3,717
0 00,009111 009111
Na przyktad, jesli a = 3,720 oraz b = 3,725, to
0 - -
2000 2 =371 %d) 7202 3,707 200[®(0,835)-®(0,26)]
5 0 0,009111 0,009111
=200[0,798 —0,613] = 200 (0,186 = 37,105
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jest oczekiwana liczba pomiaréw w przedziale (3,720, 3,725]. Oczekiwane czgsto-
$ci 1 oczekiwane skumulowane czgstosci zapisano w dwodch ostatnich kolumnach
w tabeli 2.7.

Zaréwno wykres normalny przedstawiony na rys. 2.6 jak i tabela 2.7 wskazuja
na to, ze wyniki pomiaréw czasu opadania ci¢zarka krzyza Oberbecka podlegaja roz-
ktadowi normalnemu.

Tabela 2.7
Gorna Czestosé Czestose Czestosc Czestose
granica zaobser- skumulowana | oczekiwana | skumulowana
klasy wowana zaobserwowana oczekiwana
1 3,695 1 1 1,40 1,40
2 3,700 6 7 4,23 5,62
3 3,705 12 19 11,75 17,37
4 3,710 29 48 24,33 41,70
5 3,715 36 84 37,57 79,27
6 3,720 42 126 43,24 122,51
7 3,725 37 163 37,11 159,61
8 3,730 23 186 23,74 183,35
9 3,735 194 11,32 194,67
10 3,740 199 4,02 198,69
11 +00 200 1,31 200,00
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gérne granice klas

Rys. 2.9. Histogram danych z tabeli 2.5
wraz z gestoscia dopasowania rozktadu normalnego
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liczba obserwacji
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3,690 3,695 3,700 3,705 3,710 3,715 3,720 3,725 3,730 3,735 3.740 3,745

gérne granice klas

Rys. 2.10. Skumulowany histogram danych z tabeli 2.5
wraz z dystrybuanta dopasowanego rozktadu normalnego

2.2.9. Obliczanie prawdopodobienstw P(U— kO, U+ kO)
dla rozkladu normalnego

Jesli w eksperymencie wyniki pomiaréw podlegaja rozktadowi normalnemu
N(u,0?), to prawdopodobienstwo tego, ze pojedynczy wynik pomiaru X znajdzie sie
w przedziale (U — ko, U+ ko), gdzie k> 0, obliczamy korzystajac ze wzorow (2.33)
1 (2.35), w nastgpujacy sposob:

P(u-ko<X<u+ko)=F(U+tko)—F(uU-ko)
:qogwg_q)%m%zqy(k) -1. (2.36)
o o

Z (2.36) 1 z tabeli 2 przedstawionej w dodatku otrzymujemy, ze

P((IJ -0, u + U)) = 0568279
P((U—20, u+20))=0,9545, (2.37)
P((u-30, u+30))=0,9973.

Ze wzoroéw tych wynika, ze w przypadku, gdy wynik pomiaru X podlega rozkta-
dowi normalnemu N(l,0?), to z prawdopodobiefstwem w przyblizeniu réwnym 0,68
znajdzie si¢ on w przedziale (U— g, U+ 0), z prawdopodobienstwem 0,95 w przedzia-
le (U— 20, U+ 20) oraz z prawdopodobienstwem 0,0997 w przedziale (u— 30, u +
30). A zatem, jesli n-krotnie powtorzamy pomiar, ktérego wynik podlega pewnemu
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rozktadowi normalnemu, i jesli  jest duze, to mozemy oczekiwac, ze w przyblize-
niu 68% pomiaréw znajdzie si¢ w przedziale (x~ —s,, x~ +5.), 95 % w przedziale
(¥ —2s,, X + 25 ) oraz 99,7% w przedziale (X — 35, X + 3s)).

Przyklad 6

Jesli wyniki pomiardéw czasu opadania cigzarka, przy ustalonym momencie bez-
wladnosci, krzyza Oberbecka podlegaja rozktadowi normalnemu, to procent pomia-
row w przedziatach (¥ — s, ¥ + 5) = (3,7083; 3,7265), (X — 25, X + 2s) = (3,6992;
3,7356) oraz (¥ — 35, X + 3s5) =(3,6901; 3,7447) powinien by¢ w przyblizeniu odpo-
wiednio rowny wyzej podanym procentom (2.37). Z tabeli 21 odczytujemy, ze wy-
nosza one odpowiednio 66,5%, 95% oraz 100%. Sa wigc bardzo bliskie wielkosciom
oczekiwanym.

2.2.10. Gestos¢ dwuwymiarowego rozkladu prawdopodobienstwa

Dla dwuwymiarowych wynikéw pomiarow (wprowadzonych w podrozdziale
2.2.2; wtedy to dokonujemy jednoczesnego pomiaru wielkosci X i Y) nalezy kon-
struowa¢ dwuwymiarowy histogram. Jesli liczba n pomiarow w serii bedzie wzra-
stac, to rowniez taki dwuwymiarowy histogram begdzie si¢ stabilizowa¢ wokot pew-
nej dwuwymiarowej funkcji. Funkcj¢ t¢ nazywamy gestoscia prawdopodobienstwa
i oznaczymy symbolem f{x,y). Jest ona okres$lona dla wszystkich (x,y) 00 R?> i ma
nastgpujace wlasnosci

1. fix,y) =0.
+00 +00
2. J’ J’f(x, y)dydx =1. (2.38)
Jesli zachodzi relacja f{x,y) = g(x)-h(y), gdzie g(x) jest gestoscia prawdopodobien-
stwa wielkos$ci X, a /(y) gestosci prawdopodobienstwa wielkosci Y, to mowimy, ze
wielko$ci X1 Y sq niezalezne.

2.2.11. Wspolcezynniki korelacji oraz macierz kowariancji i korelacji

Wspolezynnik korelacji 7, , rowniez stabilizuje si¢ wokot pewnej liczby, zwanej
korelacja. Jesli dwuwymiarowy histogram stabilizuje si¢ wokot gestosci flx,y), to
wspotczynnik korelacji Ty stabilizuje si¢ wokot liczby

= O-)Cy
Py 0.0, ) (2.39)
gdzie wyrazenie w liczniku, nazywane kowariancja, okreslone jest wzorem
oo +o0
Oy = [ =)=,/ (x, y)dydy, (2.40)
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Wspotczynnik korelacji przyjmuje warto$¢ z przedziatu [—1,+1], jest niezmien-
niczy wzgledem przeksztatcen liniowych oraz Py = Py gdyz 0,=0,. Wartosci
+1 1 -1 przyjmuje wtedy i tylko, gdy Y =aX + [, a # 0. Wartos¢ +1, gdy a > 0, oraz
-1, gdy a<0.JesliX=Y,to 0, = 0, = 0> oraz p,_ =

Jesli wspotezynnik p, |, jest rowny zero, to mowimy, ze wielkosci X'i Y sa nie-
skorelowane. Zauwazmy, ze niezalezne wielkosci X1 Y sq nieskorelowane. Istotnie,
jesli flx,y) = g(x)- h(y) to g,,= 0 i wtedy korelacja p, ,

Parametry 02, 0,2 g, oraz 0,, zapisujemy w postam macierzy

x> 2y
%’i ny 0
%yx o2 g (2.41)

ktora nazywamy macierza kowariancji, a parametry Py Pyy» Py, OTazZ P,
W postaci macierzy

lélmx,x px,y S (242)
Prx PyyQO
lub postaci
o1  p,.,0
Epy,x 1 % (2.43)

gdyz p, .= p,,= 1. Te macierz nazywamy macierza korelacji.

Jesli rownoczesnie mierzymy N wielkosci X|, X, ..., X, to mozemy okresli¢
N(N — 1) kowariancji oraz tyle samo wspotczynnikéw korelacji, bo tyle jest roznych
par (X, X)), i # J. Macierz kowariancji i macierz korelacji beda wtedy macierzami
symetrycznymi o wymiarach N X N, np. macierz korelacji bedzie miata posta¢

S 1 Px.x, - pX],XNB
EPXstl 1 szsXN O

. g 2.44
0 5 (2.44)
@XNsX] pXNst 1 E

gdzie py, X~ Py xi Macierz korelacji z proby jest ocena macierzy korelacji.
Wprowadzone tutaj pojecia — prawdopodobienstwo, gestos¢ prawdopodobien-
stwa, warto$¢ srednia, wariancja i korelacja odnosza si¢ do wyniku reprezentujace-
go pomiar okreslonej wielkosci fizycznej. Sa to pojecia abstrakcyjne, podobnie jak
np. punkt i odleglos¢ w geometrii. Sa one bardzo pozyteczne, pomimo ze nigdy nie
bedziemy zna¢ ich doktadnych wartosci. Mozemy je tylko oceniaé na podstawie se-
rii powtarzanych pomiarow lub zaktadaé, ze maja taka lub inna postac¢ lub wartosc.
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Oceny beda tym doktadniejsze, im wigksza bedzie proba, na podstawie ktorej zo-
stang obliczone.

2.2.12. Centralne twierdzenie graniczne

Jesli x jest Srednig arytmetyczna wynikow n niezaleznych powtarzanych pomia-
row podlegajacych dowolnemu rozktadowi f{x) o wartoéci $redniej i i wariancji 0°
(o ile calka (2.25) jest skonczona), to jej warto$¢ $rednia jest rowna U, a wariancja
jest rowna ¢”/n. Dodatni pierwiastek kwadratowy z wariancji, czyli o/ Jn, nosi
nazwe¢ odchylenia standardowego $redniej x. Wariancja z proby (2.9) i odchylenie
standardowe $redniej arytmetycznej (2.10) sa odpowiednio ocenami wariancji i od-
chylenia standardowego $redniej X.

Dowodzi sig, ze jesli x|, x,, ... , x, sa pomiarami podlegajacymi rozktadom nor-
malnemu N(,0?), to ich $rednia arytmetycznaX tez podlega rozktadowi normalne-
mu N(u,0%/n). Wiasno$¢ te wykorzystano we wzorach (2.9) i (2.10).

Centralne twierdzenie graniczne orzeka, ze je§li wyniki niezaleznych powtarza-
nych pomiaréow podlegaja dowolnemu rozktadowi o gestosci prawdopodobienstwa
f(x), warto$ci $redniej i i wariancji 07, to ich $rednia arytmetyczna bedzie tez mia-
ta, jednakze tylko w przyblizeniu, rozktad normalny N(u,0%/n). Im wicksza bedzie
seria pomiardéw, tym przyblizenie rozktadu $redniej rozktadem normalnym bedzie
lepsze. Jak widzimy centralne twierdzenie graniczne jest matematycznym uzasadnie-
niem wzorow (2.9) i (2.10), na ktdrych oparta jest statystyczna analiza niepewnosci
pomiarowych.

I tak na przyktad, jesli wyniki niezaleznych powtarzanych pomiaréw podlegaja
rozktadowi wyktadniczemu E(A), to z centralnego twierdzenia granicznego wynika,
ze ich $rednia arytmetyczna ma — gdy 7 jest duze — w przyblizeniu rozktad normal-
ny N(u,0%/n), gdzie u= 1/A oraz 02 = 1/A%.

Jak wynika z centralnego twierdzenia granicznego, Srednia arytmetyczna » nie-
zaleznych powtarzanych pomiaréw o dowolnym rozktadzie f(x), wartosci $redniej
U i wariancji 0° ma dla duzych n w przyblizeniu rozktad normalny N(u,0?/n), wiec

g = g
PRU- <X < +——F=0,6827
SRR A
P <X<p+2— %09545
%u Jn (2.45)

p%u F<Xeprs T %0,9973.
n

Tym samym im wigksze jest n, tym doktadniejsze sa przyblizenia.
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2.2.13. Rozklad dwumianowy i rozklad Poissona

Rozktad prawdopodobienstwa, w ktorym dodatnie prawdopodobienstwo przypi-
sane jest tylko liczbom naturalnym 0, 1, 2, ..., m i dla liczby 0 < k < m wyraza si¢
wzorem

plk) = EZ%}" (1-p)" ™, (2.46)

gdziem =110 <p <1, nazywamy rozkladem dwumianowym (lub rozktadem Ber-
noulliego) i oznaczamy symbolem B(m, p). Rozk}ad ten jest dobrze okreslony, po-
niewaz

> pk) =1 (2.47)
k=0

Jesli m razy powtarzamy eksperyment, w ktorym moze zaj$¢ jeden z dwu mozli-
wych wynikow, powiedzmy sukces z prawdopodobienstwem p albo porazka z praw-
dopodobienstwem 1 — p, to prawdopodobienstwo tego, ze pojawi si¢ k sukcesow
wyraza si¢ wzorem (2.46).

Mozna tatwo udowodnic, ze jesli m jest duze, a p mate, to prawdopodobienstwo
p(k) jest w przyblizeniu rowne e *A%/k!, gdzie A = mp, czyli ze

k
_ ko m—k _ _ A
p(k) = gj% (-py =gy =e? 2 (2.48)
Tabela 2.8 oraz rys. 2.11 pozwalaja poréwna¢ prawdopodobienstwa p(k) 1 q(k)
przy m =20, p=0,2 oraz A = 4. Pokazuja one, ze przybliZenie jest dobre, nawet gdy
m nie jest zbyt duze, a p zbyt mate.
Poniewaz zachodzi rownos$¢

+00

> q(k) =1 (2.49)

=0
wigc mozna okresli¢ graniczny rozktad prawdopodobienstwa, ktory kazdej liczbie
naturalnej przypisuje dodatnie prawdopodobienstwo — liczbie k& prawdopodobienstwo
q(k). Tak zdefiniowany rozktad nazywamy rozktadem Poissona i oznaczamy sym-
bolem P(A). Rozktad Poissona ma liczne zastosowania w praktyce.

Jesli wielokrotnie (np. n razy) bedziemy obserwowac zjawisko, ktore podlega
rozktadowi dwumianowemu albo rozktadowi Poissona i obliczymy $rednig liczbg
sukcesow, to bedzie si¢ ona stabilizowac¢ wokot pewnych liczb, gdy n bedzie wzra-
sta¢. Dla rozktadu dwumianowego B(m,p) jest ona okreslona wzorem

m

kp(k) =mp, (2.50)
k=0
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Tabela 2.8

p(k) JX0) a(k) g’k

0 0,01153 0,01926 0,01832 0,02783
1 0,05765 0,05593 0,07326 0,06659
2 0,13691 0,11974 0,14653 0,12098
3 0,20536 0,18906 0,19537 0,17467
4 0,21820 0,22015 0,19537 0,19741
5 0,17456 0,18906 0,15629 0,17467
6 0,10910 0,11974 0,10420 0,12098
7 0,05455 0,05593 0,05954 0,06559
8 0,02216 0,01926 0,02977 0,02783
9 0,00739 0,00489 0,01323 0,00924
10 0,00203 0,00091 0,00529 0,00240
11 0,00046 0,00013 0,00192 0,00049
12 0,00009 0,00001 0,00064 0,00008
13 0,00001 0,00000 0,00020 0,00001
14 0,00000 0,00000 0,00006 0,00000
15 0,00000 0,00000 0,00002 0,00000
16 0,00000 0,00000 0,00000 0,00000
17 0,00000 0,00000 0,00000 0,00000
18 0,00000 0,00000 0,00000 0,00000
19 0,00000 0,00000 0,00000 0,00000
20 0,00000 0,00000 0,00000 0,00000

0,25

0,20

015

0,10

0,05

0~ p(k)
- ik a i aaa] T

01234656 7 8 9 1011215141516 17181920 < PK

Rys. 2.11. Wykresy prawdopodobiefistwa {p(k)}, {g(k)} oraz {p"(k)}
zamieszczonych w tabeli 2.8
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a dla rozktadu Poissona P(A) wzorem

S kg(kh)= ). 2.51)
=0

Liczbg mp nazywamy wartoscia $rednia rozktadu dwumianowego B(m,p), a liczbg
A warto$cia $rednig rozktadu Poissona P(A).

Przyklad 7

W tabeli 2.9 podano liczbg impulséw zarejestrowanych przez licznik Geigera-
Miillera w n = 208 jednakowych przedziatach czasu. Liczba O,, k=0, 1...., 18 po-
daje liczbg jednostek czasu, w ktorym zaobserwowano k impulsow. Liczba £V
przedstawia oczekiwana liczbg jednostek czasu, w ktorych rejestrowanych jest
k impulsoéw obliczonych przy zalozeniu, ze podlega ona rozktadowi Poissona. Aby
ja obliczy¢, nalezy najpierw oszacowac wartos$¢ srednia A rozktadu Poissona wedtug
wzoru

18
21 z kO, =10,322.
08 S
Tabela 2.9
k o, EM E®
0 0 0,01 0,23
1 1 0,07 0,40
2 1 0,36 0,92
3 2 1,25 1,96
4 5 3,24 3,77
5 6 6,68 6,60
6 14 11,49 10,48
7 14 16,95 15,14
8 16 21,87 19,85
9 23 25,08 23,65
10 30 25,89 25,60
11 24 24,30 25,16
12 23 20,90 22,47
13 12 16,59 18,23
14 9 12,23 13,43
15 12 8,42 8,99
16 5,43 5,46
17 3,30 3,02
18 3,93 2,65
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Wowczas

k
-10,322 10,322
Ko
Zauwazmy, ze liczby obserwowane O, tylko nieznacznie rdznig si¢ od oczeki-
wanych E1). Potwierdza to, ze zaproponowany rozklad zostat trafnie dobrany.

EM =208e

2.2.14. Przyblizanie rozkladu dwumianowego i rozkladu Poissona
rozkladem normalnym

Z centralnego twierdzenia granicznego wynika, ze jesli m jest duze oraz p mate,
to prawdopodobienstwa w rozktadzie dwumianowym B(m,p) mozemy aproksymo-
wac odpowiednimi prawdopodobienstwami obliczonymi na podstawie rozktadu nor-
malnego:

p(k)ﬁﬁ%"(l—p)'”‘“p‘() L k}os T (- p) . @252)
a\/_kos 0 20°? 0

gdzie za [ nalezy wstawi¢ mp, a za 0 wyrazenie /mp(1- p).
Rowniez, jesli A jest duze, to prawdopodobienstwa w rozktadzie Poissona P(A)
mozemy aproksymowac za pomocg rozktadu normalnego N(A,A):

k k+0,5

gy = ?{;q()—% J exp -5 (e =4 2.53)

Tabela 2.8 zawiera prawdopodoblenstwa rozktadu dwumianowego B(20, 0,2)
i rozktadu Poissona P(4) wraz z ich przyblizeniami obliczonymi wedtug wzorow
(2.52)1(2.53).

Przyklad 8 (cd. przyktadu 7)

Poniewaz oceniona warto$¢ $rednia jest duza, mozna wigc oczekiwac, ze rozktad
normalny N(10,322, 10,322) powinien dobrze aproksymowa¢ rozktad Poissona
P(10,322). Faktycznie, jesli obliczymy oczekiwane czgstosci (podane w tab. 2.9)
wedtug wzoru

k+0,5 1 J0
expt+—(x—A) [dx
V21A k_J’O’S ’H 2)\( ) O

gdzie za A wstawiamy 10,322, zaobserwujemy duza zgodnos¢. Pokazuja to tez wy-
kresy na rys. 2.12".

EP® =208 — (2.54)

) Poniewaz suma pol prostokatow tworzacych histogram jest rowna 208, gesto$¢ pomno-
zono przez 208.
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[ g
Rys. 2.12. Histogram czgsto$ci O, zapisanych w tabeli 2.9 oraz wykres
¢ rmalnego N(10,322, 10,322)

gestosci rozkta

2.3. Opracowanie wynikow oraz niepewnosci
pomiarow prostych

Dysponujac wynikami x,, x,, ..., X, pomiarow wielkosci fizycznej X (jesli po-
miary nie sa obarczone btedami systematycznymi), obliczamy $rednia arytmetycz-
na ¥, ktora stanowi oszacowanie wartosci rzeczywistej [,

n
X
= (2.55)

x=1-

n
Jako niepewnos$¢ oceny X wielkosci i przyjmujemy odchylenie standardowe
$redniej arytmetycznej

(2.56)

ktére — przypominamy — nosi nazwg¢ niepewnosci standardowe;.
Wynik obliczen zapisujemy w postaci:
(2.57)

x=xzts;.
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Ponownie przypomnijmy, ze wynik pomiaru jest wielko$cia mianowana, dlate-
go obok wartosci liczbowej nalezy poda¢ jednostke.
Wygodne jest wprowadzenie niepewnosci wzglednej

S7
0,=—", (2.58)
X
ktora jest wielko$cia bezwymiarowa podawana najczesciej w procentach:
5y, =X 1100%. (2.59)
X

2.3.1. Obliczanie niepewnosci w przypadku malej liczby pomiarow
za pomoc3g dlugosci przedzialow ufnosci

Jesli seria ztozona jest z niewielkiej liczby pomiarow, prawdopodobienstwo, ze
przedziaty (x —ks;,x +ks;), gdzie k =1, 2, 3, obejma wartos¢ rzeczywista [, jest
mniejsze niz dla duzej liczby pomiarow (patrz podrozdziat 2.2.9). Aby otrzymac ta-
kie same prawdopodobienstwa dla matej liczby pomiarow, jak dla duzej, nalezy
5= pomnozy¢ przez pewien wspotczynnik #(n,p), zalezny od liczby pomiaréw 7 i za-
danego prawdopodobienstwa p. Tak skonstruowany przedziat

()_C - t(}’l, p)S}a X+ t(}’l, p)S})v
nazywany przedzialem ufno$ci, obejmuje wartos¢ rzeczywista U, z zadanym praw-
dopodobienstwem p. Prawdopodobienstwo p z jakim przedziat ufnosci obejmuje
M, nosi nazwe poziomu ufnosci.

Kilka wartosci wspotczynnikow t(n,p) dla matych n oraz trzech prawdopodo-
bienistw p podano w tabeli 2.10. Obszerniejszy zestaw wspotczynnikow #(n,p) po-
dano w tabeli 1 (Dodatek). W ¢wiczeniach laboratoryjnych korzystamy najczesciej
z dwoch poziomow ufnosci: p = 0,6827 oraz p = 0,9973.

Wspotczynniki #(n,p) sa kwantylami rozktadu Studenta (pseudonim W.S. Gos-
set’a (1876—1937)). Teoria przedziatdéw ufnosci zostata stworzona przez polskiego
uczonego T. Sptaweg-Neymana (1894—1981) w latach trzydziestych dwudziestego
wieku i nalezy do waznych osiagni¢¢ nauki swiatowe;.

Tabela 2.10. Warto$ci wspolezynnikow Studenta dla trzech pozioméw ufnosci p

n 2 3 4 5 6 7 8 9 10 20 41
p=0,6827| 1,837 1,321|1,197|1,142 | 1,111 |1,091|1,077|1,067 | 1,059 1,024 | 1,013
p=0,9545| 13,968 | 4,527(3,307 (2,869 [2,649|2,517|2,429|2,366 |2,320| 2,126 | 2,064
p=0,9973|235,777 (19,206 {9,219 | 6,620 | 5,507 | 4,904 | 4,530 | 4,277 | 4,094 | 3,400 | 3,199
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Jak juz wiemy, jako miar¢ niepewnos¢ $redniej arytmetycznej X mozna przyjac
jej odchylenie standardowe, czyli s;. Inng miara niepewnosci Sredniej arytmetycz-
nej, ktora uzywa sig, gdy seria pomiardow jest nieduza, jest potowa przedziatu ufno-
sci, czyli wielko$¢ #(n, p)s-. Podajac niepewno$¢ sredniej arytmetycznej nalezy za-
znaczy¢, w jaki sposob zostata ona obliczona, a w przypadku, gdy wyraza si¢ ja przez
polowe przedziatu ufnosci, jaki poziom ufnosci p zostat przyjety. Nastepny przyktad
pokazuje jak okresli¢ niepewno$¢ sredniej arytmetycznej w przypadku krotkiej se-
rii pomiaréw oporu za pomocg mostka.

Przyklad 9

Czterokrotnie powtorzono pomiar pewnego oporu R, uzyskujac nastepujace wy-
niki (w Q): x, = 72,3, x, = 71,9, x; = 72,0, x, = 71,8. Nalezy oszacowa¢ mierzony
opor R za pomoca $redniej arytmetycznej X i podaé niepewnos$¢ tej oceny wyrazona
przez potowg przedzialu ufnosci #(n,p)s; przyjmujac poziom ufnosci p = 0,6827.
Korzystajac ze wzordw (2.6) i (2.10) otrzymujemy X = 72 Q oraz s = 0,108 Q,
a z tabeli 2.10 odczytujemy #(4, 0,6287) = 1,197.

W takim razie potowa przedziatu ufnosci wynosi

1(4,0,6187)s:=1,197-0,108 Q = 1,293 Q.

Poszukiwana niepewnoscia oceny X = 78 Q mierzonego oporu R, odpowiadaja-
ca poziomowi ufnosci p = 0,6827, jest wielkos¢ 1,293 Q.

2.3.2. Okreslanie niepewnosci na podstawie klasy przyrzadow

W przypadku pomiarow, ktorych celem jest wyznaczenie zalezno$ci migdzy dwo-
ma lub wigksza liczba wielkos$ci fizycznych czgsto brak jest czasu na to, by dla kaz-
dego punktu pomiarowego wykona¢ odpowiednio duzg liczbg¢ pomiaréw umozliwia-
jaca obliczenie wartosci $redniej oraz niepewnosci pomiaru poszczegolnych wiel-
kosci. Podobna sytuacja ma miejsce w przypadku pomiarow wykonywanych w wa-
runkach dynamicznych (zmieniajacych si¢ w czasie prowadzenia doswiadczen), np.
pomiary zalezno$ci oporu metalu lub potprzewodnika od temperatury. Czgsto wska-
zania miernikdOw powtarzaja si¢ 1 wykonywanie serii pomiarowej jest niemozliwe.
W takich przypadkach korzystamy z pojecia klasy przyrzadu pomiarowego oznacza-
nej symbolem £/

Klasa przyrzadu pomiarowego 4/ jest to — wyrazona w procentach — wartos¢
bezwzgledna ze stosunku maksymalnego dopuszczalnego na danym zakresie po-
miarowym bledu pomiaru Ax_, do zakresu pomiarowego Z:

max

kl =

100%. (2.60)



Aby obliczy¢ maksymalna niepewnos¢ (btad) bezwzgledna pomiaru wykonane-
go za pomoca miernika o znanej klasie, nalezy skorzysta¢ z rownania

z

Ax,. =Fkl-Z—.
100

(2.61)

Klasa miernika jest podawana obok jego skali (dotyczy wigkszosci miernikow
analogowych) lub w instrukcji obstugi.

Na niepewno$¢ pomiaru obliczona na podstawie klasy miernika sktadaja si¢ za-
réwno niepewnosci systematyczne jak i niepewnosci przypadkowe. Nalezy podkre-
sli¢, ze klasa miernika jest podana dla warunkow pomiaru okreslonych w instrukeji
obstugi, np. dla danego zakresu temperatur lub wilgotnosci, pionowego lub pozio-
mego ustawienia miernika, okreslonego oporu doprowadzen itp.

Korzystajac z miernikéw analogowych o zmiennych zakresach nalezy dobie-
ra¢ zakres pomiarowy tak, aby wskazowka znajdowala si¢ (o ile jest to mozli-
we) powyzej 2/3 skali. Zakresy pomiarowe miernikow analogowych sa tak dobie-
rane, aby spelnienie tego zalecenia byto mozliwe.

Aby uzasadni¢ przedstawione wyzej zalecenie, przypusémy, ze mierzymy prad
o nat¢zeniu / = 5 mA za pomocg miliamperomierza klasy 0,5 na zakresie 100 mA.
Maksymalna niepewno$¢ pomiaru obliczona na podstawie klasy miernika

0,5000mA
AL, =———=05mA,
100
a maksymalna niepewno$¢ wzgledna 4, . = 10%. JeZeli pomiar wykonamy na za-
kresie 10 mA, to AI___ = 0,05 mA a4, = 1%.

max %max

Korzystajac z miernikéw elektrycznych nalezy oprécz wynikéw pomiarow,
zanotowac zakresy, na ktorych wykonano pomiary oraz klas¢ miernika. Bez tych
danych nie bedziemy w stanie oszacowa¢ niepewnosci pomiarow!

2.3.3. Niepewnosci pomiaréw miernikow cyfrowych

Niepewno$¢ pomiaru wykonanego miernikiem cyfrowym sklada sig
z niepewnosci przetwarzania uktadow analogowych miernika (np. nieliniowos$ci
wzmacniacza) oraz niepewnosci dyskretyzacji. Aby wyjasni¢ pojgcie niepewnosci
dyskretyzacji, zwroémy uwagg na to, ze korzystajac z miernikow analogowych (wska-
zowkowych) jestesmy w stanie odczyta¢ wynik z wigksza doktadnos$cia niz doktad-
no$¢ dziatek elementarnych (mozemy stwierdzi¢, ze wskazdéwka znajduje si¢ w po-
lozeniu odpowiadajacym np. 15,5 dziatek skali). Odczytujac wynik z wyswietlacza
miernika cyfrowego nie mamy takiej mozliwosci, poniewaz istnieje pewien zakres
sygnatdw wejsciowych, dla ktorych wskazania wyswietlacza sa takie same. Niepew-
no$¢ wynikajaca z dyskretnosci miernika nazywamy niepewnoscia dyskretyzacji lub
rozdzielczo$cia miernika oznaczana dalej za pomoca symbolu rozdz.
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Niepewnos$¢ przetwarzania miernikow cyfrowych podawana jest w procentach
wartos$ci mierzonej x i nazywana czgsto klasa miernika. Klas¢ miernika cyfrowego
bedziemy oznacza¢ przez kl, (w celu odr6znienia od klasy miernika analogowego).
Niepewnos$¢ pomiaru miernika cyfrowego obliczamy korzystajac ze wzoru

Ax .. = f(l)‘éx + rozdz. (2.62)

Nalezy zaznaczy¢, ze rozdzielczo$¢ miernika cyfrowego zalezy od zakresu po-
miarowego.

Dodajmy, ze odchylenie standardowe u miernika cyfrowego, wynikajace z dyskre-
tyzacji wynosi

_rozdz

Nk

Przyklad 10

" (2.63)

Mierzac napigcie za pomoca woltomierza cyfrowego klasy 0,05 odczytano z wy-
swietlacza wynik U = 225,3 V. Obliczy¢ maksymalna niepewnos¢ AU, pomiaru
napigcia. Rozdzielczo$¢ miernika rozdz = 0,1V. Korzystajac z wzoru (2.62) otrzy-
mujemy

0,05

AU 0 2253V +0,1V =(0,11265+0,1)= 0,22 V.

max

Klasa miernikow cyfrowych jest podawana w instrukcji obstugi (w laboratorium
studenckim jest podana w instrukcji roboczej do danego stanowiska).

2.4. Zaokraglanie i zapis wynikow pomiarow
oraz ich niepewnosci

Wynik pomiaru powinien informowa¢ o wartoS$ci wielko$ci zmierzonej, jed-
nostkach w jakich jest ta wielko$¢ podana oraz dokladnoSci z jakg zostala wy-
znaczona. Bez tych informacji wynik jest bezwartoSciowy!

Obliczajac warto$¢ $rednia X oraz eksperymentalne odchylenie standardowe
(2.10) $redniej arytmetycznej s otrzymujemy zwykle liczby wielocyfrowe (zwlaszcza
gdy korzystamy z pomocy kalkulatora Iub komputera). Mozna zapytaé, czy poda-
wanie wszystkich cyfr jest sensowne?

Przypomnijmy, ze odchylenie standardowe s okresla przedziatl wartosci wielko-
$ci mierzonej, w ktorym warto$¢ rzeczywista znajduje si¢ z prawdopodobienstwem
68,2%, natomiast w przedziale trzykrotnie wigkszym warto$¢ rzeczywista znajduje
si¢ prawie na pewno (patrz podrozdziaty 2.2.9 1 2.2.12). Dochodzimy do wniosku,
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ze sens fizyczny maja najwyzej dwie pierwsze cyfry znaczace niepewnosci po-
miaru. Podawanie warto$ci zmierzonej z doktadno$cia wigksza niz doktadnos¢ nie-
pewnosci jest pozbawione sensu.

2.4.1. Zaokraglanie wartosci niepewnosci pomiaru

Podczas zaokraglania warto$ci niepewnos$ci pomiaréw stosujemu nastgpujace za-
sady:

1. Niepewnosci zaokraglamy zawsze w gore.

2. Wstepnie niepewnosci zaokraglamy do jednej cyfry znaczacej.

3. Jezeli wstepne zaokraglenie wartoSci niepewnoS$ci powoduje wzrost jej
wartosci o wigecej niz 10%, to niepewnos¢ zaokraglamy z dokladnoscia do dwéch
cyfr znaczacych.

Sposob zaokraglania niepewnos$ci przedstawimy na przyktadach.

Przyklad 11

W wyniku obliczen eksperymentalnego odchylenia standardowego $redniej aryt-
metycznej uzyskano wynik s = 0,0185421. Zaokraglajac ten wynik z doktadnoscia
do jednej cyfry znaczacej otrzymujemy s = 0,02. Wzgledna zmiana warto$ci niepew-
nosci wynosi (0,020 —0185)/0,0185 = 0,08, a wigc mniej niz 10%. Zaokraglenie jest
dobre, niepewnos¢ zapisujemy jako s = +0,02.

Przyklad 12

Warto$¢ niepewnosci s uzyskana z obliczen wynosi 254,495, Zaokraglajac wy-
nik do pelnej liczby setek otrzymamy s = 300. Wzgledna zmiana wartosci niepew-
nosci jest rowna (300—-254)/254 = 0,18, czyli wigcej niz 10%. Zgodnie z podanymi
powyzej zasadami musimy zaokraglenie przeprowadzi¢ dla cyfry dziesiatek, pozo-
stawiajac cyfre setek bez zmian. W ten sposob zaokraglona poprawnie warto$¢ nie-
pewnosci s = £260.

2.4.2. Zaokraglanie wynikow pomiarow

Na wstepie podajemy podstawowa dla procesu zaokraglania wynikow pomiarow
regule:

Ogolng zasada obowigzujaca podczas zaokraglania wynikow pomiaréw jest
podawanie tych wynikow z dokladno$cia do miejsca, na ktorym wystepuje ostat-
nia znaczaca cyfra niepewnos$ci pomiaru.

Przypusémy, ze obliczajac srednig arytmetyczna wielkosci, ktdrej niepewnos¢ roz-
patrywalis$my w przyktadzie pierwszym, uzyskano wynik X = 1,245467. Niepewnos¢
pomiaru byta rowna 0,02. Wynik zaokraglamy z doktadnoscia do dwoch miejsc po
przecinku i uwzgledniajac niepewnos¢, zapisujemy ¥ = 1,25+0,02.
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Zatdézmy, ze w przykladzie 12 uzyskano najbardziej wiarygodna wartos¢ wiel-
kosci mierzonej X = 14521,985, niepewnos¢ po zaokragleniu byta rowna 260, wy-
nik pomiaru wraz z niepewnoscia zapisujemy jako X = 14520+260. Jest to jednak
trochg mylacy zapis, o czym bedzie mowa na wstepie nastgpnego podrozdziatu.

Uwaga! Podawanie zbgdnych cyfr zarowno w wynikach pomiarow, jak i wartosciach
niepewnosci nie $wiadczy o skrupulatnosci obliczajacego, lecz o niezrozumieniu pod-
staw analizy niepewnosci pomiarow!

2.4.3. Zapisywanie wynikow pomiardw oraz ich niepewnosci

Zalecane sa cztery sposoby zapisu wynikow pomiardéw oraz ich niepewnosci. Spo-
soby te przedstawimy na przyktadach. Przypus¢my, ze opracowujac wyniki pomia-
row uzyskaliSmy X = 14520 z odchyleniem standardowym 260, dla innego pomiaru
7z =12,02248, a ztozona niepewnos¢ standardowa (patrz rozdziat 2.6) tej oceny u =
0,00025.

1. ¥ = 14520 z odchyleniem standardowym $redniej 260,

7z = 12,02248 ze ztozona niepewnoscia standardowa 0,00025.

2. X = 14520(260), gdzie liczba w nawiasie oznacza odchylenie standardowe $re-
dniej,

z =12,02248(25), gdzie liczba w nawiasie oznacza ztozona niepewnos¢ standar-

dowa.

3. ¥ = 14520(260), gdzie liczba w nawiasie oznacza odchylenie standardowe $re-
dniej,

z =12,02248(0,00025), gdzie liczba w nawiasie oznacza ztozong niepewnos¢ stan-

dardowa.

4. ¥ = 14520+260, gdzie liczba po znaku + oznacza odchylenie standardowe $re-
dniej,

7z =12,02248 £0,00025 gdzie liczba po znaku + oznacza ztozona niepewnos¢ stan-

dardowa.

Jak wida¢, we wszystkich sposobach zapisu wynikdw istotne jest okreslenie ro-
dzaju niepewnosci pomiaru. W laboratorium studenckim, ze wzgledu na tradycje po-
lecamy czwarty sposob.

Nalezy zwroci¢ uwage na pierwszy przyktad wyniku zapisany czwartym sposobem.
Wynik pomiaru x = 14520+£260 moze sugerowac, ze zero jest cyfra doktadna, a tak
nie jest. Lepiej jest zapisa¢ ten wynik w postaci wyktadniczej x = (14,52+0,26)-10°,
korzystajac tylko z cyfr uwazanych za wiarygodne (znaczace). Czgsto wygodnie jest
podawac wynik dobierajac odpowiednie jednostki. Jezeli omawiany wynik bytby od-
leglo$cia wyrazona w metrach, to zamiast pisa¢ x = (14,52+0,26)-10° m, mozemy po-
da¢ jego wartos¢ w kilometrach x = (14,52+0,26) km.
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2.5. Odrzucanie wynikow pomiarow

Czytanie tego rozdziatu polecamy tylko zainteresowanym; mozna go traktowac
Jjako dodatek i opusci¢ podczas pierwszego czytania.

Moze sig zdarzy¢, ze wigkszo$¢ wynikoOw pomiaréw lezy w poblizu warto$ci Sre-
dniej, a jeden Iub kilka (niewiele w stosunku do liczby pomiaréw w serii) znacznie
odbiega od tej wartosci. Przyktad — mierzac roznicg temperatur uzyskali$my naste-
pujace wyniki: 3,5; 3,9; 3,9; 3,4; 1,8 K. Rezultatem znacznie odbiegajacym od po-
zostatych (,,zlym wynikiem”) jest 1,8 K.

Pojawia sig nastepujacy dylemat. Uwzgledniajac ,,zfy” wynik ,,popsujemy” war-
tos¢ $redniej arytmetycznej ¥ wielkosci mierzonej, natomiast eksperymentalne od-
chylenie standardowe (2.10) sredniej arytmetycznej s bedzie zawyzone (uwzglednie-
nie ,,zlego” pomiaru bedzie miato decydujacy wptyw na warto$¢ wyznaczanej nie-
pewnosci). Z drugiej jednak strony, chcemy by¢ uczciwi (chcemy uniknaé zarzutu
0 ,,naciqganiu” wynikow pomiardw). W takim przypadku najprosciej bytoby wie-
lokrotnie powtorzy¢ pomiary i sprawdzi¢, czy ,,zfy”” wynik powtarza si¢ co pewien
czas (wystepuje z pewnym prawdopodobienstwem), czy tez nie. Po wykonaniu dtu-
giej serii pomiarow uwzglednienie ,,zZego” wyniku (nawet jesli jest on naprawde zty)
ma minimalny wptyw na wynik koncowy i dylemat przestaje istnie¢. Inaczej wyglada
sytuacja, gdy brakuje nam czasu na uzupetnienie pomiarow lub gdy ,,zf”” wynik za-
uwazylismy po wyjsciu z laboratorium. W takiej sytuacji decyzja nalezy do nas.

Aby rozstrzygnac¢ problem powinni$my obliczy¢ Srednig arytmetyczng z se-
rii pomiaréw oraz odchylenie standardowe a nastepnie sprawdzié¢ (korzystajac
z wykresu funkcji Gaussa lub tabeli 2, zamieszczonej w dodatku), jakie jest praw-
dopodobienstwo wystapienia wyniku obarczonego tak duzym odchyleniem od
Sredniej.

Wartos$¢ $redniej arytmetycznej przytoczonej na wstepie serii pomiardw jest row-
na 3,4 K as=0,8. Wynik 1,8 K jest odlegly od $redniej arytmetycznej o prawie 2s.
Prawdopodobienstwo wystapienia wyniku rdézniacego si¢ od wartosci sredniej o wig-
cej niz 20 2s wynosi okoto 5% (patrz rys. 2.4 lub tabela 2). Jezeli wyniki serii
pomiarowej podlegaja rozkladowi normalnemu, to srednio jeden na dwadzie-
Scia wynikow pomiaréw powinien rozni¢ si¢ od wartosci Sredniej o wiecej niz
20. W serii zlozonej z szeSciu pomiaréw tylko £=1/3 wynikéw powinna spel-
nia¢ wymieniony wyzej warunek (5% z 6 pomiarow to 0,3, czyli okoto 1/3 pomia-
ru). Z przytoczonych rozwazan wynika, ze prawdopodobienstwo uzyskania tak zte-
go wyniku (1,8 K) jest bardzo mate, dlatego tez wynik ten wykluczamy. Kryterium
odrzucenia stanowi nieré6wnos¢ £ < 1/2 (mniej niz 1/2 wyniku) — kryterium Chau-
veneta (czytaj szowene).

Aby sformutowa¢ kryterium Chauveneta, przypusé¢my, ze wykonalis$my serig n
pomiaréw pewnej wielko$ci X, uzyskujac wyniki x, x,, ..., x,. Korzystajac ze wszy-

49



stkich wynikow, obliczamy $rednig arytmetyczna ¥ (2.55) oraz warto$¢ odchylenia
standardowego s (wzor (2.10) lub (2.56)). Jezeli jeden z wynikow znacznie ro6zni si¢
od pozostatych, nazwiemy go wynikiem ,,podejrzanym” 1 oznaczymy przez X pod- Obli-
czamy ,,wspolczynnik podejrzenia”

pod

od .
P S

Wspotczynnik ten jest liczba okreslajaca ile razy niepewnos¢ podejrzanego wy-
niku jest wigksza od odchylenia standardowego obliczonego dla danej serii pomia-
rowej, czyli o ile odchylen standardowych s podejrzany wynikxpo 4 107Zni si¢ od war-
tosci X

Korzystajac z tabeli 2 zamieszczonej w dodatku, okreslamy prawdopodobienstwo
P tego, ze wynik bedzie si¢ roznit od warto$ci ¥ o wigcej niz WoodS odchylen stan-
dardowych (¥ traktujemy jako warto$¢ rzeczywista, a s jako odchylenie standardo-
we 0). Mnozac prawdopodobienstwo P przez liczb¢ pomiaréw n, otrzymamy spodzie-
wana liczbe k pomiardw ,,gorszych” od podejrzanego

k= Pn. (2.65)

Jezeli obliczona w ten sposob wartos$¢ & jest mniejsze od 1/2, to podejrzany
wynikxpo » 2godnie z kryterium Chauveneta, zostaje odrzucony.

Dalsze opracowanie danych polega na obliczeniu wartosci §redniej arytmetycz-
nej oraz odchylenia standardowego $redniej arytmetycznej, na podstawie rezultatow,
z ktorych odrzucilismy wynik ,,zh” (nieprawdopodobny). Poniewaz liczba wynikow
zmniejszyta si¢ do pigciu, podczas szacowania niepewnosci sredniej kwadratowej
nalezatoby skorzystac¢ ze wspolczynnikow Studenta.

Przedstawiony sposob postgpowania mozna powtorzy¢ w odniesieniu do kolej-
nego podejrzanego wyniku. Warto jednak ostrzec przed naduzywaniem tej procedury
1 zwroci¢ uwagge na to, ze ,,zfe” wyniki pomiaréw doprowadzity do wielu fundamen-
talnych odkry¢.

‘fc—x

W (2.64)

2.6. Obliczanie niepewnosci pomiarow zlozonych

Omoéwione w rozdziale 2.2 sposoby statytstyczego obliczania niepewnos$ci doty-
czyly pomiarow prostych, w trakcie ktorych wartosci wielkosci mierzonych byty od-
czytywane bezposrednio ze skali przyrzadow pomiarowych. W wigkszosci przypad-
koéw wielkos¢ fizyczna Y nie jest mierzona bezposrednio, lecz wymaga zmierzenia
wielkosci fizycznych X, X, ..., X, z ktorymi powiazana jest okreslona relacja

Y=g(X;, Xy .o X). (2.66)
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Wielkosci X, X, X;, ..., X, bedziemy nazywali wielkoSciami wejSciowymi, a Y
wielkoScia wyjSciowq.

Zalezno$¢ funkcyjna okreslona wyrazeniem (2.66) jest w praktyce laboratorium
studenckiego przedstawiona w postaci przejrzystego wzoru matematycznego.

Zatozmy, ze wielko$¢ X; zmierzyliSmy n, razy, a symbol x;, oznacza k-ty wynik
jej pomiaru. Wielkos$¢ Y (poprawnie — wartos¢ $rednig wielkoséci ¥) mozna ocenic
na wiele sposobow. Tutaj zaprezentujemy dwa z nich.

Pierwszy z nich polega na przyjeciu za oceng Y wartosci

y=g&,.%,,.. %, ), (2.67)
gdzie X jest Srednia arytmetyczng wynikéw pomiardw i-tej wielkosci fizycznej X,
tzn.
__ 1 g o
n
Drugi sposob, ktory mozemy zastosowaé, gdy n, =n, =...=n, =n, polega na

przyjeciu za oceng Y warto$ci

i (2.68)

:‘;\»—

gdzie
Yi = g(xl,i 5 X jreees Xy )

Przyklad 13

Przypusémy, ze mamy oceni¢ pole przekroju drutu na podstawie pomiardw jego
srednicy. Srednicg drutu — wielko$¢ wejsciowa — oznaczmy przez D, a pole prze-
kroju drutu — wielko$¢ wyjsciowa — przez P. Wielkosci D i P sg funkcjonalnie zwia-
zane relacja

p=tm?
4

Przypu$¢my, ze d|, d,,..., d, oznaczaja wyniki pomiaréw $rednicy, a d ich $re-
dnig arytmetyczna, tzn.
d +d,+..+d,
n

Jesli zastosujemy pierwszy sposob oparty na wzorze (2.67), to ocena pola prze-
kroju drutu jest

d=
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T (52
“ar,
()
a jesli drugi, oparty na wzorze (2.68), to

mHd +d; +..+d}

4 o :

Przyklad 14

Przypusémy, ze zadaniem pomiarowym jest ocena objgtosci probki pewnego
materiatu w ksztalcie prostopadtoscianu. Jesli 4, B i C reprezentuja odpowiednio
wyniki pomiaréw dhugosci, szerokosci i wysokos$ci prostopadtoscianu, to

V=ABC. (2.69)
JeSli@ oznacza Srednig arytmetyczna pomiarow dtugoscia,, ..., a,, b $rednig aryt-
metyczng pomiaréw szerokosci by, b,, ..., b,, a ¢ Srednig arytmetyczna pomiarow

wysokosci ¢y, ¢,, ..., ¢,, to oceng objgtosci prostopadioscianu wedtug wzoru (2.67)
jestiloczyn @b, a wedtug wzoru (2.68) wielkos¢

1
" (alb]c1 ta,b,c, +...+a,b,c, )

Niepewnos¢ oceny wielkosci wyjSciowej Y nazywamy niepewnoscig zlozong
1 oznaczamy symbolem u, Sposob jej obliczania zalezy od tego, czy wielkosci wej-
sciowe X}, X,, X;, ... , X, bedziemy traktowac jako wielkosci nieskorelowane, czy
jako skorelowane.
2.6.1. Nieskorelowane wielkosci wejsciowe

Jesli wielkosci X|, X, X;, ..., X sa nieskorelowane, to niepewno$¢ ZlOZanuy ceny
(2.67) wielkosci Y wyznacza si¢ na podstawie wzoru

“y=\/%%§(S1)2+%%§(Sz)z+---+%%é(sn)z, (2.70)

gdzie 5; =s_ i gg (i=1, 2,..., n) oznaczaja odpowiednio odchylenie standardowe
i X -

sredniej X, (patrz rolzdzialy 2.2.112.3) i warto$¢ pochodnej czastkowej funkcji (2.66)
w punkcie (X}, X,,...,X, ).

Postugujac si¢ symbolem sumy wzor (2.70) mozemy zapisa¢ w bardziej zwartej
postaci
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2.71)

W przypadku, gdy miedzy wielkoscia wyjsciowa Y a wielkoSciami wejsciowy-
mi zachodzi zaleznos¢ liniowa
Y=aqX +ta,X,+...+a,X,, (2.72)
gdzie a|, a,,..., a, sa znanymi wspotczynnikami, to ocena wielkosci Y zgodnie z wzo-
rem (2.67) przyjmuje postac

y=ax,ta,x, +..+ta,x,. (2.73)

Ocena wielko$ci Y oparta na wzorze (2.68) ma w tym przypadku taka sama po-
sta¢, poniewaz

12 12 _ _ _
y=- z yi= z (alx,-’l +a,X;, +...+anx,-’n)— ayx; ta,x, +..+ta,x,
=1 =

Jesli wielkos$¢ wyjsciowa zalezy liniowo od wielkosci wejsciowych (patrz (2.72)),
to 0g/0x; = a; iniepewnos¢ ztozona (2.70) oceny (2.73) przyjmuje postaé

w, = @6+ @P 6+ (@ 6 (2.74)

Jesli zalezno$¢ migdzy wielkoscia wyjsciowa 1 wielkoSciami wejSciowymi wy-
raza relacja

Y=c(X )" () ()" @73)

tzn. wielko$¢ wyjsciowa jest iloczynem poteg wielkosci wejsciowych, gdzie ¢>0,
aa,a,, ..., a, sa znanymi liczbami (réznymi od zera), to niepewnos¢ ztozona oceny
wielkoSci Y (obliczona wedlug wzoru (2.70), przy zatozeniu, ze x; > 0)

y= c(xl )al (xz )a2 "'(xn )a"

wyraza si¢ wzorem

“ﬁm/%%é(s )2+%§(S2)2+---+%§(Sn)z- (2.76)

Aby otrzymac¢ (2.76) nalezy obliczy¢ pochodne czastkowe funkcji

y= g(x1 ,xz,...,xn) = c(x1 )a‘ (x2 )a2 ...(xn )a"

w punkcie (X;,X,,...,x,) 1 wstawi¢ do wzoru (2.71). Najtatwiej obliczy¢ pochodng
stosujac metode pochodnej logarytmicznej, tzn. obliczy¢ pochodne czastkowe funkcji
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Iny=Inc+a/nx +a,lnx, +..+a,Inx,.
Poniewaz

o(lny)_1 0y _a;
Ox; yox, x;

1

to pochodne czastkowe funkcji g obliczone w punkcie (x;,X,,...,X, ) sa nastgpuja-

cej postaci
) a;
=y =2,
Ox;

i X

Po podstawieniu do (2.70) otrzymujemy wzor (2.76).

Przyklad 15 (cd. przyktadu 13)

Poniewaz w rozpatrywanym przypadku n = 1, przeto niepewnos¢ ztozona (2.70)
oceny TI(d )*/4 wyraza sig¢ wzorem

'r[f
up —Eds;’

gdzie

sdzjn(;_l)f(di_d)z.

i=1

Jesliby wykonano 10 pomiaréw Srednicy, a wyniki bylyby takie jak w drugiej
kolumnie tabeli 2.11, to ocena pola przekroju drutu wynositaby (T74)(1,799 mm)? =
2,542 mm?, a ztozona niepewno$¢ standardowa (T72)1,799 mm-0,433-10 mm =
1,223 -102mm?.

Przyklad 16 (cd. przyktadu 14)

Poniewaz w tym przypadku zaleznos¢ funkcyjna (2.69) jest postaci (2.75), to zto-
zona niepewno$¢ standardowa u, oceny objetosci V obliczamy wedlug wzoru (2.76)
1 otrzymujemy

w=ane 6y BEGY B 6 @

(a
gdzie s;, S, oraz S; oznaczaja odpowiednio odchylenia standardowe $rednich @,
bic.
W tabeli 2.11 zawarte sa wyniki dziesigciokrotnych pomiarow bokéw probki
materiatu.
Na podstawie tych pomiarow nalezy oceni¢ objgtos¢ tej probki i podac, przyj-
mujac, ze $rednie arytmetyczne @, b i € sa nieskorelowane, niepewno$é ztozona uzy-
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Tabela 2.11

Nr pomiaru a [mm] b [mm)] c[mm]
1 70,1 79,8 100,2
2 70,2 80,1 100,9
3 69,8 80,3 100,3
4 70,4 79,7 99,7
5 70,2 80,2 100,4
6 69,8 80,1 99,8
7 70,3 80,3 100,1
8 70,2 79,9 99,9
9 69,9 80,0 99,8
10 70,0 80,1 100,1
Suma 700,8 800,5 1001,2
Srednia B
arytmetyczna a =70,09 b = 80,05 ¢ =100,12
Odchylenie
standardowe s, 100,208 s, 10,201 5,000,358
Odchylenie
standardowe
$redniej sz =0,066 5; = 0,064 s; =0,113

skanej oceny. Zalozenie to jest w pelni uzasadnione, gdy pomiary dlugosci, szero-
kosci 1 wysokosci probki wykonano niezaleznie od siebie. Ocena objgtosci prob-
ki wynosi

abe=70,09 mm-80,05 mm-100,12 mm = 561743,7345 mm?>.

ZYozona niepewnos$¢ standardowa u obliczamy wedtug wzoru (2.77). Podstawia-
jac odpowiednie liczby podane w tabeli otrzymujemy u,, = 938,9826 mm?. Uzyska-
ny wynik mozemy zapisa¢ w postaci 561743,7345+938,9826 mm?, lub po zaokra-
gleniu, w postaci ¥ = (562000£1000) mm? = (562+1)-103 mm? = (562+1)-10° m?,
ktory okresla wyznaczona doswiadczalnie oceng objetosci V1 jej doktadnosci.

2.6.2. Skorelowane wielkos$ci wejSciowe

Jesli X, X,, X;, ..., X, sa skorelowane i jesli m| = m, =..= m, = m, to zlozona
niepewnos¢ standardowq u, oceny (2.67) wielkosci wyjsciowej ¥ wyznaczamy ze
wzoru

y 98 98 o\ (2.78)
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— 0 .
gdzie 5, o0raz a—goznaczajq to samo co we wzorze (2.70), a
X

ﬁ ( Xxj,k ‘fj)

n, = =2 . (2.79)
\/kZ xlk_x)z\/z ]k_)?j)z

Czytelnikow zainteresowanych uzasadnieniem wzoréw (2.70) i (2.78) okresla-
jacych ztozone niepewnosci standardowe odsytamy do rozdziatu 13 podrecznika [S] oraz
do opracowania [1].

Przyklad 17

Opodr R, reaktancja X i zawada Z pewnego obwodu elektrycznego pradu zmien-
nego wyrazaja si¢ poprzez amplitudy napigcia Vi nat¢zenia / pradu zmiennego oraz
przesunigcie fazowe @(@ Vil sa wielkoSciami wejsciowymi, a wielkoSciami wyj-
sciowymi sa: R, X1 Z) prawami Ohma postaci:

V

V V.
R=—cosp, X =—sin@, Z =—.
1 @ 1 ¢ 1

Nalezy oszacowac opér R, reaktancje X oraz zawadeg Z na podstawie pigciokrot-
nego rOwnoczesnego pomiaru napigcia V, natgzenia / oraz przesunigcia fazowego @
Wyniki pomiaroéw sa zebrane w tabeli 2.12.

Poniewaz pomiary wielko$ci wejsciowych wykonuje si¢ rownoczesnie, to powin-
no si¢ je traktowac jako wielkos$ci skorelowane i niepewnosci wielkosci wyjscio-

Tabela 2.12
k-numer pomiaru VV] 1 [mA] @rad]
1 5,007 19,663 1,0456
2 4,994 19,639 1,0438
3 5,005 19,640 1,0468
4 4,990 19,685 1,0428
5 4,999 19,678 1,0433
Srednia
arytmetyczna V =49990 | =196610 @ = 1,04446
Odchylenie
standardowe
$redniej s =00032 s; = 00095 Sg = 0,00075
Wspdtczynnik
korelacji 7 =-036 17,5 = 0.86 1 = 70,65
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wych oblicza¢ wedtug wzoru (2.78). W zwiazku z tym nalezy obliczy¢, oprocz Sre-
dnich arytmetycznych i odchylen standardowych $rednich, takze wspotczynniki ko-
relacji wedtug wzoru (2.79). Wszystkie te wielkosci zostaly zamieszczone takze
w tabeli 2.12.

W drugiej kolumnie tabeli 2.13 zamieszczono oceny oporu R, reaktancji X
i zawady Z, a w trzeciej — odpowiadajace im standardowe niepewnosci ztozone u,
uy1u,obliczone wedtug wzoru (2.78).

Tabela 2.13
Zaleznos$¢ migdzy ocena Ocena y; obliczona na Standardowa niepewno$¢-
wielko$ci wyjsciowej y, podstawie wynikow zlozona u,, obliczona na
a ocengmi wielkoéci wejscio- | pomiarow [Q] podstawie lwynikéw
wych V., I, @ pomiaréw
Vo =R = =0,071 Q
J =R =" cos@ y, =R=127,732 up =0,
1 uy/R=6,0-10+
I —yv— =0,295Q
Y, =X = Zsin(p Yy =X=219,847 Uy =% B
1 u,/X=13,0-10
y,=2= v vy =Z = 254,260 u;=0,236 Q
I u,/Z=9,010*

Przyklad 18 (cd. przyktadu 17)

V
Dla przyktadu wyprowadzimy wzor na niepewnosci u,. Jesli g(V,I ) = T to
og _1_71 d2_
o I vV ol (j)2
Zatem, stosujac wzor (2.78), otrzymujemy

B BE-UEE

25406 \/Eg,oo3zg L []0.0095 [ _ 0,0032 0,0095 (~0.36)

74,9990 19,6610 ~ 4,9990 19,6610
=2362007" Q,
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czyli zlozona niepewnos¢ standardowa oceny zawady 254,26 Q wynosi 0,236 Q.
W podobny sposob otrzymujemy dwie pozostate niepewnosci u, u,.

Druga metoda oceny wielkosci wyjsciowych R, X1 Z wynikajaca ze wzoru (2.68)
sprowadza sig do obliczenia R,, X; oraz Z, dla kazdej trojki rownoczesnych pomia-
row VI, oraz @,i=1,2,3,4, 5, a nastgpnie obliczenia $rednich R, X oraz Z. Wyni-
ki tych obliczen zawarte sa w tabeli 2.14.

Tabela 2.14
k-numer pomiaru R= ?cosqo X = ?sinqo z =%
[Q] [Q] [Q]
1 127,67 220,32 254,64
2 127,89 219,79 254,29
3 127,51 220,64 254,84
4 127,71 218,97 253,49
5 127,88 219,51 254,04
Srednia
arytmetyczna R =127732 X =219847 | Z=254,260
Odchylenie
standardowe
$redniej s, =0071 s, =0.295 s, =0236

Wielkosci R, X i Z sa skorelowane; ich wspotczynniki korelacji wynosza:
I”y]’yz = I"R’X = _0,588 5 ry]’yS = I"R’Z = _0,485 5 I"yz’ys = I"X’Z = 0,993 .

W tym przypadku obie metody daja po zaokragleniu do 3 miejsca po przecinku
te same oceny wielko$ci R, X'i Z. Rowniez up = sz, Uy =S5 0raz u, = s,.

Przedstawiony sposob obliczania niepewno$ci moze by¢ uzasadniony
w tych przypadkach, kiedy pomiary wykonuje si¢ w grupach obejmujacych wielko-
sci V, I oraz @ Nie mozna go zastosowac, jesli wykonuje si¢ n, pomiar6w napigcia
V, n, pomiar6w natgzenia / oraz n, pomiarow fazy @ a n; # n, # nj.

Przyjecie dodatkowego zatozenia, ze korelacje sq rowne zeru, moze prowadzié
do innych wynikow.

2.6.2.1. Obliczanie niepewnos$ci metoda rézniczki zupelne;j

W tym rozdziale podamy jeszcze jeden wzor, wedtug ktorego oblicza si¢ niepew-
nos¢ ztozona.

Mozna go stosowac zarowno do skorelowanych jak i do nieskorelowanych
wielkos$ci wejsciowych.

Dlatego jest najczesciej stosowany w praktyce laboratorium studeckiego.
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Oznaczmy odpowiednio przez x|, x,, ..., X, oceny wielkosci wejsciowych wiel-
kosci fizycznych X, X,, ..., X, a przez u,, u,, ..., u, niepewnosci tych ocen. Jesli
Y=g(X,,X,, ..., X,), to niepewnos¢ u, oceny y = g(x,, x,, ..., x,) wielkosci ¥, moze-
my okresli¢ za pomoca wzoru
Jg

U,

Jx,

Lgun
Jx,

Jdg
0 x,

uy—

u, + +...+ , (2.80)

gdzie, jak poprzednio, dg/0x; oznacza warto$¢ pochodnej czastkowej funkeji
g w punkcie (x, X, ..., X,).
Aby uzasadni¢ ten wzor mozna powotac si¢ na wzdr na rozniczke zupetna funk-
cji g, ktory ma nastgpujaca postac
Jg Jg

dy =ggabc1 +—Zdx, ..+ _=dx,.

X, dx, dx,

Traktujac przyrosty dx; jako niepewnosci oceny x;, a przyrost dy jako niepewnos¢
oceny Y oraz przyjmiemy najmniej korzystny uktad znakow (aby zmaksymalizowaé
sumg po prawej stronie wzoru), to uzyskamy wzor (2.80).

Jezeli obliczamy niepewnos¢ ztozona wedtug wzoru (2.80), to méwimy, ze obli-
czamy ja metodg rézniczKi zupelnej.

W przypadku gdy wielko$¢ wyjsciowa jest iloczynem poteg wielkosci wejscio-
wych (zachodzi (2.75)), niepewno$¢ oceny » =c(x, )" (x,)...(x, ) obliczana me-
toda roézniczki zupelnej przyjmuje postac

= Ll + 204 4 Un
u, =ym a, e Ty (2.81)
X X2 Xn
Jesli wielkos$ci wejsciowe sa nieskorelowane, a niepewnosciami uy, u,, ... , U, —

odchylenia standardowe S ,S, ,...,S,, to ztozona niepewno$¢ standardowa (2.71) nie
jest wigksza od ztozonej niepewnosci (2.80), poniewaz zachodzi nierdwnosé¢

_ |& Hog R dg _
u, ; x,.S’H‘Zax 5.

Jesli natomiast wielko$ci wejSciowe sa skorelowane, to niepewnos¢ (2.78) moze
by¢ mniejsza lub wigksza od niepewnosci (2.80). Dodajmy, Ze ocena niepewnosci
obliczona wedtug wzorow (2.70) i (2.78) jest doktadniejsza od oceny niepewnosci
obliczonej wedtug wzoru (2.80).

Ponizej przedstawiamy kilka przyktadowych obliczen z wykorzystaniem wzorow
(2.80) 1 (2.81).
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Przyklad 19 (cd. przyktadéw 171 18)

Jesli zamiast wzoru (2.77) postuzymy si¢ wzorem (2.81), to niepewnos$¢ oceny
objetosci probki materiatu wyraza si¢ wzorem

1@,=abcE%’+ E
a

Po podstawieniu wartosci podanych w tabeli 2.11 otrzymujemy
,066 N 0,064 N 0,113
0,09 80,05 100,12

Poprzedni wynik 938,9826 m?, uzyskany za pomoca wzoru (2.70), jest blizszy
odchyleniu standardowemu oceny objetosci niz wynik 1609,6804 m? uzyskany me-
toda rézniczki zupelne;j.

+

[}
@‘\‘@\
O ‘r\c\d

uy =70,09 80,05 DOO,IZ% %1609,6804 m’.

Przyklad 20

Przypusémy, ze chcemy wyznaczy¢ ztozona niepewno$¢ (niepewnosé oceny)
oporu zmierzonego za pomoca mostka Wheastone’a. Warto$¢ oporu obliczamy ko-
rzystajac z rownania

—_ lx

RX Rn lz >
gdzie: R, = (100+1) Q oznacza opdr normalny, natomiast / = (450+2) mm
i/, = (1000+5) mm oznaczaja dtugos$ci ramion mostka (oporow liniowych) odpo-
wiadajacych rownowadze mostka. Przyjmujac za warto$ci mierzonych wielkosci fi-
zycznych R, =100 Q, /. =450 mm, /, = 1000 mm otrzymujemy R _= 45 Q. Aby wy-
znaczy¢ niepewnosc¢ (2.80) tej oceny obliczamy pochodne czastkowe

oR, I,

I OR, _ R,
AR, I al. 1. L 2

z

JR, R,

Korzystajac z (2.80) otrzymujemy

R, =lxar, + B gy ~Rale gy
lz z 122

Po zastapieniu rézniczki wielko$ci prostych niepewnos$ciami pomiardw oraz
wprowadzeniu wartosci bezwzglednych do sktadnikéw sumy po prawej stronie ostat-
niego rownania, otrzymamy na niepewnos¢ oceny oporu R_= 45 Q wzor
[

X

)

Rnlx
12

n
/ Up

z

Ugp, = n Up|.

z
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Podstawiajac wartosci liczbowe otrzymamy u, = (0,45 + 0,2 +0,225) Q=0,875Q,
gdzie za wartoSci niepewnosci przyjeto: u,, = 1 Q, ;. =2 mm, u,, = 5 mm. Po zao-
kragleniu warto$¢ niepewnos¢ u,_jest rowna 1 Q.

Warto w tym miejscu zwrdci¢ uwage na to, ze zapis sktadnikow sumy wystepu-
jacych w ostatnim wzorze umozliwia oceng wktadu wnoszonego przez niepewno-
$ci poszczegolnych pomiardw prostych wielkosci do niepewnosci pomiaru ztozonego.

Analiza wplywu poszczegoélnych czynnikéw na dokladno$§é pomiardéw jest
bardzo istotng czeScia dyskusji uzyskanych wynikow i wnioskow z éwiczenia.

Przyklad 21

WykonaliSmy pomiary zalezno$ci oporu od temperatury dla poétprzewodnika.
Naszym zadaniem jest narysowanie wykresu we wspotrzednych (y = InR, x = 1/T).
Przypusémy, ze wyniki odpowiadajace jednemu z punktow pomiarowych maja na-
stqpujqce warto$ci: R = (165+1) Q, 7= (300,4+0,5) K, u, =1 Q, ur= 0,5. Wielko-

$ci, ktore nalezy nanie$¢ na wykres nie sa wielko$ciami mierzonymi bezposrednio,
lecz funkcjami wielko$ci mierzonych. Niepewnos¢ z jaka zostata wyznaczona war-
to$¢ y = InR obliczamy w bardzo prosty sposob (tym razem y jest funkcja tylko jed-
nej zmiennej)

0y _Up
uy = dR= (lnR)dR o
Podstawiajac warto$¢ niepewnosci up =1 Q otrzymujemy u,, = up/R = 1/165. Warto
zwrdci¢ uwagg na to, ze niepewnos¢ wyznaczenia /R zalezy od warto$ci R i male-
je ze wzrostem R (nawet wtedy, gdy wszystkie warto§ci R zmierzone zostaty tym
samym miernikiem i na tym samym zakresie!).

Podobnie postgpujemy szacujac niepewnos¢ z jaka wyznaczono x = 1/T

u, —7dT—7&EZ

oT OT 0 T2

Po podstawieniu warto$ci liczbowych otrzymujemy u_ = u,/T? [6-106. Jak wi-
dzimy, ponownie warto$¢ niepewnosci wielkosci wyznaczanej zalezy od wartosci
wielko$ci mierzone;j.

Przyklad 22

W wielu przypadkach zachodzi potrzeba wyznaczenia niepewnos$ci wielko$ci beda-
cych réznica warto$ci mierzonych, np. zmiany dtugosci /, — [, lub temperatury 7, — T,
Podobnie jak w poprzednim przykifadzie, obliczamy r6zniczke zupetna d(/, — /) =
d(l,) — d(l,), zamiast r6zniczek podstawiamy wartosci niepewnosci, bierzemy pod
uwagg przypadek sumowania si¢ warto$ci bezwzglednych niepewnosci. Po wyko-
naniu tych czynnosci otrzymujemy niepewno$¢ pomiaru przyrostu u;, o =u;, +u;.
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Zwykle pomiaru dtugosci poczatkowej i koncowej dokonujemy tym samym przy-
rzadem, w zwigzku z czym pomiary te obarczone sa takimi samymi niepewnoscia-
mi. Wtedy mozemy przyjac, ze u;, = 2u, =2u,. Uzyskany przez nas wynik (intu-
icyjnie oczywisty) okazuje si¢ bardzo przydatny, gdy korzystamy ze skomplikowa-
nych wzorow, w ktorych wystepuja roznice pewnych wielkosci. Wynik ten pozwala
znacznie zredukowac liczbe zmiennych w wyrazeniu na niepewnos$¢ pomiaru zto-
ZONnego.

Prostym przyktadem niech bgdzie obliczanie wspotczynnika rozszerzalnosci ter-
micznej. Z definicji jest to stosunek wzglednego przyrostu dtugosci do przyrostu
temperatury

a=—te7h
ly(Ty = Ty)

W wyrazeniu na niepewno$¢ wyznaczenia wspolczynnika rozszerzalnosci ter-
micznej wystepuja cztery wielkosci: dlugos$¢ poczatkowa i koncowa oraz tempera-
tury — poczatkowa i koncowa. Jezeli skorzystamy z poprzedniego przyktadu, to bg-
dziemy mieli tylko niepewnos$ci pomiaru przyrostu dtugosci oraz przyrostu tempe-
ratury i liczba zmiennych zredukuje si¢ o potowe! Musimy jednak pamigtac, ze nie-
pewnos$ci wyznaczenia przyrostow sa tym razem, dwukrotnie wigksze od niepew-
nosci pomiaréw samych wartosci.

Przyklad 23

Obliczanie niepewnos$ci wzglednej zilustrujemy na przyktadzie wyznaczania
momentu bezwtadnosci J bryly sztywnej, ktory obliczamy z zaleznoS$ci

T 2mga’

412
gdzie: T — okres malych drgan bryty, m — jej masa, d — odlegtos¢ srodka masy bryty
od punktu zawieszenia.

Przyjmijmy, ze zmierzone wartosci wynosza: m = 0,5 kg, d = 0,1 m, 7= 10,52 s,
a niepewnosci odpowiednich pomiaréw: u,, = 0,001 kg, u, = 0,2 mm, u, = 0,005 s;
g = 9,81 m/s? jest przyspieszeniem ziemskim, dla ktorego u, = 0,01 m/s?. Na pod-
stawie wynikow pomiaréw obliczamy warto$¢ momentu bezwtadnosci

J

T*mgd
410

a z (2.81), po uwzglednieniu jawnej postaci J, otrzymujemy niepewnos$¢ wzgledna

J= =0,003363 kgm?,

Um

m

Ug Uy
g d

=0,0192 + 0,002 + 0,001 + 0,002 J0,025 = 2,5%,

Uy _

J

Ur
T

2 + + +
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a stad niepewno$¢ bezwzgledna
u, = E}‘j’ @:v =0,003363 0,025 kgm? =0,000084075 kgm?.

Ostatecznie, wartos¢ momentu bezwladnoS$ci

J=(0,00336+0,00009) kgm? = (33,6+0,9)10* kgm?.

Przyklad 24

Oto jeszcze inny przyktad bardzo efektywnego zastosowania (2.81). Wspotczyn-
nik zatamania $wiatta n dla szkta wyznaczamy m.in. na podstawie zmierzonej war-
tosci kata tamiacego pryzmatu a oraz kata najmniejszego odchylenia y postugujac
si¢ nastgpujacym wzorem:

sinE{wH
__ 0 2 0
sinBlH

020

po zlogarytmowaniu ktorego otrzymujemy

In(n)= 1%1@"%% 1%1%'%%

Rézniczka zupetna tej funkcji wynosi

BL Bg&d& COSEEH%EE
d(ln(n)) DZD 2 200 02

" sin sinBtlH
20

Z ostatniej rownosci po zastapieniu rozniczek dd, dyniepewnosciami pomiaro-
wymi uq, u,, otrzymujemy wzor na warto$¢ niepewnosci wzglednej

e el e

uinzi
n

a po pomnozeniu przez u, — wzOr na niepewnos¢ bezwzgledna wspotczynnika zata-
mania
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Taka sama posta¢ wyrazenia na u, mozemy otrzymac obliczajac r6zniczke zu-
pelna wspotczynnika zatamania n, traktujac go jako funkcjg¢ zmiennych niezaleznych
a 1y istosujac (2.80). Zainteresowanym proponujemy samodzielne sprawdzenie,
ze tak jest.

Uwaga! Jezeli podczas obliczen warto$ci niepewnosci ztozonej bierzemy pod
uwage niepewnosci wynikajace z klas miernikow oraz niepewnosci wielkosci wy-
znaczonych na podstawie serii pomiaréw metodami statystycznymi (opisanymi
w rozdziale 2.2), to warto pamigtac, ze niepewnosci obliczone z klas miernikow sa
maksymalnymi warto§ciami niepewnosci, tj. solidny producent zapewnia nas, ze
niepewno$¢ poprawnie wykonanego pomiaru wyprodukowanym przez niego mier-
nikiem nie jest wigksza od obliczonej na podstawie klasy! W takim przypadku za
niepewno$¢ pomiardéw wielkosci wyznaczonych na podstawie serii pomiaroOw na-
lezy przyja¢ u, =3s; . Taki sposob postgpowania zapewnia jednakowy poziom
ufnosci.



3. GRAFICZNE OPRACOWANIE
WYNIKOW POMIAROW

Celem pomiardéw jest bardzo czgsto potwierdzenie zwiazku lub znalezienie za-
leznosci migdzy wielko$ciami fizycznymi. Pomiar polega na wyznaczaniu warto$ci
vy wielkos$ci ¥, odpowiadajacych wartosciom x wielkosci X, ktore s zmieniane pod-
czas doswiadczenia.

Przyktadem moze by¢ pomiar zalezno$ci natgzenia pradu od czgstotliwosci
w obwodzie zawierajacym rezystancjg, indukcyjnos¢ i pojemnosc¢ elektryczna. Za-
danie pomiarowe polega na wyznaczeniu zalezno$ci wielkos$ci Y (natgzenia pradu)
od wielkosci X (czestotliwosci) przy ustalonym napigciu zasilajacym badany uktad.

Wyniki takich pomiarow sa przedstawiane najczesciej w formie graficznej —
wykresu ilustrujacego badany zwiazek, w naszym przypadku zalezno$ci natgzenia
pradu od czestotliwosci. W nastgpnym podrozdziale opisano zasady sporzadzania
wykresow w prostokatnym i biegunowym uktadzie wspotrzednych.

3.1. Rysowanie wykresow

Wykresy najczesciej rysujemy we wspolrzednych kartezjanskich. Wykonujemy
je recznie lub za pomoca komputera.

Wykresy sporzadzane rgcznie rysujemy na papierze milimetrowym formatu A4
lub AS. Pierwsza czynnoscia, jaka musimy wykona¢ jest dobér odpowiednich skal
na osiach y oraz x.

Dobierajac skale wykresu kierujemy si¢ nastgpujacymi zasadami:

1. Wykres powinien obejmowac¢ wszystkie (lub prawie wszystkie) punkty pomia-
rowe.

2. Skale musza by¢ tak dobrane, aby format wykresu byt zblizony do kwadratu lub
formatu papieru milimetrowego.

3. Dzialki skali wykresu wybieramy tak, aby mozna bylo tatwo znalez¢ wartosci
wspotrzednych punktu (wartosci wielkosci mierzonych) — dziatki powinny mie¢
,»okragle” wartosci (np. 5, 10, 20, 25 mm, nie za$ 5,5; 10,6; 12 mm) i odpowiada¢
réwniez ,,okragtym” warto$ciom wielkosci mierzonych, np. 1, 2, 4, 5, 10 jednostek.
Nalezy unikac¢ liczb 3 1 7 oraz ich wielokrotnosci.
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4. Poczatek uktadu wspotrzednych wybieramy tak, aby wartosci najmniejsze leza-
ty w poblizu osi uktadu (wykres nie musi zaczynac si¢ od zera!). Natomiast dtu-
gos$¢ osi dobieramy tak, aby warto$ci maksymalne lezaty w poblizu ich koncow.
Roéwnoczesne spetnienie wymagan stawianych w punktach 2—4 wymaga pewnej
wprawy. Osie ukladu musza by¢ opisane. Obok osi nalezy poda¢ nazwg wiel-
kosci lub powszechnie stosowany skrot oraz jednostki, np. / [mA], U [kV], / [mm],
t [ms], T [K], natezenie $wiatta [jednostki wzgledne]. Dziatki gtowne (odpowia-
dajace okrqgtym warto$ciom) powinny by¢ rowniez opisane. Przyktady popraw-
nie i zle dobranych skal i opisanych osi wykresow przedstawiono na rys. 3.1.
Po przygotowaniu osi na wykres nanosimy punkty pomiarowe. Punkty te nie

moga by¢ oznaczane kropkami, poniewaz podczas sporzadzania wykresu wigkszos¢

z nich stanie si¢ niewidoczna. Kropki stuza tylko do oznaczania potozenia punktow

| [
91 o
< <
Earf Esl
- —
2 Zle T Dobrze
6.1} 5|
5_1 - Sk
4 - 1 1 1 1 | g 4 1 I 1 ! 1 i .
0 7 14 21 28 35 42 0 0 20 30 40 SO 60
U vl ulvl]

Rys. 3.1. Przyktady poprawnie i zle dobranych i opisanych osi wykresow

pomiarowych przed ich wlasciwym oznaczeniem. Punkty pomiarowe zaznaczamy
kotkami, krzyzykami, trojkatami Iub innymi figurami geometrycznymi tak, aby
Srodek figury znalazl si¢ w miejscu o wspolrzednych odpowiadajacych dane-
mu punktowi. Wielko$¢ figur oznaczajacych punkty pomiarowe dobieramy tak, aby
byly dobrze widoczne (rys. 3.2). Zwro¢my uwage na to, ze wynikiem eksperymentu
s3 punkty pomiarowe, nie za$ krzywa, za pomoca ktorej te punkty potaczono!

Jesli zamieszczamy na jednym wykresie kilka zaleznosci, to punkty pomiarowe
odpowiadajace poszczegolnym zalezno§ciom powinny rdézni¢ si¢ wyraznie, a ich opis
(legendg) nalezy zamies$ci¢ pod wykresem lub na wolnej czgsci wykresu (czgsci
wykresu, na ktorej brak jest punktow pomiarowych).

Na wykres, oprocz punktow pomiarowych, nanosimy niepewnosci pomiarow.
Niepewnosci zaznaczamy w postaci prostokata niepewnosci, ktorego Srodek lezy
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Rys. 3.2. Oznaczanie niepewnosci pomiaréw na wykresie

w punkcie pomiarowym, a boki sa rowne podwdjnej warto$ci niepewnosci po-
miaru. Zamiast prostokata mozna nanie$¢ krzyz, ktorego odcinki pionowy i pozio-
my maja dtugosci odpowiadajace warto§ciom niepewnosci pomiarow.

W przypadku duzej liczby punktéw pomiarowych wystarczy zamiesci¢ niepew-
nosci pomiarow dla kilku punktéw roztozonych rownomiernie na wykresie (w po-
czatkowej, srodkowej i koncowej czgsci lub na poczatku i koncu przedziatu,
w ktoérym niepewnos$¢ ma stalg warto$c¢). Jezeli niepewnosci pomiarow sa mniejsze
od rozmiardéw figur oznaczajacych punkty pomiarowe, to nie nanosimy ich na wykres,
jednakze na wykresie lub pod nim powinna si¢ znalez¢ odpowiednia informacja.

Rysujac krzywa odzwierciedlajaca badana zaleznos¢, nalezy pamigtac, ze wigk-
szo$¢ zjawisk obserwowanych w przyrodzie jest opisywana funkcjami gladkimi (r6z-
niczkowalnymi), dlatego laczenie punktéw pomiarowych krzywa lamang jest
niedopuszczalne. Krzywa rysujemy tak, aby przechodzila w poblizu mozliwie
najwiekszej liczby punktow i aby lokalnie liczba punktow lezacych po obu jej
stronach byla jednakowa. Jezeli zalezno$¢ migdzy badanymi wielko$ciami jest li-
niowa, to prosta rysujemy za pomoca przezroczystej linijki, gdy zaleznos¢ jest
nieliniowa korzystamy z przezroczystych krzywikow. Obecnie dostgpne sa krzy-
wiki wykonane z elastycznych materiatow umozliwiajace dopasowanie ich ksztattu
do rysowanego wykresu.

Uwaga

Wykonujac pomiary, ktorych wyniki bedziemy przedstawiali w formie wykresu,
staramy si¢ tak zmienia¢ wartosci wielkosci mierzonych, aby odleglosci migdzy
punktami byly w przyblizeniu jednakowe. Zalecenie to jest stuszne, jezeli badana
zalezno$¢ nie wykazuje osobliwosci. Kiedy zalezno$¢ wykazuje osobliwos¢ (np. ostre
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maksimum), z dala od niej punkty pomiarowe moga leze¢ rzadziej, natomiast w jej
poblizu punkty pomiarowe powinny by¢ wyznaczone gesciej. Takie rozmieszczenie
punktow pomiarowych pozwala doktadnie okresli¢ wspotrzedne osobliwosci (np.
wspotrzedne maksimum). Przyktad poprawnie wykonanego wykresu zaleznos$ci
wykazujacej maksimum przedstawiono na rys. 3.3.

Na wykresie moga by¢ zamieszczone dodatkowe informacje i oznaczenia
potrzebne do dalszego opracowania wynikéw. Na rysunku 3.3 zaznaczono czg-
sto$¢ rezonansowa, nat¢zenie pradu przy tej czestosci oraz szerokos¢ potowkowa
krzywej rezonansowej. Informacje te potrzebne sa do wyznaczenia dobroci uktadu
rezonansowego.
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Rys. 3.3. Przyktad poprawnie wykonanego wykresu

Niekiedy jest wskazane narysowanie najbardziej interesujacej czgsci wykresu
w powigkszeniu lub innej skali. Jezeli na wykresie znajduje si¢ wolne miejsce, mo-
zemy je wykorzysta¢ na zamieszczenie tego fragmentu. Rysujac ten fragment nale-
Zy pamigta¢ o narysowaniu i opisaniu osi. Powigkszona cz¢§¢ nie moze zastania¢
wlasciwego wykresu (stanowi tylko jego uzupetnienie — patrz rys. 3.4b).

3.1.1. Rysowanie wykresow we wspolrzednych biegunowych

Wykresy, jak juz wspomniano, najczesciej rysujemy we wspotrzednych kartezjan-
skich. Niekiedy wskazane jest jednak narysowanie wykresu w innym uktadzie (np.
uktadzie biegunowym).
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Przyktadami takich wykresow sa charakterystyki kierunkowe zaréwki lub zrodta
mikrofal — klistronu. Na takich wykresach najpierw wybieramy $rodek. Ze srodka
rysujemy promienie pod katem, dla ktéorego wykonano pomiar. Dlugo$¢ promienia
odpowiada warto$ci mierzonej. W sprzedazy sa gotowe papiery z naniesiona podzial-
ka katowa i rownoodlegtymi wspotsrodkowymi okrggami, przeznaczone do rysowa-
nia wykresow we wspotrzednych biegunowych.

Rysowanie wykresow we wspotrzednych biegunowych sprawia niektérym stu-
dentom sporo ktopotow, dlatego przedstawimy przyktad takiego wykresu.

Przyklad 25

Graficzne opracowanie wynikow badania charakterystyki kierunkowej klistro-
nu. Wyniki pomiaréw przedstawiono ponizej.
al®] 0,0 2,5 5,0 7,5 10,0 12,5 15,0 17,5
I[mA] 205 | 195 | 152 | 9,7 4.8 1,9 | 09 0,5

(Doktadnos¢ pomiaru kata Aa = +0,5°, pomiary pradu wykonano za pomoca miliam-
peromierza klasy 1. Trzy pierwsze pomiary pradu zostaly wykonane na zakresie 30
mA, dwa kolejne na zakresie 10 mA, a pozostale na zakresie 3 mA).

Wykresy zalezno$ci natezenia pradu od kierunku we wspotrzednych biegunowych
i kartezjanskich przedstawiono na rys. 3.4a i1 3.4c. Porownujac rysunki 3.4a i 3.4c
dochodzimy do wniosku, Ze rys. 3.4a bardziej przemawia do naszej wyobrazni i le-
piej ilustruje rozktad katowy energii emitowanych mikrofal. Na rysunku 3.4b poda-
no sposob nanoszenia niepewnosci pomiard6w na wykresie we wspotrzednych bie-
gunowych. Nalezy jednak zwroci¢ uwagg, ze format rysunku 3.4a znacznie odbie-
ga od kwadratu, a punkty pomiarowe przy wigkszych katach zlewaja sig. Wykres
przedstawiony na rys. 3.4¢ jest mniej pogladowy, natomiast informacje o rozkladzie
katowym sg bardziej doktadne.

Wybér uktadu wspotrzednych nalezy do opracowujacego wyniki pomiarow.
Wybierajac uktad wspotrzednych, powinnismy zwraca¢ uwage na pogladowosé
i przejrzysto$¢ wykresu.

3.2. Odczytywanie wartosci wielkosci fizycznych z wykresow

Czgsto zachodzi koniecznos¢ odczytania z wykresu wartosci pewnych wielko-
$ci fizycznych.

Przyklad 26

Wykonali§my pomiary zaleznos$ci sity termoelektycznej od temperatury dla ter-
mopary miedz—konstantan (rys. 3.5), nastepnie wyznaczyliSmy krzywa stygnigcia dla
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Rys. 3.4. Charakterystyka kierunkowa klistronu we wspotrzednych biegunowych (a)
oraz w ukladzie kartezjanskim (c). Rysunek (b) przedstawia sposob nanoszenia
niepewnos$ci pomiaré6w we wspotrzednych biegunowych

stopu Wooda. Krzywa stygnigcia (rys. 3.6) przedstawia zaleznosc¢ sity termoelek-
trycznej od czasu, wyznaczonej wtedy, gdy jedno ze spojen termopary byto umieszczone
w stygnacym stopie (drugie spojenie znajdowalto si¢ w mieszaninie wody z lodem).

Naszym zadaniem jest wyznaczenie temperatury krzepnigcia stopu. Z krzywej
stygnigcia wyznaczamy napigcie odpowiadajace srodkowi plateau, natomiast z wy-
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Rys. 3.5. Zalezno$¢ sily termoelektrycznej od temperatury
dla termopary miedz—konstantan
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Rys. 3.6. Krzywa stygnigcia stopu Wooda

kresu zaleznosci sity termoelektycznej od temperatury odczytujemy temperature
krzepnigcia.
3.2.1. Wyznaczanie ,,nachylenia wykresu”

»Nachylenie krzywej” (tangens kata nachylenia stycznej do krzywej) bedacej wy-
kresem zaleznosci migdzy wielkosciami fizycznymi ma okreslony sens fizyczny, np.
nachylenia zalezno$ci wydluzenia wzglednego ciata i zaleznosci wzglednej zmiany
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oporu od temperatury maja odpowiednio sens wspolczynnika rozszerzalnosci ter-
micznej i temperaturowego wspotczynnika oporu.

Czgsto powtarzanym przez studentéw biedem jest pomiar kata nachylenia stycz-
nej do wykresu (w przypadku zaleznosci liniowej nachylenia prostej) za pomoca
katomierza i wyznaczenie wartos$ci tangensa kata nachylenia. Argumentacja jest
nastgpujaca: pochodna funkcji jest rowna tangensowi kata nachylenia stycznej do
wykresu. Zwro¢my jednak uwage na to, ze dtugos¢ dziatki jest dobierana arbitral-
nie. Jezeli narysujemy dwa wykresy na podstawie tych samych danych dobierajac
rozne dziatki, np. na osi x, to otrzymamy rézne wartosci nachylenia! Dodajmy, ze
na osiach sa naniesione warto$ci wielkosci fizycznych, a wige nachylenie jest wiel-
ko$cia mianowang (w naszych przyktadach 1/K).

Aby wyznaczy¢ nachylenie stycznej do wykresu, nalezy z wykresu odczytaé przy-
rost wielko$ci naniesionej na osi x oraz odpowiadajacy mu przyrost wielko$ci na-
niesionej na osi y. Obliczajac stosunek tych przyrostow otrzymamy warto$¢ tangen-
sa nachylenia stycznej, czyli dy/dx (w przypadku zaleznosci liniowej wspotczynnik
kierunkowy a prostej y = ax + b).

Warto zwroci¢ uwage na sposob szacowania doktadnosci, z jaka wyznaczamy
wartos¢ wspotczynnika kierunkowego prostej (stycznej).

W geometrii euklidesowej zaktada sig, ze przez dwa punkty przechodzi tylko jed-
na prosta. W fizyce (i nie tylko) mamy do czynienia z punktami pomiarowymi, ktore
sa obarczone okreslonymi niepewnos$ciami — ,,punkty” te sa polami, ktorych po-
wierzchnia jest okreslona warto§ciami niepewnosci pomiaréw. Przez dwa punkty
pomiarowe mozna przeprowadzi¢ nieskonczenie wiele prostych (patrz rowiez
artykut [8]). Trzy spo$rod mozliwych prostych przedstawiono na rysunku 3.7a. Za
wspotczynnik kierunkowy prostej przechodzacej przez te punkty przyjmujemy war-
tos¢ wspodtczynnika wyznaczonego dla prostej oznaczonej przez k, natomiast proste
m i n sg skrajnymi prostymi mieszczacymi si¢ w granicach niepewnos$ci pomiaro-
wych. Przyjmujemy, ze maksymalna warto$¢ niepewnosci wyznaczenia wspotczyn-
nika kierunkowego jest rowna potowie réznicy migdzy wartosciami wspotczynni-
kéw wyznaczonych dla prostych m i n.

Z rysunku 3.7b wynika, ze wzrost liczby punktéw pomiarowych oraz rozszerze-
nie zakresu pomiaru umozliwia bardziej precyzyjne wyznaczenie parametrOw pro-
stej. Na rysunku przedstawiono sposob szacowania niepewnosci, z jakim wyznaczona
zostata warto$¢ wspodlczynnika kierunkowego prostej. Wartosci wspotczynnikow
a 1 b w rownaniu prostej, opisujacej zalezno$¢ migdzy dwoma wielkos$ciami fizycz-
nymi, mozna wyznaczy¢ korzystajac z regresji liniowej, ktora zostanie oméwiona
w rozdziale 4. Metoda ta pozwala oblicza¢ takze niepewnosci, jakimi obarczone sa
wartosci tych wspotczynnikow.
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Rys. 3.7. Graficzne wyznaczanie wspotczynnikoéw a i b prostej oraz ich niepewnosci
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3.3. Linearyzacja zaleznosci mi¢gdzy wielkoSciami fizycznymi

Konczac omawianie graficznego opracowywania wynikoOw pomiarow, warto po-
ruszy¢ problem linearyzacji zaleznosci migdzy wielkosciami fizycznymi, czyli ta-
kiego doboru skal na osiach wykresu lub wielko$ci nanoszonych na wykres, ktory
pozwoli otrzymac zalezno$¢ liniowa.

Tekst tego podrozdziatu nalezy traktowac jako poradnik, ktory moze by¢ przydatny
przy rozwiqzywaniu konkretnych problemow.

Przyklad 27

Zaleznos¢ oporu potprzewodnika od temperatury jest opisana rGwnaniem
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R=R, exp%%%
B

Jest to zalezno$¢ wyktadnicza. Po zlogarytmowaniu jej obustronnie otrzymamy

In(R) =InR, —kAl;‘

B
Jezeli sporzadzimy wykres, na ktérym na osi OY odtozymy In (R), natomiast na
osi OX odlozymy 1/7, to wykres ten bedzie prosta, ktorej wspotczynnik kierunko-
wy jest rowny —AE/k,. Wyznaczenie warto$ci tego wspotczynnika umozliwia obli-
czenie energii aktywacji no§nikow tadunkow AFE.
W przyrodzie i technice bardzo cz¢sto obserwujemy zalezno$ci wykladnicze.
Oto kilka przyktadow:
— zaleznos¢ liczby rozpaddw jader promieniotworczych od czasu,
— zalezno$¢ natgzenia promieniowania (nat¢zenie Swiatla lub fali sprezystej) od
grubosci absorbenta,
— zaleznos¢ predkosci od czasu dla ciat poruszajacych si¢ w osrodku lepkim, przy
zatozeniu, ze na ciato dziata sita oporu osrodku proporcjonalna do predkosci,
— zaleznos$¢ amplitudy drgan thtumionych od czasu,
— zalezno$¢ temperatury ciata stygnacego od czasu,
— zalezno$¢ natezenia pradu od czasu przy roztadowaniu kondensatora,
— prawa Moore’a opisujace rozw0j technologii mikroelektronicznej [15].
Mozna postawi¢ retoryczne pytanie: Cos$ chyba taczy te zaleznosci?!
Sporzadzajac wykresy w skali potlogarytmicznej (na osi y nanosimy wartosci
logarytmu z badanej wielko$ci), mozemy wyznaczy¢ wartosci parametrow charak-
teryzujacych wymienione zjawiska, np.: okres potowicznego rozpadu, grubos¢ po-
chlaniania potowkowego lub wspotczynnik absorbcji, czas relaksacji lub logarytmicz-
ny dekrement ttumienia. Do rysowania tego typu wykreséw przydatny jest specjal-
ny papier milimetrowy ze skala potlogarytmiczna (korzystajac z takiego papieru, nie
musimy logarytmowa¢ warto$ci zmierzonych).
Jezeli zwigzek miedzy wielkoSciami ma charakter potegowy, to zaleca si¢
wykona¢ wykres w skali podwdéjnie logarytmicznej (tzn. na obu osiach uktadu
wspotrzednych nalezy zastosowac skalg logarytmicznag).

Przyklad 28

W niskich temperaturach ciepto wlasciwe ciat statych zalezy od temperatury bez-
wzglednej w nastgpujacy sposob: c,=KT Y(K = const). Catkowita energia emito-
wana przez cialo czarne zalezy od jego temperatury bezwzgledne;j

E=8S0g,T?,
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gdzie § jest tu powierzchnig ciata, natomiast O, stata Stefana—Boltzmanna. Loga-
rytmujac ostatnig zalezno$¢ otrzymamy

In(E) =In(ST ) +alnT.

Sporzadzajac wykres zaleznosci In(E) od In(7) mozemy wyznaczy¢ wspotczyn-
nik kierunkowy prostej, a wigc warto$¢ wyktadnika a, a takze warto$¢ In(0,S)
umozliwiajaca wyznaczenie statej Stefana—Boltzmanna 0.

Podamy sposoby linearyzacji jeszcze kilku typow zalezno$ci, z ktorymi moze-
my spotykac¢ si¢ w laboratorium.

Zaleznos¢ oswietlenia E od odlegtosci » od punktowego zrodta Swiatta okreslo-
na jest rownaniem E = I/r. Rysujac wykres zalezno$ci E(1/r¥) uzyskamy linig pro-
sta. Analiza eksperymentalnie uzyskanych wynikoéw pomiarow umozliwi nam okre-
$lenie warunkow, w ktérych zrodto swiatta mozna traktowac jako punktowe (zrodto
swiatta bedziemy uwazaé za punktowe w zakresie takich 7 dla ktérych spetniona jest
przedstawiona wyzej zalezno$¢). Zwro¢my uwage na to, ze zaleznos¢ liniowa moz-
na uzyskac, rysujac wykres w skali podwdjnie logarytmicznej. Taki wykres umozli-
wia wyznaczenie wartosci wyktadnika potggowego k. Decyzja o wyborze skali na-
lezy do opracowywujacego wyniki pomiardéw i jest uzalezniona od celu, jaki chcia-
no osiagnac.

Zalezno$¢ przenikalnosci elektrycznej ferroelektrykow (oraz przenikalnosci ma-
gnetycznej ferromagnetykéw) od temperatury, w pewnym otoczeniu temperatury prze-
miany fazowej, jest opisana prawem Curie-Weissa €= C/(T - T ), gdzie: C jest stata
Curie-Weissa, T — temperatura, natomiast 7, — temperaturg Curie-Weissa. W tym
przypadku najczgsciej sporzadza si¢ wykres zalezno$ci odwrotnosci przenikalnosci
elektrycznej 1/€ jako funkcji temperatury 7. Wykres taki umozliwia okreslenie za-
kresu stosowalno$ci wspomnianego wyzej prawa, wyznaczenie statej C oraz tem-
peratury 7.

Rozpatrzmy zalezno$¢ o§wietlenia powierzchni od kata, jaki tworzy strumien
$wiatta z normalna do tej powierzchni. Oswietlenie jest proporcjonalne do cosinusa
tego kata, £ [1 cos a. Jezeli wykreslimy zaleznos¢ a = arccos(E/E ), gdzie E' oznacza
natgzenie o$wietlenia powierzchni przy danym kacie padania, natomiast £, — oswie-
tlenie tej powierzchni dla kata padania rownego zeru, to otrzymamy zalezno$¢ li-
niowa.

Z prawa Malusa wynika, ze natgzenie $wiatta po przejéciu przez uktad ztozony
z polaryzatora i analizatora jest dane rownaniem /= I cos>a, gdzie /, jest natgze-
niem $wiatta, gdy plaszczyzny przepuszczania polaryzatora i analizatora s rowno-
legte, natomiast a jest katem jaki tworza te ptaszczyzny. Przeksztatcajac powyzsza
zalezno$¢ dostajemy a = arccos \[1/1, . Jezeli wykreslimy zalezno$¢ y = arccos(x),
gdzie y = a, natomiast x = //I, to otrzymamy prosta (jezeli wykresem tej zalezno-
$ci jest prosta, to znaczy, ze potwierdziliSmy stuszno$¢ prawa Malusa).
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Ostatnim przyktadem linearyzacji jaki omowimy jest zalezno$¢ wystgpujaca
w ¢wiczeniu dotyczacym liniowego efektu elektrooptycznego.

Zaleznos$¢ natezenia wiazki Swiatla I (po przejsciu przez uktad optyczny) od na-
pigcia U przyktadanego do komorki Pockelsa jest opisana rownaniem

I1=1, cos? LU ,

0

gdzie: k — stata, /[, — maksymalna warto$¢ nat¢zenia Swiatta, A, — dtugos¢ fali swietl-
nej. Aby wyrazi¢ natgzenie wiazki przechodzacej przez uktad optyczny jako funk-
cje napigcia, rownanie przeksztalcamy do postaci

Sporzadzajac wykres zaleznosci arccos ,/I/I, od napigcia U otrzymamy linig
prosta, ktorej tangens nachylenia wynosi kTVA . Korzystajac z tego wykresu moze-
my wyznaczy¢ napiecie potfali, to jest napigcie jakie nalezy przytozy¢ do komorki
Pockelsa, aby uktad optyczny przeprowadzi¢ ze stanu maksymalnego przepuszcza-
nia $wiatta do calkowitego wygaszania.

Przytoczone wyzej przyktady ilustruja, w jaki sposob, korzystajac z roznego typu
zaleznosci (nawet bardzo skomplikowanych), przy umiej¢tym ich opracowaniu,
mozna sprawnie wyznacza¢ wartosci roznych wielkosci fizycznych. Podane w przy-
ktadach pojecia i zjawiska sa opisane we wstgpach do poszczegdlnych éwiczen.
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4. METODY REGRESJI

W wielu przypadkach zwiazek migdzy wielkoscia wyjsciowa Y i wielkosciami
wejSciowymi X, X,, ..., X, fizycznymi jest dany zalezno$cia funkcyjna

Y =g(X\, X500 X2 Bys Byss By)s (4.1)

ktora znamy z doktadnoscia do parametrow B,, 8, ,..., B;.

Funkcja g(X1 3 Xoses X0y By Bz,...,B,) moze by¢ funkcja zarowno liniowa, jak 1
nieliniowa wzgledem parametréw B, B,,...,[3; (patrz przyktady podane na koncu
tego rozdziatu).

Wspotczynniki B,, B, ...., B; Wyznaczamy, na podstawie danych do§wiadczalnych,
za pomoca metody regresji.

Zajmiemy si¢ najpierw ocena wspotczynnikéw S, B, i 0 na podstawie serii nie-
zaleznie wykonanych w warunkach powtarzalno$ci pomiarow (x,, y,), gdziei =1, 2,
..., n, wielkosci fizycznych X oraz Y zwiazanych ze soba zaleznos$cia liniowa

Y=0,+BX +¢, (4.2)
w ktorej nieznanymi parametrami sa wspotczynniki 3, i B, (m = 1); litera € oznacza
tutaj niemierzalng wielko$¢ podlegajaca rozktadowi normalnemu N(0, 0%), ktérego
wariancja 0” nie jest znana. Tak okre$lony model nazywa si¢ modelem regres;ji li-
niowej, a parametry f3, i 3, wspotczynnikami regresji. Prosta o rownaniu y = 3 +
B,x nazywamy prosta regresji.

Aby oceni¢ wspotczynniki regresji 31 B, zastosujemy metodg najmniejszych kwad-
ratow'. Polega ona na przyjeciu za oceng parametrow wartosci 3, =b, i B, =b,, ktore
minimalizuja nastgpujaca sumeg kwadratow (stad nazwa — metoda najmniejszych
kwadratow)

Q=Q(/3(),Bl)= z(yz - B _lei)z'
=

Jak wiadomo z analizy matematycznej, warto§ciami tymi beda rozwiazania uktadu
réwnan

00 & L _
%—2;(% Bo lei) 0,

"W tym podejsciu zaktadamy, ze warto$ci X, Xy, ..., X, sa zmierzone doktadnie [5].
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aﬁl_zg(y —Bo ~Bix )X'z >

ktore wyrazaja si¢ wzorami

_s(x,y) by =3 - b,

T 20 (4.3)

gdzie

s(ex)= 15 =)o -5

Jesli przyjmiemy, ze wielko$ci x,, x,, ..., x, sa okreSlone z duza dokladno$cia
(w stosunku do doktadnosci y-6w), tak, ze mozemy uznac je za wielkosci doktadne,
to wariancje ocen b i b, wyrazaja si¢ wzorami

no2
X 1
P)=— 20 g o) g

nz - (x —x) z; (Xi —)’5)2 . (4.4)

Wariancje 0> mozemy oceni¢ na podstawie wzoru

Z(Yi —by ~bx, ). (4.5)

n=2G

Wielkos$¢ wyjsciowa Y (Scislej — jej wartos$¢ srednia) odnoszaca si¢ do wielkosci
wejsciowej X oceniamy na podstawie wzoru

y=by +bx. (4.6)

Niepewno$¢ ztozona u, (odchylenie standardowe) oceny Y = b, + b, X wyraza si¢
wzorem (patrz podregcznik [5])

T
ST

gdzie x jest liczba nie mniejsza od najmniejszej wartosci zmierzonej i jednoczesnie
nie wigksza od najwickszej warto$ci zmierzone;j.
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W niektorych przypadkach nalezy przyja¢, ze wspolczynnik f3, jest rtowny zeru,
czyli Zze model regresji jest postaci

Y=pBX +&.

Wowczas oceng wspotczynnika 3, wyznaczona metoda najmniejszych kwadra-
tow, jest

D iy

— L=

b - xz.
Z-:w

Wariancja tej oceny (przy podobnych, jak poprzednio zatozeniach) wyraza si¢
wzorem

0.2

no_2
i=1 i

s*(b)=

2

a ocena wariancji 0° wzorem

o L &y
s _n—lg(yi bxi)'

Ocena Y, odnoszaca si¢ do wielkosci wejsciowej X, jest
y = bx,

a jej niepewnoscia ztozona (patrz [5]) jest

>,

O regresji liniowej wielokrotnej méwimy wtedy, gdy Y zalezy liniowo od m > 1
wielkosci wejsciowych X, X, ..., X , tzn. gdy

Y=B,+B X, tB,X, +..+B,X, te 4.7)

Liniowos¢ nalezy tutaj rozumie¢ wzgledem wspotczynnikow 3, B,, ..., B, zwa-
nych wspotczynnikami regresji. Mozna je rdwniez oceni¢ metodq najmniejszych
kwadratéw 1 wyznaczy¢ ich odchylenia standardowe. Obliczenia wspotczynnikow
regresji i ich odchylen standardowych zawiera kazdy pakiet programéw do obliczen
statystycznych.
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Pokazemy teraz jak wyznaczane sa wspotczynniki regresji w przypadku, gdy (4.1)
ma postac

Y =B, +BX+B,X" +e, (4.8)

czyli, gdy Y jest funkcja kwadratowa zmiennej X. Naszym zadaniem jest oszacowa-
nie wspotczynnikow regresji B, B,, B, na podstawie serii wynikow (x,, y,), i =1, 2,
..., 1. Sposob postegpowania w tym przypadku jest analogiczny do przedstawionego
wyzej.

Minimalizacja sumy kwadratow

0 =0(by,by,by) = Y (v =by —byx; =byx?)>.
i=1
prowadzi do liniowego uktadu trzech rownan:

by +b 'y x+b0, Y (0 =3 v 4.9)
b= = e

by %+ S )+ S =S x (4.10)
= = i= i=

bOZ(xi)z-l-blZ(xi)}-l-bZZ(xi)A=Z(xi)2yi' (4.11)
i=i i=i i=i i=i

Rozwiazanie tego ukladu rownan mozna otrzymaé analitycznie za pomoca od-
powiednich formut algebry liniowej albo numerycznie stosujac programy z pakie-
tow [16-29] wymienionych dalej w tym i nastgpnym rozdziale.

Rozpatrzenie przypadku, gdy Y jest wielomianem m-tego (m = 3) stopnia wzgle-
dem X, jest — w $wietle tego co tutaj przedstawili$my — zadaniem do$¢ prostym. Spro-
wadza si¢ do rozwiazania uktadu réwnan liniowych (m+ 1)x(m+1) wzglgdem (m+1)
niewiadomych.

Uwaga

Ul. W przypadku aproksymacji wielomianem liczba punktow pomiarowych musi
by¢ wigksza od stopnia wielomianu. Na pytanie o ile winna by¢ wigksza, czytelnik
powinien odpowiedzie¢ samodzielnie. Wskazoéwka! Nalezy uwaznie przeczytac
podrozdziat dotyczacy regresji liniowe;.

U2. Wiele programow uzytkowych (arkusze kalkulacyjne, pakiety graficzne) ma
mozliwo$¢ aproksymacji danych za pomoca wielomianow (ktorych stopien mozna
ustalac) lub funkcji innego typu (np. In, exp itp). Podczas opracowywania wynikow
pomiardéw zalecamy korzystanie z tego typu oprogramowania.
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Przyklady

Przyklad 29

Wykonano serig n pomiaréw oporu przewodnika R(7}) w temperaturach T, ktérego
opér w temperaturze 7, jest znany i wynosi R,,. Nalezy wyznaczy¢ wspotczynnik
temperaturowy oporu @, korzystajac z liniowego prawa

R(T) = Ry(1+ a(T, — Ty)).

Przyklad 30

Wyznaczono doswiadczalnie wydtuzenia wzgledne Al /[ drutu o znanym polu
przekroju porzecznego S poddanego dziataniu sity rozciagajacej F, gdzie i = 1, 2,
..., n. Nalezy wyznaczy¢ modut Younga E. W obliczeniach korzystamy z prawa Ho-
oke’a

A, _F;
ly, SE
Przyklad 31

Zmierzono opor elektryczny potprzewodnika R(7;) w temperaturach 7, gdzie
i=1,2, ..., n. Nalezy wyznaczy¢ warto$¢ przerwy energetycznej AE wiedzac, ze za-
leznos¢ oporu od temperatury ma postaé

AE
R/(T}) =R, eXPE‘kT%
B

gdzie kj jest stala Boltzmanna. Do obliczen AE wygodnie jest zlogarytmowac¢ za-
leznos¢ R(T) i wykorzysta¢ wzor In = ——, ktory okresla liniowa zalezno$¢
0 Bli

R, . . .
migdzy IHER—’ %)raz 1/T.. Rolg wspotczynnika kierunkowego a odgrywa tutaj czyn-
0

nik &
kp

Przyklad 32

W obwodzie elektrycznym pradu zmiennego, zawierajacym opor R, indukcyjnosé
L oraz pojemno$¢ elektryczna C, zmierzono natgzenia skuteczne pradu II.S", odpo-
wiadajace zmienianym warto$ciom napig¢ skutecznych Ul.s", gdzie i =1, 2, ..., n.
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Nalezy wyznaczy¢ zawadg Z obwodu. W obliczeniach korzystamy z prawa Ohma
dla pradu przemiennego: U = ZI %,

Przyklad 33

Zmierzono emitancjg £, modelu ciata doskonale czarnego dla réznych wartosci
temperatury 7; tego ciala, gdzie i = 1, 2, ..., n. Poslugujac sig prawem Stefana—Boltz-
manna E(T)=0 SBTO’ nalezy wyznaczy¢ warto$¢ wspotczynnika O, (stata Stefa-
na—Boltzmanna) oraz wyktadnika o wystepujacego przy 7. Obliczenia uproszcza si¢
znacznie, jesli zlogarytmujemy obie strony rownania opisujacego prawo Stefana—
Boltzmanna. Wtedy InE =Ino +aInT.

4.1. Regresja nieliniowa

Model (4.1), ktory jest nieliniowy wzgledem parametréw, nazywamy modelem
regresji nieliniowej. Takim przyktadem jest model wyktadniczy

Y = Byexp(B, X )+e. (4.12)

Wszystkie symbole pojawiajace si¢ w tym wzorze oznaczaja to samo co poprze-
dnio. Jesli dysponujemy serig n niezaleznych pomiaréw (x, y,), i = 1,2, ..., n, (wy-
konanych w warunkach powtarzalnosci), to mozemy nieznane wspotczynniki 3,1 3,
rowniez oceni¢ metoda najmniejszych kwadratow. Teraz ocenami 3 i B, beda licz-
by, oznaczmy je przez b, i b,, ktére minimalizuja funkcjeg

n

0= Q(BO’BI): Z (yi _BoeXp(ﬁlxi))z- (4.13)

i=1

Jesli obliczymy pochodne czastkowe i przyrdéwnamy je do zera, to otrzymamy
nieliniowy uktad réwnan

(v, = Boexp(B,x,)) =0, (4.14)

M=

1l
LA

(yi - BOGXP(BVC[ ))XieXP(lei) =0. (4.15)

M=

1

Jak widzimy otrzymany uktad réwnan nie ma prostego analitycznego rozwigza-
nia. Tego typu uktady rozwiazujemy metodami numerycznymi. Opracowano wiele
metod komputerowych przyblizonego rozwiazywania takich uktadow roéwnan. Przy-
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ktadowo pakiet STATISTICA? (opisany szczegdlowo w podrecznikach [16-19]) za-
wiera procedury numeryczne oparte na metodzie Newtona (Quasi-Newton Method)
i metodzie sympleksowej (Simplex Procedure). Zainteresowanych odsytamy takze
do innych pakietéw oprogramowania opisanych w podrecznikach i opracowaniach
[20-29]. Dodajmy, ze pakiety STATISTICA oraz wigkszo$¢ wymienionych w nastgp-
nym rozdziale umozliwiaja dokonywanie analizy statystycznej wynikéw pomiaro-
wych.

2Produkt firmy StatSoft Inc, USA; jest dostepny w pracowni multimedialnej Wydziatu Pod-
stawowych Problemoéw Techniki Politechniki Wroctawskiej mieszczacej si¢ w sali 140 gmachu
A-1. Szczegotowe informacje dotyczace tego oprogramowania mozna znalez¢ w Internecie pod
adresami http://www.statsoft.com/, http://www.statsoft.pl/.



5. KOMPUTEROWE OPRACOWANIE WYNIKOW

Sprawozdanie z wykonanego ¢wiczenia laboratoryjnego, obejmujace zagadnie-
nia opisane w nast¢gpnym rozdziale, moze by¢ sporzadzone przy uzyciu personalnego
komputera z wykorzystaniem standardowego edytora tekstu, pakietu graficznego,
arkusza kalkulacyjnego lub innego oprogramowania. Do tego celu polecamy progra-
my pakietu Microsoft Office (edytor tekstu Word 1 arkusz kalkulacyjny Excel), pro-
cesory tekstu (np. TEX, LATEX, LAMEX) oraz pakiety graficzne Grapher, Origin
lub inne. Bardzo pozyteczne sa takze nastepujace pakiety programow:

*  Matlab [20-23] — adres w Internecie http://www.mathworks.com.
*  Mathematica [24] — adres elektroniczny http://www.wolfram.com).

* MathCad [25, 26] — adresy internetowe: http://www.mathcad.com, http://
www.mathsoft.com; ma wiele mozliwosci edytora tekstu oraz arkusza graficznego
i kalkulacyjnego.

*  Derive [27-29] — adres strony domowej http://www.derive.com.

* Maple — adres w Internecie http://www.mapleapps.com.

Za ich pomoca mozna dokonywac¢ rowniez statystycznej analizy wynikéw po-
miarowych.

W witrynie dydaktycznej Instytutu Fizyki [30] pod adresem http://www.if.pwr.
wroc.pl/dydaktyka/LPF/programy/index.html znajduje sig kilka programow, ktory-
mi mozna postugiwac si¢ bezptatnie. Nizej podajemy listg tych programow wraz
z krotkimi opisami.

I. Program SREDNIA — jego autorem jest dr inz. J. Szatkowski (adres strony do-
mowej w Internecie: http://www.if.pwr.wroc.pl/~szatkowski). Pozwala oblicza¢
wartos$¢ $rednia skonczonej serii pomiarow (proby) (patrz wzory (2.6), (2.55)),
niepewno$¢ standardowa wartosci sredniej (patrz wzory (2.10), (2.56)) oraz nie-
pewnos¢ standardowa pojedynczego pomiaru (patrz wzor (2.8)). Jest przezna-
czony do pracy w systemie operacyjnym MS Windows 95/NT i zgodnych z ni-
mi.

II. Program noszacy nazwg srednia.pas (plik wykonawczy srednia.exe) — autorstwa
dr. A. Kolarza. Jest zainstalowany takze na komputerach w Laboratorium Pod-
staw Fizyki. Oblicza — po wprowadzeniu wynikdw pomiarow — wartosci:

« Sredniej ¥ serii n pomiarow.

* Odchylenia standardowego s. .

* Eksperymentalnego odchylenia standardowego s $redniej arytmetyczne;j.
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* Numer wyniku pomiarowego dajacego odchylenie maksymalne.

* Procentowa warto$¢ stosunku maksymalnego odchylenia do warto$ci $rednie;.

Chcac skorzysta¢ z programu nalezy uruchomi¢ zintegrowane srodowisko 7Tur-
bo Pascala (wersja wyzsza od 4. wlacznie; zaktadamy, ze czytelnik potrafi postugi-
wac si¢ Turbo Pascalem) albo zainicjowacé plik srednia.exe znajdujacy si¢ w kata-
logu C:\LABOR. Po uruchomieniu programu ukazuje si¢ jego nazwa oraz informa-
cja o autorze. Dalej postepujemy zgodnie z wyswietlang instrukcja o nastepujacej
tresci:

1. Po zapoznaniu sie z tym opisem naciskamy ENTER.

2. W pierwszym kroku podajemy liczbe pomiardéw n nie mniejszg niz
2 1 naciskamy ENTER.

3. Zadajemy liczbe miejsc po przecinku, z ktdra beda obliczane wyniki
i naciskamy ENTER.

4. Wprowadzamy z klawiatury kolejno n wartosci liczbowych beda-
cych wynikami pomiardéw; poszczegdlne dane akceptujemy naciskajac kaz-
dorazowo ENTER; wprowadzona i-ta wartos$¢ ukazuje sie na ekranie po
symbolach x[i]=

5. Wyniki obliczen sa wyswietlane na ekranie. Sktada sie na nie:
wartos¢ Srednia, odchylenie standardowe, eksperymentalne odchylenie
standardowe wartos$ci Srednie’j, numer wyniku pomiarowego dajacego od-
chylenie maksymalne, procentowa warto$¢ stosunku maksymalnego odchy-
lenia do wartos$ci $redniej.

6. Nacisniecie ENTER powoduje pojawienie sie graficznego obrazu
ilustrujacego rozrzut punktdw pomiarowych wokdit Sredniej. Powinno to
utatwi¢ eliminacje punktédw pomiarowych obarczonych biedami grubymi.

7. Po zakonczeniu obliczen z pierwsza seria pomiardédw, mozemy kon-
tynuowaé¢ obliczenia wybierajac opcje T (tak). Wtedy powtarzamy czyn-
nosci opisane w punktach 2-7. Wybranie opcji N (nie)konczy funkcjo-
nowanie programu.

8. Naciskajac ENTER (patrz pkt. 1) ponownie uruchamiamy program.

II1.Program REGRESJA — autorem jest dr inz. J. Szatkowski. Umozliwia dopaso-
wanie metoda najmniejszych kwadratow prostej do danej serii pomiarow (patrz
rozdziat 4). Wyznacza wspotczynnik kierunkowy Bl, wyraz wolny BO (patrz wzor
(4.2)) oraz ich niepewnosci (patrz wzory (4.4) i (4.5)). Ponadto program rysuje
wykresy. Umozliwia uzywanie skal: liniowej i logarytmicznej. Jest przeznaczony
do pracy w systemie operacyjnym MS Windows 95/NT i zgodnych z nimi.

IV.Program REGRESJA — jego autorem jest dr A. Kolarz. Dopasowuje metoda naj-
mniejszych kwadratow prosta do danej serii pomiarow (patrz rozdziat 4). Wy-
znacza wspotczynnik kierunkowy 3,, wyraz wolny f3; (patrz wzor (4.2)) oraz ich
niepewnosci (patrz wzory (4.4) i (4.5)). Pracuje pod kontrola DOS. Jest dostgp-
ny dla uzytkownikoéw na komputerach Laboratorium Podstaw Fizyki. Aby z nie-
go skorzystac, nalezy przejs¢ do katalogu C:\LABOR i uruchomic¢ plik regresja.exe
(lub zintegrowane srodowisko Turbo Pascala i wezytaé plik regresja.pas). Tuz
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po zainicjowaniu wyswietlany jest tytul procedury i informacja o autorze. Naci-
snigcie dowolnego klawisza spowoduje ukazanie si¢ okna zawierajacego instruk-
cje (tj. opis postugiwania si¢ programem) o nastgpujacej tresci:

1. Po zapoznaniu sie z tym opisem naciskamy dowolny kla-
wisz.

2. W pierwszym kroku podajemy liczbe pomiardé4w n nie mniej-
sza niz 3 1 naciskamy ENTER.

3. Zadajemy liczbe miejsc po przecinku (to jest liczbe miejsc,
jaka beda zawieralty wyniki obliczen) i naciskamy ponownie EN-
TER.

4. Wprowadzamy z klawiatury kolejno n par wartos$ci liczbowych
reprezentujacych pomiary (x.,y;), ktére ukazuja sie u dotu ekra-
nu. Dane akceptujemy naciskajac kazdorazowo ENTER. Wprowadzo-
ne wartos$ci sa wyswietlane u gdbdbry ekranu pod symbolami x[1i]
oraz y[i].

Uwaga

W przypadku podania dwéch wartosci Y odpowiadajacych tej samej
wartosci X, program sygnalizuje biad i zada poprawienia da-
nych.

5. Wyniki obliczen zostana wysSwietlone na ekranie. Sa to
obliczone wartosci wspdiczynnika kierunkowego prostej b, (patrz
wzbr (4.3)) 1 wyrazu wolnego b, (patrz wzér (4.3)) oraz warto-
$ci ich niepewnosci: sz(bo) (patrz wzdbdr (4.4)) 1 sz(bl) (patrz
wzbr (4.4)).

6. Po zakonczeniu obliczen z pierwsza seria danych, mozemy
kontynuowa¢ obliczenia wybierajac opcje T. Wtedy powtarzamy
czynnosci opisane w punktach 2-5. Wybranie opcji N konczy funk-
cjonowanie programu.

7. Naciskajac ENTER ponownie uruchamiamy program.

V. Program NIEPEWNOSCI — autorem jest dr J. Peisert (adres strony domowej
w Internecie: http://www.if.pwr.wroc.pl/~peisert). Oblicza niepewnos$ci wielkosci
ztozonych na podstawie niepewnosci wielkosci wejSciowych (patrz rozdziat 2.6).
Jest przeznaczony do pracy w systemie operacyjnym MS Windows 95/NT i zgo-
dnych z nimi.

VI. Program A_N —jego autorem jest inz. G. Zysko. Pozwala wyznacza¢ wszystkie
wielkosci, o ktorych byta mowa w rozdziale 2 w zwiazku z pomiarami prostymi
i ztozonymi. Pracuje pod kontrola systemoéw operacyjnych MS Windows 95/NT
i zgodnych z nimi.
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6. ZASADY WYKONYWANIA CWICZEN
I OPRACOWYWANIA SPRAWOZDAN

Przed przystapieniem do ¢wiczenia nalezy zapoznaé si¢ z opisem danego ¢wi-
czenia zamieszczonym w skrypcie. We wstepie do kazdego ¢wiczenia (lub grupy
¢wiczen) wymienione sa podstawowe zagadnienia zwigzane z jego tematyka. Wigk-
szos$¢ z nich jest opisana we wprowadzeniu do ¢wiczenia. Jezeli jakie$ pojecie nie
zostato opisane we wstepie, obok niego znajduje si¢ odsytacz do podrecznika z fi-
zyki ogolnej, w ktorym mozna znalez¢ jego wyjasnienie. Studentdéw obowiazuje zna-
jomos¢ tych pojeé, znajomo$¢ zasady pomiaru, schematu uktadu pomiarowego oraz
sposobu opracowania wynikow pomiaroéw. Podczas kazdego z ¢wiczen prowadzacy
moze sprawdzac¢ rowniez podstawowe wiadomosci dotyczace analizy niepewnosci
pomiardw, a zwlaszcza znajomos¢ metody obliczania niepewnosci pomiarowych
przydatnej i polecanej do danego ¢wiczenia.

6.1 Wskazowki praktyczne dotyczace wykonywania ¢wiczen

Pierwsza czynnos$cia, ktora nalezy wykona¢ po przyjsciu do laboratorium jest
poréwnanie zestawu przyrzadow pomiarowych znajdujacych si¢ na stanowisku z wy-
kazem znajdujacym si¢ w instrukcji roboczej. Brakujace przyrzady lub probki nale-
zy na czas pomiaréw wypozyczy¢ (na rewers) od prowadzacego ¢wiczenia.

Po skompletowaniu przyrzadow i probek nalezy zaproponowac i uzgodni¢ z pro-
wadzacym zaj¢cia zadania pomiarowe. Zadania te moga by¢ modyfikowane zalez-
nie od przebiegu pomiarow.

Kolejna czynnoscia jest zestawienie uktadu pomiarowego lub wykonanie potaczen
elektrycznych zgodnie ze schematem lub opisem zawartym w instrukcji robocze;j.

Wykonujac potaczenia elektryczne korzystamy wytacznie z przewodow znajdu-
jacych si¢ na danym stanowisku. W razie braku przewodow nalezy zwrdci¢ sig do
prowadzacego. Nie wolno zabiera¢ przewodow z sasiedniego stanowiska. Po wy-
konaniu potaczen elektrycznych nalezy zwrdci¢ si¢ do nauczyciela akademickiego
z pros$ba o sprawdzenie prawidtowosci potaczen. Uklady elektryczne mozna wla-
czy¢ do sieci tylko w obecnosci prowadzacego, po uprzednim ich sprawdzeniu.
Za ewentualne szkody wynikajace z nieprzestrzegania tego zalecenia student pono-
si pelna odpowiedzialnos¢, takze materialna!
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Przed przystapieniem do pomiaréw nalezy zwrdci¢ uwage na wartosci graniczne
napig¢, natezen pradu lub temperatury. Przekroczenie wartosci dopuszczalnych moze
spowodowac uszkodzenie lub zniszczenie przyrzadow pomiarowych, albo badanych
probek. Informacje dotyczace dopuszczalnych wartosci napiec, pradow, temperatu-
ry zawarte sa w instrukcji roboczej.

Przed przystapieniem do wtasciwych pomiarow warto wykona¢ pomiary probne,
ktorych celem jest dobranie odpowiednich zakresow przyrzaddéw pomiarowych,
sprawdzenie poprawnos$ci dziatania calego zestawu pomiarowego oraz poszcze-
gblnych przyrzadow, zorientowanie si¢ w wartosciach ekstremalnych mierzonych
wielkosci, potozenia ekstremow itd. Pomiary probne umozliwia prawidtowe zapla-
nowanie pomiarow — liczby i ewentualnego rozmieszczenia punktéw pomiarowych,
koniecznos$ci zmian zakresOw pomiarowych itp.

Protokot podpisany przez prowadzacego stanowi dowod wykonania pomiarow
oraz podstawe do ich opracowania. Protokot nalezy zataczy¢ do sprawozdania z wy-
konanego ¢wiczenia. Zwracajac si¢ do prowadzacego o podpisanie protokotu, nale-
zy uzgodni¢ sposob opracowania wynikéw oraz obliczania ich niepewnosci.

Uwaga

1. Kazdy student powinien przygotowaé¢ oddzielny protokot, chyba ze prowa-
dzacy postanowi inaczej.

2. Podczas pomiaréw warto wykona¢ obliczenia probne, obliczenia takie pozwola
zorientowac sig, czy uzyskane wyniki sa sensowne, jakie state potrzebne sa do obli-
czen itd. W trakcie pomiarow warto rowniez szkicowa¢ wykres w jednostkach wiel-
kosci mierzonych bezposrednio. Szkic taki pozwala na odpowiedni dobor punktow
pomiarowych oraz na zorientowanie si¢ co do poprawnosci prowadzonych pomiarow.

6.2. Sprawozdanie

Cwiczenia w Laboratorium Podstaw Fizyki sa wykonywane przewaznie w gru-
pach dwuosobowych. Wyniki pomiarow moga by¢ opracowywane wspdlnie, na-
tomiast sprawozdanie kazdy ze studentoéw wykonuje samodzielnie. Sprawozdanie
moze by¢ napisane odrgcznie lub za pomoca dowolnego edytora tekstu. W spra-
wozdaniu nie nalezy umieszcza¢ wstepu teoretycznego (w szczegdlnie uzasa-
dnionych przypadkach prowadzacy moze poleci¢ opisanie pewnych zagadnien w for-
mie zatacznika do sprawozdania).

Kazde sprawozdanie powinno zawiera¢ nizej wymienione elementy.

1. Naglowek. W naglowku nalezy poda¢ swoje dane: imig i nazwisko, wydzial,
kierunek i rok studiéw, numer grupy, dat¢ wykonania pomiarow, temat i numer ¢wi-
czenia oraz nazwisko prowadzacego.
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2. Schemat ukladu pomiarowego, bieg promieni w przypadku ¢wiczen
z optyKki.

3. Wykaz zadan pomiarowych.

4. Tabele z wynikami pomiaréw oraz obliczen. Do kazdego sprawozdania na-
lezy dotaczy¢ protokét z przeprowadzonych pomiaréw podpisany przez pro-
wadzacego.

5. Wzory, z ktorych korzystano podczas obliczen oraz przykladowe obliczenia.
Jezeli jakies$ obliczenia sa wykonywane wielokrotnie, to wystarczy jeden przyktad.
Dane zawarte w przyktadowych obliczeniach musza pochodzi¢ z tabel zawartych
w protokole z pomiarow, a ich wyniki powinny by¢ zamieszczone w tabeli, o ktorej
mowa w punkcie 4.

6. Wykresy. W przypadku pomiarow, ktorych celem jest zbadanie zwiazkoéw
migdzy wielko$ciami fizycznymi do sprawozdania nalezy dotaczy¢ wykresy wy-
konane rgcznie na papierze milimetrowym lub za pomoca komputera.

7. Dyskusja niepewnos$ci pomiaréw. W dyskusji niepewnos$ci pomiaréw nale-
zy poda¢ informacje o tym, w jaki sposob oszacowano niepewnosci wynikow po-
miaréw wielko$ci wyznaczonych bezposrednio (eksperymentalne odchylenie stan-
dardowe wartosci $redniej, btad maksymalny, poziom ufnos$ci, oszacowanie na pod-
stawie klasy przyrzadu itd.).

W przypadku obliczania niepewno$ci pomiaréw ztozonych metoda rézniczki
zupelnej lub pochodnej logarytmicznej w sprawozdaniu powinno znalez¢ si¢ wypro-
wadzenie wzoru, na podstawie ktorego obliczono niepewnosci. W pozostatych przy-
padkach wystarczy podanie wzordéw, z ktorych korzystamy oraz przyktadowych obli-
czen. Dane do tych obliczen musza pochodzi¢ z protokotu.

Bardzo wazna czg¢$cia dyskusji niepewnosci pomiaréw sa wnioski dotyczace
wktadu, jaki wnosza niepewnosci pomiarow poszczegolnych wielkosci do nie-
pewnosci wyniku koncowego.

8. Whnioski. We wnioskach z ¢wiczenia nalezy podac¢ wartosci wielkosci wyzna-
czanych oraz ich niepewnosci, poréwnanie uzyskanych wynikow z wartosciami ta-
belarycznymi lub wynikami uzyskanymi innymi metodami, uwagi dotyczace metody
pomiarowej, wptywu czynnikdw zewngtrznych na przebieg i wyniki pomiarow.

Jezeli celem ¢wiczenia byto sprawdzenie jakiegos prawa lub wyznaczenie za-
leznosci migdzy wielko$ciami fizycznymi, to we wnioskach nalezy stwierdzi¢, czy
uzyskane wyniki potwierdzaja to prawo lub czy uzyskana zaleznos$¢ jest zgodna
z oczekiwana, jakie ograniczenia co do stosowalnosci sprawdzanego prawa lub ba-
danej zalezno$ci wynikaja z otrzymanych wynikow.



7. DODATEK

7.1. Definicje jednostek podstawowych ukladu SI

Obecnie obowiazujace definicje jednostek wielkosci podstawowych, uzupehia-
jacych oraz wybrane jednostki pochodne podajemy za U.S. Department of Commer-
cy, National Institute of Standards and Technology (1993).

1. Odleglos¢
METR —m

Metr jest to odleglosé, jaka przebywa
Swiatlo w prozni w czasie 1/299792458 s

Jednostka powierzchni w uktadzie SI jest m2.
Jednostka objetosci w uktadzie SI jest m3.

2. Czas
SEKUNDA —s

Sekunda jest definiowana jako 9192631770 okresow
promieniowania elektromagnetycznego emitowanego
podczas przejscia elektronu migdzy jednoznacznie
okreSlonymi poziomami energetycznymi atomu cezu 133

Wzorzec czasu jest realizowany za pomoca zegara cezowego pracujacego w Sci-
sle okreslonych warunkach.

Liczbg okresow w jednostce czasu nazywa si¢ czgstotliwoscia. Jednostka czgsto-
tliwosci w uktadzie SI jest herc (Hz). Jest to 1 okres na sekundg.
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3. Masa
KILOGRAM - kg

Wzorcem jednostki masy (kilograma) jest cylinder
wykonany ze stopu platyny i irydu, przechowywany
w Miedzynarodowym Biurze Miar i Wag w poblizu Paryza

Jednostka sity w uktadzie SI jest niuton (N). Niuton jest sita, ktora masie 1 kg

nadaje przyspieszenie 1 m/s>. 1 N =1 kgm/s?.
Jednostka ci$nienia w uktadzie SI jest paskal (Pa). 1 Pa=1 N/m?.
Jednostka pracy (energii) w uktadzie SI jest dzul (J). 1 J =1 Nm.
Jednostka mocy w uktadzie SI jest wat (W). 1 W =1 J/s.

4. Temperatura

KELWIN - K

Kelwin jest definiowany jako 1/273,16 cze¢$¢ temperatury
termodynamicznej punktu potréjnego wody

5. Natezenie pradu
AMPER - A

Amper jest zdefiniowany jako natezenie pradu plynacego
w dwoch dlugich, réwnoleglych przewodnikach, odleglych
o 1 m, znajdujacych si¢ w prozni, powodujacego powstanie sily
oddzialywania magnetycznego migdzy tymi przewodnikami wyno-
szacej 2:10~7 N na kazdy metr ich dlugosci

Jednostka potencjalu w uktadzie SI jest wolt (V). 1 V=1W/A
Jednostka oporu w uktadzie SI jest ohm (Q). 1 Q = 1V/A.

6. Natezenie zrodla swiatla

KANDELA - cd

NateZenie promieniowania o czestotliwosci 540-10!% Hz,
emitowanego przez zrdédlo jest rowne jednej kandeli, jezeli
moc 1/683 wata jest wypromieniowywana w kat brylowy
rowny jednemu steradianowi
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Jednostki uzupehiajace

7. Kat plaski
RADIAN -rad

Radian jest to kat plaski o wierzcholku umieszczonym
w Srodku okregu, ktérego ramiona wyznaczaja na okregu luk
o dlugos$ci rownej promieniowi tego okregu

8. Kat brylowy
STERADIAN - sr

Steradian jest to kat sferyczny (brylowy) o wierzcholtku
umieszczonym w Srodku sfery, wyznaczajacy na jej
powierzchni wycinek, ktorego pole jest r6wne
kwadratowi promienia tej sfery

9. Ilos¢ substancji

MOL — mol

Jeden mol jest to ilos¢ substancji, w ktorej liczba molekutl
jest rowna liczbie atomow zawartych w 0,012 kg wegla 12C




(za: U.S. Department of Commercy, National Institute of Standards and Technology, 1993)

do oznaczania wielokrotnosci jednostek

7.2. Przedrostki stosowane

wielokrotno$¢ przedrostek
1000 000 000 000 000 000 000 000 =10* yotta
1 000 000 000 000 000 000 000 = 10! zetta
1000 000 000 000 000 000 =10'8 exa
1 000 000 000 000 000 =108 peta
1000 000 000 000 =10 tera
1 000 000 000 =10° giga
1000 000 =10° mega
1 000 =103 kilo
100 =102 hekto
10 =10! deka
1 =100
0,1 =10" decy
0,01 =107 centy
0,001 =103 milli
0,000 001 =10° mikro
0,000 000 001 =107 nano
0,000 000 000 001 =10"12 piko
0,000 000 000 000 001 =101 femto
0,000 000 000 000 000 001 =10"'8 atto
0,000 000 000 000 000 000 001 =102 zepto
0,000 000 000 000 000 000 000 001 =102 yocto

Uwagi:

symbol

S22 a0+4d~"moN

< N ® T B E B o o

1. W przypadku, gdy w jezyku polskim tradycyjnie stosowane sa inne przedrostki niz uzy-
wane w jezyku angielskim, podano ich polska wersjg.

2. Jednostka wyjsciowa masy jest gram (jednostka podstawowa jest kilogram!).
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7.3. Tabele

Tabela 1. Warto$ci wspotczynnikow Studenta #(n, p). W pierwszej kolumnie podano warto$ci
n—1, a w nastgpnych warto$ci wspotczynnikow #(n, p) dla warto$ci p z pierwszego wiersza.

n-1 p=0,6827 p=0,95 p=0,9545 p=0,9973
1 1,837 12,706 13,968 235,777
2 1,321 4,303 4,527 19,206
3 1,197 3,182 3,307 9,219
4 1,142 2,776 2,869 6,620
5 1,111 2,571 2,649 5,507
6 1,091 2,447 2,517 4,904
7 1,077 2,365 2,429 4,530
8 1,067 2,306 2,366 4277
9 1,059 2,262 2,320 4,094

10 1,053 2,228 2,284 3,957
1 1,048 2,201 2,255 3,850
12 1,043 2,179 2,231 3,764
13 1,040 2,160 2,212 3,694
14 1,037 2,145 2,195 3,636
15 1,034 2,131 2,181 3,586
16 1,032 2,120 2,169 3,544
17 1,030 2,110 2,158 3,507
18 1,029 2,101 2,149 3,475
19 1,027 2,093 2,140 3,447
20 1,026 2,086 2,133 3,422
21 1,024 2,080 2,126 3,400
22 1,023 2,074 2,120 3,380
23 1,022 2,069 2,115 3,361
24 1,021 2,064 2,110 3,345
25 1,020 2,060 2,105 3,330
26 1,020 2,056 2,101 3,316
27 1,019 2,052 2,097 3,303
28 1,018 2,048 2,093 3,291
29 1,018 2,045 2,090 3,280
30 1,017 2,042 2,087 3,270
31 1,016 2,040 2,084 3,261
32 1,016 2,037 2,081 3,252
33 1,015 2,035 2,079 3,244
34 1,015 2,032 2,076 3,236
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n-1 P =0,6827 =095 p = 0,9545 p=0,9973
35 1,015 2,030 2,074 3,229
36 1,014 2,028 2,072 3,222
37 1,014 2,026 2,070 3,216
38 1,013 2,024 2,068 3,210
39 1,013 2,023 2,066 3,204
40 1,013 2,021 2,064 3,199
41 1,012 2,020 2,063 3,194
42 1,012 2,018 2,061 3,189
43 1,012 2,017 2,060 3,184
44 1,012 2,015 2,058 3,180
45 1,011 2,014 2,057 3,176
46 1,011 2,013 2,056 3,172
47 1,011 2,012 2,055 3,168
48 1,011 2,011 2,053 3,164
49 1,010 2,010 2,052 3,160
50 1,010 2,009 2,051 3,157
60 1,008 2,000 2,043 3,130
70 1,007 1,994 2,036 3,111
80 1,006 1,990 2,032 3,096
90 1,006 1,987 2,028 3,085

100 1,005 1,984 2,025 3,077




Tabela 2. Tablica wartosci funkcji

u+to

1 —(x-p?
py y:[Uexp Py dx,
gdzie: U jest warto$cig rzeczywista wielkosci X, natomiast 0 odchyleniem standardowym. War-
to$¢ P(?) to prawdopodobienstwo otrzymania wyniku pomiaru o warto$cix nalezacej do przedziatu
</J —to,U+to > . W tabeli podano takze warto$ci 1 — P(¢) okreslajace prawdopodobienstwo otrzy-
mania wyniku pomiaru lezacego poza przedziatem < u-to,u+toc > .

P({)=P(U-10 < X< U+10)=

t P(t)  1-P() t Pt 1-P@) t P()  1-P(t)
0,00  0,0000 1,0000 0,50 0,3829 0,6171 1,00 0,6827 03173
0,02 0,0160 0,9840 0,52 0,3669 0,6031 1,05  0,7063  0,2937
0,04  0,0319 0,9681 0,54 0,4108 0,5892 1,10 0,7287 02713
0,06 0,0478 0,9522 0,56  0,4245 0,5755 1,15 0,7499  0,2501
0,08 0,0638 0,9362 0,58  0,4381 10,5619 120 0,7699  0,2301
0,10 0,0797 0,9203 0,60 0,4515 0,5485 125 0,7887  0,2113
0,12 0,0955 0,9045 0,62 0,4647 0,5343 1,30 0,8064  0,1936
0,14 0,1113 0,8887 0,64 0,4778 0,5222 1,35 0,8230  0,1770
0,16 0,1271 0,8729 0,66 0,4907 0,5093 1,40 0,8385  0,1615
0,18 0,1428 0,8572 0,68 0,5035 0,4965 145  0,8529  0,1471
0,20 0,1585 0,8415 0,70  0,5161 0,4839 1,50 0,8664  0,1336
0,22 0,1741 0,8259 0,72 0,5285 0,4715 1,55 0,8789  0,1211
0,24 0,1897 0,8103 0,74 0,5407 0,4593 1,60 0,8904  0,1096
0,26  0,2051 0,7949 0,76  0,5527 0,4473 1,65 0,9011  0,0989
0,28 0,2205 0,7795 0,78 0,5646 0,4354 1,70 0,9109  0,0891
0,30  0,2358 0,7642 0,80 0,5763 0,4237 1,80  0,9281  0,0719
0,32 0,2510 0,7490 0,82 0,5878 0,4122 1,90  0,9426  0,0574
0,34  0,2661 0,7339 0,84  0,5991 0,4009 2,00 0,9545  0,0455
0,36 0,2812 0,7188 0,86 0,6102 0,3898 2,20 0,9722  0,0278
0,38  0,2961 0,7039 0,88 0,6211 0,3789 2,40 0,9836  0,0164
0,40 0,3108 0,6892 0,90 0,6319 0,3681 2,60 0,9907  0,0093
0,42 0,3255 0,6745 0,92 0,6424 0,3576 2,80 0,9949  0,0051
0,44  0,3401 0,659 0,94  0,6528 0,3472 3,00 0,9973  0,0027
0,46 0,3545 0,6455 0,96 0,6629 0,3371 4,00 0,99994 61075
0,48 0,3688 0,6312 0,98 0,6729 0,3271 500  0,9999994 6-1077
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Tabela 3. Wybrane stale fizyczne

Wzgledna
Wielko$¢ Symbol Wartos¢ i jednostki niepewnos$¢
standardowa
Predkos$¢ swiatla w prozni c 299792458 m/s (doktadnie)
Przenikalnos¢ elektryczna
prozni & 8,854187817...-1012 F/m (doktadnie)
Przenikalnos¢ magnetyczna
prozni H 12,566370614...-107 H/m | (dokladnie)
Ladunek elementarny e 1,602176462(63)-10°1° C 3,9-10°8
Stata Plancka h 6,62606876(52)-10734 J-s 7,8:10°8
Liczba Avogadra N, 6,02214199(47)-10% mol™" | 7,9-10°%
Masa spoczynkowa
elektronu m, 9,10938188(72)-1073! kg 7,9-10°8
Masa spoczynkowa
protonu m, 1,67262158(13)-107%7 kg 7,9-10°8
Masa spoczynkowa
neutronu m, 1,67492716(13)-1077 kg 7,9-10°8
Stata Faradaya F 96485,3415(39) C/mol 4,0-10°8
Stata Rydberga R, 10973731,568549(83) m™' | 7,6-10712
Stata gazowa R 8,314472(15) J/mol'K 1,7-10°°
Stata Boltzmanna ky 1,3806503(24)-102% J/K 1,7:10°°
Stata Stefana—Boltzmanna Oy » 5,670400(40)-10~°% W/m>K* 7,0-10°°
Stata grawitacji G 6,673(10)-10"'"" m¥/s3-kg 1,510
Magneton Bohra Hy 927,400899(37)-1072¢ J/T 4,0-10°8
Ladunek wlasciwy
elektronu e/m, 1,7588047-10!" C/kg
Stata Wiena C 2,8978:103 K'm
Temperatura punktu
potrdéjnego wody T, 273,1600 K

Wartosci statych fizycznych (z wyjatkiem trzech ostatnich wierszy) wyrownane metoda najmnie;j-
szych kwadratéw — dane z 1998 roku zalecane do uzytku przez CODATA (Committee on Data
for Science and Technology of the International Council for Science). M. SurrczyNski, P. JANI-
SZEWSKI, Postepy Fizyki; tom 53, z. 1,s. 17-18, Warszawa 2002.
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Tabela 4. Zaleznos¢ parametru K od U: pomiar napigcia powierzchniowego cieczy stalagmometrem

U K U K U K
0,15900 5,1 0,25273 1,50 0,26560
5000 0,17200 5,0 0,25306 1,45 0,26560
250 0,19900 4,9 0,25340 1,40 0,26536
58,1 0,21500 4,8 0,25373 1,38 0,26528
24,6 0,22560 4,7 0,25407 1,36 0,26520
17,7 0,23050 4,6 0,25448 1,34 0,26510
13,0 0,23546 4,5 0,25472 1,32 0,26500
12,0 0,23702 4.4 0,25509 1,30 0,26490
11,5 0,23780 43 0,25545 1,28 0,26474
11,0 0,23875 4,2 0,25583 1,26 0,26460
10,5 0,23940 4,1 0,25620 1,24 0,26438
10,0 0,24035 4,0 0,25659 1,22 0,26418
9,5 0,24117 39 0,25697 1,20 0,26396
9,0 0,24195 3,8 0,25734 1,18 0,26372
8,5 0,24324 3,7 0,25772 1,16 0,26350
8,0 0,24440 3,6 0,25810 1,14 0,26324
7,8 0,24490 3,5 0,25848 1,12 0,26296
7,6 0,24538 3,4 0,25892 1,10 0,26264
7,4 0,24590 33 0,25937 1,08 0,26230
7,2 0,24640 3,2 0,25980 1,06 0,26190
7,0 0,25693 3,1 0,26024 1,04 0,26154
6,9 0,24720 3,0 0,26068 1,02 0,26115
6,8 0,24750 2,9 0,26110 1,00 0,26070
6,7 0,24777 2,8 0,26154 0,95 0,25960
6,6 0,24804 2,7 0,26198 0,90 0,25815
6,5 0,24836 2,6 0,26241 0,85 0,25645
6,4 0,24867 2,5 0,26286 0,80 0,25460
6,3 0,24897 2,4 0,26327 0,75 0,25255
6,2 0,24925 2,3 0,26370 0,70 0,25030
6,1 0,24952 2,2 0,26410 0,65 0,24770
6,0 0,24984 2,1 0,26450 0,626 0,24640
5,9 0,25015 2,0 0,26488 0,597 0,24450
5,8 0,25047 1,9 0,26518 0,570 0,24300
5,7 0,25078 1,8 0,26543 0,541 0,24300
5,6 0,25110 1,75 0,26553 0,512 0,24410

Aby wyznaczy¢ napigcie powierzchniowe cieczy na podstawie pomiaréw wykonanych za pomo-
ca stalagmometru, nalezy obliczy¢ warto$¢ parametru U, nastgpnie z tabeli odczytaé warto$¢ K.
Warto$ci parametru U oraz napiecie powierzchniowe o obliczamy ze wzoréw: U = m/(pR?),
0 =mgK/R, gdzie: m — masa kropli, R — promien kropli, p — ggstos¢ cieczy.
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Tabela Sa. Wtasnosci fizyczne wody

Temp. | Gestosé Ciepto Napigcie Preznos¢ pary| Lepkosc Lepkos¢
wlasciwe |powierzchniowe dynamiczna kinematyczna
K [103kg/m? | -10° J/kgK 1072 N/m -10° Pa 1073 Ns/m? m?/s
273 0,9998 4,2219 7,564 0,6105 1,798 1,792
277 1,0000 4,2056 7,492 0,8134 1,567 1,567
288 0,9991 4,1855 7,349 1,7049 1,140 1,141
293 0,9982 4,1796 7,275 3,3378 1,005 1,007
298 0,9970 4,1754 7,197 3,1672 0,894 0,896
373 0,9584 4,2123 5,885 10,1325 0,284 -
Tabela 5b. Ggstos¢ wody w przedziale temperatur od 0 °C do 10 °C
t Gestose t Gestose t Gestose t Gestose
°C kg/m3 °C kg/m?3 °C kg/m? °C kg/m?
0 999,841 3,0 999,965 4,5 999,972 7,5 999,877
0,5 999,872 3,5 999,971 5,0 999,965 8,0 999,849
1,0 999,905 3,7 999,972 5,5 999,955 8,5 999,817
1,5 999,923 4,0 999,973 6,0 999,941 9,0 999,781
2,0 999,941 4,3 999,972 6,5 999,924 9,5 999,742
2,5 999,955 4,4 999,972 7,0 999,902 10,0 999,700
Tabela 6. Zalezno$¢ ggstosci pary wodnej nasyconej od temperatury
t d t d t d t d
°C g/m> °C g/m? °C g/m? °C g/m?
-10 2,1 8 8,3 26 24,4 65 161,1
-8 2,5 10 8,8 28 27,2 70 198,1
-6 3,0 12 10,7 30 30,3 75 241,8
—4 3,5 14 12,0 35 39,6 80 2933
-2 4,1 16 13,6 40 51,6 85 353,4
0 4,8 18 15,4 45 65,4 90 4235
2 5,6 20 17,3 50 83,0 95 504,5
4 6,4 22 19,4 55 104,3 100 597,7
6 7,3 24 21,8 60 130,2 110 826,0
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Tabela 7. Opor wlasciwy oraz wspotczynniki temperaturowe oporu w temperaturze 293 K

Materiat Opér whasciwy -10°° Qm | Wspotczynnik temperaturowy K-
aluminium 0,0278 3,8:10°3
konstantan 0,50 5,0-10°¢
manganin 0,43 4,0-10°¢
miedz 0,0175 4,0-1073
nikielina 0,43 2,3-104
platyna 0,107 3,9-1073
srebro 0,016 3,8:1073
stal chromoniklowa 1,0 2,510
wolfram 0,055 4,1-1073

Tabela 8. Ggstos$¢ ciat statych

Materiat Gestosé 103 kg/m?3 Materiat Gestosé 103 kg/m?3
aluminium 2,71 mosiadz 8,4-8,8
bakelit 1,3 otow 11,34
beton 1,4 platyna 21,37
cyna 7,2 porcelana 2,2-2.,5
drewno (dab) 0,6-0,9 srebro 10,51
drewno (sosna) 0,3-0,6 stal 7,6-7,9
grafit 2,3 szkto otowiowe 2,9-59
korek 0,22-0,26 szkto potasowe 2,6-2,8
kwarc (krysztal) 2,65 styropian 0,04
lod (273 K) 0,92 wolfram 19,1
miedz 8,9 zelazo 7,86
ztoto 13,9 nikiel 8,90

Tabela 9. Wspotczynniki przewodnictwa cieplnego &

Materiat k J/msK Materiat k J/msK
miedz 384 guma 0,25
ztoto 298 korek 0,04
aluminium 226 styropian 0,03
zelazo 88 woda 0,609
mosiadz 110 bakelit 2,2
szkto 0,6-1,0 bawelna 0,182
kwarc topiony 1,27 cegla 0,85
lod 0,6 powietrze 0 °C 0,024
drewno 0,1-0,3 hel 0 °C 0,144
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Tabela 10a. Charakterystyka termopary miedz—konstantan (typ T)

t°C EmV t°C EmV t°C EmV t°C EmV
-90 3,089 55 2,250 210 9,820
-80 —2,788 60 2,476 220 10,360
-270 —6,258 =70 —2,475 65 2,607 230 10,905
-260 —6,232 —60 -2,152 70 2,908 240 11,456
-250 6,181 =50 -1,819 75 3,131 250 12,011
-240 —-6,105 -40 1,475 80 3,357 260 12,572
-230 —6,007 =30 -1,121 85 3,584 270 13,137
-220 5,889 -20 -0,757 90 3,813 280 13,707
-210 5,753 -10 0,383 90 4,044 290 14,281
-200 5,603 0,0 0,000 100 4,277 300 14,860
-190 —-5,439 5 0,195 110 4,749 310 15,443
—180 -5,261 10 0,391 120 5,227 320 16,030
-170 5,069 15 0,589 130 5,712 330 16,621
-160 —4,869 20 0,789 140 6,204 340 17,217
—-150 —4,648 25 0,992 150 6,702 350 17,816
—140 -4,419 30 1,196 160 7,207 360 18,420
—-130 4,177 35 1,403 170 7,718 370 19,027
—-120 -3,923 40 1,611 180 8,235 380 19,638
—-110 -3,656 45 1,822 190 8,757 390 20,252
-100 -3,378 50 2,035 200 9,286 400 20,910
Tabela 10b. Charakterystyka termopary zelazo—konstantan (typ J)
t°C EmV t°C EmV t°C EmV t°C EmV
-40 —-1,98 40 2,11 120 6,47 200 10,95
-20 -1,01 60 3,19 140 7,59 300 16,55
0 0,00 80 4,27 160 8,71 400 22,15
20 1,15 100 5,37 180 9,83 500 27,84
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Tabela 10c. Charakterystyki najczgsciej stosowanych termoelementow
(zgodnie z PN-81/M-53854 (IEC 584))

Napigcie termoelektryczne mV
Temp., °C TypT TypJ TypK Typ S Typ B
Cu—CuNi Fe—CuNi Ni—NiAl PtRh10-Pt | PtRh30-PtRh6

-200 5,603 7,890 -5,891 - -

—-100 -3,378 —4,632 -3,553 - -

0 0 0 0 0 0
100 4,277 5,269 4,095 0,645 0,033
200 9,286 10,777 8,137 1,440 1,178
300 14,860 16,325 12,207 2,323 0,431
400 20,869 21,846 16,395 3,260 0,786
500 27,388 20,640 4,234 1,241
600 33,096 24,902 5,237 1,741
700 39,130 29,128 6,274 2,430
800 45,498 33,277 7,345 3,154
900 37,325 8,448 3,957
1000 41,269 9,585 4,833
1100 45,108 10,754 5,777
1200 48,828 11,947 6,783
1300 52,398 13,155 7,845
1400 14,368 8,952
1500 15,576 10,094
1600 11,257
1700 12,426
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Tabela 11. Praca wyjscia elektronow z metali

Metal Praca wyjscia, eV
srebro 4,70
bar 0,52
zelazo 4,71
potas 2,25
lit 2,49
otow 4,05
platyna 5,55
wolfram 4,54




Tabela 12. Wiasnosci cieplne ciat statych w temperaturze 20 °C oraz ciepla i temperatury topnienia

Materiat Cieplo Ciepto Temperatura Wspotczynnik
wlasciwe topnienia topnienia rozszerzalnosci
liniowe;j
J/kgK Jkg 103 °C 10°K!
aluminium 895,8 394 660 2,55
cyna 2244 58 231,8 2,69
16d 2093,0 334 0,00 5,04
miedz 385,5 172 1083 1,68
otow 127 23 327,4 2,94
szkto 800 - 800-1400 0,8-0,9
zelazo 4479 270 1535 1,14
bizmut 123,4 52,3 544,5 1,36

Tabela 13. Wiasnosci fizyczne gazow w warunkach normalnych (7= 273 K, p = 10° Pa)

Gaz Gestos¢ | Wspotezynnik Ciepto Ciepto c
lepkosci wlasciwe wlasciwe K="
kg/m® | 102 Ns/m? | ¢ 103 J/(kgK)|c, 10 J/(kgK) &
azot 1,25 0,0175 1,038 0,745 1,40
dwutlenek wegla 1,98 0,0145 0,846 0,653 1,30
hel 0,179 0,0196 5,240 3,161 1,66
powietrze 1,29 0,0181 1,009 0,270 1,40
tlen 1,47 0,0203 0,916 0,653 1,40
wodor 0,09 0,0088 14,269 10,132 1,41
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Tabela 14. Wtasnosci sprezyste ciat statych w temperaturze 20 °C

Materiat Gestosc Modut Modut Modul [Wspotczynik| Predkosé
Younga |sztywnosci | $ciSliwosci| Poissona | fali podtuznej
kg/m?-103 | N/m?10' | N/m?10'°| N/m?-10'0 m/s
bizmut 9,80 3,2 1,2 3,4 0,33 2200
cyna 7,30 4,7 1,8 1,8 0,33 2500
cynk 7,08 8,4 3,8 5,9 0,25 3700
durall 2,79 7,3 2,7 83 0,34 6450
glin 2,70 6,8 2,5 7,4 0,34 5104
guma 0,9 0,01 0,00016 - 0,46 30-70
16d 0,9168 0,5 0,29 - - 3260
miedz 8,89 10,5 4,4 14,3 0,35 3560
mosiadz 8,44 10,5 43 10,0 0,35 3500
otow 11,34 1,6 0,65 - 0,45 1227
stal 7,83 21,9 83 17,0 0,29 4990
wolfram 18,9 36,2 13,5 33,0 0,17 -
zelazo kute 7,85 21,7 8,3 17,0 0,28 5130

Tabela 15. Bezwzgledne wspotczynniki zalamania §wiatta n, w temperaturze 293 K dla fali
o dtugosci A = 589 nm, n, — wspotczynnik zatamania promienia zwyczajnego, 1, — promienia
nadzwyczajnego

Materiat n
powietrze 1,0003
szkto (crown lekki) 1,5153
balsam kanadyjski 1,515
szkto flint 1,6085
diament 2,417
woda 1,3337
alkohol etylowy 1,3624
szpat islandzki n, 1,6585

n, 1,4864
kwarc n, 1,5343
n,1,5533
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Tabela 16. Dtugosci fal najcz¢Sciej uzywanych linii widmowych

Pierwiastek Dtugos¢ fali nm Barwa linii Intensywno$¢
wodor 397,01 fioletowa staba
410,77 fioletowa staba
434,05 fioletowa Srednia
486,13 niebiesko-zielona srednia
656,28 czerwona silna
hel 447,15 fioletowa staba
471,31 niebieska silna
492,19 niebiesko-zielona srednia
501,57 zielona Srednia
587,56 z6Ma bardzo silna
667,81 czerwona Srednia
706,52 czerwona Srednia
rtec 404,65 fioletowa bardzo staba
407,78 fioletowa staba
435,83 niebieska srednia
491,60 niebiesko-zielona srednia
546,07 zielona silna
576,96 z0tta bardzo silna (dublet)
579,07 z0tta bardzo silna (dublet)
623,41 czerwona staba
sod 588,99 z0lta bardzo silny
589,59 z6Mta dublet
laser He—Ne 632,8 czerwona bardzo silna,
1188,5 podczerwien niebezpieczna
1177,7 podczerwien dla oczu
1161,4 podczerwien
laser rubinowy 694,3 czerwona bardzo silna,
niebezpieczna
dla oczu
dioda laserowa 670£10 czerwona bardzo silna,
niebezpieczna
dla oczu
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Tabela 17. Uktad okresowy pierwiastkow

Nad symbolem pierwiastka podana jest liczba atomowa, a pod symbolem liczba masowa sktadu
izotopowego wystepujacego na powierzchni Ziemi. W nawiasach podano liczby masowe najbar-

dziej stabilnego izotopu. Jednostke masy atomowej przyjeto 1/12 masy atomowej wegla 12C

106

Grupa 1 Grupa 2 Grupa 3 Grupa 4 Grupa 5
1
H
1.0079
3 4 5 6 7
Li Be B C N
6.94 9.0218 10.81 12.011 14.0067
11 12 13 14 15
Na Mg Al Si P
22.9898 24.305 26.98154 28.0855 30.9738
19 20 21 22 23
K Ca Sc Ti \Y%
39.0983 40.08 44.9559 47.9 50.942
29 30 31 32 33
Cu In Ga Ge As
63.546 65.38 69.735 72.59 74.922
37 38 39 40 41
Rb Sr Y Zr Nb
85.467 87.62 88.906 91.22 92.906
46 48 49 S0 51
Ag Cd In Sn Sb
107.87 112.41 |114.82 118.69 121.75
55 56 57-71 72 73
Cs Ba Lantanowce af Ta
132.905 137.33 178.49 180.947
79 80 81 82 83
Au . Hg Tl Pb Bi
196.967 200.59 204.2 207.2 208.9804
87 88 89 - 103 104 105
Fr Ra Aktynowce
(223) 226.0254 (260) (260)
570 58 59 60 61 62
Lantanowce | La Ce Pr Nd Pm Sm
138.91 |140.12 |140.91 |144.24 | (145) 150.4
89 90 91 92 93 94
Aktynowce | Ac Th Pa U Np Pu
227) 232.04 |231.04 [231.04 |237.05 | (244)




Grupa 6 Grupa 7 Grupa 8 Grupa 0
2
He
4.0026
8 9 10
0 F Ne
15.9994 18.9984 20.17
16 17 18
S Cl Ar
32.06 35.453 39.984
24 25 26 27 28
Cr Mn Fe Co Ni
51..996 54.938 55.847 58.933 58.71
34 35 36
Se Br Kr
78.96 79.904 83.80
42 43 44 45 46
Mo Tc Ru Rh Pd
95.94 98.906 101.07 102.906 106.4
52 53 54
Te J Xe
127.60 126.9045 131.30
74 75 76 77 78
w Re Os Ir Pt
183.85 186.21 190.2 192.22 195.09
84 85 86
Po At Rn
209) (210) (222)
106
(263)
63 64 65 66 67 68 69 70 71
Eu Gd Thb Dy Ho Er \{Tm Yt Lu
151.96 |157.25 |158.93 |162.5 [164.93 |167.26 |168.93 |173.04 |174.97
95 96 97 98 99 100 101 102 103
Am Cm Bk Cf Es Fm Md Nb Lr
(243) (247) 247 (251) | (254) (257) (258) (259) (260)
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Tabela 18. Liniowe wspotczynniki ostabiania promieniowania rentgenowskiego i gamma (w cm ')

E, Hai H, Hpy, Hiay
(MeV) p=2,7 g/cm? p=17,89 g/cm? p=113 g/cm? p=3,67 g/cm?

0,05 0,972 15,2 65,0 38,6
0,06 0,729 9,47 40,3 23,6
0,08 0,524 4,69 18,8 10,9
0,10 0,444 2,82 60,0 5,97
0,15 0,362 1,58 24.4 2,16
0,20 0323 1,13 11,8 1,15
0,30 0,278 0,85 4,76 0,580
0,40 0,251 0,73 2,51 0,415
0,50 0,228 0,66 1,72 0,337
0,60 0,210 0,60 1,37 0,294
0,70 0,196 0,56 1,12 -
0,80 0,184 0,52 0,99 0,243
0,90 0,176 0,50 0,86 -
1,0 0,166 0,47 0,79 0,212
1,1 0,158 0,45 0,72 —
1,2 0,152 0,43 0,68 -
1,3 0,146 0,41 0,64 —
1,5 0,137 0,38 0,58 0,17
1,7 0,128 0,36 0,54 -
2,0 0,117 0,33 0,51 0,15
2,5 0,106 0,31 0,48 -
3,0 0,094 0,28 0,46 0,134
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Tabela 19. Izotopy zrodta promieniowania y

Izotop Energia kwantéw y | Okres polowicznego zaniku
MeV T,
i Na 0,511 2,6 lat
1,28
2T Mg 0,79 9 miesigcy
2 Al 1,78 2,3 dni
32 Mn 0,84 2,6 godzin
>¢Mn 0,845 313,5 dni
% Co 1,173 5,26 lat
1,332
% Zn 1,115 246 dni
13b 0,687 2,7 lat
18y 0,42 25 miesigcy
5Ba 0,44 9,5 lat
0,38
0,16
0,08
BTCs 0,66 30 lat
| 0,91 2,7 lat
2Ra 0,8 138 dni
20Th 0,085 120 dni
23Th 0,09 24 miesiace
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Tabela 20. Czasy opadania cigzarka przy ustalonym momencie bezwtadno$ci krzyza Oberbecka

1 2 3 4 5 6 7 8
1 3,719 3,738 3,709 3,705 3,702 3,730 3,714 3,705
2 3,725 3,730 3,708 3,712 3,727 3,737 3,717 3,718
3 3,721 3,719 3,709 3,699 3,726 3,723 3,729 3,715
4 3,709 3,714 3,721 3,722 3,710 3,710 3,710 3,707
5 3,709 3,731 3,711 3,726 3,729 3,721 3,716 3,725
6 3,701 3,714 3,715 3,715 3,702 3,695 3,724 3,712
7 3,717 3,731 3,698 3,724 3,700 3,723 3,742 3,721
8 3,721 3,727 3,725 3,726 3,718 3,717 3,717 3,707
9 3,723 3,709 3,722 3,714 3,719 3,700 3,725 3,726
10 3,696 3,713 3,714 3,722 3,710 3,711 3,715 3,721
11 3,733 3,726 3,719 3,708 3,723 3,719 3,727 3,717
12 3,714 3,715 3,734 3,729 3,721 3,717 3,711 3,714
13 3,714 3,710 3,720 3,707 3,717 3,729 3,714 3,720
14 3,719 3,718 3,720 3,708 3,709 3,707 3,723 3,729
15 3,712 3,704 3,716 3,720 3,722 3,719 3,722 3,722
16 3,723 3,718 3,700 3,708 3,718 3,737 3,708 3,708
17 3,707 3,722 3,728 3,718 3,714 3,724 3,717 3,709
18 3,730 3,722 3,739 3,723 3,711 3,711 3,728 3,718
19 3,717 3,708 3,717 3,714 3,724 3,702 3,719 3,720
20 3,719 3,732 3,725 3,722 3,727 3,708 3,723 3,710
21 3,716 3,740 3,712 3,712 3,718 3,714 3,714 3,713
22 3,723 3,708 3,714 3,734 3,727 3,712 3,725 3,712
23 3,719 3,707 3,719 3,702 3,702 3,730 3,704 3,703
24 3,707 3,718 3,716 3,731 3,715 3,704 3,714 3,717
25 3,728 3,731 3,721 3,720 3,718 3,711 3,722 3,730
x =3,717395

52 =0,00008301
s =0,00911120
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Tabela 21. Uporzadkowane wedtug wielkosci czasu opadania cigzarka krzyza Oberbecka zawarte
w tabeli 20

1 2 3 4 5 6 7 8
1 3,695 3,707 3,711 3,714 3,718 3,720 3,723 3,728
2 3,696 3,708 3,711 3,714 3,718 3,721 3,723 3,729
3 3,698 3,708 3,711 3,714 3,718 3,721 3,723 3,729
4 3,699 3,708 3,711 3,715 3,718 3,721 3,724 3,729
5 3,700 3,708 3,712 3,715 3,718 3,721 3,724 3,729
6 3,700 3,708 3,712 3,115 3,718 3,721 3,724 3,729
7 3,700 3,708 3,712 3,115 3,718 3,721 3,724 3,730
8 3,701 3,708 3,712 3,715 3,718 3,721 3,725 3,730
9 3,702 3,708 3,712 3,715 3,718 3,721 3,725 3,730
10 3,702 3,708 3,712 3,716 3,719 3,722 3,725 3,730
11 3,702 3,709 3,712 3,716 3,719 3,722 3,725 3,730
12 3,702 3,709 3,713 3,716 3,719 3,722 3,725 3,731
13 3,702 3,709 3,713 3,716 3,719 3,722 3,725 3,731
14 3,703 3,709 3,714 3,717 3,719 3,722 3,726 3,131
15 3,704 3,709 3,714 3,717 3,719 3,722 3,726 3,731
16 3,704 3,709 3,714 3,717 3,719 3,722 3,726 3,732
17 3,704 3,709 3,714 3,717 3,719 3,722 3,726 3,733
18 3,705 3,710 3,714 3,717 3,719 3,122 3,726 3,734
19 3,705 3,710 3,714 3,717 3,719 3,122 3,727 3,734
20 3,707 3,710 3,714 3,717 3,719 3,723 3,727 3,737
21 3,707 3,710 3,714 3,717 3,720 3,723 3,727 3,737
22 3,707 3,710 3,714 3,717 3,720 3,723 3,727 3,738
23 3,707 3,710 3,714 3,717 3,720 3,723 3,727 3,739
24 3,707 3,711 3,714 3,717 3,720 3,723 3,728 3,740
25 3,707 3,711 3,714 3,718 3,720 3,723 3,728 3,742
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Podstawowe pojecia i zasady opracowania wynikow pomiaréw
(patrz rozdzialy 2.2 i 2.3 podrecznika)

Wynikiem pomiaru nazywamy warto$¢ X przypisang wielkosci fizycznej X uzy-
skang droga pomiaru.

NiepewnoS$cia przypadkowa nazywamy réznice migedzy wynikiem pomiaru x a war-
toscia érednia X z serii pomiaréw (proby).

Dysponujac wynikami {X;, Xp, ... , Xn} serii pomiaréw wielkosci fizycznej X (jezeli
pomiary nie sa obarczone bledami systematycznymi), obliczamy $rednia arytmetyczna
X, ktora stanowi oszacowanie wartosci rzeczywistej (doktadnej) wielkosci fizycznej X

za pomoca wzoru (2.6) (patrz réwniez (2.55))
n

X==9Y % .
n &
Jako niepewno$¢ oceny X przyjmujemy odchylenie standardowe $redniej ary-
tmetyczng (2.10) (patrz rowniez (2.56))

_ Sx _ 1 4 _v)2
so= o=y 207

ktore nosi nazwe niepewnosci standardowe;j.

1 2 \2
—12 (Xi - X) dang wzorem (2.8) nazywamy odchyle-
n-1:

i=1

Wielko$¢ Sy =

niem standardowym z préby, natomiast S)% nosi nazwe wariancji z proby (patrz wzér

(2.7)). Zarowno wariancja jak i odchylenie standardowe sa miarami niepewnoS$ci
pojedynczego wyniku pomiar u.

Wartosci niepewnos$ci pomiaréw zaokrgglamy zawsze w gore (patrz rozdzial
2.4)). Niepewnosci zaokraglamy najpierw z dokladnoscia do jednej cyfry znaczacej.
Jezeli wstepne zaokraglenie powoduje wzrost warto$ci niepewnosci o wigcej niz 10%,
zaokraglamy ja z doktadno$cia do dwdch cyfr znaczacych.

Wyniki pomiaréw zaokraglamy z dokladno$cia do miejsca, na ktérym wyste-
puje ostatnia cyfra znaczgca niepewnosci.

Wyniki pomiaréw (patrz rozdzial 2.4.3.) zapisujemy w mianowanej postaci

X = X % Sg wyjasniajac znaczenie liczby Sy stojacej po znaku *. Zapisujac wynik po-
miaru nalezy poda¢ jednostke. Obowiazuja jednostki z uktadu ST.
DX o

Klasa przyrzadu pomiarowego Kl = [100% jest to wyrazona w pro-

centach warto$¢ bezwzgledna ze stosunku maksymalnego dopuszczalnego na danym
zakresie pomiarowym btedu pomiaru AX,, do zakresu pomiarowego Z (patrz rozdzial
2.3.2).

Niepewno$¢ pomiaru wykonanego miernikiem cyfrowym sklada si¢ znie-
pewnos$ci przetwarzania ukladu analogowego oraz niepewno$ci dyskretyzacji
(patrz rozdzial 2.3.3.).



Jezeli wielkos$¢ fizyczna nie jest mierzona bezposrednio, lecz wymaga zmierzenia

kilku wielkosci fizycznych Xy, X5, ... , Xp, Z ktérymi jest powiagzana zalezno$cia (2.66)
Y= g(Xl, Xz, ,Xn)

to taki pomiar nazywamy ztozonym.

Wielkosci Xg, Xo, ... , X, nazywamy wielko$ciami wejsciowymi, natomiast Y nazy-
wamy wielko$cia wyjSciowg.

Warto$¢ wielkosci Y mozna ocenié na wiele sposobdw. Jednym z tych sposobow jest
przyjecie za ocen¢ wielkosci Y wartosci (2.67)

y=9(%, %100, ),
gdzie: Xi oznaczaja $rednie wartosci wejsciowych wielkosci fizycznych mierzonych

bezpasrednio. Za ocene wartosci wielkosci Y mozna réwniez przyjac (2.68)

_:%g)/k *)

gdzie: yx oznacza wartosci wielko$ci wyjsciowej Y obliczone na podstawie wynikéw po-
miaréw wielko$ci wejsciowych uzyskanych w skonczonej serii ztozonej z k pomiaréw.

Jezeli wielko$ci X, X,,...X, sa nieskorelowane, to zlozong niepewno$é stan-
dardowa U, oceny (*) wyznacza si¢ na podstawie wzoru (2.71)

o= 26y By - [RE 6

W przypadku, gdy wielkos¢ wyjsciowa jest iloczynem poteg wielkosci wejsciowych,
to pochodne czastkowe wystepujace w rownaniu (**) najlatwiej obliczy¢ stosujac
metode pochodnej logarytmiczngj (rozdziaty 2.6.1.12.6.2.1.).

Jezeli wielko$ci wejsciowe sa skorelowane (patrz rozdziat 2.6.2.), to zlozong nie-
pewnosé standardowa obliczamy korzystajac z rownania (2.78).

Zlozong niepewno$é standardowg wielko$ci zar6wno skorelowanych jak i nie-
skorelowanych mozna oszacowaé metodg rézniczki zupelnej (2.80) (rozdziat 2.6.2.1.)

N+ 9, L
1 2 dxn

u, = + +..+

W powyzszym réwnaniu g / 0”’)(n oznacza pochodne czastkowe funkcji g wielu zmien-
nych w punkcie X, Xa,... X, Natomiast u, jest niepewnoscia oceny wielkosci fizycznej X,.

W wielu przypadkach zwigzek migdzy wielko$cia wyj$ciowa Y i wielkosciami wej-
sciowymi Xq, Xs,...X, jest dany zaleznoscia Y = g(Xl,XZ,...,Xn,Bl,BZ,...,,Bl),
ktora znamy z dokltadnoscia do parametréw 3 11 B PRI ﬁ| , ktore oceniamy metoda
regregi (rozdziat 4).
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