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WSTEP

J. G, Kemeny w swojej pracy Eli] napisal: "Nauka rozwigzala
problem odpowiecdniego jezyka. Znalazta ona jezyk doskonale
precyzyjny i dosé bogaty aby sprostaé wszystkim jej problemomn.

Jezykiem tym jest matematyka".

Formulowanie probleméw ekonomii w matematycznej postaci odby-
wa sie najczesciej za poérednictwem ekonometrii, ktéra wykorzystu-
je w swoich badaniach glbéwnie statystyke matewatyczna 1 algebre

liniowsg,

Nasterujsce wzgledy pozwalajg sprowadzi¢ zasadnicze problemy
ekonometrii do przestrzeni liniowych. Cechy obicktéw ekonomicznych
2 racji wielu wPlywajchch na nie ezynnikéw niezdeterminowanych
maja charakter losowy, traktuje sie je przeto jako zmienne loso-
we, a Jjak wiadomo - dostatecznie obszerna klasa zmiennych loso-
wych  tworzy pewien +typ przestrzeni liniowej. Inng przyczynsg
pozwalajacq ograniczy¢ metody matematyczne stosowane v ekono-
metrii do przestrzeni liniowych jest fakt, ze zmienne losowe —=
cechy obiektéw ekonouicznych sa najczesSciej dane Jjako ciggi
liczb bedacych ich realizacjami, Ciggi te mozna réwniez traktowaé

jako elementy pewnej przestrzeni linioweéj.

Wybdér metod przestrzeni liniowych nie przesgdza indeterministyc:

nego charakteru zjawisk ekonomicznych, Zawsze bowiem mozna uznaé,
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ze przestrzen, w ktérej cechy sg reprezentowane przez wektory,
jest po prostu skoniczenie wymiarowg przestrzenig liniowg,

nie zakladajac probabilistycznego "rodowodu" tych wektorédw.

Ograniczenie sie do metod prze strzeni liniowych implikuje

skoncentrowanie uwagl na prostych zaleznosciach liniowych.

Postepowsnie to daje sie¢ uzasadnié pragmatycznie. Takie modelowa-
nie zagadnieh ekonomicznych pozwala na latwe wycigganie wnioskoéw
ich dotyczacych. Powstaje Jjednak wtedy problem adekwatnosci

tego prostego aparatu formalnego do rzeczywistosci ekonowmicznej.
‘Jako argumentu za nim przemawiajacego mozna by uzyé zasady

W. Ockhama1/, gloszgcej unikanie niepotrzebnego komplikowania

i mnozenia bytéw wyjasniajacych fakty empiryczne. Ponadto znany
jest poglad A. Einsteinag/, ktéry twierdzit, 2ze Stwérca nie

négt pomingé okazji uczynienia,prostymi ziiigzkow wystepujacych

w rzeczywistosci.

Tematyka pracy wigze sie Scisle z badaniami prowadzonymi

w Instytuciv iietod Hachuuku kkufpuiczuegu WSE We Wroclawii.
Realizacja podjetego tematu ma nastepujgcy przebieg. W pierwszym
etapie /rozdziaty I, II, III/ zostala przedstawiona teoria
przestréeni liniowych ze szczegbdlnym uvzglednieniem tak zwanej
przestrzeni Hilberta. W przestrzeni tej zdefiniowane zostaity
zasadnicze pojecia statystyki matematycznej uzywane w ekonometrii
1 zbadane glbéwne wtasnosci ich charakterystyk. Tym samym, pojeciom
owym zostala dana interpretacja geghetryczna. Umozliwito to

uproszczenie dowodéw znanych twierdzen i osiaggniecie wielu nowych

1/ Porévnaj: w. TatarkiewiczE5€].
2/ Poréwnaj: J.G. Kemeny P.,i_]
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wynikéw dotyczacych waznych probleméw ekonometrii, przy czym
niektére z nich sg nowymi spostrzezeniami w teorii przestrzeni
Hilberta, ale formutuje sie¢ je czesto w jezyku pojeé statystyki
matematycznej aby ulatwié wyciggniecie wnioskéw istotnych

W ekonometrii. Przedstawione w trzech pierwszych rozdziatach
wyniki zostaly wykorzystane v rozdziale V, w ktérym oméwiony
zostal problem zaleznosci liniowej miedzy cechami obiektédw
ekonomicznych i zaproponowany sposéb wyboru cech do modelu
liniowego, uwzgledniajgcy miedzy innymi nierozwazany dotad

w literaturze problem ich niezmienniczosci.

Inne zastosovwanie przestrzeni liniowych obejmuje prezentowvang
w rozdziale IV metode wyboru cech najlepiej charakteryzujacych
obiekty ekononiczne. W metodzie tej eliminowane sg cechy
powtarzajace informacje i cechy, ktére stabo separujg obiekty,

co réwniez nie bylo dotychczas uwzgledniane.

Kontynuacja rozwazan rozdzialu IV jest rozdziat VI, Wybierajac
bowiem cechy najleplej charakteryzujgce obiekty ustalamy

W pewnym sensie "optymalng" przestrzen liniowg, w ktérej z kolei
obiekty sa reprezentowane Jjako wektory. Takie odwzorowanie zbio-
ru obiektéw pozwala na badanie relacji miedzy nimi, np.: wybédr
obiektu najlepszego - wzorca, jak réwniez wybdér podzbiorédw
obiektéw do siebie podobnych, co ma zastosowanie miedzy innymi

W programowaniu matematycznym. Rodzial VI poza oméwrieniem
znanych i nowycn rezultatéw dotyczacychn vispomnianych relacji,
zawlera nowe propozycje ich zastosowan do rozwigzywania zagadnieh

poJawiajacych sie w eaktualnie prowadzone] polityce gospodarczej.
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Ponadto w rozdziale tym jest przedstawiony problem wzajemnych
zwigzkéw przestrzeni cech i przestrzenl obiektéw, a takze

zwigzek taksonomii ze statystyks, umozliwiajgcy wykorzystanie
metod pierwszej w zagadnieniech dotyczacych cech - zmiennych

losowych.

Niektibére 2z poruszonych w pracy probleméw zostaly zbyt
lapidarnie potraktowane. Wymagaja one odrebnego opracowania
i s3 przedmiotem aktualnie prowadzonych przez autora uporczywych
badan. Innego rodzaju trudnosci, ktére napotkal autor sg natury
redakcyjreJ: w oznaczeniach nie udalo sie¢ unikngé nieckonsgkwen-—
cji spowodowanych najczesciej rozbieznosSciami tradycji ponujacych
w teorii przestrzeni liniowych i w ckonometrii - dotyczy to

zhtaszcza oznaczania zmiennych losowych i ich realizacji.



Rozdziat I
DEFINICJE I TWIERDZENIA PODSTAWOWE

W rozdziale tym przedstawimy definicje poje¢ i twierdzenia
dotyczace rachunku prawdopodobienstwa, algebry 1iniowej

i przestrzeni Hilberta, z ktérych bedziemy korzystali w pracy.

Tylko nieliczne z przytoczonych faktéw sg mniej znane.
Znalazly sie¢ jednak tutaj aby utatwié czytanie pracy; ponadto
zdarza si¢, 2e w sforimulowaniu nawet popularnych pojeé wystepu-—
ja w literaturze pewne rozbieznoéci co stwarza koniecznosé
podania ich w takiej postaci w Jjakie] bedg uzywane w ciggu
dalszym niniejszego tekstu. Liczne powolania i odnoéniki

pozwalaja znaleié sformulowania i dowody cytowanych twierdzen.

§ 1. Rachunsk prawdopodobiehnstwa i statystyka.

Niech<Q. ;3,; P) oznacza przestrzeia probabilistyczna,
gdzie

&fl -~ zbidér zdarzen elementarnych,
ééV - zbidér zdarzehn losowych,
P - prawdopodobienstwo.

/1/ Definicja

Zmienry'losowg o wartosciach rzeczywistych nazywamy funkcje



x rzeczywista taka, ze dla kazdego rzeczywistego t zbiory
postaci

nalezg do éﬁV

/2/ Definicja

Méwimy, Ze pewna wiasnosé zachodzi prawie wszedzie, gdy
prawdopodobiehnstwo zdarzenia losowego, dla ktérego wiasnosé
ta nie zachodzi, jest rdéwne zero.

Na przykiad, jesli dwie zmienne losowe s3 sobie rdéwne, znaczy
to tyle, Ze_prawdogodobieﬁstwo zdarzenia losowego, na ktérym

funkcje te przyjauja rézne wartosci jest roévne zero. Wszystkie
relacje migdzy zmiennymi losowymi i wiasnosci zmiennych loso-
wych nalezy rozumieé jako zachodzace prawie wszedzie. W ciggu

dalszym pracy nie bedzieuwy tego faktu odnotowywali.

/3/ Twierdzenie

Jesli funkcje x 1 j sg zmiennymi losowymi, to zmiennymi

losowymi sg réwniez funkcje:

x + a, ax + by, x| i xy,

gdzie a ‘1'b sg liczbaui rzeczywistymi.
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Jesli ponadto ¥ # O /prawie. wszedzie/, to X  jest rowniez

e

zmienng losowa.

Dow6éd /3/ mozna znaleié np. w pracy S. Zubrzyckj.ESSJ, str. 104
i dalsze.

/4/ Definicja

Statystyka nazywawy zmienng losowg bgdgcg funkcja taczney

zmiennej losowe] /wektora losowego/

“Fqu....,xn),

/5/ Definicja
Cisg zmienn&ch losowych {xnl jest zbiezny wediug prawdopodo-

bienstwa /inaczej stochastycznie zbiezny/ do zmiennqjlosowej X,

jesli dla kazdego & » O

P (an - x| Yy F_i)—-;o PTrzy D—=s oo,
Pisze sie wtedy
/6/ X =P - 1lin X

/7/ Definicja

Rozkladem prawdopodobienstwa /dystrybuanta/ zmiennej loso-
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wej x pazywamy funkcje¢
F(t) = P(x € t).

/8/ Definicja

Wartoscia oczekiwang dowolnej funkcji f(x) zmiennej loso-

wej X nazywamy

Effx) = f(t) aF (t).

/9/ Detinicja

Bacznym rozkladem prawdopodobienstwa /dystrybuanty taczng/

skonczonego zbioru zaiennych losowych XgseeesX nazywamy

n
funkc je

F(t1,...’tn) = P(Xqé t,],...,xné tn)

/10/ Pefinicja

VWartoscia oczekiwang dowolnej funkcji f(xq,...,xﬁ) z2nien-
nych losowych Xqseee X, DAZYWaLY

(=] o

E(fly,0000x)) = £(bqpeeerty) @ (tgy000,t)
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/11/ Definicja
YWarunkowg wartoscig oczekiwana zmiennej losowej x pod

warunkiem, %Ze znienne losowe XgyeeesXy przyjmg odpowiednio

wartosci tq,...,tn nazywamy zmienng losowa

‘?(t1,...,tn) = E(x/lx,l,...,xnl) = E(x/x,I = bygeeerXy = 5)

/12/ Definicja

Macierzg kowariancjl zmiennych losowych Xq9ee+yX, DBZyWA~

n
my maciersz

Q (x,],...,xn) = (cij) ,

gdzie

/13/ Definicja

Zmienne losowe xi,xj nazywaja sie nieskorelowane, Jjesli

E(zixj) = E(x) Eb{j) .



/14/ Definicja
Zmienne losowe xi,xj sg niezalezne stochastycznie, jesli
F(xi,xj) = F(x) F(xa.),

tzn. t3czny rozktad prawdopodobiehstwa zaiemnnych xi,xj

jest réwny iloczynowi rozkiadéw zmiennych Xy i xj.

/15/ Twierdzenie

Zmienns xi,xd sa nieskorelovane wtedy i tylko wtedy, gdy

@ov (xi ,X;j) = 0.

/16/ Twierdzenie

Je511 zinienne losowe sa niezalezne stochastycznie, to sg

nieskorelovane.

Twierdzenie odwrotne zachodzi tylke w przypadku, gdy zmien-

ne X,, x;j maja rozklady normalne.

/17/-Definicja

Wariancja zmiennej losowej X nazywamy wyrazenie:

6 (x) = Var(x) = E(x - E(x)) 2,
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§ 2. Przestrzeh liniowa,

/18/ Definicja

Przestrzenig liniowg L nad cilatem C nazywa sig zbiér,
ktérego elementy nazywene sg wektorami, dla ktérych okresSlone
sq nastepujace dzialania{ dodawanie i mnozenie przez elementy

clata C,speiniajgce warunki

dla x,y,2 nalezacych do przestrzeni liniowej L i a,b,c

naieiqcych do ciata C

X+y=3+X X+ +z=x+ (3+2)
alXx + §) = ax + ay (a + D)x = ax + bx
a(bx) = (ab)x 1 ¢ x="x

JeSlix +y=x+2 0oy = z.

Iloczyn O * x jest réwny dla kazdego x temu samemu elementowi
0, ktéry nazywa sie wektcrem zerowym.
Symbolem =X oznacza sie iloczyn -1 x. Réznice x - y definiu-

je sie nastepujgco:
5 x-3=x+ (-7).
/19/ Definicja

Elementy xq,...,xn_przestrzéni liniowej nazysaja si¢ linio-



-Wwo, niezalene,jesll z roéwmnosci

84Xq + 8oX5 + eee + A X, = e,

.gdzie 8 9e0ey8

n nalezg do ciata C,wynika ze

2 2 _
8y + eee + @y = O.
Mozna latwo dowilesé, ze zbibér wszystkich kombinacji linio-
wych dowolnego zbioru wektoré/w jest przestrzenig liniowg,

a stad

/20/ Definicja

Przestrzeniq liniowg M generowana przez uklad wektorow
Xq9eeeyX, Nazywa sie 2zbidér wszystkich kombinacji liniowych

tych wektoré4w i oznacza sig
M = [x,]'.oo’:[.n].
/21/ Definicja

Bazg przestrzeni liniowejunaZywa sie taki uklad wektoréw

liniowo niezaleznych, ktéry generuje catg przestrzeﬁth'

/22/ Definicja

Wyriarem przestrzeni liniowej nazywa sie woc 2zbioru vektc-



row tworzacych baze.

Jesli baza sklada sie ze skuiczonej liczby wektoréw, o
wymiar przestrzeni jest réwny po prostu ich ilosci. Wymiar

przestrzeni I oznacza sie przez dim L.

/23/ Definicja

Przeksztaiceniem liniowym nazywa sie takg funkcje f, ktoéra
odWzorowuje przestrzen liniowg L w siebie (f 3 L—’L) i ponadto
f(xa + by) = af(x) + bE(y) ,

gdzie x, y € L, a,b € C.

Mozna wykazaé, ze dla kazdego przeksztaicenia liniowego f

istnieje maciérz A taka, ze
ka) = Ax.

Latwo sprawdzié, ze kazda .macierz A okresla przeksztalce-

nie liniowe f przez powyzszg tozsamosé.

/24/ Definicja

“a

!

.Funkcjonatem liniowym nazywamy funkcje f : L—C taks,
ze’

fax + by) = af(x) + bE(y) .
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/25/ Definicja

Wartoécia wiasng przeksztaicenia liniowego f /macierzy
odpowiadajacej temu przeksztalceniu/ mazywamy taki skalar a,

dla ktérego

f(x) = ax (x € L),

lub co na jedno wychodzi

Ax

B

przy czym wektor x nazywa sie wektorem wlasnym.

Zachodzi nastepujgce twierdzenie

/26/ Twierdzenie

Skalar a jest wartoscig wilasng macierzy A wtedy i tylko wtedy,

gdy a jest pierwiastkiem réwnania

det (4 - aI) = O,

gdzie I oznacza maclerz jednostkowg.
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§ 3. Przestrzen Hilberta

W niniejszej pracy bedziemy rozpatrywali tylko przestrzenie

nad ¢ciatem liczb rzeczywistych R.

/27/ Definicja

Iloczynem skalarnym (x|y) wektoréw x,y, nalezacych do
przestrzeni liniowej L nad cialem R,nazywamy funkcje o wartos-
ciachw.R okreslong na iloczynie kartezjanskim L¥L, ktéra ma

nastepujgce wlasnosci:

1. &Iy) = (yix),
2. (e&x + bylz) = a(xiz) + b (y12),
gdzie a, b € R.
3. x\x) » 0,
przy czym réwnosé ma miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy

x=00

/28/ Definicja

Przestrzenig unitarng nazywacy przestrzeh liniowg z iloczy-

nem skalarnym.

/29/ Definicja

Wektory x, y nazywaja sie ortogonalne, jesli

xly) = o,
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co zapisuje sie:
xdy.
/30/ Definicja

Zbiér wektoréwixq,...,xni nszywa sie ortogonalny, jesli

xi.\. xy dla i,3 = 1,4.4,n, 1 £ J.

Uwaga

Jezell zbiértxq,...,xn} Jjest ortégonalny 1 nie zawiera
wektora zerowego to Jjest on liniowo niezalezny.

Twierdzenie odvirotne nie jest prawdziwe,
/31/ Definicija

Wektor y jest ortogonalny do zbioru {xq,...,xn&, jesli
y -L Xi dla i = 1,...,11.

Uvagsa

Jeosli (xly): O dla kazdego y, to x = 6, poniewaz wtedy
jest réwniez Qxlx) = 0, co wobec wlasnosci iloczynu skalarnego
implikuje xz = B.

Za pomocg iloczynu skalarnego mozna wprowadzié tzw. noriae

wektora. Pojecie to jest uogbdinieniew dlugodci wektora.
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/32/ Definicja

Norme - || x|| wektora x okresla réwnosé
=l = Vixix)

Z wlasnoscl iloczynu skalarnego wynikajq nastépujace wiasnosci

normy:

Ixll » o;  Jlaxl =]al Izl ;
hx 3l =l + W3l

| (x1y)) € =1l 1 3,

rrzy czym rédwnosé zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy x = ay,
lub X = 00

/33/ Lemat

Jesli x 1 y, to
lx+ gl 2 =IIX||2 +lyll@

TreScig tego lematu jest fakt, Ze w przestrzeni unitarnej
jest prawdziwe twierdzenie Pitagorasa. To miedzy innymi pozwa-
la na wykorzystywanie w rozwazaniach dotyczacych przestrzeni

unitarnych analogil geoumetrycznych.

W przestrzeni unitarnej mozna, za pomoca dot3d wprowadzo-
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nych pojeé, zdefiniowaé kat i odlegiosé miedzy wektorami.

/54/ Definicja

Cosinus kgta miedzy wektorami x # ®© 1 y # © okresla sie

za pomocg réwnosci:

_ vy
cosd = TITIFT °

gdzie o, nazywa sie katem miedzy wektorami x i y (ob =4 (x,;y))

/35/ Definicja

Odlegtoscig miedzy wektorami x i y nazywa sie funkcje

d : IXI—R ‘okreé'lonq réwnoscia
dle,y) = lx -yl .

Z wtasnoscli normy wynikajag nastepujgce wiasnosci odlegloscis

1. dx,y) » O,

przy czym roéwnosé ma mie jsce wtedy i tylko wtedy, gdy x = y.
2, dlx,y) = 4F,x),
3. dx, 7)€ da(y,2z) + dx,2).

-t tez
Funkcje d speiniajacg warunki 1, 213 nszywa sieg 'inﬁtry}:q.
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/36/ Lemat
hx - yi 2. X li 24 iyt 2.2 Il ¥l cosy (x,3).

Za pomocg pojecia metryki mozna zdefiniowaé zbieznosé ciggu

elementdw przestrzeni unitarnej.

/37/ Definicja

*Ciag (xﬁ) jest zbiezny d@ pewnego elementu x, Jjesli dla

kazdego ?_ > O istnieje takie n

0? ze dla n » n,

a (xn,x)< ¢ .
/38/ Definicja

Podzbidr A przestrzeni unitarnej jest domkniety, jesli
kazdy ciag zbiezny elementéw A ma granice nalezgca do zbioru A.

/39/ Definicja

Funkcja £ I—*R Jjest ciagia w punkcie x, jesli dla kazdego

£ 0 istnieje takie n > 0, ze z nieréwnosci

d(xn,x)< n,

wynik::
Ifug - £x)|< ¢
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/397/ Lemat

Funkcja f jest ciggia wtedy i tylko wtedy, gdy = X ——X

wynika, Ze

/40/ Lemat

Iloczyn skalarny jest funkcjg ciagla, tzn. jesli
x—x 1y;—*y, to (xn}yn)———»(xly).
/41/ Definic ja

Ciqg(xn)spelnia warunek Cauchy’ego, jes$li dla kazdego

¢ > O istnieje takie k, ze dla n ,m > k,
a(x x ) <¢.
By’ T
/42/ Definicja

Przestrzen nazywa Sie zupeina, jesli z tego, Ze ciag (xn)

spplnia warunek Cauchy’ego wynika, ze ciag (xn) jest zbiezny.

/42/ Definicja

Przestrzenig Hilberta nazywa sie przestrzeh unitarng zupeing
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w sensie metrykil
dCx,y) = |lx - yﬂ ,

gdzie norma jest okreSlona za pomocg iloczynu skalarnego, jak

w definicji /32/.

Przytoczymy teraz pewne twierdzenia i definicje dotyczace
przestrzeni Hilberta, na ktére bedziemy sie powolywali w ciggu
dalszym pracy. Dowody twierdzehd mozna znalezé np. W pracy

D.’ Luenbergera Blﬁ].
/44/ Definicja

Dopeinieniemortogonalnym podzbioru S przestrzeni unitarnej
nazywa sie zbidr wszystkich wektordéw ortogonalnych do S.

Dopeinienie ortogonalne zbioru S oznacza si¢ przez Sl .

Uwaga

Zbiér S 1

jest podprzestrzenig liniowa. Wynika to stad,
%e suma Wektor6W‘p£68tdbadlych dé S jest prostopadia do S
i iloczyn ax, gdzie x4 S, a € R jest wektorem prostopadiym

do S.
/45/ Definicja

Przestrzen liniowa L Jjest suma prostg dwu podprzestrzeni
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&, , &
K M, jesdlikazdy wektor x- € L m@njednoznaczne przedstawienie
< [N y L e

postaci

X =k + m,

gdzie k € K, m & M, Pisze sie wtedy

L:K@Mo

/46/ Twierdzenie

Jesli M jest domkniets liniowg podprzestrzeniy przestrzeni
Hilberta H, to‘

H=u@ul 1 u- (Ml)l.

/47/ Twierdzenie /klasyczne twierdzenie o rzutowaniu/

Niech H bedzie(pﬁiestrzeniq ﬁfTberta i M domknieta podprzestrz
nig H. Dla kaz2dego wektora x € H istnieje jedyny wektor moé H
taki, 2e o

“ X - m0" $ nx - mu dla kazdego m EM.

Ponadto: m, jest Jjeaynym minimalizujacym wektorem wtedy

i tylko wtedy, gdy =x = m, Jjest ortogonalny do M.

Jesli podprzestrzen M & H jest generowana przez zbiér
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wektordw {xq,...,xni liniowo niezalezny,to

(y—molxj)=0 dlaj=1,o.o,n
i
<n.
/487°/ o, = Z a85%4
i=1
stad

co mozna zapisaé

Gz (ool a| |6l
/48/ : = ’
(x,] ‘ Xn} xn\ xﬁ\) %n (y l xn)

stad ay Wyznacza sie z wzoru

’aqﬁ (y\xd)
/u8°/ | . S CAF)
a, (v1x,)
- i ]
JesSli {xil s3 zortonormalizowane, tzn “xin =1 i txii

jest zbiorem ortogonalnym, to a; = (ylxi)
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Twierdzenie /47/ daje jednoznaczne rozwigzanie problemu
aproksymacji liniowej, ma przeto zastosowanie np. w metodzie
najmniejszych kwadratéw. W naszych rozwazaniach bedziemy sie
na nie czesto powolywali, miedzy innymi przy wyborze zmiennych

objasniajacych.

Twierdzenie /47/ nie jest prawdziwe w dowolnej przestrzeni
unitarnej. Tak wiec przestrzen Hilberta jest minimalnym aparatem
formalnym koniecznym do <formutowania i rozwigzywamawielu

probleméw ekonometrii.
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§ 4, Przyklady przestrzeni Hilberta.

/49/ Przyktad

Najbardzie]j znanym przyktadem przestrzeni Hilberta Jest
przestrzen suklidesowa ED. Wektorami tej przestrzeni sg
n-elementowe ciggi liczb rzeczywistych. Dzlatania na nich

okresla sie¢ nastepujaco:
"(&1’32”“'an) + (b,' ’b.2""’bn) = (a1+b1,a.2+b2,...,an+bn) ;
d,(a1’a2,ooo,an)=(°La,;d,d/,a‘z"ooo,da.n) 9 ole R,

$loc zyn skalarny wektorow

X = (a,],...,an), y = (b’l""'bn)
(xly) = a4by + 8Dy + 4.0 + A D .

Stad norma wektora 1 odleglosé miedzy wektorami, okreflone
przez lloczyn skalarny, sg postaci:
n
2
|\X||= Z:l] 84

i=

n

d(x,y) = Z_;; (a.l“‘- bi)'a.

i=
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Latwo sprawdzié, ze tak okreslone dziatania, norma i odlegiosé
spelniaj§ wczeéniej wymianione wiasnosci tych pojed, ponadto

z analizy matematycznej wiadomo, e ER jest w sensie przyjete]
metryki zupezina. Tak wiec przestrzen euklidesowa R Jest

modelem przestrzeni Hilberta.

/50/ Przykiad

Sformutujmy teraz wazny dla dalszego ciagu pracy przykiad

przestrzeni Hilberta zmiennych losowych 3;.

Niech x,y,... oO2naczajg zmienne losowe o wartosciach

rzeczywistych takis, zZe
Elxll<oe  , EiylZoo,...
gdzie E(x) oznacza wartosé oczekiwang zmiennej x.
Zbibr takich zmiennych losowych z dodawaniem i mnozeniem

rrzez liczby rzeczywiste okreSlonymi w zwykiy sposéb, iloczy-

nem skalarnym danym réwnoscig
(xly) = Exy

jest przestrzenig Hilberta /por. nps, M. Loeve[?ﬁl./

Norue w teJ przestrzeni okresSla sie nastepujaco:

| 1
Il = (B1x12) 2
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/51/ Definicja
Odlegto$é 4 zmiennych losowych x,y okreSlamy Jjako
2
a@y) = Bl - 312)2 = lx - 5l

Z powyzszych definicji i zwig®sku niezaleznoéci liniowe]

z ortogonalnoscig wektordéw wynika
/52/ Lemat

Jesli zmienne losowe x,y sg nieskorelowsne to sg niezalezne

liniowo,

/53/ Lemat

Je$Sli zmienne losowe x,y maja rozklady normalne to z réwnos-

ci

(xly)=0
Wwynika, ze x i y s3 nieskorelowane.
/54/ Przykiad

O zhiennych losowych rozpatrywanych w przyktadzie /50/

mozna wykazaé, korzystajac z nieré6wnosci Cauchy’ego, Ze maja
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one rdéwniez skonczone wartosci oczekiwane.

Rozwaziny 2zbiér zmiennych losowych scentrowanych ich wartos-

cismi oczekiwanymi, tzn. zmiennych postaci
* f)
X =X = :E& 3

Dla prostoty zapisu, zmienne scentrowane bgdg oznaczone prizez

X,FyeeeeDla takich zmiennych
@) = Ho),

a wigc 1loczyn skalarny jest kowariancjg. Norma natomiast

jest odchyleniem standardowym wobec réwnoscl
2 (o
“X“ ‘= (E'x‘2) =-\l Var(x) = G(X).
Odelegtosé miedzy zmiennymi x, y okreéla formula:
5 1
ax,y) = (Elx—yl )‘2 .
/55/ Przykiad
'Modal rozpatrywany w przykiadzie /50/ mozZna uogbdlnié

rozpatrujac przestrzen wektorow, ktérych skladowe sa zmibnnymi

losovwymi.
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/56/ Definic._ja

n-wymiarowym wektorem losowym nazywa sie n-elementowy

cigg zmiennych losowych

przy czym
E [xxI2< o0 dla X — li»ee
Przestrzen Hilberta H™ wektorow losowych mozna otrzymac
z danego zbioru wektoréw losowych w pewnym stopniu analogicznie
jak w przyktadzie /50/. Wektory losowe dodaje sie 1 mnozy

przez skalar tak jak wektory przestrzeni En. Iloczyn skalarny

definiuje sie
(xly) = E

gdzie x jest wektorem losowym o sk#adowych x, a y = (y™,... ),
/ z nierdéwnosci Cauchy*ego wynika”™ze réwniez E

Wygodng postacig definicji i1loczynu skalarnego jest zapis:

(xly) = *£y'],

przy czym y" oznacza wektor y transponowany
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Wprowadzajgc pojecie Sladu macierzy

n

/5'7‘/T Tr(A). = Z‘ 849

i=1

gdzie A Jest macierza kwadratowa o elementach a.

ij?

iloczyn skalarny wektoréw x,y mozna zapisaé:

(xly) = Tr(E (x'y)) .
Norma wektora x ma wtedy postaé:

1

ixll = (Tr(E(x‘:c))2 .

a odleglosé 4 migdzy x 1 y wyraza sie wzorem

d(xay) =“x - 7" .
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§ 5. Niektére wlasnoscl macierzy, macierze i wyznaczniki

Grama, formy kwadratowe,

W paragrafie tym zostana sformulowane pewne specjalne
twierdzenia i definicje dotyczace macierzy, wyznacznikéw
i form kwadratowych, ktére zostang wykorzystane w dalszych

rozwazaniach,

/58/ Definicje

Rzedem macierzy A nazywamy maksymalng iloéé liniowo niezalez-

nych kolumn /wierszy/ tej macierzy.

/59/ Twierdzenie

Rzad macierzy A’ jest réwny rzedowi maclerzy A.

/60/ Definicja
Minorem gléwnym macierzy kwadratowe] A nazywamy minor
powstaly przez skreslenie w macierzy A wierszy i kolumn

o tych samych wskaznikach.

/61/ Twierdzenie

Rzad mpacierzy symetrycznej jest réuny najwyzszemu ze stopni
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jej minoréw gtowryeh réznych od zera.

Dowdd tego twierdzenia jest np. w; A. Mostowski 1 M. Stark
/62/ Twierdzenie

Niech M rézne od zera bedzie minorem géwnym stopnia r
macierzy symatrycznej A. Niech wszystkie minory g#owne
powstajace z M przez dodanie jJednego wiersza i1 kolumny,
jak réwniez minory gtbéwne powstajagce z M przez dodanie dwdch
wigrszy i kolumn bedag réwne zero* Wéwczas zachodzi rownosc

rzad A = r.

Twierdzenie to jest udowodnione np. wjA. Mostowski i M. Stark |Z9]

/63/ Definicja

Macierzg Grama G ¢ ,... ,x) nazywany macierz = (ai3) .
przy czym
aij = o
gdzie xltxj a ,J =1,...,n) sag wektorami przestrzeni unitarnej.

Wobec symetrii i1loczymu skalarnego macierz Grama jest macie-

rzg symetryczng.

Macierz Grama wykorzystamy do wyznaczenia wspoétczynnikdéw
rzutu prostopadtego mQ wektora y. Wzoér /48°/ mozna mianowicie

zapisa¢ w postaci:
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- a1"‘ "(ylx'])"
/64/ G =
| ®n | __(ylxn) |
stad
.a,ﬂ r{y\x,])
° = (G7) -'] L) °
a, (;;lxn)
- .

/65/ Definicja

Wyznacznikiem Grama g(x,l geoe ,xn) nazywamy wyznacznik macierszy

Grama

g(x,]’oo.’xn) - det G(X1,...,Xn).

/66/ Twierdzenie

Wyznacznik Grama g(x,l,...,xn) jest rétny od zera wtedy

i tylko wtedy, gdy wektory XqseeesX, 88 liniowo niezalezhe.

Dowdd tego twierdzenia jest np. w pracy D. Luenbergera [2,6] .
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/67/ Twierdzenie

Wymiar macierzy Grama G(xq,...,xn) jest réwny liczbie

liniowo niezaleznych wektoréw ukladu XqyeoosXpe

Za pomoca wyznacznikéw Grama mozna sformutowaé twierdzenie
dotyczace’odlegloéci wektora nalezgcego do przestrzeni Hilber-
ta H od podprzestrzeni K C H, Twierdzenie to jest uzupeinie-~

niem twierdzenia. /47/ o rzutowaniu.

/68/ Twierdzenie

Niech y € H i dany Jjest uklad liniowo nlezaleznych wektorédw

X 9eeesXy generujacy podprzestrzen K. Oznaczmy przez 4
odlegloéé wektora y od podprzestrzeni K.
Wtedy
B(Xpgeoe X oY
/69/ 2. B&1 )

B(Xqyeeesx))

Dow6d tego twierdzenia mozna znaleié np. w pracy D. Luenberge-

ra [26] .
.Z rbéwnosci /69/ wynikaja nieréwnosci

gqu,...,xn+1)

770/ _g(xq,...,zn)

2 - . PR,
=d >0 (dlan= 1,2,40s,m=1)
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Ponadto wiadomo, ze
171/ 6y = (x,1xy) > 0.

Z nieréwnosci /70/ i /71/ wynika nastepujaca interpretacja

wyznacznika Grama.

/72/ Twierdzenie

*Wyznacznik Grama gﬁx1,...,xn) jest kwadratem objetosci
réwnolegioscianu rozpietego na wektorach XqpecesXpe

Dowdd

Oznaczmy

gn = g(x,l,...,xn) 9. (n = 1,.00,(11-']).

2 /70/ i /71/ otrzynujemy

”X,]“ = v']

3] ¥l

I
<
=3

/73/
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przy czym te. ostatnig formbte wraz z réwnosciag /73/ mozna
&, v ¢ * .

traktowad -jako definicje indukcyjnd obﬁetoéci n-wymiarowego

réwnolegtoscianu rozpietego na wektorach XqseoesXpe

/74/ Uwaga

Wnioskiem 2z interpretacji geometrycznej wyznacznika Grama
jest fakt, ze jego wartosé nie zalezy od kolejnosci wektordw,

tzn,,

8<x1’o¢.’xn) = g(xa\,/l,ooc’Xd,n)’
gdzie d,1,...,cin jest dowolna permutacjg liczb 1,...,n.

Przytoczymy taraz pewne nieréwnoéci miedzy wyznacznikami

Grama, ktére zostang wykorzystane w ciggu dalszym.

Z faktu, ze dowolny wektor y moz2na rozitozyé na skiadowe:

o i prostopadly don wektor mq,wynika ze

(3'y) =(m, + m1|mql+;__51ﬂ\ = (mlmg) + (mqlmy) y (mqgimy) = @,
co daje

S(x19°'°oxn’7) £ S(xr]’“'oxn) s(y).

a stad

/75/ 8(x1s°°°’xn) $ 8(3(1) 8(x2) coe S(xn) .
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. Nieréwnosé /75/ nazywa sie ﬂieféwnoécia'Hadamarda. Jej sens:

geometryczny jest taki, Ze objetosé dowolnego réwnolegioscianu
jest nie wieksza niz objetosé¢ prostopadloécianu rozpietego
na wektorach o tej samej diugosci. Ogdlniejszg postacia

nieréwnosci /75/ jest tzw. uogdlniona nierdwnosé Hadauardas

/76/ B(Xqyeeesx) & gqu,...,xp) g(xp+1,...,xn) ,

Przy czym réwnosé ma miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy kasdy

z wektordw XgpeeerX jest ortogonalny do kazdego z wektorédw

P
xp+1’... ’xn.

Dowdéd /76/ mozna znalezé np. w:F.R. Gantmacher \_9].

Z uwagi /74/ 1 nieréwnosci /76/ wynika, ze

/77/ S(xqo-"-vxn)< g(xo(,1’°°-’x°¢p) g(xo(,p-‘/l"",xof,é'

/78/ Definicja
Formg kwadratowg nazywamy wyrazenie

n
/79/ XAX’ = Z 83 5%4%3 »

i,

gdzie A jest symetryczng macierzg stopnia n, ktdéra nazywa sie

macierzg formy kwadratowej a x’° jeBt wektorem btransponowanyn



wektora x o n skladowych
X =(x1,...,xn) °

/80/ Defimnicja

Forma kwadratowa xAx’ nazywa sie¢ dodatnio okreS5lona, jesli
dla x # 0

xAx’ ) 0;
ujemnie okreslona, jesli

xA%’ { 0;
nieujemnie okreSlona, jesli

xAx’ ) 03
i niedodatnio okre5lona, jeSli

xix’ { 0.

Ponizsze twierdzenia sg kryteriami pozwalajgcymi ustalié

okreflonosé formy.

/81/ Twierdzenise

Forma kwadratowa /79/ jest dodatnio okre$lona wtedy i tylko
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wtedy, gdy wszystkle minory katowe jej macierzy da dodatnie.
Stad mozna udowodnié, ze jeSli xAx’ > O to i wszystkie minory
gtéwne macierzy A sg dodatnie /por. npeAPMiszina,l.W.Proskuria-

kow [2:7] /e

/83/ Twierdzenie

Forma /79/ jest nieujemnie oh'eélona wtedy 1 tylko wtedy,
gdy wszystkie jej minory giéwne sg nieujemne /por. npiA.P.Miszi-
na il.W.Proskuriakow] 71/.

/84/ Twierdzenie

Forma /79/ jest dodatnio okreslona wtedy i tylko wtedy,

gdy Jjej maclerz A mozna przedstawié w postaci
/85/ A = C’C,

gdzie C jest macierza nieosobliwg stopnia n.

Dowéd /84/ jest mp..w F.,R. Gantmacher LQ ] .

/86/ Twierdzenie

Forma /79/ rzedu r /tzn. rzad A = v/ jest nieujena. wtedy
i tylko wtedy, gdy woina ja przedstawié w postaci /85/,

gdzie C jest macierzg stopnia n rzedu r. Mozna przy tym
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przyjaé, 2e plerwsze 1r wierszy macierzy C sg liniowo

niezale#ng,a pozostale wiersze sg zerowe.

Dow8d tego twierdzenia mozna znaleié w cytowanej Jjuz

pracy £a1].
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Rozdziatk IT:

[
INTERPRETACJA POJE? STATYSTYKI MATEMATYCZNEJ
W PRZESTRZENI HILBERTA

W rozdziale wykorzystamy fakt, Ze 2zmienne losowe o skonczo-
nych wariancjach z odpowiednimi operacjaml sg modelem przestrze-
ni Hilberta. Spostrzezenie to pozwoli nam daé¢ interpretacje
geometryczng pewnych waznych w ekonometrii pojeé statystyki
natematycznej. Stang sie one przez to blizsze intuicji,
co pozwoli tatwlej nimi operowaé: uproscié dowody niektérych
twierdzen, wykorzystaé geometryczne analogie w konstrukcjach
znajdujqcyéh zastosowanie w ekonometrii, dokonaé pewnych
spostrzezen dotyczgcych probleméw ekonometrii a latwo
dajacych sie zauwazyé wtedy, gdy sformuiuje sie Jje w Jjezyku

geometril.
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§ <1.. Wspétczynnik korelacji,

Zatézmy, Ze X,¥,Z,... Oznaczajg zmienne losowe bedace
elementami omawianej w rozdziale I przestrzeni L2, a wiec
o zmiennych losowych tu rozpatrywanych zaktaduwy, 2e“maja

wartoscl oczekiwane réwne zero 1 skonczone wariancje.

W L2 iloczyn skalarny zmiennych x,y okre$Sla sie nastepujaco:

(xl3) = E(x3),

stad norma dowolnej zmiennej x jest okre$lona wzorem

/1/ Ix) = (& 2)% \

a odleglo$é¢ miedzy zmlennymi x,y

a(x,y) =l = - 3.

W ciggu dalszym elementy L2 bedg nazywane wektorami, bgdz
zmiennymi.

Poniewaz zmienne losowe majg wartoSci oczekiwane réwne zero,

kowariancja Jjest iloczynem skalarnym:

/2/ Cov(x,y). = E[Gt -E@) (v - E(y))]= E(xy) = (X\y),

natomiast wariancja dowolnej zmiennej x jest réwna kwadratowi
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Jego dlugp@ci:

/3/ Var(x) = E"(x - E(x)) 2. & (x)2 = "‘x“ 2.

Tak wiec w przestrzeni L2 wariancja zmiennej jest kwadratem
JeJ normy, a stqd odchylenie standardowe zaiennej jest jeJ
dtugoscig, mozna méwié wobec tego, ze zmlenne losowe zestarndary-
.zowane maja diugos¢ roéwna Jjeden.

Z powyzszych réwnosci wspbdiczynnik korelacji r(x,y) miedzy

zmiennymi losowymi x,ycbzwyraza sie wzorem.

= E( = .&ClL)_
4 2(x:7) E{x\“ | E(7l =l iyl

Ostatnie wyraZer}lie /por. rozdziat I, definicja /34// Jest

roéwne cosinusowi kata O( niedzy zmiennyai x 1.y, a wiec

/5/ r(x,y) = cos?! .

Znajdziemy teraz zwigzek wspbiczynnika korelacji r(x,y)
z odlegloscig d[x,y) niedzy zmiennymi losowymi x i y.
Odlegtosé speinia nastepujgce réwnosci:

/6/ da(x-,y) =l x - yll e i<\l e + 1 7| e _ 21 =W Lyl cosO{ ,

gazieXX = z{ (x.y).

1/ Zauwazmy, 2e cosinus moze by¢é uzyty jako miar'a. zaleznosci
dovolnych zmiennych losowych o skonczonych, réznych od zera

warianciach.




Podstawiajac do /6/ réwnosci /4/ i /5/ otrzymujemy twierdze-
nie wyrazajace zaleznosd miedzy wspbélezynnikiem korelacji

a odlegloscig.

/7/ Twierdzenie

-

d(x,y) =\] Var(x) +-Var(y] -2 J*Var(x)V§ar(y)' r(%,y)

Dla zmiennych x,y zestandaryzowanych zaleznosé ta ma postaé

1
a(x,y) =\l.2 - Er(x,y)
‘Wnioski

1. Zmnienne losowe X,y zestandaryzowane s3a zalezne liniowo,
gdy odleglosé miedzy nimi Jjest réwna zero. Wynika to
z roéwnoéci /5/ i /6/ oraz faktu, z2e je$§li wspbdiczynnik
korelacji wmiedzy zmiennyui losowyui Jest réwny Jednosci,

. VN o [
to zoienne te ‘83 zalezne, &

2, Jesli r(x,y) = 0, to zmienne x,y sg ortogonalne, co impliku-
je ich diniowa niezaleznoéé, Wynika to z réwnosci /5/ i /6/

oraz twierdzenia Pitagorasa /por. rozdziat I, leuat /35//.
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§ 2. Macierz wspb6tczynnlkoéw korelacji.

Oznaczmy przez R macierz, ktérej elementami sg wspdiczyn-

niki korelacji mie¢dzy zmiennymi losowyni XgseeesX)

1 r(x, ,xa) (% %)

r(xn,x,l) r(xn,xz) coe 1
L

/8/ R

Zaktadajac, Ze zmienne Xqseoe9X, S3 26 standaryzowane,

co oznacza, 2e przyjmuje@y dodatkowo

/9/ G‘(xi) = Var(xi) =\ xi(l =1,

wobec /2/ i /4/ otrzymujemy

1 (xq | X5 ) (x1 { Xn )T

(xn! x,h (xnlx2> 1

/10/ R

stad maciérz wspdiczynnikoéw korelacji jest macierzg Grama wekto-

TOW Xq9seeyX €Ly, a wiec ma wlasnoéci tej macierzy: jest migdzy
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1/

innymi nieujemnie okreslona . Witasnosé ta charakteryzuje
dokladnie macierz wspéiczynnikédw korelacji. Zachodzi mianowi-

cie nastepujace

/11/ Twierdzenle

Symetryczna uacierz R = (rij) taka, 2e r;; = 1, lrij|~< 1,
(i,j = 1,...,n\)jest macierzg wspdiczynnikéw korelacji wtedy

i tylko wtedy, gdy jest nieujemnie okres$lona.
Dowébdd

Jesli macierz R jest macierzg wspdiczynnikéw korelacji,
to poniewaz moze byé interpretowana Jjako macierz Grama, jest

nieujemnie okreslona.

Je$li natomiast macierz R ma wiasnosSci wymienione w twierdze=
niu to wobec wzoru /10/ moze by¢ rozpatrywana Jjako macierz
kowariancji zmiennych losowych zestandaryzowanych /standaryza-
cja nie zmienia wspdiczynnikéw korelacji/, a syumetryczna
macierz Jest maclerzg kowariancji wtedy i tylko wtedy, gdy
jest nieujemnie okreSlona /por. np.'.S. Zubrzycki[38]sh235/.
Konczy to dowéd .

1/ Poréwnaj np.sF.R. Gantmacher[}g:l S. 228 i dalsze.
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W niektérych przypadkach miedzy elementami dﬁcierzy R
wspdlczynnikéw korelacji zachodza pewne zwig®ki, co jest
trescia nastepujacego twierdzenia /12/.

Niech Rz(g /[x,l yooe ,x,l) = Rz(y/M) oznacza rzut prostopadly1/
wektora y na podprzestrzehA M =[jx1,...,xn] generowang przez

wektory XqreeerXpe

/12/ Twierdzenie

Miedzy wspdiczynnikami korelacji zachodzi ‘réwnosé

Tixk = Tij Tik 1 {3k

wtedy 1 tylko wtedy, gdy

Rz(xk/ﬁc,l,...,xj])= Rz<xk/[-xj]> (1 3y 324000 )

Zaléznmy, ze wektory Xqreee9Xs 53 2Z€ standaryzowane.

J
Niech

Rz (’xk/[x,l,...,xj]> = Rz <xk/ [xj]) = Ty,

17 Poréwnaj rozdziatr I, twierdzenie /47/.
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przy czym ostatnia réwnosé ma miejsce wobec /5/.

Stad

X, - rjkxj,J_ X5 dla 1 ¢ j ,(~z twierdzenia /47/)
a wiec
i 2z wlasnosci lloczynu skalarnego otrzymujemy
(xk\xi\ - rjk(xj‘xi) = 0,
co wobec przyjetych oznaczen mozna zapisaé
Tix = Tij Tk°

Na odwrét, jesli ta ostatnia réwnosé jest speiniona, to dla

kazdego i < j

rjk(xj\xi) =(xk‘xi) '
a stad wynika, ze

Xk - r,jk XJ. j—xi

co implikuje /wobec Jednoznacznoéci rzutu prostopadtego/
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Tsp X§ = Rz (x_k/ [xi]) = Rz (xk/fx,] ,,...,xa-]>

i1 tym samym twierdzenie zostato udowodnions.

Wazne z punktu widzenia konstrukcji przykiaddédw i numerycznych
eksperymentéw dotyczacych np. wyboru zmiennych do modelu,
jest nastepujace zagadnienie: jak majac zadana maclerz wsp6l-
czynnikéw korelacji wyznaczyé wektory realizacji zmiennych
losowych realizujgce te maclerz ?. Odpowiedz na to pytanie

daje

/13/ Twierdzenie

Jesli macierz R stopnia p jest nieujemnie okreslona to

mozna Jjg przedstawié w postaci iloczynu
R=C’C,

gdzle C jest macierzg tréjkatng gbérng stopnia p.

Dow6d twierdzenia i wzory na elementy macierzy C mozna
znalezé¢ np. w pracy:F.R. Gantmachefig:]s. 228 1 dalsze. VWobec
twierdzenia /11/ niniejszego rozdzialu szukanymi wektorami

reélizacji zmiennych losowych sa kolumny macierzy C.

Réwniei'ze wzgledu na eksperymenty zwigzane z wyborem zmien-

nych do modelu,wazna jest mozliwos¢é realizacji macierzy wspdi-
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czynnikéw korelacji o samych réwnych elementach, tzn. macierzy}

w ktérej r . = a dla i # j. Macierz taka jest nieujemnie

iJj
okreslona dla dowolnego O £ a £ 1. Wynika to z réwnoéciq/

:1 aj-

1
/14/ det R =det 2 2 = (1 - a)n"'/l [(n - ’I) a+ ﬂ

1

°° .

gdzie n oznacza stopien macierzy R.

/15/ Lemat

Jesli -1<£ a {0, to macierz R jest nieujemnie okreslona

N
tylko dla
1
n$1-5.
Dowdd

Aby macierz R byla nieujemnie okresSlona musi byé speilniona

nierdownosé

(a-1)a+13>o0,

co konczy dowdd lematu.

1/ Portwnajiz. Hellwig [14]s. 234.

2/ Pordwnaj rozdziat I, twierdzenie /83/.
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W powyzszych rozwazaniach abstrahobalismy od wymiaru
wektoréw realizacji zmiennych losowych. Przechodzac do tej

kwestii sformuiujemy nastepujacy, tatwy do udowodnienia
/16/ Lenat

W przestrzeni k-wymiarowe] istnieje co najwyzej k+1 wektordw

takich, ze kgt mniedzy dovolnymi dwoma Jest taki sam.

*Problemn istnienia skonczenie wymiarowych wektoréw realizuja-

cych :dang wmacierz R stopnia n rozstrzyga

/17/ Twierdzenie

Jesli macierz R stopnia n o samych réwnych elementach
jest macierzg wspdiczynniké4w korelacji, przy czym 0£ a <1
lub dla 0< a -1 n <1 -% » to wektory realizacji
XqpeeesX s ktérych wspdiczynniki korelacji sg elementami

macierzy R sq co najmniej n-1 wymizrowe.
Dowdd
.Elementi ﬁacierzy R s3 cosinusami katéw miedzy wektorami

XqgeeesXy /POT. W26T /5//. Stad 1 z lematu /16/ wynika teza

twierdzenia.
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§ 3. Warunkowa wartoéé oczokiwana

Z twierdzenia /47/ rozdziatu I wynika, ze kazdg zmienng
losowg y nalezgca do przestrzeni Hilberta L, mo2na przedstawié

w postaci

y=3"+3",
przy czym y°’ jest rzutem prostopadlym wektora y na pewng
podprzestrzehA M, a y’ jest wektorem ortogonalnym do M.

Jesli podprzestrzen M jest generowana przez uklad.{xq,...,xni,
to

y°* = Rz(y/u) = Rz (y/ [x1,...,xﬁ]).

/18/ Twierdzenie

JeSli zmienne losowe TiXqseeesXy maja rozktady norualne,
to rzut prostopadlyﬁy na [x1,...!xn] jest rowny warunkowe]

c o e o . 1/
wartosci oczekiwanej E (y/x1,...,xn) .

Dowbdd

Zmienna

¥y =y - Rz(y/[}:,],...,xn]\/ =y -i a.x%.

J:"] J d

1/Ukoéna kreska w E( / oznacza warunkowg wartosé oczekiwa-
na natowiast v Rz (x/[ ) rzut x na [ .
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/Por. rozdzial /, wzér /47°// jest, zmjefnq losowa o rozkiad-
[
dzie normalnym ortogonalna do kazdego X4 stgd /wobec lematu

/53/ z rozdzialu I/ y’ nie zalezy od zadnego X4y @ wiec

E(y'/ x,],...,xn) = ;(y')= 0=

n

E(y -; a 4%y / x,|,...,xn) =

n

E(y / x,l,...,xn) - E(B a.xj / x,],...,xn) .

=1 9

Stad wynika

n

E(y / x,],...,xn): E(E asXs / x,],...,xn) =

J—

E a. x’j = Rz(y/ [x,],...,x ])

co tez i nalezalo udowodnié.,

Mozna wykaza¢ /por. M. Loeve [2' 5], s. 485 i dalsze/,
ze dowolnej rodzinie. zmiennych &ggbwych o skoinczonych wagriancjach
odpowiada rodzina zmiennych losowych normalnych o tych samych
wariancaach. Stad rzut prostopadiy mozna zaswsze rozpatrywaé
Jako warunkowa wartosé oczekiwang w odpowiednio dobranych
rodzinach zmiennych losowych o rozkiadach normalnych.
Rekapitulujac, rwut zaiennej y na podprzestrzefx-[x,l,...,xnl
mozna zawsze uwazaé za regresje zmiennej y wzgledem zmiennych

xq’...’xn.
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§ 4, Wspbdélczynnik rozrzutu.

Zdefiniujmy za M. Fiszem[G] wariancje uogblniong 1Y zuien-

nych losowych XqoeeesXy: jako

'E’: det G./'(X',]’ooo,xn)’

gdzie — -
C-.ov(x,] ,x,]> Cov(x,l _,xn)

/19/ G(x1,.‘.’xn)= 0000 Q00 000000 006006906000 009000000
Cov (xn,x,l ) Cov (xn ,xn)

jest macierza kowariancji.

Jak wykazalismy, Cov(xi,xj) = (x,l x4 )y a wiec wariancja

uogélniona,jest réwna wyznacznikowl macierzy Grama:

Y = det G(x,],...,xn).

9 1/

Mozna tatwo udowodnié ‘', ze

/20/ W = Var(x,]) Var(x ) det R,

1/ Poréwnaj np.'H. CramerLZ) ].s. 325,
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gdzie R jest macierzg wspéaic‘zyn.gi]g_{)w korelacji, tzn.

R = (r (xi,xj)).

/21/ Definicja

Wspélczynnikiem rozrzutu /rozsiewu '1// nazywamy wielkosé

okreSlona wzorem

‘R,:VdetR

Do wykazania wlasnoéci wspdiczynnika rqzrzutu wykorzystamy

wilesnosci macierzy i wyznacznika Grama.,

Standaryzacja nie zmienia :wspéiczynnikéw korelacji, a wiec
wobec /19/ mecierz wspélczynnikéw korelacji jest macierza

Grama:
/22/ R = G(xq,e0e,%y),

wynikaja st3d 1 2z twierdzenia /72/ rozdzialu I nastépujace

wlasnoscl wspélczynnika /B,, .

1/ Poréinaj np.sH. Cramer[E]s. 372 1 M. Fisz|6]s. 131.
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/2%/ Twierdzenie

Wartosci wspdiczynnika Z{ nalezg do przedziatu domknictego

[9,1].
Dowbdd

Macierz R Jjest nieujemnie okreslona. Stad 1 z geometryczne]
interpretacji wyznacznika Grawa /por. twierdzenie /72/ rozdzia-
lu I / 1 zalozenia, ze wektory {xq,...,xn§vsa zestandaryzowane,
wynika ze B moze byé traktowany jsko objetosé "réwnolegioscia-
nu" o krawedziach, ktérych dtugosci sa réwne jeden, co konczy

dowéd twierdzenia.

/24/ Twierdzenie

Jesli dla dowolnej pary X3 9% ( i# j) z ukradu wektordw

U = {xq,...,xn( zachodzi réwnosé
lr(*i'xj)l =1

to
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Dowébdd

Jesli lr(xi,xj)l = 1, to wektory Xi,X5 58 zalezne liniowo}
w takim razie ﬂL Jest objetoscia co najwyzej n - 1 wymiaro-

wego réwnolegloscianu w przestrzeni n-wymiarowej, a wiec

W= o.

/25/ Twierdzenie

Zmienne losowe XqreeorX, 88 parami nieskorelowane wtedy

i tylko wtedy, gdy

ﬁ{ (xq,...,xn) =1,

Dowédd

Uwzgledniajgc fakt, Zs zmienne Xq9eeeyXy 83 zestandaryzowa-~
ne, QR,(xq,...,xn) Jest objetoscia n-wymiarowego prostopadio-
Scianu o wszystkich krawedziach réwnych jednosci, co konczy

dowéd.

/26/ Twierdzenie

Jeéii'

\ r(xi,xj)l_————+ 1 dla dowolnych i # j,



Dowod

Z uogo6lnionej nierownosci Hadamarda i nieréwnosci /77/

rozdziatu 1

043/ MNofeilese » V& (] eeni-1nitltee  xjrlv**  A®ALH

stad teza twierdzenia wynika z nieroéwnosci

/27/ Twierdzenie

Prawdopodobienstwo tego, ze pomiedzy zmiennymi losowymi
X,,|»---,Xn zachodzi przynajmniej jeden zwigzek liniowy jest

rowno jednos$ci wtedy i tylko wtedy, gdy
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Dowéd tego twierdzenia, wobec zalozenia, Ze zmienne

X 9eeesX) 53 zéstandaryzowane, jest analogiczny do dowodu

n
twierdzenia w pracy: M. FiszEG]s, 72, sformulowanego

i udowodnionego dla wariancji uogédlnionej.
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§ 5. Macierz informacyjna_i wspdélczynnik korelacji

wielowymiarowe.,

W teorii dotyczacej planowania eksperymentédw macierza

informacyjng zmiennych losowych XgreeesX nazywa sie

n
macierz :f zdefiniowanefl/ jak nastepuje

-~ -

E (x,'x,p E (x,lxp)

¥ (xqaeeenxy) =

EGch,l) eee  E(x x)

Jezeli zatoZymy, ze zmlenne XseeeyX nalezg do L

P 2!

to macierz informacyjna jest macierza Grama:

v (x,],...,xp) = G(x,l,...,xp) .

Stad norme wektora losowego X mozna przy uzyciu macierzy

okreslié nastepujaco:

=i = (rey)3

1/ Poréwnaj np. [50]
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gdzie

Lo

Tr ¥= E Elxii 2

i=1

Wyznacznik macierzy informacyjnej ma pewng wade jako miara
informacji niesionej prz z uktad wektoréw, mianowicie jego
wartosé zalezy monotonicznie od ilosci wektordw. Wykazuje

to nastepujace

/28/ Twierdzenie

Miedzy wyznacznikami macierzy informacyjneJ zachodzi

nieréwnoéé

£4 = det)’(x,],...,xp)_)/ £, = dety(xq,...,xp,xmq) .

Dowébd

Wyznacznik macierzy 3 moze byé 1interpretowany jako kwadrat
objetosci réwnoleglobcianu rozpietego na odpowiednich wektorach,

stfacd. dla vwektordw XqseeesX X541 zestandaryzowanych : 0§ f,] <1

p

0 | =z (3‘:p+1 /[x,l,...,xp])hlg'l

“ X1 — RZ (xp_m / [x,],...,xp]j”é’l ,



a stad
f17) £, |l x’p+'1 = Rz (xpm / [x,‘,...-,xp__\)“ ’
co konczy dowédd.

Interpretacje wspdiczynnika korelacji wielowyniarowe] g

okreéla

/29/ Twierdzenie

Wspéiczynnik g jest cosinusem kata miedzy zmienng losowg y

a podprzestrzenig liniowg generowana przez :zmienne Xqreee ,xp,

tzn. kgta jakl tworzy y z jej rzutem prostopadiym na pod-

przestrzen [x,l ge e ,xp] .
Dowébd

Jak wykazal Z, Pawlowskil w [52'] zachodzi nastepujaca

v
§= V’l _ det R(x,l,...,xj,y)
det R(x,l,...,xp)

réwnosé

przy czym utamek pod pierwiastkiem Jest kwadratem odleglosci
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zmiennej y od podprzestrzeni [xq,...,xp]° /pb}g twigrdzeﬁie /68/,
rozdzial /. Stad 9 jest dtugosciag rzutu wektora o drugosci
Jeden na podprzestrzeh [xq,...,xp], a wiec twierdzenie

zostalo dowiedzione,
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§ 6. Metoda najmniejszych kwadratéw i estymétormGaussa—Markowa.

Niech

{’y'l"..’yml

bedzle zbiorem n- wymiarowych wektoréw losowych. Kazdy element

yy man sktadowych yij (j = 1,...,4), z ktérych kazda jest

zmienng losowg o skonczonej wariancji.

/30/ Definicial’

Przestrzenigq Hilberta H nywjmiarowych wektordéw losowych

nazywamy zbiér wektoréw, ktérych skiadowe sg kombinac jami

liniowymi sktadowych wektoréw ;e

Kazdy wektor tej przestrzeni ma postaé:

y = A1y1 + A2y2 + oo + Amym’

gdzie Ai Jest macierzg stopnia n.

1/ Konstrukeja tej przestrzeni Hilberta Jjest bardziej zlozona
od poprzednio omavianych. Kompensuje to jednak proste
sforuutowanie problemow estymacji.
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. Iloczyn skalarny wektoréw  przestrzeni H jest postaci:
n

(xlz):E(Z xizi)., (x,z eH).

Stad norma elementu x € H

1

Il = (oe 5Ga)F

gdzie
E(x,‘x,l) E(x4x)
E(x:x') = 00000 0ec0ccss0000co0oe
LE ®,%q) E(xx ) ]

Jezell skladowe wektoréw losowych maja wartosci oczekiwane
révne zero, to macierz E(xx’) jest po prostu macierzg kowariancji,
a z definicjl iloczynu skalarnego wynika, Ze Jjest ona macierzg

Grama zmiennych losowych XqpeaesXy

Zatézmy, ze dysponujemy realizacjg wektora losowego Yy,
ktéra jest m-elementowym ciggiem liczb rzeczywistych i realiza-

cjami wektordw iosowych XqyeeesXpe Zatézuny ponadto, ze 2Zmiecnnay

n
Jest liniowa kombinacja zmiennych XqseeesXps wtedy oznaczajac
przez A p-wymnliarowy (n {m )wektor wspozczynnikdéw teJ kowmbina-

cji otrzymamy

/31/ y = W4,
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gdzie W jeﬁt macierzg (m»<n), ktére J kolumnami%sq raalizacje

wektoréw XgpeeesXye Wartos¢é wyrazu wolnego kombinacji liniowe]

n

wyrazajacej y poprzez zmienne Xy otrzymamy je$li do macierzy W
dopiszemy kolumne 2zloZong z samych jedyne 1/.

Poniewaz n < m, nie mozna na ogbdxt wyznaczyé wektora A speiniajg-

cego dokladnie réwnosé /31/. O szukanym wektorze A zalozymy

wiec, Ze minimalizuje norme

Ny - wall ,

tzn. minimalizuje odleglosé wektora y od podprzestrzeni

generowanej przez kolumny macierzy W.

/32/ Twierdzenie

Jesli maclierz W jest macierzg o niezaleznych liniowo
kolumnach, a wektor y jest me~wymiarowys,to istnleje jedyny

n-wymiarowy wektor K minimalizujgcy

“y-WAH,
przy czym

e

1/ Poréwnaj np.:Z. Hellwig"_zlb]s. 190,
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/3%/ A= (ww )T wey.

Dowbdd

Istnienie wektora 3 i jego jednoznacznosé wynikajg
z twierdzenia o rzutowaniu /twierdzenie /47/ rozdziat 1/.
Ponadto macierz Grama odpowiadajaca kolumnom macierzy W

ma, postaé W’W,

Stad
W'WA = Wy,

a poniewaz koluiiny macierzy W sg liniowo niezaleZne, macierz

W’W ma odwrotna, stad wynika réwnoéé /33/e
Zatézmy, ze w wyniku doSwiadczen otrzymalismy m-wymiarowy
wektor realizacji y i zZe

gdzie:W jest znang 2z eksperyumentu macierza,
6
A Jjest nieznanym n-wymiarowym wektorem)

¢ Jjest m-wymiarowym wektorem losowym takim, Ze

EE) =9
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i znana jest macierz kowariancji

e=2 (£¢'),

o ktére] zaktadamy, ze jest dodatnio okreslona.
Wektor E interpretujemy jako btedy pomiaréw. Naszym zadaniem

jest znalezienie estymatora dla A.

/34/ Twierdzenie /Gauss-=liarkow/

Liniowym nieobcigZonym najefektywniejszym estymatorem

dla A jest
- P I
A= (wgtw) wq 1y,
a odpowiadajgca mu kowariancja bizedu ma postaé

-1

E[(Z\ ~a) (a-a) )] - (™l w )

-Dowbéd tego twierdzenia mozna znalezé np. w:D. LuenbengerLZé],



- 65 -

§ 7. Zale?nosé wspbiczynnikéw regresji od wspdiczynnika

korelacji.

Przedstawione rezultaty wykorzystamy w rozwazaniach
dotyczgcych zaleznosci wspbdiczynnikédw korelacji migdzy

zniennymi a wepéiczynnikami regresji
Y - a1x1 + oeee + anxno

Problematyka ta jest szczegdlnie istotna, gdy jedna
ze zmiennych jemt czas. Ograniczmy nasze rozwazania narazie
do przypadku, w ktoérym mamy do czynienia z plaszczyzna

regresji

= 3.111 + aZXz.

I tak zalézmy, ze o wspdiczynniku korelacji r(Y,X1)
wiadomo, #e jest wiekszy od zera. Co mozna powiedzieé wtedy

o wspdtczynniku aq ? Odpowiedz na to pytanie daje nastepujace

/35/ Twierdzenie

Dla zestandaryzoianych wektorow realizacji Ty XqX%s
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jesli r(yﬁxa)) 0 ‘i \rﬁx1,x2)\ 3é§t r&ine‘od jednosci,
to aﬂ') O wtedy i tylko wtedy, gdy

r(y,x1) > r(3,x5) r(xq,xz).

Dowdd
Wspdilczynniki a, i a, Wyznaczamy z ukladu réwnan
(v - a,xq = 8%, | x4)= 0
ktéry mozna zapisaé w pestaci

a,(xq1%)) + ay(x4lx,) = (31x)

(3lx,) .

]

el + 2yl

Stad

(v1x,) (x41x,)
(71x,) (3'2\ X,)
(x4 1x4) (x,] lxz)
CAENNNENEY
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Wyznscznik w m¥anowniku jest zatwwszé dodatni, poniewaz
zatozylismy, ze lr(x,] ,x2)l # 1. Stad tez a,) O wtedy
i tylko wtedy, gdy wyrazenie w liczniku jest dodatnie, tzn.
8dy

/36/ (b’lx1) (le xz) ) (x1l xa) (71]!23 o

Wobec zatozenia, 2e wektory T9Xq9Xo sg. zestandaryzowanse,

(x,0 %) =1

(31 %)) = 2(3,%,)
(xibx,) = rlegyxy)
Glx)=r@F.x,)

podstaviajac te. réwnosci do /36/ otrzymujemy
r(ysxq‘) s r(y’xg) r(x,] !xg)v
co konczy dowdd.

-Uogbélnieniem twierdzenia /35/ na przypadek, w ktoérym .mamy

do czynienia z wiekszg liczba zmiennych jest nastepujace
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/37/ Twierdzenie

Niech y 1Xq9e000yX, O2Znac zaja zestandaryzowane wektory

realizacji

z = Rz (y /Ecz,...,xn]).

 Nie zmniejszajac ogblnosci rozwazan zalozymy ponadto, ze
r(y,x,]) >0 i \r('x,],z)l 1.

Przy tych zatozeniach wspdéiczynnik a4 jest wiekszy od zera
wtedy 1 tylko vtedy, gdy

r(3,%9)> T (7,2) T(xq,2).

Dow6d tego twierdzenia jest natychmiastowy jesli wykorzysta-
ny twierdzenie /7/ z rozdzialu V i wektor y zrzutujemy na
[x,l,...,xn] rzutujac go na X, i na [xa,...,xn] a nastepnie
na podprzestrzen generowang przez X4 i z. Role analogiczng

do X, wyst@pujgcego w sformutowaniu twierdzenia /35/ speinia
teraz z.
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Rozdziatz ITT

i
ESTYMACJA CHARAKTERYSTYK ROZKELADOW W PRZESTRZENI HILBERTA L2

W rozdziale niniejszym zajmiemy si¢ estymacja pewnych
charaketrystyk rozktadowvprzestrzeni Hilberta L2 zmiennych
losowych, takich jak iloczyn skalarny, norma, odleglosé,
wmacierz Grama 1 charakterystyk za ich pomoca definiowanych.
Zostan; przedstawione niektére wlasnoéci tych estymatoroédw.
Czynimy to z tego vizgledu, %ze na ogdl w praktyce wamy do
czynienia 2z realizacjami zmiennych losowych a nie z samymni
zmiennyni, stad tez wynika koniecznoéé operowania iloczynem
skalarnym, normg, itp. jako wartosciami prébkowymi odpoviiednich

statystyk.

Przedstawione rezultaty nie wyczerpuja wszystkich zagadnien
zvigzanych z omawiang tematyka. Bogactwo i réznorodnosé
probleméw, ktdére zostaty tylko naszkicowane zastuguje na
osobne opracowanie. Dotyczy to zagadniehr zwigzanych z rozklada-

ni estymatorédw.
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§ 1. Przestrzen realizacji zmicunych losowych.

W rozdziale I byla rozpatrywana przestrzehn Hilberta
zmiennych losowych o wartosciach oczekiwanych réwnych zero

i skofAczonych wariancjach. Przestrzehn ta byla oznaczona

przez L2.

Niech wektory
%9 = (X495 Xgps vees Tgp)

x2 = (Xg,]’ X22, seoy 12n>

xp = (Xap,], XP2, csey Xpn)

oznaczaja realizacje zmiennych losowych X’I goes ,XP S I’Z'
Sktadowe wektora Xy s§ r}iezalezdrqqli realizac jani zmienngj..

xi.
.Wprowadgmy iloczyn skglarny takich wektoréw réwnosScig:

n
—

n
] . S
/1/ (Xilx.j) = =T ——,—,l’ G.x.k - ‘(\XJ)) (“ 1. (\X \> = n-—l 11:7

*IR% x
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Dla ustalonego n zbiér' wektordw {x,l,...,xp,.'..i’z dodawanien
i iloczynem przez skalar po skitadowych, i iloczynem skalarnym
okreSlonym ptzez /1/ jest przestrzenig Hilberta, ktéra oznaczy-

my przez rRP,

Norme w R™ okresla sie.

n 13
/2{ IX " V"j‘ ;:xik = s(x;) = 85,

a stad wzdér na odlegtoéé elementdw 2z R jest postaci

n L
. 1 1 . 2
130 apleerg) s e =gl A Fhr Dl - xpd® -

/4/ Uwaga

Iloczyn, norme i odleglo5¢ zadane odpowiednio wzorami /1/,

/2_/ i /3/ jest iloczynem skalarnym, normg i odlegloécig z préby.

Macierz Grama Gn wektoréw XqyeeesXy € R™ ma postaé
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| Geqlien), ogee eql) |

/5/ Gn(x’l’...’xp).=m 00000000000 000000000

(xpl x’l ) (xpl xp)

<

pPrzy czymﬁxi\xj) @,j = 1,...,p> jest iloczynem skalarnym

3 rozpatrywanych jako elementy przestrzeni ER,

Wobec /1/ macierz Grama Gn jest macierzg kowariancji z préby

wektorow X4 9X

a det Gn wariancja uogbdlniong z proéby.

Macierz
/6/ « R = (rij) ’
gdzie
(xl\xj) n
Tiy = Tey 5

jest macierza wspdiczynnikéw korelacJi w R,

WyraZenieﬂﬁ}#ig;;-‘ jest wspbdilczynnikiem rozrzutu w BR-.
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§¢2,. Wiasnobci estymatorow.

W dalszych rozwazaniach wykorzystamy twierdzenie dotyczace
zmiennych losowych, ktére mozna znalezé wraz z dovwodem w pracy
I.I. .Gichman i A. W. Skorochod ElO] s. 67, gdzie jest onv
sformuowgne dla funkcji mierzalnych; oczywiscie zuienne

losowe sg funkcjami mierzalnymi.

/7/ Twierdzenie

Jesli ciggi zmiennych losowych (xg)>,..., (xn(s)) sg zbiezne
stochastycznie do zmiennych losowych odpowiednio BqresesBg
aP: R®—5 R jest ciagla, to

porie d Gz ®) - loris,)

RozwaZmy nastepujgce statystyki

-1
15 1 5
/8/ Cij= 1 Lix X0 = 7 2—-‘13 i

o8 k=

o

2 15 .2
/97 5 = 1 & Yix ¥

gdzie X4, € L, ma taki rozkiad jak Xy
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. 2 .
11 - A
/ / rij = S-j—-s'a—

/12/ Uwaga

Si:atystyka /8/ jest zgodnym estymtorem kowariancji /por.
A.S. GoldbergerL’iiﬂs. 165/ Cov(Xi,X-j), a wobec zaleznosci
/ por. H. Cramer[Z,]s. 344/

/13/ E(C4) = 2z Cov (¥, )
statystyka
L C
IR b

;]e'gt zgodnym i nieobcigZonym estymatorem Cov (X:L’Xj)‘

/14/ Uvagza

Statystyka /9/ jest zgodnym /por. A.S. Goldberger Eii]s. 165/
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i1 nieobcigZzonym estymatorem wariancjl Var(Xi).

Nisobcigzonos¢ wynika 'z faktu, 26 wartosci oczekiwane
zmiennych losowych Xik 54 znane i réwne wartosSci oczekiwanej
E(Xi). Ponadto Jesli Xi ma rozkiad normalny to 82 jest estymato-
rem na-jefektywniejszqu/ Var (}Ci).

/15/ Uwaga

Wnioskiem z twierdzenia /7/ jest fakt, Ze Si jest estymato-
rem zgodnym odchylenia standardowego G(Xi). Ponadto Si Jest
estymatorem obcigZonym. Natomiast w przypadku, gdy zmienna
losowa Xy € L, ma rozkiad normalny i E@l) jest znana /co w na-
szym przypadku ma miejsce/, to estymatorem nieobciazonym

i zgodnym parametru G(Xi) jest statystyka

T OETR e

. (=)

gdzie r' oznacza funkcje gamma.

Wynika to z twierdzenia /7/ 1 fektu, ze przy wymienionych

zatozeniach dotyczacych zmiennych losowych Xi zachodzi réwnoééz/

ol i n+1).
E(s,) = Er‘(%_( ) G (x,)
\/n F(? n)
1rI’oréwngj:’Korn—Ern I:Z.?J'] S. 545,

2/ Porévbngj np..M. Fisz [C 6 ] s. 482,
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/16/ Uwaga
Statystyka /11/ jest wobec twierdzenia /7/ estymatorem

zgodnym wspdiczynnika korelacji r(Xi,Xj) okreSlonego w L2
i jak wykazal H. Cramer |3 |s. 427, jest nieobciazona.

/17/ Twierdzenie

"Iloczyn skalarny okredlony réwnoscig

(Xilxj) = 3 Zﬁ X5k L

n S Yo

Jest estymatorem zgodnym iloczynu skalarnego w L2.
Wynika to z wlasnoéci estymatora /8/. Z wzoru /13/ wynika

natomiast, Zze statystyka
x n
_ 1 __n (
(X1|Xj)n = =T gxiﬁc;jk = BT Xilxj)n

Jjest zgodnym i nieobcigzonym estymatorem iloczynu skalarnego

w L2, tzn.

P aanfylyy) - (xi\xj)



-77 -

E (('xil X"j)>n = (Xi\xj).

/18/ Twierdzenie

Norma okre$lona wzorem

ey |2 3 2,

Jest estymatorem zgodnym normy w L,.

Wynika to z wiasnosci estymatora /10/ i z twierdzenia /7/.
Z uwagl /15/ wynika ponadto, %e istnieje zgodny i niesobcigzony

estymator normy w L_. Natomiast kwadrat normy jest estymatorem

2
zgodnym i nieobclgzonym wobec zalozenia, Zze zmienne nalezgce

do L2 maja znane wartosci oczekiwane., Jes$li Xi ma rozkiad
normalny, to estymator kwadratu normy tej zmiennej jest

ponadto najefektywnie jszy./porbéwnaj z uwaga /14//.

/19/ Twierdzenie

"Odleglosé zadana wzorem

n

2
dn(xi’xj) - = 21::': (Xik - Xjk)
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jest estymatorem zgodnym odlegiobci wL2.
. o
Jest to wniosek z twierdzenia /18/ i twierdzenia /77

Macierz Grama Gn(x'l goee ,Xp) wektordw X,] seee ,Xp & L2
/por. /S5// jest macierzg o elementach Cij' Poniewaz zgodnym
i nleobcigZonym estymatorem kowariancji w L2 Jest

B C
n=1T “ij?

to macierz

211 »Z']P

C = (—-E—TC -)=_T €0 00000000600 006000000
n n - ij n-

ol Z PP

™

1/

jest zgodnym i nieobcigzonym estymatorem macierzy Grama

w L2. Stad 1 z twierdzenia /7/ otrzymujemy

/20/ Twierdzenie

Estymatorem zgodnym wyznacznika Grama g (X'I sece ’XP> Jest

1/ Zviezrosc stochastyczng cisgu naciorcy definiunje sie jako
zbieznos¢ stochastycing cdpenlednicn elementdw macierzy
a wartoscia oczekiwang macierzy, ktércj ‘elementami sa
zmienne losowe Jjest macierz wartos$ci oczekiwanych,
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‘wygnacznike “

/21/ V-n = det Cn .

Ponadto maja miejsce réwnosci

1p

122/ Vn:(n_f-lT)pd“(CiJ):Tj]j'p 30t | cevncccscsercsccsed

n Zp’l see ZPP

- -

Jak ~wyka2alié:my- w § 4 rozdziaiu ZEI, wymacznik Grama w L,
jest wariancjaq uwogdlniong . Sformutujemy twierdzenie, ktére
daje geometryczng interpretacje estymatora wariancji uogédlnio-
nej 'L?’bedace,j wobec powyzszych rozwazan estymatorem zgodnym

1 nieobciazonym 19.

/23/ Tw ierdzenieﬂ,/
1

Niech Xqgeee ,xp oznaczajg elementy przestrzeni R2,

?

9
Ewadrat objeto$cl v réwnolegioscianu rozpietego na wektox:ach

Xqpeos ,xp jest réwny

1/ puierdzenie to udowodnit T. Anderson w pracy I:i:]s. 93
za pomoca innych Srodkéw.
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2 ] (,) 1 )
= det 9. . = B det. .
v ° (SI]J ?CJ) Ak .,(n&'l) 1 ° ((X}\xa) ’

®
gdzie (xi\xd) oznacza jak poprzednio iloczyn skalarny w EZ,

Dowbd

Wobec rownoéci /1/ i /5/ macierz ((xilxj) ;h jest macierzs
Grama w Rn, a wiec teza twierdzenia wynika natychmizast
z geometrycznej interpretacji macierzy Grama podanej w twierdze-

niu /72/ rozdziatu I.

/24/ Uwaga

Wariancja uogélniona\? moze byé interpretowana jako kwadrat
objetosci "réwnolegtoscianu" rozpietego nsa zmiennych.xq,...,xp,
traktowanych jako wektory przestrzeni L2. Stad i z /7/

statystyke \/ Vn mozna uwazaé za estymator zgodny objetosci.

Twierdzenie /é3/95§k6rzystaﬁ§;%iqdzy innyni w wyborze
zmiennych do modelu liniowego, co bedzie przedmiotem rozwazan

przedstawisonych w rozdziale V,
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Rozdziakt IV

WYB&R CEZCH CHARAKTERYSTYCZNYCH

§ 1. Uwagi wstepne.,

'ZastOSowanie matematyki w ekonomii wymaga swoistego przekia-
du zjawisk i obiektéw ekonomicznych na pojecia uzywane w matema-
tyce. I tak, zaldézmy 2e kazdemu z obiektéw ekonomicznych
rozwazanego. zbioru przyporzadkuﬁ-emy jest n—-elementowy cisgg
liczbbedacych wprtoéciami wybranych a priori cech tych obiektéw.
Takie postawienise zagadnieniaIWymaga przeprowadzenia rozwazan
dotyczgcych wtasciwego wyboru cech nie poprzestajsc na ustalc-
niach, ktére pozwala nam dokonaé¢ intuicja i doswiadczenie.
Naszym 2zdaniem, w wyborze cech powinny decydowaé nastepujace

wzgledy.

/1/ Iloéé wybranych cech powinna byé mozliwie mala. Wymaga
tego ekonomiczne podejscie do zagadnienia: badania,
ktérych celem jest ustalenie wartosci cech sg czesto

bardzo kosztowne.

/2/ Tie nalezy wybieradé cech silrie ze soba zwigzanych. Taki

wyobr powodowaiby zbedne powielanie informacji i zwieksza-
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nie btedéw [zanieczyszezanie informacji/.

/3/ Kazda z wybranych cech powinna charaketryzowaé sie duza
zmiennosSciag przy przejsciu od obiektu do obiektu.
Nic istotnego do opisu obiektéw nie wnoszag cechy, ktoéore
nie zmieniajg sie lub zmieniajg si¢ bardzo nieznacznie
przy znianie obiektu. Nie separujg one obiektéw, a zatem

nie sg przydatne jako cechy je charakteryzujace.

Wybierajgc optymalny uklad cech spowodujemy, Ze badanym
obiektom bedg przyporzadkowane w sposéb wzajemnie Jjednoznaczny
punkty w przestrzeni o ustalonym wymiapze,‘a wiec twory stricte
matematyczne. Taka transformacja obiektéw w zbidér punktow
pozwala w dalsz&ch badanich np. na“rozdyskryminowanie ich,
wybranie sposréd nich obiektu "najlepszego" w sensie ustalone-
go kryterium, itp. )

Kr6tko méwigc - umozliwia opis 1 analize zbioru obiektow

za pomocg metod matematycznych.

Zanim sformutujemy wiasne propozycje wyboru cech,przedstawi-
ny. postugujac sie przestrzenig Hilberta, metode, ktéra dotad
stuzyla temu celowi: tzw, metode czynnikéw gibéwnych, ktoére

twércg jest H. Hotteling.

"W ciagu dalszym cechy charakteryzujace obiekty bedziemy
traktowzli Jjalko zwmienno losovic. Pruyczyang do tego skzanisjseg
Jest scama istota cechy, na ktérej wartosci mwa wpiyw duza ilosé
niezdeterminowanych czynnikéw, a takze zakib6cenia powodujace

nierzetelnosé pomiarédw,
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§ 2. Metoda czynnikow giéwnych.

Zaxézmy, ze kazdy z badanyck obiektéw jest opisany za pomocag
P cech, ktérych wartosci bedziemy uwazali za realizacje

p zmiennych losowych.

Zadaniem metody czynnikéw giéwnych jest znalezienie takich
kombiracji liniowych tych zmiennych, ktérych wariancje s naj-
wieksze przy speinieniu pewnych dodatkowych warunkéw nalozonych
na wspbélczynniki kombigacji. Postepowanie to jest uzasadnione
faktem, Ze owe kombinaéje 0 najwiekszych wariancjach najlepie]
separujg obiekty opisane zmiennymi losowymi, tzn. najwieksza
wariancja Swiadczy o tym, Ze wybrana kombinacja liniowa naj-
silniej wpiywa ha zroéznicowanie obiektoéw.

Jednym.zmozliwych sposob6w1/wykladu analizy czynnikowej jest
przedstawinie jej w teruinach wartosci wiasnych i wektordw

wlasnychz/.

Niech X bgdzie wektorem losowym nalezgcym do przestrzeni
Hilberta H, wektoréw, ktérych sktadowe sg zmiennymi o skonczo-

nych wariancjach.

X =(X,],...,Xp)eH2

1/ Porbﬁngj np.:T. Anderson[gg]S. %69 i dalsze,
2/ poréwnaj rozdziat I, definicja /25/.



oznacza p- wymiarowy wektor losowy, a

Q= (c:ov(xi ,xj)>

jego macierz koviariancji. Niech ponadto

1 1\ 7
B/l = (b,]’ooc,bp)

oznacza p wymiarowy wektor kolumnowy taki, zZe
4

Celem naszych poszukiwan sg takie skadowe wektora B, aby

wariancja

var(B} X) = B(B; X)* = Bj By = A,

byta najwieksza. JeSli wektor By zostanie wyznaczony, nastepiy
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krok polega na znalezieniu wektora B2 ortogonalnego do B4

speilniajgcego

takiegoys2eby 2z kolel wariancja kombinacji liniowej

Var(32 x) - Az
byla najwieksza.

Postgpowanie® jest zakonczone je$li znajdziemy p wektoréw

B1""’Bp ip liczdb ;k FEREXY ;lp'

1/

Mozna wykaza¢ /, ze wektory B,],...,Bp sg vektorami wlasnymi

a }\1,...,;\P wartosciami wlasnymi macierzy Q, przy czym sklado-
we wektorodw B,],...,Bp W analizie czynnikowej noszg nazwe
tadunkéw czynnikowych. W ten sposéb powstal uktad p liniowo
niezaleznych takich wektoréw, Ze wariancja kombinacji liniowe}j,

ktorej wspoéiczynnikami sg sktadowe tych wektoréw, jest maksymal-

na, a stgd owe p kombinacjli ma wlasno$é najlepszego w sensie

/ Pordwnaj np.tT. Anderson 4 S, 575,



wariancji separowania obiektéw. Z dalszych rozwazah“wyklucza sig

te kombinacje liniowe, ktérych wariancja jest mala.

Przedstawlone postepowanie ma pewne mankamenty natury
technicznej: blqdl/’przy obliczaniu kolejnych wartoéci wiasnych
szybko rosnie, ponadto wartoiéci wiasne i wektory wiasne zalezg
od kowariancji a te z kolei od mian jednostek , w ktérych
sa mierzone wartosci zmiennych., Innego rodzaju wada wystepujaca
w praktycznym zastosowaniu analizy czynnikowej polega na tym,
%e .interpretacja czynnikéw bedgcych kombinacjami liniowyimni

zadanych zmiennych losowych jest bardzo ktopotliwa.

Stosowanle analizy czynnikowej jako sposobu eliminacji
zmiennych ma te¢ niedogodnos$é, Ze kwalifikowanie kombinacji
liniowych iako majacych mate wariancje jest arbitralna. Ponadto
metoda ta stos;wana w takim adspekcie nie uwzglednia stopnia

skorelowania zmiennych.

Wobec powyzszych uwag i zastrzezen dotyczacych metody
Hottelinga, proponujemy inne podejscie do zagadnienia wyboru
cech charakterystycznych realizujqce postulaty omdéwione

w paragrafie plerwszym.

———t

1/ Poréwnajs W.N. Faddiejewé[s;]s. 124 i dalsze.
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§ 3. Funkcjaa wyboru ukiadu charakter;zstyczflego zoiennych

1osox}qch i jej wiasnosci.

Niech ,UL = {X,],...,XP?I oznacza podzbidér przestrzeni L2,

% ktorej cigg (B)

§ Jjest bazg.

Oznaczmy przez A € L2 zmienng postaci

‘B
A=Zi‘-“1-:-:-ﬂ

Na podzbiorach zbioru /u, okreslamy funkcje
W
Q) 2 \{(5{ ~—» R

/2% oznacza rodzine podzbioréw zbioru U,/ takg, ze

Sou,
1=

1

/4/ QL (Xqpeeeixy) =

Bla

gdzie
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1 _( (x,l4) ) .
|20 L2l

m \(Xi\ Xj)l

3 T Tyt

3=1

/5wy =

/6/ Definicja

Ukladen charakterystycznym zmiennych losowych nazywamy taki
podzbibér zbioru u, , dla ktbrego fun.kcjaﬂ przyjmuje wartosé
najwiekszsg.

Ponizsze wiasnoSci funkeji Q sg uzasadnieniem roli jakag

ona speinia W wyborze ukladu charakterystycznego.
/7/ Wtasnosé
Funkcjaﬂ przyjmuje wartosci z przedzialu [0,1] .

Dowdd

7 /2/ wynika, 2e 0% Uli £ 1, poniewaz prawdziwa Jest

nierdéwnosé

(xix) < 0 vl

a wiec najwieksza wartosdé¢ Jjaks moze przyjgé (Ji Jest jeden,

stad najwieksza wartosé sumy w /1/ jest rbéwna m. PonadtoQ jako
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suma nieujemnych skladnikéw jest nieujemna. Kaﬁpzy tp dowdd.

/8/ Wtasnosé

Funkcjauf);przyjmuje wartosé zero wtedy i tylko wtedy, gdy

|G 8)] = Wz\ falk dla i=1,...,0 ,
tzn, ggywxi = & A /por. rozdzial I/.

Dowdd

)y jako suma’'nieujemnych skzadnikéw jest réwna zero wtedy
i tylko wtedy, gdy kazdy z nich jest réwny zero. To z kolei
ma miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy

[CAPYI

%t

1

dla kazdego i, co konczy dowdd.
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/9/ Wlasndsé

Fun.kcja\.Q.a przyjmuje wartosé 1 wtedy i tylko witedyy gdy

(xi\xj) = 0 dla i#j

(x,14) = 0 dla i =1,..,n.

L = 1 wbedy i tylko wtedy, gdy W, = 1 dla kaidego i,

co 2z kolel Jest réwnowazne

{kxi\A) =0 dlai=1,..,n

(11\X3> = 0 dla i # 3.

Koficzy to dowbad
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/10/ Wtasnosé

M,
Jesli zbiory K,L € 2 sg takle, ze

KC L,

to nie wynika stad np., Ze

Q& < O@).

Wlasnodé te wykazemy w § 5 omawliajgc estymacjeﬂ.

Z powyzszych wiasnosci funkecji \g)./wynika, 2e moze byé ona
uzyta do wyboru podzbioru zbioruu, najlepiej charakteryzujg-
cego dany zbiér oblektdw, ktérych cechy okreslamy za pomoca
wartosci Jjakie przyjmujg zmienne losowe X,],...,Xp. Warto przy
tyn zauwazyé, ze v(vprowadzenie zmn.en.nea A realizuje postulat

-

separowania /poréwnaj /3/ /e
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8 4. Estymacja funkcjiiOi, wybdér ukdadu cech charakterystycznych.

Za estymator funkcji dQ/przyjmiemy statystyke, w ktoérej

wystepujg estymatory odpowiednich iloczynow skalarnych i norm.

Z twierdzenia /7/ rozdziatu 111 wynika wtedy, ze taki estyma-

tor funkcjiiTL jest zgodny.
Przejdzmy teraz do oméwienia realizacji S b,

Zat6zmy, ze ustalony zostat a priori zbiér U =£xj,-.-. C.Rn
realizacji zmiennych losowych /cech/, za pomocg ktdorych zamierza.
charakteryzowaO dane obiekty, np. krajell, gospodarstwa rolne,
przedsiebiorstwa, jedno przedsiebiorstwo w réznych momentach

czasu, Itp.

Idee proponowanej® przez nas metody wyboru cech realizujg-
cej postulaty wymienione w uwagach wstepnych, mozna strescic

w nastepujgca sposob.

Ze zbioru U wybieramy taki podzbidér elementéw /cech/,
ze wspotczynniki kg}elacji miedzy nimi sg mozliwie mate, a same
cechy wykazujg moZIiwieinajwiekszq zmiennosS¢ przy przejsciu
od obiektu do obiektu. Miarg tej zmiennosci mogdtaby byc¢"warian-

cja, nie umyjemy jej jednakgponiewaz zalezy ona od mian cech.

14 W tym przypadku wybrana uktad cech mozna by nazwaC cywiliza-

cj4 ze lodu na -‘malony w t.?n spcc-6b system war oCUICZO0
weddug ktorych poréwnujemy i oceniamy stopien, rosooju kra.jo5.
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u%ﬂﬁ!ﬁb

Do mierzenia zmiennos$cifsinusakata miedzy wektorem realizacji
zmiennej /cechy/, a n~wymiarowym wektorem, ktérego wszystkie
sktadowe se jednakowe. W ten sposbéb zostanie przez nsadg zrealizo-

wany postulat /3/.

/11/ Definicja

Wspéiczynnikiem separowalnosci indywidualnej cechy Xy

/wektora realizacji zmienne Xi/ nazywa sie wielkosé

gdzie

O(Ji = 4(::3,&) PPy = r(xi,xj);

a_=(ﬂ,1,.5.,1) na tyle skiadowych ile jest realizacji zmien-
nej Xi'



/12/ Definicja

Wspbétczynnikiem separowalnoéci globalnej cech XqseeasXy

nazywa sie wielkosé

Q-1 e

=1 3

-

/ ;I'3/ Definicja

Ukladem cech charakterystycznych /ukladem charakterystycznyiu/
obiektéw opisanych a priorl za pomocg zbioru U nazywamy taki
podzbiér tego zbioru, dla ktérezo wspélcz'ynnikﬂ przyjmie

wartos¢ najwickszg.

Nastepujace twierdzenia okreslajg wiasnosci WSpélczynﬁikaQ .

/4/ Twier_dzenie

Wspdiczynnik Q przyjmuje wartoscl z przedziaiu [O,’l].
Dowéd

7 definicji wspéiczynnika wj wynika, ze 0& 0)3 < 1, ponic-.

waz najwieksza wartoscia jaka moze przyjaé nleujemny licznik
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utamka w /7/ jest jeden, a najmnie jszg wertoscig nieujemnego
mianownika tego ulamka jest réwniez jeden. Stgd suma w definicji

/8/ moze przyjaé wartosé co najwyzej réwna m. Konczy to dowdd.

/15/ Twierdzenie

W8pélczynnikarzyjmuje wartosé zero, wtedy i tylko wtedy,
84y

{(xa..,a)= 0 dla J = 1yee0,Pe

Dowdd

Wspoiezynnik () jako suma nieujeunych skiadnikéw jest réwny
zero wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy z nich Jjest réwny zero.
Ma to miejece wtedy i tylko wtedy, gdy \cosobj\ = 1 dla

kazdego J, co konczy dowdd.

/16/ Twlerdzenie

\

Wspélczynnikn(1= 1 wtedy 1 tylko wtedy, gdy x; sa parami

nieskorelowane 1 ortcgonalne do wektora staiecgo =z,
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Dowdd

.O.: 1 wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego j, &, = 1,

J e S
co z kolei jest rownowaimne (xj\a) = O dla kazdepo J i“fij = 0,
dla 1 # j.
/17/ Uwaga

Jak wykazuja przykiady /poréwnaj nastepny paragraf/ wspdi-
czynnik L nie jest monotoniczny w sensie realizacji inkluzji

miedzy podzbiorami U

/18/ Uvwaga

JeSli wspbiczynnik Q_przyjmie te samg maksymalng wartosd
dla kilku podzbioréw U, to Jjako uklad.charakterystyczny przyjnu-
Jje sie ten z owyal podzbiordow, &tdry Jest najmniej liczny,

wprowadzajac wspéiczynnik

—.(Y(Ui) = __‘c_)-ﬂ_ ,

Q

gdzie a5 Jest liczebnosclg zbioru U,.
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Jesli iS:L*»nie pozwoli wyznaczyé jednoznacznie ukiadu
charakt&rwstycznego /np. ze wzgledu na réwne liczebnosci
zbioréw Ui/’ to o wyborze ukladu decyduje doswiadczenie

badacza.

/19/ Uwaga

Jesli dla ukladu charaketystycznego wspélczynnik.fj. przyjmi
warto$é mniejszg od jednosci, to wielkosé 1 -.fl, noze byé
in%erpretowana jako ta 1lo5¢ informacji, ktérej nie mozna

uzyskaé z wybranego a priori zbioru cech.,
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§ g, PrzykYady numeryczne-

Nastepujace przykiady zostaly wykonane przy wykorzystaniu
programu [?9] sporzgdzonego przez W, Ostasiewicza. Program

ten zostal opracowany na maszyne ODRA 1204,

/20/ Przyktad

Dla dwéch wektordw X0 0% dziesieciowymiarowych, dla.

ktérych macierz

[ 1,0000 -1,8352 0,559
0,8352 1,0000 0,8087
0,5599 0,8087 1,0000

—

W pierwszej kolumnie 1 wierszu zawiera cosinusy katow miedzy
wektorami realizagj;;i w ktérejﬂpgzostale elementy sg odpowied-

nimi wspélczynnikami korelacji, uzyskano nastepujace rezultaty:

(L (%) = 0s5499
() (x,) = 0,8286
$r)_(x1,x2) = 0,7822.



- 99 -

Sth, ukladem charakterystycznym jest ukiad {;ng « Wdrto
. q .. . D) aa . PR <
przy tym®zauwazyé, ze zmienne X 9%, 58 silnie skorelowane,
a zmienna X5 charakteryzuje sie najwieksza zmiennoscig

W sensie przyjetej miary.

/21/ Przyklad

Macierz, ktérej elementami sg / jak w przykladzie /20//
cosinusy i wspbélczynniki korelacji dla wektordw X1 1%p9%50%y 1%

dziesieciowymiarowych, ma postad:

1,0000 0,5761 0,9137 0,9325 0,8898 0,7935
0,5761 1,0000 0,6510 0,7755 0,7197 0,6103
0,9137 0,6510 1,0000 0,9159 0,8634 0,6686
0,9325 0,7755 0,9159 1,0000 0,9761 0,8243
0,8898 0,7197 0,8624 0,9761 1,0000 0,8381
0,7935 0,6103 0,6686 0,8243 0,8381 1,0000

Wartosci wspbéiczynnikéw S:)- sg nastepujace:
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Ok -
Q_(xz) =
Q)

QL

Qlxs)

Q) (x4,%,)

Q (x,] ,x3)

Q (x,] ’xq)

0 e rxg)
_D_(xa,xB) =
Qlx,,x,) =
_(l(xz,xs)
_()_(x5,xq)

Q by
0, 4x5)
_ﬂ_(x,] "X ,xz)
1 Geqaxp,%,)
AQKEH ,xa,x5) =
0(x; 1X3,%,) =
QO (=, ,xa,xs) =
D.&q9x, 1Xg) =
0 (1:2,1:5 Xy =
D.(xa ,xa,x5) =

cll

(Q\f\z.‘ Sy, ,xﬁ) T

Q (33 1 Xy 'xs) =

¢} (x4 1XpsXz,X,) =

0 (= 1Xp1X3,Xg) =

QO (x1 1X59X, 9x5) =

O (x4 1 X790 Xy, ,x5) =

g)— (x,] X393 ,xa)

[¢] (x'l ,xa,xa,xs) =
Q(x,| 1 X5 %y 1X5) =
LL(xq0%3,x, 1Xg) =

QL (%49%59X5,%,,%) =

u
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Ukladem charakterystycznym jest uklad {3:1 ,x5 }, przy czym
wspbiczynnik korelacji r (x,] ,x5) = 0,6103, cos¥ (x,],a): 0,5761,

cos X (xs,,a) = 0,7935.
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Rozdzial V

OPTYMALNY WYBOR ZWMILZNNYCH DO MODELU LINIOWEGO

§ 1. Uwagl i twierdzenia wstepneq/

Czesto postulowang w praktyce zaleznoScig miedzy zmiennymi

losowyni jest zaleznosé typu

/,i/ ‘.Y = a1X1 + se00 + %Xp + 2,

gdzie Xq,...,Xp zmienne losowe nazywane objasniajgcymi

/predyktantani/,

Y - zmienne losowa nazywana zmienng objaéniajgca /predyktateg/.

Problem, ktéremu jest posSwigcony niniejszy rozdzial dotyczy
optymalnego wybox&x ﬁ;mg.ngnych doc_ z‘jlle znoscl postaci /1/.
W ciagu dalszym wyjeSnimy co bedziemy rozumieli przez optymalny
wypér, a takze powody, dla ktérych nie moZna przyjaé, ze ‘najlepsz;
jﬁgt taki{aohel, ktéry zawiera jak najwieksza ilosé zmiepnych.

Dy

A
1/ Wazniejsze wyniki tego i nast:pnych varagration zostely
opublikowane w pracyiR. Jasinski [418].
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Wyborem‘zmiennygh; oprécz przedstawionej w poprzednim rozdziale
klasycznej metody czynnikéw gléwnych zajmuje sie Z. Hellwig

w swojeJ pracy[ﬂ_éj dajgc Jego rozwigzanie przy zastosowaniu
tzw. wspbiczynnika H pojemnoSci nosnikéw informaiji.ﬁRnggon0wane

przez nas rozwlgzanie wykorzystuje metody przestrzeni Hilberta.

Zagadnienia zwigzane z wyborem zmiennych maja aspekt A/

1losciowy i B/ Jjakoéciowy:

A1/Do modelu nie powinno wejsé zbyt duZo zmiennych, poniewaz
badania zwigzane z uzyskiwaniem odpowiednich danych sg

czesto bardzo kosztowne. Ponadto
A2/ wykazemy, Ze w pewnych przypadkach zwigkszanie ilosci
zniennych poweduje zmniejszanie wspélczynnikéw przy
zmiennych 21,...,XP w wyrazeniu /1/ co z kolei powoduje,
2e wpiyw wartosci zmiennych objasniajgcych na objasniang

Jest bardzo maty.

Jakoécioqy' aspekt zagadnienia polega na wyborze wiasciwych

zmiennych., Do modelu powinny wejéé zmienne, ktore

B1/ mozliwie duzo réznia sie od stalej co zostalo czesciowo

oméwione w poprzednim rozdziale;
9
BZZ sg miedzy sobg stabo skorelowane;

B,/ sa silnie skorelowsne ze zmienng objasniang.

3

Postulat B2/ ma uzasadnienie w tym, 2e jesli w modelu znajda
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sie zmignne siln{e ze soba skoreiowane, spowoduje to niepotrzeb-
ne dublowanie infarmacji, a styd niepotrzebne koszty, ponadto
pomiary zwigzane z uzyskiwaniem wartoSci realizacji zmiennych
83 obarczone bledamilAa wiec wzrosng zakléceries 5niek§§§g@caja—
ce ostateczng postaé zaleznosci /1/. Realizacja postulatu-BB/
spowoduje, ze do ‘modelu wejda zmienne, ktérych wartosci silnie w

wpiywaja na zmienng Y.

Rekapitulujgac, w modelu powinna znaleié sie mozliwie mala
11044 zmiennych réinych od statej, stabo miedzy soba skorelo~
wanych, silnie natomiast skorelowanych ze zmienng Y. fLatwo sie
Jednak przekonaé, ze postulaty B2 i B5/ nie sg niezalezne. lMOWi

o tym nastepujace

/2/ Twierdzenie']/

Niech Y,X,I ,xae L2.

Jesli

r (X, ) = r, 7 0,

r(xz,Y) =, >0,

to

v
1

L g
12 '\/(1 -73) (- ) Cmp s +\[(" - 8) (1 - £3)

TPoréwnaj: R. Jasinski [46] .
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‘:
gdzie

Tqp = I'(x'l 'X2)°

Dowédd

Wobec zalozenia, ze Y,X, ,Xaé Ly

Tyo = cos}f ’ rq = cosoL , T, = CcOS ﬁ ’
gdzie
o= & &q¥) po=Afrar), B o=y (xexp)

i 0L4-{5 jﬂ

Przy ustalonych katach o i @ y Zlienne /wektory/X1X2 mozna
"obracaé" tworzac koncentryczne *stozki" o osi symetrii Y.

Lt

Stad kat X’ niedzy X1,X2 speinia nieréwnosé

ol - pl & ¥<asp
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a zatem

1
cos g, cos (5 - \/(1'-003201, 1-0032(5)4 cosgé cos & + cosp +

+ \/(’I -coszd,) (1-0252{5)',

co wobec réwnosci /%/ kohczy dowéd,
/3/ Wniosek

Jesll ustalimy, ze do modelu wejdg zmienne, dla ktéorych
wspbélczynnik korelacji ze zmienng Y jest wiekszy niz z gbéry
zadana liczba to "wymuszona" zostanie wartosé wspédiczynnika

vorelacji miedzy tymi zmiennymi.
/4/ Wniosek

Z nieréwnoéci, ktére sag tezg twierdzenia /2/ wynika, ze
dla

rq &1 lub r, L 1
51/

zachodzi przyblizona rdéwno

/5/ T Ty Tp

1/ Te pi;ybliZonq rownoéé otrzymal za pomocg innych metod
7. Hellwig w swojej pracy [4_4':\ .
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O tym kiedy przyblizong rbéwnosé /5/ mdzna‘;qﬁtapgp réwnobcig

mowi nastépujace

/6/ Twierdzenie

wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych i,J = 1,25e0e,4P

X,] - I'1Y-L X2 [
Dowdd

Dla xq,...,xp zestandaryzowanych Tyo = (quxa), T, = (Y ‘X1)
r, = (tlx,).

Stad réwnosé

zajdzie wtedy 1 tylko wtedy, gdy

(x,1x,) - Glx,) (tlx,) = o,
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co jest rownowazne

@ .1%2) - r1 K|X2) = °>

a ta z kolei zaleznos¢, wobec whkasnosci iloczynu skalarnego

jest rownowazna

c.b.d.o.

Przejdzmy do*oméwienia aspektu iloSciowego wyboru zmiennych.
Zanim wykazemy, ze zwiekszenie i1losci zmiennych powoduje
w pewnych przypadkach zmniejszenie wspodczynnikéw w kombinacji
liniowej /1/ udowodnimy dwa twierdzenia, z ktdorych bedziemy
w ciggu dalszym korzystali. Pierwsze z nich jest istotnym
uogélnieniem twierdzenia o rzutowaniu na sume prostg podprzestrze-
ni generowanych przez ortogonal%éﬁbk+ady wektorow /poréwnaj
np. W. MEAkJ”™Sj)s. 82 1 dalsze/.

&

o

/7/° Twierdzenie

Zato6zmy, ze wektory 2 ® XN, XptN, ..., Xn6 L2 sg liniowo
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& R . ] .
'nlezalegne / ‘piekoniecznie ortogonalne/.

Niech Y’ oznacza rzut Y na :X,I,...,X ] *'rzut Y ng
B{PM""’X] Rzut wektora Y na podprzestrzen

P = [x,l,...,xp, xp+,|....,xn]

jest réwny rzutowl wektora Y na podprzestrzen generowana przez

wektory Y° 1 Y’’:

2 (¥/ [x,,,...,xp,'xpm,...,xn']) - ra(1/ (17, Y"_])

Dowédd

Jesli zortogonalizujemy /poréwnaj np..D. Luenberger [25] /

zbidér wektorédw {_X,.....XP, X 1,,,1..,Xn§, twierdzenie stanie
sie¢ trywialne; teza wynika po prostu z igcznosci dodawania
wektoréw. Otrzymamy wtedy wektory y° 1 yJ°° bedace rzutami

Y 'odpowied:,nio na zortogonalizowane podzbiory X1 gees ,'}v(p §

i ‘{’xp*_q’.oo’xnl, i Wektor
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—~ ar o~ ~ ~ ~,,
qu,...,xp, XP+,,,...,xn > =3 +37’.

Dow6éd twierdzenia zostanie zakonczony jesSli uklad ortogonalny

,XP+1 goes ,Xno

przeksztaicimy 2Zpowrotem na ukiad X,I,...,XP

/8/ Twierdzenke

Niech Y® oznacza rzut unormowanego wektora Y na podprzestrzen
P =[X1 poo -_,Xp] )

X - wektor unormowany i liniowo niezaleiny od Y}

Y’“= rzut wektora Y na podprzestrzen [Y', XJ.

Wektor Y’“‘mozna wyrazié za pomocg kombinacji linioweJ
C ¢ -

Y= o0 Y* + (BX,
gdzie \dJ { 1 wtedy i tylko wtedy, gdy speinione sa nieréwnos=

ci
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'(Y“Ix) (Y‘ -1x) < o
/9/

2 lv7lF - (x¢]x) (¥ + 1]x)> 0.

Dowdd

"Wyznaczmy wspdiczynniki of i p . Wektor Y - Y’ jest
ortogonalny do Y’ i X, a wiec

(¥ - oy -(bX\Y') =0

(Y - Y - pxlx): 0,

co jest réwnowazne

.
\

ob(Y'\Y'> + () (XlY') = (YlY‘)
| dglx) + R (¥1x).

/10/ °

Stad
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/1 - Y= gl'i)) = g:{%zhlx)

Wobec zalozonej niezaleznoéci wektoréw Y’ i X, mianownik

utamka /11/ Jjest wiekszy od zera. Zatem po przeksztalceniu
niardwnoit

otrzymamy, e |ob| { 1 jest speiniona wtedy i tylko wtedy, gdy

83 speinione nieréwnosci /9/, co kohczy dowdd.

Sformutujmy warunki /9/ uzywajgc zamist .iloczyndéw skalarnych

wspdiczynniké4w korelacji.

Korzystajgc z zaleznoéci /4/ rozdziailu II niedzy wspdiczyn~
nikiem korelacji a lloczynem skalarnym i normg,i zaktadajac,

ze wektory Y i X sg zestandaryiowape,otrzymamy réwnosci

@1x) = Ixh bxt =(x,¥) = =(x,¥)
@1x) = 1r7l izl =@*%) = ol,v7) =(x*, %)

@lr)= 2 (', ),

kt6p9~po podstawieniu do ukzadu /9/ dajg

l2lx,r7) olx7, x)1% - 2¥®, 1) elyx) =lx,¥)<0
2r?(y’,¥) - [=@,x?) =@20]% - 2(g,x)e (%) =(x,1)> 0
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co jest z kolei réwnowazne

ey, v9) oo x) [elr,x) =G x) - =@,1)]<0
r(x4,x) [ar(ee,y) - r(y’, 1) r2(1°,%) - =(x,x) r(X,Y)]) 0

Poniewaz Y’ jest rzutem Y, r(Y,I') ? 0, a zatem ostatni

ukiad nieréwno$ci jest réwnowazny ukiadowi

rKY',X)[rKY,Y') r(Y',X) -rkX,jI)](O

/12/
2r(y”;y) - rly’,v) (}f‘,x) - r(z7x) =(x,1)> o.

Tak wiec uklad nierdéwnoscl /9/ jest réwnowazny ukiadowi /12/
zapisanemu przy uzyciu wspdiczynnikéw korelacji, a ten z kolei

alternatywie ponizszych ukladéw

(7, x)> o
r(x,r9) r(3’,x) - r(,¥)<0

or(y’,y) - =(x7,¥) =° (v7,x) - =(x*,%) r&,1)> 0.
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1ub

=(¥*,%) <0
r(y,v’) r(YTX) - r(X,Y)> 0

2r(y’,¥) - f@’,Y) r2(¥7,x) - (3°,x) =(x,¥)> o.

Sformutujemy i udowodnimy twierdzenie, kté6re podaje warunki
dostateczne na to, aby zwiekszenie 1ilosci zmiennych w modelu
powodowalo zmniejszenie bezwzglednych wartoSci wspdéiczynnikow

przy zmiennych,

/1%/ Twierdzenis

Niech Y’ oznacza rzut wektora Y na podprzestrzen

P = [x,]_,...,xp],

a wiec

Y =~a1x,] + eoe + &pXP.
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Jesli X jest wektorem nie naleZacym do P 1 speinia warunkil

rQI',X)[r(Y,Y’) rtx",X) - r(X,Y)]( 0

/14/
2r(y,77)- r(@°,7) 2,0 - o ,x) r&,9> o

to wektor
Yo' = RZ(Y/ [X,],...,XP,X])
wyraza sie wzorem

Y = b1X1 +b2X2+ see +bpxp+bx,

gdzie

5| < |yl

dla‘ i=’],ooo,Po
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Dowédd

Wnioskiem z twierdzenia /7/ jest fakt, ze Y’’ mozna przedsta-

wié w postaci kombinacji liniowej wekboréw ¥’ i X:

Y":-' &Y’ + bX = q,a,'X,l + e00 + OLB.PXP + bX.

Je$li spelnione sg zalozenia /14/, to jak wykazaliémg w twierdze-—
niu /8/

loul <1

a zatem mnozac obustronnie te nierdéwnosé przez: lai‘ i wizgle-

dniajgc réwnosé oL a; = by otrzymujemy
\bil = \ai\ = \Obl lail < \lai )

co konczy dowdd.
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§ 2. Vspdétczynnik W. wyboru zmiennych danych przez

realizacje 1 jego wlasnosci,

Zalbézmy, ze elementy U = {;ﬁ’°"’xpl i y oznaczajg

n-elementowe (n > p+1\ realizacje zmiennych X ,...,X_, Y.

p
Elementy x1,...,xp,y bedziemy traktowali jako wektory przestrze-
ni Rn, ponadto zatozymy o nich, 2e sg unormowane na jeden,

to znaczy ich sktadowe s3 podzielone odpowiednio przez

A \[—;1— %i] 5y

ny”n =J'r11—' f:‘ 731

W poprzednim paragrefie przedstawilismy postulaty Ai(i=1,2)
i Bd(j=1’2’5)’ ktére powinny byé speinione przy wyborze zmien-
nych do modelu postaci /1/. Wprowadsmy funkcje, ktérych wartosci

bedg miaraml stopnia realizacji tych postulatoéw,.

Za miar¢ zaleznoéci zmiennych miedzy sobg 1 niezaleznosci

od-stalej, ktéra w realizacji ma postaé wektora

a=(1,.001),
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przyjmujemy ‘objetosé V réwndlegloégiagu Tozpietego na wektorach

XqseeesX »83Drzy czym zauwazimy, 2e

p

lall, = 1.

Zalezno$sé miedzy zmiennymi objasnlajacymi, a zmienna y bedzie-
m& mierzyli odlegloscia d wektora y od podprzestrzeni generowa-
nej przez wektory XreeerXpe Odlegtosé ta, Jjak wykazalismy
w rozdziale ITI § 5, ma Scisty zwigzek ze wspbdiczynnikiem korela-

cji wielowymiarowej z préby miedzy y a x1,...,xP:

d(y,[-x,]y...,xp‘lj = 1 = 82 .

Mozna ja traktowaé Jjako miar¢ aproksymacji liniowej zmiennej Y

przez zmienne Xq,...,X

p
C Z
Wprowadzmy teraz funkcje, ktoérej wartoéci posluzg nam jako

kryterium wyboru zmiennych do modelu /1/.
] e

/15/ Definicja

Wsp6iczynnikiem W. nazywamy funkeje
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T
W 2 \ R
okreslong dla X,j,---,Xp ;y wzorem
d([x1t... ,xpl ,y)
1+ v(x1lf...,xpta)
gdzie

Wspodczynnik W ma nastepujagce whasnosci uzasadniajgce jego

przydatnos¢ do wyboru zmiennych objasniajacych.

/16/ WHasnosé

Wspétczynnik W przyjmuje "waiftbsci z odcinka domknietego

/17/ W¥asnoscé

JesSli wektory X, , X sg liniowo niezalezne, to



- 120 -

wtedy 1 tylko wtedy, gdy istnieja takie skalary aq,e.e,a

1 wektory IOL,]"“’xoLr nalezgce do ukladu

(agrenersy ]

zZe

J=oagEy +oeeetaXy (xgpy 4% p).

/18/ Wlasnosé

Jesli W = 0, to wektor y jest ortogonalny do podprzestrzeni

[x,] poes ,xp] y tzn.

r(3,xy) = Glxg) =0 dla 1= 1,00,

/19/ Wlasnoéé.

Jesli a e [x,l,...,xp]
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1 wektor y jest ortogonalny do podprzestrzeni [&1,;f2,xb],
t0w=00

Oto dowody sformutowanych wiasnosci.

Dow6éd wtasnosci /16/

Wektor y ma diugosé rédwna jeden, a zatem

0g a4 £1.
Objetosé V tez spelnia nieréwnosé
o VvVgT,

wobec unormowania wektoroéw XyreeesX g8

P
Stad utamek WgV' przyjouje wartoSci z przedziatu domknietego

Lo,1].

Dowbdd wrasnosci /17/

Jesli

= X ene .
Yy a,] 1 + » + al)xp,
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to z twierdzenia o rzutowaniu /rozdzial f~tw}efdzenip /47//

wynika, Ze

d=0,
ale wtedy
W =1,
Jesli natomiast
w =1,
to
T+v = O
ale wtedy
d=0,

tzn., y jest elementem podprzestrzeni [x1,...,xﬁ1, a wiec

g = a1x1 + o0 + apxp.
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Dowéd wtasnosci /18/

Jesli
W =0,
to
. !
tzn.
Vi 74 “d=1+ 1V,

Poniewaz 0 4 {1, 0K V £ 1, to rbéwnosé¢ /#/ bedzie
speiniona wtedy i tylko wtedy, gdy

co konczy dowdd wiasnosci,
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Dowdd wrasnosci /19/

Jesli

a € Eiq,...,xp],
to
VQ:,l,...",xp,a) = 0O,

Jesli ponadto zalozymy, %e y jest ortogonalny do [x,l,...,xp],

to

d =1,
stad

v -,
a wiec

W= 0.
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§ 3. Zastosowanie wspélczynnika W do wybord zmiennych

danych przez realizacje.

Do modelu /1/ wybiera sie te zmienne xd"],...,xd, sposréd
T

Xggoees ,xp, dla ktérych

a (EKOL,]"“’XWI,].’ y)

1+ V(xoc1,...,x°(,r,a)

w (xd“',...,xd/:) =1 =

przyjmie wartosé najwieksza, wprowadzmy przy tym okresSlenie

/20/ Definicja

Ukladem minimalnym nazywamy taki podzbiér {xoL secesX )S
1 T
zbioru {x,l,...,xpﬁ, dla ktérego wspbdiczynnik W przyjmuje
wartosé najwiekszg.
Przedstavimy teraz w punktach postepowanie zwigzane z wyborem

uktadu minimalnego przy wykorzystaniu wsp.6tczynnika W.

1° Wybraé sposréd wektorédw Xq9e0+9X, maksymalny podukiad ‘liniowo,

niezalezny. Oznaczymy go przez - i niech jemgo liczebnosé
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: bedzie X,

2° Unormowaé elementy ze zbioru j{f .

3° Dla kazdego r-elementowego (r < k) podzbioru zbioru {ETC
wyznaczyé wartosé wspdiczynnika W, Podzbidér, dla ktoérego
wspbiczynnik ten przyjmie warto$é najwiekszg jest ukladem

minimalnym, Niech to bedzie uktad
x [ 2 2 x [ ]
d"l’ ’ d’r

40 Wyznaczyé wspdiczynnik 8y98q9eees8, kombinac ji

Y=aXqq+ eee +8aXol, + 8,

za pomocg metody najmnie jszych kwadratow /porownaj rozdziat II

paragraf 6/.

Uwagi

1. Wyznaczenie maksymalnego ukladu liniowo niezaleznego sposréd*

wektorow XqaeeesXy s wobec twi€fdzenia /65/ z rozdziaiu I,



2.

3,
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Jest w‘praktyce obliczeniowej proste: sprowadza Si¢ do bada-
nia rzedu macierzy Grama odpowiadajacej tym wektorom.
Oczywiscie jesli w maclerzy Grama wystepuja poza gldéwng
przekatng elementy réwne jeden co do bezwzgledne J wartoéci,
to nalezy przede wszystkim wyeliminowa¢ wektor odpowiadajag-
¢y kolumnie lub wierszowi, w ktérym taki element sie znajduje.
Ponadto warto zauwazyé, ze wyznaczenie maksymalnego ukladu

liniowo niezaleznego pozwala wykluczyé ze zbioru rozpatrywa-

nych zmiennych pewna ich iloS¢ a poniewaz ze ‘Wzgledu na

zaokraglenia czynione przez maszyne matematyczng stosowang
do obliczen, wykluczone zostana te zmienne, ktére- sa prakty-

cznie zalezne od pozostaiych.

Jeéli dla i’j = 1,...,}_)

\r (xi,xj)l =1,

to uklad minimalny tworzy ktérakolwiek ze zamiennych LgreeasX

p

Jesli dla kilku réznych podzbiorédw zbioru.gc wspolczynnik W
przyjmie te samg najwiekszg wartoéé, to za uklad minimalny

bedziemy uwazaé ten podzbidér, ktéry jest najmnied liczny.

Jesli liczebnogéé uktadu minimalnego Jjest bardzo istotna
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/op. ze-wzgledu na koszt “lub. pracochionnosé uzyskipania

danych/, to mozna zastosowaé procedure postoptymalizacyjng
. —

pfzyjmujac za ukiad minimalny taki podzbiér J Cltxg , dla

ktérego wyrazenio

w%_ W(xo(/19-°0oxo(,t)
) t

przyjmie warto$é najwiekszg, gdzie t oznacza licaehnosé

zbioru .

Wartos¢ 1 - W mozna interpretowaé jako te iloéé informacji,
ktéra nie zostata dostarczona przez 'a priori wybrane do

modelu zﬁienne'kq,...,xp.
Wspélczynnik W jest zwigzany 2z wspdiczynnikiem 8 korelacji

wielowymiarowej zaleznoscig

Nie ma jednak tej wady co wspdéiczynnik g’ zastosowany do wyboru
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zmienpych. W przeciwienstwie 'dd‘e‘? @oze: byé

ﬁs - $t C(x

Wykazemy to na przykiadach w paragrafie 5.
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§ 4. Postat wspélczynnika W w przestrzeni L.

Niech elementy zbioru 11ﬁ={x1,...,xpg 1 Y oznaczaja
zmienne losowe nalezace do L2, w ktorej ciag CBi) jest bazg.

Odlegtosé 4 miedzy zmienng losowa Y, a podprzestrzenia generowa-
ng przez zbiér {X1,...,X 1 wyraza si¢ wzorem /pordéwnaj twierdze-

nie /68/ rozdzial I/:

p

[}
B(Kqpee X ,¥)
g(X,] goce ,XP)

]

/21/ d (r,[x1,...,xp]) =
gdzie

8(X1,...,XP) i g(X,],...,Xp,Y)

oznaczajg wyznaczniki Grama w L2.

Oznaczmy przez
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gdzie

i

(=1

"objetosé roéwnolegiosScianu"rozpietego na X1,...,X sA /pordwnaj

p
z uwagg /24/,rozdziat I1XI/.

Przy tych oznaczeniach, wspbéiczynnik W ma w L2 postaé

W. . alx, [xq,...,xp])

1 (XgyeneiX0h)

W paragrafie 2 rozdziatu IIIl wykazalismy, ze wyznacznik V
jest estymatorem zgodnym wyznacznika Grama W L. Stad tez

podstawiajgc w /21/ odpowiednie estymatory, statystyka
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jéét wobec twierdzenia /7/ rozdziazu III estymatoren

zgodnym odleglosci.

Jesli ponadto przez ﬂj’ oznaczymny estymator zgodny parame-
tru Q}' y to réwniez z twierdzenia /7/ rozdziatu III wynika

/22/ Twierdzenie

"Statystyka

e i

1+

jest estymatorem zgodnym wspdiczynnika }ur.

/23/ Twierdzenie

Wspbéiczynnik *Vr ma nastepujace wiasnosci:
4, -
1. 4" LN {ng — \_0,1]

2. JeSli zmienne X1,...,Xp sg liniowo niezalezne, to

A - -
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wtedy i tyL?o wtedy, gdy
Y € [xq,...,xp]

3. Jeéli

to zmienna Y jest nieskorelowana z kazdg ze zmiennych

x1’.."X

D
4, Jesli

A € ‘.X'I""’Xp]

1 zmienna Y jest nieskorelowana z kazdg ze‘zmiennych.xq,...,x

to

P’

"W:=o.

5. Wspbiczynnik nie Jjest monotonicznyq/ W sensie Inkluzji
miedzy podzbiorami QE . Wykazujg to przykiady.
Dowdd twierdzenla /23/ jest analogiczny do dowoddw wiasnos$ci

/16/y /17/,/18/ 1 /19/.

1/ Pordéwnaj z uwaga 5.
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§ 5, Prg;kidﬁy'numeryczne.

Autorem programu na EMC ODRA 1204, na podstawie ktorego

zostaly wykonane powy%sze przyklady Jjest W. Ostasiewiéi?[40] .

-~

/24/ Przyklad

‘Do obliczen zostaly uzyte trzy dziesieciowymiarowe wektory
y - realizacje zmiennej objasniansj, Xq9Xp = realizacje zmien-
nych objasniajagcych o nastepujacej macierzy wspdiczynnikéw
korelacji

41,0000 0,8352  0,5599 |

0,8352 1,0000 0,8087

e

Uzyskano nastepujace wartosci wspbiczynnikéw W

wcgp = 0,68
W(x2) = 0,37
W (g{,l ,X2>= 0,58 .
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Ukladem minimalnym jest uklad {xﬂ%_, zaukazmy Przy tym, Ze

"o

erq,y) = 0,8352,

r(x,,x = 0,8087.
12X2) 2

~
el
[~

/25/ Przykiad

Dla wektora y realizacji zmiennej objasnianej i wektoréw

x1,x2,x3,x4,x5 o macierzy symetryczne]

1,0000

0,4048  1,0000

0,2538 =-0,2482 41,0000
-0,6843 -0,1888 =0,3019 1,0000

0,1032 -0,5929 £,0°22 -0,1949 1,0000

0,1951 =0,1414 -=0,0111 =0,4905 0,5904 41,0000

- ,

@spélczynnikéw korelacji uzyskano nastepujace wartosci wsbél—

czynnikéw W ¢
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W(xy.
W (x2)

WCX;) =

W(x,)

W(x5)

W (x,] 1 X5)

W (x, 1X3)

W (x,l »X,)

W(x, ,x5)
W(xz,xB)

W (x5,%,)
W(xa,xs)
W<?5’xﬁ>

W (xB,x5)
W(xa,xs) =

W (2 ,%5 1X3)
chqox2034) =

L (x1 X ;15)

‘W (x,] ,xB,xq)

w (x,] ,xz ’x5~)
wcx1,x4,x5)

W (xz ,x3,x4)

W (xZ’XB’xS)

W (x,,x, +Xs)

W (xB,x4 ,xs)
W(x, ,xz,x3,x4)
W (x1 g-éi"; "xs)
WCx1,x2,x4,x5)
W (x4 1X5,%,, ,x5) =
W (x5 1X39%y 9%g) =
W(x1,x2,x3,x4,x5) =

0,1639
. &
0,0644
0,4683
0,0107
0,0381
0,1829
0,5318
0,1096
0,1770

= 0,4092

0,0734

= 0,1014

0,4008

= 0’3397

0,0306
0,4698
0,1463
0,2021
0,4 364
0,4254
0,424
0,3703
0,3357
0,0927
0,3021
0,4054

= 074046

0,159
0, 3567
0,3080
0,3529
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[ i - . € , €
Ukladem ainimalnym jest uklad {'x,l ,15} s PTzy czym
r §,x,) = 0,4048,
r(y,xB) ==0,6843,

r (x, yX5)=-0,1888.
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Rozdziakl Vi

DYSKRYMINACJA I TAKSONOMIA W PRZESTRZ&NI LINIOWEJ

§ 1. Dyskryminacja

Zaldézmy, %e badajac zbidr 25 obiektéw /moga to byé np. przed-
siebiorstwa, gospodarstwa rolne, kraje, stany obiektu w wybra-
nych momentach czasu itp./ wybralisémy np. metoda przedstawiong
w rozdziale IV p sposréd rozwazonych cech, za pomocag ktérych
obiekty te sg opisane. Zostal ustalony wiec uktad charakterysty-
cznych cech a co za tym idzie baza przestrzeni, w ktérej obiekty

reda reprezentowéne jako jeJ elementy.

Niech Z = {A,] gee .,An}cEp oznacza zbliér, ktéry bedziemy utozszania-

11 ze zblorem obiektéw. Przez dyskryminacje zbioru Z rozumie-
my1/ podziat tego zbioru na podzbiory roziaczne niepuste

i dajgce w sumie caly zbidér Z . Podzbiory takie nazywa sie
warst-wami, Podzial na warstwy powinien speiniaé nastepujacy
warunek: w warstwie elementy powinny byé bardziej skoncentrowane
nlz w catym zbiorze Z ., Jest to 0. tyle trudne do zrealizowania,

2e tatwo doprowadza do sytuacji, w ktérej zbiér 2 rozbija sie¢

na podzbiory jednoelementowe. Innym waznym problemem teorii

dyskrymninacji jest zagadnienie istnienia

1/ Poréwnaj:W. Bukietynski, Z. Hellwig, U. Krélik, A.Smoluk [ZI] .
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'2wiazku‘q}edzy zaleznoscig cech jako zmiennych losowych,

a konfiguracjg obiektéw za ich pomoca scharakteryzowanych.
Problem ten jest o tyle istotny, 2e gdyby ukiad przestrzenny
obiektdéw zalezal od zwig.zkéw miedzy cechami, to dyskryminac ja
nie odzwierciedlalaby wiasnosci zbioru obiektéw.“TrakE&je

o nim sformutovane dalej twlerdzenie /2/.

Niech

A= (x11'x12’°°°'x1p)

.An =(xn,| ,Xn2, doe ,xnp)

oznaczaja wektory /obiekty/, ktérych skiadowymi sg wartoséci
cech 01,02,...,cp. Przestrzen euklidesowqiEp, ktérej elementa-
ni sa obiekty,nazywamy przestrzenig oblektow. Cechy sa wektora-

mi on skladowyc?:

-,
-

%y = (%q99%q00 0% )

x, = (x1p’x2p""’xnp)



- 140 -

Bedziemy.je traktowali jako elementy przestrzeni R™ realizacji

zmiennych losowych, a przestrzei R™ bedzie nazywana przestrze-

nig cech i zatozymy o cechach, Ze sg zestandaryzowane., Stad

wspbéiczynnik korelacjl miedzy cechami ci,c'j

Ty4 = rCzi,xj) = %;} Xps Xy o

Przyjunujemy ponadto, ze odleglosé dij miedzy oblektami Jest

okresSlona réwnoécig

L
D 5

/2/ Twierdzenieq/

Odlegtoéel miedzy elementami® zbioru Z nie zaleza od wspdi-

czynnikéw korelacji miedzy cechanmi.

Dowdd

Kwadrat odleglosci miedzy obiektami Asy Aj jest réwny
1/ poréwnajiR. Jasinski [2,0] .
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dij = (xiq-qu)a +ooet (iis’xjs)a +ooot (xiu-xjaf+...+<iip-xj£y%

Jegli zmienimy tak skzadowe s,u, ze bedg zachowane réwnosci

/3/

/ a1 b - pewne ustalone wielkosci/, to odleglosé miedzy Ai’Aj

nte zmieni sieg.

Z zaleznosci, /pordéwnaj rozdzialyII i ITI/

Ln )
a 2
dCxS,xu) = E%;%(iks - xku) =4ja2 = 2.rsu

{

po przeksztaiceniu otrzymujemy

) 2 - 2(xs,xu)
“Toy = 2. =

_ 1 . 2 N . \2 _ ~\2 o . Vé
= 1— ""‘—'.n [( lis-:{,l u) ) o+(}.is“‘\iu) +ooot (ACJ-S—XJ-U) +eoo ot (_‘lns—‘;n'\l}] N
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Jest zatem oczywiste, ze mozZna tdk“imiéhié’kis,xiu,xjs;xdu
aby byty speinione zaleznoscl /3/ a zmienily sig przy tym

2 2
Cxis - xiu) i QFJS - xju) , co konczy dowéd twierdzenia,

/4/ Uwaga

Twlierdzenie /2/ umozliwia przeprowadzenie dyskryminacji
dowolnego zbioru obiektdéw bez analizowania sily zwigzkoéw
miedzy cechami. Innymi siowy sposéd rozdyskryminowania zbioru
obiektéw zalezy tylko od wiasnoéci jego elementédw. W szczegdlnosci
moze zostaé rozdyskryainowany zbiodr, ktOrego elementami sg realiza

cje pary zmiennych losowych zaleznych,
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§ 2. Takspnomia wroclawska.

W roku 1952 K. Florek, J. Lukaszewicz, J. Perkal, H. Stein-
haus 1 S. Zubrzycki w [8] podali sposob nieliniowego
uporzagdkowania zbioru punktéw 72 = {A,],...,An}bedaccych

elementami przestrzeni Ep, nazwany taksonomig wroclawskq_.

Przedstavimy uzyskane przez nich rezultaty zawarte w pracy

cy}:owane.j iw [7] tychze autoréw.

Oznaczmy przez d(Ai’Aj) odlegtos¢ miedzy elementami Ayy A;j
zbioru Z. O zbiorze tym zalozymy, Ze odleglosé miedzy Jjego
elementami nie powtarzajg sie. Na elementach zbioru Z rozpina

sie graf 8péjny1/w nastepujacy sposébs

“. Kazdy element zbioru Z lgczy sie 2z najblizszym odcinkiem
o dtugosci réwnej odlegzosSci miedzy tymi punktami.

Tak otrzymany graf nazywa si¢ skupieniem pierwszego rzedu.

2. Kazde skupienie pierwszego rze¢du lgczy si¢ z najblizszym,
przy czym przez odleglosé dwu skupien S, P rozumie sie
najmniejszg odleglosé miedzy punktami, z ktérych jeden
nalezy do skupienia8 adrugi do skupienia P. Taki graf

nazywa si¢ skupieniem rzedu drugiego.

‘Postepowanie kontynuuje sie dopbéty, dopdki wszystkie

elementy zbiloru Z zostana potaczone. Tak uzyskany graf jest spdj-

1/ Definiéje dotyczace uzywanych tu pojeé teorii grafdw
mozna znalezé np. w:R. Jasinskif1gJlub w O. Ore [51].
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ny i nie zawiera cyXli,poniewaz odlegloéct miedzy pinktami
zbioru Z nie powtarzaja sie.

Ponadto # cytowanej juz pracy[}fj]dowodzi sie nastepujacych
twierdzen.

Niech D(Z) oznacza najkrétszy graf rozpiety na 2 /tzn. taki,
w ktérym suma drugosci tuké4w jest najmniejsza/, a F(Z) graf

rozpiety metoda taksonomii wroclawskiej.

/5/ Twierdzenie

Najkr6tszym grafem rozpi¢tym na zbiorze Z jest graf uzyska-

ny za pomoca taksonomii wroctawskiej, tzn.

D(z) = F(z).

/6/ Definicja
Diugosciag podzialu nazywamy sume diugosci grafédw DCZ#),

gdzie Z,],...,Zm oznaczaja roztgczne podzbiory zbioru Z takie,

ze

/7/ Z.= Z1U LX) UZm.

/8/ Definicja

Podziat zbioru Z na m czeSci nazywa sig najlepszy Jjeéli
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jago. dtugasé jest minimqlﬁéi

/9/ Twierdzenie

Jesli podziat /7/ jest najlepszym podziatem zhioru 2,

na m czesci, to

U p(z,) ¢ D(2).

m
k=1
Z tego twierdzenia wynika natychmiast

/10/ Twierdzenie

Podzial zbioru Z na m cz¢sc¢i Jest najlepszy,jesli w grafie
D(Z) wyeliminuje sie m - 1 najdluzszych tukéw. Powstate w wyni-
ku tej operacji podgrafy spéjne sag najkrétszymi grafami D(Zk).

Numerycznym aspektem wyznaczania grafu F(Z) zajmowat sie
G. Trybus. Jest on autorem programu opublikowanego w [5?ﬂ ’
ktéry pozwala wyznaczyc graf F(z) , przy czym liczebnosé
zbioru 7Z jest ograniczona jedynie pojemnoscig pamieci maszyny

cyfrowej.,
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§ 3. Zwiszek taksonomii wroclawskiej ze statystyka.

Przestrzen cech, ktoéra bedzie przedmiotem naszych rozwazan
jest przestrzeniag RE. Wymiar tej przestrzeni jest okresSlony
przez liczbe obiektéw, ktére sa scharakteryzowane rozwazanymi
cechami. Kazdy punkt przestrzeni jest wektorem, ktérego skirado-

we sg wartosciami cechy dla poszczegdlnych obiektéw.
"W rozdziale II /twierdzenie /7// otrzymaliémy zaleznosé
miedzy wspbdiczynnikiem' korelacji a odlegloscig miedzy wektorami

realizacji zmiennych losowych.

/11/ qﬁxi,xj) =\/>2 - 2rtxi,xj)

Zaleznoéé ta umozliwi nam powigzanie znanej i rozbudowane]
teorii dotyczacej wspoiczynnika korelacji z taksonomig majgcq
wiele efektownych zastosowaﬁq/. Powigzanie to umozliwia
w pewnych przypadkach rozwigzywanie prqbleméw ekonometrii

dotyczacych zmiennych losowych za pomocg metod taksonomii,

2 wzoru /11/ mosna wywnioskowaé, ze zaleznogé zmiennych
losowych nie implikuje zerowania sie odlegtoéci miedzy nimi.
Tek wiec w ogbédlnym przypadku nie mozna zamiast macierzy wspdi-

o cx e . < v s .
czynnikow korelacji badadé waclerzy odleziosci wigdzy ccechauml.

1/ Poréwna; np.:Z. Hellwig EiS] o
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Powstaje zatem problem w.jakim’szézegélnym°przypadku badanie.
odlegloédi pozwala przeniesé uzyskane wynikl na zagadnienie
dotyczace zaleznosci zmiennych, lub innymi stowy - kiedy
mi¢gdzy macierzami wspdiczynnikoéw korelacji i odlegtosci

jest adekwatna odpowiednio$¢. Zanim na to pytanie odpowiemy,

wprowadsmy definicje takiej odpowiednioscis

/12/ Definicja

 HMéwi ) i ych danych przez realizacje
/v ektorodw/ istnieje p J
adekwatna odpowiednioS¢ miedzy wspbdiczynnikami korelacji

a odlegtosciami tych zmisnnych jesli sg spelnione nastepujag-
ce postulaty:

/1/ lr(xs,xt)l =1 wtedy i tylko wtedy, gdy
afx ,x )= 0 (s, € N);

/11/ lr@xs,xt)l= lr(xu,xt)\ wtedy i tylko wtedy, gdy
dCxS,xt) = d(xu,xt) (s,t,u e-N).

‘Rozwigzaniem problemu dotyczgcego adekwatnej odpowiedniosci

jest nastepujace
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/fl 3/ Twierdzenie

P

Dla zbioru zmiennych"wgld:’ic&‘—gv; ixig i €N zestandaryzowa-~
nych nie na adekwatnej odpowiedniosci miedzy macierzg
R = (r(xi,xj) wspbrczynnikéw korelacji, a macierza
D= (d(xi,xj) odlegloséci wtedy i tylko wtedy, gdy w zbiorze
{xii i ¢ §y 1istnieje taka tréjka elementéw X3 9% 50Xy ze

ri;j = r(xi,xd) < 0,
/%/ Ty = r(xi,xk) < 0,
Tk = r(xj,xk) < 0.

Na pytanie czy taka macierz wspdlczynnikéw korelacji istnieje

odpowieay w ciggu dalszym pracy.
Dowébd

Zalbzmy, ze istnieje tr6jka zmiennych xi,xj,xk, speiniajg-
ca /%/. Vlykazeny, ze nie moga byé spelnione postulaty /I1/
1 /II/. Istotnie, je$li pomnozymy wszystkie wektory trdjki
przez -1, to nie bedzie speiniony postulat /II/, poniewaz

z réwnosci

/14/ r(xi,xj) = cos { (xi,xj)
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wynika, ze wspdtczynniki -korelacji T30 Tk Tj) Peda nadal
ujemne i otrzymamy
lr(—xi,xj), = lr(xi,xj)l ’

a wobec /14/ i twierdzenia /7/ rozdziaiu II

Analogicznie mozna wykazaé, ze nie beds ‘speinione postulaty,
gdy tylko jeden lub dowolne dwa wektory z rozpatrywanej tréjki

pomnozymy przez -1.

Zalézmy teraz, ze nie istnieje w zbiorze {xii tré6 jka

wektorédw speitniajaca /#/, tzn. moze byé co najwyzej

r(xi,xj) <0 dla pewnggo x; i j & N\ {1}

r(,,x;)%0  dla dowolnych k, 1 € N \[1}.
Wtédy mnozgc wektor X; pPrzez =1 otrzymamy

Vg 74 r(xs,xt)? 0] dla doviolnych s,t € N.
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Stgd réwnosé
I‘{IS,Xt) = \r(xs,xt)} = 1,
wobec twierdzenia /7/ rozdziaiu II, jest réwnowazna

d(xs ,Xt) = 00

Ponadto, z /¥%/ wynika, ze rdéwnosé
\

lr(xi,xd),= Ir(xk,x:.)I
jest réwnowazna nastepujace J

r(xi,xj) = r(xk,xj),
co z kolei wobec twierdzenia /7/ rozdziaiu II jest réwnowazne
Twierdzenie zostato wiec udowodnione.

Z twierdzenia /13/ wynika nastepujgcy
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/15/ VWniosek

Je§ll w macierzy wspdéiczynnikédw korelacji nie ma elementow
spetniajacych /#/, to warunki /iI/ i /II/ beda speinione Jjesli
wektory, ktérym odpowiadaja kolumny /wiersze/ zawierajace

ujemne wspdéiczynniki pomnozymy przez -1.

Zagadnienie adekwatnosci mozna uogdélnié w nastepujacy

sposéb: czy istnieje taka miara m zaleznosc¢i zmiennych losowych,

n(x,y) = a

implikuje zalezno$é zmiennych losowych.x,y, ktéra spetniataby

postulaty:

m(x,y) = a wtedy i tylko wtedy, gdy d4(x,y) = O;

mCx,y) m(z,y) wtedy i tylko wtedy, gdy d(x,y) = d(z,y).

W ogélnym przypadku odpowied? na to pytanie jest negatywna,

poniewaz z aksjomatéow metryki wynika, ze

_d(x,y) =0

wtedy 1 tylko wtedy, 5dy *x = y, &8-®miechne losovwe sa zaleine

np. wtedy, gdy x = -Jy.
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Twiérdzenie,/ﬁ3/ nasuwa pytanie: czy moze istnieé macierz
wopdtczynniké4w korelacji, ktdérej elementy speiniajg waruneklﬁgg
Ot6z wykazemy, ze macierz wspdiczynnikéw korelacji moze
zawieraé same ujemne elementy /oprécz elementéw gibdwne'J

-—

przekatne j/.

W praktyce mamy do czynienia z realizacjami zmiennych
losowych, ktére sg n-elementowymi ciggami liczb, przeto
badanie mozliwosci istnienia macierzy R o samych ujemnych wspdéi-

czynnikach przeprowadzimy dla n-wymiarowych wektoréw.

/16/ Twierdzenie

Warunkieém koniecznym na to aby byla mozliwa konstrukcja
macierzy stopnia n wspbélczynnikéw korelacji o samych elementach
ujemnych /oprécz elementdw gidwnej przekatnej/ jest aby ilosé
realizacji byla réwna co najmniej n - 1.

Dowdd tego twierdzenia poprzedzimy lematem.
/17/ Lemat

W przestrzeni unitarnej n-wymiaroweJ RD istnie je co najwyZej
9 2
n + 1 wektoréw, dla ktérych k4t miedzy dowolnymi dwoma roéznymi
Jjest wiekszy niz 15—
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Dowébd

1° w przestrzenl Rj sa dwa takie wektory, np. p 1 -p.

2° Zalbézmy, ze lemat jest prawdziwy w przestrzeni R, Rozwazmy

Rn+ 1

Przestrzen jako sume prostg przsstrzeni RP i prostopa=

dtej do niej przestrzeni Rﬂ. 7% zalozenia w R™ jest n +1

wektorbw PqrecssPp 19 dla ktérych

&L (pys23) 7 IT ’

dla 1#3 (1,5=1,..,001).

W przestrzeni R’ sa Gwa wektory p i -p takie, ze

L@r) = &, Yeew)e T,

dla i = 1’ooo,n+1.

Poniewaz
4 (pi’pa)> -I,__ ‘(?-93 = 1,2,...,n+'l )

kazdy kat < (p,pi) = J-l:- mozna zwiekszyé /wynika to z cia-
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gloécl iloczynu skalarnego/ zachowujac nieréwnosé

X r)> T

Otrzymnsmy przy tym

X (22 )< 4

. . 1
a wiec v przestrzeni R*

jest nie wiecej niz n+2 wektorédw,
dla ktérych katy miedzy doviolnymi dwomms réznymi sg wieksze

nisz -Id‘— , co kohczy dowdéd lematu.

Dowéd twierdzenia /16/ Jjest teraz natychmiastowy, jesli

wezmiemy pod uwage réwnosé /14/.

Wprowadzmy uzywany w analizie zbioru cech metoda wskaznikoéw
J. Perkalaq/ i omawiany w pracy B. Kopocinskiego i L. Zubrzyckie]

[Zl]itzw. uklad cech slabo zgodny.

/18/ Defimicja

Zmienne losowe {Xi_{ ie N stanowig ukitad zg;odny,jeéli

1/ Poréwnaj:J. Perkal [5 5] .
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wszystkie wspdiczynniki korelacji miedzy nimi sg nieujenne.

/19/ Definicja

Zmienne losowe ink 1 €N stanowig ukad stabo zgodny, jesli
istnieje cigg liczb {Fi}i e N takich, ze e; = ¥ 1 1 zmnienne
{eixili € N stanowig ukiad zgodny.

*Ukiad siabo zgodny mozna scharakteryzowaé w ponizszy sposoéb.

/20/ Twierdzenie

Uktad C = {xii i€EN jest stabo zgodny wtedy i tylko wtedy,

gdy « macierzy wspdlczynnikéw korelacji

R = (r )= (r(xi,xj)>

-nie wystepuje taka trojka elementéw, ze

/217 -rij<o, rjk<0’ rjk<0‘
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Dowdd

Jesli w macierzy R wystepuje trdéjka elementéw speiniajgca

/21/, to w zbiorze C istnieja trzy zmienne xi,xj,xk takie,

%6 kat miedzy dowolnymi dwoma Jest wiekszy niz J;—
Stad teZz zmienne te nie stanowig ukladu szabo zgodnego, a wiec

i C nie jest ukiadem siabo zgodnym.

.Zalézmy teraz, ze nie istnieje w zbiorze C tréjka zmiennych

speiniajgca /21/, tzn. moze byé co najwyzej

r(xi,xjko dla pewnego X; 1 j € N '\{11

r%k,xl) )O dla dowolnych k,1 € N\ {_ig.

Wtedy mnozgc Xi przez -1 otrzymamy r('Xs,Xt))/O dla dowolnych
s,t € N, co kohczy dowbdd.

Z twierdzeha /13/ i /20/ otrzymujemy jako ‘wWniosek nastepuja-

ce

/22/ Twierdzenie

Adekwatna odpowiedniosé miedzy macierzg R a macierza odleglos-
ci D= (d (xi,xj)) istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy uklad
ixii ie N jest stabo zgodny.
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§ 4. Przeglad metod dyskryminacji i ich zastosowan,

Taksononia wroctawska sugeruje dyskryminowanie zbioru przez
rozcinanie polgczen miedzy skupieniaml poczgwszy od potgczenia
najdtuszszego. Nie wystepuje jednak w niej explicite kryteriunm,
wediug ktérego mozna by obiektywnie rozstrzygnaé ile polaczen
nalezy wyeliminowaé, tzn. na ile pozbioréw ma rozpasé éie zbiér.
Stad, proponowane postepowanie bedzie mialo zastosowanie tylko
w przypadku, gdy liczba, podzbioréw jest z géry ustalona,
co réwniez moze miedé praktyczny sens np. przy podziale dychoto-
micznym, .

Metodq dyskryminacji wykorzystujacg %aksonomie wroctawskg

Jest nastepujace postepowanie1/.

1. Metodq taksanomii wroctawskiej wyznacza sie maleaacy cigg
{Fﬂ"°"dn 11 dlugosci polgczen w grafie F(Z)

2. 2 tak otrzymnego ciggu tworzy sie¢ cigg

W2=:‘—ﬂ-’ w—_-;z_
d2 3

1/ PoréwnajcZ. Hellwig LiE]
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/23/ Definicja

Zbiér Z rozpada si¢ W sposéb naturalny na k czesci, jesli

W  Piq

W. pracy [8 ] jest podany przyklad przyrodniczy naturalnego

rozpadu zbioru.

Wprowadzmy pewng modyfikacje rozpadu naturalnego, polegajaca
na tym, 2e w ciqgu‘,wz,ws,... wybliera sle element najwiekszy

1 jesli jest to

z2biér Z dzielimy na s czeéci eliminujac s = 1 najdiuzszych
€ =
potgczeh, Taki podzial wydaje sie by¢é subtelniejszy niz rozpad

naturalny.

?

9
Wymienione w § 1 2gdanie aby wwrstwach elementy byly bardziej
skoncentrowane ni% w catym Z, realizuje metoda dyskrymimacji
polegajgca na tyn, Ze orafie 11‘(’1-) elininuje .sie¢ wszystkic

polqczen'ié dluzsze niz Srednia arytmetyczna 5 dlugoscl polaczen
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) 6. ©
w F(Z) /poréwnajs Z. Hellwyigr[ﬁ]/ -
< S
Za mliare koncentracji zbioru punktéw przyjmujemy tu Srednig
arytmetyczna dtugosci potaczen w najkrotszym grafie rozpietym
na tym zbiorze, poniewa% o zaproponowanym postepowaniu mozna

udowodnié

/24/ Twierdzenie

Srednia arytmetyczna dlugosci polgczeh w kazdym z podgraféw
/warstw/ Z’I""’Zk grafu F(Z) powstalych przez eliminacje
k - 1 polgczen o dlugoéciach

& ) e Dy
takich, ze

d.k_,l((-i i d.k)d

jest mniejsza niz 4.

Dowéd

Oznaczmy przez di"éredniq arytmetyczng potaczen w D(Zi) .
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7 twierdzenia /M0/ wyﬁika, %e podgrafy 21,...,Zk powstale
w wyniku eliminacji k - 1 polaczeh sg najkrétsze, stad

w podgrafie Zi (i = 1,...,k:> wszystkie polgczenia sg krétsze
niz E , a wiec

di é-d'. d.la i-—,l’o.."k »
co nalezato udowodnié.

/25/ Uwaga

Przedstawiona metoda dyskryminacJji jéest podzialem najlepszym
na k czesci /poréwhaj:definicja /8//.

Jednakze wadg tej metody jest, ze zbiér

7/ -~

00..‘
R “ .
, ‘ 4 N
\ P e
\ : _/
\
v, !

\ ::...Q /

\ .\",. /

zostanie rozdyskryminowany na dra podzbiory, co wmo2e budzié kontro-

wersje. Te¢ niedogodnoéé lagodzi sliminowanie wszystkich polaczen
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dluibzych;ni%‘d - 84, gdaie bd jestt.odchylenibm standardowym
dlugosci polgczehr w P(Z).

E. Stolarska, K. Zadora i J. Kolonko WBF] przedstanili -
metode dyskryminacji polegajacg na tym, ze zbiér Z wpisuje sie
w siatke utworzong przez hiperszeSciany. Warstwy tworzg takie
podzbiory zbioru Z, ktére sa oddzielone od siebie hiperszesciana-
ni nie zawierajacymi elementéw zbioru Z. Za miare koncentracji
prze';jmiemy tu liczbe elementéw przypadajaca na jednostke obszeru,
Miare te mozna nazwaé gestoscia. Latwo udowodnié, ze gestosé

ta jest wieksza w warstwach niz w caiym zbiorze Z.

Inne podejscie do problemu dyskryminacji prezentuje praca
W. Bukietynskiego i“innych[}a:]. Wprowadzoﬁb tan tzw, kryterium
dyskryminacji = tj. funkcje rzeczywista F okresSlona na rodzinie
mozliwych klas podziaiéw na warstwy, przy czym przez dyskrymina=-
cje optymalna rozumie sie taki podzial, dla ktérego funkcja F
0siagga maksimum. W [Z;] zwrécono réwniez uwage na fakt, ze kazda
dyskryminac ja zbioru Z Jjest podziaitem Z na klasy abstrakcjiq/,
a jak wiadomo czyni bo dowolna rélacja réwnowaznosci /podobien-
stwa/ okreslona w zbiorze Z. Mozna np. przyjaé, ze obiektami
podobnymi sg takie, ktére sg zalezne liniowo.
Jesli jednak cechy, za pomoca ktérych opisane obilekty sg realiza-
cjami zmiennych losowych cigglych to prawdopodobienstwo, e dwa

obiekty bgda w tym sensie podobne,jest rdéwne zero. Naleiy wiec

1/ Poréwnaj np.:A. Grzegorczyk [_43] .
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wprowadzié uiare podobiefstwa i 'uwzaé za podobne takie obiekty,
dla ktérych owa miara przyjmie wartoéé mniejszg niz arbitralnie

ustalona wielkosé. Moze to byé np. 23m y 8dzie Sy Jest odchyle-
nien standardowym miary. Za wiare podobienstwa w sensia liniowe
zaleznosci mozna przyaqé wartosé bezwzgledng coéinusa 4 .kata

miedzy wektorami reprezentu;) acyni obiekty.

/26/ Uwagl o zastosowaniu dyskryminacji.

Znane sg zastosowania dyskryminacjl w zagadnieniach przyrod-
niczych /poréwnaj np..K. Florek i inni [8] / 1 ekonomicznych
np. do typo],ogiczqggo podzialu kraju /poréwnaj:Z. Hellwig [{'5'] /
wyodrebniania régionéw gospodarczych itp. Oprécz wymiénionych
aplikacji,dyskryminacjé mozna stosowaé W zagadnieniach programo-
wania matematycznego dotyczgcych produkcji lub magazynowania,

w ktérych pojawia si¢ konieczno$¢ agregowania wyrobdéw, a takize
w zagadnieniach klasyfikacji i1 oceny jakosci wyrobéw, ktérych

nie mozna uporzgdkowaé liniowo.

1/—6091:1115 ten Jjest Jak w 1aaomo rovwny pewnych przypadkach wspoi-
czynnikowi korelacji, a wiec. mozna méwié o wspdiczynniku kore-
lacji miedzy obiektami.
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-§ 5. Wybbér, ebiektu thlmafbego. 

W paragrafie tym bedziemy rozréiniali zbiér obiektéwﬁg
i utozsamiany z nim dotagd 2zbiér Z C EP,

Z zagadnieniem dyskryminacji wigze sie¢ problem obie];tu
"najlepszego'" W zbiorze 'Z, obiektéw, lub w wybranej warstwie
rozdyskryminowanego zbioru % o« Zwykle za najlepszy uwaza sie
taki element zbioru, dla ktérego pewna funkcja na mim okreslona
osiqga ekstremum. Funkcja, ktbéra przyporzgdkowuje obiektom
P - elementowe ciggi liczb bedace realizacjami cech, jest

funkcjg wektorowsg

f;% — EP,

/27/ Definicia

Mowimy, ze funkc ja wektorowa f osigga w punkcie L el

maksimum, jesli

@) & z2(x) dla kazdego K €7

przy czym relacja & milg¢dzy +extoraml oznacza,; 2e miedzy cdpniic

dnimi sktadowymi wektoréw zachodzi nieréwno&é." > " ; punkt L

17 poréwnaj:R. Kulikowski 4]
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nazywa 8Sie .czesto optymalny w sensie Pareto.

Tak zdefiniowane optimum wymaga zaloZenia, 2e rozpatrywane cechy
obiektéw maja charakter progresywny. Speilnienie tego zalozenia
w praktyce jest latwe, uzyskuje sie je przez odpowiednig zmiane

miar cech.

Z optimum w sensie Pareto wiagZze sie¢ w nastepujgcy sposédb

problem wyboru wag dla cech.

/28/ Twierdzenieq/

Jesli element io nalezgcy do wypuklego zbioru-% jest optymalny
w sensie Pareto, to istnieje taki ukiad wag

e = (e1,...,ep) ,

gdzie

p
Z ey =1, 047 0,
i=1

1/ Poréwna§sR. Kulikowski (24] .
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2e iloczyh skalarny

(e | 20))

przyjmie warto$¢ najwickszg dla elementu Xoé 'Z .

Zbiér cech jest na ogél zbiorem skonczonym, a:wigec nie zawsze
istnieje w nim slement, dla ktérego funkcja £ osigga maksimum,
tzn. obiekt optymalny w sensie Pareto.

Jednym z mozliwych sposobdédw sformutowania definicji obiektu
optymnalnego w taki sposéb aby nalezal on do zbioru 'Z) 4 Jjest
zaproponowanad przez Z., Hellwiga wprowadzenie abstrakcyjnego

obiektud’- przeeiwobrazu punktu

0L = (xo’l’ xoZ"""xop) ¢ EP,

gdzie

X,4 = Max xji ’ gdy 1-ta cecha jest progresy;b-
J naj;

Xk = mg_.n xjk ’ gdy k~ta cecha jest regresywna
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/£29/ Definicja

Obiekt B é"Z, nazywa sie 3 - optymalny, jesli odlegiosé

(P(f(B) , i’(OL)) jego obrazu f£(B) & EP o4 Fx  jest najmniej-

sza, pbzy czym \-? nilekoniecznie musi byé metryka euklidesowg.

Jesli kazdemu obiektowli nalezgcemu do /Z przyporzadkujemy
liczbe bedaca odlegloécig jego obrazu od Ol , to obiekty mozna
be,dz'ie miedzy sobg poréwnywaé. Zauwazmy przy tym, ze relacja

£ miedzy obiektami K, L ¢, zdefiniowana przez odlegloéci
ich obrazéw od punktu Ol w nastepujgcy sposéddb

KL 1

wtedy 1 tylko wtedy, gdy

¢(z® ,0t) £ @lz@),q)

nie jest relacja porzqd.kujgca:]/. Jest ona wprawdzie zwrotna
i przechodnia, ale nie jest antysymetryczna, tzn. nie speinia

warunku: Jjesli K<L i L<K, to K= 1L,

1/ Poréwnaj: H. Rasiowa Bl*]
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Prz’ed%taﬁimy" inpg definicje obidktu-optymalnego opaita na
procedurze rozwigzywania zagadniehA programowania wielocelowego,

zaproponowang przez S. Bartosiewiczowq1/.

Ponumerujmy liczbami naturalnymi skiadowe punktéw wzbiorl'if;f(_%) cEP
rosngco dla cech progresywnych i malejgco dla cech regresywnych.
Niech B(X), (E é'Z.) oznacza sume liczb naturalnych
przyporzadkowanych w wﬁmieniony sposdéb poszczegbdlnym skladowym
punktu £(K).

/30/ Definicja

Obiekt B €L nazywa sie ¥ - optymalny, jesli H(B) Jest
wartoécia najwieksz"a, funkcji b w zbiorze ’Z

Wprowadzajgc funkcje -l) , Mozna obiekty miedzy sobg pordéwnywaé.
Polega to na poréwnywaniu wartosSci funkcji D na obiektach.

Kryteria,wedlugtktérych v:ybieEaEg obiekt optymalny w sensie
/29/ lub /30/ mozna nazwaé, w odréznieniu od wystepujgcych
W programowaniu matematycznym, kryteriami wewnetrzmymi. Wybédr

9
obiektu optymalmego w rozumieniu tych kryteriéw zalezy od .postaci

zbioru obiektéw.

Metody wyboru obiektu optymalnego,w sensie ktérejkolwiek

1/ Poréwnaj: Elementy rachunku ekonomicznego Ell_]
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z powyzszych definicji 1 wynikajace z nich mozliwosci poréwnywa-
nia obiektéw,moZna /oproécz. zastosowan oméwionych wliBJ i EiS] /
naszym zdaniem wykorzystaé do wyboru najlepszego produktu

w danej klasie produktéw lub najlepszej technologii a takze

do przewidywania kierunkéw rozwoju postepu technicznego.

Problemy te sg istotne w przypadku podejmowania decyzji dotyczacych

np. zakupu licencji.

0, przydatnosci definicji /29/ lub /30/ do rozwigzania

konkretnego problemu ekonomicznego decydujg podstawowe zaloZenia

polityki ekonomicznej, jak réwniez charakterpﬁroblemu.
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