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TEORYA CISNIENIA CIECZY NA SCIANY KRZYWE.

STRESZCZENIE : Sprowadzenie cis$nien na $uiane krzywy do najprostszego systemu sil. — Fundamentalne twierdzenie $cian krzywych. —
Cisnienie cieczy wazkiej nawszystkie $ciany zawierajacego j% naczynia. — Sciany walcowe : pionowe i poziome. — Sciany
stozkowe.— Dyskussya otrzymanych wypadkéw. — Hydrostatyczny paradoks.— Zastosowanie do znalezienia wypadko-
wego ci$nienia na powierzchnie obrotowe.— Sciany sferyczne : pionowe i poziome. — Ogélna dyskussya twierdzenia
dajacego wypadkowe ciénienie na wszystkie $ciany naczynia.

85. Sprowadzenie cisnien na $ciane krzywa. do najprostszego systemu sit. Zna-
jac cisnienie wywierane przez ciecz wazke na kazdy punkt S$ciany ptaskiej, wiemy jak mozna
wyznaczy¢ jedne site, réwnowartg, zbiorowi wszystkich cisnien czastkowych. Gdyby spoczynek
cieczy miat miejsce przy dzialaniu innej zewnetrznej sity jak sita ciezkosci, ci$nienia na rozmaite
elementa $ciany plaskiej zawsze mogtyby byé zastgpione jedng tylko wypadkowa, albowiem,
bedac normalne do $ciany, tworza one system sit réwnolegtych. Ré6znica miedzy dwoma przy-
padkami bytaby tylko ta, ze w razie sity ciezkosci, ciSnienie na jedno$¢ powierzchni ma za wyrazenie :

p— \lh-, przy sile za$ jakiejkolwiek, wyrazitoby sie ono wzorem ogélnym: p — | o(Xdx Ydy -+~ Zdz).

ART. 1 1
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Dla $cian krzywych rzecz sie ma inaczej. Z powodu ze ci$nienie cieczy jest normalne do $ciany
w kazdym jej punkcie, ciSnieniana $ciane krzywy nie bede do siebie réwnolegte, i w ogdlnosci,
dla dwéch jakichkolwiek jej punktéw nie znajduje sie nawet one w jednej ptasczyznie. Dla $cian
krzywych réwnolegto$¢ cisnien moze wiec by¢ stosowane tylko do nieskoriczenie matej ich powierz-
chni, to jest do elementu piasczyzny stycznej do $ciany w danym punkcie; na takiej tylko prze-
strzeni moze byé uzyty wzér: dV— Ipcla (powierzchnie walcowe, stozkowe), lub c?P— po>, jezeli
p moze by¢ uwazane za state dla wszystkich punktéw elementu co; dla ztozenia za$ wszystkich czgstko-
wych cisnien wywieranych na rozmaite elemental», c¢»',.>. $ciany krzywej musimy sie uda¢ do metody

sktadania sit jakichkolwiek.

W najog6lniejszym przypadku Sciany krzywej dowolnej i sit zewnetrznie na ciecz dzialajecych
jakichkolwiek, najprostszym systemem do jakiego moge by¢ zredukowane wszystkie elementarne

ci$nienia jest jeden z trzech nastepujecych :
1) Jedna sita -wypadkowa i jedna para;
2) Dwie sity wypadkowe nie znajdujece sie w jednej ptasczyznie;

3) Trzy sity réownolegte do trzech spétrzednych osi.

86. Zwazywszy ze Sciany naczynia nie ulegajece odksztatceniu (déformation) stanowie system
sztywny (rigide), elementarne ci$nienia na rozmaite punkta S$ciany moge by¢ ztozone za pomoce
metody skiadania sit dziatajecych na ciato stale (solide invariable). Ot6z, wiadomo z Mechaniki ze
kazda taka sita MF, przyczepiona w punkcie M, moze by¢ zastepione przez : 1) site AP tego samego
natezenia, kierunku i strony, przyczepione w punkcie A dowolnie w ciele obranym i stale z punktem
M poteczonym ; 2) pare sit utworzone z danej sity MP i z sity : — AP, potozone w ptasczyznie popro-
wadzonej przez AF iprzez punkt M, i majece za natezenie Pf, oznaczajec przez f odlegto$¢ punktu M

od prostej AP.

Zachowawszy raz obrany punkt A dla wszj-stkich innych sit : F', F',... system sit danych, jakkol-
wiek bytby on skomplikowany, zastepionym zostanie systemem mu réwnowartym sktadajecym sie :
1) ze wszystkich danych sit przeniesionych ruchem postepowym od rzeczywistych ich punktéw przy-
czepienia : M', M1,... do punktu A ; 2) z tylu par ile sit dziata na ciato. Wszystkie sity przyczepione
w punkcie A moge by¢ ztozone wjednewypadkowe R; wszystkie pary potozone w rozmaitych ptas-
czyznach przechodzecych przez punkt A dadze jedne pare wypadkowe G, i mozemy je zawsze uwazac
jako potozone na ptasczyznie przez tenze punkt A poprowadzonej.

Punkt A zowie sie czesto $rodkiem redukowania sit (centre de réduction).

Niezmienno$¢ natezenia, kierunku i strony sit w ruchu jaki tym sitom nadajemy dla sprowadzenia
ich do systemu prostszego, pociega za sobe stato$¢ wypadkowej R dla kazdego $rodka redukowania ;
zmieniaé sie bedzie tylko natezenie pary wypadkowej, czyli jej moment : gdyz ze zmiane punktu A
odlegto$¢ punktéw M, M',... od nowego $rodka redukowaniabedzie inna, a zatem inne bede momenta

wszystkich par sktadowych.

Systemy réwnowarte danemu systemowi sit bede sie wiec rézni¢ pomiedzy sobe .sarne tylko pare.
Systeméw tych bedzie tyle ile mozemy wzie¢ punktéw A, A', A"... stale z punktami przyczepienia
sit : M, M' M',... poteczonych.

87. Odnoszec, dla analitycznego traktowania kwestyi, caty system do trzech prostokatnych osi,
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najwitasciwiej jest obraé¢ ich poczatek O w punkcie nalezacym do systemu i wzigé punkt 0 za $rodek
redukowania. Wszystkie sity, bedac wyrazone przez swe sktadowe réwnolegte do spdtrzednych osi,
zredukujg sie do trzech sit przyczepionych w punkcie O i skierowanych wzdtuz tych osi, i do trzech
par potozonych w trzech ptasczyznach spétrzednych i przedstawionych diugosciami odcietemi na
spbétrzednych osiach (axe représentatif du couple) : bedziemy wiec mieli wyrazenia na sze$¢ sktado-
wych, a ztad wyznaczymy analitycznie site wypadkowa R i pare wypadkowg G.

I tak, niech (fig. 77) X,Y, Z beda sktadowe sity F przyczepionej w punkcie M(y, x, z). Sita X moze
by¢ zastapiong : 1) przez site jej réwng dziatlajacg we-
dle osi OX i przyczepiong w punkcie O, i 2) przez

Fig. 77.

pare potozong w ptasczyznie (M, OX). Ta para moze

byé¢ roztozong na dwie, z ktérych jedna, potozona

w ptasczyznie XY, ma za moment : — Xy; adruga

lezagca w plasczyznie ZX, ma : -~ Xz. Podobniez,

zamiast sity Y mozemy uwazaé: 1) site Y przycze-

piona w punkcie O; 2) dwie pary potozone w ptas-

czyznach XY i ZY i majgce odpowiednio za swe mo-

menta : -+ YXx i — Yz. Nareszcie site Z mozemy za-

— stgpi¢ : 1) sitg Z przyczepiong w punkcie O; 2) dwie-

ma parami lezacemi w ptasczyzniach zX i ZY i

majacemi na momenta : — Zx i -f- Zy. Bedziemy

wiec mieli w kazdej z trzech ptasczyzn spétrzednych

po dwie pary, ktoére ztozone by¢ moga w jedng, ma-

jacg za moment algebraiczng summe momentéw par sktadowych. Wskutek tego, zamiast sity F dzia-
tajacej w punkcie M, otrzymamy :

1) Trzy sity : X, Y, Z przyczepione w punkcie O i skierowane wzdtuz trzech osi;

2) Trzy pary, potozone na trzech piasczyznach spétrzednych, majace za swe osie trzy osie spot-
rzedne, aza momenta nastepujace wyrazenia :

1° Moment pary potozonej na ptasczyznie YZ bedzie: yZ —zY, a jej o$ skierowang wzdtuz osi OX;
2° » » » ZX » 1SX—XxZ, » » » oy ;
3° » » » XY » XY —yX, » » » 0oz;

Rozktadajac w podobny sposéb wszystkie inne sity : F', F",... dzialajagce w punktach M’, M",... sy-
stem réwnowarty danemu systemowi sit bedzie sie sktadaé :

1) Z trzech sit wypadkowych : Z=2X=2Fdos (F,X); 7=2Y = 2F dos(F\Y);, Z=227Z =
2F dos (F,2);2

2) Z trzech par wypadkowych: L= 2(yZ— zY); M= 2(zX —a?Z); N= 2(*Y —yX); i moze
on by¢ zawsze sprowadzony do jednej sity :

1) R= \/F+F+~"

przyczepionej w punkcie O i wyznaczonej co do kierunku przez trzy dostawy :

dosg(—, dosS = -Y dosy = Z_;
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i dojednej pary :
2) C= V1I2H-M2-t- N2,

potozonej w plasczyznie prostopadtej [do kierunku prostej, czynigcej z trzema osiami katy X p, v
takie ze :

dosX—L— } dosp.= M j dosv = N .
(0] ij G

88. Sprowadzajgc dany system sit do jednej sity i jednej pary, zastepujemy takowy trzema sitami,
z ktérych dwie sg sobie rowne, réwnolegte i przeciwnego kierunku. Trzy te sity nie sg, w og6lnosci, po-
tozone w jednej ptasczyznie; lecz w kazdym razie moga one zawsze by¢ zredukowane do dwdch tylko
sit, przenoszgc ptasczyzne pary G tak, zeby punkt przyczepienia jednej ze sktadowych pary znajdowat
sie w punkcie przyczepienia wypadkowej R. Dwie sity, otrzymane, w skutek ztozenia wypadkowej
R ze skltadowa pary. C, nie bedac potozone w jednej plasczyznie, nie mogg by¢ zastgpionejedng
sitg : stanowig one zatem najprostszy system dojakiego dane sity moga by¢ zredukowane.

Szczegdblny przypadek, kiedy dwie sity o ktérych méwimy znajda sie na jednej ptasczyznie, aza-
tem kiedy dany system moze by¢ zredukowany do jednej tylko sity, zdarzy sie wtedy gdy ptasczyzna
pary wypadkowej C bedzie réwnolegta do kierunku wypadkowej R : w takim albowiem razie bedziemy
mogli przenie$¢ plasczyzne pary w sposéb azeby ona zawierata w sobie site R, a ztacl otrzymamy
ostateczng wypadkowa Rr Warunek tej réwnolegtosci jest konieczny a zarazem wystarczajacy i, jak
wiadomo, wyraza sie on analitycznie nastepujacym zwigzkiem

©) XL ~h FM 4 zN = 0,

pokazujgcym ze dostawa kata jaki czyni wypadkowa R z osig pary G jest zerem, czyli ze o$ pary jest
prostopadtg do tej wypadkowej. Warunkowi (a) musi towarzyszy¢ zastrzezenie ze :

1) R= \WXs-} T--hz2> 0,

to jest ze sita R istnieje. Zastrzezenie (6)jest konieczne azeby zado$¢uczynienie warunkowi (a) zape-
whniato istnienie jednej sity Ri réwnowartej danemu systemowi; albowiem, gdyby R byto zerem, mieli-
by$my wtedy : X = 0, F=0, Z =0 ; warunek (a) bytby sprawdzonym, ale system zredukowatby sie
nie do sity, lecz do pary.

Przypadki w ktdrych system sit moze by¢ sprowadzony do jednej sity R, sa nastepujace :
1° Przypadek sit réwnolegtych do pewnego kierunku ;
2° » zbiegajacych sie w jednym i tym samym punkcie ;
3° » potozonych najednej ptasczyznie.

Pierwszy przypadek ma miejsce dla ci$nien na $ciane ptaska; warunek (a) zostaje sprawdzonym wy-
razeniami :

ktére otrzymujemy biorac kierunek sit za o$ Z.

Przypadek sit zbiegajacych sie w jednym punkcie (co np. sie zdarzy dla ci$nieri na $ciane sferyczna,
lub tez dla cisnien wywieranych na punkta znajdujgce sie najednym i tym samym réwnolezniku
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$ciany stozkowej lub walcowej) réwniez zadowalnia warunek (a), gdyz biorac ten punkt zapoczatek
sp6trzednych, mamy :

L=0, M =0, N= 0,
co zarazem pokazuje ze sita wypadkowa R, przechodzi przez punkt spoiny wszystkim sitom.

W razie sil potozonych w jednej ptasczyznie (ci$nienia na réwnoleznik éciany walcowej), bedziemy
mieli biorgc jg za plasczyzne XY :

L= 0, M =0 Z=0,
i sita wypadkowa bedzie sie znajdowac¢ w ptasczyznie sit danych.

Ztad wynika, ze jezeli ksztatt sciany krzywej pociaga za sobg istnienie jednego z dwéch ostatnich
przypadkéw, cisnienia wywierane na rozmaitejejpunkta mogg byé, podobnie jak dla $cian ptaskich,
sprowadzone do jednej sity R,, z tg jednak réznica, ze 0 normalnosci wypadkowego ci$nienia twierdzi¢
tu nie mozemy.

89. Zastgpieniem wszystkich ci$nien elementarnych silg i parg rozwigzujemy teorycznie zatozone
zadanie i pokazujemy, ze dla Sciany krzywej, pewna jej czes¢, albo tez i Sciana catkowita, ponosi je-
dnocze$nie dwa dziatania : nap6r (poussée) i skrecanie (torsion), rownowazone reakcya innych $cian
naczynia, z ktéremi S$ciana uwazana jest stale potaczong i stanowi system sztywny. Uwydatnienie
sposobu w jaki pracujg $ciany naczynia stanowi catg zalete takiej metody redukowania ci$nien. Jest
jednak inna metoda, zwykle w praktycznem zastosowaniu uzywana, i przedstawiajgca te dogodnos¢,
z0 sprowadza ona system sit jakichkolwiek do systemu sit réwnolegtych, i powierzchnie jakgkolwiek
do powierzchni ptaskiej. Metoda tajest nastepujaca.

Zamiast zastapi¢ kazde site zosobna silg przyczepiong w jednym raz obranym punkcie i odpo-
wiednig parg, rozktadamy, w kierunku trzech osi, site P dziatajgca w danym punkcie M ciata na trzy
sktadowe : X, Y, Z w tym samym punkcie M przyczepione. Jezeli podobny rozkiad sit wykonamy
w kazdym punkcie M'. M", ... system sit danych zamienimy na trzy systemy sit réwnolegtych do
trzech spétrzednych osi; a ze kazdy z nich moze by¢ zredukowanym do jednej sity, wiec trzy sity
réwnolegte do trzech osi stanowi¢ bedg system réwnowarty wszystkim sitom dziatajgcym na ciato.

Azeby zastosowaé te metode do ztozenia ci$nienn wywieranych na $Sciane krzywa, przyjmujemy zc
ci$nienie p na jedno$¢ powierzchni, znalezione w jakimkolwiek punkcie M, bedzie takie samo, co do
natezenia i kierunku, jeszcze i we wszystkich punktach nieskoriczenie matej powierzchni w, wzietej
naokoto punktu M, i mogacej by¢ uwazang za element ptasczyzny stycznej do $ciany w tym punkcie.
Takim sposobem zbiér wszystkich ci$nien zastepujemy systemem sit : pu>, p\o',... przyczepionych
w punktach M, M',... uwazanych jako $rodki elementéw w, o' ... Przyjmujgc ten system za réwno-
warty cisnieniom, popetniamy btad tern mniejszy im mniejsze bedziemy rozpatrywaé elcmenta, i
znajdziemy sie w warunkach rzeczywistosci przy granicy.

Rozktadajac w kazdym punkcie M site p<* na trzy sktadowe X, Y, Z, na jedno wyjdzie, jesli za-
miast wszystkich cisnien wywieranych na $ciane, bedziemy rozpatrywaé wszystkie X, wszystkie Y i
wszystkie Z ; otrzymane ztad trzy grupy sit zredukuja sie kazda do jednej tylko sity, ktérej kierunek
bedzie kierunkiem jednej z trzech osi, natezenie — algebraiczna summa sktadowych te grupe stano-
wigcych, a punkt przyczepienia — $rodek sit réwnolegtych w uwazang grupe wchodzacych. Wiec
ostatecznie, system réwnowarty wszystkim ci$nieniom bedzie sie sktada¢ z trzech sit : P*, P’,,, P"5
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ktérych natezenie wyrazi sie :
P1 = XX, P', = 2Y, P"'S=227;

a punkta ich przyczepienia : Q', Q", Q", wyznacza sie za pomocg wWzoréw :

2XX XXz . .
=2 X yr= s 3« xx dla sity P'.c;
W _2Yy . 2Yz

*=ZY" A Z-XY »
2.Zx m_ 22y XZz
X =z1z> 27 z Xz’ ? Pr):

Potozenie punktéow Q', Q", Q"'bedzie zaleze¢ od ksztattu Sciany; w ogélnosci trzy te punkta beda
rézne, i trzy sity: P, P",, P"™5, przyczepione w rozmaitych punktach, stanowi¢ beda najprostszy system
do jakiego zredukujg sie wszystkie cisnienia na $ciane krzywa. Moze jednak sie zdarzy¢ ze dwie, albo i
wszystkie trzy sity sprowadzg sie do zera; w takim szczegélnym przypadku cisnienia beda roiecje-
dne wypadkowa : jezeli np. P'a,= 0 i P*»— 0, wypadkowg ci$nien bedzie sita réwnolegta do osi Z;
w razie za$ kiedy Pa;= 0, P"j,=0 i P"s=0, wypadkowa sprowadzi sie do zera. Warunki przy jakich
to bedzie mie¢ miejsce rozpatrzymy ponizej.

90. Fundamentalne twierdzenie Scian krzywych. Szukanie trzech sit wypadkowych : P'x,
P=*,P"5 z ktérych kazda przedstawia algebraiczng summe rzutéw, na jedne z trzech osi, wszystkich
elementarnych ci$nien, nastrecza nam twierdzenie, nadzwyczaj w zastosowaniach pozyteczne, i stano-
wigce fundamentalne twierdzenie $cian krzywych. Jest ono nastepujace :

lizut, na o$ jakakolwiek, cisnienia wywieranego na element $ciany krzywej, dany punkt otaczajacy, réwna
sie cisnieniu jakieby ponosit w tym punkcie rzut rozpatrywanego elementu na ptasczyzne do tej osi pro-
stopadta.

Istotnie, uwazajmy na S$cianie (fig. 78) jakikolwiek punkt M (x, y,z), i niech ci$nienie w nim na
Fig. 78. jednos$¢ powierzchni bedzie p, a katjaki czyni z osig rzutéw
X normalna w punkcie M, podiug ktdérej skierowanem
jest to ci$nienie, niech bedzie a; kat a bedzie zarazem ka-
tem plasczyzny stycznej do Sciany z ptasczyzng YZ prosto-
padta do osi X. Nieskohczenie maty element $ciany to,
wziety naokoto punktu M, ponosié¢ bedzie ci$nienie F=po>,
nachylone do osi X pod katem u. Wiec sktadowa Fx wedtug
tej osi cisnienia F wyrazi sie :
Fr= X = (pio)j. — h,w) dosta
* .
= p(iodosta) = pOyz

gdzie oznaczamy przez (pio)x rzut ci$nienia F na o$ X,
a przez iou- rzut elementu m na ptasczyzne YZ.

Twierdzenie jest wiec dowiedzione, i mozemy jeszcze
wypowiedzie¢ je w spos6b nastepujacy : azeby otrzymaé¢ sktadowe, w danym kierunku, ciénienia wywie-
ranego na element $ciany krzywej, dosyc¢ jest zamiast tego elementu uwazaé rzutjego na ptasczyzne do danego
kierunku prostopadia.
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Z powyzszego wzoru wypada ze :
2) 2F*= 2X =P X=Xp»r,,

to jest : summa rzutéw, najakakolwiek o$, cisnien wywieranych na Sciane krzywa (czyli wypadkowa cis-
nien wedtug pewnego kierunku uwazanych) réwnajest algebraicznej summie iloczynéw z rzutéw rozma-
itych elementéio $ciany na ptasczyzne do uwazanej osi prostopadta, przez odpowiednie kazdemu elementoioi
ci$nienie. Czyli inaczej :

Azeby mie¢ wypaclkoiog cisnien w pewnym kierunku, dosy¢ jest rzuci¢ Sciane krzywa na ptasczyzne do
tego kierunku prostopadta, i uwazaé¢ ze kazdy punkt otrzymanego rzutujest cisniony normalnie ci$nieniem

odpowiedniego mu punktu na $cianie krzywe;j.

Rozpatrywanie ci$nienia na $Sciane krzywa sprowadza sie wiec do uwazania $cian ptaskich, i zastoso-
wujac wyprowadzone twierdzenie do trzechspétrzednych osi OX, OY, OZ, otrzymujemy wyrazenia :

1P, = 2X =2P«ws,
?3) jpV = 2Y = Spv»,,
fP'h= 2Z= I1p<ayx,

na znalezieniu ktérych polega cata teorya $Scian krzywych.

91. Z powyzszego, twierdzenia wyptywaja pewne wnioski, upraszczajace W wielu razach zadanie
wypadkowego ci$nienia na Sciany krzywe, i tyczace sie :J) gazéw oddanych samej tylko sile sprezy-
stosci ; 2) cieczy zostajacych pod dziataniem sity ciezkos$ci. Wnioski te sg nastepujace :

W niosek I. Wiemy z § 3 ze dla gazéw, ciSnienie wywierane w skutek ich sity sprezystosci na $ciany
naczynia jest we wszystkich punktach jedno i to samo; w tym wiec przypadku wzér (2) zamieni
sie na :

2X = P*= Spiny. — pQLE

gdzie ilyz oznacza powierzchnie rzutu uwazanej Sciany na ptasczyzne Y Z. Otéz, ilos¢ p moze by¢
wyprowadzony .przed znak 2 niezaleznie od kierunku osi rzutéw; wypada zatem, ze dla gazéw
summa rzutéw, najakakolwiek o0$, elementarnych ci$nien réwna sie cisnieniu na jedno$¢ powierzchni pomno-
zonemu przez rzut Sciany na plasczyzne do tej osiprostopadia.

Whnioski tyczace sie cieczy wazkich w spoczynku maja na celu wypadkowe poziome : P™* i P%, i
sprowadzajg szukanie tych sit do zadania $cian ptaskich. | tak :

W niosek Il. Jezeli 0§ rzutu OX jest pozioma, linje proste rzucajace element &na ptasczyzne YZ
bedg réwniez poziomemi, a zatem wszystkie punkta rzutu glg bedg zostawaé pod takiem samem ci$-
nieniem jak odpowiednie im punkta elementu w; a ze te punkta sg, z przypuszczenia, ci$nione jedno-
stajnie cisnieniem p, wiec psyz bedzie wyrazaé¢ cisnienie cieczy na rzut in¥Z; w skutek tego po-
wiadamy :

Dla cieczy wazkich rzut, na o$ poziomg jakakolwiek, ci$nienia wywieranego na element éciany krzywej
réwna sie cisnieniu na rzut elementu na ptasczyzne do tej osi prostopadta (ptasczyzne pionowa).

Oznaczajac odlegtosé elementu w od powierzchni wolnej AB przez z, a ciezar gatunkowy cieczy przez

Tl, mamyp = llz; wiec :
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a ztad :
p*= sx= xiv>,/;=

Poniewaz element w jest rzucony poziomo, s bedzie zarazem odlegto$cig od powierzchni wolnej
elementu «j,5 azatem iloczyn zuu. wyrazaé¢ bedzie moment elementu uv- wzgledem plasczyzny AB;
jesli wiec Siyt oznacza rzut $ciany krzywej, a z, odlegto$¢ od powierzchni wolnej $rodka ciezkosci
tego rzutu, to warto$é na F, przybierze postac :

P~Angsl,,.
Otéz, llz, wyraza ci$nienie wywierane w $rodku ciezkosci powierzchni ii,,.; wypada ztad ze :

Summa rzutéw, na o$ pozioma jakakolwiek, elementarnych ciénien wyicieranijch na $ciane krzywa, przez
ciecz wazkag w spoczynku, réwna jest rzutowi tej Sciany na ptasczyzne do uwazanej osi prostopadta
pomnozonemu przez ci$nienie na jedno$¢ powierzchni wywierane w $rodku ciezkosci otrzymanego rzutu;
czyli (8 42) : azeby mie¢ wypadkowa cisnien poziomych, dosy¢ jest szuka¢ wypadkowego ci$nienia nasciane
ptaska, powstatg z rzutu Sciany krzywej na ptasczyzne do uwazanego kierunku ci$niern prostopadia.

Uwaga. Jezeli gérna powierzchnia cieczy AB zostaje pod cisnieniem atmosferycznem, a w ogélno-
éci, jezeli punkta cieczy ponosza inne ci$nienie statepQ niezalezne od dziatania na nig sity ciezkosci,
wyrazenia na X i P'x bedg : .

X = (pa-+puwwe (P, -+
= 2X = po -t- USzcOyj = (pO-+-1lzjft.yi;

poprzednie wystowienie wzoru na pozostanie bez zadnej zmiany, gdyz ci$nienie w $rodku ciezko-
$ci powierzchni £ivz bedzie teraz : pO-+llz.

Jezeli uwazana ciecz jest takiej natury, ze wyraz Hz, moze by¢ zaniechany w poréwnaniu z warto-
$cig p0, wtedy:

P*= pA /.

Ta uwaga ma swe zastosowanie przy rozpatrywaniu gazéw niezajmujacych wielkiej przestrzeni,
(gdzie zatem z, nie przybiera znacznej wartosci); ich ciezar gatunkowy Il zwykle jest bardzo maty,
i ciSnienie gazu jest prawie jedno i to samo we wszystkich punktach; mozemy wiec, bez popetnienia
znacznego btedu, zastosowaé do gazéw naturalnych prawidto, podane pod Wnios. | dla gazéw odda-
nych samej tylko sile sprezystosci.

W niosek Ill. Poniewaz ci$nienie cieczy jest wywieranem od jej wnetrza ku Scianie naczynia,
sktadowe X, Y, Z elementarnych cisnien mogg by¢ skierowane tak w strone dodatng jak tez i odje-
mna spétrzednych osi; szukanie wyrazen : 2X, 2Y, 2Z, zostanie uproszczonem jezeli sie zdarzy, ze
niektére ze sktadowych beda sobie réwne i przeciwnego kierunku : w tym albowiem razie rozpatry-
wanie ich moze by¢ z géry zaniechancm, gdyz nie wejdg one w skiad trzech summ : P'n P",,, P"-.
Uproszczenie to zalezy od ksztattu $ciany i stosuje sie do sktadowych poziomych — w razie cieczy
wazkich ; do sktadowych we wszelkim kierunku — dla gazéw.l

| tak, jezeli naprzykiad $ciana ma ksztatt powierzchni AEKFC (fig. 79) ograniczonej krzywag ABGD,
tatwo jest sie przekonaé, ze dla znalezienia wypadkowej poziomej np. IV, mozemy zaniecha¢ rozpa-
trywanie ci$nien wywieranych na czesci $ciany : AEaA, CFcC, zostajace poza obrebem walca
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ABGDaicrf, rzucajgcego kontur ABGD na ptasczyzne réwnolegtg do YIZ ;i ze w tym celu dosy¢ bedzie
szukaé ci$nienia na Sciane plaska A'B'C'D', ograniczong rzutem samego tylko konturu ABGD.

Istotnie, uwazajac jakikolwiek element $ciany wi( wziety poza obrebem walca ABGDabcd, widzimy
ze walec, rzucajgcy ten element na ptasczyzne pro-
stopadtg do OX, spotka $ciane po raz drugi i wy-
znaczy na niej inny element oi2) ktérego rzut be-
dzie taki sam jak i rzut elementu albowiem te
dwa rzuty wzajemnie sie zakrywajag; bedziemy
wiec mieli : oiV- = WR Otéz, w razie cieczy waz-
kich ci$nienie p na elementaw, i jestjedno i to
samo ; rzut na 0§ OX cisnienia wywieranego na
element bedzie X, = -t-/aoll;, ana element w2:
X2= — ;5w)l=; wiec X1-t-X2=0. To samo znaj-
dziemy dla wszystkich innych elementéw, na ze-
wnatrz walca ABCDadécrf potozonych : wziete po
dwa dadzg one sktadowe X réwne i przeciwnego

yl/ kierunku. Wypadkowa P* bedzie zatem summag
rzutéw na o$ OX ci$nien wywieranych tylko na powierzchnie oJLcdb ograniczong krzywa abcd, podtug
ktérej walec opisany na konturze ABGD spotyka dana nam $ciane.

Gdybysmy szukali wypadkowej Py= SY, widocznem jest ze dosy¢ bytoby uwaza¢ Sciane ptaska
ograniczong rzutem konturu ABGD na ptasczyzne réwnolegtg do ptasczyzny ZX.

Uwaga |I. Jezeli kontur ABGD sprowadza sie do jednego punktu, to jest, jezeli Sciana staje sie po-
wierzchnig zamknieta, powierzchnia cfiLcdb istnieé przestaje i uproszczenie wyrazen P* i P 'v dosiega
sw'ej granicy, gdyz wtedy mie¢ bedziemy : P'x=2X — 0 i PYj,= 2Y = 0.

Uwaga Il. W razie powierzchni zamknietej i gazéw zajmujacych niewielka przestrzen, wszystkie
trzy'wypadkowe : P'x, P",,, P"tsprowadzajg sie do zera; gdyz ciSnienie gazu moze by¢ uwazane za
state dla wszystkich punktéw $ciany, ito co byto powiedzianem o sktadowych poziomych bedzie sie tu
stosowacé réwniez i do sktadowych pionowych. Wypada ztad nastepujace twierdzenie :

Summa rzutéw na o$ jakgkolwiek wszystkich cisnien wywieranych przez gaz na powierzchnie zamknietg
"éwnajest zeru, czyli ze ci$nienia takie wzajemnie sie réwnowazg i nie dajg zadnej wypadkowej.

92. Cisnienie cieczy wazkiej na wszystkie Sciany zawierajacego jg naczynia. Me-
toda szukania wypadkowego ci$nienia na $Sciany krzywe polega na znalezieniu trzech summ: 2X, 2Y,
2Z i, jesli mozna, na sprowadzeniu trzech sit: P*, P"*, P™sdo najprostszego wyrazenia. Symetrya
écian, zazwyczaj w praktyce uzywanych, utatwia zadanie i czesto daje mozno$¢ zastgpienia wszystkich
cis$nien jedna tylko sita. Jezeli za$ bedziemy uwazaé cisnienia nie na pewna cze$¢ naczynia, lecz na
cata jego powierzchnie, wtedy, jakikolwiekby byt ksztatt naczynia, zbiér cisnien wywieranych
w rozmaitych jego punktach moze by¢ zawsze zastgpiony jedng sitg wypadkowa. Twierdzenie do-
wodzgce tej wiasnosci, i przewidywane juz wskutek uwag podanych wyzej, jest nastepujace:

Jakikolwiekby byt ksztatt naczynia zawierajacego ciecz icazkg w spoczynku, zbiér cisnien luywieranych
przez nig na wszystkie $ciany zawsze ma jedne tylko wypadkoice : jest ona silg pionowa, réwng co do nate-
zenia, ciezarowi cieczy w naczyniu zawartej, skierowana z géry do dotu i przyczepiong w $rodku ciezkosci
objetosci tej cieczy.

ART. i.
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Niech wiec (fig. 80) AGB bedzie naczynie formy dowolnej, a AB powierzchnie zawartej w niem cie-
czy. Osie poziome OX, OY moga mie¢ jakiekolwiek nachylenie na ptasczyznie XY ; gtéwng ta jest
rzeczg azeby 0§ OZ byta pionowa. Jezeli wszystkie trzy
osie sg prostokatne, to system sit réwnowartych cis-

Fig. 80.

nieniom na wszystkie elementa. $cian naczynia, od jego
dotu az do AB, wyrazi sie jak wiemy :

P!, = 2X = 2jm,5

P'If=2Y = A Mt

P» = 2Z =2»

Mamy dowies$é, ze sktadowe poziome cisnien wzaje-
mnie sie réwnowazg, to jest ze P'x= 0 i P",/= 0; tak,
ze wypadkowa ostateczna wszystkich cisnien bedzie
wypadkowg P™s samych tylko skiadowych piono-
wych Z.

W tym celu wypadnie nam powtérzy¢ rozumowanie § 91, wnios. 3, i poniewaz stosuje sie ono do
wszelkiej osi poziomej, bez wzgledu najej kierunek, dosy¢ bedzie ograniczy¢ sie rozpatrywaniem
sktadowych podtug jednej z tych osi, np. podtug osi OX.

Uwazajmy zatem, ze dla otrzymania XX potrzeba rzuci¢ wszystkie elementa S$ciany na ptasczyzne
YZ, pomnozy¢ kazdy z rzutdw przez ci$nienie na jedno$¢ powierzchni wywierane na odpowiedni mu
element $ciany, nada¢ iloczynowi znak jaki mu przystoi, i wzigé¢ algebraiczng summe z tak otrzyma-
nych ilosci. Ot6z, walec poziomy, rzucajacy na plasczyzne YZ jakikolwiek element w,, musi z konie-
cznosci spotkaé¢ $ciane po raz drugi, a og6lniej przetnie on naczynie 2k razy, gdzie k jest liczbg catko-
witg, ktérej najmniejsza warto$¢ jest k— 1. Rozpatrujgc wiec sktadowe X cisnien wywieranych
na otrzymane elementa : tol; toa, W3, o4, widzimy najprzéd ze ich samoista wartos$¢ jest jedna i ta sama,
albowiem : i) te elementa maja rzut spoiny wy-, 2) ci$nienie p jest to samo dla wszystkich punktéw
jednej i tejze ptasczyzny poziomej; tak ze :

X, X2— X3— X4— ,
uwazajac za$ te sktadowe z wiasciwym im znakiem i biorgc ich summe, znajdziemy, jak to pokazuje
figura, ze :
X, -4- X2-t- Xs-t- X4= 0.

Wyobrazajagc rozmaite walce poziome, potozone jedne przy drugich bez zadnej miedzy nimi

przerwy, i rzucajgce wszystkie elementa $cian naczynia na ptasczyzne YZ, kazdy z tych elementar-

nych walcéw da zero na czastkowg summe sktadowych X; wiec ich summa catkowita réwniez bedzie
zerem, to jest ze :

P',= XX=0.

Dla otrzymania XY rozumowanie bedzie idcntycznem i przyprowadzi do podobnegoz wypadku ;
bedziemy wiec mieli :

mP" =72Y = 0.

Pozostaje znalez¢ wypadkowa P". sktadowych pionowych.
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Walce pionowe rzucajg.ce rozmaite elpmenta na ptasczyzne XY, mogg przecinaé¢ naczynie jakgkol-
wiek liczbe razy : parzysta lub nieparzysta, jak pokazuje fig. 81 ; ale w zadnym razie sktadowe Z,

Fig. 81.

odpowiadajace elementom odcietym na $cianach jednym i tym samym walcem, nie sprowadzajg sie
do zera ; albowiem, chociaz rzuty elementéw W2 .. na ptasczyzne XY wzajemnie sie zakrywajg, war-
tosci p, przez jakie mamy pomnozy¢ spoiny wszystkim powierzchniom o>, <®... rzut tav, bedg dla
kazdej z nich rézne, gdyz ci$nienie zmienia¢ sie bedzie ze zmiang odlegtoéci elementu od powierzchni
wolnej AB. Absolutne wartosci rozmaitych Z, odpowiadajgcych jednemu i temuz samemu walcowi
pionowemu, bedg wiec rézne; znalezé je zawsze potrafimy, majac odlegto$¢ elementu od powierzchni
wolnej; a znak, jaki potrzeba bedzie nada¢ kazdej z tych sktadowych azeby mie¢ ich summe, wyzna-
czy sie bez trudnosci, wiedzac ze ci$nienie p jest normalnem do $ciany iskierowanem ku niej od-
wnetrza cieczy. | tak, naprzyktad, biorac przypadek naczynia przedstawionego figurag (d), bedziemy
mie¢ dla walca mn, odcinajacego na jego $cianach elementa : w,, w2, to3i w4 na odpowiednie tym
powierzchniom warto$ci Z, wyrazenia nastepujace : .

Z]1= vy X (melt/l),
Z,— «,,X(-nA*),
z3=«>xi/ x (-+ nA ),
Zi= «0,, X (—HAN) ;
zkad : Z, - Z2-i- Z3-f- Z4= llcoy(A — A +-A —AN)  — 1IN [A — A) -+ (AV— AM];
jest to wiec sita pionowa skierowana z gory do dotu i majgca absolutng wartos$¢ :
Zj -t-Z2-+Z3+ Z4=11wjril(Hl -~ H2 = -4
Otéz M., jest przeciecie proste walca mn ptasczyzng XY, a pionowe Hj i H, mogag by¢ uwazane jako
linje taczace $rodki ciezkos$ci elementéw u, w2 w, i to4; wiec i taxyH2 wyrazaja objetosci dwoch

walcéw, a cata druga czes$¢ réwnania przedstawia zatem ciezar cieczy zawartej w naczyniu na prze-
strzeni odpowiadajgcej walcowi mn; tak ze oznaczajac ten ciezar przez ¢, mamy ;

Z, 4 Z22* 73-t Z4= c.

Podobny rezultat znalezlibySmy dla kazdego innego pionowego walca; wiec uwazajgc szereg
walcdw rzucajacych wszystkie elementa $cian na ptasczyzne XY, otrzymamy na XZ system sit ro-
wnolegtych, skierowanych z géry do dotu i proporcyonalnych do massy cieczy ; moga ono zatem by¢
ztozone w jedng site pionowa, skierowang réwniez do dotu, majaca za natezenie summe wszystkich
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ciezaréw czgstkowych, to jest ciezar C cieczy zawartej w calem znaczeniu, i przyczepiony w $rodku
ciezkosci tej cieczy (a whasciwie dziatajgcy na punkt w ktérym kierunek wypadkowej spotyka $ciane
naczynia). Wypadkowa ci$nien wywieranych przez ciecz wazke na wszystkie $ciany naczynia wyrazi
sie zatem :

R= P"== 2Z =:£c= C,

co byto do okazania. Mozemy nadmieni¢ ze dowodzenie nasze stosuje sie tak do cieczy jednorodnej,
jak tez do cieczy ztozonych (superposées) (*).

Uwaga |. W powyzszem twierdzeniu przypuszczamy ze' na powierzchnie AB cieczy nie wy-
wiera sie zadnego ci$nienia, czyli ze ciecz zawarta w naczyniu ma powierzchnie wolny. To twierdze-
nie bedzie mie¢ miejsce przy wszelkich rozmiarach powierzchni AB; takze zmieniajyc $ciany na-
czynia w spos6b, azeby powierzchnia AB stala sie jednym punktem, a ciecz napetniata naczynie ze
wszystkich stron teraz zamkniete, powiemy : wypadkowa ostateczna wszystkich elementarnych cisnien,
na wszystkie $ciany zamknietego zewszad naczynia, jest silg, pionowag réwng ciezarowi cieczy je napet-
niajacej.

Uwaga Il. Szereg walcéw rzucajycych rozmaite elementa $cian na jedne z trzech spétrzednych
ptasczyzn utworzy walec opisany na naczyniu réwnolegle do jednej z trzech osi. Krzywa zetkniecia
powierzchni walcowej z powierzchnie naczynia rozdzieli te ostatniy na dwie czesci : przedniy i tylny,
lub goérny i dolny, rzuty ktérych bedy sie wzajemnie zakrywaé¢ na kazdej ptasczyznie, jesli naczynie
jest zamkniete ze wszystkich stron, lub tez tylko na ptasczyznach YZ i XZ, w razie naczynia od-
krytego (oprécz tego, mogy sie zakrywaé, przy' szczegélnym ksztakcie naczynia, rzuty elementéw na-
lezycych do jednej i tej samej jego czesci, jak to pokazuje fig. 82). Zamiast rozpatrywaé¢ wszyst-

kie elementa $ciany spotykane jednym i tym samym -walcem,
mogliby$my uwazaé najprzéd elementa lezyce po jednej stronie
krzywej zetkniecia, a nastepnie, elementa potozone po drugiej stro-
nie tej krzywej; tak ze kazda z trzech sit: P', , P"y, P 's bylaby
wtedy wypadkowy dwéch sit odpowiadajycych dwom czeéciom na-
czynia. Kazda z tych dwéch sit bytaby znaleziony, uwazajyc odrazu
caty rzut jednej z dwéch czesci naczynia, i nadajyc (8 90) kazdemu
punktowi otrzymanego rzutu takie ci$nienie, jakie w rzeczywistosci
istnieje w odpowiednim mu punkcie na $cianie; wiec wystawiajyc na rzucie figure ograniczony taky
powierzchnia, zeby dtugosé¢ jej rzednych, normalnie do ptasczyzny rzutu prowadzonych, przedstawiata
natezenie cisnienia p w odpowiednich punktach $ciany, znalezienie wypadkowych Px, P ,, P -
sprowadzi sie do szukania objetosci tej figury i stanowi¢ bedzie zadanie geometryi. To geometryczne
rozwiyzanie kwestyi ciSnienia na $ciany krzywe zastosujemy do rozmaitych nizej podanych przykia-

dow.

(*® Ze wypadkowa ci$nieri wywieranych na wszystkie $ciany naczynia réwna sie ciezarowi w niem zawartej cieczy,
to moze by¢ przewidzianem a priori; gdyz dziatajaca na ciecz sita ciezkosci wywotuje w niej dazno$¢ do przyjecia
ruchu odpowiedniego tej sile. Gdyby wiec ciecz byla wolng od wszelkich zewnetrznych zwigzkéw, daznos¢ ta bytaby
jawnie uwydatniong, to jest ciecz padataby swobodnie ku $rodkowi ziemi; w razie za$ istnienia przeszkody tamujacej
taki ruch cieczy, dazno$¢ do rzeczywistego przyjecia naleznego jej ruchu objawia sie cisnieniem cieczy na te prze-
szkode (wszystkie $Sciany naczynia), ktére widocznie musi mie¢ kierunek i natezenie sity na ciecz dziatajacej, a to
ostatnie stanowi wiasnie ciezar cieczy.
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93. Z twierdzenia tyczgacego sie wypadkowego ci$nienia na wszystkie $ciany jakiegokolwiek na-
czynia mozemy wyprowadzié pewne wnioski, ktérych og6lnos¢ jasniej sie przedstawi, jesli przedtem
rozpatrzymy $ciany formy szczegé6lnej. Przechodzimy wiec teraz do wyznaczenia ci$nienia na $ciany
krzywe, najczesciej w praktycznem zastosowaniu uzywane, i w tym celu uwazaé¢ bedziemy naste-
pujace trzy rodzaje Scian :

1°  Sciany walcowe,
2°  Sciany stozkowe,
3°  Sciany sferyczne.

Przy $cianach walcowych i sferycznych odréznia¢ bedziemy dwa ich potozenia : pionowe i
poziome.

SCIANY WALCOWE.

Rozpatrzmy najprzéd przyktady na éciany walcowe pionowe.

| Przyktad. Znalez¢ cisnienie wypadkowe na Sciane walcowg, obrotowag, majgaca za
podstawe tuk B'A'B' potozony na
ptasczyznie poziomej XY (fig. 83), a
linje rownolegte do osi OZ za ro-
dzace.

Fig. 83,

Zadaniem naszem jest znalezienie
trzech cisnien : P'T, V'y i P"j.

Poniewaz ci$nienia w rozmaitych
punktach éciany sy do niej normalne,
(skierowane wiec ku osi walca rzucajag-
cej sie w punkcie C) a zatem poziome,
nie dadzg one skiadowych pionowych;
zkyd wypada ze P",= 2Z=0. Pozosta-
ne wiec dwie sity: P';, i P™*. Otéz P"#=
2Y = 0, gdyz powierzchnia nasza bedac
symetryczny wzgledem ptasczyzny KL,
kazdy punkt uwazany zjednej jej strony
ma swoéj odpowiedni po drugiej stronie
tej ptasczyzny, i wszystkie walce pozio-
me, rzucajace na ptasczyzne ZX roz-
maite elementa $ciany, przecinajg ja
dwa razy. Wiec ostateczna wypadkowa
w'szystkieh ci$nien wywieranych na

walcowy powierzchnie sprowadzi sie tylko do P x. Ot6z, wiemy ze :

pX—2X = nzir,,
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gdzie £%. oznacza rzut $ciany B'A'B' na ptasczyzne YZ, tojest powierzchnie prostokata majacego za
podstawy cieciwe B'B', aza dwa inne boki dwie rodzace powierzchni walcowej przechodzgce przez
punkta B',B'; za$ z, wyraza odlegto$¢ od powierzchni wolnej AB $rodka ciezkos$ci tak otrzymanego
prostokata. Jesli wiec wysoko$¢ AA, walca oznaczymy przez h, a cieciwe B'B' przezc, to z powyzszego
wzoru otrzymamy :

P *=n"c¢c=n]|c;

to jest. ostateczna wypadkowa wszystkich cisnien wywieranych na $ciane walcowg B AB' réiuna sic cat-
kowitemu ciénieniu (8 59) na prostokat (BB,, B'B'), powstaty z rzutu $ciany naptasczyzne YZ.

Zastosowujac uwage 8 91, wypadtoby nam, dla znalezienia P'*, uwaza¢ objetos$¢ pryzmy (B '‘B'b'U, BB,b),
majacej za podstawe tréjkat BB, a za wysokos¢ cieciwe B'B'; albowiem powierzchnia, ktérej rzedne
wyrazaé¢ bedg natezenie cisnienia w rozmaitych punktach $ciany walcowej B'A'B’, jest tu ptasczyzna
B6, nachylong do horyzontu pod katem 45°. Ztad na mocy § 68 wnosimy ze : ci$nienie wypadkowe
napowierzchnie walcowa jest sitg pozioma do niej normalna i potozong w ptasczyznie symetryi KL; kierunek

chni wolnej.

94. Natezenie wypadkowej Vx i jej punkt przyczepienia moga by¢ znalezionemi bezposrednio
pomoca rachunku i wzoréw wyprowadzonych dla écian ptaskich. | tak, uwazajac Sciane walcowa jako
pryzme o nieskonczenie matych bokach, cisnienie catkowite wywierane na kazdy elementarny pro-
stokat bedzie natychmiast znanem ; pozostanie zatem wzig¢ skladowe tych ci$nien podtug osi OX, a
nastepnie znalez¢ ich summe. Zajmiemy sie wiec teraz analitycznem rozwigzaniem naszego zadania.

Obrachowanie natezenia wypadkowej Px. Wz6r ogélny dla $cian ptaskich pionowych jest jak wia-
domo (842) :

P — 11z,£2;

ci$nienie elementarne wywierane na nieskofnczenie maty prostokat wyrazi sie zatem
£IP ’\h JsX h />2d
= n”7(rds =H-ds;
3 =

jesli wiec aoznacza kat, jaki normalna do powierzchni walcowej w punkcie M (fig. 84) czyni z osig'X,
to sktadowa, podtug tej osi, cisnienia dP ma za wyrazenie :

(dP)*= X = Ill£ds dosa= n E. dy;

i bedzie ona przyczepiony w punkcie lezagcym na —Zwysokos’ci prostokyta. Jezeli zatem na tej wyso-
0

kosci przetniemy walcowa powierzchnie plasczyzng réwnolegtg do XY, wszystkie sktadowe X beda
potozone w tak poprowadzonej ptasczyznie (bierzemy jg za plasczyzne papieru) i przyczepione w roz-
maitych punktach tuku BAG. Oznaczajac cieciwe BC przez c i biorgc summe sktadowych wszystkich
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ci$nien na tuk BAC dziatajacych, otrzymujemy :

0]

co wyraza natezenie wypadkowej cisnien normalnie
na prostokat (hc) wywieranych.

Fig. 84.
Gdybysmy chcieli wyrazi¢ y przez x, nalezatoby
rézniczkowa¢ réwnanie kota :
x2-t-y2= R 2
w skutek czego otrzymalibysmy :
xdx-hydy = 0;
zkad :

— xdx
—\]K—x2

Dla czesci AB tuku BAC, gdzie dyjest dodatne, na-
lezy wzie¢ NV ze znakiem — ; dla czesci AC, dy jest

odjemne, \J bedzie wiec ze znakiem -+ .

Rozpatrujac cze$¢ AB i oznaczajagc OD = 3, bedziemy mieli :

. _ _ . — xdx rilr L : . i .
(PX)8= 2X),= -™ -jT AR a2 5 [sIW- Hi(R9.52= Hi2RD=yj\§ ;

za$ dla czesci AC napiszemy :

11A9 W — xd 11/z2 nA2 £
xax - y W
2 1i VR2— a9 L

A ze znak linij DB i DC jest dla nas rzeczg obojetng, wiec :

n/i9
) P'z= (P:r)AB+(Px)AC = — C

co byto wyprowadzonem wyzej.

Wyznaczenie punktu przyczepienia (x,Yy', z) wypadkowego ci$nienia. Poniewaz wszystkie sktadowe X
znajduja sie na jednej i tej samej ptasczyznie poziomej, poprowadzonej na odlegtosci = - li od po-

wierzchni wolnej, ich wypadkowa P*, réwniez bedzie potozonag wiej ptasczyznie, azatem z':-lg(*). Nad-

(* Gdybysmy chcieli szuka¢ wartosci z rachunkiem, nalezatoby wzie¢ momenla wszystkich sil wzgledem gérnej
lub dolnej podstawy walca: jezeli za ptasczyzne momentéw wezmiemy dolnag jego podstawe wtedy, zwazywszy ze
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to, z symetryi $ciany wzgledem ptasczyzny pionowej poprowadzonej przez 0§ OX wynika, ze sita P™*
skierowang bedzie wedtug tej osi; wiec y'= 0. Pozostaje zatem znalez¢ warto$¢ na x.

Obréémy w tym celu sity X okoto ich punktéw przyczepienia tak, azeby one staly sie pionowemi;
przez to punkt przyczepienia wypadkowej P', sie nie zmieni, i mozemy teraz wzigé momenta wszyst-
kich sit wzgledem osi OY. Szukana spétrzedna x' wyznaczy sie z réwnania :

ktére, na mocy poprzedniej uwagi, moze byé zamienionem na :

Otéz:

wiec :

Wyrazeniu temu mozemy nada¢ inng forme zwazywszy ze :
R? = tuk AE,

R tuk WSt’I‘?- = lkEB ;

wszystkie sktadowe X sg od niej odlegte na ™k, bedziemy mieli :

wiec :
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jezeli wiec oznaczymy dtugosé tuku BAG przez |, to znajdziemy :
*= l-t--XtukAB=i-i- -= -
! c 2 c 2
czyli :

@ _17R \
X 2\c +0)"'

Bo tego samego wypadku moglibySmy przyjs$¢ jeszcze inng droge, uzywajac wprost wyrazenia :
A2
(cfl?)*= X — ds.dos a,

w skutek czego réwnanie momentéw przybratoby posta¢ :

X'P'x= \Is,dos a.

Ot6z, oznaczajac tuk AM przez s, bedziemy mieli:

dosa= dos —,
R

x= OK= OMdosa= RdosE,

ds — Kd.~-
R

a zatem :

Dla znalezienia tej catki mozemy uzy¢ jednego z dwéch wzoréw :

f dos2x dx - b wsztedosa;

i \wsi~x dx m x m—wstaidosa?

Zastosowujgc pierwszy z nich znajdujemy :

[, "ios'ErM5=i[K + wsl5 losi] |
2 *

R T T B By t—1 A — 1
2| 2R+ ~St2R d°S2R - (2R +W St2R d°S-2R

ir h?‘wstAB dos N 1
RJ

h + 2wsti- =if|—
R R 2L R R RJ

ART. 1L

17
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Ootoz:
wsfB= Ws+tr%A=B_D= i%,
, AB , Tn* OD 8
dosTT = d BOA== =it;
zatem
. gs 1 (1 cS
. R 2\R RV’
wiec:
W IV (l_ co\
2 '"2\R 'R2 _R2// e8\_R/ ¢S
X~ m 2 2c\R + R2) — 2e + 2c.’
czyli ostatecznie:
, 1JIR
2) 2 \e
Zauwazmy, ze 8= " [r2— =I”M4R 2— c2 wiec azeby warto$¢ a?'byta rzeczywisty, potrzeba
miec :
- < R, czyli c< 2R;
5 y

to jest cieciwa powinna by¢é mniejszy od $rednicy kota; alen warunek jest zawsze sam przez sie

wypetniony.

Uwaga. Poréwnajmy wzér na x, wyznaczajycy punkt przyczepienia wypadkowego ci$nienia na
$ciane walcowy, ze wzorem na xt dajycym $rodek ciezkosci jednorodnego luku. Wzory te dla tuku

BAG bedy :

, HI[IR
C 2\c

Jezeli | sie zmniejsza i staje sie zerem, wtedy c¢ réwniez bedzie zerem, zatem S= R; wartosci
A i x przybierajy posta¢ N .

ZIR
Jezeli / sie powieksza i dosiega pdtokregu, to jestjezeli 1 = e wtedy c= 2B, 8= 0; awar-
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tosci na xi i x stajg. sie :

X 2R*= 2
iR K’
ztjd wnosimy ze x > xi; dotykalniej to sie okaze przedstawiajac wartosci x, i x liczebnie ;
znajdziemy:
xI— 0,637R,
x = 0,785R.

Wynik ten tatwo moze by¢ wyttomaczonym. W razie dziatania na tuk BAC (fig. 85) sity ciezkosci,
wszystkiejego punkta zostajg pod wptywem jednej i tej samej sity; tak ze wypadkowa dwoéch sit dzia-
tajacych na punkta m im bedzie mie¢ to samo natezenie,
jak wypadkowa sit przyczepionych w punktach nin, qiq...
Rozpatrujac zas cisnienia X wywierane na ten sam tuk BAC,
widzimy ze nie beda one state, gdyz X jest proporcyonalne
do dosta; wartos$¢ tego cisnienia bedzie zatem najwieksza
w punkcie A, gdzie dosa= 1, i malejac w miare zblizania
sie do punktéw B i G, sprowadza sie ona do zera dla punk-
tow D i E lezacych na Srednicy kota. Wypadkowa wiec
ciSnien wywieranych w q i q bedzie wieksza jak wypad-
kowa dla punktéw ni n, a ta ostatnia wieksza 6d wypad-
kowej dla punktéw mi m; wszystkie zatem czgstkowe wy-
padkowe, przyczepione w rozmaitych punktach osi sy-
metryi KL, dadza site ostateczng P, ktérej punkt przycze-
pienia Q bedzie oczywiscie blizej potozonym wzgledem
punktu A, anizeli punkt przyczepienia G wypadkowej sit

Fig. 85.

ciezkosci; czyli ze x > xi.

95. Wracajac do fig. 83 widzimy, ze cisnienie wypadkowe na $ciane walcowa bedzie sie zwiekszaé
w miare powiekszania sie tuku B'A'B', i dojdzie do swego maximum dla tuku B'A'B"; gdyz rzut $ciany
walcowej bedzie wtedy prostokatem majgacym za podstawe Srednice B"B" kota. Gdy przejdziemy po
prawg strone tej $rednicy, ciSnienie bedzie sie zmniejsza¢; tak np. dla $sciany majacej za podstawe tuk
B"B'A'B'B" wiekszy od poétokregu bedzie ono takie samo, jak dla $ciany ktdérej podstawg jest tuk
B'A'B', réwny tukowi B™A"B™; awynika to ztad, ze dlatuku B"B'A'B'B" zjawia sie nowa 0$ symetryi B"B’,
i wszystkie zatem walce, réwnolegte do osi OX, rzucajace na ptasczyzne YZ elementa $ciany, spoty-
kaja ja dwa razy na catej przestrzeni tuku B™B"B', tak po jednej jak po drugiej stronie ptasczyzny
KL; w skutek czego czastkowa 2X odpowiadajgca tukom B"B"B' sprowadza si¢ do zera. Wnosimy ztad
ze ci$nienie wypadkowe na $ciane walcowag pionowa réiunemjest imjpadkowemu cisnieniu na prostokat za-
warty miedzy dwiema skrajnemi rodzacemi walca, bez wzgledu na cze$¢ obrotujaka obejmujepowierzchnia
walcowa; czyli ze to ci$nienie na powierzchnie wiekszg od pétobrotu réwnem jest cisnieniu na Sciane mniej-
szg od p6tobrotu, dopetniajgca, dang powierzchnie do catego walca.

Tak wiec dla $ciany majacej za podstawe tuk BIMB"A'B"BIV, ci$nienie wypadkowe wyrazi sie
cis$nieniem na prostokat wystawiony na cieciwie BIMBIV; w miare zwiekszania sie powierzchni waleo-
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wej, to jest w miare zblizania sie punktéw B,v do punktu A", ci$nienie wypadkowe V'x bedzie, sie
zmniejszaé, i stanie sie zerem dla powierzchni walcowej o catym obrocie; powiadamy zatem : osta-
teczna wypadkotoa icszysthich cisnien wywieranych na $ciane walcoiog zamknietg jest zero.

Wypadek taki byt do przewidzenia, gdyz wiemy (8 91, uw. I) ze dla powierzchni zamknietej jakiej-
kolwiek P'a=2X = 0i P"j,=2Y = 0; w razie za$ Sciany walcowej, mamy nadto Y 'z= LZ~0 samo
przez sie, gdyz wszystkie ci$nienia sg poziome.

W niosek. Jezeli na ci$nienie cieczy jest wystawiong wypukta czyli zewnetrzna strona walcowej po-
wierzchni, wypadkowe na nig ci$nienie bedzie takie samo jak najej strone wewnetrzng, to jest réwne
ci$nieniu na prostokat zawarty miedzy skrajnemi rodzacemi walcowej Sciany.

96. W zastosowaniach do konstrukcyi naczyn walcowych rozpatruje sie cisnienie wypadkowe
na calg ich powierzchnie, lecz na cze$¢ éciany najwiecej fatygowana, to jest wystawiong na najwieksze
ci$nienie, a zatem najgtebiej w cieczy zanurzong; gdyz jezeli np. naczynie ma by¢ metaliczne, oczy-
wistem jest ze grubosem etalu powinna by¢ obrachowana majac na widoku najwieksze usitowania na
jakie on bedze wystawiony. Jezeli wysoko$¢ naczynia przechodzi pewng granice, walcowa powierzchnia
sktada sie z kilku walcowych obraczek spojonych z sobg za pomoca nitowania, i grubo$é blachy be-
dzie sie zmienia¢ stosownie do ci$nienia wywieranego na najnizsze punktu kazdej obrgczki.

Do tej uwagi nalezy dodaé jeszcze inng. Poniewaz $ciana obrotowa jest symetryczng wzgledem
wszelkiej ptasczyzny przeprowadzonej przez o$ obrotu, natezenie wypadkowego ci$nienia na czesci
Fig. 8 $ciany lezace po obu stronach takiej ptasczyzny nie tylko

ze bedzie jednakowe (8 95), ale jeszcze bedzie ono mieé
warto$¢ wieksza jak dla kazdej innej czesci $ciany. Natu-
ralilem wiec jest uwazaé przy rachunku to ci$nienie ma-
ximum, i ograniczy¢ sie zatem rozpatrywaniem jednej po-
towy walcowej powierzchni (*). Jesli wiec idzie o znale-
zienie ci$nienia wywieranego na punkta obrgczki znajdu-
jace sie na wysokosci z (fig. 86), uwazamy nieskoriczenie
cienkg warstwe, zawartg miedzy dwiema ptasczyznami
poziomemi C'D'i CD"' odlegtemi na dz, i obejmujgcg p6t-
obrotu, dla ktérej, przypuszczajgc ci$nienie p na jednos¢
powierzchni jednakowa we wszystkich punktach (**), a
cisnienie wypadkowa oznaczajagc przez $, bedziemy
mieli na mocy poprzedniego :

*) ®= p(B"B" X dz) = p. Ddz

gdzie D wyraza S$rednice kota. Co za$ do kierunku tej
sity. wiemy ze bedzie ona pozioma, normalng do Sciany,
i lezaca w ptasczyznie symetryi KL, na odlegtosci réwnej

i
- dz od ptasczyzny C D .

(*) Jezeli cisnienia wywierane na powierzchnig walcowg zamknietg sprowadzaja sie do zera, to tylko z punktu wi-
dzenia analitycznego, i jedynie w skutek przyjetej ugody odrézniania znakiem + i — ci$nier wywieranych w prze-
ciwnym sobie kierunku. Z punktu za$ widzenia fizycznego znaki — i + nie istnieja, to jest Sciana wytrzymuje zawsze
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Przy rachunku, zwyczajem jest rozpatrywanie usilowan wywieranych w pewnej ptasczyzniejaka
przecinamy dany syrstem. Przypuszcza sie wtedy, ze ci$nienie p na jedno$¢ powierzchni jest jedno i
to samo we wszystkich punktach warstwy zawartej miedzy ptasczyzna przeciecia i ptasczyzng do niej
réwnolegta i poprowadzony na odlegtosci réwnej Jednosci. Ktadac wiec dz— i, wzor (1) staje sie wzo-
rem praktycznym :

(2) 9=p.D,

i wyraza sie poprostu, ze cisnienie wypadkowe wszystkich cisnien wywieranych na pétokrag B"A'B" réwnem
jest cisnieniu p na jedno$¢ powierzchni pomnozonemu przez $rednice B"B".

Ale teraz cis$nienie na jedno$¢ powierzchni p moze by¢ nazwane innem nazwiskiem. | tak wiemy
(8 33) ze :
P L . P sita
E_ ------ > WIerezelleI,to»Z - = — e 12}
Y 1 a diugoscé
przy tych warunkach wyrazenie : ci$nienie na jedno$¢ powierzchni moze wiec by¢ zastgpione ci$nieniem
najednos$¢ dtugosci uwazanego tuku.

97. Wzoru (2) mozemy dowie$¢ niezaleznie, rozktadajgc wprost kazde indywidualne ci$nienie p
wywierane na tukB"A'B"na dwa ci$nienia : jedno prostopadte do $rednicy B"B", drugie do niej réwno-
legte; poniewaz profil kotowy jest powszechnie uzywany przy konstrukc.yi kottéw parowych, przy
rezerwoéarach, rurach wodociggowych, i t.p. dobrze bedzie rozpatrzy¢ te kwestye zosobna.

Niech okrag A'B"A"B" przedstawia przeciecie walcowej powierzchni naczynia ptasczyznag pozioma
C'D'. Cis$nienie najednos$é¢ powierzchni w kazdym punkcie okregu jest jedno i to samo : p=Uz\ wszyst-
kie ci$nienia znajdujg sie w ptasczyznie C'D' i kierunek ich przechodzi przez $rodek C. Przypuszcza-
jac, ze po przeprowadzeniu innej plasczyzny poziomej C"D" odlegtej od pierwszej na dz, cisnienie na
jednos$¢ powierzchni bedz.ie state na przestrzeni obragczki C'D'CD", wypadkowe ci$nienie na te cze$¢
$ciany ii, uwazane w kierunku jednej z trzech osi, otrzymamy za pomocag trzech wzoréw :

= 2X — lpco,, =pZ<ay. — pii,,-,
P",=2Y =pO»,
P", = 2Z — pilXdA3—0;

istnienie ostatniego réwnania wynika badZ z tego, ze rzut obrgczki nie daje zadnej powierzchni czyli
zeii,v= 0, badz tez dla tego ze ci$nienia sg sitami poziomemi.f

we wszystkich swych punktach pewne ci$nienie, majace wartos¢ absolutng, niezalezng od nazwiska jakie jej dowolnie
nadajemy. 1 tak $ciany B"A'B" (fig. 8G i B"A"B" ponosi¢ bedg to samo ci$nienie absolutne; tylko dli nas jedno
ci$nienie bedzie dpdalne, a drugie odjemne. 1 w ogdlnosci, uwazana figura bedac symetryczng wzgledem wszelkiej
ptasczyzny pionowej przeprowadzonej przez $rodek kola C, whasnosci tyczace sie Scian B"A'B" i stosujg sie
i do kazdej innej czesci, jak np. b'a’b" i b'a"b"\'i t. p.

(**) W rzeczywistosci, cisnienie w CD' bedzie p', a w C’D" bedzie ono p", i réznica miedzy dwoma cisnieniami
wyrazi sie przez : p* —p'= ll(z-(-dz) —lis = nds. lypoteza wiec réwnego ci$nienia na obraczke CD'G' D" tem
mniej bedzie sie rézni¢ od warunkéw rzeczywistych, im mniejszy bedzie iloczyn ndz; tak ze dla dwéch réznych
cieczy mozemy mie¢ jednakowe przyblizenie, biorac zmniejsze dla cieczy, ktdrej I jest wieksze, i odwrotnie; wiec
dla gazéw mozemy wzigé dz daleko wieksze jak np. dla wody; w skutek lego i przypuszcza sie, ze jezeli massa gazu
nie zajmuje wielkiej przestrzeni, cisnienie w kazdym jej punkcie moze by¢ uwazano za stale.
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Wezmy teraz jakikolwiek punkt M' $ciany lezacy na C'D' lub C"D", i poprowadzmy przez niego ptas-
czyzne styczng do powierzchni G'D'C'D"; mozemy uwazaé nieskoriczenie maty tuk ds, wziety bo obu stro-
nach tego punktu, jako element prostej, stycznej do kota B"A'B'A", takze dsdz bedzie wyrazac¢ element
ptaski obrgczki, na ktéry cisnienie catkowite jest : pdsdz; uwazajac szereg punktéw otrzy-
mamy szereg elementéw ptaskich dsdz, stanowigcych przy granicy dang nam obrgczkowy powierzchnie.

Zauwazmy nastepnie, ze jakikolwiek bytby system sit, biorac na ich kierunku,zamiast rzeczywi-
stego natezenia sit, natezenia proporcyonalne, ale wszystkie w jednym i tym samym stosunku,
otrzymana ztad wypadkowa zmieni sie, co do jej natezenia, w tymze samym stosunku i rzeczywi-
stajej wielko$¢ otrzyma sie z pomnozenia znalezionej wartosci przez ten staly stosunek. Zamiast wiec
wszystkich normalnych sit: pdsdz (gdzie rfzjest state) mozemy rozpatrywac sity do nich proporcyonalne:
pds, z warunkiem ze wypadkowa tych ostatnich pomnozymy przez dz ; i gdyby, w przypadku szcze-
g6lnym dz byto réwnem jednosci Unijnej, wypadkowa otrzymana ze zlozenia pds musiataby by¢ po-
mnozong przez t(jjednosé. Z punktu widzenia geometrycznego zamieniamy, w kazdym razie, ztozenie
sit pdsdz dziatajgcych na powierzchnie G'D'G'D' na ztozenie sit pds dziatajacych na punkta okregu
A'B"A'B"; tak ze zgodziwszy sie nazywa¢ teraz ilo$¢ p, (ktéra ma sens rzeczywisty tylko przy rozpa-
trywaniu powierzchni) cisnieniem linjowem najedno$¢ dtugosci, zadanie zostanie postawionem w sposéb
nastepujacy :

Znajac ze ci$nienie p na jedno$¢, dtugosci jest state ivc wszystkich punktach okregu i do niego normalne,
znalez¢ cidnienie icypadkowe na pewng cze$¢ tego okregu.

Fig. 87. 1° Niech, na pierwszem miejscu, idzie o zna-
Y lezienie wypadkowego ci$nienia na tuk KEL (fig.
87) ktdérego cieciwa jest réwnolegta do osi OX.

Oznaczajac a i 6katy jakie normalna w jakim-
kolwiek punkcie M tuku czyni z osiami OX i OY, i
rozktadajac catkowite ci$nienie pds wywierane
normalnie na element ds stycznej, przez punkt M

X poprowadzonej, na dwa ci$nienia sktadowe, ré-
wnolegte do osi, bedziemy mie¢ :

X — (pis)dos a = p(¢&.dos a) = pdy,

Y = (pds)dos §= />(i/s.dos §)=pdx ;

zkad :

P',= 2X = Zpdy= p2dy,
V'y— 2Y = 1pdx = pi2.de.

Otéz, 2.dy oznacza rzut na o$ OY dwéch czesci tuku: EML i EM'K; te rzuty wzajemnie sie zakrywaja,
stanowigc kazdy zosobnalinje EN; ztad wnosimy ze P'*=0; jasniej jednak rzecz przedstawimy rozumu-
jac w sposéb nastepujacy :jakibysmy nie wzieli punkt M na czes$ci EL tuku, gdzie sktadowa X jest skie-
rowang ku stronie -+o0si, znajdziemyzawsze na drugiej jego czesci ER punkt M', symetryczny punktowi
M, gdzie sktadowa X' bedzie mie¢ to samo natezenie co X, tylko skierowang ona bedzie ku stronie
— osi OX. Ot6z X i X' sg przyczepione do punktéw krzywej statej (courbe fixe) ; a wiemy z Mechaniki,
ze jezeli dwie sity, rdwne i sobie przeciwne, sg przyczepione w dwéch réznych punktach ciata statego,
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i dziatajg wedle prostej te punkta taczacej, sity takie wzajemnie sie réwnowazg (*); wiec (2X), i
(2X)S odpowiadajgce czesciom EL i EK, réwne i przeciwnego sobie kierunku, wzajemnie sie
réwnowazg; azatem Pg= (2X)i -f-(2X)s= 0. Wypadkowa ostateczna wszystkich normalnych ciénien
pds wywieranych na tuk KEL bedzie to wiec sita P",, = p2.dx — p.KL (gdyz 2dx wyraza rzut tuku KEL
na 0$ OX); i z powodu symetryi wszystkich sktadowych Y wzgledem osi OY, wypadkowa V'v bedzie
dziata¢ na tuk dany wedtug tej osi, to jest jej kierunek przebija tuk KEL w punkcie E. W skutek tego
powiadamy :

Cisnienie luypadkowe wszystkich cisnien normalnych dziatajacych na tuk KEL, z natezeniem statem
ive wszystkich jego punktach iréwnem p najedno$¢ dtugosci, réiona sie iloczynoiei zp przez diugosé KL
cieciwy tuk dany podpasujacej; jest ono normalnem do cieciioy i przechodzi przezjej $rodek N.

Oczywiscie ze to prawidto stosuje sie nie tylko do tuku ktérego cieciwa KLjest réwnolegta do osi

OX, ale i do wszelkiego innego tuku K'E'L'; albowiem biorac w tym razie OX'i OY' za spétrzedneosie,
znajdziemy sie w przypadku dopiero co rozpatrzonym ; tak ze ci$nienie wypadkowe natuk K'E'L' wy-

razi sie :
e¢= dXcieciwe K'L".

2“ Szukajmy teraz wypadkowego ci$nienia na tuk GED réwny poétokregowi. Widocznem jest ze
poprzednie warunki w niczem sienie zmienity. Rozmaite sktadoweX dla cze$ci ELD bedg réwne i prze-
ciwnego znaku odpowiednim X uwazanym na czesci EKC ; co za$ do skiadowych Y, wszystkie one
bedg skierowane ku stronie dodatnej osi OY ; nie powtarzajac wiec poprzednich rozumowan, mozemy

napisa¢ odrazu :
P% —p2.dx= p .CD.
Jesdli teraz oznaczymy ci$nienie wypadkowe P'7 przez <§ apromien i $rednice kota przez R i D, be-
dziemy mie¢ wzér (**) :

2 ii>=p.2R=pD

(*) Delaunay : Mécanique Rationnelle, str. 313.

(**) Wzér (2) nadzwyczaj tatwo wyprowadzony byé moze rachunkiem. I tak, wracajac do ogélnych wzoréw :

zauwazywszy ze dla pélokregu catki powinny by¢ wziete miedzy granicami: x = — R i 9= -f- R; i ze réwnanie kola
daje:
—xdx

bedziemy mieli :
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nadzwyczaj czesto w praktycznych zastosowaniach uzywany. Przypuszcza on ze dz= 1; jezeli dz jest
roznem od jednosci, wtedy wypadkowa wszystkich cisnien wywieranych na potowe obraczki C'D'G"D"
wyrazi sie :

Yy=p.m.dz=p\idz.

3° Rozpatrzmy nastepnie ten przypadek kiedy tuk K,CBDL, (fig. 88). na ktéry mamy znalez¢ cis-
nienie wypadkowe, jest wiekszy od poétokre.gu.

Fig. 88.
° Oczywiscie bedziemy mieli zawsze P'x= XX = 0.

Y Co za$ doP",/=2Y, widzimy, ze wyprowadziwszy

z punktéw K, i L, prostopadte K,Ki L,L do osi 0X, tuk

K,G jest symetryczny tukowi CK, a L,D tukowi DL;

uwazajac na tych tukach punkta symetryczne wzgle-

dem osi 0Xj znajdujemy ze wartosci sktadowej Y, od-

powiadajgce takim punktom, beda sobie réwne i skie-

X — X rowane w przeciwng strone; tak ze dla czesci KICK
i L,DL nie tylko sktadowe X, ale nadto i sktadowe Y

wzajemnie sie réwnowazg. Wiec wypadkowa wszyst-

kich cisnien wywieranych na tuk KjGKELDL, bedzie

taka sama jak i na tuk KEL, albo, co najedno wyjdzie,

na tuk mu réwny KAFL, (majac nawzgledzie tylko samo

natezenie ci$nienia, nie za$ jego kierunek), dopetnia-

jacy tuk dany do catego okregu. Szukana wiec wypadkowa ostateczna P',=2Y bedzie sitg prosto-
padia do cieciwy KiL, w jej srodku S, skierowana ku stronie dodatnej osi OY i majaca za natezenie :

n -2Y=p.KIL1

4° GdybysSmy nareszcie uwazali cisSnienie wypadkowe na caty okrag, zobaczylibySmy z tatwoscia ze
lakowe sprowadza sie do zera, to jest ze wszystkie elementarne cisnienia wzajemnie sie réwnowazg,. Istot-
nie, cisnienie wypadkowe na tuk K~EDL, jest =7).K4Ll i ma znak -%-; ci$nienie na tuk K"FL, jest
(akie samo, tylko ma znak — ; te dwHh ci$nienia sg skierowane podtug osi OY; wypadkowa ich bedzie
wiec ich summa; a ta ostatnia staje sie zerem.

Uwaga. Rezultaty, do jakich przyprowadza nas szukanie ci$nienia wypadkowego wszystkich cisnien
normalnych i statych, najednos$¢ dtugosci, dla wszystkich punktéw okregu, sgogdlne, to jest stosuja
sie, jak to p6zniej zobaczymy, i do krzywej ptaskiej jakiejkolwiek; nadto bedg one mieé miejsce bez
wzgledu czy cis$nienia (normalne i stale) sa wywierane na wewmetrzng strone krzywej, czy tez na jej
strong zewnetrzna.

98. Il Przyk¥ad. Znalez¢ cisnienie wypadkowe na $ciane prosta, elliptyczng, ktorej Kie-
rownica znajduje sie na ptasezyznie poziomej XY (fig. 89). Cisnienie w kazdym punkcie
$ciany bedzie prostopadiem do rodzacej walca przez niego przechodzacej, gdyz znajdzie sie ona
w ptasezyznie stycznej do $ciany w tym punkcie ; wszystkie wiec elementarne cisnienia bedg poziome,

i kierunek kazdego z nich otrzymamy, prowadzgac w danym punkcie Mnormalne do ellipsy, powstatej
z przeciecia S$ciany plasczyzng pozioma C'D' przez ten punkt poprowadzong. Cisnienia bedac pozio-
memi, mamy natychmiast dla Catej $ciany : P'™'= YZ=0.

Uwazajmy teraz pewng cze$é¢ B'A'B' powierzchni walcowej, ograniczona ptasczyzng B'B' réwnolegtg
do ptasczyzny YZ, i szukajmy wypadkowego ci$nienia napowierzchnie B'A'B', to jest szukajmy wyrj-
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zenig naP",, i P.T. Ol6z, zpowodu symetryi tej powierzchniwzgledem ptasczyzny KL, mamy P"/=2Y —O0;
tak ze cisnienie wypadkowe wszystkich cisnieh na uwazang powierzchnie wywieranych bedzie silg

S & poziomg majaca za natezenie :
Pa= SX = 2Pbyz= 2p(B'B'. dz)
= nzJB'B'.A),

gdzie Zj oznacza odlegto$¢ od po-
wierzchni wolnej AB, S$rodka
ciezkosci prostokata, majacego
za podstawe B'B’, aza wysokos$¢
h.

Ograniczmy sie na rozpatrze-
niu cisnienia wypadkowego ®
na cze$é obraczki B'A'B', zawar-
tej miedzy ptasczyznami CD' i
C"D" odtegtemi od siebie na dz.
Oznaczajgc przez p ci$nienie na.
jedno$¢ powierzchni w jakim-
kolwiek punkcie tej obraczki,
bedziemy mieli :

$=p(B'B'.ifc);
warto$¢ ®'dojdzie do swego ma-
ximum, gdy B'B' stanie sie¢ B"B";
maleje ona w miare zwiekszania
sie luku, i staje sie zerem gdy doj-
dziemy do punktu A", to jestdla
catej obraczki. Jesli osie ellipsy
B"B"i A'A" oznaczymy przez 25i2a, dzwezmiemy za jednos$é(tojest przypuscimy ze cisnienie pjest state
we wszystkich punktach obrgczki majgcej jednos$é za wysokos¢), a cisnienie wypadkowe wywierane
réwnolegle do osi OX, czyli do wielkiej osi ellipsy, na potowe obwodu B'A'B" ellipsy, nazwiemy
to otrzymamy:

(1) ®a= p .20;
kierunek tego cisnienia spotyka $ciane w punkcie A"

Zauwazmy ze gdybyémy, zamiast ci$nien wywieranych na potowe B"A'B", rozpatrywali ci$nienia
na inng potowe A'B"A" tejze ellipsy, toby$smy mieli PA= 2X = 0; tak ze oznaczajgc przez
ci$nienie wypadkowe, wywierane réwnolegle do matej osi ellipsy na potowe A'B"A", mamy :

@) $s= p.2a.

Ot6z, poniewaz a>b, wiec zatem:

Przy écianach walcowych, o profilu elliptycznym, ciénienie wypadkowe, przy réwnym obicodzie, jest
wieksze to kierunku mniejszej osi ellipsy, anizeli iv kierunku wiekszejjej osi; czyli ze cis$nienie poprzeczne
jest wieksze od ciénienia podtuznego.

Réznica tych cisnien:

|
d

2p(a — b),
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bedac proporcyonalng do a— b, tem jest wieksza, im ellipsa ma wiekszy mimoséréd; wiec im
wiecej powierzchnia elliptyczna bedzie sie rézni¢ od $ciany walcowej obrotowej, tem wiekszem be-
dzie ze strony cieczy usitowanie do nadania $cianie elliptycznej tej ostatniej formy.

Dla profilu kotowego mamy: a=b; zkad = to jest: ze cisnienie wypadkowe na $ciane
walcowy obrotowa jest jedno i to samo dla kazdego kierunku $rednicy, podtug ktérej cisnienie to
jest uwazane.

Ze wzoréw (i) i (2) wypada stosunek r

= - *=_04 -
3) Lg oy zked <£ a/o, b

co pokazuje ze: cis$nienia wywierane podtug dwoch osi ellipsy sgw stosunku odwrotnym do dtugosci tych osi.
99. Przejdzmy teraz do $cian walcowych poziomych, i w tym przypadku rozpatrzmy nastepujacy

przykitad:

Il Przyktad. Znalez¢ cisnienie wypadkowe na $ciane walcowy obrotowy ktérej o$
jest pozioma,, rownolegty do ptasczyzny XY (fig. 90).

Fig. 90. Przypusémy ze uwazana $ciana jest
(a) réwng potowie catego walca, i ze po-
A i AB wierzchnia wolna cieczy AB zlewa sie

z ptasczyzng poziomg poprowadzong
przez jego o$ O.

Boczne $ciany naczynia, spojone
wzdtuz tukéw A'C'A' i B'D'B' ze $ciana
walcowa, moga by¢ ptaskie lub krzywo;
w tym ostatnim razie majg one zwy-

kle forme ;1 powierzchni sferycznej,
promienia réwnego promieniowi It
- . L .

Sciany walcowej, albo tez - odcinka

sferycznego, wzietego na sferze innego

jakiegokolwiek promienia It' wiekszego

od R. Ale majac na celu znalezienie

ci$nienia wywieranego tylko na czes¢

walcowa naczynia, bocznych $cian

jego rozpatrywac¢ nie bedziemy; czyli

bedziemy uwazaé¢ dang nam powierz-

chnie jako zawarta miedzy dwiema pionowemi ptasczyznami poprowadzonemi przez AA i BB na
odlegtosci od siebie réwnej I.

Elementarne ci$nienia w rozmaitych punktach powierzchni walcowej, bedac wszystkie zawarte
w ptasczyznach prostopadtych do osi obrotu O, to jest rédwnolegtych do ptasczyzny ZY, nie dadza
sktadowych X; zatem PY.= :£X= 0 sama przez sie.; bedziemy mieli nadto P"l/=XY = 0; wiec
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ostateczna wypadkowa wszystkich ci$nien wywieranych na $ciane bedzie site. pionowy majacg za
natezenie:

Ps" = 2Z= 1ptt>xv— 11Sz0%j,.

Warto$¢ tego natezenia znajdziemy rzucajgc $ciane na piasczyzne XY, wystawiajgc (fig. S) na
rzucie ab'b'a powierzchnie, ktérej rzedne wyrazatyby w kazdym punkcie rzutu ci$nienie istnie-
jace w odpowiednim mu punkcie na danej Scianie, i szukajgc nastepnie objetosci tak otrzymanej
figury. Widocznem jest ze tg figura bedzie dany walec, tylko obrécony strong CD do géry; albo-
wiem dla wszystkich punktéw lezacych naprostych ab' ci$nienie jest 0; dla punktéw linji cci jest
ono IIfl; adla punktéw zawartych miedzy a'b' i ¢d’, ciSnienie to wyrazi sie przez odpowiednie
im rzedne tuku a"c"a". Natezenie szukanej wypadkowej P2" bedzie wiec réownem ciezarowi cieczy
zawartej w danym walcu ABCD, czyli:

punkt za$ przyczepienia tej sity znajdzie sie na prostej c"o, wyniklej z przeciecia sie dwoéch ptasczyzn
symetryi KL i UY; tak ze kierunek wypadkowej P2" przebija $ciane w punkcie (S,S').

Uwaga. W przypuszczeniu ze od stron (AC, A'C'A") i (BD, B'D'B'), $ciana walcowa jest ograni-
czong dwiema $cianami ptaskiemi i pionowemi, ci$nienie wypadkowe na wszystkie $ciany tak utwo-
rzonego naczynia bedzie takie same, jak ci$nienie wypadkowe na samag tylko powierzchnie walcowa;
albowiem cisnienia elementarne na kazdg ze $cian bocznych, bedac rownolegtemi do osi OX, dadzg
dla kazdej z nich jedne wypadkowg; summa tych dwéch wypadkowych sprowadzi sie do zera, gdyz
bedag one sobie réwne i przeciwnego kierunku.

II. SCIANY STOZKOWE.

100. I Przyktad. Znalez¢ cisnienie wypadkowe na $ciane stozkowa, obrotowa, kto6-
rej dolng podstawa jest wieksze koto, a gdrng— niniejsze.

Niech naczynie ma ksztatt Scietego stozka ABCD (fig.91), i niech AB bedzie powierzchnig
wolnag zawartej w niem cieczy. ldzie o znalezienie ci$nienia wypadkowego na cze$¢ Sciany : (AECF
cfeaefc) utworzong obrotem, okoto osi pionowej (ST, S'), pod katem = 0, boku AC trapezu AMCT.

Poniewaz ci$nienia wywierane przez ciecz na rozmaite punkta $ciany sg do niej normalne, ich kie-
runek przecina o$ obrotu pod katem «, réwnym katowi jaki czyni rodzgca AC z ptasczyzng po-
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ziomg. Normalne te, uwazane dla punktéw jednego i tegoz réwnoleznika, np. A'B', utworzy stozek
Fig. 91.

z

!
obrotowy A'B'0', majacy réwnoleznik A'B' za podstawe, a za wierzchotek punkt O', znajdujacy
sie na osi ST iwyznaczony zwigzkiem :
C'0'=AC—Ii---—--
stycza
Rodzace wszystkich stozkéw otrzymanych dla rozmaitych réwnoleznikéw czynia z osig obrotu
(ST, S') kat staty a; wszystkie wiec stozki utworzone normalnemi do $ciany beda do siebie podo-
bne (*).

(*) Wiemy ze ci$nienie w danym punkcie zalezy od jego wysokosci wzgledem powierzchni wolnej AB; we wszystkich
wiec punktach jednego i tegoz samego réwnoleznika cisnienie na jednos$¢ powierzchni bedzie jednakowe, tak ze dla kaz-
dego réwnoleznika rozpatrywanego z osobna, dtugo$¢ normalnej zawarta miedzy $ciane a osig obrotu (jak np. dtugosé
A'0") moze by¢ uwazang zaproporcyomIm do ci$nienia pod jakiem sie znajduje rozmaite jego punkta (wyjawszy réwno-
leznik AB lezacy na powierzchni wolnej, gdzie ci$nienie jest zero). Ale przechodzac od jednego réwnoleznika A'B’ do
innego jakiegokolwiek A"B", skala musiataby by¢ zmieniona; gdyz dtugosci A'0' i A"0", odniesione do jednej i tejze
samej skali, nie sg proporcyonalne do cisnienia wywieranego na réwnoleznikach A'B' i A"B", albowiem nie sg one
proporcyonalne do wysokosci h' i h".
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Zadanie nasze polega na znalezieniu trzech sit : P*, P', i P",.

Ot6z, widzimy natychmiast ze P",= 2Y = 0, albowiem $ciana jest symetryczny wzgledem pasczy-
zny KL prostopadtej do osi OY, i rozmaite walce rzucajgce, réwnolegle do tej osi, elementa $ciany na

I rzeczywiscie, mamy najprzéd :
AC = A'0'wsta; A’C"= A"0"wsta;
zked, oznaczajac :
AC —r', A'0'= N A"'C"= r", A"0"= N",

otrzymujemy :
@)

- r
Otéz, stosunek p-, nie jest réowny stosunkowi jt, , gdyz tréjkety SA'C' i SA"C" daje :

r _z-\-h
' z+ h"’

a wiec diugosci normalnych nie se proporcyonalne do wysokosci odpowiednich im réwnoleznikéw.

Gdybysmy chcieli wyrazi¢ stosunek ~ w funkcyi promieni réwnoleznikéw A'B' i A"B", mielibySmy z tréjketow

AAE' i AA'E":
AJT _ AjJEj .
AE"“ A"E"’
zked, kladec AM=r, wyprowadzamy:
li_ r—r
© h" r"—r’

Uwaga. Stosunek;/r , moze by¢ przedstawiony pod inne forme, Wyrazajec z w funkcyi promieni gérnej i dolnej pod-

stawy Sciany i jej wysokosci H. Oznaczajec AM= r, CT= R, bedziemy mieli :

zked znajdziemy:
Hr
iCAr -

Po wstawieniu tej wartosci w wyrazenie (2), otrzymujemy :

Er | . Hr Hr
rr R 1L—h U Aok K N "(R—r) h W aRr—n B
N Hr
FH V(ft r) ,)h 14 A"(R—r) Y 2rRr—n

co pokazuje, ze stosunek ﬁ: bedzie réwny stosunkowi Jhy,, jezeli '= h aten warunek pociega za sobe, na mocy

(2), réwno$¢ promieni: r = r", co przy Scianacli stozkowych istnie¢ nie moze.



30 PAMIETNIK TOWARZYSTWA NAUK SCISLYCH W PARYZU. — TOM IV.

ptasczyzne ZX, przecinajg uwazany powierzchnie dwa razy; tak ze rzuty przedniej i tylnej jej
czesci zupetnie sie zakrywajg na tej plasczyznie i stanowie jedne figure AECP.

Fig. 92. Zresztg, moglibyémy sie przekonaé¢ wprost ze

P?'— O rozkiadajgc cisnienie wywierane na roz-

maitc punkta jakiegokolwiek réwnoleznika A"B" na

trzy ci$nienia sktadowe podtug trzech osi; zobaczy-

libySmy wtedy, ze dla wszystkich punktéw tulcu (fig.

92) zawartych miedzy a i ¢, skiadowa Y jest ze

znakiem —; dla punktéw potozonych miedzy bi c,

Y ma znak -+-; za$ w punkcie c, lezgcym w pias-

czyznie symetryi KL, Y bedzie 0. Go sie tyczy skia-

dowych réwnolegtych do osi OX, wszystkie one

sg skierowane ku odjemnej stronie tej osi, tak ze lyx= XX bedzie miato znak— ; sktadowe za$ réwno-
legte do osi OZ wszystkie sg skierowane w goére, to jest P"-= 2Z bedzie ze znakiem + .

Pozostaje znalez¢ natezenie dwoch sit : P~ i PZ". Zacznijmy od sity poziomej P'a’

Wiemy z 8§ 91 ze natezenie sktadowej, podtug osi 0X, ci$nienia catkowitego wywieranego na po-
wierzchnie krzywa, réwnem jest catkowitemu ci$nieniu na $ciane ptaskg pionowa, powstata z rzutu
$ciany krzywej na ptasczyzne YZ. Szukana wiec sita P* bedzie, co do natezenia, réwng wypad-
kowemu ci$nieniu na trapez EE'F'F' (fig. 91), ktére wyznaczonem by¢é moze : bgdz za pomocg wzoru
podanego w § 58, badZz tez sposobem geometrycznym, uwazajac objetos¢ wielo$cianu, majacego za
dolna podstawe trapez E'E'F'F', za dwie boczne $ciany— dwa tréjkaty prostokgtne wystawione naE'F'
(jednym bokiem tréjkata bedzie bok trapezu E'F', drugim— prostopadta F'F" do trapezu wystawiona
w punkcie F'i réwna wysokosci H, nareszcie trzecim bokiem bedzie prosta tgczaca punkt E' z punk-
tem F"), ograniczonego od strony F'F' prostokagtem prostopadtym do ptasczyzny trapezu, i majacym
F'F' za podstawe, a H za wysokos$¢; nareszcie gérng podstawag wielo$cianu bedzie trapez, rzucajacy
sie na ptasczyzne papieru podtug trapezu E'E'F'F', i ktérego jeden bok zlewa sie zbokiem E'E', a drugi,
do niego réwnolegty, bedzie linjg tagczacg punkta F", potozone na odlegtosci H od dolnej podstawy
wielo$cianu. Widocznem jest ze sita P™ bedzie sie znajdowa¢ w ptasczyznie symetryi KL, i ze jej kie-
runek przebije $ciane stozkowg w punkcie lezgcym na linji AC.

Przechodzac do wartosci sity pionowej: P/'= 2Z =pu>xy, ktéra réwniez bedzie potozong w ptas-
czyznie KL, dostatecznem bedzie powiedzie¢ ze site P," otrzymamy, uwazajgc rzut powierzchni stoz-
kowej na ptasczyzne XY, i wyprowadzajac w kazdym punkcie rzutu prostopadta, ktérejby diugosé

Ale, biorac pod uwage wyrazenie :

h' Hr
N _r_h"+ 7WWR—r)
N Hr '
ft(R—r)
widzimy natychmiast, ze réwno$¢ stosunkéw ~ i ;;; bedzie mie¢ miejsce, jezeli 7R—1) — 0, co wymaga zeby

r= 0; wiec dtugos¢ normalnych bedzie proporcyonalng do cis$nienia w odpowiednich im punktach wtedy, jezeli po-
wierzchnia wolna cieczy sprowadza sig do jednego punktu S, to jest je$li ciecz bedzie catkiem napetnia¢ naczynie
stozkowe. Taki wypadek byt do przewidzenia z podobienstwa tréjkagtéw SA'C'i SA"C",
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wyrazata cisnienie w odpowiednich punktach $ciany. Wypadnie zatem uwazaé objetos¢ figury wy-
stawionej na trapezie kotowym abcd (fig. 93), i utworzonej z powierzchni walca prostego majgcego
Fig. 93 tuk ab za kierownice i H za wysokos$¢; z dwéch
prostokatnych tréjkatéw b'b"c tejze samej wyso-
kosci H, — ktérych podstawy beda odpowiednio
proste ad\ bc; a ich boki — dwie rodzace skrajne
b'b" powierzchni walcowej, rzucajgce sie w punk-
tach« ii; nareszcie powierzchnia zamykajaca na-
szg figure bedzie to powierzchnia stozkowa utwo-
rzona obiegiem prostej (fk\ fk) potuku (afb, f'bj—
to jest po gérnej podstawie powierzchni walcowej
— i po tuku (dkc, 1¢¢), lezacym na ptasczyznie pozio-
mej. Przeciecia tej powierzchni ptasczyznami po-
ziomemi dadzg szereg tukéw majacych $rodek
w punkcie S', i przedstawiajacych miejsce geome-
tryczne punktéw jednakowego ci$nienia na danej
$cianie; a ciezar cieczy zawartej w objetosci otrzy-
manej figury wyrazaé¢ bedzie natezenie sity P-".

Gdybysmy, zamiast ci$nienia wypadkowego na
cze$¢ Sciany stozkowej odpowiadajgcej katowi 9,
szukali cis$nienia na calg powierzchnie stozka, to
jest uwazali zupetny obrét trapezu AMCT (fig. 91),
tatwoby$my zobaczyli, ze oprécz P!"= 0, mieli-
by$smy jeszcze P', = 0; gdyz tak dla P," jako tez i
dla P'x, .rzuty $ciany stozkowej na ptaszczyzne XZ
lub YZ wzajemnie sie zakrywaja. Pozostataby
wiec jedna tylko sita pionowa P-", ktéra wyrazi-
taby cisnienie wypadkowe ostateczne na taka

$ciane.

Otéz, poniewaz wszystkie sktadowe Z sg skierowane z dotu do géry, ich wypadkowa PJ"— 1Z ro6-
whiez bedzie miata ten kierunek, ijej punkt przyczepienia bedzie sie znajdowat na osi symetryi (ST, S').
Co za$ do natezenia tej sity, nie trudno jest widzie¢ ze wyrazi sie ono ciezarem cieczy zawartej w obje-
tosci Y réwnej réznicy dwéch objetosci (fig. 93) :

1) Objetosci Y walca obrotowego f's'f"s", majgcego za podstawe — dolng podstawe danej nam $ciany
stozkowej, a za wysoko$¢ — wysokos$é H tej Sciany ;

2) Objetosci Y" Scietego stozka f'sk't' obrotowego, tejze samej wysokosci H. Stozek ten jest nic innego
jak stozek fig. 91, tylko obrécony gérnag swa podstawg AB do dotu; tak ze na.fig. 93 mamy :

&M= "'AM= r; fT= CT= R,

Natezenie wiec wypadkowej P, moze by¢ wyrazonem w funkceyi ilosci : r, It, It i ciezaru gatun-
kowego Il cieczy jakg uwazamy.

| tak, poniewaz objeto$¢ walca jest :

V= uBTl=

t*\
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a objetos¢ Scietego stozka :

V"= ~aH (R2-4i24- Rr);
zatem, wartos$¢ cisnienia wypadkowego na $ciane stozkowy zamkniety bedzie :

(@) IV"=11V = 1LaRZ! — 1. | XH (R24- r2-4Rr).

Uwaga. Jezeli, zostawiajac R statem, bedziemy powieksza¢ r, tojest zbliza¢ powierzchnie stozkowa
do powierzchni walcowej, nawias we wzorze (a) bedzie sie zwiekszaé, a wiec Ps" bedzie sie zmniejsza¢;
tak ze w granicy, kiedy r= R, otrzymamy : P2"= 0; to jest ze ciSnienie wypadkowe na catg
boczna $ciane naczynia walcowego sprowadza sie do zera, co juz wiemy z poprzedniego.

Jezeli rj>R, to jest jezeli gérna podstawa stozkowego naczynia bedzie wiekszg od dolnej, wartos¢
na Ps"™ staje sie odjemnag; tak np. ktadac r= R -+ a, znajdujemy :

Ps"= 11.-RTI— Il.i «R (3R2-4-3Ra-4-ad = — II.i 4ll (3Ra+ a2.
0 0

Przypadek takiej $ciany bedzie rozpatrzonym nizej.

101. Kwestya wypadkowego ci$nienia na $ciany stozkowe moze by¢ traktowang analitycznie,
w spos6b podobny temu, jakiegoSmy uzywali w § 94 przy S$cianach walcowych. | tak, prowadzac
przez o$ stozka szereg plasczyzn, podzielimy powierzchnie stozkowg na nieskoriczenie mate po-
wierzchnie trapezowe, ktérych wysoko$é moze by¢ uwazang za réwna rodzacej stozka, za$ ich
podstawy beda c¢?Si ds, — gdzie dS oznaczaé¢ bedzie elementtuku stanowigcego dolng podstawe $ciany,

a ds — element goérnej jej podstawy. Tym sposobem powierzchnie stozkowa zastgpimy powierzchniag
piramidy i sprowadzimy zadanie do szukania ci$nienia na $ciany ptaskie.

Wzory dajgce ci$nienie wypadkowe i punkt jego przyczepienia w razie $ciany ptaskiej trapezowej,
ktérej gérna podstawa znajduje sie na powierzchniwolnej cieczy sa, jak wiadomo z § 58, nastepujace :

P = llwsta GAZ(a -t- 2b),

, 1,a-+3b
X=2hn 2P

w ktérych : aoznacza gérna- podstawe trapezu,

b » dolng » »,

h » wysokos$¢ trapezu,

c » kat jaki ptasczyzna trapezu czyni z poziomem,

X » odciete S$rodka cisnienia, liczonag od powierzchni wolnej, prostopadle do

podstawy a.

Uwazajac jeden z elementarnych trapezéw na ktére $ciana stozkowa zostata podzielona, mozemy
do niego zastosowaé wzory tyczace sie trapezu ptaskiego; oznaczajgc zatem przez dP catkowite ci$nie-
nie wywierane na element $Sciany stozkowej,’ przez | dtugos$¢ jej rodzacej, a jrzez e — Aq odlegtos¢ od
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powierzchni wolnej AB (fig. 94) punktu przyczepienia g cis$nienia dP, bedziemy mieli:

Fig. %
<B’= llwsta —2ds 4- 2tfS) ,

y__1[ds-h3dS.
dsT~dS’

Te wzory moga by¢ przeksztatcone,
wyrazajac ds w funkcyi promieni gor-
nej i dolnej podstawy stozka ; i tak
zZ proporcyi :

ds:dS= r : R,

mamy :
r/s=rdS~;

w skutek czego powyzsze wyrazenia
zamienie sie na :

@) dP= Illwstai/k/S ,
6 R

1-r-t-3R

2
@ 2 r4-2R*

Uwazajac elementarny trapez wy-
stawiony na rodzacej IK, ci$nienier/P,
jakie ten trapez ponosi, bedzie przy-
czepionem w punkcie {t,t') réwno-
leznika (qqt, e'e't) i skierowanemwedle
normalnej (N, ¢'S'). Azeby mie¢ skia-
dowe : (c?P)*, (dP)vi (dP)ztego ci$nie-
nia, rozktadamy dP najprzéd na dwie
sktadowe : jedne pionowg (dP)s, skie-
rowang podtug osi Z, adruga poziomag
(¢P)0, skierowang wediug promienia
réwnoleznika ee, i majaca za swe rzuty
'O i'S'; poczem te ostatnig sktadowe
roztozymy na dwie inne, skierowane

(@ (i/P). = dP dos a,
(dP)0= rfP wsta.
Natezenie sktadowej (¢P)0jest proporcyonalnem do diugosci t's. Oznaczajac katy linji t!S'z osiami
Y i X przez 6iy, bedziemy mieli:
) (dP),j= (<fP)0dosS = f/Pwsta dosS,

© = ((P)0dosy— rfPwstadosy.
ART. 1. 5
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1° Rozpatrzmy najprzéd skitadowe réwnolegte-do osi X, to jest szukajmy wartosci 1V = XX.

Po wstawieniu (1) w wyrazenie (c), mamy:

(tfP)* = == nwstsaEi3 MS . dosy;

/wsta= Hj

zatem :
(rfP)3=X = niH 2’\"R5:a'S dosy.
0

Otéz y jest to kgt jaki styczna w punkcie t" do dolnej podstawy CD stozka czyni z osig Y ; wiec
dSdosy bedzip rzutem na te o$ dolnej podstawy r/S elementarnego trapezu 1K ; wskutek tego, ozna-
czajac przez X i Y spétrzedne rozmaitych punktéw kota CD, mamy :

EP)xz=x=niH 21~ ik
Wszystkie sktadowe (rfP)r sg przyczepione w rozmaitych punktach réwnoleznika (qq,, q'qi'); jesli wiec
ograniczymy sie rozpatrywaniem stozkowej powierzchni zawartej w kgcie ES'F — 29, a cieciwy EF

i efjej podstaw oznaczymy przez C i c, to wypadkowe cisnienie P'x na te S$ciane bedzie miato za

wyrazenie (§89-4) :

P's= XX= 2@{iPx=DilP 1+xJEC.

r .
Ootoz, stosunekz[h— moze by¢ zastapiony innym wyrazem. W samej rzeczy, mamy :

EM em
njT= — =WSIS,
R r
zkad:
2EM:2em= R :r;
czyli :

C:c—R:r,
a to namdaje:

2C4c_ 2R+
C R

Po wstawieniu tej warto$ci w wyrazenie na P'n to ostatnie przyjmie postac :
(A) P'x==XX= n i H2(c -+--2C);

co pokazuje ze cisnienie wypadkowe na $cianestozkowg, uwazane w kierunku osi X, réwnem jest
catkowitemu ci$nieniu wywieranemu na pionowy trapez, powstaty z rzutu S$ciany stozkowej na
ptasczyzne YZ.
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Wiec, bez positkowania sie fundamentalnem twierdzeniem $cian krzywych, podanem w § 90,
otrzymali$my droge, analityczny wypadek, o ktérym byta juz mowa poprzednio.

Szukajmy teraz punktu przyczepienia sity P'x.

Jak powiedzieli$my, ci$nienia na elementa Sciany stozkowej sag wszystkie potozone w plasczyznie
réwnoleznika (qqv q'g\), i przyczepione w rozmaitych punktach tuku u't'q'u’, ktérego promien pwy-
znaczy sie z proporcyi :

p2: r2-= (A-f ,z'f : 1d;

gdzie :

bt t-f-3R_l'|ﬁ r+ 31
- a =
2 r42R 2 r 2R

Jezeli oznaczymy przez da element tuku u't'q'u’, zawarty miedzy ptasczyznami poprowadzonemi przez
0$ (ST, S') pod kytem rfiJ i odcinajycemi na podstawach stozka tuki ds i dS> to sktadowa [dP)x cisnie-
nia na trapez 1K moze by¢ przedstawiony pod inny formy, uzywajgc proporcyi :

da: dS— p: R,
z ktorej znajdujemy :
m”S= da—,
i wskutek czego otrzymamy :
©) (@P)x= n | li2— 2R dacbsy-
p
Bioryc ptasczyzne réwnoleznika (qq, g'q\) za ptasczyzne XY, i oznaczajyc spétrzedne rozmaitych
jego punktéw przez e i p, mielibySmy :
dudosy= dr,;
rézniczkujac réwnanie :
Q-fy|2= p2
i biorgc moment cisnienia (¢P)™ wzgledem osi S'Y, otrzymalibySmy wyrazenie :

2R LR
D\Ly(dP)x= 11 g h* £. =h ih 2— K
Vp2— @ P w2 2

z ktérego nalezatoby wzig¢ catke na przestrzeni tuku uq'u ; to jest oznaczajyc przez Xdtugos¢ tuku u'q'u
wypadtoby zcatkowaé to wyrazenie miedzy granicami :

Ale summe monientéw cisniern sktadowych (dP)x mozemy otrzymac¢ inny droga, ktérej uzywalismy

juz przy Scianach walcowych, i gdzie \J wchodzi¢ nic bedzie. | tak, zaktadajac tuk q't' = a, bedziemy
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mieli (8 94) :
C= pdos - ,
P
da= pc? -,
=}
dosY= dos- ;
P

w skutek czego moment, wzgledem osi S'Y, elementarnego ci$nienia (c') wyrazi e :
dosi. pdosi= n|H3(r + 2R) pdos”ili;
b p p p p 6 p p

wiec, oznaczajac przez x' odciete punktu przyczepienia ci$nienia wypadkowego P* = 2 (dP)*, be

dziemy mieii:

®'P*=2inCHdP)i=niH,(»+ 2R)p f 2 dos*-m</-.
< X P P

Otéz jesli cieciwe uu' luku u'q'u nazwiemy litera x, ajej odlegto$¢ od osi S'Y literg 3, to z§ 94
gdzie podobna catka byta juz rozpatrzong, znajdziemy ze :

J X P p 2\ P/

2

zatem :

niH 22+ 2RG
0 il

mianownik moze by¢ przeksztatcony, zwazywszy ze :

C: x= R: P

zkad :

i poprzednie wyrazenie zamieni sie na :
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tak ze ostatecznie :
(A,

wyrazenie takie same jak to ktéreSmy otrzymali przy $cianach walcowych.

Znajomo$¢ wartosci X' wyznacza najzupetniej punkt przyczepienia sity P™*, gdyz wiadomem jest a
priori ze y = O, to jest ze ta sita bedzie skierowany podtug osi X, czyli podtug prostej g'S'.

2°. Przechodzimy do szukania wartosci P"S= 2Z =2(dP). i punktu przyczepienia tej sity.

Jezeli wezmiemy wzdér na dP nieprzeksztatcony :

</P= llwsta !)IZ(ds 4-2'czS),

to sktadowa (rfP). wyrazi sie :
(dP), =<zPdosot— nwsta | /Acfs4-2¢/S)d0Sa = riwsta . i zdos a(tfs 4- 2rfS);
u 0o A
azwazywszy ze :
wsU = I,
/dosa= CL= R—r,
bedziemy mogli napisa¢ :
(dP). = L HH/E (R—r)(* 4-dS + dS)= LIIHZj (R —r) (ds 4- dS) 4'§ |1H£ (R —r)ds;
zkyd, bioryc summe tych sktadowych dla catej Sciany, wypadnie :

Ps"==~dP)*= i 1H21 (R®-r)Z{ds+ dS)4-i nH i (R— r)SdS.
o A o A
Ot6z Ids— tukowi ef— T, a 2dS = tukowi EF= L'; wiec :

r5'~ zdP)t= i NH[i (R- r)(L'+ 0] +| nHi (R-r)L";

wyrazenie w ktorem - (R — r)(L' -+ /') przedstawia powierzchnie trapezu kotowego Ee/F, to jest rzut
$ciany stozkowej na ptasczyzne XY.
Oznaczajyc, jak poprzednio, kyt ~'S'E=0, warto$¢ na P*" moze by¢ wyrazony w funkcyi 0, gdyz :
L'=20R, a r=2dr,;

zatem:

P=1i nHi®R- N20R+ 1 4- I nHi29RR- )= | I1HO@R2— Rr —r3 (*);
o] o]

(*) Poniewaz z geometrycznego traktowania naszej kwestyi wiemy, ze natezenie wypadkowej P/" réwnem jest cie-
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wzOr ten zostanie przeksztatcony napisawszy go pod formg :
= nHeflr2—i Rr— Ir2-pfR2—I1r2 ;
P \_ér (0] 0 p0 0 r
tak ze ostateczne wyrazenie na Ps™ bedzie nastepujace :
(B) P."= ZZ =111Pi] it'! — | (R*+ R r+ r*)j .

Szukajmy teraz punktu przyczepienia sity Ps". Widzimy najprzéd, ze punkt ten bedzie sie znajdo-
wal na osi symetryi qS' réwnoleznika [qqvg'q'i); uwazamy nastepnie, ze natezenie skladowej
(ifP)zjest state dla wszystkich punktéw tuku u'q‘u; ztad wnosimy ze punkt przyczepienia wypadko-
wej P*" znajduje sie w $rodku ciezkosci tego tuku. Jesli wiec odciete szukanego punktu oznaczymy
przez E', to

(®) r= %

W streszczeniu, wszystkie cis$nienia wywierane na dang nam $ciane stozkowag moga by¢ zastgpione
dwiema sitami (wiemy apriori ze "Py" = 0) : sitg poziomg P™
Fig. 05. i sitag pionowag P*". Natezenie kazdej z tych sit jest wyznaczone
wzorami (A) i (B); za$ punkta ich przyczepienia Q' i Q"™ sgpo-
tozone na prostej qql (fig. 95), wyniktej z przeciecia ptasczyzny
symetryi ptasczyzng réwnoleznika(qqv g‘g\), poprowadzonego
na odlegtosci z od powierzchni wolnej AB; ta odlegto$¢ wy-
raza sie w funkcyi ilosci danych r, R i H nastepujacym zwigz-
kiem :

mBR
2 r-f-2R’

jest ona widocznie wigksza od H H, i staje sie réwna 8 H dla
r = R, tojest dla $cian walcowych.

Z dyskussyi wzoréow (A') i (B')wypada (8 94), ze punkt przy-

czepienia sity PN jest dalej potozonym wzgledem $rodka S',

anizeli punkt przyczepienia sity PZ", jak pokazuje figura 95.

Uwazajac ciecz zostajgcg w spoczynku jako ciato state, mozemy

przenie$é punkt Q' wzdtuz prostej dS do zlania sie jego z punktem Q™, i dwie sity P, i P~" spro-

wadzi¢ do jednej wypadkowej e.

zarowi cieczy zawartej w objetosci, utworzonej z powierzchni walcowej wystawionej na tuku [bfa, f*b"), (fig. 93
z dwéch tréjkatéow b'b'k' rzucajacych sie podtug prostych bc i ad, i z powierzchni stozkowej powstatej z obiegu
linji prostej po goérnej podstawie <f'b’,bfa) walca i po *tuku (ckd, li'c), — analityczne rozwigzanie lejze kwestyi
daje nam wyrazenie na tak utworzong objeto$¢. Wiec majgc trapez kotowy bckdafb, ktérego boki ba i da czy-
m’gz sobg kat £S'a= W, objetos¢ V wystawiona na tym trapezie w wyzej powiedziany sposéb otrzyma sie ktadac

w wyrazeniu na P:  kat 0= —; w skutek czego :

V= |6 Ht (2Rs— Rr—rs).
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Uwaga. Jezylibydmy szukali wypadkowego cisnienia nie na cze$¢ $ciany zawartg w kacie ESF=20,
(fig. 94) lecz na powierzchnie stozkowag zamknieta, nalezatoby wtedy we wzorze (B) potozy¢ 0= g
w skutek czego otrzymaliby$my wyrazenie znalezione w § 100, to jest IV" miatoby warto$¢ ciezaru
cieczy zawartej w objetosci rownej réznicy miedzy objetoscig walca wystawionego na dolnej podsta-
wie GD S$ciany stozkowej i objeto$cig danego nam $cietego stozka. Sita Ps" przedstawiataby ostateczng
wypadkowe wszystkich ci$nien, albowiem dla powierzchni zamknietych inne dwie sity ly xiP," spro-

wadzaja sie do zera.

102. Dyskussya wzoru wyrazajgacego cisnienie na $ciany stozkowe. — Hydrosta-
tyczny paradoks.. Wzdr dajacy cisnienie wypadkowe na powierzchnie stozkowg zamknietg, jest
jak wiadomo:

1) V"= W7RH — Il ZwH (R2+ r2-t-Rr).

Wiemy nadto, zo ci$nienie wypadkowe wywierane przez ciecz na $ciane ptaskg pozioma jest :
p= nmi,
gdzie ii wyraza powierzchnie $ciany, a H wysoko$¢ nad nig powierzchni wolnej.

Przypuszczajgc wiec ze powierzchnia stozkowra jest zamknieta zdotu dnem plaskiem, i oznaczajac
ci$nienie wypadkowe na to dno przez Pd, mamy :

2 Pd= 1UiRMH;
sita Pd zawsze ma znak — , gdyz zawsze jest ona skierowang z gory do dotu.

Jesdli teraz ciezar cieczy zawartej w stozkowem naczyniu oznaczymy przez G, to:
3) C= TMqdl (H-4-r- + Rr),

i ta Sita rowniez bedzie miata zawsze znak — .

Nazywajac P, = P," wypadkowe ci$nienie wywierane na boczng $ciane naszego naczynia, otrzy-
mamy ze wzoréw: (lj, (2) i (3). nastepujace zwigzki:

(i) P6= Pd— c,
") Pd= C-+P$,
) m C= Pd— i,

Zamiarem naszym jest blizsze ich rozpatrzenie.

1°. Poniewaz we wzorze (l), P'",= P» wyraza warto$¢ absolutna ei$nienia na boczne $ciany na-

czynia, a wyrazy :
UTtIPIT i IIBII (R2+ r2+ Rr)
przedstawiajg wartos$ci absolutne ci$nienia na dno i ciezaru, cieczy, wiec we wzorze (d') ilosci: P& Pd.

i G nie majg zadnego ukrytego znaku, czyli ze sg wartosciami samoistemi. Wypada ztad, ze jesli
wiemy zgéry, iz absolutna warto$¢ Pd jest wiekszg od absolutnej wartosci C, wtedy wartos$¢ PL
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bedzie dodatng, to jest cisnienie wypadkowe na boczne $ciany naczynia slderowanem bedzie zdotu do géry;
jezeli za$ Pd < G, warto$¢ P& bedzie odjemna, slderowang zatem zgéry do dotu-, nareszcie, w przy-
padku szczegélnym kiedy P&= C, (co ma miejsce w naczyniu walcowem prostem, o podstawie
jakiejkolwiek) wtedy P(,= 0, to jest wypadkowe cisnienie na boczne $ciany naczynia jest zerem.

2° Tenze sam wz6r pokazuje ze przeciwnie, jezeli wiemy iz warto$¢ P& jest dodatng, to jest
cisnienie wypadkowe na catg boczng $ciane skierowanem jest zdotu do géry, wtedy Pd— G > 0,
czyli absolutna warto$¢ Pd bedzie wiekszg od absolutnej wartosci G; i na odwrot, wiedzgc ze P&
ma znak —, wiemy w skutek tego ze Vd< G. Widzimy zatem ze ci$nienie wypadkowe na dno naczynia
moze by¢ wieksze od ciezaru w niem zawartej cieczy lub tez mniejsze, stosownie do tego czy ci$nienie wypad-
kowe na boczne $ciany naczynia jest lub —, tojest czy jest ono skierowanem z dotu do gory, czy tez
zgbéry na dot; a ta okoliczno$é zalezy od sposobu nachylenia $cian do poziomu. Ciénienie na dno
bedzie réwnem ciezarowi cieczy tylko wtedy kiedy Pj,= 0.

3° Nareszcie wzér (™), w ktéorym P6 jest wartoscig absolutng czyli majgcg znak +, pokazuje,
ze jezeli cisnienie na boczne $ciany jest skierowanem z dotu do goéry, wtedy absolutna wartos$¢ cie-
zaru cieczy réwna sie roéznicy absolutnych wartosci P,j i P6; za$ ze wzoru (l'j wypada, ze jezeli P6
jest odjemnem, to jest skierowanem w doét, wtedy Prfi— C bedzie tez odjemne, ale absolutne war-
tosci : Pt i C— Pd bedg sobie réwne; czyli ze w takim razie absolutna warto$¢ ciezaru cieczy
bedzie réwng summie absolutnych wartoséci: Prf i P& Tak, ze nie okazujgc jawnie znaku jaki ma
warto$¢ P& mozemy napisac :

*) C= Pd+ P4,

i powiedzie¢ ze : ciezar cieczy zawartej w naczyniu réwna sie summie algebraicznej loypadkowych ci$nier
wywieranych na dno naczynia i najego boczne Sciany ; albo inaczej : ciezar cieczy réwna sie ostatecznej wy-
padkowej wszystkich cisnien na wszystkie $Sciany naczynia; zkgd nawzajem : ostateczna wypadkowa
ci$nien na wszystkie $ciany naczynia réwng jest ciezarowi w niem zawartej cieczy.

Uwaga. Z dyskussyi powyzszych wzoréw widzimy, ze jezeli Pd bywa > C, lub tez Prf< C, to
dlatego, ze G jest wypadkowg z tej wiasnie sity Pd, ioprécz niej, z innej jeszcze sity P*; takze
Pd przechodzi albo nie dosiega C, stosownie do kierunku w jakim sita P& dziata wzgledem sity Pd :
jezeli P* i Pd dziatajg w tymze samym kierunku, wtedy Prf< C, albowiem G= Pd-t- P6; jezeli za$
dziatania tych sit sg w kierunku sobie przeciwnym, w takim razie Pd> C, gdyz C =P (i— P*. Co za$
do znaku wartosci P& zalezy on jedynie od formy i nachylenia bocznych $cian naczynia, tak ze osta-

teczne wyrazenie : Pd< C jest Sciste zwigzanem z ksztattem $cian bocznych. Paradoks hydrostaty-

czny jest wiec tylko sprzecznoscig pozorng, ktérg natychmiast sie usuwa wprowadzeniem w ra-
chube wszystkich ci$niern wywieranych na wszystkie $ciany naczynia.

103. Il Przyk#ad. Znalez¢ cisnienie wypadkowe na $ciane stozkowy obrotowy, ktorej
dolng, podstawe, jest niniejsze koto, a gérne wieksze (fig. 96).

Niech ABCD bedzie naczynie stozkowe, ktérego dolna podstawa CD znajduje sie na ptasczyznie po-
ziomej, a gérna AB zlewaa sie z powierzchnie wolng cieczy. Jezeli weZzmiemy promien CT= r, AE= R,
a wysokos¢ stozka réwng H, to ABCD bedzie nic innego jak naczynie rozpatrzone w przyktadzie po-
przednim, tylko przewrdcone; wierzchotek stozka, ktéry na fig. 91 znajdowat sie nad,dnem naczynia

i na odlegtosci ;= SE=H-"-(]_. od powierzchniwolnej, bedzietutaj potozonym pod dnem naczynia
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w odlegtosci TS, — SE od dna CD. Przyktad ten bedac odwrotnym przyktadowi pierwszemu, prze-
widujemy ze w terazniejszym przypadku rzecz bedzie sie
miala odwrotnie; tak ze nie wchodzac w szczegéty trak-
towane poprzednio, dostatecznem bedzie streszczenie
wypadkéw do jakich rozpatrywanie takiego naczynia nas
przyprowadza.

Niech zadaniem naszem bedzie znalezienie wypadko-
wego ci$nienia na calag boczng $ciane stozka. Wiemy ze
w takim razie P(C= 2X= 0 i Py"= 2Y — 0; pozostanie
zatem znalez¢ jedne tylko site pionowa P, = 2Z.

Uwazajac jakikolwiek réwnoleznik (MM,), widzimy ze
kierunek normalnych, to jest kierunek ci$nien na ten ro-
wnoleznik wywieranych, utworzy stozek obrotowy majacy
MM, za podstawe, a zawierzchotek punkt N lezacy nad ré-
wnoleznikiem. Rozktadajac elementarne ciénienie w ja-
kimkolwiek punkcie M na trzy skiadowe, znajdziemy ze
wszedzie sktadowa Z bedzie odjemna, to jest skierowanag
z géry do dotu, i jezeli natezenie tej sktadowej w punkcie
M wyrazimy dtugoscia MF, szereg skiadowych Z, dla
wszystkich punktéw réwnoleznika poprowadzonego przez'
M, utworzy powierzchnie walcowg MM,FF,, majaca za pod-
stawe réwnoleznik MM,, a zawysoko$¢é M F; albowiem we
wszystkich punktach réwnoleznika Z bedzie miato jedna-
kowe natezenie. Wypadkowa cisnien Z wywieranych na
MM, bedzie wiec przyczepiong w punkcie O; a ostateczna
wypadkowa P-""=21Z wszystkich cisnienn na calg boczng
$ciane stozka skierowana bedzie wzdtuz osi ST i z géry do
dotu, to jest P-" bedzie ze znakiem — .

ldzie teraz o znalezienie natezenia sity :

Pz'= 2Z =

Wiemy ze sktadowe cisnienie PZ'"' réwnem jest catkowitemu ci$nieniu jakie bytoby wywartem na
rzut poziomy naszej $ciany (to jest na powierzchnie zawartg miedzy okregami AB' i C'D'), gdyby
kazdy punkt rzutu byt cisniony tak, jak w rzeczywistosci cisnionym jest odpowiedni mu punkt na sa-
mej Scianie. A ze geometrycznem miejscem punktéw Sciany znajdujacych sie pod jednakowem ci$nie-
niem sg réwnolezniki powierzchni stozkowej, zatem punkta rzutu, ktére powinny zostawaé¢ pod tem
samem ci$nieniem, stanowi¢ bedg okregi majace punkt S' zawspdlny im $rodek; czyli, wyrazajac sie ina-
czej, figura jakg mamy wystawi¢ na rzucie éciany winna by¢ taka, azeby jej przeciecia ptasczyznami
poziomemi przedstawialy okregi spétsrodkowe z okregami A'B' i GD'. Zwazywszy za$, ze ci$nienie
na $ciane jest najwieksze na réwnolezniku GD, a najmniejsze na powierzchni wolnej AB, tatwo jest
widzie¢, ze cisnienie wypadkowe Pz" na catg bocznag $ciane stozka AGDB wyrazi sie ciezarem cieczy
zawartej w objetosci S$cietego stozka KUYL (*), zmniejszonej objetoscia walca RCDL; albo tez, co

(*) Kazdy punkt n, wziety narzucie $ciany na plasczyzne XY, powinien zoslawa¢ pod lakiem wdasnie ci$nienien™

ART. I. 6
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wychodzi najedno, natezenie PZz"" wyrazi sie ciezarem cieczy zawartej wdanem nam naczyniu ABCD,
zmniejszonym o ciezar cieczy zawartej w objetosci walca CDKL, wystawionego na dnie tego na-
czynia (**).

Oznaczmy ci$nienie wypadkowe P." na c.ale boczhe $ciane naczynia ABCD przez P6 ; ciSnienie na
dno GD przez P,/, a cigzar cieczy zawartej w naczyniu przez C'. Bedziemy mieli :
Q) Pi/= n ioirHj’fP -f- rs =eRr) —
d Zf ;
n (i)?iH(E2+ r2-1-Rr)=-G',

HirrTd= P/,
wiec wzor (1) przybiera postac :
P'= C'-P/,
gdzie P6, G'i P,/ oznaczaje wartosci absolutne, t. j. niezalezne od znaku. Wypadnie ztad ze :
CAPy-HP/.
Otéz, w razie naczynia stozkowego rozpatrzonego w przyktadzie | mielismy :
GAPA-P,;

wiec, poniewaz w obydwu przyktadach uwazamy jedno i to samo, co do jego objetosci, naczynie,
a zatem:

G'= C,
wypada ze :

Pd + Pb— RAii— A,

pod jakiem sie znajduje odpowiedni mu punkt n na samej $cianie. Ot6z wysokos$¢ wyrazajaca cis$nienie w tym ostatnim
punkcie jest n's'; wiec wysoko$¢ n,s, przedstawiajaca cisnienie w punkcie n, powinna by¢ réwna wysokosci n's'. Ten
warunek jest widocznie wypetniony, gdyz widzimy z ligury ze :

s't=tnl i n't= ts;
zkad :
s't— —ts.

(**) Latwo jednak moglibysSmy wpas¢ w btad gdybySsmy nie zastanowiwszy sie nad sposobem w jaki winna by¢ utwo-
rzony powierzchnia stozkowa, ograniczajaca objeto$¢ wyrazajacy sile 1V", pospieszyli — z prostego tylko \ycjrzcnia
na figure i z réwnosci tréjkatéw, jaka na niej spostrzegamy — powiedzieé, ze cisnienie 1V" moze by¢ jeszcze uwazane
jako réwne réznicy dwdéch ciezaréw : #° cieczy zawartej w walcu ABUV, wystawionym na wiekszej podstawie
naczynia UV=AB, i 2» cieczy zawartej w samem naczyniu ABCD : coby znaczylo ze Pz"' bedzie tu miato takg samg
absolutng wartos¢, jakg miato P*" w przyktadzie pierwszym, tylko ze tam P," bylo +, atutaj —. Oczywiscie ro-
zumowanie takie bytoby falszywem, albowiem w przyktadzie pierwszym wysokos$¢ H stosowata sie do wielkiego okregu,
* wysolcos¢ 0 do matego ; wtedy gdy w naszym przypadku mamy odwrotnie : Il stosuje sie do okregu matego, a0 do
wielkiego ; a to zmienia postac rzeczy, i formuly jakie podajemy nizej widoczniej nam okazg te réznice.
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czyli :
Pd Pd—PbmmP
Wiemy ze P'(ii P(i zawsze sg skierowane z géry do dolo, czyli majg znak — ; widzieliSmy nadto, ze P6
jest ze znakiem + , a za$ P'&ze znakiem — ; ale we wzorze wszystkie wartosci sg samoiste.

Figury 91 i 96 pokazuja, ze P wyraza sie objetoscig walca ABUY (fig. 96), a P,/ objetoscig KLGD; wiec
Pu Pb bedzie miato za miare objetos¢ utworzong obrotem okoto osi ST prostokgta AKYC; pierwsza
z sit, P6wyrazi sie objetoscig powstatg z obro tu okoto tej osi tréjkata AUC, ktdrego bok AG spotyka o$
obrotu w punkcie S'; za$ sita P'6 wyrazi sie objetosScig utworzong obrotem okoto tejze osi tréjkgta KUC
czyli, co wyjdzie najedno, tréjkgta AKC. Ot6z wiadomo jest z twierdzenia Guldinka, ze objeto$¢ utwo-
rzona obrotem danej powierzchni okoto pewnej osi, réwna sie tej powierzchni pomnozonej przez tuk
opisany jej $srodkiem ciezkosci. Wiec, poniewaz $rodek ciezkosci tréjkata AUC jest bardziej oddalonym
od osi ST, anizeli $rodek ciezkosci trojkata AKG (*), wypada ztad ze objeto$¢ AUC jest wiekszg od

(*) Istotnie, oznaczajac (fig. 96) $rodek ciezkosci tréjkgta AUC przez G, a trojkata AKC przez G'; odlegtosci za$
punktéw Gi G' od osiobrotu ST przez £i S; fatwo jest zobaczy¢ ze :

d= f(R—nN+ r=i(r + 2R),

J=i(R-r)+r= i(R+ 2r),

aponiewaz R>r, zatem R —r jest iloscig dodatna, i {5>iJ".
Oznaczajac przez Vi V' objetosci odpowiadajace tréjkatom AUC i AKC, i zwazywszy ze powierzchnia kazdego z tych

(réjkatow réwna jest : ™ (R—r)H, mie¢ bedziemy:
V="AR- NH.%"=i*HR- r)(r+ 2R)= 1dS{2R2- r*- Rr),

V'= 5 (R—NH.2*8'= A-ItR—1) (R+2/j= | xH(R2—2r2+ Rr);
zatem :

Pt= i iwH@R2—t2—RYr),

Pt= g rizH(R2—2)2+ Rr);

a ztad znajdziemy ze :
P6-P 't=: - ITCH (R-r)2,

wiec :
Pt> P&
Widzimy, ze réznica R&— P i, bedzie tem mniejsza, im mniejszg bedzie réznica R — r. W ogdle za$ réznica cisnien
Pi, i Pt' réwna jest ciezarowi cieczy zawartej w- objetosci walca wystawionego na kole, ktérego promien jest réznicg
promieni podstaw stozkowego naczynia.

Zauwazmy jeszcze, ze znalezione wyrazenia na Pt i P't moga by¢ przeksztatcone i sprowadzone do formy pod jaka
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objetosci AKC, czyli ze:

P»> P'»;
z innej zas$ strony Pd> P'rf, gdyz R > r; wiec, uwazajgc dwa réwne sobie naczynia stozkowe przewrécone
w sposdéb azeby dnojednego byto luiekszg podstawa stozka, a dno drugiego mniejszg,—absolutna wartos¢ ciénie-
nia na boczng Sciane bedzie wieksza w tem naczyniu, dla ktérego ciénienie na dnojest wieksze.

W niosek. Uzywajyc naczynia stozkowego moze sie nastreczy¢ pytanie : z jakiej strony dogodniej
bedzie wstawi¢ dno, azeby w skutek ci$nienia cieczy $ciany naczynia pracowaty w jak najlepszych
warunkach. Rozwigzanie takiego zadania przedstawia sie samo przez sie : wynika ono bydz z natury
samych $cian, bydZ tez z uzytku do jakiego naczynie maby¢ przeznaczone. | tak, naprzyktad, gdyby
chodzito o wykopanie w ziemi jamy stozkowej (fig. 97), majycej stuzy¢ dla zebrania i przechowania
w niej pewnej ilosci wody (zbiorniki), wi-
doczny wtedy jest rzeczy, ze tak z punktu

( “ ) ( « ) samego wykonania roboty, jak tez pod in-
nym jeszcze wazniejszym wzgledem, wypada
nada¢ naczyniu ksztatt (a); albowiem w takim
razie ci$nienie wody na boczny Sciane bedzie,
jak wiemy, skierowanem z géry do dotu, i kaz-
da z sit starajycych sie nadaé¢ rodzycej stozka
potozenie poziome, obracajyc takowe okoto
punktéw A, B..., (czyli dyzycych do obnizenia

kazdego réwnoleznika $ciany) zostanie zréwnowazony przez wytrzymato$¢ samego gruntu. Wtedy
gdy w naczyniu ”), précz niedogodnosci praktycznego wykonania, spotykamy jeszcze te wielky wade,
ze sita ciezkosci dyzy ciygle do osuniecia $ciany bocznej ku dnu naczynia GD, i jezeli cisnieniaboczne,
skierowone tutaj z dotu do gory, wywierajy wptyw przeciwny sile ciezkosci, niemniej jednak taki kie-
runek cisnienia jest szkodliwym, gdyz w kazdym razie dyzy on do otwarcia stawéw (joints) muru
jakim czesto $ciany sy otoczone.

Fig. 77.

Poprzeczne przeciecie kanatéw przedstawia forme (a), tak dla powyzej wymienionych powodoéw,
jak tez dla uzytku do jakiego kanaly sy przeznaczone.

Uwaga. Zwazajyc na zwiyzek zachodzacy pomiedzy wartosciami Pz, otrzymanemi dla naczyn
Fig. 93. stozkowych, — ktére mogy by¢ tylko dwéch typdéw

(1) i(2), (fig. 98) — mozemy, za pomocy pewnej ugody,

sprowadzi¢ wszystkie mozliwe formy naczyn stozko-

wych obrotowych tylko do jednego przypadku. | tak,

jezeli dopetnienie $ciany stozkowej do $ciany wal-

cowej, wystawionej na dnie naczynia, bedziemy uwaza¢é

za dodatne wtedy, gdy walec ten jest zewnetrznym

wzgledem naczynia, jak (1) (albowiem tu rzeczywiscie

dodajemy do naczynia pewny objeto$¢)— co ma miej-

pierwotnie byty one wyprowadzono; i lak mozemy napisac :

Pt= nrfljjRs—i r2- i Rr+ i R*- i =nHJR [R-)-r2zRr)J,

= Hithy R2—?r2-(-i Rr r2—grj = rixHEL (R>+ r2-f- Rr) —>2].
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sce gdy dolna jego podstawa jest wieksze od gérnej; — a za odjemne, kiedy walec wystawiony na
dnie naczynia jest wzgledem niego luewnelrznym jak w (2), (gdzie od naczynia odejmujemy pewne ob-
jetos¢) to jest kiedy dno stozka jest mniejszem od goérnej jego podstawy; — Lo raz przyjewszy te
ugode, mozemy wyrazi¢ nietylko natezenie (warto$¢ samoiste) ale jeszcze i kierunek (znak) ci$nienia na
boczne $ciane jakiegokolwiek naczynia stozkowego nastepujecem wystowieniem

Cisnienie wypadkoioe na catg boczne, $ciane tuszelkiego naczynia stozkowego obrotowego, i o dnie poziomem,
ma za miare ciezar cieczy zawartej w objetosci dopetniajacej dane naczynie do objetosci walca wystawionego
na dnie tego naczynia.

Itak na fig. (i) dopetnienie objetosci naczynia do objetosci walca bedec dodatnem, P6 bedzie miato
znak -i- , czyli skierowanem bedzie z dotu do goéry; zas$ na fig. (2) gdzie dopetnienie jest odjemne, Pj'
bedzie ze znakiem— , to jest skierowanem z géry do dotu. Go sie tyczy wartosci absolutnej tycb
ciSnien, wyraze sie one w skutek powyzszego wystowienia tak :

P6= TITHlPH — | cH(R2=r*+ Rr)l = IM Tr2—i (R2+ r2+ Rr)I,
Pi,= 11 U 7iHR24 r! -~ Rr) - nr-flj = TMI jj (R2- Rr

104. Przejdzmy teraz do $cian stozkowych ztozonych i rozpatrzmy nastepujacy przyktad :

Il Przyk#ad. Znalez¢ cisnienie wypadkowe na boczne, $ciane naczynia utworzonego
z dwoch rownych scietych stozkéw, majacych spoine, podstawe na potowie wysokosci
naczynia (fig. 99.).

Fis- "m - Niech bedzie R promien kota CD spdlnego
dwém stozkom, r promien dna EF; H wysokos¢
naczynia, a zarazem wysoko$¢ powierzchni wol-
nej AB cieczy nad dnem poziomem EF.

Zadanie nasze, réwniez jak i wszystkie inne don
podobne, mogtoby byé wprost rozwiezanem za po-
moce twierdzenia podanego w § 92, z ktdrego
wiemy, ze.wypadkowa ostateczna ci$nien wywie-
ranych na wszystkie §ciany naczynia réwne jest
ciezarowi w niem zawartej cieczy. Oznaczajec
wiec przez C ciezar cieczy napetniajgcej naczynie
ABEF, przez Pd ci$nienie na dno jego, a przez
P4 ci$nienie na cale boczne $ciane, bedziemy

mieli:
C= ni(r)]H (R2-t-r2+Rr),
Pa— IITir'H;
a ze G jest summe algebraiczne ilosci i P$,
zatem:

Pi,= C— Pd;
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P6= ni nil (R2+ r2+ Rr) — Hiu™H = U%WH (R2+ Rr— 2r2.
y
Ale poniewaz mamy na widoku traktowanie tej kwestyi w sposéb niezalezny od twierdzenia § 92,
bedziemy szuka¢ wartosci na P6opierajac sie jedynie na lem, co poprzednio byto powiedzianem przy
naczyniach stozkowych prostych.

| tak, widocznem jest ze P& moze by¢ uwazane jako wypadkowa dwoéch cisnien : ci$nienia P& wy-
wieranego na $ciane boczny ACDB, i ci$nienia P& na Sciane GEFD. ldzie zatem o znalezienie war-
tosci : Pi, i Pi,".

Go sie tyczy pierwszej wartosci, jej znalezienie nie przedstawia najmniejszej trudnosci, gdyz wiemy
z poprzedniego, ze jest ona réwna ciezarowi cieczy zawartej w objetosci dopetniajacej objeto$¢ stozka
ABGD do objetosci walca GDGI. Cisnienie P& bedzie zatem ze znakiem+ , ajego natezenie wyrazi sie :

(a) = f[i ®ii(2R2— - — R).
L, i )

Co do ci$nienia P"6wywieranego na $ciane GEPD wiemy, ze bedzie ono réwnem wypadkowemu
ci$nieniu na rzut tej Sciany na ptasczyzne pozioma, z warunkiem, aby kazdy punkt rzutu zostawat
podci$nieniem odpowiedniego mu punktu na $cianie CEPD. Ot6z w najwyzszym punkcie G Sciany,

wysoko$é wyrazajgca ci$nienie pod jakiem ten punkt zostajejest;; cis$nienie winnym jakimkolwiek

jej punkcie M wyrazi sie wysokoscig MN, i t. p.; powierzchnia jakg mamy wystawiona rzucie obracz-
kowym : t(R2— r2 $ciany GEPD powinna wiec by¢ taka, zeby jej rzedna wyprowadzona z punktu
m byta réwna wysokosci MN; rzedne wyprowadzone z punktéw c i e mialty odpowiednio za wysoko$¢

H
CG= —,iEA= H; it p. Zwazywszy, ze geometrycznem miejscem punktéw jednakowego cisnienia

sg rownolezniki naszej $ciany, tatwo jest sie przekona¢, ze warunkom o ktérych mowa zados$¢ uczy-
TT
nimy; wystawiajgc na okregu zewnetrznym Oe rzutu powierzchnie walcowg CDTU, majaca Iza WYy S0-

kos$¢; zas$ na okregu wewnetrznym Oe powierzchnie walcowg AEPB o wysokos$ci EA = H; nareszcie
zamykajac te dwie powierzchnie powierzchnia stozkowg ACBD, utworzong obrotem okoto osi na-
czynia prostej AG, opierajacej sie ciggle w tym obiegu koricami G i A na gérnych podstawach CD
i AB dwoch powierzchni walcowych. W tych okolicznosciach wysoko$¢ przedstawiajgca ci$nienie
(idealne) w jakimkolwiek punkcie m obrgczki wyrazi sie rzedng m'q, ktéra jest widocznie réwng wy-
sokosci MN wyrazajacej rzeczywiste ciSnienie w punkcie M danej $ciany.

W skutek tego widzimy, ze ci$nienie wypadkowe F>'na boczng $ciane CEFD bedzie réwnem cieza-
rowi cieczy zawartej w dwéch objetosciach :

d) w objetosci walcowej V' powstatej z obrotu, okoto Osi naczynia, prostokata GSTE,

2) » stozkowej Y" » » trojkata AGS;

otéz :
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wiec :
P<=n | (R2—r2 4-1nH (R24- r24-Rr) — «]| r2j ;
zkad, po uproszczeniu, otrzymamy :
(¢] P"6= I i (A4R2— 5r2+ itr
( !)'sz( )

Wiemy ze ci$nienie P& na $ciane ABCD dziata z dotu do géry czyli jest ze znakiem 4- , aci$nienie
Pj* na $ciane CEPD wywieranem jest w kierunku przeciwnym, to jest ma znak— ; tak ze biorac
réznice absolutnych wartosci znalezionych w (@') i (a) naP&i IV, otrzymamy absolutng wartos¢
ci$nienia wypadkowego P 6 na catg boczng $ciane naczynia ABEF. Bedziemy zatem mieli:

P6= P"6— P — Sr24- Rr— (2R2— r2— Rr)J,

ztad znajdziemy :

(1) P6=n } 7tH(R24- Rr— 2r2.

Cisnienie wypadkowe P6jest skierowanem z géry do dotu, gdyz P6'> P86 (*); wiec w naszym przy-
ktadzie C, P,; i i\ sajednakowego znaku.
Wyrazenie (!") jest takie same jak (1) znalezione inng droga.
Kiadac w (!I') R= r, naczynie stanie sie walcowem; wzory (a), (a") i (1') daja wdedy :
P.& O, Pi= 0, Pi= 0;
to jest ze ci$nienie wypadkowe na cata boczng Sciane walca jest zerem ; co wiemy.
Uwaga. Jezeli naczyniu przedstawionemu na figurze 99 nadamy profil cigglty zamiast profilu ta-

manego, naczynie bedzie miato ksztatt beczki. Uwazajac boczna Sciane beczki (fig. 100) jako utwo-
rzong obrotem, okoto osi SS, tuku przechodzgcego przez trzy punkta A, C i E, widocznem jest ze

\
otrzymana ztad objetos¢ bedzie wiekszg od objetosci: 6“_' (R24 -r24 -Rr); dla znalezienia rzeczy-

wistej jej wartosci, dosyéby byto wyznaczy¢ warto$¢ powierzchni ptaskiej AJKECA, ijej $rodek

(*) Istotnie, azeby Pt byto > P6 potrzeba zeby :
4R2— Kr24- Rr> 2R5— r2—Rir,
czyli:
R24- Rr> 2r2
Otéz, poniewaz :
R>r, wiec R2>r! i Rr>r2

powyzszy warunek jest zatem zndowolniony.
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ciezkosci, a nastepnie zastosowac¢ twierdzenie Guldin’a. Ale wzér na objeto$¢ beczki zwykle uzywany,
Fig. 100 i dajacy rezultata dostatecznie dla praktycznych

s potrzeb przyblizone, jest nastepujacy :
1

(a) V=™HIIR-](R-r)J,

w ktérym R, r i H maje to samo co i poprze-
dnio znaczenie.

Przyjmujac ze objeto$¢ beczki o profilu tuko-
wym AGE, BDE wyraza sie wzorem (a), i chcac
znalez¢ ci$nienie wypadkowe P6 na calg boczng
$ciane naczynia za pomocg zwigzku :

C= Prf 4- P&,

otrzymalibyémy je natychmiast ze wzoru :
P6= C .pi,

albowiem znamy dokiadng warto$¢ P”, a przyblizona warto$¢ na G znajdzie sie z (a). Poréwny-
wajac obecnie uwazany profil z profilem stozkowym (fig. 99) widzimy, ze poniewaz tu C bedzie
wieksze, a zostaje jednakowem, wiec absolutna warto$¢ P6 bedzie wieksza anizeli przy pro-
filu stozkowym ; kierunek za$ ciSnienia P& bedzie jak poprzednio z géry do dotu.

Po wykonaniu wskaz.anego rachunku i po uproszczeniu, znajdziemy dla P& nastepujgce wyra-

zenie :

P6=11 6‘—1 uH (25 R2-t- 301U — oo r®).

105. Na zastosowanie geometrycznej metody szukania wypadkowego ci$nienia na $ciany wal-
cowe i stozkowe, podajemy nastepujgce zadanie :

IY Przyktad. Znalez¢ cisnienie wypadkowe na boczng, $ciane naczynia o powierzchni
obrotowej jakiejkolwiek (fig- 101).

Niech krzywa ACDEFIK przedstawia potudnik powierzchni obrotowej okoto osi pionowej SS.
Idzie o znalezienie ci$nienia na te powierzchnie. Przypuszczamy ze dno naczynia KL jest ptaskie, i ze
powierzchnia wolna cieczy w niem zawartej znajduje sie na wysokoéci If nad KL. Widzimy na-
tychmiast ze:

P'x= 2X=:0 i PjI'= 2Y =0,

tak ze wypadkowa pionowa Ps" bedzie ostateczng wypadkowy wszystkich ci$nien wywieranych na
cata boczng powierzchnie naczynia.

Uwazajgc zamiast danej krzywej linje tamang ACD ... K, wpisang lub na niej opisang, powierzchnia
utworzona obrotem tej tamanej okoto osi SS tem wiecej bedzie sie zbliza¢ do powierzchni rzeczywi-
stej, im blizej siebie weZmiemy na krzywej punkta: A, C, D,... Ale teraz dana powierzchnia moze
byé uwazang za summe powierzchni stozkowych lub walcowych,utworzonych obrotem rozmaitych
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czesci linji tamanej wpisanej w danej krzywej. Otéz, ci$nienie wypadkowe na powierzchnie tego ro-
dzaju znalezé umiemy; wiec szukana sita P."" bedzie summj algebraiczng ci$nien wypadkowych :
P', P", ... Pw wywieranych na odpowiednie im powierzchnie stozkowe: AC, CD, ... IK. Cis$nienia :
P, P",... PMznajdziemy bez wszelkiej trudnosci, i jedyng rzeczg, na ktérg powinnismy zwraca¢ szcze-
gélng uwage, jest to wysokos$¢ powierzchni wolnej AB nad rozpatrywanemi czesciafigi Sciany.

Wiemy ze te ci$nienia wyrazg sie ciezarem cieczy zawartej w pewnej objetosci; bicz dla skrécenia

czynnik 11 ominiemy, to jest wyrazaé¢ bedziemy P', P" ... P\ przez same tylko objetosci.
Fig. 101
Oznaczajac (fig. 101) przez v, v" ... vM objetosci utworzone obrotem prostych AC, CD ... IK
okoto osi SS;
» rv )\ ... r6 promienie podstaw powierzchni stozkowych lub wal-
cowych ;

ART. J. 7
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50
Oznaczajac (fig. 101) przez. A', A" ... h™ wysokosci tych powierzchni;
P', 'P' ... PM odpowiednie tym powierzchniom ci$nienia;
czastkowe wypadkowe ; P', P",... PM znajdziemy, stosujgc wiasnosci $cian stozkowych lub wal-

cowych, i majac wzglad na wysokos$¢ ptasczyzny parcia AB nad rozmaitymi punktami uwazanych
powierzchni. Znak, jaki przystoi nada¢ kazdej z tych wypadkowych, znajdziemy bez trudnosci, ageo-
metryczne przedstawienie ich absolutnych warto$ci znanym nam sposobem pozwoli natychmiast wy-
razi¢ natezenie sit P, P"... PM formutg analityczna.

Pomijajac szczegdty, ktdre mogtyby by¢ zbytecznymi, ograniczamy sie (fig. -102) nageometrycznem
przedstawieniu dwdch tylko wartosci: P"'iP W, i piszemy wprost natezenia wszystkich sitP', P" ...
pvt, stawiajgc w nawiasie znak wyrazajacy ich kierunek. Znajdziemy nastepujacy szereg wartosci:

(+) P = Ttir%—v
(—) P" = mKh(%— r*9+ (?"— m\h")
(—) P™ = TtA-4- h"){r\— r\) + (v"* — Ttr\h")
pw = o , albowiem powierzchnia EF jest walcowa.
(-4) Pv = Ti(li-f h" -t 1i" -t- AM(?D— r*§ -4 (irr\Av— vv )
) PV = it(A -i- li" -i- A" -+~ A™ _t- /jv )(r26— r\) - (vvi— irr\hvl).

A ze wypadkowa ostateczna P™* =2 P, (gdzie 2 oznacza summe algebraiczng) dodajmy do siebie
wartosci otrzymane mtP, P"... P\, biorac znak -} dla czgstkowych wypadkowych P'i Pv, aznak— dla
wszystkich innych.

Znajdziemy : .
pP.""=2P=P'—P"— P" -t-Pv—Pvi= tl&\— V' — rli(r53—r2d — v" 4 ixr\ li' — (A" -+~ 1i") (r3—r\)
— V" -+ Tercji" 4 &K -i- h" -+ K" + AWV)(r*6—r2) -t- irrlAv — vv 0
— ii(h’ = 1i" 4 1i" -i- Av-mAy )(rB— r2) — vM -4- w |, AVL.

Zkad, po uproszczeniu, przychodzimy do wyrazenia :
Ps"= — (v v'-h n" -t-vw+ oM) -4-nr\(fi -~h" + H" -+ hlv -+ Av -I- AN
4-ToAdli -i- i 4 A ) — A A -+ A 4 An).

Poniewaz powierzchnia EF jest walcowg, mamy ze rt— rKi zatem :

— itr\ (H s+ h" -i- li" -t- AN) == — (fi -4- h" -4- A") — TrZAlv;
wiec drugi wiersz poprzedniego wyrazenia sprowadza sie do : — tw2Aiv, co wyzaza objetos¢ : — v"'
tak ze :
P,"= — (U -4 u" -+-v" vn -4 v -4- wl) -4-TU8 (A'+ K" -4-A™ -t- Atv -+- Av -4- AVI),

Otéz, pierwszy nawias wyraza objetos¢ V catego naszego naczynia, a drugi wysoko$¢ H nad dnem

jego KL powierzchni wolnej AB; wiec :
P?" = — ¥ -4-iw2 H.
Wprowadzajgc ciezar gatunkowy cieczy, istotna warto$¢ cisnienia wypadkowego P, wyrazi sie :

P,"= — Y + HwZH.
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Pierwszy wyraz drugiej cze$ci, wziety bez znaku, oznacza absolutng warto$¢ ciezaru C cieczy za-
wartej w.naczyniu, za$ drugi ci$nienie na dno jego, to jest ; wiec:
p;"=-c+pr
czyli, zamieniajgc P." na P& mamy ostatecznie :
@ P6= — (C— P,

to jest, absolutna warto$¢ wypadkowego cisnienia na boczne $ciany naczynia réwng jest roéznicy

absolutnych wartos$ci: ciezaru wniem zawartej cieczy i ciSnienia na dno naczynia. Jezeli C> Pd, jak

to ma miejsce przy naczyniu, fig. 101, wtedy P* jest odjemnem, skierowanem zatem z géry do dotu;

tak ze w tym razie wszystkie trzy wartosci : P& Pai C sgjednakowego znaku; gdyby$my za$ szukali

Fig. 103 ci$nienia P*" = P* dla naczynia przedstawionego na flg. 103, gdzie C< Pd,
otrzymalibyémy dla tego przypadku P{, ze znakiem -4-.

Uwazajac we wzorze (1) absolutng warto$¢ Pj, bedziemy mieli :

Pi= C Pd
zkad :
C= Af4P*;
dla fig. 103, znalezliby$Smy :
Po= Pd— G,
zkad :
C=Pii — Po;
te dwa przypadki moga by¢ objete jednym wzorem :
PdtPo = C

ktory pokazuje ze ostateczna wypadkowa wszystkich ci$nien na wszystkie $ciany naczynia réwng jest
ciezarowi w niem zawartej cieczy. Tym sposobem przychodzimy do twierdzenia wyprowadzonego
w § 92.

11l. SCIANY SFERYCZNE.

106. Przechodzac do $cian sferycznych, rozpatrzymy najprzéd $ciany tego rodzaju pionowe,
a nastepnie poziome. Nazywamy $cianami sferycznemi pionowemi lub poziomemi takie $ciany, dla
ktérych ptasczyzna styczna w ich wierzchotku jest ptasczyzng pionowa lub tez poziomag. Wezmy zatem
nastepujacy przyktad :

I Przyk#ad. Znalez¢ cisnienie wypadkowe na powierzchnie odcinka sferycznego ACD
(lig. i01).

Niech tuk ACD bedzie profilem $ciany na piasczyzne ZX; przypuszczamy ze 0$ symctryi Sciany
jest linja- pozioma, réwnolegtg do plasczyzny XY ; plasczyzna TT styczna w punkcie C, wierzchotku
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odcinka, bedzie wiec ptasczyzng pionowa, réwnolegtg do ZY. Azeby nasza $ciana byta zupetnie wy-
znaczony, potrzebujemy mie¢ cieciwe tuku
AD ijego strzate CF; jezeli wiec bedzie nam
danem :

AF: AD
2

GF=A

wtedy promien DS = R powierzchni sfe-
rycznej, na ktérej wzietym jest odcinek
ACD, otrzyma sie ze wzoru :

a objeto$¢ Y zawarta w odcinku ograniczo-
nym ptasczyzng AD wyrazi sie :

Jak wiadomo, kierunek cisnien wywieranych w rozmaitych punktach odcinka przechodzi¢ bedzie
przez Srodek sfery S.

Przypuszczajac ze powierzchnia wolna cieczy jest AB, wysoko$¢ ptasczyzny parcia nad najnizszym
punktem D $ciany bedzie H= 2r, i dla wyznaczenia ci$nienia wywieranego na odcinek ACD, ksztatt
i potozenie dolnej Sciany DE jest rzecza zupetnie obojetng : moze ona by¢ pozioma jak DE, lub po-
chylg jak DE'i t. p; dlatego tez Sciane te zostawiamy dowolng.

Dla rozwigzania zadania potrzebujemy znalez¢ trzy wartosci : P'’xr=2X, P /~ 2Y i P-"= 2Z.

Ot6z widzimy najprzéd ze P,"= 0, albowiem walce rzucajgce rozmaite elementa Sciany na ptas-
czyzne ZX bedac poziomemi, elementa spotykane kazdym z takich walcéw zostajg pod cisnieniem
tego samego natezenia, ale przeciwnego kierunku, wzgledem ptasczyzny symetryi Sciany, to jest
wzgledem plasczyzny pionowej poprowadzonej przez tuk ACD; a ze dla catej powierzchni odcinka,
rzuty przedniej i tylnej jej czeSci wzajemnie sie zakrywaja na ptasczyznie ZX, zatem 2Y = Py'=0(*).

(') Mogliby$my przyj$¢ do tego samego wypadku, a zarazem zda¢ sobie sprawe jak sie zmieniaja znaki innych dwaéch
sktadowych X i Z elementarnych ci$niern w rozmaitych punktach odcinka, nadajac trzem sp6trzednym ptasczyznom
taki ruch postepowy, azeby, w kazdym danym razie, poczatek ich znajdowat sie w punkcie ktérego uwazamy cisnienie.
Rozktadajgc wtedy cis$nienie to podtug trzech osi, zobaczymy w jaka ich strong skierowane beda sktadowe X, Y, Z
i jak sie zmienia znak tych ostatnich, przechodzac od potowy Sciany lezacej przed ptasczyzng symetryi KL (fig. 105),
do drugiej jej potowy, potozonej po drugiej stronie tej ptasczyzny. Figura 106 przedstawia znaki sktadowych, otrzy-
mane rozktadajac cisnienia :

a) dla punktéw tuku ACD potozonego w ptasczyznie symetryi KL, réwnolegtej do ptasczyzny ZX;

0 » » » acd (ktérego naturalna wielko$¢ EC'C™F jest przedstawiong na figurze 105), lezagcego wptas-
czyznie pionowej PQ, poprowadzonej przez $rodek sfery pod katem O wzgledem ptas-
czyzny KL;

y) » » 3 a'c'd' znajdujacym sie w plasczyznie pionowej P'Q', poprowadzonej jak poprzednio ipod tym

samym, wzgledem ptasczyzny KL, katem.
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Wszystkie ci$nienia wywierane na odcinek sferyczny sprowadzaj? sie zatem do dwoéch tylko sit :

Z figury 106 widzimy :
1) Ze wszystkie cisnienia potozone w pionowej plasczyznie symetryi KL nie daj? sktadowej Y, tak ze sY odpowia-
dajaca tukowi ACD jest sama przez sie zerem; co i by¢ powinno, gdyz ptasczyzna KL jest prostopadtg do osi OY.

Fig. 103. Fig. 106.

Dla punktu A (lig. a) napisaliSmy znaki trzech sktadowych X, Y, Z, lak jak te znaki przedstawiaj? si¢ geometrycznie
z kierunku S'A; wiemy jednak Ze punkt ten znajduje sie na powierzchni wolnej AB, i ze ci$nienie w nim bedzie, zero,
tojest ze: X= 0, Y=0, Z= 0.

2) Dla wszystkich punktéw C, c i ¢' znajdujacych sie w poziomej plasczyznie symetryi MN danej Sciany, sktadowa
Z jest réwniez zerem ; co tez byto do przewidzenia, gdyz ci$nienia w punktach potozonycli w plasczyznie MN znajduj?
sie catkiem w tej plasczyznie, ktora jest wkasnie prostopadt? do osi OZ.

3) Nakoniee z figur (a), (g) i (y) wypada ze :
Co do sktadowych X, wszystkie one s? odjemne na catej przestrzeni naszej Sciany ;

Co do sktadowych Y, ptasczyzna symetryi KL dzieli Sciane na dwie. potowy, z ktérych jedna, potozona przed ptas-
czyzn? KL, wszedzie ma Y z4-, aza$ druga, lez?ca z tytu tej ptasczyzny, wszedzie ma Y z—; na samej zas$ plasczyznie
KL, jak juz nadmieniliSmy, Y =0. Podobnie mozemy powiedzie¢

O sktadowych Z; dla tych skladowych przedziatem stuzy ptasczyzna symetryi pozioma MN; nad t? ptasczyzn?
wszystkie punkta $ciany maj? Z ze znakiem—; pod ni? za$ Z jest + ;ana samej plasczyznie MN mamy wszedzie
z= 0.
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sity P* réwnolegtej do osi OX, i sity Pd" réwnolegtej do OZ. Szukajmy naprzéd natezenia sity
poziomej.

Wiemy ze sita P* bedzie réwny catkowitemu ci$nieniu wywieranemu na rzut powierzchni AGD

Fig. 107.

(fig. 107) na ptasczyzne ZY, z warunkiem azeby kazdy punkt jego ponosit cisnienie odpowiedniego
mu punktu na $cianie ACD. Ot6z, poniewaz plasczyzna podstawy odcinka APD jest réwnolegty do
ptasczyzny ZY, koto ANDjE, bedzie szukanym rzutem odcinka ACD, i w potozeniu APD wszystkie
punkta kota bedy, co do ci$nienia pod jakiem one zostajy, zado$¢ czyni¢ wyzej podanym warunkom ;
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sita wiec P™ bedzie réwng wypadkowemu ci$nieniu na koto pionowe zawarte miedzy
. dwiema stycznemi poziomemi A, T i D,T, z ktérych pierwsza znajduje sie na powierzchni wolnej AB,
a druga na odlegtosci H= 2r od lej powierzchni. Owoz, ci$nienie wypadkowo na koto moze by¢
wyznaczone badz sposobem analitycznym (§ 47), badZz geometrycznie (§ 70): wyraza sie ono, dla kota
ktérego ptasczyzna jest nachylong do poziomu pod katem a, nastepujgcym wzorem :

P=Uwsta nKs3;

wiec, zwazywszy ze w naszym przypadku promien kota jest r, a wsta = +, bedziemy mieli :

M P*= 2X = IITerd

Cisnienie P> sluerowanem bedzie ku stronie odjemnej osi OX, a kierunekjego przebija powierzchnie
odcinka ACD w punkcie potozonym w pionowej ptasczyznie symetryi (KL, K'L'), i znajdujgcym sie na

odlegtosci ° r od powierzchni wolnej AB.

Przechodzac do szukania wartosci sity pionowej Pz,"ruwazamy najprzéd, ze dla potowy Sciany po-
tozonej nad poziomag ptasczyzna symetryi MN wszystkie sktadowe Z bedg ze znakiem -t- ; a dla potowy
znajdujacej sie pod tg ptasczyzna, sktadowe Z bedg mialy znak—; tak ze Pj" bedzie wypadkowa
dwadch sit : P' odpowiadajgcej*gdrnej czesci Sciany, i P" odpowiadajacej dolnej jej czesci.

1) Zaczniemy od szukania wartosci na P'.

Na mocy fundamentalnego twierdzenia $cian krzywych, mamy :

P'— 2Z = 2po>xy,
gdzie znaki 2 i wrozciggajg sie tylko do powierzchni AC, potozonej nad ptasczyzng MN.

Niech wiec C'C"A'G™ bedzie rzutem na ptasczyzng XY potowy $ciany AGP; A' oznacza rzut punktu
A, atuk C"C'C" rzut réwnoleznika przechodzacego przez punt C. Azeby z tego rzutu przejs¢ do zna-
lezienia wartosci P', powinniémy na ptasczyznie odcinka kotowego 0"'C'C"A'G™ wystawi¢ figure ogra-
niczong z géry taka powierzchnia, zeby dtugo$¢ prostopadtej, w kazdym punkcie m, do ptasézyzny
odcinka, zawarta miedzy tg ptasczyzng a szukang powierzchnig, wyrazata wysokos¢ ptasézyzny cisnie-
nia AB nad punktem $ciany m, odpowiadajgcym punktowi ni na rzucie.

Ot6z wyobrazmy ptasczyzng pionowg poprowadzong najprzéd przez A'C', i obracajac takowe okoto
prostej A'C', przedstawmy ja w kiadzie na ptasczyzne poziomag (ptasczyzne papieru). Jezeli na linji
A'G'weZmiemy rozmaite punkta : C', i, I,p, ... A'iwyprowadzimy z nich prostopadte do A'G": C'a, ik,
In, ... takiej dtugosci zeby byto :

Ga= Cu,, ik — Kiij, In—nj, ... A'= A= O;
wysokosci: Ca, ik, ... A'= 0, wyraza¢ bedga ci$nienie pod jakiem sie znajdujg odpowiednie punk-
tom : C, i, I, ... A’ rzutu, punkta G, k,, n,,...A, na danej nam $cianie; konce tych prostopadtych :
a, k, n, .,. A', bedg wiec sie znajdowaé¢ na szukanej'powierzchni, tak ze krzywa akn ... A', taczaca te
korice bedzie nam przedstawia¢ przeciecie szukanej powierzchni ptasczyzng pionowa, poprowadzong
przez A'G'. Otéz, widocznem jest ze krzywa akn ... A', bedzie niczem innem jak lukiem Anjtfi naszej
$ciany, wzietym w potozeniu ak,F ; posuwajgc prosta CF do zlania sie jej z linjg a,A, tuk akn ... A

przyjmie potozenie symetryczne tukowi AA]G wzgledem prostej a,A.

Poprowadzmy teraz przez punkta : i, /, p, ... tuki u\, //2 pp, <==spétérodk-owe z lukiem C''G'C";
bedag one przedstawia¢ rozmaite réwnolezniki naszej $ciany, a zatem wszystkie punkta kazdego z tukéw
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uwazanego zosobna, winny sie znajdowaé pod jednakowem cis$nieniem : ci$nienie to zmniejsza sie
z promieniem tuku i dochodzi do swego minimum w punkcie A', gdzie staje sie ono zerem. Wyobra-
ziwszy wiec plasczyzne pionowy, poprowadzony przez A'C", jej przeciecie sie z szukany powierzchniy
powinno byé miejscem geometrycznem korncéw prostopadtych do ptasczyzny poziomej, wystawionych
wzdtuz linji A'G’, i réwnych odpowiednio :

G"rf=C'a— Ca,
iiki= ik= Klil, .

/Zis— In= n,l,

I
Ot6z znajdziemy ze tem miejscem geometrycznem b(-;dziei1 okregu zakres$lonego z punktu T pro-

mieniem TA'— G"d= C'a= r, to jest promieniem podstawy AD odcinka sferycznego. tuk
bedzie stycznym w punktach A'i 22do prostych A'C" i Cd.

Widocznem jest, ze to codémy znalezli dla cze$ci A'G' C" rzutu, potozonej nad KL, stosuje sie najzupet-
niej do czesci symetrycznej A'G'C", znajdujycej sie pod KL; takze ptasczyzna pionowa poprowa-

|
dzona przez G"C' przetnie szukany powierzchnie, odpowiadajycy czesci A'G'C", podtug - okregu Ae
tegoz samego promienia r, jak to jest przedstawionem na kladzie.

Z powiedzianego wyzej tatwo jest widzieé, ze powierzchnia ograniczajyca z goéry figure wysta-
wiony na odcinku kotowym G™G'C'A'G" jest taka ze :

1. Ptasczyznapozioma, poprowadzona na wysokosci Ga— r nad ptasczyzny odcinka G"C'G"A'G"™, prze-
cina te powierzchnie podtug tuku rzucajycego sie w C"C'C", i majycego za promien E, to jest promien
danej nam sferycznej $ciany;

2° Plasczyznapionowa poprowadzonaprzez cieciwe C"G" przecina szukany powierzchnie podtug p6t-
okregu dA'e, stycznego w punkcie A' dojptasczyzny odcinka G™G'G"A'G™, i majycego za promien r, to
jest promien podstawy AD naszej $ciany;

3° Piaszczyzna pionowa, wystawiona w punkcie C' réwnolegle do ptasczyzny G"C", bedzie zawieraé
jeden tylko punkt a powierzchni o ktédrej mowa; bedzie ona styczny w punkcie a do tej powierzchni,
gdyz zawiera ona: 1) styczne pionowy aC' do tuku aA’', nalezycego do szukanej powierzchni; 2)styczne
poziomy do tuku C"G'G" uwazanego na wysokoéci C'a— r nad piasczyzny C"G'G"A'C"™, to jest popro-
wadzonego poziomo przez punkt a.

A° Powierzchnia walcowa prosta, wystawiona na tuku C™G'G" lezycym na.ptasczyznie podstawy
naszej figury, jest styczny do powierzchni szukanej wzdtuz takiegoz samego tuku poziomego, uwaza-
nego na wysokosci G'a— r nad ptasczyzny podstawy.

Azeby mie¢ doktadniejsze pojecie o ksztatcie szukanej powierzchni, uwazajmy jej przeciecia ptas-
czyznami poziomemi i pionowemi. W tym celu zauwazymy najprzéd, ze poniewaz wszystkie punkta
jakiegokolwiek tuku lls, wzietego na rzucie C'"'C'G"A'C™, zostajy pod jednakowem ci$nieniem, wyrazo-
nem wysokosciy In= nx, gérna podstawa prostego walca, majycego te wysokos$¢ In i wystawionego
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na tuku llt, bedzie sie znajdowac¢ zarazem na ptasczyznie poziomej i na szukanej powierzchni; wiec po-
wierzchnia nasza jest taka, zejej przecieciaptasczyznami poziomemi dajg luki jpétsrodkowe z lukiem G"C'C".

Uwazajac teraz ptasczyzne pionowa UY, poprowadzong réwnolegle do plasczyzny G"G" przez jakikol-
wiek punkt I, spostrzegamy ze punkt wynikajacy z przeciecia sie szukanej powierzchni z ptasczyznami
UV i KL, bedzie punktem najnizej potozonym wzgledem plasczyzny odcinka kotowego G"C'G"A'C'V,
gdyz wysoko$¢ In, wyrazajgca cisnienie w punkcie | wzietym na KL, bedzie mniejszg od wysokosci
wyrazajacej ci$nienie we wszystkich innych punktach rzutu, uwazanych na prostej UY. Punkta szu-
kanej powierzchni potozone w ptasczyznie UY wznoszgc sie wiec coraz bardziej po jednej i po drugiej
stronie ptasczyzny symetryi KL, ich wzniesienie maximum odpowiada¢ bedzie punktom mi w, po-
tozonym na tuku C"G'C", i tam gdzie wysoko$¢ wyrazajgca ci$nienie réwna jest promieniowi
r— Ga. Zobaczylibyémy bez trudnosci, ze przeciecie szukanej powierzchni ptasczyzng UY jest pdt-
okregiem die', majagcym za promien lu— It — In— r — In; przedstawiamy go w ktadzie na ptasczyzne
papieru: odlegto$¢ II'= In, aud'— Ga. Prowadzac réwnolegle do G™G" inne plasczyzny pionowe,
otrzymaliby$my na ich przeciecia sie z szukanag powierzchnia szereg pétokregéw, ktérych $rodki znaj-
dowatyby sie wszystkie na osi KL, a promienie zmniejszatyby sie od r do 0; promien r odpowiadaé
bedzie ptasczyznie pionowej C"C", promieh 0 — ptasczyznie stycznej poprowadzonej przez punkt C'"

Wnosimy ztad ze szukana powierzchnia jest powierzchnig sferyczna, i ze jej cze$¢ jedynie nam po-
trzebna dla znalezienia P', bedzie nic innego jak powierzchnia potowy sferycznego odcinka, tego
samego promienia R i tejze samej strzaly f co i dana nam $ciana ACD, — majgcego zatem za swa
podstawe koto o promieniu r.

Mozemy wiec teraz wyrazi¢ analitycznie natezenie sity P'. W tym celu dosy¢ jest znalezé ciezar
cieczy zawartej w objetosci Y
réwnej réznicy dwoch objeto-
sci :

Fig. 108.

1) Objetosci V,prostego wal-
ca CPaiA (fig. 108) wystawio-
nego natuku C™C'C", i majg-
cego odcinek C™C'C" za pod-
stawe, a Cuj= r za wysokos$¢.

2) Objetosci Ya potowy od-
cinka sferycznego o,PA, kto6-
rego podstawag jest koto o pro-
mieniu r, awysokoscig a,k—f.
Jezeli zatem diugos$¢ ‘tuku
C"C'G" oznaczymy przez |, to
bedziemy mieli:

zkad :

()

ART. I 8
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i jak widzieliSmy wyzej., sita P’ bedzie miata znak -t- , czyli skierowany ona bedzie z dotu do gory.

11) Dla otrzymania wypadkowej ostatecznej P-", pozostaje nam jeszcze znalezé P", to jest ci$nie-
nie wywierane na drage potowe GED (fig. 107) $ciany, potozony pod ptasczyzne symetryi MN.

Rzut na ptasczyzne poziomy czesci GPD naszej $ciany, przedstawi sie te samy figure G™C'C"A'G™
co i poprzednio, tylko teraz punkt A' wyrazaé¢ bedzie rzut punktu D najbardziej ci$nionego, albo-
wiem wysoko$¢ nad nim ptasczyzny ci$nienia AB jest= 2r; co za$ do tuku G"C'G", bedzie on jak
przedtem rzutem réwnoleznika $ciany poprowadzonego przez punkt C, idla ktérego ciSnienie we
wszystkich jego punktach wyraza sie wysokoscig r.

Objetos¢, ktérej ciezar wyraza¢ bedzie natezenie sity P", znajdziemy bez trudnos$ci; pomijajac
zatem szczeg6towe rozpatrywanie tego przypadku, ograniczamy sie streszczeniem rezultatéw jakie
w tym razie otrzymujemy.

| tak, mozemy dla potowy GPD danej nam S$ciany uwaza¢ ptasczyzne CF za ptasczyzne ci$nienia,
to jest, przyje¢ ze cisnienie na réwnolezniku (C, G"G'G'j jest zerem, a ze w punkcie (D, A') wyraza
sie ono wysokosciag DF = r, z warunkiem tylko abysmy pé6zZniej dodali'do ci$nienia, znalezionego
w skutek takiego przypuszczenia, ci$nienie state zalezne od wysoko$ci FA= 2\ Tym sposobem nie
zmienimy rzeczywistej wysokosci powierzchni wolnej AB nad rozmaitymi punktami $ciany CFD,
i dwa cisnienia czgastkowe do siebie dodane dadzg ci$nienie rzetelne. Latwo wtedy mozemy obaczy¢,
ze tuk A'ka— tukowi Fotrzymany dla gérnej potowy ACF $ciany, zamieni sie dla dolnej jej
potowy CFD na tuk Fk'a zakre$lony z punktu S2promieniem R, i ze ten tuk Fk'a wyrazac¢ bedzie
w naszym przypadku przeciecie powierzchni, ograniczajacej objetos¢ dajaca P", ptasczyzne pionowag
poprowadzong przez o$ symetryi KL. ldac za rozumowaniem powyzej uzywanem, przychodzimy do
nastepujacego wniosku :

Objetos¢ V", ktérej ciezar wyraza natezenie sity P", bedzie rowng summie dwéch objetosci:

1) objetosci V, walca EGa'D (fig. 109), wystawionego jak poprzednio na tuku C"C'G” i maja-
+K 1m cego r za wysokos¢ :

2) objetosci V2potowy odcinka sferycznego Ea'D, dopeiniajgcej objetos¢
a,AF uwazang na fig. 108 catego odcinka. W skutek tego otrzymujemy :

(2 "=Ziiv'=n ) )
p y-(11-/> m}a -

sita P" skierowang bedzie z gory do dotu, to jest powinna by¢ wzietg ze
znakiem — .

Azeby otrzymacé absolutng wartos$¢ ostatecznej wypadkowej pionowej Ps",
dosy¢ jest wziaé roznice wyrazen (2) i (1); prosciej jednak bedzie napisaé

tak :
3) P".= P"- P'= HN[(Y,+ Vs)- (V,- Y]]= D2YS= Hg « 3+ i TO*\.
Sita wypadkowa J\" ma znak — , ajej natezenie jest, jak widzimy, réwnem ciezarowi cieczy za-

wartej w objetosci odcinka sferycznego stanowigcego dang nam $ciane, w przypuszczeniu ze powierz-
chnia odcinka jest zamknieta ptasczyzne AD, to jest jego podstawa.
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Uwaga. Gdyby ptasczyzna AD, zamiast by¢ Sciane geometryczng, byta $ciane rzeczywisty, utworzy-
taby ona razem z powierzchnig sferyczny AGD (fig. 107) naczynie zamkniete, i wypadkowa osta-
teczna cisnien na wszystkie $ciany tego naczynia powinnaby by¢ réwny (§ 92) ciezarowi w niem
zawartej.- cieczy.. Tak tez bedzie istotnie, albowiem do sit: P i. Ps", znalezionych, dla $ciany sfe-
rycznej, przybedzie teraz inna sita wyrazajagca wypadkowe ci$nienie na podstawe odcinka ADg
otoz dwie sity P'x i <X wzajemnie sie rownowazg, gdyz sg one rGwnego natezenia, a dziatajg w prze-
ciwnym sobie kierunku. Pozostanie wiec jedna tylko wypadkowa P2, ktérej wyrazenie (li) zgadza
sie najzupetniej,z twierdzeniem § 92..

W niosek. W szczegbélnym przypadku kiedy r = R, to jest gdy odcinek sferyczny staje sie potowa
sfery, mamy /'=R ; tak ze dla $ciany potsferycznej znajdujemy z poprzednich wzoréw na ci$nienia
P* £ P*" nastepujgce wyrazenia.:

p*= nuR3
P",=n TU3+ BRTIR3 = n | TR3

sita IV" réwng jest wtedy ciezarowi cieczy zawartej w objetosci potowy sfery.

Otrzymaliby$my ten sam rezultat, traktujgc wprost przypadek Sciany poétsferycznej. Zadanie takie
rozwigzuje sie bardzo tatwo, zpowodu ze w tym razie rodzaj powierzchni ograniczajgcej objetos$¢, stu-
zacg do wyznaczenia wartosci na P /', staje sie widocznym sam przez sie. Niech wiec bedzie :

107. Il Przyk#ad. Znalezé cisnienie wypadkowe na $ciane po6tsferyczng, AGD ktoérej
promienjest R (fig. 110).

Wiemy ze PtT— XY= 0, awarto$¢ na P(r= 2X
otrzymamy z rzutu $ciany ACD na piasczyzne ZY;
ot6z tym rzutem jest koto o promieniu R; cis$nienie
wypadkowo na potowe powierzchni sferycznej, uwa-

Y, SR zane w kierunku- osi poziomej X, wyrazi sie zatem :

Fi; TIR3
i bedzie ono ze znakiem — .

Pozostaje znalez¢ wypadkowe ci$nienie w kierun-
ku osi pionowej Z.

Uwazajac site P2"=22Z" za wypadkowe, dwéch sit :
P', czyli cis$nienia na gérng potowe ACF S$ciany,, i P",
to jest ci$nienia na jej potowe dolng CFD, zaczniemy
od szukania pierwszej sity P'.

Niech G"G'G" bedzie rzutem na ptasczyzne pozioma
gérnej potowy Sciany. Cisnienie w punkcie A' bedzie
zero, a we wszystkich punktach tuku G"GG* wyrazi
sie ono wysokos$cig FA=R; prowadzac przez punkla :
i,t,p ... szeregtukéw spétsrodkowych ztukiem C 'G'G",
cis$nienie w rozmaitych ich punktach przedsta-
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wionem bedzie odpowiednio wysokos$ciami :
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ik= Kij;

In=n11;

pg—q,pi',-.-A'= A= 0;

takze przeciecie powierzchni ci$nienia (to jest powierzchni ograniczajgcej figure wystawiong na poét-
kole C™"C'C', i z objetosci ktérej znajdziemy site P') ptasczyzng pionowg poprowadzong przez A'G' bedzie

2 okregu A'a — tukowi AG. Poniewaz A'C'= A'G'= A'G7,... widocznem jest ze powierzchnia ci$nienia

bedzie powierzchnig sferyczng, majaca za promien R, i utworzong obrotem okoto punktu A' na 180°
tréojkata krzywolinijnego A'C'a, potozonego wptasczyznie pionowej, a majgcego swh podstawe A'C' na

plasczyznie kota C"C'C". Gérng wiec powierzchnig szukanej figury bedzie 7 powierzchni sferycznej tego

samego co i dana $ciana promienia; zas$ jej powierzchnig boczng bedzie powierzchnia prostego walca
wystawionego na luku C"C'G" i majacego R za wysokos¢.

Powierzchnia sferyczna bedzie styczng do powierzchni walcowej wzdtuz jej gérnej podstawy.

Fig. m

*7f

Ya

oL |

Fig. 112.

V- =

Oznaczajagc objetos¢ potowy walca G"C'C" (fig.
111) przez V,, aobjetoééﬁ—fsfery przez V2 szukana

objetos$¢ Y' wyrazi sie ich réznica :
Y'= V,- YZ irfP.R -1 <] itR3
i wartos¢ P' bedzie :

'=nY'=nlrfts.
P 6

Przejdzmy teraz do wartosci P", to jest do wy-
padkowego ci$nienia na poknve Sciany lezaca pod
ptasczyzng symetryi MN.

Powtarzajgc rozumowania poprzedniego § zoba-
czymy (fig. d10) ze przeciecie powierzchni ci$nienia
ptasczyzng symetryi KL bedzie tukiem Fk'a— tu-
kowi CD, i ze P" wyrazi si¢ cigzarem cieczy zawar-
tej w.objetosci V" (fig. U 2), réownej summie dwéch
objetosci V, i Ya uwazanych wyzej; albowiem Y"
bedzie tutaj niczem innem jak objetoscig walca wy-
stawionego na rzucie G"C'C", zwiekszong objetosciag

1
—4$fery majacej wzgledem gérnej podstawy a,A wal-

ca (fig. 111) potozenie Aa,F' symetryczne potozeniu
AaJF uwazanemu przy P

Bedziemy wiec mieli:

v, + Y2= "R 3+ 1-R3= | xRs;
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zkad :
p"“=nv' = n
6
Wiemy ze P'jest ze znakiem -+,za$ P" ze znakiem — ; poniewaz P' > P', natezenie wypadkowej
ostatecznej P-" bedzie :
) pi'= P"-P'=nARY;

to jest cisnienie wypadkowe na $ciane poétsferyczng, uwazane w kierunku pionowym, réwnemjest
ciezarowi cieczy zawartej w objetosci potowy tej sfery.

Wypadkowa P," bedzie mie¢ znak— , co i by¢ powinno, gdyz sita ciezkosSci jest wlasnie z tym
znakiem.
108. Rozpatrzywszy ci$nienie na $ciany sferyczne mniejsze od potowy sfery i rowne potowie sfery,

przejdzmy do przypadku kiedy $ciana przewyzsza¢ bedzie te potowe. Na wstepie do takiego zadania

nalezy nam zrobi¢ nastepujgcg uwage.

Przy szukaniu wypadkowych cisnien Pa/= 2X i P,/'= 2Y kierowalismy sie ciegle te wiasnoscie,
ze dla cieczy zostajgcej w spoczynku pod dziataniem sity ciezkosci, wszystkie jej punkta lezece na tej
samej pitasczyznie poziomej ponosze, na jedno$¢ powierzchni, jednakowe ci$nienie. Wtasno$é ta

wynika z catkowania wzoru : dp — J (Xd;v -+ Ydy -+ Zdz), zastosowanego do cieczy wazkich (8 29).

Ot6z, poniewaz rozlegto$¢ granic catkowania tego wzoru zalezy od przestrzeni na jakiej ciecz jest
ciegte (§ 24) — to jest od obszaru na jakim od jakiegokolwiek jej punktu M mozemy przej$é do innego
M' przez nieprzerwany szereg samych tylko czesteczek tej cieczy, i bez wzgledu na droge jake chcieli-
bysmy obra¢,— wypada zted ze wiasnosé jednakowego cisnienia punktéw znajdujgcych sie na ptas-
czyznie poziomej nie moze by¢ stosowane d priori do punktéw po zagranicami takiej przestrzeni poto-
zonych; tak ze w przypadku, gdzie od jednego punktu M nie mozemy przej$s¢ do innego M', potozo-
nego na tejze co i punkt M ptasczyznie poziomej, jak tylko: 1) bedZ wychodzec z samej cieczy, 2)
bedz tez z ptasczyzny poziomej MM', nie mozemy twierdzi¢ a priori ze cisnienie w punktach M i M'
bedzie jednakowe, i podobna kwestya potrzebuje zatem szczegdlnego roztrzesnienia.

Po tej uwadze rozpatrzmy nastepujecy przykiad :

Il Przyktad. Znalez¢ cisnienie wypadkowe na $ciane sferyczny EAGDF, przewyz-
szajaca potowe powierzchni sfery (fig. 113).

Niech tuk EAGDF bedzie profilem na ptasczyzne ZX danej nam $ciany. Powierzchnia ta moze by¢
rozmaicie poteczona z innemi $cianami naczynia; ale wazniejszg dla nasjest kwestye wiedzie¢jaka jest
wysokos$é, wzgledem ptasczyzny stycznej w punkcie A do sfery, powierzchni wolnej cieczy zawartej
w naczyniu (6), z ktérem komunikuje sie naczynie sferyczne (a) za pomocg kanatu (y). Otéz, poniewaz
z zatozenia ciecz wywiera cisnienie na cata $ciane EAGDF, mozliwych przypadkéw bedzie tylko dwa :
1) powierzchnia wolna BB moze zlewa¢ sie z ptasczyzne styczne ABB; 2) powierzchnia wolna cieczy
w naczyniu (£) moze by¢ po nad ptasczyzne styczng, np. mieé¢ potozenie B'B' na pewnej wysokosci

B'B, nad ptasczyzne AB.

Rozpatrzmy najprzéd przypadek pierwszy.
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Wiadomo ze cisnienia w rozmaitych punktach naczynia (6), lezacych na lej samej ptasczyznie po-
ziomej, bedg jednakowe i bedg miaty za miare ich natezenia odlegto$¢ tej ptasczyzny od powierzchni
Fiff, 113 wolnej BB; ale nie wiemy a
priori, czy na przestrzeni za-

wartej miedzy ptasczyzng ABB

i ptasczyznag poziomag P,U,, po-

prowadzong przez najnizszy

punkt a kanatu (7), cisnienia

w rozmaitych punktach uwa-

zanych w naczyniu (a) beda ta-

kie same jak i w naczyniu (8),

dla jednej i tej samej plasczy-

zny poziomej przecinajacej oba

naczynia ;gdyz np. od punktu

m potozonego \v naczyniu (a)

na ptasczyznie P'Q' nie moze-

my, chcac zawsze pozostawac

w cieczy, przejsé¢ do punktu m,

znajdujacego sie na tejze pltas-

czyznie P'Q" w naczyniu (6),

jak tylko wychodzac z tej plas-

czyzny. tatwo jednak bedzie
sie przekona¢ ze ci$nienia w punktach m i m'bedg jednakowe.

Istotnie, uwazajac jakgkolwiek ptasczyzne poziomg PQ poprowadzonag pod ptasczyzng PjOu cis-
nienia w rozmaitych punktach ptasczyzny PQ beda jednakowe, tak dla naczynia (8) jak tez dla (a);
albowiem warunki, o ktérych wyzej byta mowa, sgtu dopetnione. Ci$nienie na jedno$¢ powierz-
chni bedzie, dla obu naczyn, miato za miare wysoko$¢ A plasczyzny cisnienia. BB nad ptaszczyzng
PQ, a za natezenie HA; gdyby wiec naczynie (a) byto odkrytem w gérnej jego czesci, ciecz w (a) pod-
niostaby sie do wysokos$ci Anad ptasczyzng PQ, i powierzchnia réwnowagi bytaby ptasczyzng pozioma
przechodzaca przez punkt A ; gdyz przy tej wysokosci ciecz zawarta w naczyniu (a), wywierajac siuo-
bodnie cisnienie HA nawszystkie punkta lezgce w ptasczyznie PQ, réwnowazytaby dgznosé tych punktéw
do wzniesienia sie po nad ptasczyzne PQ w skutek ci$nienia wywieranego na nie przez ciecz zawartg
w naczyniu-(g). Wiec przy wysokosciach cieczy w naczyniu (a) réznych od h, rGwnowagi ktéraby sie
ustalita swobodnie, sama przez sie, by¢ nie moze, i jezeli otrzymujemy takowa, to jedynie kosztem no-
wych sit zewnetrznych wprowadzonych do uwazanego systemu.

Przy warunkach w jakich sie znajdujemy, powierzchnia wolna cieczy’ dla naczynia (a) sprowadza sie
do jednego tylko punktu A, gdyz wzniesieniu sie innych punktéw cieczy do wysokos$ci Aprzeszkadza
Sciana AE, ktora zniewala ciecz do przyjecia takiej formy jaka posiada naczynie («). Punkt A be-
dzie zatem jedynym punktem, $ciany wolnym od wszelkiego zewnetrznego cis$nienia.

Uwazajmy teraz jakikolwiek punkt M wziety na ptasczyznie PQ w naczyniu (a); wysoko$¢ wy-
razajaca ciSnienie w tym punkcie musi byé réwng A, to jest wysokosci kolumny cieczy zawartej
miedzy punktem M a powierzchnig wolng BB. Otdz, w naczyniu (a) wysoko$¢ cieczy nad punktem
Mjest tylko MN = 1li; wiec reakeya punktu N $ciany wywiera na punkt M taki sam wptyw, jakiby
wywarta kolumna cieczy wzniesionej nad punktem N na wysoko$¢ h— A.'=NS, réwna odlegtosci
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punktu N od piasczyzny stycznej do $ciany w punkcie A. Wiec punkt N cieczy w naczyniu (a) jznaj-
duje sie pod ci$nieniem wyrazonem wysokoscig h— h', czyli pod lakiem samem ci$nieniem, jakie
wytrzymuje w naczyniu (6) punkt N' wziety na ptasczyznie poziomej poprowadzonej przez punkt N.
A ze cis$nienie we wszystkich punktach piasczyzny P'N w naczyniu .(a) jest takie samo jak cisnie-
nie punktu N.; podobniez jak dla naczynia (6), wszystkie punkta piasczyzny N'Q' znajdujg sie pod
ci$nieniem punktu N', wypada ztad ze wzdtuz piasczyzny poziomej P'Q' ci$nienia na jedno$¢ powierzchni
W naczyniu (a) i w naczyniu (6) bedg jednakowe; i to samo mozemy powiedzie¢ o wszelkiej innej po-
ziomej ptasczyznie przecinajgcej oba naczynia.

Zobaczyliby$smy z tatwosciag, ze ci$nienie bytoby jednakowe dla wszystkich punktéw potozonych na
tej samej ptasczyznie poziomej jeszcze i w tymi przypadku, kiedy powierzchnia wolna w naczyniu (6)
znajdowataby sie na pewnej wysokosci B'B nad ptasczyzng styczng do sfery w punkcie A, — ktérego
ci$nienie bydoby w takim razie roznem od zera, i miatoby za miare wysokos$¢ B'B.

109. Przypuszczajgc ze powierzchnia wolna ATS cieczy jest ptasczyzng styczng w punkcie A do

powierzchni EAGDP (fig. 114), szukajmy wypadkowego ci$nienia na te $ciane. Wiedzac ze, bez
wzgledu na spos6b w jaki $ciana
dana jest potaczong z innemi
$cianami naczynia, ci$nienie na
jednej i tej samej ptasczyznie
poziomej jest we wszystkich
punktach jednakowe, mamy
natychmiast:

Fig- m.

vy —2Y = 0.

Azeby znalezé P'x= 2X, mo-
gliby$my sie positkowaé¢ wnio-
skiem 14l 891, albo tez rozpa-
trywacé wprost rzut catej Sciany
na ptasczyzne ZY. Ot6z rzut ten
bedzie sie skitada¢ z dwéch cze-
sci :

ul) Z kota o promieniu R, otrzy-
manego rzucajac na ptasczyzne
ZY przednig cze$¢ AGO naszej
$ciany;

2) Z obraczki kotowej (R—r),
powstatej z rzutu na tez ptasczy-
zne czesci AE, DE S$ciany, za-

wartej miedzy dwiema ptasczyznami AD i EP réwnolegtemi do piasczyzny ZY.

Owoz, obraczka (R —r) zakrywa zupeinie na plasczyznie ZY réwng jej obraczke nalezacg do
rzutu przedniej czesci $ciany; nadto na catej przestrzeni zawartej miedzy powierzchniami walcowcmi
rzucajgcemi okregi AD i EP, ci$nienie w punktach M' i M" $ciany, symetrycznie potozonych wzgle-
dem piasczyzny pionowej AD, beda réwnego natezenia i przeciwnego kierunku; wiec obrgczek po-
wstatych z rzutu czeéci : AE, i AE, DP, i DF $ciany EAGDF uwazaé¢ nic mamy potrzeby, albowiem
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odpowiadajgca im czgstkowa XX sprowadza sic do zera. Wypadkowa P* wszystkich cisnien wy-
wieranych na dang S$ciane, réwnolegle do osi X, bedzie wypadkowy ci$nien wywieranych w kie-
runku tej osi tylko na cze$¢ $Sciany E~F, mniejsza od potowy sfery; czyli ze sita P* réwna bedzie
wypadkowemu ci$nieniu na koto (EP, E'F'), jezeli kazdy jego punkt bedzie ci$niony ci$nieniem od-
powiedniego punktu wzietego na $cianie EjGP,. Otrzymamy wiec natezenie tej sity, uwazajac catko-
wite cisnienie na koto FF' potozone na ptasczyznie prostopadtej do powierzchni wolnej AB,
ktérego gdrna styczna, poprowadzona w punkcie E' najmniej cisnionym, znajduje sie na odlegtosci :
AO= h—R—r
od powierzchni AB, a dolna, przechodzgca przez punkt F' najbardziej ci$niony, jest odlegtg od
tejze powierzchni AB na: AS= 2R— h= R-t-r.
Otdz, zastosowujgc wzor ogélny dla Scian piaskich jakichkolwiek:
P = Uwslaa/jit,
bedziemy mieli w naszym przypadku do podstawienia :
wsta = 1, X, = R, ii= #r2;
zatem natezenie wypadkowej P'* wyrazi sie :
P'x= XX — llitRr2,
ajej znak bedzie— , gdyz skierowang jest ona ku stronie odjemnej osi X.
Azeby mie¢ punkt w ktérym kierunek sity P™ (potozonej w ptasczyznie pionowej symetryi KL)
przebija $ciane EAGDP, dosy¢ jest zwrdci¢ sie do wzoru dajgcego odlegto$é¢ x $rodka cisnienia 0

nakotoE'F' od jego stycznej przeprowadzonej przez punkt E'. Otéz, wiemy z §. 53 ze warto$¢ x
ma za wyrazenie :

e+ 'V,
X—0 ¥eog
rehP )
wiec odlegto$¢ E'Q otrzymamy, ktadac w tym wzorze : ?==>', 5= A= R—r; w skutek czego
znajdziemy :
Rr -+ -r2
E'Q = 4
B R

a chcac miec¢ odlegtosé¢ A'Q, powinnismy wzigé:

R r-t-i4r* R2+ )Ar!
AQ= EQ-th= R—r -+

4R2~
R R 4R

Ale te warto$¢ mozemy otrzymac¢ droga prostsza, opierajac sie na tej wihasnosci $cian ptaskich
(8 44), ze odlegtos¢ ich $rodka ci$nienia od poziomej, wedtug ktérej $ciana przecina sie z powierz-
chnig wolng cieczy, réwna jest diutjosci wahania $ciany wzgledem tej poziomej. Uzywajac wiec
wzoru :

/= AQ= xl4— ?
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w ktérym mamy do podstawienia :

znajdujemy natychmiast:

4R2-I-rs

AO= R -+
Q “lit

Jezeli potozymy 4= 0, co bedzie znaczy¢ ze r= R, czyli ze $ciana jest réwng potowie sfery,

wtedy z powyzszych wzordw otrzymujemy :
P* = 1litR3; A'Q= | R;

jezeli za§ h= R, przez co r stajesie = O, a $ciana zupeing sferg, to :

Px= 0; AQ= R.

W niosek. Nazywajac koto EF podstawg sferycznej $ciany, i streszczajgc wypadki otrzymane na P X
w rozpatrzonych wyzej przyktadach, wyprowadzamy nastepujacy wniosek : jezeli podstawa Sciany sfe-
rycznej jest piasczyzna pionowa, wypadkowa wszystkich ci$nien wywieranych na $ciane ui kierunku prosto-
padtym dojej podstawy réwngjest zawsze catkowitemu na te podstawe ci$nieniu, bez wzgledu czy Sciana

jest mniejszg, rowng lub idek-za od potowy sfery.

Mozemy jeszcze wyrazi¢ sie inaczej : wypadkowa wszystkich cisnien wywieranych na $ciane sferycznag
w kierunku prostopadtym dojej pionowej podstawy réwnag jest wypadkowe] ci$nien, wywieranych w tymze
kierunku, na $ciane dopetniajgca Sciane dana do catej sfery.

Pozostaje nam teraz znalezé wypadkowe pionowg PA'= 2Z.

Natezenie tej sity otrzymamy bez zadnej trudnosci, za pomoca tejze samej metody jakiej uzywa-
liSmy w poprzednio rozpatrzonych przyktadach. Ograniczamy sie wiec przedstawieniem na fig. 114
dwdch przecie¢ powierzchni cis$nienia ptasczyzng symetryi KL : tuk a, bv ktéry jest niczem innem
jak lukiem CAE, oznacza przeciecie ptasczyzng KL powierzchni z ktérej otrzymujemy -warto$é¢ na P',
stosujgca sie do potowy Sciany lezacej nad ptasczyzng symetryi MN; tuk za§ ab' identyczny z dwo-
ma poprzednimi tukami przedstawia przeciecie powierzchni dajacej P", to jest ci$nienie na druga
potowe $ciany, potozong pod ptasczyzng MN. tatwo jest przewidzieé, ze wypadkowa Pj" z dwéch
sit P' i P" wyrazi sie ciezarem cieczy zawartej w objetosci, ograniczonej z jednej strony powie-
rzchnig danej uam $ciany EACDF, a z drugiej plasczyzng EF; sita Pf" bedzie mie¢ znak — , a
punkt jej przyczepienia znajduje sie w $rodku ciezkos$ci tej objetosci.

Précz przecie¢ figury, z objetosci ktérej znajdziemy P', ptasczyzng KL, podajemy jeszcze jej prze-
ciecia dwiema ptasczyznami pionowemi UY i G"G". Sposéb utworzenia tej objetosci jest zanadto
znany, aby$my mogli pomingé dalsze w tym wzgledzie wyjasnienia.

Przy granicy, kiedy h — R, to jest gdy $ciana stanie sie catg sferg, wypadkowe poziome : P'x= 0 i
P /= 0; tak ze ostateczng wypadkowg wszystkich cisnien wywieranych nawewnetrzng powierzchnie
sfery bedzie sita pionowa, réwna ciezarowi zawartej w sferze cieczy, i przyczepiona w jej $rodku
ciezkosci.

ART. i. 9
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Uwaga. Gdyby powierzchnia wolna cieczy (fig. 113) znajdowata sie w B'B’, nad ptasczyzng styczng
poprowadzong przez punkt A Sciany, metoda szukania wartosci P'a, Pu', P=" pozostataby tg samg ;
cata réznica takiego przypadku od dotychczas rozpatrywanych bytaby tylko ta, ze cis$nienie wszyst-
kich punktow sciany powiekszytoby sie o ilos¢ statg; przyrostek cisnienia, na jednos¢ powierzchni, dla
kazdego punktu miatby za miare wysoko$é powierzchni wolnej B'B' nad ptasczyzng styczng w punkcie
A ; acalkowity przyrost ciSnienia na calg $ciane wyrazitby sie ciezarem prostego walca o podstawach
rownolegtych.

110. Przechodzac do $cian sferycznych poziomych, to jest do $cian gdzie ptasczyzng styczna w ich
wierzchotku jest ptasczyzng poziomg, uwazaé¢ bedziemy dwa przypadki : 1) kiedy $ciana jest mniejsza
od potowy sfery, 2) kiedy jest ona wiekszg od tej potowy. Rozpatrzymy je w nastepujacym przykiadzie.

IV Przyk#ad. Znalez¢ cisnienie wypadkowe na $ciane sferyczny pozioma,.

1. Niech odcinek sferyczny AGB (fig. 115) przedstawia dno naczynia zawarto miedzy dwiema ptas-
czyznami poziomemi : AB, stanowigcg podstawe odcinka, i TT,— ptasczyzng styczng do $ciany w naj-
nizszym jej punkcie G. Bocznej $ciany naczynia uwazaé
nie bedziemy, i przypuscimy ze ptasczyzng AB jest po-
wierzchnig wolng cieczy. Gdyby ta powierzchnia znaj-
dowata sie w AjB, przejscie od AB do A,B, bytoby bar-
dzo proste.

Fig. U5.

Odcinek AGB bedzie wyznaczonym, znajac dwie ja-
kiekolwiek wartosci z pomiedzy trzech ilosci wcho-
dzacych w zwiagzek :

11:
%f
aci$nienie wypadkowe na taka $ciane otrzyma sie na-
tychmiast stosujac og6lne twierdzenie § 92. Ale zada-
niem naszem jest znalezienie cisnien wypadkowych
lyx, P,", P/" jedynie z zastosowania fundamentalnego
twierdzenia $cian krzywych, podanego w § 90.

Ot6z, widzimy odrazu ze P.T=0 i Py"— O, tak ze wy-
padkowa ostateczna wszystkich cisnien bedzie wypad-
kowg samych tylko ci$nien pionowych. Azeby znalezé
warto$¢ na P."', dosy¢ jest wystawi¢ na kole A'B', rzucie
danej $ciany na ptasczyzne XY, taka powierzchnie ze-
by jej rzedne, liczone od ptasczyzny kota A'B', wyrazaty
cis$nienie w tych punktach $ciany AGB, z rzutéw ktérych
te rzedne sgwyprowadzone. Uwazajac ze punkta lezgce
na okregu AB sg najmniej ci$nione (albowiem ci$nienie
w nich jest zerem), punkt za$ G zostaje pod ciSnieniem

maximum, wyrazonem wysokoscig f, tatwo jest widzie¢, ze przeciecie szukanej powierzchni ptasczy-
zng pionowg KL bedzie tukiem ach) przecinajac za$ te powierzchnie innemi ptasczyznami, jak np. UV,
zobaczymy, ze powierzchnia ci$nienia bedzie niczeminnem jak powierzchniag odcinka sferycznego AGB,
obréconego podstawg swojg AB ku ptasczyznio kota A'B'. Zkad wnosimy, ze jezeli podstawa AB Sciany
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sferycznej AGB jest powierzchnig wolng cieczy, wypadkowe cisnienie na taka S$ciane jest sitg pio-
nowg, réwng co do natezenia ciezarowi cieczy zawartej w ACB, skierowang do dotu i przyczepiong
w $rodku ciezkosci objetosci sferycznego odcinka; kierunek zatem tego ci$nienia spotyka $ciane
wjej wierzchotku (G, C).

Uwaga. Jezeli powierzchnia wolna znajduje sie w AJ!Una wysokosci H nad podstawg AB, cisnienie
w kazdym punkcie $ciany ACB zostaloby zwiekszonem o ilo$¢ stata, rowng (najednos$é powierzchni)
iloczynowi 11H; kierunek za$ cisnienia przechodzitby zawsze przez $rodek sfery O. Rzedna z powierz-
chni ci$nienia stataby sie teraz z+ 11; jej warto$¢ minimum bytaby H, a maximum /+ H ; i bez
wzgledu na ksztatlt bocznych $cian naczynia ponad ACB, ci$nienie
wypadkowe na $ciane AGB otrzymamy, wystawiajac na kole A'B’ po-
wierzchnie walcowag o wysokosci Il (fig. 110) i ograniczajac gérna
podstawe walca powierzchnig sferyczng ach, réwng danej nam po-
wierzchni ACB. Cisnienie wypadkowe ostateczne na sferyczna $ciane

Fig. NC.

ACB wyrazi sie wtedy przez :

W PA I MH31

Nadmienmy ze forma naczynia ANCBB, czesto jest uzywang przy
rezerwolarach stuzacych do zasilania wodg lokomotyw. Cze$¢ sfe-
ryczna ACB jest spojong z powierzchnig walcowg za pomocg nito-
wania. Przy obliczaniu grubosci blachy, jak réwniez $rednicy nitéw,

rozktada sie site P.", przebijajacg Sciane sferyczng w punkcie C, na szereg sit pionowych przyczepio-
nych w rozmaitych punktach okregu AB ; a nastepnie kazde z takich sit rozktada sie na dwie inno,
z ktorych jedna jest stycznag do Sciany ACB, a druga ma kierunek poziomy.

Jezeli na figurze 113 zatozymy f = 1i, to jest promieniowi sfery, ktérego odcinek stanowit nasza
$ciane, w takim razie r staje sie rownem Il, a odcinek ACB potowg sfery. Wz6r (1) daje nam dla te-
go przypadku :

P¢"= Il (rim + ? M.uj;

ktadac nadto H= 0, to jest przypuszczajac ze powierzchnia wolna cieczy zlewa sie z podstawg poéisfe-
rycznej Sciany, mamy :

pj'"=n?7iRs
u

Il. Rozpatrzmy teraz przypadek powierzchni sferycznej wiekszej od potowy sfery.

Niech ADCEB (fig. 117) bedzie dana nam S$ciana, i AB powierzchnig wolng. Bedziemy mieli P'a= 0,
P/ = 0; zostanie wiec do znalcz:cnia jedna tylko sita PA'".

Uwazajmy, ze rzut na ptasczyzne pozioma XY, czeSci ADEB $ciany zakryje zupetnie rzut na tez ptas-
czyzne czesci DANE jej symetrycznej, potozonej pod ptasczyzng MN ; ale, poniewaz walce rzucajace
rozmaite elementa Sciany sg tutaj pionowe, clcmenta w, i spotykane jednym i tym samym walcem,
bedg zostawaé pod ré6znemi ci$nieniami, wyrazonemi odlegtoscia h, i h2tych elementéw od powierzchni
wolnej AB; w skutek czego wypadkowe ci$nienie na cze$¢ sciany ADA,B,EB nie bedzie zerem. Wi-
dzimy zatem ze szukana wypadkowa P,"' = 2Z = Jpg>y bedzie summa algebraiczng dwéch wartosci :
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d) Wypadkowego ciénienia P wywieranego na $ciane ADEB, dla ktérej punkta najmniej ci$nione
sg punktami réwnoleznika AB, gdzie ;>= 0; a punkta najwiecej ci$nione znajdujg sie na réwnolez-
niku DE, odlegtym na h od powierzchni wolnej
AB.

Fig. 117.

'2) Wypadkowego cisnienia P"na potowe sferycz-
nej powierzchni DGE, gdzie ci$nienie minimum
bedzie w punktach okregu DE, dla ktérych jo= 11/j;
acisnienie za$§ maximum, wywierane w najnizszym
punkcie $ciany G, mie¢ bedzie za natezenie :

p=11(R + £).

Azeby wiec otrzymacé Pj", potrzeba uwazaé zo-
sobna dwa rzuty : rzut powierzchni ADEB, tojest
obraczke (R — r). i rzut potowy sfery DGE, czyli
koto D'E'. Wystawiajgc do kazdego z tych rzu-
téow prostopadte, ktédrych wysokos$é¢ wyrazataby
ci$nienie w odpowiednich punktach $ciany, otrzy-
mamy ztad powierzchnie ci$nienia, a nastepnie
szukane wartosci : P'i P".

W tym celu zauwazmy ze plasczyzna MN, po-
prowadzona przez $rodek sfery réwnolegle do
ptasczyzny XY, dzieli $ciane na dwie czes$ci: w je-
dnej z nich, ADEB, cisnienia p sa skierowane od
srodka O w goére nad ptasczyzng MN ; zas w dru-
giej, DCE, ci$nienia sg skierowane w doét wzgle-
dem tej ptasczyzny.

Mogliby$my wiec odrazu uwazaé cisnienie p skierowane w goére za dodatne, a w dét —zaodjemne;
przez co mielibySmy dla P' znak -+, a dla P" — ; ale $cislej bedzie, jezeli cisnienie na jednos$¢ po-
wierzchnip, wywierane w rozmaitych potudnikach, roztozymy na trzy sktadowe : X, Y, Z. Otéz,
ograniczajac sie rozpatrywaniem skiadowej Z, ktéra jedynie wchodzi w wyrazenie na P' i P", zoba-
czyliby$my, ze dla wszystkich punktéw S$ciany potozonych nad ptasczyzng MN, sktadowa Z jest skie-
rowang z dotu do géry, to jest bedzie miata znak + ; dla punktéw lezgcych na okregu DE znajdziemy
Z = 0 (albowiem ci$nienia na rozmaite punkta tego okregu beda wszystkie potozone w ptasczyznie
poziomej MN); za$ dla punktéw potozonych pod ptasczyzng MN, Z bedzie ze znakiem— . Wskutek

tego P'= XZ' bedzie miato znak +, a P" = 2Z" bedzie miato znak — .
Nie mamy potrzeby wchodzi¢ w szczegéty tyczace sie sposobu otrzymania objetosci z ktérych sie

znajdzie natezenie sit P'i P"; dostatecznem bedzie, przy podanej obok figurze 118, powiedzie¢ ze :

1) Natezenie wypadkowej P' (fig. 118, a) wyrazi sie ciezarem cieczy zawartej w objetosci utwo-
rzonej : z obrgczki kotowej (R— r); z powierzchni walcowej majacej za podstawe okrag promienia R,
a za wysoko$¢ h; nareszcie z powierzchni sferycznej (czyli powierzchni ci$nienia) powstatej z obrotu,
okoto osi pionowej rzucajacej sie w punkcie O', tuku acl' jednakiego z tukiem AD na fig. 117. Jezeli

te objeto$¢ oznaczymy przez Yt, to :
(O] pT=nvr

2) Go za$ do natezenia wypadkowej P" (fig. 118, 6) bedzie ono réwnem ciezarowi cieczy zawartej
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w dwoch objetosciach : a) objetosci V2walca dd'e'e" wystawionego na kole Pi i majgcego za wyso-
kos¢ h; b) objetosci V3potowy sfery cl'ée ; tak ze :
) P"= II(V2+ V3;
A ze absolutna warto$¢ wypadkowej ostatecznej P*" jest P" — P', wiec :
P<¢"= P"- P'= n (vs+ y3- W)= 1l [v3+ (v,- Vv,)].
Znak za$ sity Ps" bedzie — .

Otéz (fig. 6) pokazuje ze Y2— Y, jest objetoscig pasa sferycznego d'db'e ; zatem caly nawias [ ]
wyrazaé bedzie objetos¢ adceb’, ktéra jest niczem innem jak objetoscig utworzong z danej nam sfe-
rycznej Sciany ADCEB (fig. 117) iz ptasczyzny poziomej AB. Widzimy wiec ze wypadkowa ostateczna

(6)

Fig. 118.

wszystkich ci$nien na powierzchnie sferyczng, ktérej podstawa AB jest powierzchnig wolng cieczy,
réwna jest ciezarowi cieczy zawartej w danem sferycznem naczyniu. Taki wypadek byt wiadomym

z géry, na mocy ogélnego twierdzenia § 92.

Przy granicy, kiedy powierzchnia wolna AB staje sie jednym punktem, $ciana bedzie zewszgd zam-
knietg i powierzchnia ci$niona staje sie powierzchnig catej sfery. Wypadkowa wszystkich cisnien wy-
wieranych na wewnetrzna powierzchnie sfery réwng wiec bedzie ciezarowi zawartej w sferze cieczy.

112. Na przyktad, kiedy powierzchnia wolna A'B' znajduje sie nad ptasczyzng AB, wezmy na-
czynie przedstawione na fig. 119. Cze$¢ naczynia ACDEB jest powierzchnig sferyczng, za$ Sciana
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A'ABB' moze ksztattu jakiegokolwiek. Szukajmy wypadkowego ci$nienia tylko na cze$¢ sferyczny
ACDEB.

Oznaczajac, jak poprzednio, przez P' cisnienie wypadkowe na cze$é sciany AGEB potozona nad ptas-
czyzng MN, a przez P" na cze$¢ GDE lezacg pod ta ptasczyznag, wiemy zc P' bedzie miato znak 4, a
P" znak —, i warto$¢ ci$nienia ostatecznego P-"' bedzie P¢" = P" — P'.

Punk ta $ciany sferycznej znajdujace sie na réwnolezniku AB zostawaé beda pod ci$nieniem wyra-
Fig. UD. zonem wysokoscig TT; dla punktéw réwnoleznika CE
ci$nienie to wyrazi sie wysokoscig 11 -~ h; nareszcie
dla najnizszego punktu S$ciany D wysoko$¢ cisnienia

bedzie : H-+h-i- R.

Objetosci, z ciezaréw ktérych znajdziemy wartosci
P'"i P", sa przedstawione w planie i przecieciu na
figurze -120; figura (a) da warto$¢ na P', a (S) na P".

Spos6b otrzymania tych figur jest nam znany i nie
potrzebuje zadnego wyjasnienia.

Widzimy z figur (@) i (g) ze odejmujac objetos¢

utworzong obrotem, okoto osi SS, powierzchni cadal

ill od objetosci powstatej z obrotu okoto tejze osi po-
| wierzchni cdntcc, otrzymamy objeto$¢ alacdebbi, kto-
S 1 rej ciezar wyrazi szukang wypadkowe P."™. Otoz,
ta ostatnia objetos$¢ jest summa objetosci sferycznej
czesci ACDEB danego naczynia, i objetosci walca
AA,B,B wystawionego na réwnolezniku AB; zkad
wnosimy, ze bez wzgledu na ksztatt Scian AA', BB',
potagczonych wzdtuz okregu AB ze sferyczng po-
wierzchnig, cisnienie wypadkowe na te ostatnig ré-

Fg. 120.

wnem jest ciezarowi cieczy zawartej w naczyniu sfe-
rycznem ACDEB i w walcu ABA”B,, wystawionym
na podstawie AB danej sferycznej powierzchni.

Uwaga. Wiemy z § 95, ze przy $cianach walcowych
pionowych, wypadkowa wszystkich ci$nien wywiera-
nych na cata boczng powierzchnie takich $cian jest
zerem; albowiem dla powierzchni zamknietej jakiej-
kolwiek mamy: P'a=0i PJ'=0, aprzy $cianach wal-
cowych bedziemy mieli nad to PZ''=0, gdyz wszystkie
elementarne ci$nienia sg tutaj poziome. Wypada ztad, ze jezeli naczynie ma ksztatt A, AGDEBB, (fig.
119), wypadkowa ci$nien na wszystkie jego $ciany réwng jest wypadkowej cisnienn wywieranych tylko
na cze$¢ ACDEB. Twierdzenie § 92 jest tu sprawdzonem, gdyz wypadkowe ci$nienie na czes¢ ACDEB
naczynia réwnem jest wtadnie ciezarowi cieczy zawartej w catem naczyniu AJACDEBB,.

Jezeli bedziemy uwazaé naczynie ksztattu A'/ACDEBB', to z § 92 wiemy ze wypadkowa ostateczna cis-
nien nawszystkie jego Sciany wywieranych, réwna bedzie ciezarowi cieczy zawartej w catem naczyniu.
0Ot6z, wypadkowe ci$nienie na cze$¢ ACDEB réwnem jest ciezarowi cieczy A~AACDEBB,; wiec wypad-
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kowe ci$nienie na pozostaty $sciane A'ABB’ wyrazi sie ciezarem cieczy zawartej w objetosci réwnej
réznicy miedzy objetoscia A'ABB' i objetoscig' walca A,ABBr Co by¢ powinno, albowiem ciezar
catej objetosci A’ABB’ przedstawia natezenie wypadkowego ci$nienia na boczng $ciane A AJ3B na-
czynia i na jego dno AB ; wiec azeby mie¢ wypadkowe cisnieh na sama tylko boczng $ciane, potrzeba
od catkowitego ci$nienia odjg¢ cisnienie na dno, to jest od catej objetosci AABB odjgé¢ objetosé
walca A,ABB.,.

113. Na zakonczenie przyktaddw tyczacych sie $cian sferycznych wréémy do § 99, i przypusémy ze
$ciana walcowa pozioma AGDB (fig. 121) jest ograniczong z obu stron A'A' i B'B' $cianami sferycznemi

Fig. 121

promienia R, réwnego promieniowi powierzchni walcowej. Naczynie bedzie wtety miato ksztatt przed-
stawiony na fig. 121, i wypadkowe ci$nienie na wszystkie jego $ciany bedzie wypadkowag z sity PT",
znalezionej w § 99 dla powierzchni walcowej, i z trzech nowych sit: P'j, 1\" i odpowiadaja-
cych scianom sferycznym AEC i BFD.

Uwazajac jedne ze Scian sferycznych, np. AEC, bedziemy mieli dla niej :

(P*)i= 2X = ci$nieniu na rzut $ciany AEC na ptasezyzne ZY, to jest ci$nieniu na poétkole aca;

(PHi= 2Y=&;

(®2™i= 2 Z j= ci$nieniu na rzut dea $ciany na ptasezyzne XY ; wyrazi sie ono ciezarem cieczy za-
wartej w_7i objetosci sfery promienia R, to jest ciezarem objeto$ci utworzonej z danej sferycznej $ciany

AEC, ograniczonej dwiema ptasczyznami AE i AC. Oczywiscie, wypadkowa (P'*), bedzie miata znak—;
a (97"}, bedzie skierowang z géry do dotu.

Dla drugiej $sciany BFD wypadkowa (P'X)s bedzie réwng (Px), tylko ma ona znak -t- ; (P/)3= 0, a

(®="1)2= (<£™), tak co do natezenia jako tez co do znaku. Wiec dla dwéch $cian AEC i BFD bedziemy
mieli :

P*= (Px)i+ (PxX\= 0; P/=0; ?-* = + (<E£-"% — ciezarowi cieczy zawartej w obu
naczyniach sferycznych. Wypadkowa ostateczna <@ ciSnien wywieranych na $ciane walcowg i na
dwie $ciany sferyczne, czyli na wszystkie Sciany naczynia EGDF, bedzie wiec réwng summie :
Pj” -t- 5V", to jest wyrazi sie ona ciezarem cieczy zawartej w calem naczyniu.
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114. Ogodlna dyskussya twierdzenia dajacego cisnienie wypadkowe na wszystkie
Sciany naczynia.

Twierdzenie § 92, tyczg.ce sie wypadkowego ci$nienia cieczy wazkiej w spoczynku na wszystkie
$ciany jakiegokolwiek naczynia, stanowi ogdlne twierdzenie $cian krzywych. Sprawdzenie jego wi-
dzieliSmy na rozmaitych przyktadach, powyzej rozpatrzonych. Obecnym naszym zamiarem jest blizsza
dyskussya tego twierdzenia, i uog6lnienie wypadkéw otrzymanych dla $cian formy szczegoélnej.

t° W uwadze Il, 8§ 92 wskazanem byto, jak szukanie wypadkowego ci$nienia na S$ciane krzywa
moze by¢ sprowadzonem do zadania geometryi, i jak np. wypadkowa pionowa Pozostanie znale-
ziong, opisujac na danem naczyniu powierzchnie walcowa, prostopadtg do ptasczyzny XY, i uwazajac
rzuty na te ptasczyzne czesci $ciany potozonych nad i pod krzywa zetkniecia walca z naczyniem.
Otrzymane ztad dwde wypadkow-e czgstkowe P'i P" dadzg szukang site PO. Tej metody uzywalismy
juz przy powierzchniach sferycznych, gdzie czes$ci $ciany lezgce nad i pod pozioma ptasczyzng sy-
metryi MN byty rozpatrywane zosobna. W og6lnosci, wypadkowe pionowy cisnien wywieranych na
naczynie jakiekolwiek (fig-~ 82) otrzymamy z uwazania dwoéch objetosci : 11 objetosci utworzonej
z powierzchni walcowej wystawionej na rzucie goérnej czesci naczynia (to jest czesSci lezacej nad
krzywa zetkniecia naczynia z walcem do niego opisanym) i z powderzchni tej gérnej czesci, obré-
conej do dotu ipotaczonej z powierzchnig walcowa wzdtuz krzywej zetkniecia; 2) objetos$ci utwo-
rzonej z poprzedniego walca i z dolnej cze$ci naczynia, lezacej pod krzywa zetkniecia i obréconej
tylko do géry. Ciezar cieczy zawartej w pierwszej objetosci da wypadkowe P'skierowang z dotu do
ijory; ciezar za$ drugiej objetosci da P" dzialajaca z géry do dotu. Jezeli objeto$¢ walca oznaczymy
przez iv, objeto$¢ gdérnej czesci naczynia przez g, dolnej przez d, a objeto$¢ catego naczynia przez Y,
to bedziemy mieli :

P'=n (w-g),
P”= li uH dj;
zkad :
P'"— P'= fi(¢+») = riv= C
gdzie C wyraza ciezar cieczy zawartej w catem naczyniu.

2° Przecinajgc naczynie jakagkolwiek ptasczyzng pozioma DE (fig. -122), otrzymamy dwie $ciany :
ADEB i DSE; wypadkowe ci$nienie na kazda z nich bedzie sitg pionowa, albowiem 2X i 2Y spro-
Fig. 122 wadzaja sie do zera. Jezeli nazwiemy dnem jakiegokolwiek naczynia,

o $cianach krzywych, cze$¢ jego powierzchni zawarta miedzy najniz-
szym punktem S i plasczyzng poziomg DE, poprowadzong na do-
wolnej od punktu S odlegtosci; a boczna $ciang naczynia— powierz-
chnie pozostatg ADEB, — to oznaczajac przez P6wypadkowe ci$nienie
na $ciane ADEB, a przez P,; ci$nienie na $ciane DSE, mamy dla wszel-

kiego naczynia nastepujacy zwigzek :
P,.xP,= C;

piszemy przed P6 dwa znaki +,gdyz wypadkowa P& moze by¢ skiero-
wang badZz w tez samag strone co i Pd, badZ tez w strone przeciwng. Jezeli P6jest skierowanem do
gory, czyli ma znak -+, nalezy wzigé¢ w powyzszem wyrazeniu znak — ; jezeli za$ do dotu, to jest jezeli
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P* jest ze znakiem — , wezmiemy wtedy znak 4- . Otrzymujemy zted :
PV =CrpPA,
gdzie znak — stuzy dla P& — , a -+ dla P&+ ; bedziemy mieli réwniez :

P6= = (C -P 0d,
gdzie -t- wezmiemy dla P*—, a — dla P6 4-.

We wszystkich wzorach litery Pd, P,, i C wyrazajg wartos$ci absolutne; dyskussya ich przeprowa-
dzong byta w 8§ 102 i 103.

3° Jezeli wyznaczymy ci$nienie w'ypadkow'C pionowe P'4na pewng cze$¢ BE bocznej $ciany naczy-
nia, cis$nienie pionowe P"6na pozostatg czes¢ AD tej Sciany bedzie natychmiast nam znanem, albo-
iem ze wzoru : P64- Pa= C mamy : = G— Pi(; aze P4= P'4-i- P6' zatem :

Pa'= C— (P, -t- P(,");

i gdyby sie zdarzyto ze pewna cze$¢ Sciany bocznej nie ma wcale wypadkowej pionowej (np. gdyby
cze$¢ BE byta powierzchnia prostego walca lub prostej pryzmy) czyli ze P*=0, wtedy P& sprowadzi-
toby sie tylko do ci$nienia P j wywieranego na $ciane AD, i otrzymatoby sie ze zwigzku : P(,'==C—Pr,

Gdyby$my mieli jednocze$nie P4= 0 i P6'=0, to jest gdyby cata boczna éciana ADBE naczynia
Byta powierzchnie walcowa prostg, wtedy poprzednie wyrazenie datoby :

C—Pd= 0,
zked :

Ri= C.

wiec ciezar cieczy zaicartej iv calem naczyniu ADSEB przedstawia catkowite ci$nienie na dno SDE naczynia
tylko ivtedy, kiedy boczna $ciana A.DEB ponad dnem ‘potozonajest powierzchnig prostego walca lub prostej
pryzmy. W kazdym innym przypadku Pd nie jest rownem G, i moze ono by¢ od niego wdeksze lub
mniejsze. Odwrotnie, jezeli ponad dnem naczynia wystawimy powierzchnie walcowy prosie, wypad-
kowe cisnienie na to dno réwnem bedzie ciezarowi cieczy zawartej w catem tak utworzonem naczy-
niu. Podobny przypadek byt rozpatrzonym w § 112 na figurze 119.

4° Jezeli powierzchnia naczynia ma jedne Sciane plaska (fig. 123), wypadkowe na nie ci$nienie Pp
tatwo moze by¢ wyznaczonem, a zted znajdziemy wypadkowe ci$nienie Pana pozostate $ciane krzywe;
Fig. 122 albowiem wypadkowa tych dwdéch wypadkowych : Pp i P* stanowi ciezg

cieczy G zawartej w naczyniu, ktoéry przypuszczamy ze jest znany. Jezeli

$ciana ptaska stanowi dno naczynia, wypadkowa na powierzchnie krzywe
wyrazi sie :

P*= G— Pp.

5° Poniewaz skladowe poziome ci$nien na elementa $ciany spotykane je-

dnym i tym samym poziomym walcem wzajemnie sie réwnowaze (§ 91,

whniosek I1l), wynika zted ze przecinajec naczynie dwiema poziomemi ptas-

czyznami, poprowadzonemi na dowolnej od siebie odlegtosci, i uwazajac

zawartg miedzy niemi powierzchnie naczynia, wypadkoweyamiome ci$nienie na jedne cze$¢ takotrzy-
nej obrgczkowej powierzchni bedzie réownem wypadkowemu ci$nieniu (uwazanemu podtug tejze po-
ziomej osi) na jej cze$¢ pozostate, dopetniajgca cze$¢ pierwszg do calej obraczki; dwa te ciSnienia beda

ART. i. 10
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tylko dziata¢ w przeciwnym sobie kierunku. | w ogélnosci, wypadkowe ci$nienie poziome wywierane
przez ciecz wazke najakakolwiek cze$é¢ obragczki bedzie rc(wnem wypadkowemu poziomemu ci$nieniu
na wszelkg inng powierzchnie, ptaska lub krzywa, zawartg miedzy temiz dwiema poziomemi ptasczy-
znami co i cze$¢ uwazana, i stanowiacg z ta ostatnig powierzchnie zamknieta. W przypadku szcze-
g6lnym, kiedy boczna powierzchnia naczynia skiada sie ze $ciany krzywej i ze $ciany ptaskiej, cisnie-
nie poziome na $ciane ptaska bedzie zarazem przedstawia¢ natezenie wypadkowego poziomego ci$nienia
na $ciane krzywa; w skutek czego szukanie poziomego ci$nienia na $ciane krzywa sprowadza sie do
szukania takiego cisnienia na $ciane plaska zamykajaca $ciane krzywag. Sprawdzenie tego wniosku
widzieliSmy na przyktadach tyczacych sie $cian walcowych i sferycznych.

115. Przejdzmy teraz do rozpatrzenia przypadku, gdzie cisnienie na jedno$¢ powierzchni jest stale

we wszystkich punktach naczynia.

1° Wiemy, ze w razie cieczy wazkich sktadowe poziome elementarnych cisnien pw réwnowaza
sie dlatego, ze ci$nienie na jednos$¢ powierzchni p jest to samo dla wszystkich punktéw' Sciany le-
zacych na jednej i tejze ptasczyznie poziomej; w skutek czego mamy jednocze$nie : XX=0 i2Y =0;
a ze ta wiasnos$é dla punktéw potozonych na linji pionowej nie istnieje, powstaje ztagd wypadkowa P."
rézna od zera. GdybySmy wiec przypuscili ze ci$nienie p (zawsze normalne do $ciany) zamiast zmie-
nia¢ sie z poziomem punktu jest od niej niezalezne, czyli ze natezenie jego jest state we wszystkich
punktach naczynia (co ma miejsce, naprzykiad, w razie gazu poddanego samej tylko sile sprezysto-
éci lub, przez przyblizenie, dla gazu zostajgcego w warunkach, naturalnych, to jest pod dziataniem
sity ciezkosci, ale nie zajmujacego wdelkiej przestrzeni), wtasno$é¢ sktadowych poziomych stosowa-
taby sie réwniez do sktadowych pionowych, i w razie naczynia ze wszystkich stron zamknietego,
oprécz Pa/= XX= 0i P/= 2Y =0, mielibySmy jeszcze i P-""=:2Z = 0; albowiem walce rzucajace
pionowm na ptasczyzne XY rozmaite elementa $ciany musza, kazdy zosobna, spotkaé powierzchnie
naczynia dwa razy, a w ogélnosci liczbe razy parzysta.

Poniewaz kazda z trzech sit : PVv', PZ" wyraza sie przez rzut ci$nionej powierzchni na jedne
z trzech plasczyzn spétrzednych, zatem ci$nienia wypadkowe bedg mialy te samg warto$é, bez
wzgledu czy éciana jest wystawiona na ci$nienie swag powierzchnig wewnetrzna, czy tez zewnetrzna.
Hypoteze jednakowego we wszystkich punktach ci$nienia, i wmiosek jaki z niej wyptywa, wyrazimy

wiec nastepujacem twierdzeniem, dopetniajgcem uwage Il § 91 :

Jezeli jakakolwiek powierzchnia, ze wszystkich stron zamknieta, jest lue wszystkich swych punktach cie-
niona jednostajnie sitami normalnemi, skierowanemi badZz ku jej stronie wewnetrznej, badz ku stronie ze-
wnetrznej (jakakolwiekby zresztg byta natura tych sit i przyczyna takiego ich na $cianach uktadu),
toypadkowa ostateczna wszystkich takich dziatarn na catg powierzchnie toywieranych jest zerem.

Twierdzenie to pocigga za sobg nastepujace wnioski :

2° Przecinajagc powierzchnie o ktérej mowa jakakolwiek ptasczyzna, a w ogélnosci jakakol-
wiek powierzchnig krzywa, rozdzielimy powierzchnie dang na dwie czesci; wypadkowa wszystkich
ci$nien najedng czes$é, bedzie rowng wypadkowej na druga cze$¢ powierzchni, gdyz te dwie wypad-
kowe musza sie sprowadzi¢ do zera. Ztad wynika ze jezeli powierzchnia, zado$é czynigca warunkom
wymienionym w naszem twierdzeniu, skfada sie z powierzchni krzywej i z powierzchni ptaskiej, wypad-
kowa na Sciane plaska bedzie ré6wng wypadkowej na $ciane krzywrg. Zwazywszy zas$ ze ci$nienie jest
wszedzie do $cian normalnem, i stalego natezenia p we wszystkich punktach $ciany krzywej jako tez
i Sciany ptaskiej, wnosimy ze :

Jezeli jakakolwiek powierzchnia krzywa niezamicnieta jest ciSniong normalnie (na wewmatrz lub na
zewnatrz) ijednostajnie we wszystkich swych punktach, ijezeli nadto, $ciana ptaska moze zupesnie zamk-
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na¢ te powierzchnie, ostateczna wypadkowa ci$nieri luywieranych na powierzchnie krzywa jest réwnag wy-

=V

padkowej wszystkich elementarnych cisnien (ivy-
icieranych normalnie i z ternie samem, na jedno$¢
powierzchni, natezeniem p) na $ciane ptaska kto-
raby zamykata zupetnie dangpowierzchnie krzywa.

Tak np.', oznaczajac (fig. 124) szukanga wy-
padkowa na powierzchnie krzywa niezamknieta
AGB przez R, powierzchnie ptaskg AB jg zamy-
kajaca przez ii, a cisnienie najedno$¢ powierz-
chni dla $ciany krzywej przez p, bedziemy
mieli :

R=jjE2 =P .

Widocznie ze gdyby Sciana ptaska AB istniata
sama przez sig, to jest gdyby ona zamykata rze-
czywiscie dang powierzchnie krzywg ACB, wy-

padkowa wszystkich cisnien na catg powierzchnie ACBA sprowadzitaby sie do zera, gdyz przypadek

H
taki stanowi witasnie tre$¢ naszego twierdzenia.
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3° Uwazajac zawsze powierzchnie zamknieta SS (fig. '123) i jednostajnie cisniong sitami normal-
nemi, przetnijmy ja jakakolwiek ptasczyzng PQ, i ograniczmy sie jedynie rozpatrywaniem wyni-
ktej z tego przeciecia krzywej ACBD, ktéra, z koniecznosci, musi by¢ krzywg zamknietg. Z zatozenia
ci$nienie p, na jedno$¢ powierzchni, wywierane we wszystkich punktach krzywej AGBD, jest to sa-
mo, a kierunek jego jest kierunkiem normalnych do powierzchni SS, w jej punktach wzietych na
linji AGBD ; wszystkie te normalne, potozone na ptasczyznie PQ, bedag normalnemi do naszej krzy-
wej. Gdybysmy chcieli ci$nienie w rozmaitych punktach krzywej AGBD przedstawi¢ geometrycznie,
dosy¢by byto odcigé na jej normalnych te sama diugo$é, i linje proste ztad otrzymane wyrazatyby
zarazem natezenie ci$nienia i jego kierunek.

Poniewaz ci$nienie jest state we wszystkich punktach powierzchni, ilos¢ p nie jest funkcya spét-
rzednych x, vy, z, ijej wyrazenie pozostanie bez zmiany dla wszelkiego'systemu osi spétrzednych;
biorgc wiec.(fig. 125) za ptaszczyzne X I" ptasczyzne réwnolegta do PQ, aza 0§ OZ' linje prostopadia
do ptasczyzny X'Y', utworzymy w przestrzeni system sp6trzednych prostokatnych, przy ktérym uzywa-
jac wzorow :

X'= (pu) dos a, Y'= (pto)dos €, 7'= (po>) dosy,

i rozpatrujgc zawartg miedzy dwiema réwnolegtemi piasczyznami PQ i P'Q' nieskoriczenie cienka
warstwe ABA'B', mogaca przez to by¢ uwazang za powierzchnie walcowa prostopadtg do ptasczyzny
X'Y', bedziemy mieli :

2X'= 0, rr=0, 2Z'=0;

to jest: wypadkowa ostateczna wszystkich cisnien wywieranych na powierzchnie ABA'B' jest zerem.
Wynika ztad, ze wypadkowa ciénienn na jedne jakakolwiek cze$¢ tej powierzchni jest réwnag (tylko
przeciwnego znaku) wypadkowej na pozostatg druga jej cze$é; tak ze wypadkowa na powierzchnie
krzywg MKTNLVM (fig. 126) réwng jest wypadkowej na
cze$é ptaska MTNY, zamykajaca te powierzchnie krzywa.
Oznaczajgc wiec przez R ci$nienie wypadkowe na cze$é
krzywa, a przez i2 powierzchnie ptaskg MTNY, mamy :
R= pil=p (I x d2).

Ktadac clz= 1, to jest przypuszczajac ze po przepro-
wadzeniu ptasczyzny P'Q' na odlegtosci réwnej jednosci
od ptasczyzny PQ, warstwa zawarta miedzy temi dwie-
ma ptasczyznami moze by¢ jeszcze uwazang za powierz-

chnie walcowg prostg, bedziemy mieli dla jakiejkolwiek czesci takiej warstwy :

1) Ri= 9= pl.

Otoéz, jezeli cisnienie p najedno$é powierzchnijest to samo we wszystkich punktach powierzchni walcowej
(mogacej mie¢ w przestrzeni potozenie jakiekolwiek), to uwazajac wysoko$¢ tej powierzchni zaréwna
jednosci (to jest, rozpatrujgc czes¢ jej zawartg miedzy dwiema ptasczyznami poprowadzonemi prosto-
padle do rodzacych walca i na odlegtosci Od siebie réwnej jednosci), zwyczajem jest, dla skrécenia
mowy, pomijaé¢ takg wysoko$é (896); w skutek czego, w wystowieniu otrzymanych rezultatéw, za-
miast powierzchni wejdzie rozpatrywanie linji krzywej (kierownicy prostego walca), a zamiast ci$nienia
na jedno$¢ powierzchni wejdzie wyrazenie: cis$nienie najedno$¢ dtugosci. Z tem zastrzezeniem, wniosek
jaki sie wyprowadza ze wzoru (1) moze byé okreslony w sposéb nastepujacy :
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Jezeli na jakakolwiek krzywe ptaskg niezamknieta ADCB (fig. 127) (ktérej piasczyzna moze mieé
w przestrzeni kierunek jakikolwiek) wywierane sg ciénienia (na we-
wnatrz lub na zewnatrz tej krzywej) normalne do niej we wszystkich jej
punktach i statego natezenia p najedno$¢ dtugosci, wypadkowa wszystkich
takich cisnien na linje krzywa bedzie taka sama, jak luypadkowa ci$nien wy-
wieranych normalnie, i z temze samem najednos$¢ dtugosci natezeniem p,
na linje prosta AB ktéraby z linjd krzywa ADCB stanowita kontur zam-
kniety; tak ze oznaczajac dtugos¢ prostej AB przez |, a natezenie
wypadkowego ci$nienia na linje krzywag ADCB przez tf, bedzie :

Fig. 127.

2 W—p .KB—pl.

Oczywiscie, jezeli krzywa ADCB zamyka sie sama przez sie, to jest jezeli punkt A zlewa sie
z punktem B, wszystkie ci$nienia na kontur ptaski zamkniety wzajemnie sie réwnowaze, czyli dadza

zero na ich wypadkowe.

Uwaga. Aby médz zastosowaé wzér (2) do cieczy wazkich w spoczynku, potrzeba : 1) azeby ptas-
czyzna krzywej ABCD byta ptasczyzng pozioma ; 2) azeby wysoko$¢ walca wzieta zajednos$é¢ byta do-
statecznie matg. Gdy ten ostatni warunek nie jest dopetniony, wyrazenie na < otrzymane z (2) nie
moze by¢ uwazane za wypadkowe ci$nienn wywieranych na powierzchnie walca : gdyz dla znacznej
jego wysokosci, réznica cisnien w rozmaitych punktach powierzchni moze by¢ za nadto wielka.

4° Widocznem jest ze pomiedzy rozmaitemi powierzchniami, a w szczeg6lnosci pomiedzy rozmai-
temi ptasczyznami, jakiemi mozemy przecina¢ powierzchnie zamknieta SS (fig. 125), musi istnie¢
przynajmniej..jedna ptasczyzna, ktéra dzieli dana powierzchnie SS na takie czesci, ze wypadkowa cis-
nien wywieranych na kazda z nich zosobna jest maximum. Tak samo, uwazajac krzywe ACBD (fig. 128)
powstatg z przeciecia powierzchni SS plasczyzng PQ, musi ist-
nie¢ na ptasczyznie tej krzywej przynajmniej jeden kierunek
prostej MN taki, ze ci$nienie wypadkowe jest maximum na
kazda cze$¢ AGB, BDA krzywej. Wiec przy zastosowaniach,
chcac wiedzie¢ najwiekszag prace najaka $ciany moga byé¢ wy-
stawione, powinniémy witasnie uwaza¢ przeciecie naczynia ta
ptasczyzna maximum, lub tg prosta maximum; gdyz jest wi-
docznem, ze maximum obwodu wzietego na krzywej nie daje

Fig. 128,

bynajmniej maximum ci$nienia. Owoz, naczynia zazwyczaj uzywane w praktyce majg przynajmniej
jedne ptasczyzne symetryi: ptasczyzny symetryi dla powierzchni, a osie symetryi dla linij krzywych,
sg whasnie plasczyznami lub prostemi dajacemi cisnienie maximum albo minimum (fig. 129). I tak
naprzyktad, dla powierzchni walcowej obrotowej, ptasczyzng
ci$nienia maximum jest ptasczyzna przechodzaca przez o$
obrotu; dla powierzchni sferycznej — ptasczyzna wielkiego
kota sfery; dla okregu — linjg ci$nienia maximum jest jego
$rednica; dla ellipsy — jej dwie osie i t. p. W ogélnosci
potozenie ptasczyzny maximum, lub prostej maximum, zalezy

od ksztattu naczynia i bywa czesto samo przez sie widocznem.

Zdarza sie ze kierunek ptasczyzny lub prostej, dzielacej dang powierzchnie lub linje krzywg na
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dwie czesci, wynika z samego zadania. | tak naprzyktad, gdyby potrzeba nam byto znalezé wypad-
kowe cisnienie na czes$¢ ellipsy AGB (fig. 130) zawartg miedzy dwiema do siebie réwnolegtemi stycz-
nemi T i T' (rozumiejac ze ci$nienie jest normalnem do
ellipsy w kazdym jej punkcie, i ze jego natezenie p naje-
dno$¢ diugosci jest state we wszystkich punktach) wtedy
linjg prostg, na ktérg wypadtoby nam szukaé ci$nienia,
bytaby $rednica ellipsy AB = D, taczaca dwa punkta zet-
kniecia A i B, i zamykajagca krzywe AGB ; szukana wiec
wypadkowa bylaby normalng do prostej AB, i jej nateze-
nie ® wyrazitoby sie wzorem :

Fig. 130.

$= p.AB=pD.

Gdyby chodzito o znalezienie wypadkowego ci$nienia na
cze$¢ ellipsy DAC lub GBD, zawartg miedzy stycznemi
réwnolegtemi t i i', szukalibySmy wtedy wypadkowego
ci$nienia na $rednice CD=D"', taczacg punkta G i Di

sprzezong ze $rednicag AB; ci$nienie to bytoby normalnem do prostej GD i natezenie jego $’ wyra-
zitoby sie iloczynem z ci$nienia statego najednos$¢ dtugosci p, przez dtugoséé D'.

Paryz, 47 listopada 4873 roku.









