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DETERMINISTYCZNE I STOCHASTYCZNE
METODY ANALIZY DRGAN
MOSTOW WISZACYCH

W rozprawie sformulowano usci$long teori¢ przestrzennych nieliniowych drgan wieloprzgsto-
wych mostéw wiszacych, prowadzaca do uogdlnienia wezesniej stosowanych, ciagtych modeli obli-
czeniowych. Przedstawiona teoria uwzglednia specyficzne cechy drgan mostéw wiszacych i moze
by¢ stosowana do analizy zagadnien dynamiki nowoczesnych mostow wiszacych o typowych sche-
matach konstrukcyjnych, z dzwigarami usztywniajacymi typu komorowego. Na podstawie sformuto-
wanej teorii opracowano efektywny algorytm analizy drgan deterministycznych, dostosowany do po-
trzeb stochastycznej analizy drgan wymuszonych ruchem drogowym i dziataniem wiatru. Omoéwiono
przyktad zastosowania algorytmu do analizy zagadnienia wlasnego oraz analizy dynamicznych i sta-
tycznych funkcji wpltywu naciagoéw ciggien i przemieszczen w wybranych przekrojach przyktadowe-
go mostu. Wyniki badan numerycznych wykazaly zasadno$¢ uscislen modelu obliczeniowego kon-
strukcji, wynikajacych z uwzglednienia poziomych przemieszczen ciggien. Szczegdlng uwage
zwrocono na zagadnienie doboru modelu tlumienia. Opisano specyficzne cechy tlumienia drgan
w mostach wiszacych i dokonano analizy numerycznej rozwigzan problemu drgan rezonansowych,
przy wymuszeniu okresowa seria ruchomych sit skupionych, z zastosowaniem kilku wariantoéw opisu
tlumienia w rownaniach ruchu konstrukcji. W drugiej czgsci rozprawy przedstawiono metody analizy
drgan stochastycznych. Sformutowano dwie, catkowicie odmienne metody wyznaczania charaktery-
styk momentowych drgan losowych, spowodowanych ruchem drogowym. Pierwsza z nich jest przy-
ktadem podejscia analitycznego i dotyczy drgan liniowych. W drugiej metodzie, przeznaczonej do
analizy drgan nieliniowych, zastosowano podejscie symulacyjne z wykorzystaniem zasad symulacji
zjawisk losowych w ujeciu metod typu Monte Carlo. Za pomoca metody symulacyjnej przeprowa-
dzono analizg efektow nieliniowych oraz oceniono wptyw inercji i resorowania pojazdow na charak-
terystyki drgan przyktadowego mostu. W sformutowaniu metody analitycznej wykorzystano teorig
procesow Poissona i dynamiczne funkcje wptywu odpowiedzi mostu. Na podstawie analiz funkcji gg-
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stosci rozktadu prawdopodobienstwa zbadano mozliwosé aproksymowania efektow obciazenia ru-
chem drogowym w stanie ustalonym, przez stacjonarne procesy gaussowskie. Przedstawiono metody
badania niezawodnosci mostow wiszacych, w sensie pierwszego przekroczenia poziomu granicznego
i w aspekcie zmeczenia materialu. Rozwazania skoncentrowano na problemie wyboru sposobu mode-
lowania procesow opisujacych w zagadnieniu niezawodno$ci stacjonarne drgania konstrukcji
w stanie ustalonym. W ostatniej czgs$ci rozprawy przedstawiono oryginalne, probabilistyczne ujgcie
problemu drgan spowodowanych turbulentnym przeplywem wiatru. Sformutowano stochastyczny,
niestacjonarny model porywistego wiatru i odpowiadajace mu formuly obciazen acrodynamicznych
mostu. Wyprowadzono rozwiazania problemu drgan losowych w zakresie teorii korelacyjnej, korzy-
stajac z aparatu matematycznego proceséw stochastycznych. Pole ci$nienia wiatru podzielono na
segmenty wzdhuz rozpigtosci mostu, dzigki czemu uzyskano mozliwo$¢ uwzglgdnienia przestrzenne;j
korelacji proceséw opisujacych turbulencje. Przedstawiony w rozprawie zbior metod i algorytmow,
przeznaczonych do analizy drgan mostow wiszacych wzbudzanych dynamicznym oddziatywaniem
ruchu drogowego i dziataniem wiatru, charakteryzuje si¢ jednolitoscia podejscia w dziedzinie czasu,
co stwarza dobre podstawy do acznej analizy drgan, spowodowanych réwnoczesnym dziataniem obu
wymienionych obcigzen.

Podstawowe oznaczenia

a; — wspoélrzedna mierzona wzdtuz osi z;, okreslajaca potozenie punktu

O; wzgledem $rodka $cinania 4,,

a; — stala, ktorej warto$¢ zalezy od kierunku ruchu pojazdéw na pasie j,
a — odleglo$¢ oscylatora jk od frontu strumienia j,

a ,a,itp. — wektory mnoznikow funkcyjnych zaleznych od zmiennej &,

A, — $rodek $cinania przekroju i-tego przesta dzwigara,

A, A itp. — macierze mnoznikow funkcyjnych zaleznych od zmiennej &,

b — stata materiatowa,

b, — wspoélrzedna mierzona wzdtuz osi z;, okreslajaca potozenie punktu

B, wzgledem $rodka $cinania 4,

b? — masa modalna (gléwna) uktadu,

B — szerokos$¢ przekroju dzwigara usztywniajacego,

B, — $rodek masy przekroju i-tego przgsta dzwigara z balastem,
B, .(x;,1) — bimoment w przekroju x; , w i-tym prz¢sle dzwigara,

B,B,B »» 1tp.  — macierze 1 bloki macierzy bezwtadnosci,
c — stala materiatowa,
c; — wspolhrzedna mierzona wzdhuz osi z,, okreslajaca potozenie punktu C

wzgledem Srodka Scinania 4,

c; — tlumienie modalne (gtowne) uktadu,



C i — charakterystyka wigzi thumiacej w zawieszeniu masy oscylatora jik,
coh(d;,w)  —koherencja turbulencji wiatru w punktach x;, x; odlegtycho &,
c, — macierz diagonalna zawierajaca charakterystyki ¢, , odpowiadajace

oscylatorom znajdujacym si¢ na moscie w chwili 7,

¢, ¢ ,¢.itp. —wektory funkcji typu cosinus (funkcje zmiennej x;, odpowiedniki
sinusowych funkcji aproksymacyjnych),

¢, I — wektor funkcji typu cosinus, odpowiednikow funkcji aproksymacyj-
nych s, , $ledzacych potozenie oscylatora jk,

G C,,C, — centrum podwieszenia dzwigara i punkty zamocowania wieszakow,

Cp, C,, C,, —wspotczynniki oporu aerodynamicznego,

Cyy (t,15) — funkcja kowariancyjna procesu stochastycznego X (¢),

Cw(t,t,) — funkcja kowariancji wzajemnej procesow X (¢) 1 Y(¢),

C,,....Cy — wspotczynniki macierzowe o elementach zapisanych w postaci catek
oznaczonych, obliczanych numerycznie,

C..C, — wspotczynniki macierzowe o elementach liczbowych,

C, C ,C,, itp. — macierze i bloki macierzy ttumienia,

C ji — macierz, ktorej kolumny sa wybranymi wektorami ¢, ;;,

d — stata odlegto$¢ migdzy ruchomymi sitami skupionymi,
d, — dlugos¢ j-tego segmentu dzwigara obciazonego wiatrem,
doins s — minimalny i maksymalny odstep miedzy pojazdami,
d,d,itp. — macierze diagonalne typu diag(w,2m,...),

D) — losowe uszkodzenie skumulowane w jednostce czasu,

D,D,,,D,,D, — pozioma sila aerodynamiczna w przekroju x,: catkowita, $rednia,
wynikajaca z turbulencji, samowzbudna,

D; (®) — poziome obciazenie aerodynamiczne j-tego segmentu dzwigara,
— odleglos¢ plaszczyzny podwieszenia od osi podtuznej mostu,
e, ep — wspotrzedna typu y;, okreslajaca potozenie j-tego toru ruchu pojaz-
dow i serii ruchomych sit skupionych,
E 4, — sztywnos¢ osiowa ciggna,
E. A4 — sztywnos¢ osiowa i-tego przgsta dzwigara usztywniajacego,
EJ,, EJ,  —sztywnosci na zginanie i-tego przgsta dzwigara,
EJ, — sztywnos$¢ wycinkowa i-tego prze¢sta dzwigara,

f — strzatka krzywej zwisu statycznego ciggna,
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S1: (&) itp. — mnozniki funkcyjne zalezne od geometrii ciggna,

S — funkcja losowa, opisujaca zalezno$¢ od czasu obciazen aerody-
namicznych j-tego segmentu dzwigara,

fis S — podstawowa oraz i-ta czgstos¢ wiasna drgan, mierzona w Hz,

Z — i-ta czgstos¢ wiasna drgan, mierzona w Hz, obliczona z pominig-
ciem poziomych przemieszczen ciggien,

Ju (&,0) — gestos¢ rozktadu zmiennej losowej & odpowiadajacej wartosci pro-
cesu naprezen w punkcie, w ktorym wystgpuje maksimum lokalne
(pik) naprezenia,

fs(S1) —jednowymiarowa funkcja gesto$ci rozktadu prawdopodobienstwa
procesu S w chwili ¢,

/(S St — gesto$¢ rozktadu tacznego procesu S i jego pochodnej w chwili ¢,

F (s)) — funkcja okreslajaca rozktad naprezen stycznych de Staint-Venanta

wzdtuz konturu przekroju cienko$ciennego,
F.F, F,itp. —wektory i bloki wektorow sit wzbudzajacych,

gs(w) — gesto$¢ widmowa procesu stochastycznego S,

g — wektor wspotrzednych uogolnionych opisujacych ruch uktadu: most
i zbior oscylatorow,

g. — wektor mnoznikéw liczbowych,

G;1, —sztywno$¢ i-tego przesta dzwigara na czyste skrecania de Saint-
Venanta,

Gy — cigzar oscylatora jik,

G, — macierz diagonalna zawierajaca cigzary G, oscylatorow znajduja-
cych si¢ na moscie w chwili 7,

h —symbol poziomej sktadowej przemieszczenia przekroju dzwigara
usztywniajacego, stosowany w inzynierii wiatrowej,

he — odlegtos¢ punktu zamocowania wieszakéw w dzwigarze od punktu
podparcia ciggna na najwyzszym pylonie,

h.(x;) — odleglos¢ punktu zamocowania wieszakow w dzwigarze od cieciwy
ciggna w i-tym przesle mostu,

h; — odlegtos¢ punktu poczatkowego i-tego odcinka przelotu ciggna od

punktu podparcia ciggna na najwyzszym pylonie,

hia — wspotrzgdna mierzona wzdhuz osi z;, okreslajaca potozenie $rodka
masy oscylatora jk wzgledem $rodka $cinania 4,,
h, — macierz diagonalna zawierajaca wspotrzedne £, , ktore odpowia-

daja oscylatorom znajdujacym si¢ na moscie w chwili ¢,
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H (x;,t) —naciag, czyli pozioma sktadowa sily w ciggnie j,

Hy;(x;) — poczatkowy (statyczny) naciag ciggna j,

AH ;(x;,1) — dynamiczny przyrost naciagu ciggna j,

H ,* , At , R.* — wspotczynniki (pochodne) aerodynamiczne, i = 1-6,

Hg;(t—7) — odpowiedz konstrukcji R, (7) na dziatanie impulsu jednostkowego,
dziatajacego w chwili 7,

H(x;,1) — dynamiczna funkcja wplywu odpowiedzi mostu S(x;,¢),

i — numer przg¢sta dzwigara usztywniajacego (i = 1,...,n ) 1 odcinka prze-
lotu ciggna (i = 0,...,n + 1), numer charakterystyk drgan gléwnych,

I,1,itp. — macierze jednostkowe,

j —numer ciggna (j =1,2), pasa ruchu pojazdow (j =1,...,n,), seg-
mentu obcigzenia aerodynamicznego ( j =1,...,n,),

JBi — moment bezwladno$ci obrotowej masy i-tego przegsta dzwigara, mie-
rzony na jednostke dlugosci wzgledem srodka masy przekroju z ba-
lastem,

k, — stata dotyczaca ciggna,

k? — sztywnos$¢ modalna (gtéwna) uktadu,

ki — charakterystyka wigzi sprezystej w zawieszeniu masy oscylatora jk,

— macierz diagonalna zawierajaca charakterystyki & ; , ktore odpowia-

>
daja oscylatorom znajdujacym si¢ na moscie w chwili ¢,

K — zmienna losowa opisujaca rodzaj (klas¢) pojazdu,

KU) — czestos¢ zredukowana zalezna od predkosci wiatru,
K (t,t,) — funkcja korelacyjna procesu stochastycznego X (),
Ky (8,1) — funkcja korelacji wzajemnej procesow X (¢) i Y(¢),

K.K, K,, itp. — macierze i bloki macierzy sztywnosci,

[, — rozpigtos¢ i-tego przgsta mostu i rozpigtos¢ przesta z narzucong kon-
strukcyjnie strzatka zwisu f,

L — catkowita rozpigto§¢ dzwigara usztywniajacego (/, +...+/,) lub
ciggna (l, + /1, +..+1, +1,.,),

L, —czg$ciowa suma rozpigtosci dzwigara usztywniajacego (/, +...+/;)
lub ciggna (/, +1, +...+ 1)),

L, — catkowita dhugos¢ ciggna,

LL, L, L, —pionowa (unoszaca) sita aerodynamiczna w przekroju x, : catkowita,
srednia, wynikajaca z turbulencji, ssmowzbudna,
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— pionowe obciazenie aerodynamiczne j-tego segmentu dzwigara,

— empiryczny moment pierwszego rz¢du, dotyczacy procesu S,

— empiryczny moment zwykty drugiego rzedu, dotyczacy procesu S,
— stata intensywnos$¢ rozktadu masy i-tego przgsta dzwigara usztyw-

niajacego: z balastem, bez balastu,
— masa jednostki dtugosci ciegna,
— usredniona intensywno$¢ rozktadu masy ciggna i masy wieszakow

W i-tym przesle mostu,
—usredniona intensywno$¢ rozktadu masy i-tego przesta mostu

i przgsta z narzucona konstrukcyjnie strzatka zwisu f,
— roztozone obciazenie momentowe, wynikajace z redukcji do srodka

Scinania skladowych p ., p_; obciazenia i-tego przesta dzwigara,

— rozlozone obciazenie momentowe, wynikajace z redukcji do srodka
Scinania sktadowej p,; obciazenia i-tego przgsta dzwigara,

— roztozone obciazenie momentowe, wynikajace z redukcji do srodka
scinania sktadowych p,, ,p,; obciazenia czynnego w przesle 7,

— roztozone obciazenie momentowe, wynikajace z redukcji do srodka
scinania sktadowej p,; obcigzenia czynnego w przesle i,

— moment aerodynamiczny (odchylajacy) w przekroju x;: catkowity,
$redni,

— moment aerodynamiczny (odchylajacy) w przekroju x, : wynikajacy

z turbulencji, samowzbudny,
— masa resorowana oscylatora jk,

—macierz diagonalna zawierajaca masy M, oscylatorow znajdujacych
si¢ na moscie w chwili ¢,

— masa nieresorowana oscylatora jk,

— losowa masa tadunku pojazdu klasy K. ,

M _,(x;,t) — momenty zginajace w przekroju x,, w i-tym przgsle dzwigara,

— moment czystego skrecania de Saint-Venanta w przekroju x;, i-tym
przesle dzwigara,
— moment gigtno-skretny w przekroju x; , w i-tym przgsle dzwigara,

— momentowe obcigzenie aerodynamiczne j-tego segmentu dzwigara,



13

M(?) — losowa czgstotliwo$¢ wystgpowania pikow naprezen,

n — liczba przgset mostu,

n, — liczba funkcji aproksymujacych przemieszczenia w;,v;, @;,

n, — liczba funkcji aproksymujacych poziome przemieszczenia ciggna,

n, — liczba funkcji aproksymujacych pionowe przemieszczenia skrajnych
odcinkow ciggien (odciagow),

n, — liczba paséw ruchu pojazdow,

n, — liczba segmentow dzwigara, wydzielonych w trakcie opisu obciaze-
nia aerodynamicznego,

n, — liczba funkcji aproksymujacych poziome, podtuzne przemieszczenia
dzwigara,

N; (x;,0) — catkowita sita w ciggnie j,

Ny (x;) — poczatkowa (statyczna) sita w ciggnie j,

AN ; (x;,1) — dynamiczny przyrost sity w ciggnie j,

N.(x;,1) — sila osiowa w przekroju x; , w i-tym przgsle dzwigara,

N (1) — proces stochastyczny opisujacy liczbe przekroczen poziomu gra-
nicznego a, w przedziale czasu (0, ),

N, () — stochastyczny proces Poissona, opisujacy zgloszenia pojazdéow po-
ruszajacych si¢ po j-tym pasie ruchu,

o) — $rodek masy przekroju i-tego przegsta dzwigara bez balastu,

p —symbol pionowej sktadowej przemieszczenia przekroju dzwigara
usztywniajacego, stosowany w inzynierii wiatrowej,

Pui»>Dyi» Do — skladowe facznego obciazenia dzwigara w przekroju x; (obciazenie
roztozone wzdtuz konturu przekroju),

P.i»P,i»P.,,  —skladowe czynnego obciazenia dzwigara w przekroju x; (obciazenie
roztozone wzdtuz konturu przekroju),

P(i-t) — funkcja deterministyczna opisujaca dlugookresowy poryw wiatru,

P, Py — sita skupiona,

9.i-49,i-9.;  — skladowe facznego obciazenia dzwigara w przekroju x; (obciazenie

sprowadzone do $rodka $cinania przekroju),
q,,d,;,-0.; — skladowe czynnego obciazenia dzwigara w przekroju x; (obciazenie
sprowadzone do $rodka $cinania przekroju),
q.q,q,itp.  — wektory i bloki wektoréw wspotrzednych uogdlnionych Lagrange’a,
r — liczba porywow wiatru, tworzacych serig okresowa,
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sl ly — sktadowe rozlozonej reakcji wieszakow w j-tej plaszczyznie pod-
wieszenia,

rzoj (x;) — poczatkowa (statyczna), pionowa reakcja wieszakow w j-tej ptasz-
czyznie podwieszenia,

Ar,(x;,1) — dynamiczny przyrost pionowej reakcji wieszakow w j-tej ptaszczyz-
nie podwieszenia,

R(?) — 0g6lny symbol odpowiedzi konstrukcji na dziatanie obciazenia aero-
dynamicznego,

R, (@) — odpowiedz konstrukcji na obcigzenie aerodynamiczne dziatajace na

J-ty segment dzwigara,

R,.R,R i 1tp. — wektory 1 bloki wektoréw nieliniowych reakcji sprezystych,

S;, 1, — wspotrzedne krzywoliniowe mierzone wzdtuz linii sSrodkowej kontu-
ru przekroju x; dzwigara cienkosciennego,

S, »S;,8 — wektory funkcji typu sinusowego (funkcje aproksymacyjne),

ui>%i* c

S;»Sy4,8,;  —wektory funkcji aproksymacyjnych s,, sledzacych potozenie: sity

jednostkowej, ruchome;j sity skupionej P, , oscylatora jik,

S(w) — funkcja gestosci widmowej, dotyczaca predkosci wiatru,

S&,»z?k (w) — funkcja wzajemnych gestosci widmowych, dotyczaca proceséw opi-
sujacych turbulencje wiatru,

S(x;,1) — 0godlny symbol odpowiedzi mostu w przekroju x;,

S — dynamiczna odpowiedz mostu,

S — quasi-statyczna odpowiedz mostu,

S i — macierz, ktorej kolumny sa wybranymi wektorami s, ;; ,

t — zmienna czasowa,

L — chwila pojawienia sig na mos$cie pojazdu (sity P, , oscylatora jk),

T — czas trwania dtugookresowego porywu wiatru,

T; — i-ty okres wilasny drgan mostu,

T,,T,(x;t) —silytnace w przekroju x,, w i-tym przesle dzwigara,

Ty — ,,czas zycia” konstrukcji,

Tg — zastgpcza miara ,,czasu zycia” konstrukc;ji,

3(x;) — funkcja jednostkowa Heaviside’a,

u(t) — sktadowa turbulencji o kierunku zgodnym z kierunkiem wiatru,

u,;(x;,1) — pozioma sktadowa przemieszczenia ciggna j,
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u;(x;,t) — poziome, podtuzne przemieszczenie (bez spaczenia) przekroju i-tego
przesta dzwigara usztywniajacego,

u(r) — zmienny w czasie sktadnik $redniej predkosci wiatru,

u(r) — losowa turbulencja wiatru,

u (@ — losowa turbulencja wiatru dziatajacego na j-ty segment mostu,

U,(x,t) — funkcja opisujaca poziome przemieszczenia ciggna j, zdefiniowana
w przedziale 0 < x < L obejmujacym cata rozpigtosc ciggna,

U(¥) — chwilowa predkos¢ wiatru,

U — $rednia predkos¢ wiatru,

w(t) — sktadowa turbulencji o kierunku poprzecznym do kierunku wiatru,

w,;(x;,1) — pionowa skladowa przemieszczenia ciggna J,

w;(x;,1) — pionowa sktadowa przemieszczenia $rodka §cinania przekroju i-tego

przesta dzwigara usztywniajacego,

W (S;,x;,1) — pionowa sktadowa drgan dzwigara w punkcie o wspotrzednej kontu-
rowej s;, w przekroju x;,

Wy, Vp»®Pp; — przemieszczenia lokalne w srodku masy przekroju balastowanego,
w i-tym przesle dzwigara,

wy;, Wy; (X;,1) — plonowe przesunigcia punktow zamocowania wieszakow, w i-tym
przesle dzwigara,

W lx; 4 (1),t] —pionowa skladowa przemieszczenia przekroju dzwigara, $ledzaca

potozenie oscylatora jik,

w — macierz wlasna,

v — predko$¢ ruchu pojazdow (sit, oscylatorow),

v(t) — sktadowa turbulencji o kierunku poprzecznym do kierunku wiatru,
v;(x;,1) — pozioma, poprzeczna sktadowa przemieszczenia $rodka Scinania

przekroju i-tego przesta dzwigara usztywniajacego,

v, (8;,%x;,1) — pozioma sktadowa drgan dzwigara w punkcie o wspotrzednej kontu-
rowej s;, w przekroju x;,

v, — predkos$¢ ruchu pojazdow (sil, oscylatoréw) poruszajacych si¢ po
Jj-tym pasie ruchu,

Vi, Vy, ¥ — liczba porywow wiatru, zarejestrowanych do chwili: ¢, ¢, , ¢,

Vilx; 5 (9),£] —pozioma skfadowa przemieszczenia przekroju dzwigara, sledzaca
potozenie oscylatora jk,

x — zmienna geometryczna mierzona wzdhuz tacznej rozpigtosci przeset
dzwigara lub tacznej rozpigtosci ciggna,
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X; —lokalna wspoétrzedna geometryczna, mierzona wzdtuz rozpigtosci
i-tego przesta mostu (lub odcinka przelotu ciggna),

x5 — wspotrzedna x punktu centralnego j-tego segmentu dzwigara obcia-
zonego wiatrem,

X, (1) — wspolrzedna x; opisujaca potozenie sity skupionej P, w chwili ¢,

Xy (1) — wspolrzedna x; opisujaca potozenie oscylatora jk w chwili ¢,

X (2) — wspotrzedna x opisujaca potozenie sity skupionej P, lub oscylatora
Jkw chwili ¢,

Vis Z; — glowne centralne osie bezwladnos$ci przekroju i-tego przgsta dzwi-
gara usztywniajacego,

z.(x;) — funkcja opisujaca krzywa zwisu statycznego ciggna w obrgbie i-tego
odcinka przelotu,

a — liczba tlumienia miarodajna dla konstrukcji (utamek thumienia kry-

tycznego) lub wspodtczynnik regularnosci stacjonarnego procesu sto-
chastycznego, lub kat natarcia wiatru,

a; — liczba tlumienia odpowiadajaca i-tym drganiom gtownym,

a;(x;,t) — kat nachylenia wieszakow spowodowany poziomym przemieszcze-
niem j-tego ciggna,

a, — $redni kat natarcia wiatru,

Boi (x;) — kat nachylenia stycznej do krzywej zwisu statycznego ciggna, mie-
rzony w obrebie i-tego odcinka przelotu,

4 — bezwymiarowy wspotczynnik thumienia, miarodajny dla konstrukcji,

Vi — bezwymiarowy wspotczynnik tlumienia odpowiadajacy i-tym drga-
niom gtownym,

7..(s;,x;,t)  —odksztalcenie postaciowe powierzchni srodkowej dzwigara cienko-
Sciennego,

o(s;) — grubos¢ $cianki przekroju cienkosciennego,

o(x), o(t) — funkcja delta Diraca,

A — odstep czasowy migdzy sitami skupionymi lub migdzy porywami
wiatru, tworzacymi seri¢ okresowa,

£ — szeroko$¢ pasma stacjonarnego procesu stochastycznego,

£;(x;,1) — odksztalcenie podtuzne ciggna j, liczone wzgledem odksztatcenia

poczatkowego & ,

& — poczatkowe (statyczne) odksztatcenie podtuzne ciggna j,

J
)

Ss — wspotczynnik asymetrii procesu S,
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— eksces procesu S,

— bezwymiarowe funkcje czasu reprezentujace symetryczny i antysy-
metryczny sktadnik dynamicznych przyrostow naciagu ciggien,

— logarytmiczny dekrement ttumienia, miarodajny dla konstrukcji,

— losowy odstgp czasowy migdzy pojazdami w strumieniu j,

— wymiarowy wspolczynnik thumienia, uzywany w definicji thumienia
Voigta—Kelvina (czas retardacji),

— kumulanta (pétniezmiennik) rzgdu r, dotyczaca procesu S(x;,?),

— skala dlugookresowego porywu wiatru,

— intensywno$¢ zgloszen pojazdow poruszajacych sig po j-tym pasie,

— moment widmowy rzedu &, procesu stochastycznego S,

— wymiarowy wspoétczynnik thumienia, uzywany w definicji thumienia
masowego,

— wzgledna masa i-tego przesta mostu,

— intensywnos$¢ przekroczen poziomu granicznego a,

— bezwymiarowa zmienna geometryczna mierzona wzdtuz przesta i,

— gestose powietrza,

— parametr bezwymiarowy specyfikujacy kierunek ruchu pojazdéw po
Jj-tym pasie ruchu,

— naprezenie normalne w i-tym przgsle dzwigara, w punkcie o wspot-
rz¢dnej konturowej s; , w przekroju x;,

— sktadnik statyczny (poczatkowy) naprezen normalnych w ciggnach,

— dynamiczny przyrost napre¢zenia normalnego w ciggnie j,

— naprgzenie styczne w i-tym przegsle dzwigara, w punkcie o wspot-
rz¢dnej konturowej s; , w przekroju x;,

— naprgzenie styczne wywotane czystym skrecaniem w i-tym przgsle

dzwigara, w punkcie o wspotrzednej konturowej s;, w przekroju

— wspotczynnik dynamiczny dotyczacy odpowiedzi mostu S(x;,?),
— obro6t przekroju i-tego przesta dzwigara usztywniajacego wzgledem
srodka $cinania,

@ [x; 4 (1),t] — przemieszczenie rotacyjne (obrot) przekroju dzwigara, Sledzace po-

zDu s ZLu ltp

lozenie oscylatora jk,
— funkcje admitancji aerodynamiczne;j,
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— zmienna o wymiarze czgstosci kotowej, uzywana w analizie widmo-
wej procesow stochastycznych,

— wspolrzgdna wycinkowa w przekroju x; dzwigara cienkosciennego,

— podstawowa oraz i-ta czgsto§¢ wlasna drgan, mierzona w rad/s

(czgstosé kotowa),
— najistotniejsza, kotowa czestos¢ wiasna uktadu,

— symbol transpozycji wektora lub macierzy,

— symbol pochodnej czastkowej liczonej wzgledem lokalnej zmiennej
geometrycznej,

— symbol pochodnej czastkowej liczonej wzgledem czasu,

— symbol losowej fluktuacji,

— symbol warto$ci oczekiwane;j,
— symbol odchylenia standardowego,

— symbol wariancji,

— symbol rozwiazan wyznaczonych z pomini¢ciem poziomych prze-
mieszczen ciggien,

—symbol rozwigzan wyznaczonych z uwzglednieniem poziomych
przemieszczen ciggien.



1. Wstep

1.1. Charakterystyka i historia budowy mostow wiszacych

Mosty wiszace sa latwo rozpoznawalna i czgsto najpigkniejsza wizytowka wielu
miast i regiondw. Ich przejrzysta, czytelna, a rownoczesnie stosunkowo wiotka kon-
strukcja w potaczeniu z duzymi rozmiarami sprawia, ze wyrozniaja si¢ w otoczeniu
i w kazdym miejscu usytuowania nadajg krajobrazowi niepowtarzalny charakter i specy-
ficzny urok. Wielkie, nowoczesne konstrukcje mostow wiszacych sa postrzegane jako
swiadectwo kunsztu inzynierskiego, spektakularny dowod rozwoju mysli techniczne;.
Cecha charakterystyczna tych konstrukcji jest wyjatkowa zdolno$¢ do przekraczania
jednym przestem duzych rozpigtosci. Ta cecha wyrdznia mosty wiszace sposrod in-
nych obiektéw mostowych i stanowi ich gtowna zaletg. Dzigki niej mosty wiszace
moga by¢ zlokalizowane w szczegélnych miejscach — tacza brzegi ciesnin i zatok
morskich, wyspy ze statym ladem, przekraczaja szerokie ujscia rzek. Mozliwos¢ za-
wieszenia przgsta wysoko nad poziomem wody pozwala na lokalizacje mostow
w poblizu terminali portowych obstugujacych ruch duzych statkow. Sa to zazwyczaj
miejsca o strategicznym znaczeniu z punktu widzenia polityki transportowej danego
regionu. Mosty wiszace, ze wzgledu na usytuowanie w obrebie waznych szlakow ko-
munikacyjnych i wielkie rozmiary, sa czgsto obcigzone bardzo duza liczbg pojazdow.
Zapewnienie bezpieczenstwa tego typu obiektow ma ogromne znaczenie.

Projektowanie mostow wiszacych zawsze bylo i nadal jest ogromnym wyzwa-
niem dla projektantow. Kolejno powstajace obiekty stymulujg rozwdj metod obli-
czeniowych. Metody te sa ciagle doskonalone dzigki nowym mozliwosciom, jakie
oferuja nowoczesne techniki komputerowe. Coraz dokladniejsze modele oblicze-
niowe umozliwiaja optymalizacje¢ ksztaltu mostéw, przy zachowaniu warunkow
bezpiecznego uzytkowania, ale tez sktaniaja projektantow i inwestorow do budowa-
nia coraz $mielszych konstrukcji — tym ciekawszych, im bardziej odbiegaja od
wskazan intuicji i do$wiadczenia. Bezpieczenstwo takich konstrukcji catkowicie
zalezy od poprawnosci obliczen, jesli pominiemy, jako warunek konieczny, na przy-
ktad kwesti¢ jakosci materiatdéw lub jakosci wykonania. Tymczasem kazdy model
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obliczeniowy mostu i jego obciazen jest nadal tylko pewna idealizacja, ktora nie
obejmuje catej roznorodnosci zjawisk zachodzacych w rzeczywistosci. W przypadku
mostow wiszacych zjawiska te sa wyjatkowo zlozone i powoduja duze trudnosci
obliczeniowe. W projektowaniu ostatecznego ksztattu tych mostow wskazana jest
zatem daleko idaca ostroznos$¢. Analiza ewolucji ksztattu i historii uzytkowania mo-
stow wiszacych pokazuje, ze nadmierne zaufanie do ciagle niedoskonatych metod
obliczeniowych moze mieé fatalne skutki. Swiadcza o tym katastrofy mostow wi-
szacych — Tacoma Bridge w 1940 r. [59, 83] i Silver Bridge w 1967 r. [80] oraz
problemy wynikajace w trakcie uzytkowania — na przyktad nadmierne drgania Mil-
lennium Bridge w 2000 r. [91].

Pierwszym wielkim mostem wiszacym, wedtug Gimsinga [59] stusznie uwaza-
nym za pierwowzor nowoczesnych mostow o duzych rozpigtosciach, byt nowojorski
Brooklyn Bridge, oddany do uzytku w 1883 roku. W tym okresie projektowanie
mostow bylo raczej sztuka niz nauka. Projektant mostu, J.A. Roebling, kierowat si¢
gtownie intuicja i wieloletnim do$wiadczeniem, ktore poparte stosunkowo prostymi
obliczeniami umozliwito zaprojektowanie bezpiecznego, trojprzgstowego mostu
o rekordowej na 6wczesne czasy rozpigtosci przgsta gtdéwnego ok. 500 m. Nastgpne
po Roeblingu pokolenie inzynierow zdecydowanie bardziej skupito uwage na spo-
sobach obliczen. Poczatkowo korzystano gldwnie z uproszczonej teorii pierwszego
rzedu, w ktérej pomijano przemieszczenia ciggien wywotane obciazeniem uzytko-
wym i ktora prowadzita do znacznego przewymiarowania konstrukcji. Nazywano ja
teoria ,,sprezysta” — Gimsing [59]. Przykladem tego podejscia jest teoria Rankina
z 1858 1., rozwinigta w 1886 r. przez Levy’ego [59]. Coraz wigksze zaufanie projek-
tantow do uzyskiwanych wynikdéw obliczen spowodowato zmiany schematu kon-
strukcyjnego mostow. Uproszczono system podwieszenia przgsel — zrezygnowano
z zastosowanych w Brooklyn Bridge dodatkowych uko$nych want, wspomagajacych
praceg ciggien glownych. Zaczgto takze czgsciej stosowac schematy jednoprzegstowe
(bez podwieszonych przgsel bocznych), sprawiajace mniej trudnosci obliczenio-
wych. Jednak przede wszystkim pojawita sig¢ ogdlna tendencja do zwigkszania wy-
miaréw zasadniczych elementéw konstrukcji, gldéwnie pylonow i dzwigarow glow-
nych. Efekt finalny byl czesto mato satysfakcjonujacy. Przykladem moze byc
nowojorski Williamsburg Bridge, oddany do uzytku w 1903 roku. Gimsing [59]
opisuje Williamsburg Bridge, cytujac Steinmana [112]: ,,z niezgrabnie zaprojekto-
wanymi pylonami i nadmiernie wysokimi kratownicami konstrukcja ma wyglad
kanciasty i pokraczny”.

Kolejne 40 lat projektowania mostow wiszacych poglebito sktonnos$é projektantow
do: ,.slepego zaufania wynikom obliczen, bez intuicji wlasciwej inzynierom poprzed-
niego wieku”, jak to komentuje Gimsing [59] w swojej monografii. Jednak tym razem
nastapita ewolucja ksztattu konstrukcji w odwrotnym kierunku — budowano mosty
coraz dluzsze, ale rownoczesnie coraz smuklejsze. Byt to bezposredni rezultat zasto-
sowania nowych metod obliczeniowych, ktore formutowano na podstawie tzw. teorii
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,,deformacyjnej”, uwzgledniajacej wptyw przemieszczen ciggna w stanie uzytkowym
na stan statycznego wytezenia dzwigarow. Pierwsze sformutowanie teorii opublikowat
Melan w 1888 roku (Gimsing [59]), a pierwszym mostem tak zaprojektowanym byt
Manhattan Bridge, oddany do uzytku w 1909 roku.

Poczatkowo teori¢ ,,deformacyjna” stosowano wyltacznie do analizy plaskiego
zagadnienia statycznego, sformulowanego w ptaszczyznie pionowej, zgodnie z kie-
runkiem obciazenia pojazdami (Steinman [113]). Takie podejscie umozliwilo zmniej-
szenie nadmiernej, do tej pory, wysokosci dzwigardow, dzigki czemu forma architekto-
niczna mostow przybrala z powrotem budzacy podziw wyglad. Tendencja do
zwigkszania smuklo$ci i rozpigtosci mostow zaowocowata w latach trzydziestych
pojawieniem si¢ mostow wiszacych o rekordowych dtugosciach, dwukrotnie przewyz-
szajacych rozpigtosci mostow budowanych wczesniej. Pierwszym ,,gigantem” byt
most Waszyngtona przez rzeke Hudson, ktérego budowe zakonczono w roku 1931.
Most, o ponad kilometrowej rozpigtosci przesta centralnego (1066 m), powinien miec
wedtug projektu dwa pomosty. Jednak z uwagi na trudnosci finansowe wykonano
tylko pomost gorny, co spowodowato znaczne zmniejszenie sztywnosci podwieszone;
konstrukcji. Mimo braku dolnego pomostu okazalo si¢, ze konstrukcja mostu jest sta-
teczna, o czym zadecydowal cigzki betonowy pomost gorny o duzej szerokosci (osiem
pasoéw ruchu), wysokie dzwigary kratowe (w zamierzeniu projektowym obejmujace
dwa pomosty) i stosunkowo krotkie przegsta boczne (efektywniejszy system podwie-
szenia). W 1937 roku oddano do uzytku kolejny, jeszcze dtuzszy most, niekwestiono-
wany symbol San Francisco — stawny Golden Gate o rozpigtosci przgsta gtownego
1280 m. Stosunkowo waski most (szerokos¢ pomostu = 1/47 rozpigtosci) wyrdznial
si¢ wyjatkowa smukloscia kratowego dzwigara usztywniajacego (wysokos$¢ dzwigara
= 1/168 rozpigtosci), ztozonego z dwoch kratownic pionowych, potozonych w ptasz-
czyznach podwieszenia, i poziomej kratownicy pomostowej. Most wykazywat w trak-
cie eksploatacji nadmierna wrazliwos$¢ na dynamiczne oddziatywanie obciazen, szcze-
goblnie na dziatanie wiatru (Gimsing [59]).

Juz w przypadku mostu Golden Gate wydawato sig, ze trend do budowania coraz
smuklejszych konstrukcji osiagnat punkt kulminacyjny. Jednak krytyczna kulminacja
tego trendu okazat si¢ most Tacoma Narrows o rozpigtosci prze¢sta glownego 853 m.
Most ten, zlokalizowany niedaleko Seattle, zbudowano w rekordowym tempie. Budo-
wa trwata od listopada 1938 roku do 1 lipca 1940 roku. Most Tacoma zaprojektowano
wykorzystujac w petni nowe, rozszerzone sformutowanie teorii ,,deformacyjne;j”, opu-
blikowane w 1932 roku przez Moisseiffa i Lienharda [87] i obejmujace analizg sta-
tyczna mostu poddanego dziataniu sit poprzecznych. W efekcie znacznie zredukowa-
no parametry sztywnosciowe mostu w obu plaszczyznach: pionowej i poziome;.
Wymiary dzwigara byly ekstremalnie mate, nawet w poréwnaniu z mostem Golden
Gate (wysokos$¢ = 1/350 rozpigtosci, szeroko$¢ = 1/72 rozpigtosci). Dodatkowa, nie-
fortunna okolicznoscia byto zaprojektowanie podwieszonej konstrukcji mostu w po-
staci dzwigara petnosciennego o przekroju otwartym, niekorzystnym ze wzgledu na
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mata sztywno$¢ skretna. Po czterech miesiacach eksploatacji, 7 listopada 1940 r.,
nastapita katastrofa mostu spowodowana narastajacymi drganiami skretnymi typu flat-
ter, ktore pojawily si¢ przy niezbyt silnym wietrze, wiejacym z predkoscia 18,7 m/s
(Matsumoto [83]). Katastrofa mostu Tacoma byta trudna lekcja, ktora przypomniata
projektantom o koniecznosci zachowania takiego marginesu bezpieczenstwa, ktory
obejmuje niefortunne zbiegi okolicznosci uzytkowych oraz zjawiska niepewne, nie-
rozpoznane teoretycznie i nieuwzglednione w obliczeniach. W owym czasie do tej
grupy zjawisk nalezaty wszelkie oddziatywania dynamiczne. Katastrofa mostu Taco-
ma zwrocita uwage projektantow na zagadnienia dynamiki, co spowodowalo w na-
stepnych latach intensywny rozw¢j metod eksperymentalnych i metod obli-
czeniowych, shuzacych do analizy drgan mostow wiszacych, szczegodlnie drgan spo-
wodowanych dziataniem wiatru. Metody te beda szczegdétowo opisane w nastgpnych
rozdziatach rozprawy (rozdzialy 2.1, 4.1, 5.1, 5.2). Po katastrofie mostu Tacoma prze-
prowadzono weryfikacje wczesniej zbudowanych obiektow. Niektore obiekty wzmoc-
niono — na przyktad Bronx-Whitestone Bridge, skonstruowany podobnie do mostu
Tacoma oraz Golden Gate Bridge, ktorego konstrukcj¢ uzupetiono dodatkowym
systemem st¢zen umieszczonych w plaszczyznie poziomej, na wysokosci pasa dolne-
go kratownic glownych.

Analiza przyczyn awarii mostu Tacoma i badania dotyczace statecznos$ci aerody-
namicznej spowodowatly istotny zwrot w ksztalttowaniu konstrukcji mostéw. Na
podstawie testow wykonywanych w tunelach aerodynamicznych stwierdzono, ze
zagrozenie niestatecznos$cia typu flatter zalezy w duzym stopniu od ksztattu dzwiga-
ra usztywniajacego. Poszukiwanie optymalnego ksztattu dzwigara doprowadzilto do
wyodregbnienia dwoch gléwnych kierunkéow w projektowaniu mostow wiszacych
(Matsumoto [84]). Pierwszy z nich obejmuje mosty z kratowym dzwigarem usztyw-
niajacym (,,truss-stiffened girder”), ztozonym z dwoch gléwnych kratownic piono-
wych, potaczonych dwoma pomostami — gérnym i dolnym, lub tylko pomostem
gornym, ale wowczas na poziomie pasa dolnego kratownic glownych instaluje sig
pozioma kratownicg stezajaca, ktora zamyka przekroj dzwigara. Poczatkowo ten
kierunek projektowania byl rozwijany gltéwnie w Stanach Zjednoczonych (New
Tacoma Bridge 1950 r., Mackinac Bridge 1957 r., Verrazano Narrows Bridge 1964 r.).
W latach siedemdziesiatych i poézniejszych, w budowie tego typu obiektoéw wyspe-
cjalizowali si¢ projektanci japonscy (Ochnaruto Bridge 1985 r., Bisan Seto Bridges
1988 r., Akashi Kaikyo Bridge 1998 r.). Drugi kierunek rozwoju konstrukcji mostow
wiszacych, praktykowany glownie przez projektantow europejskich, obejmuje mo-
sty z pelnosciennym dzwigarem usztywniajacym, o przekroju oplywowym typu
skrzynkowego (,,stream-line box girder”). Przyktadami takich konstrukcji sa dwa
wielkie mosty zbudowane w Wielkiej Brytanii — Severn Bridge (1966 r.) i Humber
Bridge (1981 r.), most zbudowany nad Cie$nina Bosfor — Second Bosporus Bridge
(1988 r.) oraz drugi pod wzgledem rozpigtosci most wiszacy na $wiecie — Great Belt
East Bridge (1998 r.).
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Wigkszo$¢ mostow zbudowanych w drugiej potowie XX wieku, w tym najdtuzszy
most wiszacy — Akashi Kaikyo Bridge, ma typowy, trojprzestowy schemat konstruk-
cyjny z dwiema plaszczyznami podwieszenia (Gimsing [59]). Wieszaki taczace dzwi-
gar z ciggnami sg zazwyczaj pionowe. Dzwigar usztywniajacy sktada si¢ z trzech od-
rebnych przgsel, swobodnie podpartych na pylonach i przyczotkach. Rozwigzanie
w postaci dzwigara ciaglego jest bardzo rzadko stosowane z uwagi na duze momenty
zginajace w obrgbie podparcia na pylonach oraz ze wzgledu na wpltyw temperatury,
ktory moze powodowaé duze przemieszczenia podtuzne w strefie przypodporowe;j
obok przyczotka, gdzie wieszaki sa najkrotsze. Niepozadanym skutkiem duzych
przemieszczen podtuznych jest migdzy innymi nadmierne pochylenie wieszakow.
Wyjatkowa konstrukcja jest Great Belt East Bridge — dzwigar mostu jest ciagly, ale
pozbawiony pionowego podparcia na pylonach (podparcie wylacznie w plaszczyznie
poziomej), co znaczaco redukuje momenty zginajace w obrebie pylonow. Dodatkowo,
w srodku rozpigtosci mostu wykonano specjalne polaczenie, ktore uniemozliwia wza-
jemny przesuw dzwigara i ciggien, dzigki czemu maleje niekorzystny efekt zwiazany
z duzymi przemieszczeniami podluznymi dzwigara.

W ostatnich latach obserwuje si¢ ponownie tendencje do zwigkszania rozpigtosci
mostow wiszacych — Humber Bridge (glowne przgsto o dtugosci 1410 m), Great Belt
East Bridge (1624 m), Akashi Kaikyo Bridge (1990 m). Obecnie planowana jest bu-
dowa gigantycznego mostu nad Cie$ning Messynska, pomigdzy stalym ladem Wioch
i Sycylia (Messina Strait Bridge). Rozpigtos¢ centralnego przgsta ma wynosi¢ 3300 m,
czyli w przyblizeniu tyle, ile wynosilaby taczna rozpigto$¢ przgsta mostow Akashi
Kaikyo i Golden Gate. Przewiduje si¢ w przysztosci mozliwos¢ budowy jeszcze wigk-
szych obiektow, o rozpigtosciach dochodzacych do 5000 m (przekroczenie Ciesniny
Gibraltarskiej). Przy tak duzych rozpigtosciach zasadniczym problemem jest zapew-
nienie odpowiednich charakterystyk aerodynamicznych projektowanych konstrukcji.
Od kilku lat trwaja intensywne badania, ktorych celem jest wlasciwe, tzn. bezpieczne
i ekonomiczne uksztaltowanie przekroju poprzecznego superdlugich mostow. Rozwa-
zane sa rozne nowe ksztatty przekroju, migdzy innymi przekrdj wielokomorowy lub
tzw. ,twin deck”, czyli przekrdj ztozony z dwoch dzwigarow typu skrzynkowego,
rozdzielonych duza luka powietrzna. Pierwszym efektem tych badan jest planowany
ksztalt dzwigara mostu Messina Strait Bridge, ktorego przekrdj poprzeczny ma skta-
da¢ sig z trzech odrebnych, potowalnych komér skrzynkowych potaczonych skrato-
waniami (Matsumoto [84]). Proponowane sa rézne dodatkowe rozwiazania konstruk-
cyjne poprawiajace statecznos¢ aerodynamiczna, takie jak ostony przeciwwiatrowe
montowane na krawegdziach dzwigara lub skrzydetka z ruchomymi klapkami moco-
wane do wieszakow lub do dzwigara (Cobo del Arco i Aparicio [46]). Niektére roz-
wiazania zastosowano juz w Akashi Kaikyo Bridge — wzmocniono przekrdj dzwigara
dodatkowymi partiami skratowan, a w $rodku rozpigto$ci zainstalowano pionowa
plyte usztywniajaca przekroj. Wszystkie te innowacje sa wynikiem badan modelo-
wych w tunelach aerodynamicznych.
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Mimo bardzo zaawansowanych badan dotyczacych metod stabilizacji drgan mo-
stow wiszacych, mechanizm stabilizacji drgan typu flatter nadal nie jest do konca wy-
jasniony. Podobnie jak nie wyjasniono ostatecznie zagadki mostu Tacoma, na co
zwrocit uwage Matsumoto w swoich najnowszych publikacjach [83, 84]. Wiadomo,
ze przy predkosci wiatru rownej 18,7 m/s nastapila naglta zmiana drgan pionowych
mostu, odpowiadajacych piatej, symetrycznej formie wtasnej (0,6 Hz), na antysyme-
tryczne drgania skretne o nizszej czestosci, wynoszacej 0,23 Hz (pierwsza antysyme-
tryczna forma skretna). Nie wiadomo jednak, dlaczego most Tacoma moégt przetrwac
predkosci wiatru mniejsze od 18,7 m/s, jesli krytyczna predkos¢ flatteru skregtnego
wynosila ok. 6 m/s, co wykazaty badania modelowe Farquharsona. Matsumoto [83]
przedstawit w 2003 roku wyniki badan modelu starego mostu Tacoma. Badania wy-
konane w tunelu aerodynamicznym wykazaly, ze pionowe drgania pomostu spowo-
dowane wirami mogly wywola¢ stabilizacje flatteru skrgtnego, czyli zwigkszenie
predkosci krytycznej wiatru do okoto 18—19 m/s. Na podstawie przedstawionych wy-
nikow badan Matsumoto sformutowat hipoteze, w ktorej stwierdzil, ze zaobserwowa-
ne zjawiska mogly by¢ skutkiem interferencji dwoch wplywow aerodynamicznych:
wzbudzania wirowego, ktore spowodowato pionowe drgania pomostu i flatteru skret-
nego. Podkreslit jednak, ze przedstawione przez niego wyjasnienie przebiegu katastro-
fy jest nadal tylko hipoteza, poniewaz mechanizm niestatecznosci typu flatter powi-
nien by¢ doktadniej wyjasniony w zakresie charakterystyk ci§nienia wiatru w stanie
nieustalonym i roli tzw. pochodnych aerodynamicznych, sformutowanych w odniesie-
niu do zagadnienia flatteru.

Jak wynika z powyzszych rozwazan, ciagle istnieje pewien margines niewiedzy,
ktory nalezy bra¢ pod uwage w projektowaniu mostow wiszacych. By¢ moze ta swia-
domos¢ spowodowala wieloletni brak ostatecznych decyzji w sprawie budowy mostu
nad Cie$ning Messynska. Pierwszy projekt Messina Strait Bridge, nigdy nie zrealizo-
wany, opracowal Steinman juz w 1950 roku. Ide¢ budowy podjgto w latach siedem-
dziesiatych, lecz dopiero po okoto trzydziestu latach zapadly ostateczne decyzje —
budowa ma by¢ rozpoczgta pod koniec 2005 roku, zakonczenie przewiduje si¢ w 2011
roku. Mozna przypuszczaé, ze dzigki supernowoczesnym technologiom XXI wieku
przekroczenie magicznej bariery trzech kilometrow rozpigtosci bedzie rzeczywiscie
mozliwe, ale czy bedzie tez bezpieczne?

1.2. Motywy i cele rozprawy

Prace projektowe zwiazane z planowana budowa mostu nad Cie$ninag Messynska
spowodowaty w ostatnich dziesigciu latach bardzo duze zainteresowanie problematy-
ka mostow wiszacych o wielkich rozpigtosciach. Pojawito si¢ wiele nowych publika-
cji, przy czym wigkszo$¢ z nich dotyczy zagadnien aerodynamiki. Najnowsze prace na
temat metod stabilizacji drgan typu flatter skupily uwage badaczy na zjawisku interfe-
rencji efektow aerodynamicznych [46, 83, 84]. Z badan Matsumoto [83, 84] wynika,
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ze interferencja efektéw aerodynamicznych moze powodowac zwigkszenie predkosci
krytycznej flatteru (stabilizacj¢ drgan mostu), ale moze tez wywolywaé skutek od-
wrotny. Zjawisko to pokazuje, jak wazne dla bezpieczenstwa konstrukcji jest naktada-
nie si¢ drgan roznego pochodzenia. Laczny efekt naktadania si¢ drgan spowodowa-
nych rownoczesnym dziataniem roéznego typu obciazen jest trudny do oszacowania.
Na ogo6t poszczegdlne wplywy ruchu pojazdow, drgan podtoza, dziatan wiatru, czgsto
potaczonego z deszczem i nagla zmiang temperatury otoczenia, wzajemnie si¢ ,,Wy-
thumiaja”. Jednak nie mozna wykluczy¢ mozliwosci pojawienia si¢ skutkow wyjatko-
wo niekorzystnych dla konstrukeji.

Badania zwiazane z interferencja efektow aerodynamicznych ujawnity potrzebe
tacznego analizowania réznych typow wzbudzania drgan mostow wiszacych. Za-
gadnienia te nie sa jeszcze dostatecznie rozpoznane, poniewaz w praktyce oblicze-
niowej analizuje si¢ poszczegdlne typy wzbudzania odrebnie. Opisy teoretyczne
podstawowych obciazen dynamicznych znacznie si¢ r6znia, cz¢sto sa bardzo ztozo-
ne, szczego6lnie w przypadku wzbudzania aerodynamicznego. To utrudnia komplek-
sowg analiz¢ drgan, przy czym najwigksza trudno$¢ wynika z zupetnie odmiennego
podejscia, stosowanego do opisu obciazenia uzytkowego ruchem pojazdow i do
opisu obciazen spowodowanych dziataniem wiatru. W pierwszym przypadku anali-
zuje si¢ obciazenie i drgania konstrukcji w dziedzinie czasu — w drugim powszech-
nie stosuje si¢ metode¢ analizy widmowej, czyli w dziedzinie czgstosci. Dodatkowym
utrudnieniem jest bardzo rozbudowany opis modelu obliczeniowego konstrukcji
mostow wiszacych. Obecnie model obliczeniowy ztozonych konstrukcji budowla-
nych tworzy si¢ najczgsciej za pomoca metody elementow skonczonych. Zastoso-
wanie tej metody do dyskretyzacji mostow wiszacych prowadzi do zadan o wielu
tysiacach stopni swobody. Z tego powodu w zagadnieniach dynamicznych metode
elementow skonczonych stosuje si¢ zazwyczaj do rozwiazania zagadnienia wlasne-
go. Wyniki rozwiazania zagadnienia wtasnego umozliwiaja przeksztatcenie rownan,
opisujacych drgania wymuszone konstrukcji, do postaci modalnej. Do dalszych ba-
dan wybiera si¢ ograniczong liczbg form wlasnych ksztattujacych ostateczne roz-
wiazania. Wybor liczby i rodzaju form wlasnych istotnie zalezy od rodzaju analizo-
wanego wymuszenia. To podejscie jest stosowane gltownie do rozwigzywania
probleméw z zakresu aerodynamiki mostow wiszacych. Przyktadem sa prace Chena,
Matsumoto i Kareema [44], Boonyapinyo, Miyaty i Yamady [17], Cobo del Arco
i Aparicio [46], Scanlana [99]. Opisana metode stosuje si¢ takze do analizy zagad-
nien sejsmicznych (Dumanoglu i Severn [53], Hyun, Yun i Lee [67], Harichandran,
Hawwari, Sweiden [64], Adanur, Dumanoglu, Soyluk [9]), rzadziej do analizy drgan
mostow wiszacych obciazonych ruchem kolejowym (Xia, Xu i Chan [121]).
W ostatnim przypadku jest raczej stosowane podejScie potanalityczne, w ktorym
uktad most — pociag dzieli si¢ na poduktady (Biondi, Muscolino, Sofi [13]).

Odrebny problem stanowia zagadnienia dotyczace drgan spowodowanych ru-
chem drogowym, ktory ma z natury charakter losowy i powinien by¢ analizowany
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W ujeciu stochastycznym. Problem ten jest rzadko rozwazany w literaturze w sposob
teoretyczny, pomimo tego, ze ruch drogowy stanowi zasadnicze obciazenie mostow
wiszacych. Sa to generalnie mosty drogowe, tylko niektore z nich, gtdwnie mosty
japonskie, sa drogowo-kolejowe. Efekty dynamiczne wywotane ruchem drogowym
sa najczesciej badane na podstawie pomiarow dynamicznych przeprowadzanych na
rzeczywistych obiektach (Buckland i in. [38], Nowak i Hong [89]). Przy zastosowa-
niu podejscia teoretycznego problem drgan jest analizowany zazwyczaj jako deter-
ministyczny, a do analizy sa stosowane metody, w ktorych wykorzystuje si¢ anali-
tyczny opis drgan konstrukcji (Hayashikawa i Watanabe [66], Bryja [18]),
Chatterjee, Datta i Surana [42]). Jesli obciazenie ruchem drogowym analizuje si¢
jako losowe, to na ogdt sa rozpatrywane wylacznie statyczne efekty obciazenia,
a metody stochastyczne stuza do wyznaczania efektow ekstremalnych (Dietlevsen
[52], Cremona [47]). Bardzo niewiele prac dotyczy stochastycznego modelowania
drgan wywotanych ruchem drogowym, dziatajacym na mosty o bardzo duzych roz-
pigtosciach. Przyktadem jest publikacja Calcada, Cunha i Delgado [40], dotyczaca
mostu wantowego oraz prace autorki i Sniadego [31-34], w ktorych analizuje si¢
drgania mostow wiszacych, ale tylko jednoprzgstowych, z dzwigarami usztywniaja-
cymi typu otwartego.

W obecnym stanie badan z zakresu dynamiki mostow wiszacych taczna analiza
efektow dynamicznych réznego pochodzenia jest bardzo trudna. Jest to rGwnocze$nie
najnowszy kierunek badan. W 2003 roku pojawita si¢ publikacja Xu, Xia i Yana
[123], ktora dotyczy drgan mostu wiszacego, wywotanych jednoczesnym przejazdem
pociagu i dziataniem wiatru. W 2004 roku opublikowano prace Cai i Chena [39] oraz
Xu i Guo [122], ktorych tematem sa taczne drgania uktadu most — pojazdy drogowe —
wiatr. Zasadniczym celem przedstawionych badan jest analiza drgan pojazdu, z czym
wiaze si¢ mozliwo$¢ zastosowania wielu uproszczen w sposobie modelowania kon-
strukcji i jej obciazen. Opracowanie podobnego algorytmu, ale ukierunkowanego na
analiz¢ drgan konstrukcji, jest zdecydowanie trudniejsze. Nowy punkt widzenia —
z perspektywy kombinacji obciazenia wiatrem i ruchem drogowym — wymusza ko-
nieczno$¢ weryfikacji stosowanych do tej pory metod. Celem tej weryfikacji powinno
by¢ ujednolicenie sposobu modelowania konstrukcji i ujednolicenie formut opisuja-
cych obciazenia dynamiczne, z uwzglednieniem mozliwosci adaptacji metod do zasto-
sowan w dziedzinie analizy stochastycznej. Ta idea bedzie rozwijana w niniejszej
rozprawie.

Zasadniczym celem rozprawy jest opracowanie zbioru metod i algorytmow prze-
znaczonych do analizy drgan nowoczesnych mostéw wiszacych, poddanych dziata-
niu podstawowych obciazen o charakterze uzytkowym i srodowiskowym. Zakres
badan ograniczono do analizy drgan wymuszonych swobodnym ruchem drogowym
i drgan wywotanych dzialaniem porywistego wiatru, z uwzglednieniem losowe;j
natury obu zjawisk. Uwage skoncentrowano na takich sformutowaniach metod, kto-
re moglyby w przyszto$ci umozliwi¢ taczna analizg drgan spowodowanych réwno-
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czesnym dziataniem wiatru i ruchu drogowego. Szczegotowe cele rozprawy okre-
slono nastgpujaco:

e Sformutowanie teorii przestrzennych drgan wieloprzestowych mostow wisza-
cych z uwzglednieniem uscislen teorii klasycznej, prowadzacych do uogdlnie-
nia wczesniej stosowanych, ciagtych modeli obliczeniowych.

e Opracowanie efektywnego algorytmu analizy drgan deterministycznych, dosto-
sowanego do potrzeb stochastycznej analizy drgan wymuszonych ruchem dro-
gowym i dziataniem wiatru.

e Sformutowanie stochastycznego modelu swobodnego ruchu drogowego na mo-
stach o duzych rozpigtosciach i opracowanie metody analizy momentowej pro-
cesOw stochastycznych opisujacych drgania konstrukcji.

e Opracowanie numerycznego generatora stluzacego do symulacji wielopasmo-
wego, losowego ruchu drogowego i towarzyszacych temu obcigzeniu drgan
konstrukcji. Sformutowanie symulacyjnej metody wyznaczania charakterystyk
drgan losowych.

e Weryfikacja modelu obciazenia pojazdami drogowymi pod katem istotnosci
efektow spowodowanych inercja i resorowaniem pojazdow.

e Jlosciowa i jako$ciowa ocena efektow nieliniowych, wynikajacych z deformacji
ciggien spowodowanej obciazeniem uzytkowym.

e Okreslenie metody badania niezawodnosci mostéw wiszacych obciazonych
swobodnym ruchem drogowym w aspekcie pierwszego przekroczenia poziomu
granicznego i zme¢czenia materiatu.

e Sformutowanie stochastycznego modelu obciazenia mostu porywistym wia-
trem, dostosowanego do analizy drgan w dziedzinie czasu.

e Opracowanie podstawowej struktury algorytmu analizy korelacyjnej drgan sto-
chastycznych, spowodowanych turbulentnym przeptywem wiatru.

Jak wynika z przedstawionych celow szczegdlowych, rozprawa obejmuje szeroki
zakres zagadnien, a mimo to nie wyczerpuje obszernego tematu, jakim jest dynamika
mostéw wiszacych. W rozprawie nie rozwaza si¢ problemow zwiazanych z drganiami
incydentalnymi o charakterze ekstremalnym, ktéore moga by¢ spowodowane na przy-
kiad trzgsieniami ziemi, tajfunami itp. Nie rozpatruje si¢ drgan konstrukcji w czasie
montazu i szczegdlowych probleméw aerodynamiki, takich jak wzbudzanie wirowe,
galopowanie, problem flatteru. Rozprawa stanowi podsumowanie i uogolnienie dotych-
czasowych prac badawczych autorki, ktore dotyczyty glownie drgan mostow wiszacych
wzbudzanych ruchem drogowym, w mniejszym za$ stopniu — drgan wywotanych dzia-
faniem wiatru. Metody analizy drgan, przedstawione przez autorke w cyklu publikacji
[18-21, 26-37], odnosily si¢ do mostéw jednoprzgstowych, z dzwigarami usztywniaja-
cymi typu otwartego. Metody te zostaly w niniejszej rozprawie tak uogolnione, ze za-
kres ich zastosowan obejmuje nowoczesne mosty wiszace o duzych rozpigtosciach. Ten
cel osiagnigto przede wszystkim dzigki opracowaniu oryginalnej teorii drgan wieloprzg-
stowych mostow wiszacych, z dzwigarami usztywniajacymi typu komorowego.
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1.3. Tres¢ rozprawy

Rozprawa zawiera sze$¢ rozdziatdéw. W rozdziale 1 omowiono charakterystyczne
cechy konstrukeji i ewolucjge metod ksztattowania mostow wiszacych na tle historii
ich budowy. Przedstawiono motywy wyboru tresci rozprawy i jej cele. Rozdziat 2
zawiera teori¢ 1 algorytm analizy deterministycznych drgan mostéw wiszacych, przy
dowolnym wymuszeniu, rozdzial 3 — prezentacje¢ i analiz¢ wynikéw badan numerycz-
nych, dotyczacych wybranych, deterministycznych zagadnien dynamiki. Rozdziat 4
dotyczy drgan stochastycznych spowodowanych losowym ruchem drogowym, rozdziat 5
— drgan stochastycznych spowodowanych dziataniem porywistego wiatru. W rozdziale
6 przedstawiono wnioski i uwagi koncowe oraz podsumowanie pracy. Z uwagi na
réznorodnos¢ tematyki w kazdym rozdziale znajduje si¢ odrgbne wprowadzenie,
w ktorym oméwiono zakres badan w odniesieniu do literatury tematu, oraz odrebne
podsumowanie zawierajace zasadnicze wnioski wynikajace z badan przedstawionych
w danym rozdziale. Wyjatkiem jest rozdziat 2, ktéry podsumowano po przedstawieniu
wynikow analiz numerycznych, zawartych w rozdziale 3. Szczegdtowa tres¢ glow-
nych rozdziatéw rozprawy jest nastgpujaca.

W rozdziale 2 zdefiniowano model fizyczny wieloprzgstowych mostow wiszacych
i sformutowano dwa ciagle modele obliczeniowe — model zasadniczy i model uprosz-
czony, ktore roznia si¢ sposobem opisu drgan ciggna. W modelu zasadniczym ruch
wieloprzelotowego ciggna jest opisany w plaszczyznie zawieszenia dwiema sktadowy-
mi — pozioma i pionowa. W modelu uproszczonym pomija si¢ poziome podtuzne
przemieszczenia ciggien, co wynika z zastosowania klasycznej teorii drgan ciggna
o matym zwisie. Model zasadniczy jest ogdlniejszy, obejmuje nie tylko mosty z cig-
gnami o matym zwisie, ale réwniez mosty z ciggnami, ktérych geometria nie spetnia
warunku malego zwisu, nazywane dalej skrotowo ciggnami o duzym zwisie. W obu
przypadkach wyprowadzono oryginalne réwnania rézniczkowe, opisujace nieliniowe,
przestrzenne drgania mostu. Wyprowadzenie rownan opiera si¢ na teorii drgan wiot-
kiego ciggna (Hajduk i Osiecki [62]), potaczonej z uogélniona teoria gi¢tno-skretnych
drgan dzwigarow cienkosciennych, ktora obejmuje profile otwarte i zamknigte (Gjel-
svik [61]). W rownaniach uwzgledniono efekt wahadtowy drgan podwieszonego
dzwigara. Do opisu efektu wahadlowego zastosowano metod¢ przedstawiona przez
autorke w pracy [18]. Réwnania drgan mostu rozwiazano metoda przyblizona, w kto-
rej opis ruchu uktadu w ujeciu Lagrange’a jest powiazany z aproksymacja przemiesz-
czen w sensie Ritza (Langer [75]). Idea metody Lagrange’a—Ritza prowadzi, po
wyprowadzeniu formul bilansu energetycznego, do sformulowania réwnan opisuja-
cych ruch mostu w dziedzinie czasu. Rozwazono kilka przypadkow szczegotowych.
W punkcie 2.5.2 wyprowadzono rownania ruchu mostow wieloprzestowych, w kto-
rych skrajne odcinki ciggien (odciagi) moga by¢ traktowane w przyblizeniu jako po-
ziome. Zapis rownan umozliwia automatyczne przej$cie do opisu drgan mostow,
w ktorych nie ma technicznej potrzeby wyrdzniania odciagéow. W punkcie 2.5.3
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przedstawiono zmodyfikowana posta¢ réwnan ruchu, dotyczaca mostow z odciagami
uko$nymi. Réwnania te obejmuja przypadek mostow jednoprzestowych, w ktérych
odciagi sa zawsze uko$ne. Punkt 2.5.4 zawiera rozwiazania zwiazane z uproszczonym
modelem obliczeniowym, zatem wyprowadzone w tym rozdziale réwnania ruchu od-
nosza si¢ wytacznie do mostéw z ciggnami o matych zwisach. W sformutowaniu row-
nan ruchu zwrdcono szczegdlna uwage na dobor modelu thumienia, analizujac rozne
warianty na tle opisu rzeczywistych cech tlumienia drgan w mostach wiszacych.
W ostatnim punkcie omawianego rozdzialu przedstawiono wzory shuzace do oblicza-
nia przemieszczen i sit wewngtrznych oraz naprezen w ciggnach i w dzwigarze
usztywniajacym mostu. Formuly te wraz z wyprowadzonymi réwnaniami ruchu two-
rza algorytm umozliwiajacy analiz¢ numeryczng drgan rozwazanych obiektow.

W rozdziale 3 przedstawiono wyniki i analizy testéw numerycznych. Gtownym
celem tych badan bylo porownanie dwoch rozwazanych w pracy modeli obliczenio-
wych mostu. Oceniono skutki stosowania modelu uproszczonego i na tym tle oszaco-
wano mozliwo$ci wykorzystania do dalszych badan uproszczonej wersji algorytmu,
efektywniejszej w sensie numerycznym. Zakres badan numerycznych obejmuje roz-
wigzania zagadnienia wlasnego oraz analiz¢ przebiegow funkcji wptywu (dynamicz-
nych i quasi-statycznych), ktore w dalszej czgsci pracy wykorzystano do budowania
rozwiazan w zakresie drgan stochastycznych. W trakcie badania zbieznos$ci rozwiazan
ustalono miarodajna liczbe funkcji aproksymujacych stan przemieszczenia konstruk-
cji. Na przyktadzie drgan konstrukcji obciazonej okresowa serig ruchomych sit sku-
pionych przedstawiono obszerng analiz¢ skutkow stosowania roznych modeli thumie-
nia. Analizowano drgania w strefach rezonansowych, gdzie wplyw tlumienia jest
najwigkszy, zatem i réznice migdzy przyjetymi modelami thumienia ujawniaja si¢
w sposoOb najbardziej widoczny. Przedstawione w rozdziale 3 wyniki badan obejmuja
weryfikacje rozwiazan, polegajaca na poréwnaniu wynikdéw obliczen z danymi ekspe-
rymentalnymi, ktoére dotycza rzeczywistego obiektu mostowego. Do tego poréwnania
wykorzystano dostgpne w literaturze wyniki pomiaréw dynamicznych mostu Vincenta
Thomasa, zbudowanego w latach sze$¢dziesiatych w Los Angeles (Abdel-Ghaffar
i Housner [5]). W podsumowaniu rozdziatu 3 przedstawiono wnioski stuzace ocenie
algorytmu sformutowanego w rozdziale 2.

Rozdziat 4 jest poswigcony analizie probabilistycznej drgan spowodowanych swo-
bodnym ruchem drogowym, o charakterze losowym. Jego tres¢ sktada sig¢ z trzech
zasadniczych watkow. Dwa z nich to sformulowanie dwoch metod analizy: metody
analityczno-numerycznej, w ktorej wykorzystuje si¢ aparat matematyczny dotyczacy
procesOw stochastycznych i metody symulacyjnej, opartej na technikach typu Monte
Carlo. Pierwsza metoda jest zdecydowanie skuteczniejsza, ale moze by¢ stosowana
wylacznie do analizy drgan liniowych. Jej podstawa merytoryczna sa wspdlne pu-
blikacje autorki i Sniadego [31-34], dotyczace losowych drgan jednoprzestowych
mostow wiszacych. Sformulowanie metody obejmuje opracowanie stochastycznego
modelu obcigzenia ruchem drogowym mostow o duzych rozpigtosciach oraz wypro-
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wadzenie formut niezbednych do analizy momentowej procesow stochastycznych,
ktore opisuja przestrzenne drgania wieloprzgstowych mostéw wiszacych. Alternatyw-
na metodg symulacyjng opracowano w celu oszacowania poziomu istotnosci wply-
wow nieliniowych, pomijanych w metodzie analityczno-numerycznej. Przedstawiona
w rozprawie metoda symulacyjna stuzy do wyznaczania charakterystyk drgan proba-
bilistycznych, liniowych i nieliniowych. Jej koncepcja wynika z zatozenia, ze losowe
drgania mostu w stanie ustalonym sa stacjonarnym procesem ergodycznym. Do symu-
lacji przebiegdw drgan mostu opracowano oryginalny algorytm wspotpracujacy
z numerycznym generatorem losowego ruchu drogowego. Generator ten umozliwia
jednoczesng symulacj¢ kilku niezaleznych, losowych potokéw pojazdéow drogowych,
modelowanych za pomoca zbioru oscylatorow jednomasowych. Przytoczono wyniki
eksperymentow symulacyjnych, ktore potwierdzily zasadno$¢ zalozen metody anali-
tyczno-numerycznej. Trzeci watek rozdziatu jest zwiazany z badaniem niezawodno$ci
mostow wiszacych w sensie problemu pierwszego przekroczenia i w aspekcie zme-
czenia materialu. Przedstawiono metod¢ badania niezawodnos$ci, przyktady analiz
prawdopodobienstwa przekroczenia pewnego stanu granicznego przemieszczen oraz
przyktady wyznaczania czasu zycia mostu, okre§lonego z uwagi na zmegczenie mate-
riatu przgset bocznych mostu, przegsta gldownego i ciggien. Przeprowadzono dyskusje
rozwiagzan pod katem oceny mozliwosci modelowania procesdOw naprezen za pomoca
proceséw waskopasmowych i szerokopasmowych. Na podstawie analizy funkcji ge-
stosci widmowej i momentow widmowych przedstawiono metode i przyklady osza-
cowan rzeczywistej szerokosci pasma procesow.

Tematyka rozdziatu 5 rozprawy jest zwigzana z zagadnieniami aerodynamiki.
W uwagach wstgpnych omoéwiono zwigzle rodzaje zjawisk aerodynamicznych, ktore
pojawiaja si¢ podczas eksploatacji mostéw wiszacych. Szczegdlna uwage zwrdcono
na zjawisko wzbudzania turbulentnym przeptywem wiatru' i nowoczesne metody
analizy drgan wywotanych tego rodzaju wymuszeniem. Na podstawie najnowszych
danych literaturowych, przedstawiono obowigzujace definicje obciazen aerodyna-
micznych mostow o duzych rozpigtosciach. Na tym tle sformutowano oryginalny,
stochastyczny model obciazenia porywistym wiatrem z losowa turbulencja, w ktorym
dziatanie wiatru jest opisane niestacjonarnym procesem stochastycznym o okresowo
zmiennej w czasie wartosci oczekiwanej. Opracowano metod¢ analizy probabilistycz-
nej drgan mostéw wiszacych, wywotanych dziataniem wiatru, przy czym — zgodnie
z najnowszymi trendami — w analizie drgan zastosowano podej$cie polegajace na po-
szukiwaniu rozwigzan w dziedzinie czasu, zamiast metod spektralnych, okre§lonych
w dziedzinie czgstosci. Pole ci$nienia wiatru podzielono na segmenty wzdhuz rozpig-
tosci mostu, uwzgledniajac przestrzenna korelacj¢ turbulencji. Przedstawiono rozwia-

!'W literaturze anglojezycznej zjawisko wzbudzania turbulentnym przeptywem wiatru jest okreslane
terminem ,,buffeting”.
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zania w zakresie teorii korelacyjnej, stuzace probabilistycznej ocenie drgan konstruk-
cji. Przytoczono tez wyniki testow obliczeniowych, ktore ilustruja charakter losowej
odpowiedzi mostu na dziatanie przyjgtego procesu obciazenia. W podsumowaniu roz-
dzialu omoéwiono roézne warianty zastosowan modelu wiatru sformutowanego w roz-
prawie. Oméwiono takze mozliwos¢ uwzglednienia w podstawowej strukturze algo-
rytmu sit samowzbudnych, wynikajacych z ruchu konstrukeji.



2. Teoria drgan
wieloprzestowych mostow wiszacych

2.1. Wprowadzenie

W ostatnich latach w obliczeniach statycznych i dynamicznych réznych konstruk-
cji, w tym takze mostow wiszacych, najczesciej stosuje si¢ metode elementow skon-
czonych. Metoda ta jest narzedziem, ktore stuzy zarowno do obliczen inzynierskich,
jak i do rozwiazywania zaawansowanych probleméw badawczych. W wigkszosci prac
dotyczacych zagadnien dynamiki mostow wiszacych metodg elementéw skonczonych
stosuje si¢ do rozwiazania zagadnienia wlasnego. Nastepnie wykorzystuje si¢ formy
wlasne (wektory wilasne), aby zapisa¢ réwnania ruchu w postaci modalnej, co pozwala
formutowac szczegotowe metody rozwiazywania probleméw drgan wymuszonych
w odniesieniu do parametrow modalnych konstrukcji [43, 64, 67, 70, 73, 99, 121].
W analizach nieliniowych standardowa procedure dekompozycji modalnej stosuje si¢
zwykle po obliczeniu stycznej macierzy sztywnosci, okre§lonej w nieliniowym zagad-
nieniu statycznym. Takie podejscie do analizy nieliniowych drgan mostéw wiszacych
prezentuja migdzy innymi Chen [44], Boonyapinyo [17] oraz Cobo del Arco i Apari-
cio [46].

Modelowanie za pomoca metody elementow skonczonych umozliwia stosunkowo
doktadny opis konstrukcji, ale zwykle prowadzi do bardzo duzych zadan, o wielu ty-
siacach stopni swobody. Zazwyczaj po wyznaczeniu form wilasnych wybiera si¢ do
dalszych badan kilka lub kilkanascie postaci drgan ksztattujacych ostateczne rozwia-
zania. Wlasciwy wybor liczby i rodzaju postaci drgan opisujacych z dostateczng do-
ktadnos$cia ruch konstrukcji ma bardzo istotne znaczenie. Jak sugeruje Abdel-Ghaffar
[4], obliczenia dynamiczne mostow wiszacych metoda elementéw skonczonych po-
winny by¢ zawsze poprzedzone obliczeniami analitycznymi, ktore umozliwiaja rozpo-
znanie specyficznych cech drgan konstrukcji oraz utatwiaja wyodrebnienie tych form
wlasnych, ktore rzeczywiscie istotnie wptywaja na globalna odpowiedz mostu, podda-
nego dziataniu analizowanego obciazenia dynamicznego. Z tego wzgledu nadal aktu-
alne jest rozwijanie metod analitycznego opisu ruchu konstrukcji, ktore pozwalaja na
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budowanie efektywnych algorytméw w niewielkiej, w porownaniu z metoda ele-
mentdéw skonczonych, bazie wspotrzednych. Poczatkowo stosowanie metod analitycz-
nych wiazato si¢ z konieczno$cia wprowadzania wielu, czasem do$¢ radykalnych
uproszczen modelu obliczeniowego, gtownie z powodu ograniczonych mozliwosci
poszukiwania rozwigzan S$cistych. Obecnie, dzigki wielkiemu postgpowi w dziedzinie
metod komputerowych, poszukuje si¢ raczej rozwiazan analityczno-numerycznych, co
umozliwia przyjecie bardziej ztozonego modelu konstrukcji. Ten kierunek badan beg-
dzie rozwijany w niniejszym rozdziale.

Pierwsze znaczace prace, traktujace o dynamice mostow wiszacych, zostaty opu-
blikowane po spektakularnej katastrofie mostu Tacoma Narrows. Pojawito si¢ wow-
czas wiele publikacji, w ktorych stopniowo doskonalono model obliczeniowy mostu i
stosowano rozne, $ciste 1 przyblizone metody rozwiazan, np. fundamentalne opraco-
wanie Bleicha [14], prace Steinmana [113, 114], Hawranka [65], Selberga [100, 101].
Wykorzystanie nowych technik obliczeniowych z uzyciem maszyn cyfrowych spowo-
dowato w latach siedemdziesiatych i osiemdziesiatych znaczacy przetom w ba-
daniach. Z tego okresu pochodza migdzy innymi prace Irvina [68], Hayashikawy [66],
Maedy [82] i Smirnova [106], przy czym na szczegdlng uwage zastuguje obszerny
cykl publikacji Abdel-Ghaffara [1-7]. W Polsce zagadnieniem drgan mostéw wisza-
cych zajmowalo si¢ niewielu autoréw. Znaczaca pozycje stanowia tu prace autorki
[18, 19, 27, 76, 77], dotyczace drgan jednoprzgstowych mostow wiszacych z cienko-
scienna belka usztywniajaca o monosymetrycznym przekroju otwartym. Wybrane
zagadnienia drgan uktadow belkowo-ciggnowych badali Nguyen van Tinh [88] oraz
Rakowski [93].

Przedmiotem rozwazan autoréw cytowanych prac byly drgania pionowe lub drga-
nia przestrzenne mostow. W przypadku analizy drgan przestrzennych jako model
dzwigara usztywniajacego przyjmowano zazwyczaj belke cienkoscienna [4, 65, 88,
106]. Na ogot autorzy rozwazali szczegolny przypadek drgan dzwigara o przekroju
bisymetrycznym, zwlaszcza w przypadku profili zamknigtych. Bisymetria przekroju
prowadzi do separacji poziomych drgan poprzecznych i drgan skretnych belek cienko-
sciennych. W rzeczywisto$ci dzwigar usztywniajacy mostu jest obciazony dodatkowa
masa nawierzchni i wyposazenia mostu (balast). Masa balastu powoduje zréznicowa-
nie potozenia $rodka masy przekroju sprezystego belki i przekroju balasto-wanego,
ktorego skutkiem jest bezwladnos$ciowe sprzezenie drgan poziomych i skret-nych.
Ponadto punkty zamocowania wieszakow na ogot nie leza w poziomej ptasz-czyznie
symetrii bisymetrycznego dzwigara, co generuje dodatkowe, statyczne sprzg-zenie
drgan zwiazane z efektem wahadtowym [18, 76]. Opisane sprzg¢zenia pojawiaja si¢
niezaleznie od typu przekroju (profile otwarte i zamknigte, bisymetryczne i mono-
symetryczne) i nie powinny by¢ z zalozenia pomijane.

We wszystkich znanych autorce pracach, w ktérych stosowane byto ujgcie anali-
tyczne, rOwnania drgan mostow wiszacych wyprowadzano przy zalozeniu, ze zwis
ciggien jest maly. Zalozenie to, znane w teorii ciggna wiotkiego pod nazwa hipotezy
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2.2. Model fizyczny konstrukcji

Przedmiotem rozwazan sa mosty wiszace o typowych, najczgsciej stosowanych
systemach konstrukcyjnych. Sa to mosty wieloprzgstowe, zazwyczaj trojprzestowe,
z przgstami swobodnie podpartymi i podwieszonymi za posrednictwem pionowych
wieszakéw do dwoch ciggien opartych przesuwnie na pylonach i zakotwionych na
koncach w blokach kotwiacych. Ideowy schemat przyktadowego mostu trojprzestowe-
go pokazano na rys. 2.1.

a)
lon dzwigar )
b)
IS : AK : ‘ Y 2
1 Iy # I k Iy 4
©)

Rys. 2.1. Ideowy schemat mostu
Fig. 2.1. Schematic of an idealized bridge

Na rysunku 2.1a przedstawiono elementy no$ne mostu. Zakladamy, ze most jest
symetryczny wzgledem pionowej plaszczyzny podtuznej. Dzwigar usztywniajacy jest
podwieszony do dwdch wiotkich ciggien. Sktada si¢ z kilku odrgbnych przgset swo-
bodnie podpartych ze wzgledu na zginanie w obu ptaszczyznach — pionowej 1 pozio-
mej (rys. 2.1b). Zaktadamy, ze sposob podparcia uniemozliwia skrgcenie przekrojow
przypodporowych, ale zapewnia swobodg ich deplanacji. Model fizyczny dzwigara
usztywniajacego przyjmujemy w postaci pryzmatycznej cienkosciennej belki o prze-
kroju monosymetrycznym otwartym lub zamknigtym, zamknigtym czg$ciowo lub
catkowicie. Przekroje poszczegdlnych przgsel dzwigara moga by¢ rozne. Krzywizng
wstepna dzwigara pominiemy jako mala wobec jego rozpigtosci.
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Ciegna sa ciagte, idealnie wiotkie, maja jednakowy przekro] wzdhuz catej rozpig-
tosci. W warunkach statycznych przenosza calkowicie ci¢zar wlasny catego uktadu,
przy czym krzywa zwisu statycznego jest ksztaltowana gltéwnie przez rownomiernie
roztozony cigzar dzwigara usztywniajacego. Wieszaki sa pionowe, zamocowane obu-
stronnie przegubowo i rozmieszczone dostatecznie gesto, aby ich reakcja mogla by¢
traktowana jako obciazenie rozlozone. Zaktadamy, ze przy poprzecznych wychy-
leniach belki wieszaki obracaja si¢ wokot gornej cieciwy ciggna oraz — ze zasadnicze
odksztalcenia wieszakow powstaja pod wplywem obciazenia statego, zatem dlugosci
wieszakow nie ulegaja zmianie pod obciazeniem uzytkowym.

Na rysunku 2.1c przedstawiono tras¢ ciggien w statycznie zrownowazonej konfi-
guracji, gdy jedynym obciazeniem mostu jest ci¢zar wlasny i cigzar wyposazenia.
Trasa ciegna sktada si¢ z kilku odcinkow oznaczonych numerami i =0,1,..,n+1. Od-
ciagi, czyli skrajne odcinki przelotu ciggna, oznaczone numerami i =0, i=n+1,
doprowadzaja ciggno do blokow kotwiacych i nie sa bezposrednio polaczone wiesza-
kami z dzwigarem. Pozostate odcinki przelotu o numerach i =1,...,n odnosza si¢ do
kolejnych przeset mostu. W przypadku mostu trojprzgstowego n =3 . Krzywa zwisu
statycznego ciggna Z.;(X;) jest funkcja lokalnej wspotrzednej geometrycznej X;, przy

czym 0 <X <l oraz z;(0) = h; oraz z;(l;) = h;,,. Odlegtos¢ dolnych punktow zamo-
cowania wieszakow od najwyzej potozonego punktu podparcia ciggna jest jednakowa
we wszystkich przgstach i wynosi h. . Symbol f w przgsle srodkowym oznacza strzat-

ke zwisu ciggna, mierzona od jego cigciwy w potowie rozpigtosci przesta.

a) b)

p———

Rys. 2.2. Podstawowe sposoby podparcia ciggien na pylonie
Fig. 2.2. Basic types of connection between cables and pylon

Skrajne punkty podparcia ciggien sa nieprzesuwne pionowo i poziomo, co wynika
z pelnego zamocowania w blokach kotwiacych. Posrednie podparcie ciggien na pylo-
nach konstruuje si¢ zazwyczaj w dwu postaciach, przedstawionych schematycznie na
rys. 2.2. W rozwiazaniu 2.2a ciggno jest opasane na siodle zamocowanym do pylo-nu,
w rozwiazaniu 2.2b siodlo ma mozliwo$¢ poziomego przesuwu. Sposob podparcia
ciggna pokazany na rys. 2.2b byl powszechnie stosowany we wcze$niejszych kon-
strukcjach mostow z masywnymi pylonami. W nowoczesnych mostach stosuje si¢ go
zazwyczaj jedynie w trakcie montazu. Po calkowitym zakonczeniu fazy montazowe;j
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siodto oparcia ciggna jest centrowane i nastgpnie catkowicie mocowane do wierzchot-
ka pylonu. Wtedy ostateczne potaczenie ciggna z pylonem ma postac jak na rys. 2.2a.
Takie rozwigzanie pozwala zminimalizowac efekt niecentrycznego przekazywania sig
pionowych naciskow ciggna na pylon, co jest szczeg6lnie istotne w przypadku mos-
tow o duzych rozpigtosciach, w ktorych pylony sa wysokie i stosunkowo wiotkie.
W rozwiazaniu 2.2a swobodny przesuw ciggna po siodle jest ograniczony jedynie
niewielkim tarciem. Jesli wymagane jest nieprzesuwne potaczenie ciggna z pylonem,
to stosuje si¢ specjalne zaciski, obejmujace ciggno w obrgbie siodla, dalej pozostaje
jednak mozliwy przesuw ciggna w punkcie podparcia, ze wzgledu na odksztatcalnos¢
gietna pylonu. Wedlug Gimsinga [59], w obu przypadkach sposdb podparcia ciggna
na pylonie najlepiej idealizuje podpora przegubowa, poziomo-przesuwna. Zatozymy
zatem, ze pylony sa nicodksztalcalne, a opasanie ciggna na pylonie modeluje si¢ za
pomoca podpory punktowej, przegubowo-przesuwnej, bez tarcia.

W analizie dynamicznej uwzglednimy ciagty rozktad masy konstrukcji i réwno-
miernie roztozona mase¢ balastu w postaci nawierzchni i wyposazenia mostu. Pominie-
my wplyw bezwladnosci obrotowej przekrojow dzwigara przy zginaniu i wplyw bez-
wladnosci deplanacyjnej. Pominiemy takze poziome, poprzeczne do osi mostu sktado-
we sily inercji ciggien i sity bezwladnosci masy wieszakéw jako mate wobec gtow-
nych sktadnikow inercji. Stan rownowagi statycznej mostu pod dziataniem obciazen
stalych przyjmiemy jako konfiguracje odniesienia w opisie drgan uktadu. Zatozymy,
ze przemieszczenia dynamiczne konstrukcji sa male wobec jej wymiaréw, a wlasci-
wosci mechaniczne materialu ciggien i dzwigara opisuje prawo Hooke’a. Rozpatry-
wane beda obciazenia o charakterze dynamicznym, dziatajace wyltacznie na dzwigar
usztywniajacy mostu. Nie beda uwzgledniane wptywy niemechaniczne.

2.3. Rownania rozniczkowe drgan ciggna

Stan przemieszczenia ciggna w jego ptaszczyznie okreslaja dwie sktadowe — piono-
wa We;(X,t) ipozioma Ug;(x;,t), gdzie j = 1, 2 oznacza numer ciggna (rys. 2.1c). Sa

to przemieszczenia wywotane obciazeniem uzytkowym, mierzone wzgledem krzywej
zwisu statycznego. Catkowita sita w ciggnie N;(X;,t) = Ny;(X;) + AN;(X;,t) jest suma

sity statycznej i przyrostu dynamicznego, przy czym dynamiczny przyrost sity w cigg-
nie jest okreslony relacja AN; = E A.¢;, gdzie E A, jest sztywnoscia osiowa ciggna.

Odksztalcenie podluzne ¢;, obliczone wzgledem statycznej wartosci odksztatcenia

&yj = Noj/ E.A , Jest wedlug Hajduka i Osieckiego [62] okreslone wzorem

& (X,,t)—(uCJ +—u )cos Do +(WCJZCI +— W )cos Boi- (2.1)
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W przypadku matych przemieszczen czlony nieliniowe we wzorze (2.1) sa pomija-
ne i otrzymuje si¢

& = (Ug; +Wéjzéi)cos2ﬂ0i , (2.2)
gdzie ( )'=0lx, cos By = (1+2,,°)™"*. Funkcje z,,(x,), gdzie i = 0,1,..,n+1, okre-

slaja kolejne odcinki krzywej zwisu statycznego ciggna.
Réwnania rownowagi dynamicznej, wyprowadzone na podstawie analizy stanu
rownowagi odksztatconego elementu ciggna [19, 62], maja postac:

0 . Wej — &2 m, . m 9
_g NJ Slnﬁoi +%Cosﬁ0i + c WCJ — Cg + mWig + ij’

i cos Sy

2.3)

cos fy

-
_9 N; cos,b’Oi+Lcos,Boi b M u;; =0,
6 1+ ¢;

gdzie () = 0/ 0t . Masg wieszakdw, jako mata wobec masy catego mostu, usredniono
na dlugo$ci przgsta przyjmujac w uproszczeniu, ze m,,; (%) = mM,; = const. Symbol
m, oznacza masg jednostki dlugosci ciggna, I,;(X;,t) = rzoj(xi) +Ar, (X, 1) jest roz-

tozona, pionowa reakcja wieszakow. W rownaniach odpowiadajacych skrajnym od-
cinkom ciggien, ktore nie sa obcigzone wieszakami, nalezy przyja¢ r,; =0, m,; =0.

W stanie rOwnowagi statycznej ciggna calkowicie przenosza ci¢zar wiasny mostu,
zatem uwzgledniajac symetri¢ uktadu mamy rzoj(xi) =m,;g/2, gdzie m,; jest stalg

intensywnoscia rozktadu masy belki usztywniajacej z balastem, w przgsle i.
W dynamice ciggien operuje si¢ zazwyczaj pojeciem naciagu H; =H,; + AH,,

ktory jest pozioma skladowa sity w ciggnie N;. Po podstawieniu do réwnan (2.3)

zaleznosci H;(%;,t) = N;(x;,t) cos f; otrzymuje sig

0 , W, — &2 m, .. m.g ~
-—| Hjze + Hj + W, = + Mg + 1,5,

jeci cj —
0% 1+¢g cos fy; cos B

2.4)

-
—i[Hj+Hj ud ‘]+ M . =o0.

cj
OX; 1+¢; cosfy;

W dalszym ciagu przyjgto, ze dynamiczny przyrost odksztatcenia podtuznego ¢;
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Jest znacznie mniejszy od jednosci, mozna zatem tez przyjac, ze 1+ &; ~1. Rownania

(2.4) przyjmuja wowczas postac

0 , , m, m.g ~
_a_xi[(HOj +AH )z + (Hyj + AH W] + Coscm W = cosCﬂOi +Mg+r;,
(2.5)
0 H H H H ug LS

W warunkach statycznych, tj. gdy w;; =0, u;; =0, AH; =0, Ar,; =0, otrzy-

muje si¢ na podstawie wzordéw (2.5) rownania rOwnowagi statycznej ciggna

0 m.g

- —(H,.z.) = + g+,
axl ( 0] Cl) Cosﬂol ng Z]
(2.6)
0
~ % (H,)=0.
aXi( 0])

Z réwnania (2.6), wynika, ze naciag statyczny jest staly w kazdym przgsle. Ponad-
to z warunku réwnowagi poziomych sktadowych sit dziatajacych w punktach podparé
ciggna wynika, ze naciagi statyczne kazdego odcinka ciggna sg jednakowe. Naciag jest
tez jednakowy dla obu ciggien, co z kolei jest skutkiem symetrii uktadu, zatem
Hy; =H, =const.

Réwnanie (2.6); opisuje statyczna trasg ciggna, ktora jest ksztaltowana gléwnie
przez rownomiernie roztozony cigzar dzwigara, przekazywany na ciggno przez pio-

nowe oddzialywanie wieszakow I’ZOJ- (X;) =m,;g/2. Mozna przyja¢ w przyblizeniu, ze

krzywa zwisu statycznego ciggna jest odcinkami paraboliczna, okre$lona zbiorem
rownan (2.6);, uproszczonych do postaci

Hozg; +0,5mM;g =0, (2.7)
gdzie i, = 2(M, + M,;)+ m,; . Symbol M oznacza intensywnos¢ rozktadu usrednio-

nej, zastgpczej masy ciggna, roztozonej rownomiernie na odcinku |, . Mozna ja obli-

czy¢ wedhug wzoru
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|
ffi,, = Il j m, cos™' S dx; . (2.8)
i

W przypadku skrajnych odcinkow ciggna, ktdre nie sq zwiazane wieszakami z bel-
ka usztywniajaca, nalezy przyja¢ m, = 2m;.

Zazwyczaj w jednym z przegset mostu wieloprzestowego narzuca si¢ konstrukcyjnie
strzalke zwisu ciegna f. Naciag wstepny ciegien jest wowczas zdeterminowany i moz-
na go wyznaczy¢ calkujac dwukrotnie réwnanie (2.7) z uwzglednieniem warunkow
brzegowych. W przypadku trojprzgstowego schematu mostu pokazanego na rys. 2.1
otrzymuje si¢ w przesle sSrodkowym

m h
Z,(X)) = 4ﬁg(lzxz - X3) +|_3X2 ,
0 2

2.9)

~ 12
z,,(1,/2)=f +0,5h; > H, = nI269f|2 '

Woweczas trasa kazdego odcinka ciggien w stanie rownowagi statycznej jest para-
bola opisana rownaniem

h,, —h; 4f m;
2 (%) =h +%Xi +|_2m_l(|ixi _Xiz)a (2.10)
i 2 My
zatem zJ; = -8 fffi, /1;/M,. Wzory te sa stuszne rowniez w przypadku mostow o wielu

przgstach, przy czym za |,, M, nalezy podstawi¢ odpowiednio rozpigtos¢ | i ma-
s¢ M przesta z narzucong konstrukcyjnie strzatka zwisu ciggna. Mozemy zapisaé

ogolnie, ze
hH— _hl 4f " 8f
Zii (%) = h +l|—_xi +|_2#i(|ixi - Xiz): Z; = _I_z,ui, (2.11)
My, Ml 2.12)
A T T et '

Usredniona masg ciggna potrzebng do wyznaczenia masy przgsta M oblicza sig
bezposrednio wedtug wzoru (2.8) tylko w przgsle o parametrach I, m, gdzie g; =1

i funkcja (2.11) jest w pelni okreslona. Zastosowanie wzoru (2.8) do wyznaczenia
usrednionej masy ciggna w pozostatych przgstach prowadzi do procedury iteracyjnej,
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ustalajacej warto$¢ parametru g i posta¢ rownania (2.11). W pierwszym kroku itera-
cji mozna przyjac, ze 4 =0.

W przypadku odciagdw, tzn. gdy i =0 lub i =n+1, krzywizna trasy statycznej
jest pomijalnie mata, poniewaz M, =2m << M. Wobec tego w dalszym ciagu przyj-

miemy, ze odciagi sa prostoliniowe i z; = —(8f /1%)(f; /M) = 0.

T I
\ qu I th!j

he— 7 /

Rys. 2.3. Reakcja wieszakow w odksztatconej konfiguracji ciggna
Fig. 2.3. Reaction of hangers in a deformed state of cable

Roéwnania (2.5) nie uwzgledniaja, ze poziomy ruch ciggna w jego ptaszczyznie nie
jest catkowicie swobodny, jezeli ciggno wspolpracuje z belka usztywniajaca mostu.
Efekt ten mozna opisa¢ uzupetiajac rownanie (2.5), sktadnikiem drugiego rzedu,
wyprowadzonym przy odrzuceniu zasady zesztywnienia. Nastgpstwem poziomego
przemieszczenia przekroju ciggna jest wychylenie wieszakow o kat «; (rys. 2.3), przy

czym tga; =Ug; /(he —2). Wychylenie wieszakéw powoduje pojawienie sig po-
ziomej sktadowej reakcji wieszakow i1 dodatkowe obciazenie ciggna, ktore wynosi
(X, =r,tga; = (rzoj +Ar,)Ug; /(g —2;) . Obciazenie to jest efektem drugie-
go rzedu, mozna wigc przyjac, ze istotny jest tylko jego sktadnik liniowy, ktéry w ana-
lizowanym przypadku jest okreslony wzorem

0
FjUcj M0

= Ugi -
(hc - Zci) 2(hc - Zci) :

Po wyeliminowaniu z rownan (2.5) warunkow rownowagi statycznej (2.6) i po
uwzglednieniu obciazenia (2.13) otrzymuje si¢ ostateczna posta¢ rdOwnan, opisujacych
drgania ciggna wspolpracujacego z dzwigarem usztywniajacym mostu wiszacego. Sa
to nastgpujace rownania:

N (X, t) = (2.13)
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0 m .
_Hong_—a [AH (zg; +wg )]+ =W, = A,
X; cos S,

(2.14)

w0 , m, .
—Houg; _8_Xi[AHj(1+u°j)]+cos;0i Uej = —Nxj>

gdzie i =0, 1, 2,..., n+1, przy czym nalezy przyja¢, ze Ar,; =01ir,;=0,gdy i=0

lub i =n+1. Rownania (2.14) sa nieliniowe, poniewaz dynamiczny przyrost naciagu,
okreslony wzorem

zalezy od aktualnego stanu przemieszczenia ciggna. Formute (2.15) wyprowadzono
przy zalozeniu, ze stan odksztatcenia ciggna jest opisany zaleznoscia (2.2).

Uktad roéwnan (2.14) opisuje drgania ciggna wieloprzelotowego, ktoérego geometria
nie musi spetnia¢ warunku matego zwisu o postaci f /I < 0,125 [62]. Te rownania
bedziemy nazywali krotko ,,réwnaniami drgan ciggna o duzym zwisie”, co w istocie
oznacza, ze w opisie drgan ciggna sa uwzglednione poziome, podtuzne sktadowe sta-
nu przemieszczenia. Skrotowe okreslenie ,,duzy zwis” nie oznacza tu, Ze zwis cigg-na
moze znacznie przekraczaé warunek matego zwisu f /1 <0,125. W mostach wi-

szacych nie stosuje si¢ ciggien o bardzo duzych zwisach, poniewaz pylony nie moga
by¢ nadmiernie wysokie. Ponadto w przypadku bardzo duzych zwiséw, przyjecie pa-
rabo-licznej aproksymacji krzywej zwisu statycznego ciggna byloby obarczone zbyt
duzym btedem, pomimo zatozenia o dominujacym wptywie rownomiernie roztozone-
go ci¢za-ru wlasnego podwieszonej konstrukeji.

W klasycznej teorii drgan mostow wiszacych stosuje sig¢ w opisie drgan ciggna
hipotezg Kirchhoffa [4, 18, 65]. Na podstawie tej hipotezy zaktada sig, ze w przypad-
ku malego zwisu ciggna wptyw poziomych przemieszczen na poprzeczne drgania cig-
gien jest pomijalnie maty. Pominigcie poziomych sktadowych stanu przemieszczenia
ciggna prowadzi do zaleznosci AH'(x;,t) = 0, ktora uzyskuje sig z rownania (2.14),.

Stad wynika wniosek, ze dynamiczny przyrost naciagu ciggien nie zalezy od zmiennej
geometrycznej X, jest tylko funkcja czasu AH; = AH(t). Jest on ponadto jednako-

wy na calej dtugosci ciggna, poniewaz naciagi z lewej i prawej strony punktéw pod-
parcia na pylonach sg sobie rowne, co wynika z warunku rownowagi poziomych skta-
dowych sit dziatajacych na poziomo-przesuwny wezet podporowy.

Relacje okreslajaca dynamiczny przyrost naciagu mozna wyznaczy¢ pamigtajac, ze
— ze wzgledu na sposéb zamocowania — suma poziomych sktadowych odksztalcen
ciggna wzdluz calej jego rozpigtosci musi by¢é réowna zeru. Na podstawie (2.15)
otrzymuje si¢
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cos™ Byi— W | qudX =0, (2.16)

I

co prowadzi, po wykonaniu catkowania przez czesci z uwzglednieniem warunkoéw
brzegowych w,;(x;,t) =0 dla x; =0 i X =1;, do zaleznosci

C i=0 o
E n+1 ) Ii E 8f n Ii
=— A Zg; | we;dx; = A — iJ.Wcjdxi , (2.17)
Lc i=0 0 Lc I i=1

n+1 i
gdzie L, = J‘cos_3 LoidX; . W rozwazanym przypadku réwnanie (2.14), przybiera
0

I
(=}

znana w literaturze postac [3, 18]

) m. .

- Hong —AHJ-(zgi +

Roéwnanie (2.18) moze by¢ stosowane wytacznie do analizy drgan mostéw z cigg-

nami o matym zwisie, w odroznieniu od rownan (2.14), ktére dotycza zar6wno ciggien

o matym, jak i o duzym zwisie. Skutki zastosowania hipotezy Kirchhoffa w odniesie-

niu do wieloprzelotowych ciggien wspotpracujacych z dzwigarem usztywniajacym be-
da przedmiotem badan w dalszej czeg$ci rozprawy.

2.4. Analityczny opis drgan mostow wieloprzestowych

2.4.1. Ogolna posta¢ rownan rézniczkowych
opisujacych drgania dzwigara usztywniajacego

Celem niniejszych rozwazan jest sformutowanie roéwnan rozniczkowych opisuja-
cych drgania wieloprzgstowych mostow wiszacych. Rownania te wyprowadzimy
w dwoch wersjach — zasadniczej, w ktorej beda uwzglednione poziome przemieszcze-
nia ciggien i uproszczonej, w ktorej przemieszczenia te beda pominigte. W obu wer-
sjach drgania dzwigara usztywniajacego mostu be¢da opisane takimi samymi, ogdlny-
mi roOwnaniami, ktére wyprowadzimy na podstawie teorii zginania i nieswobodnego
skrecania pretow cienkosciennych.
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Dzwigar usztywniajacy mostu sktada si¢ z kilku przeset, a kazde z nich jest poje-
dyncza, pryzmatyczna, swobodnie podparta belka cienko$cienna. Przyjmijmy wstep-
nie, ze i-te przesto mostu stanowi belka cienkos$cienna o przekroju otwartym. Sztyw-
nosci belki na zginanie w kierunkach glownych i na czyste skrecanie wynosza odpo-
wiednio EJ,;, EJ,, Gjl;. Symbolem E;J, oznaczono sztywno$¢ wycinkowa,
E;A oznacza sztywno$¢ podtuzna belki. Uktad réwnan rownowagi belki stanowia
cztery niezalezne rownania rézniczkowe [61, 71, 96]:

EAU = —0,;,

"n_
EIJyIWI Q; + myl >

(2.19)
Ed, V"= gy —

ivzivi ZI’

EJ,io"=Glip/ =m,; —m

i >
jesli charakterystyki geometryczne przekroju sg okreslone w tzw. gtownym uktadzie
wspotrzednych, ktory tworza wspotrzedne Y;, z; odpowiadajace gldéwnym central-
nym osiom bezwladnosci przekroju oraz wspotrzedna wycinkowa @;(S;) liczona
wzglgdem bieguna glownego (Srodek $cinania A ) i gléwnego punktu zerowego.
Przez s; ozna-czono krzywoliniowa wspolrzgdna mierzona wzdtuz linii $rodkowej
konturu przekro-ju, ktora oznaczono dalej symbolem C;. Symbol ()" w rownaniach
(2.19) oznacza rézniczkowanie po zmiennej X;. Pierwsze trzy rownania uktadu (2.19)

sa znane z ele-mentarnej teorii rozciagania i zginania belek. Czwarte rdGwnanie opisuje
nieswobodne skrecanie belki cienkosciennej o otwartym przekroju, sformulowane
przy zalozeniu Wtlasowa, w ktorym przyjmuje si¢, ze odksztalcenie postaciowe
7x(Si» X;, 1) powierz-chni srodkowe;j jest rowne zeru.

Obciazenia roztozone ¢;(X;,t), d,;(X;,t), m,;(X;,t) sa wynikiem redukeji do $rod-
ka $cinania A poprzecznych sktadowych obcigzen zewngtrznych belki py;(s;, X;,t),
Pi (S, %;,t) . Sktadowe obciazenia: 0,;(X;,t), my;(X,t), m,;(X,t), m,(x,t) wyni-

kaja z dziatania obciazen p,;(s;, X;,t) rownoleglych do osi belki i wynosza:

f Dy (5 X 1)2,(5,)ds; , f D (512 %, DY (5)ds,

(2.20)

J 0,0 (55, % Doy (), I Dy (555 X, D), -
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Sktadowe obciazen

Rys. 2.4. Obciazenia belki i sity przekrojowe (Gjelsvik [61])
Fig. 2.4. Beam loads and internal forces (Gjelsvik [61])

Konfiguracje obcigzen belki i sit przekrojowych w zdefiniowanym uktadzie wspot-
rzednych pokazano na rys. 2.4. Jest ona zgodna z konfiguracja przedstawiona przez
Gjelsvika w pracy [61]. Oznaczone na rysunku zwroty wektoréw sit, momentéw oraz
przemieszczen nalezy uwazac za dodatnie.

W przypadku belek cienko$ciennych o przekroju zamknigtym catkowicie lub czeg-
Sciowo, gdy tylko fragmenty konturu tworza komory zamknigte, mozna sformuto-wac
teori¢ zginania i nieswobodnego skrecania prowadzaca do réwnan o postaci analo-
gicznej do réwnan (2.19), co pokazuje Gjelsvik w pracy [61]. Podstawa tej teorii jest
zalozenie, ze odksztalcenie postaciowe y,(S;, X;,t) powierzchni $srodkowej ma taki
sam rozklad w kierunku wspotrzednej s; jak przy czystym skrgcaniu de Saint- Venan-
ta. Zatozenie to jest uogolnieniem zalozenia Wtasowa i moze by¢ stosowane zamiast
niego. Przyjmuje sig, ze

S, %, t) = 'xtFS(Si) 2.21
st(i’ ia)—(Di( i )Tsl)a ( )

gdzie O(S;) jest gruboscia Scianki przekroju a funkcja F(s;) okresla rozktad naprg-
zen stycznych de Saint-Venanta 77 wzdtuz konturu: 775(s;) = G¢/F,(s;) . Mozna
wykazaé, ze przy czystym skrecaniu zachodzi 0(z7'8)/0s; =0 [61, 96]. Wobec tego
warto$¢ funkcji F,(S;) musi by¢ stala dla kazdej galgzi g =1,2,3,... konturu:

F, (s;) = F;4= const, ale w ogblnym przypadku jest r6zna dla r6znych galezi.
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Rys. 2.5. Znakowanie wspotrzednej konturowej s; i funkceji F (S;)

Fig. 2.5. Sign convention for contour coordinate S; and K (s;) function

Rys. 2.6. Interpretacja geometryczna wspotrzgdnej wycinkowej a(s;)

Fig. 2.6. Geometrical interpretation of contour warping function @(s;)

Znakowanie funkcji F (s;) musi by¢ zgodne ze znakiem wspotrzednej konturowe;j
(rys. 2.5). Dla galgzi konturu tworzacych graf otwarty mamy F(s;) =0. W kazdej

komorze k =1,2,3,... zamknietego konturu wieloobwodowego musi by¢ spetnione
rownanie

§ PG g5 —2a,, (2.22)
5,

gdzie 2A, = fﬁ n(s;)ds; jest podwojonym polem komory — rys. 2.5, [61]. Catkowanie

w kazdej komorze powinno by¢ wykonywane w obiegu prawoskretnym. Znaczenie
funkcji n(s;) wyjasnia rys. 2.6. Rownania (2.22) oraz warunki ciaglosci naprezen, za-
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pisane w punktach pofaczen galezi, umozliwiaja wyznaczenie statych Fy,. W prak-

tycznych obliczeniach wprowadza si¢ pomocnicze obwodowe funkcje naprezen F,,

ktérych zastosowanie pozwala automatycznie spelni¢ warunki ciaglosci [61].
Roéwnania (2.19) bedziemy w dalszym ciggu odnosili do belek cienko$ciennych

o profilach zaréwno otwartych, jak i zamknigtych, przy czym wspoétrzedna wycinkowa
zdefiniujemy, wedhug [61], uogolniona relacja o postaci

F(s)
0.(3) = {n(si) - }dsi . (2.23)
AL )

Symbol C,(s;) oznacza fragment konturu mierzony wspotrzedna s; od punktu po-
czat-kowego do biezacego. Latwo zauwazy¢, ze wszedzie tam, gdzie przekrodj jest
otwarty, @;(S;) jest zwykla wspotrzedna wycinkows (rys. 2.6) — dodatnia, gdy ruch
promienia wodzacego od potozenia poczatkowego punktu do potozenia koncowego
jest prawo-skretny. Podobnie nalezy uog6lnic¢ pojecie charakterystyki przekrojowej de
Saint- Venanta, okreslajacej sztywno$¢ belki na czyste skrecanie G;l;. Oblicza sig ja
wedlug wzoru

_l 3 Fsz(si)
=3 ! 53(s;)ds, + ! o) ds; (2.24)

w ktorym pierwszy skladnik dotyczy gatezi konturu tworzacych graf otwarty, drugi
natomiast obejmuje fragmenty konturu o charakterze komorowym (zamknigtym).
Szczegodtowe wyprowadzenia oraz interpretacje fizyczna wzordw (2.22)—(2.24), a tak-
ze przyktady obliczen mozna znalez¢ w monografii Gjelsvika [61].

Rozwazmy teraz przesto dzwigara usztywniajacego o przekroju monosymetrycz-
nym, przedstawionym schematycznie na rys. 2.7. Wyr6znimy cztery punkty charakte-
rystyczne: O, — $rodek masy przekroju sprezystego belki, B; — srodek masy przekroju
balastowanego, A, — $rodek $cinania oraz C — punkt okreslajacy poziom zawieszenia
belki (jednakowy w kazdym przesle).

Stan przemieszczenia cienkos$ciennej belki usztywniajacej jest okreslony w ptasz-
czyznie przekroju dwiema sktadowymi — wW;(X;,t), V;(X;,t) translacji $rodka $cinania
oraz wspotrzedna rotacyjna ¢;(X;,t) opisujaca obrdt przekroju. Rownolegle przemie-
szczenie catego przekroju belki wzdhuz osi X; (przemieszczenie podtuzne, bez spacze-
nia) okresla funkcja U;(X;,t). Potrzebne do dalszych wyprowadzen przemieszczenia
charakterystycznych punktow przekroju wyznaczymy uwzgledniajac obowiazujace
w teorii pretow cienkosciennych zatozenie o nieodksztalcalnos$ci przekrojow po-
przecz-nych w swoich ptaszczyznach.
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Przemieszczenia srodka bezwtadnos$ci przekroju belki wynosza zatem
Wy =W, Vg =Vi =By, o5 =9 (2.25)
Pionowe przesunigcia belki w punktach zawieszen oblicza si¢ wedlug relacji

Wi =W —€¢;, Wy =W, +€g;. (2.26)

Wzory (2.26) okreslaja jednoczes$nie pionowe przesunigcia ciggien, ktore sa rowne
pionowym przesuni¢ciom belki w punktach zawieszen
W, (X, 1) = Wi (X%,1), W, (X, 1) = Wy (X, 1), (2.27)

poniewaz przyjeliSmy, ze dlugosci wieszakow nie ulegaja zmianie pod obcigzeniem
uzytkowym.

7//////////////////////////..,‘,.7////////////4

Rys. 2.7. Przekr6j poprzeczny i sktadowe stanu przemieszczenia dzwigara usztywniajacego
Fig. 2.7. Cross section and displacement components of a stiffness girder

W zagadnieniu dynamicznym obciazeniem zewngtrznym belki usztywniajacej sa
sity bezwladno$ci: — my,Vy;, — MyWyi, — Jgi@Psi> — Myl , dynamiczne przyrosty pio-
nowych reakcji wieszakow: Ar,,, Ar,, oraz obciazenia uzytkowe: p,;, Pyi, Py, prze-
liczone wedtug wzorow (2.20) na sktadowe: qy;, Qy;, Oy, Mg, My, M;, m,;. Przy-
jeto, ze skladowa podiuzna sily inercji belki wynika z ruchu masy m;;, czyli masy

belki bez balastu. Rozktad obciazen w przekroju dzwigara przedstawiono na rys. 2.8.
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Rys. 2.8. Rozktad obciazen i sit bezwladno$ci w przekroju poprzecznym dzwigara usztywniajacego
Fig. 2.8. Distribution of loads and inertial forces in a cross section of stiffness girder

W wyniku redukcji wymienionych obciazen do $rodka $cinania, otrzymuje si¢ po
uwzglednieniu relacji (2.25)

Uyi = Cyi — My; G, dyi =dyi =My (V; = b)), G, = dy; — (A, + An,) — MW,
My =M, — Jgi@ + Myb (V; =) —e(Ar,, — Ar,), (2.28)

my; = m,; m; =m;, m

yi yi > =m

i i *
Po podstawieniu zaleznosci (2.28) do (2.19) otrzymamy og6lna posta¢ rownan opi-
su-jacych drgania dzwigara usztywniajacego.

2.4.2. Nieliniowe drgania mostow z ciggnami o duzym zwisie

Przejdzmy teraz do sformulowania szczegétowej postaci rownan roézniczkowych
opisujacych drgania wieloprzgstowych mostow wiszacych z ciggnami, ktorych geo-
metria nie musi spetnia¢ warunku matego zwisu. W opisie drgan ciggna uwzglednimy
zatem poziome skladowe stanu przemieszczenia i do obliczen zastosujemy réwnania
(2.14). Na podstawie rownania (2.14); i zalezno$ci (2.26), (2.27) mozna wyznaczy¢
sumg 1 roznicg roztozonej reakcji wieszakow Ar,, + Ar,,, Ar,, —Ar,,, ktore sa po-

trzebne do obliczenia skladowych obciazen dzwigara usztywniajacego, okreslonych
wzorami (2.28). Po wykonaniu stosownych dzialan otrzymuje sig
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2Me gy oH W -
cos By

Ar, +Ar,, =
a ’ a ’ ’
= oy (e (A AH )= —~[Wi(AH, + AH, ) +epi(AH, —AH )], (2.29)

2m.e

AT, —Ar, =
i T cos By

@ —2Heq -

o ., o ., ,
_a[zci (AH, —AH1)]—5[Wi (AH, —AH ) +e@{(AH, + AH,)], (2.30)
i i

gdzie: AH,+ AH, = E A, cos’ B, (U}, + U, +22,W),AH,— AH, = E. A, cos’ ,; (U., —

(o |
!

—ug, +2ez;;¢) . Ostatnie sktadniki we wzorach (2.29) i (2.30) sa nieliniowe.

Obcigzenia (2.28) okreslono przy zalozeniu nieruchomej konfiguracji sit w ptasz-
czyznie przekroju poprzecznego (zasada zesztywnienia). We wczesniejszych pracach
autorki [18, 76] pokazano, ze odrzucenie tej zasady pozwala ujawni¢ dodatkowe za-
leznosci, charakterystyczne dla mostow wiszacych. Zaleznosci te sa zwiazane z po-
prawkami drugiego rzedu i opisuja efekt wahadlowy drgan podwieszonej belki. Z roz-
wazan przedstawionych szczegdétowo w wymienionych pracach wynika, ze poprawki
drugiego rzedu generuja przyrosty obciazen o charakterze liniowym i nieliniowym,
przy czym te pierwsze wynikaja wylacznie z dziatania cigzaru wtasnego belki. Nieli-
niowe efekty drugiego rzedu sa mate wobec liniowych i moga by¢ pominigte.

Na rysunku 2.9 przedstawiono konfiguracj¢ obciazen statych belki, zmieniona na
skutek przemieszczenia przekroju. W wyniku poziomego poprzecznego przemiesz-
czenia i obrotu przekroju nastgpuje wychylenie wieszakow z ptaszczyzny pionowej
o niewielkie katy f,;, f,;, co powoduje powstanie poziomych reakcji wieszakow

My (X, 1) = rte B Mo (X, ) = rtg By;. Przy zatozeniu, ze obrét wieszakow naste-
puje wokot gornej cigeiwy ciggien otrzymuje sig tg 8= Ve, /(h; +W,;;) oraz tg f,;=
—hi)x; /1;] (por.
rys. 2.1c). Uwzgledniajac, ze zawsze W,; << h,; i w,; << h,, przyjeto w dalszym
ciagu tg f; =194, = tg /5, gdzie tg f; = (v; — Cip) / hy;, czyli

Ve, /(hgi +W,;), gdzie Ve =Ve, =V; —Cig; i hy =he —[h; +(h

i+1

My 9V — G,
(1) = 1,5(%, 1) ZW' 231

ci

Po redukcji do $rodka $cinania obciazen przedstawionych na rys. 2.9 uzyskujemy
dodatkowa pozioma sktadowa obciazenia belki i dodatkowy moment skrecajacy
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m,;g m,; 9¢;
V. + -
h i h @i

ci

AQy; =—(ry + 1) =— (2.32)

ci

—mygbig, + (e +cp) —rh(e—cp) + (G —e@) +1,(C +ep) =
=—my;gb; + My gci[@;(1-¢; /) +Vv; /h;]=
: m,; 9¢;

=-Mmy,; g(b; —¢ +C—i)¢i + N

Cl

Vi-

(2.33)
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Rys.2.9. Rozklad obciazen statych dzwigara w konfiguracji odksztatcone;j
Fig. 2.9. Distribution of dead loads in a deformed state

W wyniku podstawienia do rownan (2.19) zaleznos$ci (2.28) z uwzglednieniem
(2.29), (2.32) 1 (2.33) otrzymuje si¢ analityczne réwnania opisujace drgania prze¢set
dzwigara usztywniajacego w moscie wiszacym. Maja one nastgpujaca postac:
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- E AU+ myl; = q,, (2.34)

E.J WIIII 2HOW” E AC [COS ﬂOIZC,(Ucl +u02 +2ZCI |)]

ivyi Vi

O W/(AH, + AH,) + eg{(AH, — AH,)] + (my, +

W, =0, +m);, (2.35)
8xi ﬂm ’
m,. m. . gC:
EI‘]ZIVI””+ blg Vi - blg : o + mbl i mb|b|¢| qyi - rn;i ’ (236)
hci hci
Ei‘]wi(pi””_ GiIi -2H 92 4 -E Ace [COS ﬂmzm(ucz U + 2eZC|(/7| )]

— eai[w{(AH2 —AH,)) +e@/(AH, + AH,)] +
X

2 2
c: m,; gc; . 2m.e* .. . ,
+ My g(b; —¢; +h_l)(/)i - ;I SV, + (it Myb? + =)@ —mybV = my —m),;,
ci ci 0i
(2.37)
gdzie i = 1,2,...,n (n—liczba przg¢set) oraz
AHI(Xiat): ECA:(UCI + ZC|W| ez[:i(”i’) COS3IBOi >
(2.38)

AHZ(Xiat)z ECA:(ucz + ZCIWI + eZC|¢|)COS 180| .

Dla przejrzystosci zapisu, w nieliniowych sktadnikach réwnan (2.35) i (2.37) pozo-
stawiono AH,,AH, w niejawnej postaci. Funkcje u,,(X;,t), U, (X;,t), opisujace po-
ziome przemieszczenia ciggien, musza w kazdym przesle (i = 1,2,...,n) spetnia¢ row-
nania typu (2.14),, ktore przybieraja postac

my; m
—Hougj—i[AHj(1+ugj)]+ biJ Ugj +—
OXi 2(he —z4) cos By

lg; =0, j=12. (2.39)

Drgania skrajnych odcinkow ciggien (odciagow), oznaczonych numerami i =0
oraz i =nNn+1, sa okre$lone uktadem réwnan (2.14), przy czym w tym przypadku na-
lezy pamigta¢, ze Ar,; =0 i r,;=0. Jesli kat nachylenia odciagow jest maty, to
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mozna w uproszczeniu zatozy¢, ze cosf3y; =1 oraz z; ~ 0, co sprowadza réwnania
(2.14) do postaci

" a ! .
— Howg; —&(AHJ-WCJ-)ijCWCj =0,
i

(2.40)
w0 , n
_HOqu_a[AHj(l_'_ucj)]—i— CuchO,

przy czym AH ;=E AU¢; . Skfadnik nieliniowy w réwnaniu (2.40); ma przy zatozeniu
matych drgan maly wplyw i moze by¢ pominigty. Wowczas réwnanie (2.40), opisuje
niezalezne drgania pionowe prostoliniowego ciggna i moze by¢ rozpatrywane od-
dzielnie, jako problem o znaczeniu lokalnym. Réwnanie (2.40), natomiast, zapisane
dla j=11 j=2,uzupehia uktad rownan (2.34)—(2.39).

Ze wzgledu na przyjety sposob podparcia przgset mostu poszukiwane funkcje prze-
mieszczen musza spetnia¢ nastgpujace warunki brzegowe: W, =0, W/ =0, v; =0,
Vi=0, ¢ =0, ¢/=0 dla x;, =0, X =1, oraz u; =0 na podporze staleji u{ =0 na
podporze przesuwnej. Z warunku zgodnosci poziomych przemieszczen ciggna we
wszystkich punktach jego podparcia wynika, ze drgania poziome ciggna moga by¢
opisane jedna funkcja ciagla, zdefiniowana w przedziale 0 < X < L wzorem

U;(Xt) =u (%), X=Xx-L_, (2.41)

gdzie i=0,1,2,..n+1, j=1,2, /o =0/0x, L =) I, przy czym L, =0,
k=0
L., = L. Funkcja U;(x,t) spetnia warunki brzegowe U; =0 dla x=01i x=L.

Réwnania (2.34)—(2.40) wraz z wymienionymi warunkami brzegowymi opisuja
przestrzenne, nieliniowe drgania wieloprzg¢stowych mostow wiszacych z ciggnami,
ktore nie musza spelnia¢ warunku matego zwisu, poniewaz w opisie drgan uwzgled-
niono poziome, podhuzne przemieszczenia ciggien. Drgania osiowe dzwigara usztyw-
niajacego, opisane réwnaniem (2.34), sa niezalezne. Natomiast drgania gigtne piono-
we 1 poziome (réwnania (2.35), (2.36)) oraz drgania skre¢tne (rownanie (2.37)) sa
ogdlnie sprzgzone poprzez poziome przemieszczenia ciggien U, U, , Zarowno w za-

daniu nieliniowym, jak i liniowym.

2.4.3. Nieliniowe drgania mostéw z ciggnami o malym zwisie

Rozwazmy teraz przypadek mostu z ciggnami o matym zwisie i zastosujmy do
opisu drgan ciggna hipoteze¢ Kirchhoffa. Zalozymy zatem, ze wptyw poziomych prze-
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mieszczen ciggien jest pomijalnie maty, co powoduje zmiang postaci réwnan rowno-
wagi dynamicznej mostu. W tej sytuacji nalezy ponownie wyznaczy¢ przyrosty piono-
wych reakeji wieszakow Ar,; , korzystajac tym razem z réwnania (2.18), ktére opi-
suje drgania ciggna o matym zwisie. W rozpatrywanym przypadku dynamiczne przy-
rosty naciagu ciggien wywotane dziataniem obcigzenia uzytkowego zaleza tylko od
czasu i sg zdefiniowane wzorem (2.17). Po uwzglednieniu zaleznosci (2.26) i (2.27)
mozna je zapisa¢ w postaci

AH (1) =Ho(, —1,), AH, () =Hy @ +m,). (2.42)
K <& I ek & I
Ul(t):H_Cz:uiJ.WidXi ) Uz(t):H—CZ/liJ.‘Pidxi ’ (2.43)
0 i=I 0 0 i=l 0

gdzie k, = (E,A,/L.)(8f /1?). Parametry 7,, 7, sa bezwymiarowymi funkcjami cza-
su, reprezentujacymi odpowiednio symetryczny i antysymetryczny skladnik dyna-
micznych przyrostow naciagu ciggien.

Formuty (2.29), ktore okreslaja sktadniki obciazenia belki wynikajace z reakcji
wieszakOw, maja teraz nast¢pujaca postac:

2m

Ar,, + Ar,, = W, —2H W +
cos S
+ ?—Iyi (AH, + AH,) —W/(AH, + AH,) —e@/(AH, — AH,), (2.44)
Arzz - Arzl = ﬁwl - 2H0e¢)i”+
cos B
8f ) .
+|_zf“i (AH, —AH,) —W/(AH, — AH,) —e@/(AH, + AH,). (2.45)

Po podstawieniu relacji (2.42)—(2.45) do réwnan (2.19) i po uwzglednieniu, jak po-
przednio, poprawek drugiego rzedu, otrzymuje si¢ uktad rownan opisujacych drgania
wieloprzgstowego mostu wiszacego z ciggnami o matym zwisie, o postaci:

- B AU+ mgl; = qy, (2.46)
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n

I
k=1 0

i~ yi i

" n 2m .. 2
= 2H W, = 2H €7, + (M ———)VWik= |+ M, (2.47)
cos fy;
o Mpi9 M; 9C; . . .
B v+ h Vi - h @ + MgV — Mgy = qy; —mj;, (2.48)
ci ci
nn 14 n 16k fe -
EJ,i0"- Gilip! - 2He’p + ﬂuz.uk_[%dxk 2H e’ ) = 2H e 17,
2
C m,; gc¢; me’ ..
+ mbig(bi - Ci + h_) ®; — [;] V + (JB|+ mblbl2 )(0| - mbl mXI a)l s
ci ci 0i
(2.49)

gdzie i =1,2,...,n. W nieliniowych sktadnikach réwnan (2.47) i (2.49) funkcje 7, 1,

pozostawiono w niejawnej postaci.

Rownania (2.46) i (2.48) maja taka sama postac jak rownania (2.34) i (2.36), odno-
szace si¢ do mostow z ciggnami o duzych zwisach. Rownanie drgan osiowych (2.46),
podobnie jak (2.34), jest niezalezne od pozostatych, zatem drgania osiowe dzwigara
usztywniajacego moga by¢ rozpatrywane jako oddzielny problem, indywi-dualny dla
kazdego przesta. Rownanie (2.48) dotyczy poziomych drgan gigtnych. Nie zawiera
ono skladnikow nieliniowych, jest jednak sprzg¢zone statycznie i bezwtad-nosciowo
z robwnaniem drgan skretnych (2.49). Sprzezenie statyczne wynika z po-prawek dru-
giego rzedu, ktore opisuja charakterystyczny dla mostow wiszacych efekt wahadlowy.
Sprzezenie bezwladnosciowe jest skutkiem rozsunigcia $rodka masy przekroju belki
wzgledem $rodka $cinania. W przypadku mostow z belka usztywnia-jaca o przekroju
bisymetrycznym sprzezenie to jest zdecydowanie stabsze, gdyz wynika jedynie
z niewielkiego rozsunigcia Srodkéw masy przekroju sprezystego belki i przekroju
z balastem. Rownanie pionowych drgan gigtnych (2.47) jest sprzgzone z (2.49), zatem
takze z (2.48), ale tylko poprzez sktadnik nieliniowy. Wobec tego, w zadaniu linio-
wym pionowe drgania gi¢tne mostu z ciggnami o malym zwisie moga by¢ analizowa-
ne niezaleznie od drgan skretnych i poziomych drgan gigtnych, przy czym problem
ten musi by¢ rozpatrywany tacznie dla wszystkich przgset z uwagi na sprzg¢zenie spo-
wodowane podwieszeniem. Uktad rownan (2.46)—(2.49) obejmuje przy-padek szcze-
g6lny drgan mostu jednoprzgstowego z cienkoscienna belka usztywniajaca o przekro-
ju otwartym, ktory byt przedmiotem wcze$niejszych badan autorki [18, 27, 76, 77].



56

2.5. Zastosowanie metody Lagrange’a—Ritza
do dyskretyzacji ciaglego modelu obliczeniowego

2.5.1. Bilans energii

Drgania wieloprzgstowego mostu wiszacego sa opisane uktadem sprz¢zonych, nie-
liniowych réwnan rozniczkowych czastkowych. Poszukiwane funkcje przemieszczen
sa funkcjami dwoch zmiennych: zmiennej geometrycznej X i zmiennej czasowej t.
W rozwigzywaniu tego typu zagadnien stosuje si¢ metody przyblizone, ktérych pod-
stawg jest dyskretyzacja obiektu w przestrzeni geometrycznej. Metody przyblizone
umozliwiaja sprowadzenie problemu sformutowanego dla ciagltego uktadu dynamicz-
nego do zadania okreslonego dla uktadu dyskretnego, ktorego ruch jest opisany row-
naniami rézniczkowymi zwyczajnymi wzgledem czasu [45, 75]. Efektywnym sposo-
bem dyskretyzacji uktadu rozwazanego w rozprawie jest globalna aproksymacja stanu
przemieszczenia [75]. Dyskretyzacja jest tu dokonywana w sferze opisu matematycz-
nego, a rozwigzanie mozna uzyskiwac¢ z dowolna doktadnoscia, zaleznie od rozmiaru
bazy funkcji aproksymacyjnych. Odpowiedni dobdr funkcji aproksymacyjnych po-
zwala na znaczne ograniczenie rozmiaru zadania w poréwnaniu z metoda elementow
skonczonych, w ktorej stosuje si¢ lokalna aproksymacje stanu przemieszczenia.

Do rozwiazania zagadnienia drgan opisanego rownaniami (2.34)—(2.40) lub (2.46)
—(2.49) zastosujemy metode przyblizona Lagrange’a—Ritza [75, 111]. Idea metody
wigze zasady aproksymacji globalnej w sensie Ritza z opisem ruchu za pomoca row-
nan Lagrange’a. Punktem wyjscia metody Lagrange’a—Ritza jest bilans energetyczny
rozwazanego ukladu dynamicznego. Podstawowe formutly bilansu energetycznego
wyprowadzimy na podstawie uktadu rownan (2.34)—(2.40), ktory dotyczy mostow
z ciggnami o duzym zwisie. Zalozymy, ze kat nachylenia skrajnych odcinkéw ciggien
(odciagow) jest niewielki 1 pominiemy problem poprzecznych drgan odciagéw, ktory
ma w tym przypadku znaczenie lokalne.

W rozwazanym zagadnieniu nie mozna wyznaczy¢ energii potencjalnej odksztat-
cenia uktadu ze znanych wzoréw, poniewaz nie wszystkie reakcje sprezyste ujawnia-
jace si¢ w rownaniach (2.34)—(2.40), maja jasno okreslony sens fizyczny. W celu omi-
nigcia trudno$ci interpretacyjnych energie potencjalng obliczymy korzystajac z zasa-
dy, ze wariacja energii potencjalnej odksztatcenia uktadu jest rowna pracy statycznych
sit biernych na odpowiednich wariacjach przemieszczen, jesli tylko sily brzegowe nie
wykonuja pracy [75, 111]. Wariacje przemieszczen maja tu sens przemieszczen wirtu-
alnych, to znaczy zgodnych z warunkami kinematycznymi natozonymi na ustrdj. Sta-
tyczne sily bierne s natomiast reakcjami spre¢zystymi uktadu, ktére mozna tatwo
okresli¢ na podstawie sformutowanych rownan rownowagi dynamiczne;.

Rozwazmy przyktadowo energi¢ potencjalng wynikajaca z odksztatcen podtuznych
belki, stanowiacej i-te przgsto dzwigara usztywniajacego. Wariacja energii, obliczona
na podstawie rownania (2.34) z uwzglednieniem warunkéw brzegowych, wynosi
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I o ) I
SE, ='[(—EiAiu{') su,dx; =—EiA{u{5ui‘O —ju{&u{dxiJ=5(E EiAiIu{zdxi],
0 0 0

(2.50)
I|
skad wynika znany w tym przypadku wzor E, = % E A .[ u/*dx .
0

Stosujac opisana wyzej procedurg, wyprowadzono na podstawie rownan (2.34)—
(2.37) formute okreslajaca energic potencjalna odksztalcenia wieloprzestowego dzwi-
gara usztywniajacego, podwieszonego do dwoch wiotkich ciggien. Formuta ma naste-

pujaca postac:

l; I [
d —l n N L 24y l n N i . l n i .
Ep - ZIZI:EIAI-([UI dX| + 2;E|\]y|.([wl Xm + 22HOZIWI dXI +

i=l

[
1 3 I ! ! ! ! ! !
+ E ECACZ.[COS3 ﬂoi L (ucl U, + 22ciWi )Widxi +

i=1 g

n i n ki
j (AH, + AH,)w>dx. +%2ez j (AH, — AH, )p/w!dx, +
0

i=1l o

1
D 4

ivo

i n I n 2
" ) 1 Ci
i| Pi 2dXi+_Z(Gi|i+2H0e2)j¢i2dXi +Ezmbig(bi_ci+_h )J.(/)izdxi +
1 0 i=1 ci ¢

I
—_
(=]

l; I
1 C I ’ ’ ’ ’ ’ ! 1 x I ’
+ 3 E. AceZJ.COS3 Buizi Uy —Ugy + 2€20))@idX; + EeZZI(AHl +AH,)g*dx; ,

i=l o i=l

2.51)

przy czym nalezy podstawi¢ Ug;(X;,t) =U (X + Li_;,t), zgodnie z definicja (2.41).

Catkowita energi¢ potencjalna uktadu otrzymamy po dodaniu energii zwiazanej
z poziomymi sktadowymi odksztatcen sprezystych obu ciggien. Sumujac energi¢ od-
ksztalcenia poszczegodlnych odcinkéw wieloprzelotowego ciggna mostu, otrzyma-my
wedtug (2.39) 1 (2.40), relacje
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n+l i n+l i

=_—H Zjucju“dx ZIAH U dx; —
i=0 ¢ i=0 ¢
n+l i 1 & Mg l; Ugj
__g'!(AHJ c])ucjdxi‘i‘E;T!dei, (2.52)

gdzie j = 1, 2. Relacja ta dotyczy mostow wiszacych z odciagami poziomymi, przypa-
dek mostow z odciagami ukosnymi bedzie rozwazony odrgbnie w punkcie 2.5.3.
Uwzglednienie w (2.52) zaleznos$ci (2.41) oraz calkowanie przez cze¢sci daje wynik

I'H-l n+1
34 =—H J‘U’de+ ZJAH jusdx; — ZAHJUCJ
i=0 o
rH—lI n+1 n mblg I 2
+— ZIAHJuézjdx Z:AHl Ll J. dx,, (2.53)
|00 i=1 2 0 C ci

gdzie, jak poprzednio, Ug;(X;,t)=U;(X +L;_;,t). Dla pierwszego sktadnika wzoru
(2.52) wykorzystano warunki brzegowe U; =0 dla x=0 i x=L. We wszystkich,
poza skrajnymi, punktach podparcia ciggna wieloprzelotowego spelniony jest warunek

zgodnosci przemieszezen Ug;(X;,t)|, o =Ug;(Xi,,D)[y _o oraz warunek roéwnowagi

poziomych sktadowych sit AH;(x;,t) = AH (X, 1) Woéwcezas otrzymuje-

=l = %=0 "

n+1

my Z:AHJUCJ '

i=0
przyjacé uproszczenie'
n+1

ZAHJ cj CJ Z[UCJ

ktore jest rownoznaczne z przyjeciem zatozenia, ze Ug;

= 0. Przy obliczaniu sktadnika nieliniowego formuty (2.53) mozna

i = Ug i (Xiy O] o J[AH (X%, UG (X, D] 2, =

« . rézni si¢ niewiele
1 1

od Ug; (X5t

X =0 "
Ostatecznie, po podstawieniu (2.38) do sktadnikéw liniowych wzoru (2.53), ener-
gie potencjalng odksztalcenia obu ciggien mozna zapisa¢ wzorem o postaci

n+l

L ly
1 oo I
ES :EHOj(ul2 +U22)dx+EECACI(u HUB ) + LeA j(u +u2)dx,,, +
0

+ E ACZ'[COS ﬂOI U +u02 +ZCI |(uc1 +u02)+e20|¢|(uc2 cl)]dxi +

i=l ¢
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1 ot nm,.giu +u’
2 2 blg cl c2
+= ZI(AH u2 + AH,u’2 )dx, +2Z . dx, . (2.54)

|00 i=1 2 OhC_

Energie¢ kinetyczng uktadu wyznaczymy korzystajac bezposrednio ze znanego roz-
ktadu mas i przemieszczen uktadu [18, 75]

T
:EZJ. My (W + V) + 25 1% +

i=l o
n+l i

;ZI /3 (U2 +02)dx, +— Zj (W2, + W2, )dx; . (2.55)
i=0 0 i=1

Po podstawieniu do wzoru (2.55) zaleznosci (2.25)—(2.27), okreslajacych transfor-
macj¢ przemieszczen $rodka Scinania przekroju dzwigara W, V;, @; na przemieszcze-

nia lokalne Vg;, @g;, W, W, , otrzymamy

L5 e o 13 [+

|10 0i i=l o

l; 2

I(jBi+ mbibi2 + 2mee )(bizdxi_

i=1 COS8 Ly

n

N | —

I n+l i

anj.mb,b,(v @ + @ )dx; +— ! ZJ.
0

m,
i=1 |00 08 fy;

(U2 +02,)dx; . (2.56)

N|>—‘

Prace wirtualng zewnetrznych sit czynnych oblicza si¢ wedlug wzoru

n n |l
L= ZJ.qxiuidXi +Zj(qzi+ m; )w;dx; +

i=1 g i=1

n n i
+ Zj(qyi_ m;; )v; dx; +ZJ‘(mxi_ i )@;dx;. (2.57)

i=1 ¢ i=1 9o



60

2.5.2. Ré6wnania ruchu mostéow z odciagami poziomymi
i ciegnami o duzym zwisie
Stan przemieszczenia mostu jest opisany ciagltymi funkcjami: u;(x;,t), w;(X;,t),
Vi (%,t), @;(%,t), U (x,t), U,(x,t), =1, 2,..., n. Zgodnie z idea metody Lagrange’a
—Ritza, funkcje te aproksymuje si¢ szeregami o postaci ). (q (O f;(x) . Funkeje apro-
i

ksymacyjne f;(X) musza spetnia¢ kinematyczne warunki brzegowe i musza tworzy¢

uktad zupelny [75]. W rozwazanym przypadku te warunki spetnia aproksymacja sinu-
sowa o nastgpujacej postaci:

u; (x;,t) = isin[@j —Dmx; /2110y, 5 (D) = Sy » (2.58)
=
Wi (X;,t) = ism( 6 /1)0,, (0 =87 g, (2.59)
=
v, (X;,t) = ism( o /1)a, () =siqy, (2.60)
=
9, (%,1) = éisin(j nX /1)q, ;(t) = %s?qm (2.61)

oraz

U (x.t) =Y sin(jnx/L)q, ; (1) =s]q,

i=1

(2.62)

U,06t) = sin(jx/ L), () = slq,
i-1

gdzie L=1,+1, +...+1, +I Symbol ()" oznacza operacje transpozycji macierzo-

n+l-
Wej, Qyis Qui> vi> Ayi> 41> 9o sa wektorami wspotmiernych wymiarowo wspotrzed-

nych uogolnionych. Wzér (2.58) dotyczy belek z nieprzesuwna podpora lewa, nato-
miast gdy nieprzesuwna jest podpora prawa, wtedy nalezy zastapi¢ (2.58) relacja

0060 =3 cosi2 ~ Ik, /2110, ;6 = ¢l (2.63)

j=1
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Po podstawieniu (2.58)—~(2.63) do formul bilansu energetycznego (2.51), (2.54),
(2.56), (2.57) i po wykonaniu obliczen otrzymuje si¢ na podstawie rownan Lagrange’a
drugiego rodzaju macierzowe rownanie ruchu rozpatrywanego obiektu, ktore po uwz-
glednieniu thumienia ma postac¢

B(t) + Cq(t) + Kq(t) = F() - R™ (@), (2.64)

gdzie q = col(q,,q,,9,,q,) jest,,superwektorem” wspotrzednych uogdlnionych, zto-
zonym z blokéw q, =col(qy,-,qun) > qp = COl(qwlaqvlsqrpls'“: qu‘I’an’q(pﬂ) > qyp»
q,, przy czym bloki q, 1 q, skladaja si¢ z podblokow zawierajacych wspotrzedne
odpo-wiadajace poszczegdlnym przestom dzwigara. Symbol B oznacza macierz bez-
wlad-nosci uktadu, K jest macierza sztywnosci, opisujaca liniowy model obiektu.
Obie te macierze sa state, niezalezne od czasu. Wektor R™(q) zawiera nieliniowa
czes¢ reak-cji sprezystych uktadu i wyraza wpltyw efektow nieliniowych zwiazanych
ze zmiang ksztattu ciggien, spowodowana obcigzeniem uzytkowym. Macierz thumie-
nia C zostanie szczegdlowo zdefiniowana w punkcie 2.6. Struktura podziatu blokowe-
go wektora obcigzen uogdlnionych F(t) jest identyczna z wektorem q. Wektor F skia-
da si¢ z blokéw zdefiniowanych nastepujacymi wzorami:

l; l; Iy
F, = Iqxisuidxi , Fui= I(qzi +m)sidx, F,; = I(qyi —my;)s;dx; ,
0 0 0
(2.65)
I
1§ ,
F,i :EJ-(mxi -m,)sidx, F =0, F,=0.

0

.
W przypadku belek z nieprzesuwna prawa podpora F,; = 'r 0,icidx; .
0

Macierze B i K sa symetryczne i maja posta¢ blokowa o nastgpujacej strukturze:

K, 0 0 0 B, 0 0 0
K = 0 Ky Ky Ky . B= 0 By 0 0 (2.66)
0 K, K, 0 0 0 B, 0
0 K, 0 K, 0 0 0 B,

Bloki obu macierzy sa podzielone na podbloki, zgodnie ze strukturag wektora
wspot-rzednych uogoélnionych:
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Ky, . 0
Ky=| o o (2.67)
0 .. (K,),
(Kyp), - 0 (Ky)i 0 0
K= « |, Kpi=| 0 (K, (K,)|, (268
0 .. (Ky), 0 (K,) (K,)
Ky =Kp =[K), . (KD, (KD =[K,) 0 (K] (269
Ko, =Ky, =[(Ky), . (K.l (K =[K,,) 0 (K,,)].( 2.70)

Struktura blokéw macierzowych B, i By, jest analogiczna do przedstawionej

wzorami (2.67) i (2.68). Ponizej zestawiono wzory definiujace poszczegolne bloki
macierzy K i B:

EJ
(Kuu)i—Eglp“d2 Kw)i = 'Iy' %d%zEI;ACdC“d, (2.71)
. i .

My 96

=(Kp)i = Coi,  (272)

V(p)l

EIJZI
(va)i :Td + mb|gC2| > (K

EJ, Gl. H my; gl (b; —¢;)
K .:£d4+ 40 d2+#1+
Koo ) 2e?1} 2e°l |, 2e’
2
My,; 9C; 2E
b;g L, + IfA‘Sdc“d, (2.73)

(K, = (K == d C i, (K, =—(K,,) =~ =2d Cyd,  (274)

L L
H 2 . E.A
K, =K, =—"d; 4 d.C.d., (2.75)
oL - i%c .1 2 sit oL c
1 1 1
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i + My bl m,;b;l;
(B,,); =MI +2mlC i, (By,)i =(B,) =———11, (2.77)
2e 2e
\ m.L
B, =B22=mCZIiC7i+%CS. (2.78)
i=1
Symbole d oraz I oznaczaja macierze diagonalne o elementach:
(du)J:(ZJ_l)T[, jzla"':nu: (d)J:JTC, jzla"'anba
(2.79)

M) =jn, j=leung, (@), =1, j=Loun, @;=1, j=L..n,.

Elementy macierzy C., Cg oblicza si¢ wedtug wzorow:

Iy + 1, 1 s e .
(Co) o = : +(j+k)n(sm[(j+k)n|0/L]—sm[(j—i—k)nLn/L]), gdy j=k,
(Coy = ﬁ(sin[(] —k)mly /L] =sin[(j —k)mL, /L])+
1 o o :
+ g +k)n(s1n[(j +K)ml, /L] —sin[(] +k)nLn/L]), gdy j=k,
o+l o g .
Cow =" o (sin[(j +k)mly /L] =sin[(j +k)mL, /L]), gdy j=k,

(Cy = ﬁ(sin[(j ~K)mly /L] —sin[(j ~ K)xL, /L))

(sin[(j + k)ml, / L]-sin[(j + k)m L, / L]), gdy j=k,

1
(j+km

gdzie j,k=1,.,n., L, =I,+1, +...+1,. Elementy wspotczynnikow macierzowych

Ci ..., C5; sazdefiniowane formutami catkowymi o postaci:

(Ci)i = [ fuG)cos(im&)costkn&)ds, ok =1...n,,
0

fi (&)= Zéiz/\/(1+zt,:i2)3 o2y = (hy =)L+ Gl /1)1 -28), & =x/1;,
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(Cai = [ fu@)sin(jng)sinkng)ds,  jk=1..n,,
0

£ (&) =hg =1 /[he —h —(h,, —h)ET,

1
(Can i = [ @) coslm(l& + L)/ Llcos(kn £)dé,  j=Long, k=10,
fa@) =2 YA+ 2Z)’

(o ZJ. fyi (&) cos[ jn(li& + L))/ L]lcos[kn(li& + L)/ L1dS,  j.k=1..ng,
0

fa(&) =10 +25)
(Cs) :I fsi(S)sin[ ju (L& + L)/ Llsin[(kn(li&; + L)/ L]1d&,  j.k=1...n,
0

f5i(§i) = Ii(hC - Zci)71 = Ii /[hc - hi - (hi+1 - hi)fi -4 fﬂiliz /lz)(égi - é:iz)] >

(Ca)i = [ fa@sin(jn&)sinkn & )dg, .k =1..n,,
0

fa(G) =\ +125),
1
Ci)j = I foi (&) sin[ju (L& + L)/ Llsin[kn(l& + L)/ L1dS,  j.k=1,...n;.

Mozna je wyznaczy¢ numerycznie stosujac znane metody numerycznego oblicza-
nia catek oznaczonych (Legras [79]). W szczegdlnym przypadku mostu z pylonami
o jednakowych wysokos$ciach, wspolczynnik macierzowy C,; ma dla przgset srodko-
wych posta¢ analityczna i wynosi C,;= (I; /2ho)I .

W celu wyznaczenia wektora nieliniowych reakcji sprezystych uktadu R™(q)
wyodrebniono ze wzorow (2.51) i (2.54) formule okreslajaca czg$¢ nieliniowg energii
potencjalnej odksztatcenia uktadu

1 n b , 1 n b roast
E;‘ :EZ;‘-[(AHI + AH, W dx; +52321:J.(AH2 — AH )piwidx; +
i=l o =0

l; I
1 n i . 1 n+l1 i . ,
+ EeZZI(AHI + AH,)p!2dx; + EZI(AH U2+ AHL U)X . (2.80)

i=1 i=0 9
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Dynamiczne przyrosty naciagu ciggien AH, i AH, sa okreslone wzorami (2.38).
Po podstawieniu (2.59)—(2.62) do (2.80) otrzymuje sie

Ep(q) =

N | —

L l;

EA 1
A z—j fal(d) +d2)a0,iA G, +2(q; _qlT)aciquiAiqwi +
i=1 0

l E n+1 1
+ (qlT + (lg )aciquAiq(pi]dgi + 5 IC_;AC Zlij. fy (qlTaciqlTAciql + qgaciquciqz)d":i +
i=0 o

+

2 1 4

1 EA <
LEA _[ f3i[qa/iai(q1TAciq1 + quci‘lz) + q;iai (quci‘h - ‘hTAci‘h)]dfi +
=1

1 ol
+ 5 EcAczl_zI F[2 Qi@ (G A + 3q;iAiq¢7i)]d§i ) (2.81)
i=1" o

gdzie f;(&)=1,gdy i=0 lubi=n+1 oraz

a=dc;, A=dcc'd, c¢=][cosn&,cos2ns,...,cosn, & ],

A =dc cld,, (2.82)

ag=dgc cLei

.= [cos[n(1,& + L)/ L],cos[2n (I,& + L, )/ L],...,cos[n.m(l,& + L)/ L]]".

Gradient pola skalarowego E:j(q) jest poszukiwanym wektorem nieliniowych

reakcji sprezystych uktadu: R™(q) = gradq(Ey). Obliczenie wektora gradientu pola

skalarowego okreslonego formuta (2.81) jest do$¢ trudne, poniewaz formute t¢ wyraza
si¢ poprzez formy wspotrzednych uogolnionych wyzszego rzedu niz liniowe czy kwa-
dratowe, dla ktorych sposob obliczania gradientu jest powszechnie znany. Ogolne
reguly obliczania wektora gradientu wyzszych form, z uwzglednieniem blokowe;j
struktury wektora wspotrzednych uogélnionych, przedstawiono w Dodatku na koncu
rozprawy. Zastosowanie tych regul do obliczenia wektora nieliniowych reakcji spre-

zystych ukladu R™(q) daje nastepujacy rezultat:

0

N R} Ry,
N Rb N : N

: Rkl;ln R:I;i
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EA 1
RVT:/I| = AC _I A [qw| (q] +q2)+q¢l(q2 ) Cldézl
L)
E 1
" 250 J.f 3 (ql cid +q;Aciq2)d§i +
0

fyla; (quiAiQy, + 3‘1;iAiq¢i) +2Aq,,iqya; &,

-q)+ q,i (q; +4q3)]a,ds +

io

6EAc

f5; ai(q;Aciqz - ‘hTAciql)dfi

J. f3|A q(pqu|a|d'§| ’

m
(¢]

Nr;>

o —

1
1
Z_I fyii (QuiAidy; — 2q;iAiqwi + q;iAiqwi)dgi +
0

(auq; A, +2Aq,q,a,)dE +

E A <
+ C;AC _ _[ Fa[A i (g —‘l;i )a; 1ds&;,
0

N1
1
A Z_I fyii (Qui Ay + 2q;iAiqwi + ‘I;iAiq(pi)dé +
0

1
Z I (2,03 A0, +2Aq,q52,)0E, +
0

3i

C|q2(qW| +q¢,)a ]dé:l

i=l o

(2.84)

(2.85)

(2.86)

(2.87)

Wyprowadzone w postaci macierzowej réwnanie ruchu (2.64) dotyczy mostow
wieloprzgstowych, w ktorych odciagi moga by¢ traktowane w przyblizeniu jako po-
ziome. Przypomnijmy, ze odciagami nazwaliSmy skrajne odcinki ciagtych ciggien,
ktore nie sa bezposrednio polaczone z dzwigarem usztywniajacym za pomoca wiesza-
koéw. Zalozenie, ze odciagi sa w przyblizeniu poziome pozwolito pominaé w rozwaza-
niach problem pionowych drgan odciagéw jako niezalezny, o charakterze lokalnym.
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Zapis rownan (2.64) umozliwia automatyczne przejScie do opisu drgan mostow,
w ktérych nie ma technicznej potrzeby wyr6zniania odciaggow. W takim przypadku
wystarczy zadeklarowaé dlugos¢ odciagow jako zerowa.

2.5.3. Ré6wnania ruchu mostéw z odciaggami uko$nymi
i ciegnami o duzym zwisie

We wszystkich jednoprzestowych mostach wiszacych i w niektérych mostach wie-
loprzegstowych odciagi sa ukosne. Wowczas nie mozna pomina¢ pionowej sktado-wej
drgan odciagdéw, poniewaz jest ona sprzgzona ze skltadowa pozioma, mierzona
w plaszczyznie zawieszenia (wzory (2.14)). Aby wyprowadzi¢ rownania ruchu mo-
stow z odciagami uko$nymi, nalezy skorygowac formul¢ wyjsciowa (2.52) opisujaca
energie sprezysta odksztatcenia ciggna i formute wynikowa (2.54) dotyczaca obu cig-
gien.

Energia potencjalna j-tego ciggna, wyliczona na podstawie rownan (2.14) z uwz-
glednieniem pionowych przemieszczen odeiagdw W (X,,t) 1 We;(X,,,t) , wynosi

n+l i n+l i n+l i

:_—H o3 Ut i, - ZJ.AH U — ZJ.(AH U Yugdx, +
i=0 ¢ i=0 o =0 )
\ mi Ii u2_ IO In+l
+%; bzg.(.).rcjzudXI _%HO|:J.WZ]WdeXO+ .(.).WZJWC]er‘H-]

| -
1 0 n+1
—ED(AH Zg)'We X, + I(AHJZWI)W x| -

0

[ [ ]
1 0 , , n+l , ,
_E[j(Aijﬂ) w, ;dx, + I(AHJ-WCJ-) w, X, (2.88)
0 0 J
gdzie j =1, 2. Formule wynikowa wyznacza si¢ jak poprzednio, tj. korzystajac z cat-
kowania przez czg$ci z uwzglednieniem warunkow brzegowych. Wynik ma postaé

n+l i

:—H J.(U’2+U’2)dx+ EACZJ.COS By U2 +u2)dx; +

i=1 o

+ E ACZJ‘COS ﬁOI ZCI[W (ucl + uCZ) + e(DI (UCZ cl)]dx +

Il()

1~ My;g U "‘Ucz 1n+1 2 2
+— dx; + AHu; + AH,u5)dx; +
2 P )

i=1 he -z

|O()
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|
1 0 , n+1 ,
+5(H0+E0Acb3z§>j(wj+w ), + - (Hy + EABL, nﬂ)j<wf+wcé>dxnﬂ+

1 n+l
+= ) 2E A{b%oj‘(w gy + WeoUe,)dX, + bn+1 n+l J(W Ug, + Wczucz)dxn+1]

IO In+l
+ %D (AH WG} + AH W)X, + [ (AH W] + AH W'z)dxmia (2.89)
0

0

przy czym uwzgledniono, ze w warunkach statycznych odciagi sa prostoliniowe, za-
tem z); =(h,,, —h)/l; =const i cosff, =const, gdy i =0 oraz i =n+1. Stale te

i+1

!

oznaczono w wyrazeniu (2.89) symbolami z, = z;,, b, = cos S, , oraz z e nals

=1

n+1

b.,1 = cos By .- Relacja (2.89) w potaczeniu z (2.51) okresla catkowita energig po-

tencjalna uktadu.
W bilansie energii uktadu nalezy konsekwentnie uwzgledni¢ dodatkowa energig
kinetyczna, wynikajaca z pionowych sktadowych ruchu odciagow

|n+l

2 '([ Cosﬂo n+l

(W + Wcz)dxn+1 =

tm
AE, =— < W +W2,))dx, +
=2 ) os s ) ¢

n+1

2, )dx (2.90)

n+l *

C1m,
_EEI(W +W02)dx0

n+l

Catkowita energia kinetyczna jest suma energii okreslonych wzorami (2.56) i (2.90).
Uzyskane wyniki bilansu energetycznego uktadu sa podstawa wyprowadzenia ma-
cierzowego roOwnania ruchu za pomoca metody Lagrange’a—Ritza. Funkcje opisujace
stan przemieszczenia mostu aproksymuje si¢ jak poprzednio szeregami o postaci
(2.58)—(2.62). Dodatkowo trzeba okresli¢ kinetycznie dopuszczalng aproksymacje pio-
nowych przemieszczen odciagdéw. Przyjeto nastgpujaca aproksymacje sinusowa:

nO
We; (Xo,1) = D sin(kmx, /1))a; (1) = 550,

k=1

2.91)
nO

W j (Xpyp»t) = Zsin(kn X /a1 () = $oq in+ts
ke

gdzie j=1,2 (numer ciggna). Po wykonaniu stosownych obliczen i uwzglednieniu
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thumienia otrzymuje si¢ macierzowe réwnanie ruchu wieloprzestowego mostu wisza-
cego z ukos$nymi odciagami, o postaci

Bq(t) + Cq(t) + Kq(t) = F(t) - RN (q). (2.92)

W celu uproszczenia opisu blokéw, wystepujacych we wspdtczynnikach macierzo-
wych réwnania (2.92), wprowadzimy indeksy | i p, oznaczajace odpowiednio lewy
i prawy odciag. Oznaczenia i =0, n+1 oraz i =1, p nalezy w dalszym ciagu uwaza¢

za réwnoznaczne. Réwnanie (2.92) jest zapisane w bazie wspotrzednych uogolnio-
nych q =col(q,q,,9;,,9,/-9,,), poszerzonej w pordwnaniu z poprzednia baza
q =col(q,,q,.9;,9,) o bloki wspolrzednych opisujacych pionowe drgania od-ciagéw
(por. z rownaniem (2.64)). Macierze B i K, wektor uogolnionych sil czyn-nych F

1 wektor nieliniowych reakcji sprezystych uktadu RM maja posta¢ blokowa o struktu-
rze:

K, 0 0 o0 0 0 0 0
0 K, K, K,, 0 0 0 0
o K, K, 0 K, K, 0 0
|0 K, 0 K, 0 0 K, K,
K=o 0o k, 0o K, 0 0 0 | 293)
o 0 K, O K, 0 0
0 0 0 K, 0 K, 0
o 0 o0 K, 0 0 0 K,
B, 0 0 0 0 0 0 0]
O B, 0 0 0 0 0 0
o 0 B, 0 0 0 0 0
o 0o o0 B, 0 0 0 0
B= : (2.94)
0O 0 0 0 B, 0 0 0
o 0 0 0 0 B, 0 0
0o 0 0 0 0 0 B, 0
o 0 0 0 0 0 0 B,

F(t) = col(F,, F, ,0,0,0,0,0,0), (2.95)
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RY(q) = col(0,RY, RN + AR, R} + ARV JRILRY,RYLRY ). (2.96)

Sformutowane w punkcie 2.5.2 definicje blokéw macierzowych K, K., K;;,

Ky, K, Ky, By, By, F,, F, pozostaja bez zmiany (wzory (2.65)(2.74),

(2.76), (2.77)), nieco inng posta¢ maja natomiast definicje blokow opisujacych sztyw-
no$¢ 1 bezwladno$¢ ciggien. Nowa postac¢ tych blokow jest nastgpujaca:

H n+l1
K, =K, = : d2

4i SI’

(2.97)

n+1

B, =B, = mczlicﬂ .

i=0
Podczas obliczania elementow macierzy G;, C; dla i =0 oraz i =n+1 nalezy

pod-stawi¢ f,; (&) =b’ oraz f (&) =Db"'. Dodatkowe bloki macierzy sztywnosci
i bezwladno$ci, zwigzane z pionowymi drganiami odciagdéw, maja postac:

I m_|
B, =—I, B = L“I 2.98
I 2b0 0 pp b ( )

n+1

3
K” — (H + E ACb d2 Kpp (H + E Acbn+1 n+1)d2 (299)
2, 20,
E
Kl| = K;rl = K2| = KF2 = CTA:dCC3,0dO H (2100)
E
K, =K} =K,, =Kl == qac 4, 2.101)

L

gdzie (dy); = jm, (I,); =1, j=1..,n,. Jesli i=0 lub i=n+1, to elementy ma-
1
cierzy Cj; oblicza si¢ ze wzoru (Cy;)j = b’z Icos[jn(lié + L)/ L]cos(kn;)ds,; ,
0
gdzie j=1..,n,, k=1..,n,
Wektor nlehmowych reakcji sprezystych uktadu wyznacza sig, jak poprzednio,
jako gradient nieliniowych sktadnikow energii potencjalnej odksztalcenia uktadu:
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RY(q) = grad(](EpN). W rozwazanym przypadku nalezy uzupemié¢ formule (2.80),
okreslajaca czgs¢ nieliniowa energii potencjalnej odksztatcenia uktadu E;‘ , 0 dodat-

kowe sktadniki nieliniowe AE;I , wyodrebnione z relacji (2.89)

n+l

|
AEY = % [AH W] + AH w2 ), + J.(AH w2 + AH,W2)dx,,, . (2.102)
0

n+l

Po podstawieniu (2.91) do (2.102) i po zweryfikowaniu relacji (2.80) 1 (2.81)
otrzymuje si¢ poprawki uzupelniajace formule (2.81), definiujaca pole skalarowe

EpN (q) . Poprawki te sa zapisane wzorem

AEpl( )__ IC_AC Z; b I(q1| 0|q1TAC|q1 +q2| OIq;ACIq2)d§I

1

1 E.A b’
E L T'(l;(ql Clqll 0|q1|+q2 Clq2l 0|(12|)d§I
E Ac J(qll 0|q1| 0|q1| +q2| 0|q2| qu.)df, ) (2103)
0
a;=d,Ci, Ay=dc,cd,, Co=[cosné,cos2né,,...,cosnymné&i]", (2.104)

gdzie i =0, i =n+1. W formule podstawowej (2.81) nalezy podstawi¢ f,; (&) =h’,
gdy i=0lubi=n+1.
Obliczenie grad, (AE ) daje nastepujace wyniki:

ARIJ\I IC_AC Z b J.qj|aOOAC0qu§O IC_QAC n+l1 n+lJ.qu 0n+l Cn+1qjd(§n+l +

EAD [ EADL [, 1
+ 2CL ﬁv!.acoqleooqjldé:O+2C—Lﬁ_!.acn+lquAon+lqjpd§n+1’ (2'105)
E. E
RIj\ll = e b I oOqTAcqud§0 LAC IAoquIq acOd§0
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LEA 7 by |
ZAC |2 (aooquAooq—jrl +2A00qjlq?Iaoo)d§0’ (2106)

0

1

E E.A b,
RIJ'\]P = 269 n+1br?+1j on+1qTAcn+1q d§n+1 + LAC . lJ‘AoanJPq acn+1d§n+1 +

0 n+l 0

E Ac zn+1 n+1
212

n+1

1
I(aonﬂqj pAon+1qJTp + 2Aon+1qj pq’Jl'-paonH)dan H (2107)
0

gdzie j =1, 2. Formuly (2.105)—~(2.107), w potaczeniu z definicjami (2.83)—(2.87),

okreslaja w catosci wektor nieliniowych reakcji sprezystych uktadu (2.96).

Nalezy zauwazy¢, ze sformulowane rownanie ruchu (2.92) jest uogélnieniem réw-
nania (2.64), obejmuje zatem wczesniej rozpatrzony przypadek szczegdlny drgan mo-
stow wieloprzgstowych z odciagami poziomymi. Dzigki zastosowaniu podejscia ,,0d
szczegotu do ogodtu” uniknigto nadmiernej komplikacji algorytmu na poczatkowym,
zasadniczym etapie rozwazan.Wyodrebnienie wczesniejszych réwnan ruchu (2.64)
umozliwia Ponadto automatyczne przejscie do opisu drgan wieloprzgstowych mostow
wiszacych, w ktorych odciagi sa tak krotkie, ze nie ma technicznej potrzeby ich wy-
rozniania. Tak prosta modyfikacja rownan (2.92) nie jest mozliwa, poniewaz pominig-
cie odciagdéw wymaga ograniczenia bazy wspotrzednych uogolnionych, co w istocie
prowadzi do rownania zapisanego w postaci (2.64).

2.5.4. Réwnania ruchu mostéw
z ciegnami o malym zwisie

Rozwazmy teraz odrgbny przypadek mostow z ciggnami o malym zwisie, ktorych
drgania sg opisane rownaniami (2.46)—(2.49), wyprowadzonymi przy zatozeniu, ze
obowiazuje hipoteza Kirchhoffa. Zacznijmy od stosownej modyfikacji formut bilansu
energetycznego. W tym przypadku istotnej zmianie ulega jedynie formuta okreslajaca
energi¢ potencjalna odksztatcenia uktadu. Po wykonaniu odpowiednich obliczen
otrzymuje si¢ wWzor

=_ZE A,J.u’zdx +— ZE, yIJ.W"ZdX +—2H ZJ.W'ZdX +

i=l o
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k fe? & & Iy l;
+%16|°2 € ZZﬂiﬂk[£¢kdka[£¢idxij+

n b n bk n b
' 1 ’ 1 ot ror
Iwidei +52H092mzj¢i2dxi +52Hoenzzj(¢iwi + We))dx; +
= i=l o
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1
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2 0771_

i=1

1
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D 4

n i
i=1

' 1< I v2 1 & I oV
0 2 ; '('). hci 2 ; E[ hci

l; l.

1 n i , 1 n ; ,

+Ein‘]wij.¢)i “dx; +EZ(GiIi +2H092)J.(0i2dxi +
i=1 0 1 0

1g ¢ |
=Y myg(b — ¢ +—)| p’dx; . 2.108
"5 2 Mo .+hci)£<o. . (2.108)

Energia kinetyczna uktadu jest opisana wzorem (2.56), przy czym ostatni sktadnik
nalezy przyja¢ rowny zeru, natomiast wyrazenie (2.57) definiujace pracg¢ wirtualna
zewngtrznych sit czynnych nie ulega zmianie.

W dalszych rozwazaniach pominiemy niezalezny problem drgan osiowych dzwiga-
ra usztywniajacego, opisany oddzielnym réwnaniem B,q, +C,q, +K,q, =F,.
Stan przemieszczenia przgsta mostu okreslaja trzy ciagte funkcje w,(X;,t), v;(x;,t),
@;(X;,t), ktore aproksymuje si¢ jak poprzednio, szeregami (2.59)—(2.61). Poziome
przemieszczenia ciggien zostaly tu pominigte jako mate wobec przemieszczen piono-
wych. Macierzowe rownanie ruchu, wyprowadzone na podstawie rOwnan Lagrange’a
z uwzglednieniem formut bilansu energetycznego (2.56), (2.57), (2.108) i aproksy-
macji (2.59)—(2.61), ma ogo6lna postac typu (2.64). Wektor wspotrzednych uogodlnio-
nych q = col(qy,qp,,---qp,) sklada sig blokow q,; = col(qy,;,q,i»q,i), ktore zawie-

raja podbloki wspotrzednych reprezentujacych przestrzen konfiguracyjna ruchu po-
szczegolnych przgset.

Struktura macierzy bezwtadnosci uktadu jest blokowo diagonalna, podobna do
struktury macierzy bezwladnosci wyznaczonej w przypadku mostow z ciggnami o du-
Zym zwisie

Bp)y - 0 Buw)i 0 0
B=| .. . . |, Byi=| 0 (B, B,)|, (2.109)
0 ... By, 0 (B, B,)
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Definicje (2.76)—(2.78) podblokoéw macierzy bezwladnosci nie ulegaja zmianie,
podobnie jak definicje (2.65) podblokéw F,;, F,., F_. wektora uogolnionych sit czyn-

wis Tvio S i

nych F = col(F,,Fy,.....F,,), gdzie F; = col(F,;,F,;,F,;) . Macierz sztywnosci opisu-

wi i

jaca liniowy model obiektu ma budowe blokowo sprzezona o postaci

Kpp)p o Ky
K= , (2.110)
(Kbb)nl (Kbb)nn
gdzie
(wa)i 0 0 (wa)ik 0 0
Kpp)i =| 0 Ky Ky [, Ky = 0 0 0 |, (2l11D
0 Kap)i Ky 0 0 (K,,)i

przy czym K, =K, i#k, i=1,.,n, k=1..,n oraz

Eidyi H 64k f E.J
(wa)i = 2|3y a’ +I_Od2 17 ,u| g gc s (va)i :#d +mb|gC2| >
i i i
(2.112)
EJ, Gl H my;gl; (b, —¢;)
K, )i=—ad+| o+ d* + T+
Koo 2’1} 2el |, 26?
m,. gc’
+ b:j ~Cyi + 64|k2°f P ug.g. , (2.113)
i9C; 64k, f
(Kvw)l = (K )i = Mo Ci, (wa)ik = (qu)k = 2 —— bl g8, gc , (2.114)
gdzie
| | | !
=|—, 0, —, 0, —, ..|. 2.115
B {n 3n 5w } ( )

Wektor nieliniowych reakceji sprezystych uktadu wylicza sig, jak poprzednio, na
podstawie relacji RN(q):gradq(E;I). Nieliniowa czg$¢ energii potencjalnej od-

ksztatcenia uktadu (por. wzér (2.108)) wynosi
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n i
E) =—2HoﬂlzJW'2dX +— 2H0e m Jw’zdx +— 2H0enzz_[((pi’w{+w{(p{)dxi.
i=1 ¢ i=1 ¢ i=1 ¢

(2.116)

Po podstawieniu relacji (2.43) 1 (2.59)—(2.61) do (2.116) otrzymuje si¢

1 n n
ROy W (g g a0+ 2k D I gl af ) +
i=1 k=1 | i=1 k=1 i
1 n n IIU n n ,U
L DD ICHPR T MEELE'SY o) @gd a), (2117)
1

i=1 k=1 i=1 k=1

a nastgpnie

Ry, R
RY=| & |, Ry=| 0 |, (2.118)
R}, RY

gdzie:

| 4 H
Rwi :2kcz kl : d qWIqugC +k zl_lg qWJd qWJ
k=1 i j=1 J'

n
7 H
Tk D gy g, + 2k, D h kdqgo.qgokgc, (2.119)
k=1

|y 24 H
R(I/\Jli = 2kc |_ q(plqwkgc +k z#g qWJqu(p]

k=1 j=1 J'

I
+ 2k, Ii QL. +K Z'—“'g qld’q,; . (2.120)
k= j=1 J'

Wyprowadzone réwnania ruchu dotycza wytacznie mostéw z ciggnami o matym
zwisie, przy czym moga to by¢ mosty jednoprzegstowe lub wieloprzgstowe — z odcia-
gami poziomymi lub uko$nymi.
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2.6. Tlumienie drgan

Jak wiadomo, zarowno charakter, jak i zrodlo wlasnosci thtumiacych konstrukcji
budowlanych nie sa dostatecznie poznane, dlatego do opisu sit oporu w obliczeniach
dynamicznych stosuje si¢ rézne modele. Na ogdt przyjmuje si¢ generalnag hipoteze
o wiskotycznym charakterze oporéw ruchu. W ramach tego zatozenia mozliwe jest
stosowanie roznych wariantow. Jesli gldwne znaczenie przypisuje si¢ thumieniu ze
strony $rodowiska, to przyjmuje si¢ model tlumienia masowego (zewngtrznego) —
wowczas macierz ttumienia w rownaniu ruchu jest zdefiniowana wzorem C= uB.
Czgsciej zaktada sig, ze gtownym zrédtem thumienia sa opory wewngtrzne, czyli mate-
riatlowe 1 stosuje si¢ model reologiczny Voigta—Kelvina, w ktérym opory ruchu sa
proporcjonalne do predkosci reakcji sprezystych. Macierz thumienia jest wowczas
okres$lona wzorem C=xK. Wymiarowe wspotczynniki ttumienia x, x mozna osza-
cowaé¢ wedlug wzorow u =y, xk =y /2 (Langer [75]). Symbol (2 oznacza naj-
istotniejsza w zadaniu, cykliczna czgstos¢ wlasna ukladu, z ktora nalezy skojarzyc
miarodajny dla danej konstrukcji bezwymiarowy wspotczynnik tlumienia y =2«
rowny podwojonej liczbie ttumienia o (ulamek ttumienia krytycznego). Mozliwe jest
takze zalozenie wariantu kombinowanego (ttumienie Rayleigha), gdzie C = uB + kK,
lub specyfikacja wspotczynnikow tlumienia y; dla kolejnych gtéwnych form drgan,
mozliwa w przypadku stosowania metody transformacji witasnej [75]. W ostatnim
przypadku mozna zatozy¢, ze thumienie jest jednakowe dla wszystkich gtéwnych form
drgan y; =y, co jest rownoznaczne z przyjgciem hipotezy statego dekrementu thu-
mienia [75].

Wybor wlasciwego dla analizowanej konstrukcji modelu ttumienia ma duze zna-
czenie, gdyz moze istotnie wptyna¢ na oceng stanu dynamicznego wytezenia. Kryteria
wyboru nie s jednoznacznie okreslone. Mozna jedynie ogdlnie stwierdzi¢, ze wybra-
ny model powinien odzwierciedla¢ rzeczywiste cechy ttumienia drgan danej konstruk-
cji. Rozwazmy dwa powszechnie stosowane modele: thumienia masowego i ttumienia
Voigta—Kelvina. Na rysunku 2.10 przedstawiono wykresy zaleznos$ci wzglednych
modalnych wspolczynnikow tlumienia y;/y, odpowiadajacych rozwazanym mode-
lom, od czgstoséci drgan f;, mierzonej w Hz (czgstotliwose). Wykresy te odpowiadaja
hipotetycznym uktadom dynamicznym o réznych czgstosciach podstawowych f,.
Wspolczynnik y skojarzony z czgstoscia f, okresla wymiarowe parametry tlumienia
u=y2nf,, k=y/(2nf,). Linie przerywane odpowiadaja zalozeniu ttumienia mate-
riatowego, gdzie C=xK, co po przejsciu do parametrow modalnych ukladu daje:
¢, =xk, yy =xw, =y f;/f,. Linie ciagle odpowiadaja zalozeniu ttumienia maso-

0

wego C = 1B, dla ktdrego otrzymuje sig: ¢ = ub’, y; = u/w; =y f,/ f;.
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Rys. 2.10. Zalezno$¢ thumienia od czgstosci przy roéznych czgstosciach podstawowych
Fig. 2.10. Damping versus frequency for different fundamental frequencies

Przyjecie modelu Voigta—Kelvina w odniesieniu do konstrukcji o niskich czgsto-
sciach podstawowych (0,1-0,5 Hz) powoduje nadmierne, szybko narastajace ttumie-
nie wyzszych postaci drgan. Model ten powinien by¢ stosowany raczej do konstrukcji
o wiekszych czestosciach podstawowych, poniewaz poziom tlumienia wyzszych form
drgan rosnie wtedy znacznie tagodniej. Duze thumienie wysokich form drgan moze
by¢ w tym przypadku korzystne, powoduje ono bowiem wygaszanie drgan ksztatto-
wanych przez formy, ktore sa zazwyczaj obarczone duzym bledem wynikajacym
z dyskretyzacji uktadu ciagtego.

Model Voigta—Kelvina wydaje si¢ wyjatkowo nieodpowiedni dla mostéw wisza-
cych, ktore charakteryzuja si¢ bardzo niskimi czgstosciami podstawowymi. Spektaku-
lammym przykladem moze by¢ widmo czgstosci wlasnych najdluzszego na $wiecie
mostu Akashi Kaikyo. Czgstosci poczatkowej strefy widma tego mostu przedstawiono
w tabeli 2.1, na podstawie wynikow badan autorow pracy [16]. W najistotniejszej,
poczatkowej strefie widma czgstosci wiasne mostu Akashi Kaikyo sa mato zr6znico-
wane i1 obejmuja waski zakres od okoto 0,04 Hz do 0,2 Hz. W tym zakresie czgstosci
model Voigta—Kelvina powoduje drastyczne narastanie ttumienia, co jest sprzeczne ze
specyfika thumienia w mostach wiszacych.

Rezultaty pomiaréw drgan wskazuja, ze poziom tlumienia modalnego w mostach
wiszacych na ogot maleje ze wzrostem czestosci. Ta uwaga dotyczy gtdéwnie mostow
starszych, ktore sa sztywniejsze od nowoczesnych mostow o duzych rozpigtosciach
1 maja nieco lepsze wilasnosci ttumiace. Przyktadem moga by¢ wyniki identyfikacji
pomiarowej ttumienia modalnego mostu Lions’ Gate potozonego w Vancouver, opu-
blikowane przez Bucklanda i in. [38], a takze badania Abdel-Ghaffara i Housnera [5]
(most Vincenta Thomasa) i Scanlana [99] (model mostu Tacoma Narrows). Loga-
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rytmiczny dekrement thumienia podstawowej postaci drgan wynosi w tych mostach
4=0,05-0,15 1 maleje w wyzszych formach [5, 38, 99]. W przypadku takich mo-
stow dobrym przyblizeniem rzeczywistego tlumienia moze by¢ model tlumienia
masowego.

Tabela 2.1. Czgstosci wlasne mostu Akashi Kaikyo (Boonyapinyo i in. [16])
Table 2.1. Natural frequencies of Akashi Kaikyo Bridge (Boonyapinyo i in. [16])

Drgania pionowe Drgania skr¢tne Drgania poziome
Numer | Czesto$¢ f | Numer Czestos¢ f Numer Czestosé f
formy [Hz] formy [Hz] formy [Hz]

1 0,0644 1 0,1467 1 0,0389

2 0,0834 2 0,2033 2 0,0779

3 0,1079 3 0,0925

4 0,1211 4 0,0926

5 0,1603 5 0,1286

Nowoczesne mosty wiszace, o smukltych konstrukcjach i duzych rozpigtosciach,
charakteryzujq si¢ bardzo niskim tlumieniem, trudnym do zidentyfikowania na pod-
stawie pomiarow. Wielu autoréw przyjmuje zatozenie, ze poziom tlumienia modalne-
go w takich mostach jest jednakowy dla wszystkich postaci drgan. Przyktadowo, do
obliczen aerodynamicznych mostu Akashi Kaikyo autorzy pracy [16] przyjeli stala
warto$¢ thumienia modalnego & = 0,03 . Roéwniez w pracach [44, 46] przyjeto staly
logarytmiczny dekrement ttumienia o wartosci 4 = 0,02 . Jednak badania mostu Great
Belt wykazaly, ze tlumienie modalne w tym moscie maleje w wyzszych formach
drgan, podobnie jak w starszych mostach o mniejszych rozpigto$ciach (Laigaard Jen-
sen i in. [74]). Zalozenie statego ttumienia w przypadku duzych, nowoczesnych mo-
stow wiszacych budzi zatem watpliwosci. Mozna sadzi¢, ze lepsze przyblizenie thu-
mienia rzeczywistego daje model thumienia masowego.

W rzeczywistosci kazdej formie drgan mostu odpowiada swoista wartos¢ wspot-
czynnika ttumienia (Abdel-Ghaffar [5] i Buckland [38]). Stad najblizsza rzeczywisto-
sci jest deklaracja bezwymiarowych wspotczynnikéw ttumienia y; dla kolejnych

gtéwnych form drgan. Taka deklaracja jest oczywiscie mozliwa tylko wtedy, gdy dys-
ponujemy dla danego mostu wynikami badan eksperymentalnych w zakresie tlumienia
modalnego. W przypadku rozwazanym w niniejszej pracy deklaracja ttumienia mo-
dalnego nastrgcza pewne trudnos$ci, poniewaz rownania ruchu sa nieliniowe, nie jest
zatem mozliwe poszukiwanie rozwiazan metoda transformacji wiasnej. Trudnosci te
mozna pokonaé zakladajac w pewnym przyblizeniu, ze wlasnosci thumiace wynikaja
gtéwnie z charakterystyk modelu liniowego, ktory jest opisany rownaniem (2.64) lub
(2.92), pozbawionym sktadnika nieliniowego. Nastgpnie, na podstawie parametrow

modalnych ukfadu liniowego ¢ = y,4/k’b’ , nalezy obliczy¢ macierz ttumienia C

zapisang w bazie wspolrzednych wyjsciowych q. Obliczenie polega na wykonaniu
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operacji powrotu z bazy wspotrzednych gtownych do wyjsciowych, wedlug wzoru:
C=(W")"'eW™ | gdzie ¢ jest macierza diagonalna o elementach c’, W jest macie-
rza wlasna, uzyskana w wyniku rozwiazania zagadnienia wlasnego (K —@’B)q=0.
Jest oczywiste, ze wyznaczenie wymiarowych parametrow tlumienia ¢/ wymaga
wezesniejszego obliczenia sztywnosci k” i mas gtownych b uktadu liniowego, ktore

sa elementami macierzy diagonalnych k = W'KW oraz b = W'BW . Alternatyw-
nym sposobem obliczenia macierzy thumienia, ktéry nie wymaga odwracania macie-
rzy wiasnej, jest zastosowanie wzoru C=BWjyob' W' B=KWw 'k WK,
w ktérym symbole y, @ oznaczaja macierze diagonalne o elementach y;, @; (Lan-
ger [75]).

Z przedstawionych rozwazan wynika, ze tlumienie w rownaniach ruchu mostow

wiszacych mozna uwzgledni¢ albo przez deklaracj¢ macierzy tlumienia postaci
C = uB, przy zalozeniu thumienia zewngtrznego, albo przez deklaracje bezwymiaro-

wych wspotczynnikow thumienia y; dla kolejnych gtéwnych form drgan liniowego
modelu mostu, wowczas C =(W')'¢eW™ . W pierwszym przypadku tlumienie jest

nieco zanizone, ale obliczenie macierzy thumienia jest tatwe. Ponadto okreslenie sit
wewnetrznych nie nastrgcza zadnych trudnosci, gdyz sily te wynikaja wylacznie
z okreslonego stanu przemieszczenia uktadu. W drugim przypadku opis ttumienia jest
najblizszy rzeczywistosci, ale obliczenie macierzy thumienia jest bardziej skompliko-
wane. Gtowna trudnos¢ stanowi tu Jednak problem okreslenia sposobu wyznaczania
sit wewnetrznych, poniewaz charakter sit oporu ruchu nie jest w tym przypadku jed-
noznacznie zdefiniowany. W mostach wiszacych poziom ttumienia modalnego maleje
dla kolejnych gléwnych form drgan, mozna wigc zalozy¢, ze zasadnicze znaczenie
maja opory o charakterze zewngtrznym (np. opoér powietrza). Z praktycznego punktu
widzenia mozna tez przyjac¢, ze przy bardzo matym thumieniu, jakim charakteryzuja
si¢ mosty wiszace, wpltyw ewentualnych sit oporéw ruchu o charakterze wewnetrz-
nym jest pomijalny (Chmielewski i Zembaty [45]). Te stwierdzenia umozliwiaja
sformutowanie jednakowych definicji sit wewngtrznych w obu rozpatrywanych przy-
padkach ttumienia.

2.7. Wyznaczanie przemieszczen, sit wewnetrznych i naprezen

Macierzowe réwnania ruchu (2.64) lub (2.92) sa uktadami nieliniowych sprzegzo-
nych réwnan rézniczkowych zwyczajnych drugiego rzedu. Rozwiazanie takiego ukta-
du réwnan moze by¢ wyznaczone numerycznie. Problem ten bedzie omowiony szerzej
w rozdziale 4.3.4. Wyznaczone numerycznie przebiegi czasowe wspotrzednych
uogolnionych q (rozwiazanie roéwnania (2.64)) lub q (rozwiazanie rownania (2.92))
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stanowia podstawe obliczenia sit przekrojowych i napr¢zen oraz stanu przemieszcze-
nia dzwigara usztywniajacego i ciggien.

Przemieszczenie dowolnego punktu dzwigara usztywniajacego ma w plaszczyznie
przekroju dwie sktadowe, okreslone wzorami

Wi (5, %, 1) = W (6,0 + ¥ (59 (%) = 87 [A,; + (Y5 /e)q,l, (2.121)
V(51 %,0) = v, 06,0~ [2,(5) + & 1o, (%, 0) = s (@ —[(z +a)/€la,; ). (2.122)

Symbole W, i V; oznaczaja odpowiednio sktadowa pionowa i pozioma przemiesz-
czenia w punkcie o wspotrzednej S;, przekroju X; belki stanowiacej i-te, swobodnie
podparte przesto dzwigara. Rownolegte (tzn. bez spaczenia) przemieszczenie podhuz-
ne przekroju belki u;(X;,t) oblicza si¢ ze wzoru (2.58) lub (2.63).

Stan przemieszczenia ciggna jest opisany dwiema sktadowymi, mierzonymi
w pionowej plaszczyznie zawieszenia. Poziome przemieszczenia ciggien U,(X,t),

U, (X,t) oblicza si¢ ze wzoréw (2.62), przemieszczenia pionowe natomiast, wyliczone
wedlug wzorow (2.27), wynosza:

Wey (X, 1) = Wy (%, ) = 57 [q — Al (2.123)

W, (X5, 1) = Wo (X, 1) = 87 [Q + Q0] - (2.124)

Pionowe przemieszczenia odciagéw sa okreslone wzorami (2.91).
Dynamiczne przyrosty sit naciagu ciggien, okreslone relacjami (2.38) dla mostow
z ciggnami o duzych zwisach, wyznacza si¢ wedlug wzorow:

4

1 g
AH, (%;,1) = EcA, cos’ (tczidcql + I_Ccde(qwi - qgoi)j ) (2.125)
i

4

1 Zg
AH, (%;,1) = EcA 0053ﬂ0i£Ecgidc‘I2 + %c?d(qwi + q(pi)J’ (2.126)

gdy i =1,..,n oraz

5c§idoqnj, (2.127)

1
AHl(xivt) = EcAcbi3(Ecgidcql + I
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AH,(%,1) =E Acb( id.q, + ] cgido‘hija (2.128)

gdy i =0, i=n+1iodciagi sa ukosne (b; = cos f, ;, por. rozdz. 2.5.3). Jesli odciagi
sa poziome, to wzory (2.127) i (2.128) przyjmuja postac

AH,(x;,t) = °A° cod.q, AH,(x,t) = °A° cod.q,. (2.129)

W przypadku mostéw z ciggnami o malych zwisach, dynamiczne przyrosty sit
naciagu ciggien oblicza si¢ wedtug (2.42) i (2.43), na podstawie parametrow 7, (t),

1,(t) , ktore wynosza

2k, &
m®) == ligl qu, nz(t)— Zu.l.gcq(p. (2.130)

0 i=1 0|1

Sity przekrojowe w belkach usztywniajacych mostu sa wywotane zginaniem i nie-
swobodnym skrecaniem. Za dodatnie bedziemy uwazali sity przekrojowe, ktorych
wektory w przekroju o normalnej zewnetrznej dodatniej maja zwroty zgodne ze zwro-
tami osi uktadu wspoétrzednych X, y;, z; (rys. 2.4). Momenty zginajace, sity tnace 1
sily osiowe sa okreslone znanymi formutami rézniczkowymi [61, 71], ktore dla przy-
jetej aproksymacji stanu przemieszczenia daja nastepujace wyniki:

" Ei‘]yi T 42
Myi (%, 0) = —Bd i = 12 $id°qy;, (2.131)
i
" Ei‘Jzi T 42
Mzi(xist)_ EI‘]ZIV == 12 sid Qi (2.132)
i
m Eini T 33
Tzi(xi:t) - El‘]ylwl + m |3 ¢ d qui + rnyi ’ (2133)
i
m EI‘]Zi T 3
T, (%, =-EJ,v'-m, = c/d’q, —m,, (2.134)

N, (XD = E AU == cld,a,. (2.135)
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Relacja (2.135) dotyczy belek z lewa podpora nieprzesuwna. Jesli nieprzesuwna
jest podpora prawa, to

,__EA
N; (x;,t) = EjAU; = —i—AsEiduqui . (2.136)

Moment czystego skrecania de Saint-Venanta, bimoment i moment gigtno-skretny
sa okreslone wzorami o postaci (por. [61, 71]):

, Gile
Mgi (%, 1) = Gilig; = II-I ¢idq,,, (2.137)
B _ "_ Ei‘]a)ie T 42
{ui(xi’t) - _Ei‘]a}i(Di - |2 S; d q(pi ,( 2138)
i
_ m _ Ei‘]wi T 43
M,i(%.) =—EJ o' —m,; = ¢id'q, —m,. (2.139)

3
l;

m

Rozlozone momenty m i, M,; obciazenia uzytkowego p,; wyznacza si¢ za

yi>
pomoca formut (2.20). Powyzsze wzory sa stuszne dla belek cienko$ciennych o profi-
lu otwartym i zamknigtym czg§ciowo lub catkowicie, jesli potozenie srodka §cinania i

charakterystyka przekroju J,; sa wyznaczone na podstawie uogdlnionej definicji
wspolrzednych wycinkowych @; (wzor (2.23)). Charakterystyka przekrojowa de Sa-
int-Venanta |; jest zdefiniowana wzorem (2.24).

Przejdzmy teraz do okreslenia naprezen w elementach mostu. Stan naprezenia cig-
gien w przekroju X; jest okreSlony przez sktadnik statyczny naprgzen normalnych,

jednakowy dla obu ciggien
o,(X) = L, (2.140)
A, cos [y,
oraz r6zny dla kazdego z ciggien sktadnik dynamiczny
AH (%, 1)
Aci(x,t)=———, =12, (2.141)
A, cos [y

nazywany dalej dynamicznym przyrostem naprezenia w ciggnie.
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Naprezenia normalne w przekroju X; belki, w punkcie o wspolrzednej s;, sa okre-
slone znanym wzorem [61, 71]

Ni(Xi,t) N Myi(Xi,t) 7 (Si)—w y, (Si)+Ma)i(si) ,

: S-,X-,t =
O-I(I I ) Ai ‘]yi ‘]zi ‘]a)i

(2.142)

niezaleznie od typu profilu [61]. Zaklada sig, ze napre¢zenia te sg roztozone rowno-
miernie na grubosci $cianki przekroju cienko$ciennego. Za dodatnie przyjmuje si¢
naprezenia rozciagajace.

Napre¢zenia styczne, w odroznieniu od naprgzen normalnych, sa réznie zdefiniowa-
ne dla cienko$ciennych profili otwartych i zamknigtych, ale w obu przypadkach maja
ten sam kierunek — styczny do linii $srodkowej przekroju. Jednakowy jest takze sposob
rozkladu naprgzen stycznych 7; wywolanych zginaniem, nieswobodnym skrgcaniem
i wpltywami osiowymi. Naprgzenia te sa roztozone rownomiernie na grubosci $cianki
przekroju. Napre¢zenia wywolane czystym skrgcaniem rozwazymy odrebnie.

Réwnomiernie roztozone naprgzenia styczne w profilach otwartych oblicza si¢
wedhug wzoru [61]

r.(s.,x.,t)z—L N—;K(s.)+q. +M—'yi§ (s-)—M—;i§(s.)+ Moi & (s |,
I 1 1 5(SI) A I X1 in y 1 Jzi z 1 \](ui [a] 1

(2.143)

gdzie Q; = J. Py (S, X, t)ds; . W przypadku preta, na ktorego pobocznicy nie dziataja
Ci(s)
obciazenia rownolegle do jego osi, mamy

X 1) = - TZ‘§ Ty‘s‘ M”‘s‘ 2.144
7 (S X )__Tsi) J_y. y(Si)+T z(si)+T o(Si) |- (2.144)

Z1 wl
W definicjach (2.143) i (2.144) wystgpuja nastgpujace funkcje:

A(s)) = j5(5i)d5i > S_y(si) = Izi(si )o(s;)ds; ,
Ci(si) Ci(si)
(2.145)
S,(s) = '[yi (s)8(s)ds; . S,(s8) = J.wi(si )S(s)ds; ,

Ci(s) Ci(s)
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ktore oznaczaja pole i momenty statyczne czes$ci przekroju zawartej miedzy punktem
S; =0 (przyjetym na krawedzi preta, gdzie 7; = 0) i punktem o wspotrzednej s;.

W profilach zamknigtych i czg§ciowo zamknigtych, w ktorych tylko fragmenty
konturu tworza komory zamknigte, naprezenia styczne sa okreslone wzorem [61]

715 1) = 53)(A[A@) F(sn+qAS(s)l=@)ﬂ

1
8(s)

M i M£| o M{ui o
( 2[S, (i) — Fy(5)] - —1S,(s8) - F(s)] + 3 [Sw(si)—Fw(Si)]J,

Zi i

(2.146)

gdzie q,; = IpX, (i, X;,t)ds; jest wynikiem catkowania po catym konturze przekroju.

Jesli p,; (S, X;,t) = 0, to wzor (2.146) redukuje si¢ do drugiego wiersza.
Charakterystyke Sq (s;) wyznacza si¢ za pomoca funkcji T;, definiujacej osiowe
obciazenie uzytkowe czegsci odcigtej przekroju, przy czym zaktada sig, ze przy obli-
czaniu funkcji Q,; mozliwe jest rozdzielenie zmiennych wedlug wzoru:
T (815 %;51) = G (%, 1)Sq (57) - Funkeje Fy(s), Fy(s). F(5), F,(5), Fy(s) sa
analogiczne do funkcji F,(S;), wystgpujacej w rownaniu (2.22) i okre$lajacej rozktad

. s . . .
naprgzen stycznych de Saint-Venanta 7; wzdtuz konturu. Sa zatem odcinkami state

(state w obrebie kazdej gatezi konturu), a w przypadku galezi ,,otwartych” sa rowne
zeru. W kazdej komorze zamknietej (k =1, 2, 3, ...) musza by¢ spetnione rownania

Fu(s)ye _ fAG) 4 §F@) §S(w §5@)b:§@@93
Vo Yo Yo ™ T e ™ o) ™ T e
(2.147)

Fu(S)ge _ §S(s)_ §Fq(8i)dS Sq(s) .
L 0(s) ' o(s;) o . 0(5) ' . 0(s) '

Poszukiwane state F, . I Fy Jrees Fq i sa rozwiazaniem uktadu roéwnan (2.129), uzu-

pelnionego o warunki ciaglo$ci naprezen w punktach potaczen galezi, indeks
j =1,2,3,... oznacza numery gal¢zi w zamknigtych komorach konturu. Charakterysty-
ki geometryczne odcigtej czesci przekroju oblicza si¢ po dokonaniu pomocniczego,
dowolnie zlokalizowanego rozcigcia kazdej komory zamknigtej. Réwnania (2.147)
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zostaly sformulowane przez Benscotera, a szczegbétowe wyprowadzenie formuty
(2.146) mozna znalez¢ w pracy Gjelsvika [61], przy czym Gjelsvik inaczej definiuje
czes$¢ odcigta przekroju — jako cze$é, ktora pozostaje po odcigeciu fragmentu zawartego
migdzy S; =0 i danym S;. Prowadzi to do zmiany znaku naprg¢zen stycznych ;.
Wiasciwg interpretacje przytoczonych wzoréw moze ulatwié algorytm przedstawiony
w pracy [61], ktory opracowano dla przyktadowych profili cienkosciennych w celu
wyznaczenia i rozwigzania uktadu réwnan (2.147).

Rozklad naprezen 7 wywotanych czystym skrecaniem de Saint-Venanta jest
w przekrojach zamknigtych inny niz w przekrojach otwartych. W profilach zamknig-
tych naprezenia 7 sa roztozone tak, jak naprezenia z;, czyli rtOwnomiernie na grubo-
$ci $cianki przekroju. Oblicza si¢ je ze wzoru

R M
5(s,) |.

7 (s, %,1) = , (2.148)

przy czym moment oporu przeciw skrecaniu, okreslony wzorem (2.24), redukuje si¢

do postaci |; = J.L))ds W profilach otwartych naprezenia 7z zmieniaja si¢ na

grubosci $cianki liniowo, zgodnie z relacja

70 (S, %, t) = (2.149)

1
gdzie tym razem charakterystyka przekrojowa de Saint-Venanta (2.24) ogranicza si¢

. . 1 . .
do pierwszego sktadnika I; = §I5 ’(s;)ds; . Symbol n; jest wspotrzedna krzywoli-
Ci
niowego, prawoskretnego uktadu wspotrzednych (n;,s;, X;). O n; jest osia normalna
do s; (rys. 2.6), wspolrzedna n; zmienia si¢ od —6;/2 do 6;/2. W dalszym ciagu
pracy symbol 7;(S;,X;,t) bedzie oznaczal laczne naprezenia styczne, tzn. naprezenia

zdefiniowane wzorem (2.146), uzupelnione odpowiednio o napr¢zenia wywotane czy-
stym skrecaniem, okres$lone relacja (2.148) lub (2.149).



3. Analiza deterministyczna wybranych problemow
dynamiki mostow wiszacych

3.1. Zakres i cele badan

Przedstawiona w poprzednim rozdziale teoria drgan wieloprzgstowych mostow
wiszacych bedzie w dalszej czgSci pracy zastosowana do wyznaczania rozwiazan
w dziedzinie drgan losowych. Efektywnos¢ metod, algorytmow i procedur kompute-
rowych stuzacych do analizy stochastycznej w duzym stopniu zalezy od rozmiaru
zadania deterministycznego i stopnia ztozonos$ci algorytmu analizy drgan determini-
stycznych. Algorytm opracowany na podstawie teorii uwzgledniajacej poziome prze-
mieszczenia ciggien jest zdecydowanie bardziej zlozony obliczeniowo, zatem mniej
efektywny niz algorytm uproszczony, zbudowany wedhug teorii klasycznej opartej na
hipotezie Kirchhoffa. Uwzglednienie poziomych przemieszczen ciggien powoduje
konieczno$¢ stosowania wigkszej liczby funkcji aproksymacyjnych, a to bezposrednio
zwigksza rozmiar zadania. Ponadto wiele elementéw macierzy sztywnosci uktadu jest
generowana poprzez numeryczne obliczanie calek oznaczonych, co istotnie wydtuza
czas obliczen. Zastosowanie uproszczonego algorytmu drgan bytoby znacznie wygod-
niejsze z punktu widzenia analizy drgan losowych.

Wobec powyzszego, zasadniczym celem analiz numerycznych przedstawionych
w niniejszym rozdziale jest ocena jako$ciowa i ilosSciowa wplywu poziomych prze-
mieszczen ciggien na drgania mostow wiszacych z ciggnami o matych i duzych zwi-
sach. Ta ocena bedzie podstawa odpowiedzi na pytanie, jakie skutki powoduje sto-
sowanie algorytmu uproszczonego w odniesieniu do mostow o malych zwisach
ciggien oraz — dla jakiej geometrii ciggien wpltyw poziomych przemieszczen jest na
tyle istotny, ze konieczne jest stosowanie petnego algorytmu (Bryja [22]). W rozwa-
zaniach pominiemy niezalezny problem drgan osiowych dzwigara usztywniajacego.
Analizie beda poddane wyniki rozwiazania zagadnienia wlasnego (rozdz. 3.2) oraz
drgania wymuszone, w postaci przebiegow czasowych wybranych odpowiedzi mo-
stu na dziatanie jednostkowej sity skupionej, poruszajacej sig ze stata predkoscia po
wybranym torze (rozdz. 3.4). Wybor tego rodzaju drgan wymuszonych jako przed-
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miotu analizy ma dwojakie uzasadnienie. Po pierwsze — rozwazane przebiegi cza-
sowe, nazywane dalej dynamicznymi funkcjami wptywu, beda bezposrednio wyko-
rzystywane w dalszej czesci pracy do wyznaczania rozwigzan w dziedzinie drgan
stochastycznych. Po drugie — prosty przypadek wymuszenia w postaci ruchome;j sity
jednostkowej utatwia analiz¢ pordwnawcza rozwiazan w sferze jakosSciowej, a do-
datkowo — quasi-statyczne tlo przebiegdw dynamicznych mozna interpretowac jako
statyczne funkcje wplywowe, ktore stosunkowo tatwo jest analizowac i oceniaé
z punktu widzenia intuicji inzynierskie;j.

Wiasciwa analiza drgaf wymuszonych zostanie poprzedzona obszernymi bada-
niami numerycznymi, ktoérych celem bedzie ostateczny wybor wariantu hipotezy thu-
mienia wiskotycznego (rozdz. 3.3). Przedmiotem badan bgda drgania wymuszone
okresowa serig ruchomych sit skupionych, co umozliwi analiz¢ drgan konstrukcji
w strefach rezonansowych, w ktorych wptyw thumienia jest najwigkszy. Analizowane
beda przebiegi drgan przykladowego mostu, wyznaczone przy zalozeniu tlumienia
masowego, thumienia Voigta, Rayleigha i przy zatozeniu thumienia statego. Rozwiaza-
nia te por6wnamy z rozwigzaniami wyznaczonymi przy zatozeniu ttumienia realnego,
czyli zadeklarowanego poprzez modalne wspotczynniki ttumienia, okreslone na pod-
stawie pomiaro6w drgan mostu.

Wigkszos¢ wynikdéw obliczen prezentowanych w niniejszym rozdziale dotyczy
konstrukcji mostu Vincenta Thomasa, zbudowanego we wczesnych latach szes¢-
dziesiatych w Los Angeles. Obiekt ten, trojprzestowy, o tacznej rozpigtosci 768 m,
wybrano jako przedmiot analiz ze wzgledu na dostgpnos¢ danych. Na przetomie
lat siedemdziesiatych i osiemdziesigtych Abdel-Ghaffar opublikowat cykl prac [1-
7], w ktorych przedstawit wyniki badan teoretycznych oraz wyniki testow oblicze-
niowych i pomiarowych dotyczacych drgan tego mostu. Na podstawie wymienio-
nych prac mozna odtworzy¢ szczegdtowe charakterystyki geometryczne oraz pa-
rametry masowe 1 sztywnosciowe rozwazanego mostu. W pracy Abdel-Ghaffara
i Housnera [5] zostaly zamieszczone wyniki analizy modalnej, przeprowadzonej
na podstawie pomiarow drgan mostu, wymuszonych ruchem drogowym. Autorzy
zidentyfikowali czgsto$ci i formy wilasne oraz ttumienie modalne. Te dane zostaly
wykorzystane w niniejszej rozprawie do weryfikacji sformutowanego algorytmu
obliczeniowego.

Modelem podwieszonej konstrukcji mostu Vincenta Thomasa jest cienko$cien-
ny, belkowy dzwigar usztywniajacy o zamknigtym przekroju bisymetrycznym.
Aby w pelni ujawni¢ i przetestowa¢ mozliwosci zaprezentowanego algorytmu,
w rozdziale 3.2.1 rozpatrzono dodatkowy przyktad, dotyczacy drgan mostu
z dzwigarem usztywniajacym o przekroju monosymetrycznym otwartym. Jest to
konstrukcja hipotetyczna, zaprojektowana wstepnie wedlug zasad ksztaltowania
mostow wiszacych.
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3.2. Analiza rozwigzan zagadnienia wlasnego

3.2.1. Ocena wplywu poziomych przemieszczen ciggien na czestosci
i formy wlasne drgan trojprzeslowego mostu wiszacego

Badania ograniczymy do analizy zagadnienia wlasnego, przy zatozeniu matych
drgan liniowych wokot potozenia rownowagi statycznej. W takim przypadku nieli-
niowe sktadniki rownania ruchu (2.64) lub (2.92) moga by¢ pominigte, a zagadnienie
wlasne jest opisane uktadem réwnan algebraicznych, ktory w zapisie macierzowym

ma postaé (K — »”B)q = 0 [75, 76].

Obiektem analizy jest hipotetyczny most trojprzestowy o nastgpujacych parame-

trach geometrycznych (por. rys. 2.1b):
l,=0=130m, /, =400m, [, =1, =0,
hy=h,=40m, h, =h, =0, h, =42m, f=40m.

Dzwigar usztywniajacy mostu jest podwieszony do dwoch ciggien o sztywnosci
osiowej E A, =22-10"" N i masie jednostkowej m, =800 kg/m . Wstepny, statycz-
ny naciag ciggien H, = 2,953-10" N obliczono przy zatozeniu, ze masa wieszakow,
usredniona wzdtuz rozpigtosci przgset, wynosi m,, = 200 kg/m . Swobodnie podparte
przesta dzwigara sa balastowanymi belkami cienko$ciennymi o jednakowych, mono-
symetrycznych przekrojach otwartych, opisanych nastgpujacymi parametrami:

EJ, =198-10" Nm’, E,J, =535-10" Nm®, E.J, =7.85-10" Nm*,
G, =2,02-10" Nm*, m,, =10000 kg/m, j, =3,18-10° kgm’/m, e=7,5m,
a,=243m, b, =190m, ¢; =1,02m, i=1,2,3.

Belki cienkoscienne o przekroju otwartym charakteryzuja si¢ stosunkowo mata
sztywnoscia skretna, a wplyw deplanacji przekroju przy nieswobodnym skrecaniu jest
zdecydowanie wigkszy niz w przypadku dzwigarow o przekrojach zamknigtych. Istot-
ne rozsunigcie lokalizacji srodka §cinania i sSrodka masy przekroju otwartego prowadzi
do powstania sprzezen migdzy poziomymi drganiami gigtnymi i drganiami skretnymi
mostu. Takie uksztattowanie przekroju nie jest korzystne ze wzglgdu na pracg kon-
strukcji, ale jest dogodne w niniejszej analizie, poniewaz umozliwia testowanie pelne-
go algorytmu analizy drgan mostu.

W celu ustalenia miarodajnej liczby funkcji aproksymacyjnych wyznaczono czg-
stosci wlasne mostu, przyjmujac do obliczen rézne rozmiary bazy aproksymacyjnej

n, oraz n,, gdzie n, jest rozmiarem wektorow s, aproksymujacych stan przemiesz-
czenia belek usztywniajacych, a n, okresla liczbg elementow wektora s, , zawieraja-

cego funkcje aproksymujace poziome przemieszczenia ciggien. W tabeli 3.1 zestawio-
no wyniki obliczen, dotyczace poczatkowej strefy widma wiasnego (30 prazkow
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widma). Test zbieznos$ci rozwiazan potwierdzil skutecznos¢ przyjegtej aproksymacji.
Do dalszych obliczen przyjgto n, =18 oraz n, =30.

W tabeli 3.2 przedstawiono rezultaty obliczen przeprowadzonych wedlug teorii
uproszczonej, w ktorej pomija si¢ poziome przemieszczenia ciggien. Nalezy zauwa-
zy¢, ze zgodnie z przewidywaniami, uwzglednienie poziomych przemieszczen ciggien
istotnie zmniejsza efektywnos¢ algorytmu. Do uzyskania podobnej doktadnosci wyni-
kéw jest potrzebna okoto dwukrotnie wigksza liczba wspodtrzednych uogolnionych
(n=9n, +2n. = 222) niz w przypadku teorii uproszczonej (n, =12, n =9n, =108),
co istotnie wydtuza czas obliczen.

Tabela 3.1. Czgstosci wlasne obliczone z uwzglednieniem poziomych przemieszczen ciggien
Table 3.1. Natural frequencies calculated with horizontal cable displacements being taken into account

nb:10 np =12 }’117:14 nb:16 np =18 }’117:18 nb:18 np =18 }’117:18
n.=10 n.=12 | n.=14 | n.=16 | n.=18 | n.,=20 | n.=22 | n.=28 | n.=30
0,236 0,236 0,236 0,236 0,236 0,236 0,236 0,236 0,236
0,281 0,280 0,278 0,278 0,277 0,276 0,276 0,275 0,275
0,321 0,320 0,319 0,318 0,318 0,317 0,317 0,316 0,316
0,328 0,325 0,325 0,325 0,324 0,324 0,324 0,324 0,324
0,394 0,390 0,390 0,389 0,391 0,391 0,391 0,391 0,391
0,573 0,563 0,555 0,553 0,549 0,548 0,546 0,544 0,543
0,588 0,571 0,556 0,554 0,552 0,552 0,551 0,546 0,546
0,634 0,617 0,602 0,599 0,606 0,606 0,605 0,601 0,601
0,644 0,627 0,615 0,613 0,609 0,608 0,606 0,604 0,603
0,729 0,705 0,694 0,693 0,691 0,691 0,689 0,686 0,686
0,828 0,810 0,802 0,800 0,805 0,805 0,804 0,802 0,802
0,874 0,864 0,830 0,824 0,820 0,815 0,815 0,809 0,807
0,923 0,914 0,883 0,877 0,874 0,870 0,869 0,864 0,863
0,963 0,960 0,957 0,956 0,956 0,956 0,956 0,956 0,956
1,239 1,208 1,183 1,182 1,175 1,174 1,172 1,169 1,168
1,302 | 1270 | 1245 | 1243 | 1237 | 1236 | 1235 | 1232 | 1,231
2,136 | 1,611 | 1,588 | 1,574 | 1,574 | 1,573 | 1,573 | 1,572 | 1,572
2,236 1,676 1,653 1,637 1,637 1,637 1,637 1,635 1,635
2,242 1,832 1,831 1,802 1,769 1,767 1,761 1,751 1,750
2,248 1,903 1,901 1,871 1,840 1,838 1,834 1,822 1,814
2,435 2,139 1,959 1,957 1,886 1,849 1,849 1,826 1,824

—

gg;&:;a;;;:a\om\l@mhmw.—ﬁh

22 2,639 | 2,242 | 2,039 | 2,036 | 1,966 | 1,930 | 1,929 | 1,906 | 1,900
23 2,888 | 2,253 | 2,138 | 2,138 | 2,138 | 2,138 | 2,138 | 2,138 | 2,138
24 3,735 | 2,808 | 2,251 | 2250 | 2,225 | 2,217 | 2208 | 2,192 | 2,189
25 3,755 | 3,049 | 2,253 | 2,252 | 2,247 | 2,247 | 2,246 | 2245 | 2,244
26 3,797 | 3,136 | 2,307 | 2,291 | 2,251 | 2,250 | 2,250 | 2,250 | 2,250
27 4,047 | 3413 | 2,407 | 2388 | 2,322 | 2313 | 2307 | 2294 | 2291
28 4,108 | 3,745 | 3,624 | 2,879 | 2,833 | 2,791 | 2,791 | 2,773 | 2,769
29 4,620 | 3,756 | 3,752 | 2,970 | 2,924 | 2,879 | 2,879 | 2,863 | 2,860

w
(]

4,680 3,811 3,778 3,471 3,434 3,414 3,414 3,411 3,410
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Tabela 3.2. Czgstosci wlasne obliczone z pominigciem poziomych przemieszczen ciggien
Table 3.2. Natural frequencies calculated with horizontal cable displacements being omitted

7 [Hz] ny=4 ny=8 ny=10 ny=12
1 0,235 0,235 0,235 0,235
0,241 0,241 0,241 0,241
3 0,280 0,280 0,280 0,280
4 0,305 0,305 0,305 0,305
5 0,369 0,369 0,369 0,369
6 0,455 0,455 0,455 0,455
7 0,470 0,470 0,470 0,470
8 0,499 0,499 0,499 0,499
9 0,515 0,515 0,515 0,515
10 0,659 0,657 0,657 0,657
11 0,739 0,739 0,739 0,739
12 0,780 0,776 0,776 0,776
13 0,790 0,790 0,790 0,790
14 0,954 0,954 0,954 0,954
15 1,626 1,110 1,110 1,110
16 1,626 1,169 1,169 1,169
17 1,690 1,552 1,552 1,552
18 1,690 1,617 1,617 1,617
19 2,139 1,626 1,626 1,626
20 2,250 1,626 1,626 1,626
21 2,254 1,690 1,690 1,690
22 3,541 1,690 1,690 1,690
23 3,543 2,080 2,080 2,080
24 3,634 2,139 2,139 2,139
25 3,637 2,154 2,154 2,154
26 3,798 2,250 2,250 2,250
27 6,221 2,254 2,254 2,254
28 6,221 2,687 2,687 2,687
29 6,353 2,770 2,770 2,770
30 6,353 3,541 3,376 3,376

W celu oszacowania wplywu poziomych przesuni¢é¢ ciggien poréwnano formy
1 czestosSci wlasne mostu, wyznaczone za pomocg obu rozpatrywanych wersji algo-
rytmu. Na rysunkach 3.1 i 3.2 pokazano pig¢ poczatkowych form symetrycznych
i pie¢ poczatkowych form antysymetrycznych pionowych drgan gigtnych. Rysunki 3.3
i 3.4 przedstawiaja pierwsze trzy, symetryczne i antysymetryczne formy wlasne drgan
z dominacja skrecania i drgan z dominacja zginania poziomego. Cienka linig przery-
wana oznaczono rozklady poziomych przemieszczen obu ciggien: U,(x), U,(x).
Linie grube, ciagla i przerywana, oznaczaja odpowiednio pionowe i poziome po-
przeczne przemieszczenia dzwigara: w;(x;), v;(x;), mierzone wzgledem $rodka $ci-
nania przekroju. Cienka linia ciagla oznacza rozktad pionowych przemieszczen kra-
wedzi dzwigara: e, (x;), ktore wynikaja z jego obrotu wokot osi przechodzacej przez
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srodek $cinania. Formy i czesto$ci wlasne przedstawione w lewej kolumnie rysunku
(f;) sa wyznaczone za pomoca pelnej wersji algorytmu, natomiast formy i czgstosci
pokazane w prawej kolumnie (_/?i) odpowiadaja wersji uproszczonej, przy czym
w nawiasach podano wzgledna rdéznicg procentowa migdzy czestosciami
((f; - ]N”i) / /7, ). Indeks i oznacza numer formy wtasnej. Na kazdym z rysunkéw przed-
stawiono ponadto przestrzenna wizualizacjg wybranych form.

f,=0,324 Hz (62 %) f4=0,305 Hz
fs=0,543 Hz (19,3 %) fo=0,455Hz
f10= 0,686 Hz (4,4 %) F10=0,657 Hz

N4

fis=1,168 Hz (5.2 %) Fis=1,110 Hz
fr9=1,750 Hz (7,6 %) Fio=1,626 Hz

= Ay v

—— pionowe przemieszczenia ciggien i dzwigara
poziome przemieszczenia ciggien

Rys. 3.1. Symetryczne formy wlasne drgan pionowych, obliczone
z uwzglednieniem lub z pominigciem poziomych przemieszczen ciggien

Fig. 3.1. Symmetric natural modes of vertical vibrations calculated
with horizontal cable displacements being taken into account or omitted
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f,=0.275Hz (14,1 %) f4=0,241 Hz

NS N4

f7=0,546 Hz (16,2 %) f7=0,470 Hz

fi2=0,807 Hz (9,2 %) £11=0,739 Hz

N N

fi7=1572Hz (1,3 %) fi7=1,552 Hz

ANAN
Ao A —

fr0=1814Hz (11,6 %) Fro=1,626 Hz

T\ \V

£,=0,275 Hz

£ =0,546 Hz

—— pionowe przemieszczenia ciggien i dzwigara

poziome przemieszczenia ciggien
Rys. 3.2. Antysymetryczne formy wiasne drgan pionowych, obliczone
z uwzglednieniem i z pominigciem poziomych przemieszczen ciggien

Fig. 3.2. Antisymmetric natural modes of vertical vibrations calculated
with horizontal cable displacements being taken into account or omitted

Czestosci wlasne pionowych drgan gigtnych i drgan skretnych mostu, obliczone
z uwzglednieniem poziomych przemieszczen ciggien réznia si¢ znacznie od czestosci
wyznaczonych przy zastosowaniu teorii klasycznej. Réznice wynosza od kilku do
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kilkunastu procent. Réznice okoto kilkunastu procent dotycza gtownie form antysy-
metrycznych, ale takze niektorych form symetrycznych (na rys. 3.1, 3.3 — druga forma
symetryczna). W formach antysymetrycznych przemieszczenia przgsel bocznych
i przgsta srodkowego nie sa niezalezne, jak to obserwuje si¢ w przypadku zastosowa-
nia algorytmu uproszczonego, a formy nie majq czystej postaci sinusowej. W formach
z dominacja ruchu przgsta srodkowego zaznacza si¢ wyraznie ruch przgsel bocznych,
podobnie jest w sytuacji odwrotnej. Obecno$¢ sprzezenia ruchu przeset zaré6wno
w formach symetrycznych, jak i w antysymetrycznych jest zgodna z intuicja inzynier-
ska i znajduje potwierdzenie eksperymentalne [5].

Symetryczne formy wilasne drgan pionowych i skre¢tnych sa dos¢ podobne w obu
rozpatrywanych przypadkach rozwiazan, lecz sprzgzenie ruchu przgsel jest nieco
mniejsze, gdy uwzglednia si¢ poziome przemieszczenia ciggien i nie zanika w wyz-
szych formach, jak w opisie uproszczonym. Czestosci wlasne drgan z dominacja po-
ziomego poprzecznego ruchu przeset, obliczone wedtug dwoch rozpatrywanych wersji
algorytmu roznia si¢ pomijalnie mato, gdyz podwieszenie nie ma bezposredniego
wplywu na poziomy ruch belek. Przekazuje si¢ w malym stopniu jedynie poprzez
sprzgzenie z drganiami skretnymi, co mozna zaobserwowaé analizujac formy wlasne
(rys. 3.4).

W teorii drgan ciggna wiotkiego przyjmuje si¢, wedtug hipotezy Kirchhoffa, ze
w przypadku matego zwisu ( f /1 < 0,125) mozna pomina¢ wptyw poziomych prze-
mieszczen ciggna na jego drgania pionowe. Przedstawione wyniki obliczen pokazuja,
ze stosowanie tej hipotezy w odniesieniu do ciggna trojprzelotowego, wspdlpracujace-
go z dzwigarem usztywniajacym, powoduje istotne zanizenie czestosci wilasnych
uktadu oraz jakosciowa zmiang form wlasnych, szczeg6lnie form antysymetrycznych.
Wplywy te sa pomijalne wlasciwie tylko dla pierwszych dwodch czestosci — zarowno
w przypadku drgan pionowych, jak i drgan skretnych, co ilustruja wykresy pokazane
na rys. 3.5. Wykresy te przedstawiaja zalezno$¢ pierwszych szesciu czestosci wia-
snych od strzatki zwisu ciggna f'w srodkowym przesle mostu, przy czym przyjeto do
obliczen, ze h. — f =2 m niezaleznie od warto$ci /. Formy symetryczne sa oznaczo-

ne znacznikami kwadratowymi, antysymetryczne — trojkatnymi. Linie czarne oznacza-
ja rozwiazania uzyskane z uwzglednieniem poziomych przemieszczen ciggien, linie
szare — rozwiazania uproszczone.

W typowych schematach konstrukcyjnych mostow wiszacych przyjmuje si¢ na
ogot, ze strzatka zwisu ciggna jest rowna jednej dziesiatej rozpigtosci przesta. Z przed-
stawionych obliczen wynika, ze przy takiej geometrii ciggien wpltyw poziomych
przemieszczen ciggien na drgania mostu jest znaczny, gtdéwnie w sferze jakosciowej
i nie powinien by¢ pomijany. Stosowanie w tym przypadku teorii drgan z obowiazuja-
ca hipoteza Kirchhoffa jest uproszczeniem, ktére moze prowadzi¢ do istotnych réznic
W ocenie stanu przemieszczenia i stanu wytgzenia konstrukcji poddanej dziataniu ob-
ciazen dynamicznych. Wniosek ten jest prognoza, ktora bedzie zweryfikowana
w trakcie analizy zagadnienia drgan wymuszonych, w rozdziale 3.4.
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f5=0,391 Hz (6,0 %)

f5=0,369 Hz

fo=0,603 Hz (20,8 %) f3=0,499 Hz
i :n(>,802 Hz m(3,4 %) f12=0,776 Hz
f3=0316 Hz (12,9 %) £,=0,280 Hz
f3=0,601 Hz (16,7 %) fo=0,515Hz
ﬁ;= 0,8-63- Hz .- (9.2 %) f13=0,790 Hz

poziome przemieszczenia ciggien
—— pionowe przemieszczenia krawedzi dzwigara, wynikajace z jego obrotu
"""" poziome poprzeczne przemieszczenia dzwigara

Rys. 3.3. Symetryczne i antysymetryczne formy witasne z dominacja ruchu skrgtnego,
obliczone z uwzglednieniem i z pominigciem poziomych przemieszczen ciggien

Fig. 3.3. Symmetric and antisymmetric natural modes of torsional vibrations calculated
with horizontal cable displacements being taken into account or omitted



/1=0,236 Hz (0,4 %)

£,=0,235Hz

f23=2,138 Hz (0,0 %)

Fra=2,139 Hz

fy7=2254 Hz

Fre=2,250 Hz

(=04 %)
T e e w
f14=0,956 Hz (0,1 %)
f26=2,250 Hz (0,0 %)
(0,5 %)

fa6=3,798 Hz

poziome przemieszczenia ciggien
—— pionowe przemieszczenia krawgdzi dzwigara, wynikajace z jego obrotu
------- poziome poprzeczne przemieszczenia dzwigara

£i=0,236 Hz

fia=0,956 Hz

Rys. 3.4. Symetryczne i antysymetryczne formy wtasne z dominacja ruchu poziomego,
obliczone z uwzglednieniem i z pominigciem poziomych przemieszczen ciggien

Fig. 3.4. Symmetric and antisymmetric natural modes of lateral vibrations calculated
with horizontal cable displacements being taken into account or omitted
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czestosci wlasne drgan pionowych
[Hz]

strzalka zwisu ciggna w przesle Srodkowym [m]

1,40
=
S 1,20
=
=
g 100
=
§ 080
S

=
2 = 0,60 -
S
S
5 040~
g
20,20
S

0,00 T T T T T T T 1

0 10 20 30 40 50 60 70 80
strzalka zwisu ciggna w przesle sSrodkowym [m]

o, m formy symetryczne, A, Ao formy antysymetryczne
rozwiazania z pominigciem poziomych przemieszczen ciggien
rozwiazania z uwzgle¢dnieniem poziomych przemieszczen ciggien

Rys. 3.5. Zaleznos$¢ czgstosci wlasnych drgan pionowych i drgan skretnych od strzatki zwisu ciggna
Fig. 3.5. Natural frequencies of vertical and torsional vibrations versus a cable sag
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3.2.2. Weryfikacja obliczen
na podstawie danych eksperymentalnych

W celu sprawdzenia poprawnosci opracowanej teorii drgan obliczone czgstosci
i formy wiasne porownano z rezultatami zidentyfikowanymi na podstawie pomiarow
drgan rzeczywistej konstrukcji. W analizie poréwnawczej wykorzystano wyniki badan
przedstawione przez Abdel-Ghaffara i Housnera [5], dotyczace mostu wiszacego Vin-
centa Thomasa. Jest to most trojprzestowy, o rozpietosci tacznej 768 m. Rozpigtosc
przgsta srodkowego wynosi 458 m, przeset bocznych — 155 m. Szerokos¢ czteropa-
smowej jezdni wynosi 16 m, wysokos¢ pylonow — 103 m, strzatka zwisu ciggna —
46 m. Podwieszona konstrukcja mostu sktada si¢ z dwoch kratowych dzwigardéw
gtownych, potaczonych systemem stezen poprzecznych oraz dwiema ptytami o struk-
turze kratowej, umieszczonymi na poziomie pasa goérnego i pasa dolnego kratownic
gtéwnych. Most Vincenta Thomasa wykorzystano w innych pracach Abdel-Ghaffara
[1-7] jako przyktad obliczeniowy ilustrujacy zastosowanie teorii drgan sformutowane;j
przez tego autora. W wymienionych pracach autor przyjat do obliczen zastgpczy prze-
kroj poprzeczny podwieszonej konstrukcji. Jest to bisymetryczny przekrdj cienko-
Scienny w ksztalcie prostokatnej skrzynki. Szczegdétowe charakterystyki przekroju
zastepczego przedstawiono w pracy Abdel-Ghaffara i Rubina [7]. Na podstawie da-
nych liczbowych i informacji zawartych w zbiorze prac [1-7] przyjgto nastepujace
parametry wymiarowe mostu:

l,=1,=155m, 1, =458 m, [, =1, =0, hy=h =h, =h;=4Tm, h, = h; =0,
he=48m, f=458m, e=9m, E A, =145-10" N, m, = 631,5kg/m,
(EJ,); =7,49-10" Nm®, (EJ,), =7,25-10"" Nm?, (EJ.),5 =3,60-10"> Nm?,
(EJ,), =3,52-10" Nm®, (EJ,),5 =9,09-10” Nm*, (EJ,), =8,80-10"* Nm*,
(GI),5 =3,38-10'"" Nm?, (GI), =3,20-10" Nm”,
(my),55=9134kg/m, (jp),,; =3,511-10° kgm®/m, (m,,),,; =148,5kg/m.
(@),25=0, (b),5=-0,5m, (c),5 =-2,3m.

Zgodnie z sugestia autor6w wymienionych prac przyj¢to tu, ze parametry masowe
konstrukcji sa jednakowe w obrebie trzech przesel, chociaz charakterystyki sztywno-
Sciowe sg rozne, co sugeruje roznice w wymiarach przekroju. Przyjeto tez, ze na-
wierzchnia i1 urzadzenia dodatkowe mostu sa balastem, ktory powoduje niewielkie
rozsunigcie lokalizacji $rodka masy przekroju sprezystego podwieszonej konstrukcji
wzgledem $rodka masy przekroju balastowanego: (), ,;=—0,5m. Wowczas drgania

poprzeczne mostu sg w pewnym stopniu sprzg¢zone z drganiami skretnymi, co z kolei
powoduje niewielkie sprzgzenie poprzecznych drgan przesta srodkowego i przeset
bocznych, zaobserwowane w formach drgan wyznaczonych pomiarowo. W tabeli 3.3
zestawiono rezultaty obliczen 1 wyniki pomiaréw w zakresie czgstos$ci wtasnych drgan
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pionowych, skretnych i poprzecznych (poziomych). Warto$ci procentowe podane
w nawiasach okreslaja réznice migdzy czestoSciami, obliczone w stosunku do czgsto-
$ci wyznaczonych na podstawie pomiaréw. Na rysunkach 3.6, 3.7 i 3.8 przedstawiono
formy wiasne drgan mostu Vincenta Thomasa, obliczone z uwzglednieniem i z pomi-
nigciem poziomych przemieszczen ciggien. Sekwencja form odpowiada kolejnym
prazkom widma wlasnego. Wyznaczone numerycznie formy wlasne poréwnano ze
zidentyfikowanymi pomiarowo postaciami drgan, przedstawionymi w pracy [5] przez
Abdel-Ghaffara i Housnera.

Tabela 3.3. Poréwnanie obliczonych i pomierzonych czgstosci wiasnych mostu Vincenta Thomasa
Table 3.3. Comparison between computed and measured natural frequencies of Vincent Thomas Bridge

Formy symetryczne Formy antysymetryczne
Model I' | Model 11 | Wynik eksperymen- |y o p | Moder e | WVYnik eksperymen-
talny talny
Czgstosci whasne drgan pionowych [Hz]

0,224 0,209 0,234 0,209 0,184 0,216

(4%) (11%) (3%) (15%)

0,355 0,305 0,366 0,345 0,301 0,385

(B3%) 17%) (10%) (22%)

0,479 0,467 0,487 0,497 0,458 0,579

2%) (4%) (14%) (21%)

0,684 0,650 0,835 0,869 0,854 1,022
(18%) (22%) (15%) (16%)

0,937 0,854 1,077 0,987 0,868 1,121
(13%) (21%) (12%) (23%)

Czgstosci whasne drgan skretnych [Hz)

0,513 0,502 0,494 0,661 0,649 0,740
(—4%) (-2%) (11%) (12%)

1,011 0,977 1,069 1,015 0,981 0,806

(5%) (9%) (—26%) (—=22%)

1,084 1,058 0,956 1,379 1,347 1,425
(- 13%) (- 11%) (1,018) (3%) (5%)

(=6%) (=4%)

Czgstosci wlasne drgan poprzecznych [Hz]

0,164 0,164 0,168 0,587 0,586 0,623

2%) (2%) (6%) (6%)

1,312 1,311 1,204 1,309 1,310 1,273
(=9%) =9%) =3%) (=3%)

1,333 1,332 1,531 2,362 2,362 2,629
(13%) (13%) (10%) (10%)

Uwzglednione poziome sktadowe przemieszczenia ciggien.

" Pominigte poziome sktadowe przemieszczenia ciggien.

ek

Wiyniki zaczerpnigte z pracy Abdel-Ghaffara [5].
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Na podstawie poréwnania cze¢stosci i form wilasnych stwierdzono, ze opracowany
algorytm analizy zagadnienia wlasnego prowadzi do rezultatéw, ktére sa zblizone do
wynikow eksperymentalnych, co jest dowodem poprawnosci sformutowanej teorii
drgan i zatozen definiujacych model obliczeniowy mostu. Czgstosci wiasne drgan
pionowych, obliczone z uwzglednieniem poziomych przemieszczen ciggien, sa trochg
nizsze od wyznaczonych eksperymentalnie. Rozbieznosci w wynikach sa niewielkie
w obrebie niskich czgstosci (2—10%), nieco wigksze (~15%) w grupie czgstosci wyz-
szych, wigkszych od 0,5 Hz. W wyniku zastosowania teorii uproszczonej otrzymuje
si¢ gorsze, bardziej zanizone rezultaty (11-23%). Czgstosci drgan skretnych, wyliczo-
ne za pomoca dwoch rozpatrywanych wersji algorytmu sa zblizone, a czgstosci drgan
poprzecznych sa praktycznie takie same. Roznice migdzy wynikami obliczen i wyni-
kami pomiaréw nie wykazuja zadnej prawidtowosci, sa dos¢ przypadkowe, na ogdét
niewielkie. Niektore z obliczonych czestosci drgan skretnych 1 poprzecznych sa wigk-
sze od czestosci uzyskanych na podstawie pomiaréw. Moze to by¢ skutek zatozenia,
ze zastgpczy przekrdj poprzeczny dzwigara jest bisymetryczny lub wynik bledow
identyfikacji pomiarowej. Zdaniem autorow pracy [5], identyfikacja czgstosci wila-
snych drgan skretnych i poprzecznych byta obarczona najwigkszym btgdem, poniewaz
pomiary drgan przeprowadzano przy wymuszeniu ruchem pojazdow drogowych, kto-
ry powoduje gtownie pionowe drgania konstrukcji.

Z pordéwnania ksztattow form wilasnych wynikaja najistotniejsze wnioski. Formy
wlasne drgan mostu Vincenta Thomasa, zidentyfikowane na podstawie pomiarow,
zostaty pokazane w pracy Abdel-Ghaffara i Housnera [5]. W przedstawionych posta-
ciach drgan ruch przgsta centralnego i przgset bocznych jest sprz¢zony zaréwno
w formach symetrycznych, jak i antysymetrycznych, niezaleznie od rodzaju drgan
(pionowe, skretne, poprzeczne). W niskich formach sprzezenia sa niewielkie, ale ich
poziom ro$nie w wyzszych formach. Uproszczony algorytm obliczen, w ktérym pomi-
ja si¢ poziome przemieszczenia ciggien, prowadzi do wyznaczenia form wiasnych,
ktore istotnie odbiegaja ksztattem od form wyznaczonych eksperymentalnie. W for-
mach antysymetrycznych ruch przeset jest niezalezny, co mozna zaakceptowac jedy-
nie w formach poczatkowej strefy widma wiasnego. Ponadto w wyzszych formach
symetrycznych teoria uproszczona prowadzi do szybkiego zaniku sprzezen migdzy
drga-niami przesel, co nie znajduje potwierdzenia w postaciach drgan zidentyfikowa-
nych pomiarowo.

Uwzglednienie w obliczeniach wplywu poziomych przemieszczen ciggien umoz-
liwia uzyskanie dokladniejszego ksztaltu form wtasnych. Omawiane sprzg¢zenia ruchu
przgsel ujawniaja si¢ zarowno w formach symetrycznych, jak i antysymetrycznych.
Zaobserwowano jednak, ze poziom sprz¢zenia drgan przegset w wyzszych formach jest
zbyt duzy (forma 12 i 14). Moze to wynikaé z faktu, ze w rzeczywistej konstrukcji
poziomy przesuw ciggien w punktach podparcia na pylonach nie jest calkiem swo-
bodny, jak zalozono w modelu obliczeniowym mostu.
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£,=0,164 Hz £,=0,164 Hz

f,=0,209 Hz f,=0,184 Hz

A N

f,=0,224 Hz £3=0,209 Hz

f4=0345 Hz £4=0,301 Hz

f5=0,355Hz f5=0,305 Hz
f6=0.479 Hz fe=0,458 Hz

ANEVAN
NV

f2=0,497 Hz f2=0,467 Hz

AV WS e W/

f4=0,513 Hz f3=10,502 Hz

pionowe przemieszczenia ciggien i dzwigara

poziome przemieszczenia ciggien

—— pionowe przemieszczenia krawedzi dzwigara, wynikajace z jego obrotu
------- poziome poprzeczne przemieszczenia dzwigara

Rys. 3.6. Formy wlasne drgan mostu Vincenta Thomasa, obliczone z uwzglednieniem
i z pominigciem poziomych przemieszczen ciggien

Fig. 3.6. Natural modes of Vincent Thomas Bridge vibrations calculated with horizontal
cable displacements being taken into account or omitted
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fo=0,587 Hz fo=0,586 Hz
fi0= 0,661 Hz F10= 0,649 Hz
fi1=0,684 Hz F11= 0,650 Hz

RAVARVARV \VERVERWV/

fi2= 0,869 Hz fi1»=0,854 Hz

JAVANWANIANEY ARV A [\
(VARAVARVER VARV \/

f13=10,937 Hz f13=0.,854 Hz

JAVEP VAV A A
VARG GG AVAV/ Y

fi2= 0,987 Hz f12=0.,868 Hz

AN ANWANANFA ANVANYA
VoV VIV \VARVERV

fi5=1,011Hz f15=0,977 Hz

fi6=1,015Hz f16= 0,981 Hz

pionowe przemieszczenia ciggien i dzwigara

poziome przemieszczenia ciggien

—— pionowe przemieszczenia krawedzi dzwigara, wynikajace z jego obrotu
------- poziome poprzeczne przemieszczenia dzwigara

Rys. 3.7. Formy wlasne drgan mostu Vincenta Thomasa, obliczone z uwzglednieniem
iz pominigciem poziomych przemieszczen ciggien (cd.)

Fig. 3.7. Natural modes of Vincent Thomas Bridge vibrations calculated with horizontal
cable displacements being taken into account or omitted (continued)
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fi7=1,084 Hz fi7=1,059 Hz

fis=1,200 Hz fig=1,129 Hz

_____ ENETAW AN ANEPNE AWAWA
hEAVAAVEAVAL VAN VoV VUV

.fliihl,309 Hz fio=1,310 Hz
fo0=1312Hz Fa0=1311Hz
JS21= 1,333 Hz Fa1= 1,3;;Hz
J22=1.379 Hz ]32 =1,347 Hz

fy3 = 1,481 Hz Fr3=1427Hz

PNV A AN NN
VA VAVAVAR VAVAVAY

pionowe przemieszczenia ciggien i dzwigara

~ poziome przemieszczenia ciggien
—— pionowe przemieszczenia krawgdzi dzwigara, wynikajace z jego obrotu
------- poziome poprzeczne przemieszczenia dzwigara

Rys. 3.8. Formy wtasne drgan mostu Vincenta Thomasa, obliczone z uwzglgdnieniem
i z pominigciem poziomych przemieszczen ciggien (cd.)
Fig. 3.8. Natural modes of Vincent Thomas Bridge vibrations calculated with horizontal
cable displacements being taken into account or omitted (continued)

Przedstawione wyniki obliczen wykazaty, ze teoria sformutowana z uwzglednie-
niem poziomych sktadowych stanu przemieszczenia ciggien umozliwia doktadniej-
sze oszacowanie czgstosci w poroOwnaniu z teorig klasyczna, ale przede wszystkim
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formy wtasne drgan sa zdecydowanie blizsze rzeczywistym. Wniosek ten dotyczy
glownie drgan pionowych dzwigara usztywniajacego, ktére w istotny sposob zaleza
od wptywu podwieszenia. Ponadto w przypadku drgan pionowych poréwnanie wy-
nikéw obliczen z wynikami pomiaréw drgan obiektu rzeczywistego jest najbardziej
wiarygodne. Charakterystyki sztywnosciowo-masowe modelu obliczeniowego sa
wtedy najlepiej oszacowane, a takze identyfikacje pomiarowa czestosci i form wia-
snych mozna uzna¢ za dostatecznie doktadna, poniewaz badania dynamiczne zostaty
przeprowadzone przez autorow pracy [5] w trakcie normalnego uzytkowania mostu,
przy obciazeniu zwykltym ruchem drogowym, ktory powoduje wzbudzenie gtéwnie
drgan pionowych.

3.3. Dobor modelu ttumienia na podstawie analizy drgan
rezonansowych przy wymuszeniu okresow3g serig
ruchomych sil skupionych

Przed przystapieniem do wlasciwej analizy drgan wymuszonych nalezy ostatecznie
wybra¢ odpowiedni dla rozwazanej konstrukcji sposob opisu ttumienia. Jesli oblicze-
nia dynamiczne sa wykonywane w fazie projektowania mostu, to nie jest mozliwa
deklaracja ttumienia modalnego wedtug danych pomiarowych i wlasnosci thumiace
konstrukcji opisuje si¢ w przyblizeniu za pomoca modelu teoretycznego. Wybdr mo-
delu thumienia ma duze znaczenie, gdyz moze istotnie zmieni¢ oceng stanu dynamicz-
nego wytezenia konstrukcji (Bryja [24]). Z rozwazan teoretycznych przedstawionych
w rozdziale 2.6 wynika, Ze model masowy prawdopodobnie najlepiej opisuje charak-
terystyczne cechy thumienia mostow wiszacych. Celem niniejszych badan jest zwery-
fikowanie powyzszej prognozy teoretycznej na podstawie analizy numerycznej drgan
wymuszonych przykladowego mostu, z zastosowaniem réznych wariantow hipotezy
thumienia wiskotycznego. Rozpatrywane beda drgania wymuszone okresowa seria
rownoodlegtych, ruchomych sit skupionych, co umozliwi analiz¢ drgan konstrukcji
w strefach rezonansowych. W strefach rezonansu wplyw tlumienia jest najwigkszy,
tam zatem moga si¢ wyraznie ujawni¢ réznice migdzy rozwiazaniami wyznaczonymi
dla r6znych modeli ttumienia. Poréwnanie tych rozwigzan z wynikami uzyskanymi
przy zatozeniu thumienia ,,realnego” pozwoli oceni¢ przydatnos$¢ poszczegdlnych mo-
deli thumienia do analizy drgan rozwazanych mostow. Thumienie ,,realne” oznacza tu
opis tlumienia poprzez deklaracj¢ modalnych wspotczynnikéw, ustalonych na pod-
stawie pomiaréw drgan badanego mostu.

Obiektem analizy jest most Vincenta Thomasa, dla ktérego Abdel-Ghaffar i Ho-
usner [5] wyznaczyli przedzialy zmiennos$ci liczb thumienia a; (utamek ttumienia kry-
tycznego), odpowiadajacych kolejnym gtownym postaciom drgan mostu, z rozréznie-
niem form gigtnych — pionowych i poziomych oraz form skretnych. Do deklaracji
tlhumienia ,,realnego” wybrano $rednie wartosci z podanych w pracy [5] przedzialow
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zmiennos$ci wspotczynnikow ttumienia i przyporzadkowano je odpowiednim formom
drgan. Na rysunku 3.9 przedstawiono wykres ilustrujacy to przyporzadkowanie i zara-
zem charakter zaleznosci modalnych liczb tlumienia od czgstosci. Ze wzgledu na
szczegblng czasochlonno$¢ planowanych obliczen, w analizie drgan wymuszonych
zastosowano prostszy wariant algorytmu, ktorego podstawa merytoryczna jest hipote-
za Kirchhoffa, dopuszczajaca pominigcie wptywu poziomych przemieszczen na pio-
nowe drgania ciggna. Badania ograniczono do analizy drgan liniowych. Przyjeto tym
samym, ze charakter wptywu réznych sposobdw opisu thumienia nie zalezy istotnie od
stopnia szczegdlowosci modelu obliczeniowego.

a; [%]
2,5 O drgania pionowe
% formy symetryczne
2,0 4 @ drgania pionowe
formy antysymetryczne
1,5 B A drgania skretne
o formy symetryczne
1,0 S o A drgania skretne
IEID formy antysymetryczne
0,5 4 ‘? [} S & o ¢ drgania poziome
VIR A B AD m ® formy symetryczne
0,0 T T T T ¢ drgania poziome
0,0 2,0 4,0 6,0 8,0 10,0 formy antysymetryczne

/i [Hz]

Rys. 3.9. Liczby thumienia modalnego zidentyfikowane przez Abdel-Ghaffara i Housnera
na podstawie pomiaréw drgan mostu Vincenta Thomasa [5]

Fig. 3.9. Modal damping ratios measured by Abdel-Ghaffar and Housner
during ambient vibration tests of Vincent Thomas Bridge [5]

Obciazenie dynamiczne przyjeto w postaci serii rownoodleglych, ruchomych sit
skupionych o jednakowych warto§ciach P, = P = const. Sily te poruszaja si¢ wzdhuz

toru rownoleglego do osi podtuznej mostu, ze stata predkoscia v, w statych odstepach d.
Sktadowe obciazenia, po redukcji do srodka §cinania przekroju dzwigara, wynosza:

1

q.;(x;,0) = ZPk 00X = X)),

k=n,;

q,,(x,)=0, (3.1)

m,; (x;,1) = ZePPk 00, — Xy, -

k=ny;
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Wektor wzbudzania F =col(F,,F,,,Fy;), F, =col(F,,F,,F,), ktorego pod-

bloki sa opisane ogolnymi wzorami (2.65), jest tu okreslony nastgpujaco:

i - e i -
F.(0)=> B%,. F,=0, %m:fZa%. (3.2)
k=n; k=n;

Liczby naturalne n,;, n,,

1

okreslaja podzbidr sit znajdujacych si¢ w chwili ¢ w ob-
rgbie przgsta o numerze i=1,2,3. Symbol J oznacza funkcjg delta Diraca,
S, =5;(x ;) jest wektorem funkcji aproksymacyjnych, §ledzacych potozenie sity B2, ,

czyli funkcji o argumencie x, =(k—-1)d +vt—L, |, gdzie L, = ZI,, L,=0. Dla
r=1

x; <0 lub x,; >/ nalezy przyja¢ S,=0, aby sumowanie we wzorach (3.2) dotyczy-

to podzbioru k =mn,,...,n,;. Symbolem [, oznaczono rozpigto$¢ przgsta, e, jest

wspotrzedna typu y; (rys. 2.7), okreslajaca potozenie toru sit w przekroju poprzecz-

nym, e jest odlegloscia plaszczyzny podwieszenia od osi podtuznej mostu.

Do numerycznego catkowania rownan ruchu zastosowano bezwarunkowo stabilny
wariant metody Newmarka ( f =1/4). Rozwiazania dynamiczne wyznaczono w pig-

ciu wariantach, odpowiadajacych nastepujacym modelom tlumienia, omoéwionym
szczegotowo w rozdziale 2.6:

1. Ttumienie masowe - C=uB=2nyfB,
2. Tlumienie Voigta—Kelvina — C=xK=y/2nf)K,
3. Ttumienie Rayleigha - C=uB+xK,

u=2ny fi 15 (/i+/2)
K=y /2n(f,+1,),

4. Ttumienie state y; =y =const - C=WH'lcw!,
& = ylkim?
5. Thumienie ,,realne” (rys. 3.9) - C=WHT'lcw',

¢ = ylkim .

W kazdym przypadku przyjeto jednakowa, miarodajng dla konstrukcji wartosé
liczby tlumienia o = y/2 = 0,02, ktora jest w przyblizeniu $rednia z dwoch wartosci
rzeczywistego tlumienia modalnego, odpowiadajacych pierwszej antysymetrycznej
1 pierwszej symetrycznej formie drgan pionowych (rys. 3.9). W masowym i reologicz-
nym modelu ttumienia wspotczynnik y skojarzono z podstawowa czgstoScia drgan
pionowych f; = 0,184 Hz . Jest to druga czgstos¢ petlnego widma; pierwsza dotyczy
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drgan poziomych. W modelu Rayleigha zazadano, aby ten sam poziom tlumienia do-
tyczyt dwoch kolejnych czgstosci: f, = 0,184 Hz i f, = 0,204 Hz, co prowadzi do
uktadu dwoéch rownan: y = u/(2nf))+x 2nf,, y=u/(2nf,)+«x 2nf,, z ktorego
wyliczono parametry wymiarowe u oraz x [75].

\

IR E e AL R A R AR Rt AR L R R AR R RN RS RIRRARRR

0 — 380s

x1074

-6,51

-2,62

0,00

1,03

[1]- rozwiazanie quasi-statyczne — tlumienie masowe

372s

380s

[3 ]~ tlumienie Voigta
— thumienie Rayleigha i tumienie state |5 | thumienie ,.realne”

Rys. 3.10. Przebieg poziomej sktadowej drgan mostu w punkcie 4

Fig. 3.10. Time history of a horizontal component of bridge vibration at the point 4

Na rysunku 3.10 przedstawiono przykladowa odpowiedZ mostu Vincenta Thomasa
na dziatanie cyklicznego obciazenia o parametrach: ep= 6 m, P = 50 kN, v = 40 m/s,
d = 80 m. Pierwszy z dwoch wykresow pokazanych na rysunku jest komputerowa
symulacja przebiegu poziomej sktadowej drgan mostu w punkcie 4 (wzér (2.122)),
przy odstepie czasowym migdzy sitami A =d /v =2s. Drgania, po poczatkowym
okresie przejsciowym, przybieraja posta¢ cyklu ustalonego. Ustalone cykle drgah nie
sa widoczne na tym wykresie, poniewaz krok czasowy rysowania wykresu jest 760
razy wigkszy od kroku numerycznego catkowania réwnan ruchu, ktéry wynosit 107 s.
Wykres ten ma charakter pogladowy, ilustruje numeryczny sposéb wyznaczenia cyklu
ustalonego. Na drugim wykresie jest przedstawiony szczegdétowy przebieg czterech
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ostatnich cykli drgan. W tle rozwigzan dynamicznych pokazano rozwiazanie quasi-
-statyczne, obliczone na podstawie réwnania statycznego Kq(¢) = F(¢), w ktorym

t jest parametrem okre$lajacym lokalizacje obciazenia. W przypadku rozwazanego
rozwiazania zalozenie masowego modelu tlumienia powoduje niewielkie zawyzenie
amplitudy drgan w cyklu ustalonym, a ksztalt cyklu bardzo niewiele r6zni si¢ od wy-
znaczonego przy thumieniu ,,realnym”. Zastosowanie modelu Voigta znacznie zaniza
i zmienia przebieg oscylacji. Tlumienie kombinowane daje praktycznie takie same
rezultaty jak tlumienie state. Wyniki te sa nieco lepsze niz w przypadku modelu
Voigta, lecz takze nadmiernie zanizone w poréwnaniu z rozwiazaniem wyznaczonym
przy zatozeniu thtumienia ,,realnego”.

Aby umozliwi¢ syntetyczna analiz¢ rozwiazan, wykorzystano rozwiazania w cyklu
ustalonym do obliczenia wartosci wspotczynnika dynamicznego, zdefiniowanego
og6lnym wzorem o postaci

@s = max,(S;)/max,(3), (3.3)

gdzie S= §(x,;,t) oznacza dowolnie wybrana odpowiedz mostu w przekroju x;,

a indeksy d i s oznaczaja odpowiednio odpowiedz dynamiczna i statyczna. Na rysunku
3.10 zaznaczono przyktadowo wielkosci max,(v,), max,(v,), stuzace do obliczenia

wspolczynnika dynamicznego ¢; przy zalozeniu ttumienia masowego.

Wykresy przedstawione na rys. 3.11 i 3.12 ilustruja zalezno$¢ wspotczynnika dy-
namicznego od okresu wymuszenia, ktory jest rowny odstgpowi czasowemu A mig-
dzy sitami. Jesli zatozymy, ze seria sit modeluje w przyblizeniu strumien pojazdow
drogowych, to przyjety do obliczen zakres wartosci okresu wymuszenia (od A=
0,25 s do A=38,5 s, przy predkosci 40 m/s) obejmuje realny przedzial mozliwych od-
stepow miedzy pojazdami: od 10 m do 340 m. Piki, widoczne na wykresach wspot-
czynnikéw dynamicznych, pojawiaja si¢ w strefach wzmocnien rezonansowych, gdy
okres wymuszenia A ma warto$¢ zblizong do okreséw wiasnych T, drgan mostu lub

jest ich wielokrotno$cia. Potozenie pikow rezonansowych odpowiada okresom wta-
snym tych drgan gtownych, ktorych postacie istotnie wptywaja na rozpatrywana od-
powiedz uktadu. Drganiami gtéwnymi nazywamy: ,.drgania opisane catkami szcze-
g6lnymi jednorodnego uktadu rownan ruchu”, zgodnie z definicja podana
w monografii Kaliskiego [72]. Rozklad okreséw T, odpowiadajacych prazkom po-
czatkowej strefy widma wlasnego pokazano na rys. 3.11 i 3.12, powyze] wykresow
wspotczynnikow dynamicznych.

Rozwazmy najpierw rozwiazania przedstawione na rys. 3.11. Dotycza one drgan
poziomych w punkcie przekroju poprzecznego dzwigara, ktory jest oznaczony na ry-
sunku symbolem 4. Rysunek 3.11 zawiera trzy wykresy zalezno$ci wspotczynnika
dynamicznego od okresu wymuszenia, sporzadzone w trzech wybranych przekrojach
mostu.
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Rys. 3.11. Zalezno$¢ wspolczynnika dynamicznego od okresu wymuszenia
dla poziomej sktadowej drgan mostu w punkcie A

Fig. 3.11. Dynamic amplification factor versus cycle time of load
for a horizontal component of bridge vibration at the point 4
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Rys. 3.12. Zalezno$¢ wspotczynnika dynamicznego od okresu wymuszenia
dla pionowej sktadowej drgan mostu w punkcie 4

Fig. 3.12. Dynamic amplification factor versus cycle time of load
for a vertical component of bridge vibration at the point 4
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Analiza wykresow prowadzi do wniosku, ze drgania poziome sa ksztattowane
gtownie przez poczatkowe formy wiasne drgan skretnych. Pozioma skladowa drgan
dzwigara jest bowiem spowodowana jego obrotem, wywotanym obciazeniem sitami
poruszajacymi si¢ po skrajnym pasie ruchu. Drgania w przekroju srodkowym przgsta
centralnego sa ksztaltowane glownie przez pierwsza symetryczng forme skretna
o okresie 1,99 s i czgstosci f; =0,502Hz, w niewielkim stopniu — przez wyzsze syme-
tryczne formy skretne 1 formy poziome. Podstawowa, symetryczna forma skretna jest
6smym prazkiem pelnego widma, dla ktéorego model Voigta powoduje juz znaczne
zawyzenie poziomu tlumienia modalnego. Stad wynika zdecydowane zanizenie war-
tosci piku rezonansowego w stosunku do tlumienia ,,realnego”. Ttumienie Rayleigha i
thumienie state daja niewiele lepsze rezultaty. Pik rezonansowy jest najlepiej wymode-
lowany przy zatozeniu modelu masowego, w ktorym obserwuje si¢ nieznaczne zawy-
zenie wartosci piku. Oprdcz zasadniczych wzmocnien rezonansowych pojawiaja sie¢
takze piki odpowiadajace wielokrotnosciom okresow wiasnych, co jest wyraznie wi-
doczne w przypadku piku podstawowego. Wnioski dotyczace ttumienia sa stuszne dla
calej sekwencji pikow. Sa tez stuszne dla drgan poziomych w pozostaltych dwoch ana-
lizowanych przekrojach. Przy okazji mozna stwierdzi¢, ze decydujacy udziat w ksztat-
towaniu drgan poziomych w 3/4 rozpigtosci przgsta centralnego maja trzy formy: dru-
ga forma skretna i druga pozioma — obie antysymetryczne, mniejszy udzial ma
pierwsza symetryczna forma skretna. Odpowiednie trzy piki rezonansowe powtarzaja
si¢ w rytmie wielokrotnosci stowarzyszonych okresow wiasnych, przy czym poziom
wzmocnienia maleje. Najwigksze wartosci wspotczynnikow dynamicznych otrzymuje
si¢ w przypadku drgan przgsel bocznych: ¢ = 3,5 przy thumieniu ,realnym”, ¢, = 4
przy tlumieniu masowym. Drgania w przekroju $srodkowym przesta bocznego sa
ksztaltowane przez stabo tlumione, wyzsze formy skretne z dominacja ruchu przeset
bocznych, zatem zastosowanie modelu Voigta, Rayleigha oraz ttumienia stalego po-
woduje w tym przypadku radykalne zanizenie wspotczynnikéw dynamicznych
(¢F < 1’5 )

Wnhioski, ktore wynikaja z analogicznej analizy drgan pionowych, sa nieco inne.
Pierwsze dwa wykresy, przedstawione na rysunku 3.12, dotycza drgan przesta cen-
tralnego. Dominujacy udziat w ksztattowaniu drgan przekroju srodkowego ma druga
forma pionowa (symetryczna), w przekroju w 3/4 rozpigtosci przgsta centralnego —
forma pierwsza (antysymetryczna) i druga (symetryczna). W strefie rezonansu z pod-
stawowa czesto$cia drgan pionowych, przeciazenia dynamiczne wyznaczone za po-
moca rozwazanych modeli thumienia maja taka sama warto$¢, nizsza niz przy thumie-
niu ,realnym”. Jest to spowodowane przyjeciem w kazdym modelu tlumienia
jednakowej warto$ci wspotczynnika « = 0,02, ktdra, skojarzona z podstawowa czg-
sto$cia drgan pionowych, okresla wymiarowe parametry u oraz x . Poziom modal-

nego tlumienia ,,realnego” jest w przypadku formy podstawowej nieco nizszy, ponie-
waz wspblczynnik a = 0,02 przyjeto jako Srednia z pierwszych dwéch wartosci
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rzeczywistego thumienia modalnego drgan pionowych (rys. 3.9). Rzeczywiste tlumie-
nie modalne drugiej formy jest nieco wigksze od ,,wyjSciowej” wartosci « = 0,02,
zatem przy ttumieniu Voigta, powodujacym sukcesywny wzrost thumienia modalnego,
otrzymuje si¢ drugi pik rezonansowy o wartosci zgodnej z thumieniem ,,realnym”.
Model masowy powoduje w tym przypadku zawyzenie wartosci piku, a thumienie
stale i Rayleigha daje, zgodnie z oczekiwaniem, warto$¢ posrednia. Wyznaczenie nie-
wielkich wzmocnien rezonansowych odpowiadajacych wyzszym czgstosciom drgan
pionowych jest mozliwe wylacznie przy zastosowaniu masowego modelu thumienia.

Drgania pionowe przgsta bocznego charakteryzuja si¢ najwigkszymi przeciazeniami
dynamicznymi. Sa ksztattowane glownie przez trzecig forme¢ wiasng drgan pionowych (an-
tysymetryczna), w ktorej dominuje ruch przgset bocznych. Thumienie ,,realne”, zidentyfiko-
wane dla tej postaci drgan, jest bardzo niskie, co powoduje pojawienie si¢ piku rezonanso-
wego o duzej wartosci. Zblizong warto$¢ piku mozna otrzymac jedynie przy zalozeniu
thumienia masowego, podobnie jak w przypadku drgan poziomych. Pozostate modele thi-
mienia prowadza do drastycznie zanizonych oszacowan wartosci piku rezonansowego.

Przedstawione wyniki badan numerycznych potwierdzaja wczesniejsza prognoze teo-
retyczna. Model Voigta—Kelvina nie powinien by¢ stosowany do analizy drgan mostéw
wiszacych, w ktorych tlumienie modalne maleje ze wzrostem czestosci, podobnie jak
w przypadku mostu Vincenta Thomasa. Stosowanie modelu Voigta—Kelvina moze do-
prowadzi¢ do znacznego zanizenia poziomu odpowiedzi takich mostoéw. W wyniku zasto-
sowania tlumienia Rayleigha lub modelu thumienia stalego uzyskuje si¢ niewiele doktad-
nigjsze rozwigzania. Wymienione modele daja dobre rezultaty tylko dla tych odpowiedzi
konstrukcji, ktore sa ksztaltowane przez najnizsze postacie drgan — na przyktad dla pio-
nowych drgan przesta gtownego. W przypadku pionowych drgan przesel bocznych, ktore
sa ksztaltowane przez stabiej thumione, wyzsze formy drgan, otrzymuje sig¢ rozwiazania
niekorzystnie zanizone. Szczegodlnie niekorzystne moze by¢ stosowanie tych modeli do
analizy drgan wywotanych rytmicznym oddzialywaniem porywow wiatru, poniewaz ko-
lejne czgstosei drgan poziomych sa od siebie mocno oddalone, a czgsto$¢ podstawowa jest
bardzo niska. Dobrym przyblizeniem thumienia rzeczywistego w mostach wiszacych
o malejacym tlumieniu modalnym jest model ttumienia masowego, ktdéry moze nieco
zawyzac realne wartosci pikow oscylacji, ale jest to efekt korzystny z punktu widzenia
bezpieczenstwa konstrukcji. Nalezy zauwazy¢, ze wnioski te dotycza gtéwnie drgan rezo-
nansowych. Poza strefami rezonansu réznice migdzy rozpatrywanymi modelami thumienia
sa niewielkie, ale w przypadku rozwazanych mostow wykluczenie mozliwosci wystepo-
wania stanow rezonansowych jest praktycznie niemozliwe.

3.4. Statyczne i dynamiczne funkcje wplywu
wybranych przemieszczen mostu i naciagow ciggien

Celem niniejszych badan numerycznych jest analiza przebiegéw dynamicznych
1 przebiegéw quasi-statycznych wybranych odpowiedzi mostu i na tym tle — ocena
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jakosciowa i iloSciowa wplywu poziomych przemieszczen cig¢gien na drgania wy-
muszone mostow wiszacych, a takze na odpowiedz statyczna. Przedstawione w roz-
dziale 3.2 wyniki analizy zagadnienia wlasnego sugeruja, ze wplyw ten moze okazaé
si¢ istotny juz w przypadku mostow z ciggnami o matym zwisach. Jako przyktado-
wy obiekt badan przyjeto zatem ponownie most Vincenta Thomasa, o takiej geome-
trii ciggien, ktora kwalifikuje ten most do grupy obiektow z ciggnami o matym zwi-
sie. Badania ograniczono do analizy zagadnienia liniowego. Do opisu tlumienia
drgan wybrano model masowy ttumienia wiskotycznego z parametrem u =2aw,,
gdzie a =0,02, zgodnie z sugestiami i danymi zawartymi w rozdziale 3.3. Rozwa-
zono specyficzny przypadek obciazenia mostu w postaci jednostkowej sity skupio-
nej, poruszajacej si¢ ze stata predkoscia v po torze rdwnolegltym do osi podtuznej
mostu. Lokalizacja toru w przekroju poprzecznym jest okre§lona wspotrzedna €p.

Wektor wzbudzania mozna w tym przypadku tatwo obliczy¢ za pomoca wzoréw
(3.2), podstawiajac za B, bezwymiarowa warto$¢ jednostkowa oraz przyjmujac

k = 1. Wybor takiej postaci obciazenia ma nastepujace uzasadnienie. Po pierwsze —
przebiegi czasowe dowolnej odpowiedzi mostu S= §(X;,t) na dziatanie ruchomej
sity jednostkowej sa dynamicznymi funkcjami wptywu Hg(X;,t), ktore beda wyko-
rzystane w dalszej czg$ci rozprawy do generowania rozwigzan w zakresie analizy
drgan wymuszonych losowym ruchem drogowym. Po drugie — zatozenie tak proste-
go przypadku wymuszenia uprosci analiz¢ pordwnawcza rozwiazan i oceng ich po-
prawnosci. Ostatnia uwaga dotyczy szczegolnie przebiegdw quasi-statycznych, ktore
sa statycznymi funkcjami wplywowymi i mozna je latwo analizowac i oceniac
z punktu widzenia intuicji inzynierskie;j.

Do obliczen przyjgto, ze sita jednostkowa porusza sig¢ po torze o wspotrzednej
ep = 6m, czyli wzdhuz osi skrajnego pasa ruchu, z prawej strony przekroju poprzecz-
nego mostu. Zatozono, ze predko$¢ ruchu sity wynosi vV =40m/s, poniewaz przy tej
predkosci nalezy spodziewac sig¢ istotnych wptywow dynamicznych, ktore wyraznie
zroznicujg przebiegi dynamicznych funkcji wptywowych od przebiegow quasi-
-statycznych, co utatwi ich analiz¢. To stwierdzenie bedzie uzasadnione w rozdziale
4.2, na podstawie analizy odchylen standardowych drgan losowych, wywotanych ru-
chem drogowym. Pokazemy, Ze przy predkosci ruchu zblizonej do 40m/s otrzymuje
si¢ najwigksze warto$ci odchylen standardowych drgan rozwazanego mostu. Duze
odchylenia standardowe $wiadcza o tym, ze w odpowiednim zagadnieniu determini-
stycznym rozwiazanie dynamiczne znacznie rozni si¢ od statycznego, zatem przy za-
tozonej predkosci 40 m/s przebiegi dynamicznych funkcji wptywu powinny istotnie
rozni¢ si¢ od przebiegow quasi-statycznych.

Wykresy przedstawione na rys. 3.13 ilustruja tryb zanikania przyktadowej dyna-
micznej funkcji wplywu. Na wszystkich nastgpnych wykresach, prezentowanych na
kolejnych rysunkach, czas obserwacji przebiegoéw ograniczono do 40 s, aby poczat-
kowy, najistotniejszy fragment wykresow byl wyraznie widoczny. Na rysunku 3.14
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przedstawiono funkcje wplywu pionowej sktadowej drgan wybranego naroza przekro-
ju dzwigara (punkt A), w trzech charakterystycznych przekrojach mostu. Rysunek
3.15 ilustruje analogiczne funkcje wpltywu poziomej sktadowej drgan. Przebiegi cza-
sowe pionowych i poziomych skladowych przemieszczen w rozwazanych przekrojach
i punktach dzwigara usztywniajacego obliczono wedtug wzorow (2.121), (2.122), przy
czym wspotrzedne uogdlnione w zagadnieniu dynamicznym wyznaczono catkujac
numerycznie rdwnania ruchu za pomoca metody Newmarka z parametrem £ =1/12.

W zadaniu statycznym wspotrzedne uogolnione sa rozwiazaniami uktadu rownan al-
gebraicznych Kq(t) = F(t), dla kolejnych potozen sity jednostkowej, opisanych pa-
rametrem t.
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Rys. 3.13. Tryb zanikania funkcji wptywu pionowej sktadowej drgan naroza A
w centralnym przekroju dzwigara usztywniajacego

Fig. 3.13. Decay course of influence function for a vertical component of vibration
at the corner point A in the central cross-section of stiftness girder

Rozwiazania dynamiczne i quasi-statyczne wyznaczono w dwoch wariantach réz-
niacych si¢ zastosowana wersja algorytmu obliczeniowego. W wersji zasadniczej mo-
del obliczeniowy mostu jest opisany rownaniami (2.35)—(2.39). Wersja uproszczona
algorytmu bazuje na rownaniach (2.47)—(2.49), w ktorych pomija si¢ poziome prze-
mieszczenia ciggien. Symbolem tych przemieszczen w legendzie rysunkow jest lite-
raU. Oznaczenia legendy: d-U i s-U odnosza si¢ do rozwiazan obliczonych
z uwzglednieniem poziomych przemieszczen ciggien, natomiast symbole: d-bU i s-bU
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oznaczaja rozwiazania uproszczone (bez U). Litery: d, s wykorzystano do rozrdznienia
dynamicznych i statycznych funkcji wplywu.

Jak wynika z rys. 3.13, pominig¢cie wptywu poziomych przemieszczen ciggien
powoduje znaczne zwigkszenie amplitudy pionowych drgan swobodnych, ktore
wykonuje konstrukcja mostu po przejezdzie sity, rownoczes$nie wydtuza si¢ czas
zanikania drgan. Efekt ten wystgpuje wyraznie w przekroju srodkowym przesta
centralnego i bocznego — piki oscylacji zwigkszaja si¢ ponad dwukrotnie. W 3/4
rozpigtosci przesta centralnego poziom oscylacji jest podobny w obu rozpatrywa-
nych rozwiazaniach (rys. 3.14). W przypadku poziomej sktadowej drgan, wynika-
jacej z obrotu dzwigara, pominigcie poziomych przemieszczen ciggien nie powo-
duje istotnych zmian przebiegu drgan swobodnych, poziom oscylacji jest
nieznacznie nizszy (rys. 3.15).

Rozwazmy teraz poczatkowe fragmenty przebiegéw funkcji wptywu, przedstawio-
ne na rys. 3.14 i 3.15. Obejmuja one okres przejazdu sity przez most (drgania wymu-
szone) i pierwsze cykle drgan swobodnych nastepujacych po zjezdzie sity. Wpltyw
poziomych przemieszczen ciggien na drgania wymuszone ujawnia Si¢ znaczaco
w przypadku pionowych sktadowych drgan dzwigara usztywniajacego, natomiast jest
bardzo niewielki dla sktadowych poziomych. Analogiczny wniosek dotyczy przebie-
gow quasi-statycznych. R6znice migedzy przebiegami funkcji H (d-U) i Hy (d-bU) sa
pomijalnie male (rys. 3.15), poniewaz formy wtasne drgan skretnych, ktore ksztattuja
te rozwiazania, maja ksztatt bardzo zblizony w obu przypadkach —U i bU. Poziome
sktadowe przemieszczen dzwigara usztywniajacego sa male w poréwnaniu z piono-
wymi. Maksymalne warto$ci poziomych przemieszczen statycznych sa okoto dwu-
dziestokrotnie mniejsze od pionowych. Oscylacje przemieszczen poziomych odpo-
wiadaja wyzszym czestoSciom 1 maja niewielka amplitude, co oznacza, ze
w przypadku drgan poziomych wynikajacych tylko z obrotu dzwigara, wptywy dyna-
miczne sa mate.

Analiza pionowych skladowych drgan wymaga wigcej uwagi (rys. 3.14). Wplyw
poziomych przemieszczen ciggien jest tu wyraznie widoczny, przy czym w prze-
biegach dynamicznych jest wigkszy niz w przebiegach quasi-statycznych. Generalnie
mozna stwierdzi¢, ze pionowe przemieszczenia statyczne i dynamiczne, wyznaczone
wedtug teorii uproszczonej, sa wigksze od analogicznych przemieszczen obliczonych
z uwzglednieniem wplywu poziomych przemieszczen ciggien. Zatem, zastosowanie
do obliczen podejscia uproszczonego (bu) powoduje ,,przeszacowanie” odpowiedzi
konstrukcji. Jest to bezposredni skutek niewtasciwego opisu wspotpracy przeset mostu
— catkowitego pominigcia sprzgzen migdzy drganiami przegset bocznych i1 drganiami
przesta centralnego w formach antysymetrycznych oraz zanizenia poziomu sprzezen
w wyzszych formach symetrycznych.
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Rys. 3.14. Funkcje wptywu pionowej sktadowej drgan
wybranego naroza A przekroju dzwigara

Fig. 3.14. Influence functions for a vertical component of vibration
at the corner point A of cross-section
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Rys. 3.15. Funkcje wptywu poziomej sktadowej drgan
wybranego naroza A przekroju dzwigara
Fig. 3.15. Influence functions for a horizontal component of vibration
at the corner point A of cross-section
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Najwigksza rdznica migdzy rozwazanymi wersjami rozwigzan wystepuje w przy-
padku drgan pionowych w przekroju srodkowym prawego przesta bocznego. Maksy-
malna warto$¢ funkcji H (d-bU) jest ponad dwukrotnie wigksza od maksymalnej
wartos$ci funkcji Hy (d-U). Jedynie w centralnym przekroju mostu maksymalna war-
tos¢ funkcji Hy (d-bU) jest nieco mniejsza niz funkcji Hy (d-U), a przebiegi quasi-
statyczne sa praktycznie takie same. Drgania pionowe w tym przekroju sa ksztattowa-
ne przez formy symetryczne — poczatkowe, gdy sita znajduje si¢ nad badanym prze-
krojem. Ich ksztatt jest podobny w obu podejsciach (U i bU), ale sprzgzenie ruchu
przeset w niskich formach symetrycznych jest przy podej$ciu uproszczonym wigksze,
co powoduje tym razem niewielkie zmniejszenie odpowiedzi dynamicznej. Dalszy
przejazd sity w kierunku prawego przesta i ruch po prawym przgsle powoduja wzbu-
dzenie wyzszych form symetrycznych, w ktérych poziom sprzezenia ruchu przeset
jest znowu zanizony. Zastosowanie podej$cia uproszczonego prowadzi wowczas po-
nownie do zawyzenia poziomu drgan, jak w kazdym innym przypadku, poniewaz przy
mniejszej wspolpracy przeset maleje zdolnos¢ calej konstrukcji do przenoszenia ob-
cigzen.

Badane naroze dzwigara znajduje si¢ w ptaszczyznie podwieszenia, zatem pionowe
sktadowe drgan dotycza réwnoczesnie prawej krawedzi dzwigara i prawego ciggna.
Pelny stan przemieszczenia ciggna tworza, oprocz sktadowych pionowych, takze po-
ziome sktadowe podtuzne. Poziome sktadowe poprzeczne zostaly pominigte w przyje-
tym modelu obliczeniowym mostu. Na rysunku 3.16 przedstawiono cztery przykta-
dowe funkcje wplywu poziomych przemieszczen prawego ciggna, w punkcie
centralnym $rodkowego przelotu (X, = 0,5l,) i w poblizu pylonu (x, = 0,125l,) oraz
w punktach podparcia ciggna na pylonach. Indeks 2 w oznaczeniu funkcji wpltywu
H, okresla numer ciggna, zgodny z numeracja zastosowana w rozdziale drugim

(rys. 2.7). Przemieszczenia dodatnie maja zwrot zgodny ze zwrotem osi X. Maksymal-
ne dynamiczne i statyczne warto$ci poziomych przemieszczen ciggna w punktach
oparcia na pylonach sa mniejsze niz w $rodku rozpigtosci przesta, ale z kolei w srodku
rozpigtosci sa mniejsze niz w poblizu pylonu, w przesle centralnym. Wynika stad
wniosek, ze najwigksze poziome przemieszczenia ciggien wystgpuja w okolicach py-
lonéw, nie w punktach oparcia na pylonach. Drgania wymuszone ciggna na lewym
pylonie sa nieco wigksze niz na prawym, ale poziom drgan swobodnych jest nieco
nizszy.

Udziat przemieszczen poziomych w ksztattowaniu pelnego stanu przemieszczenia
ciggna mozna najlatwiej oceni¢, analizujac rozktad przemieszczen statycznych. Na
rysunku 3.17 pokazano unormowane rozktady przemieszczen statycznych mostu, od-
powiadajace kolejnym potozeniom sity jednostkowej, ktore sa opisane wspotrzed-
na Xp. Lewa kolumna rysunkow przedstawia rozwigzania wyznaczone z uwzglednie-
niem poziomych przemieszczen ciggien, prawa kolumna odpowiada rozwigzaniom
wygenerowanym przy ich pominigciu.
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Rys. 3.16. Funkcje wptywu poziomych podtuznych drgan ciggna
Fig. 3.16. Influence functions for horizontal longitudinal cable displacements
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Rys. 3.17. Unormowane rozktady przemieszczen statycznych,
przy roéznych potozeniach sity jednostkowe;j

Fig. 3.17. Normalized distributions of static displacements
for different locations of unitary force
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Kazdy rozktad przemieszczen statycznych ilustruja dwa rysunki. Pierwszy zawiera
wykresy trzech sktadowych stanu przemieszczenia: pionowej translacji catego prze-
kroju mostu — w, pionowej skladowej wynikajacej z obrotu dzwigara, mierzonej
w plaszczyznie podwieszenia — ep 1 poziomej sktadowej przemieszczen prawego cig-
gna — U,. Dodatnie wartosci przemieszczen sa odlozone ponizej linii odniesienia. Te
trzy wykresy sa jednakowo unormowane, norma jest maksymalna warto$¢ przemiesz-
czenia w. Warto$ci norm poszczegolnych rozktadoéw sa zestawione w tabeli 3.4. Drugi
rysunek jest ilustracja unormowanego stanu przemieszczenia mostu, ktéry wynika ze
ztozenia przemieszczen sktadowych w ptaszczyznie podwieszenia.

Tabela 3.4. Normy rozkladow przemieszczen statycznych przedstawionych na rysunku 3.17
Table 3.4. Norms of static displacement distributions presented in Fig. 3.17

Norma (x 1077 m) (bU-U)/bU
Xp o
U bU

0,251, 2,050 2,471 17
0,50 /4 2,644 3,496 24
0,75 [, 1,595 2,471 35

5, +0,125 1, 2,510 3,576 30
/,+0,250 3,804 4,706 19
1, +0,375 1, 3,900 4,294 9
1+ 0,500 /, 3,820 3,933 3

Poziome przemieszczenia ciggien sa najmniejsze, gdy sita jednostkowa znajduje
si¢ w $rodku rozpigtosci — wtedy tez réznice migdzy dwoma rozpatrywanymi rozwia-
zaniami: U i1 bU sa pomijalnie male. Przemieszczenia te sa najwigksze, gdy sita znaj-
duje si¢ w przgsle centralnym, w poblizu pylonu, czyli dla x, =/, +0,125/,. Wow-
czas maksymalne przemieszczenie poziome stanowi 22,6% wartosci ltacznego
przemieszczenia pionowego w=w+e@ (16,4% przemieszczenia obliczonego meto-

da bU). Rownoczes$nie wplyw poziomych przemieszczen ciggien na przemieszczenia
pionowe jest duzy. Maksymalne
przemieszczenie pionowe (norma
wykresu w) w rozwiazaniu U jest
o 30% mniejsze od wyznaczonego
przy podej$ciu uproszczonym bU.
Rys. 3.18. Efekt ,,blokowania si¢” ciegna przy pylonie ~ Najwigksza réznicg migdzy nor-
Fig. 3.18. ,,Lock-in” effect of a cable near the pylon mami wykresow (35%) zanotowano
jednak przy obciazeniu przgsta

bocznego, w poblizu pylonu. Obciazenie przesta bocznego powoduje najwigksze prze-
sunigcia ciggna na sasiadujacym pylonie. Widoczne jest wowczas zjawisko ,,przecia-
gania” ciggna z przgsta centralnego, polaczone z efektem ,,blokowania si¢” przeciaga-
nego ciggna przy pylonie (rys. 3.18a), co powoduje pojawienie si¢ w strefie

a) b)
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przypodporowej dodatnich przemieszczen pionowych. Zjawisko to oczywiscie nie
wystepuje w rozwigzaniu wygenerowanym z pominigciem poziomych przemieszczen
ciggien (rys. 3.18b), dlatego normy wykreséw bU przy potozeniach sity x, = 0,25/,

1 xp =0,75/, sa jednakowe. Ta symetria statycznej odpowiedzi ukltadu w obrebie

przesta bocznego jest sprzeczna z intuicja inzynierska. W rozwiazaniu U otrzymuje si¢
dla x, = 0,75/, mniejsze maksymalne przemieszczenie pionowe niz dla x, = 0,25/,

co jest zgodne z intuicja. Podobny efekt obserwuje si¢ przy obciazeniu mostu w prze-
$le centralnym, blisko pylonu (x, =/, + 0,125/,). Wéwczas ,,przeciagane” jest ciggno

z przgsta bocznego i ,,blokowanie si¢” tego ciggna przy pylonie powoduje zmiang
rozktadu przemieszczen pionowych w obregbie bocznego przesta.
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Rys. 3.19. Funkcje wptywu przyrostu naciagu ciggna, spowodowanego obciazeniem
Fig. 3.19. Influence functions for the increment of cable tension due to the load
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Na rysunku 3.19 przedstawiono dwa wybrane przebiegi quasi-statyczne i dyna-
miczne, obrazujace zmiany przyrostu naciagu ciggna w przesle centralnym, spowo-
dowane obciazeniem w postaci ruchome;j sity jednostkowej. Do obliczenia przyrostow
naciagu zastosowano formuty (2.125), (2.126) — w przypadku U, oraz (2.42), (2.43)
oraz (2.130) — w przypadku bU. W podejsciu uproszczonym przyrost naciagu jest
tylko funkcja czasu, nie zalezy od potozenia przekroju ciggna, dlatego przebiegi dy-
namiczne H,, (d-bU) sa identyczne w kazdym przekroju, podobnie jak przebiegi
quasi-statyczne H,, (s-bU). Przy zastosowaniu drugiego podejScia przyrost naciagu
jest funkcja czasu i zmiennej geometrycznej x, zatem przebiegi funkcji wptywu w
prezentowanych przekrojach rdznig sig, ale roznice te nie sa duze. To oznacza, ze
rozktad naciagu cigegna wzdhiz jego rozpigtosci niewiele odbiega od statego. Zalez-
nos$¢ naciagu ciggna od lokalizacji sity obciazajacej jest rowniez podobna w obu po-
dejsciach. Funkcje statyczne H,, (s-U) maja przebieg oscylujacy w poblizu funkcji

H an, (8-bU), w kazdym z rozwazanych przypadkow, a w przekroju Srodkowym funk-
cja H an, (8-U) jest praktycznie taka sama jak H an, (8-bU) —1ys. 3.19. Wigksze rozni-

ce obserwuje si¢ w przypadku rozwigzan dynamicznych. Dynamiczne funkcje wplywu
H A, (d-U) maja, co prawda, przebieg podobny do przebiegéw funkeji uproszczonych

H o, (d-bU), ale tylko w obszarze drgan wymuszonych. W zakresie drgafi swobod-

nych rozwiazania te roznig si¢ istotnie — oscylacje wyznaczone w sposob uproszczony
sa nawet trzykrotnie wigksze. Zwigkszenie poziomu oscylacji jest juz widoczne
w koncowym fragmencie drgan wymuszonych, przy przejezdzie sity przez prawe
przesto.

Przedstawione na rys. 3.19 rozwiazania typu U wyznaczono wedtug bazy aprok-
symacyjnej o podstawowym rozmiarze 18/30 (n, =18, n, =30), ktoéry dobrano na
podstawie analizy rozwiazan zagadnienia wlasnego (rozdziat 3.2). Laczna liczba funk-
cji aproksymacyjnych wynosi w tym przypadku n =9n, + 2n, = 222. Przyjety do
obliczen podstawowy rozmiar bazy aproksymacyjnej 18/30 jest miarodajny dla
wszystkich rozwiazan w zakresie stanu przemieszczenia — przyktadowe wyniki testow
podano na rys. 3.20.

W przypadku analizy przyrostow naciagu ciggien podstawowy rozmiar bazy 18/30
nie jest wystarczajacy. W przekrojach centralnego przelotu ciggna mozna uznaé¢ za
miarodajny rozmiar 30/60, co ilustruje rys. 3.21, ktory zawiera przebiegi funkcji
wplywu wygenerowane przy rozmiarach bazy aproksymacyjnej 18/30 i 30/60 (tzn.
n,=18, n,=30 oraz n,=30, n.=60). W tle tych rozwiazan pokazano funkcje H,;

(s-bU) i H,y (d-bU). Zwigkszenie liczby funkeji aproksymacyjnych do rozmiaru

30/60 powoduje ,,wygladzenie” wykresow H,; (s-U) i bardzo niewielkie zmiany
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przebiegu funkeji H,, (d-U). Wyniki tego testu sa dowodem zbiezno$ci rozwiazan —

przy zwigkszaniu liczby funkcji aproksymacyjnych rozwiazania przyblizone daza do
rozwiazania $cistego. W przekrojach przelotéw bocznych ciggna rozmiar bazy 30/60
jest jednak nadal niewystarczajacy.
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Rys. 3.20. Funkcje wptywu przemieszczen — test zbieznosci rozwiazan
statycznych i dynamicznych
Fig. 3.20. Influence functions for displacements — convergence of
static and dynamic solutions
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Rys. 3.21. Funkcje wptywu przyrostu naciagu ciggna — test zbieznosci rozwiazan

statycznych i dynamicznych

Fig. 3.21. Influence functions for the increment of cable tension — convergence of
static and dynamic solutions

Na rysunku 3.22 pokazano przykladowe rozwiazania statyczne i dynamiczne
w przekroju centralnym lewego, bocznego przelotu ciggna. Porownanie wynikow wy-
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znaczonych przy rozmiarach bazy 18/30, 30/40 i 30/60 potwierdza wniosek o zbieznosci
rozwiazan, ale przebiegi funkcji wptywu w obrebie przesta bocznego trudno uznaé juz
za dostatecznie dokladne. Zbiezno$¢ rozwiazan w zakresie przyrostow naciagow jest
tym gorsza, im blizej punktu podparcia na pylonie jest potozony badany przekrdj ciggna.
To zjawisko ilustruja wyniki obliczen przedstawione na rys. 3.23.

Zdecydowane pogorszenie zbieznosci jest skutkiem przyjetej aproksymaciji pozio-
mych przemieszczen ciggien (wzor (2.62)) — poszczeg6dlne funkcje aproksymacyjne

spetniaja kinematyczny warunek ciagtoSci u, ,-(Xi,t)‘x.:;. =u,;(x; +1at)‘x.+|:0 w punk-

tach podparcia na pylonie, ale wprowadzaja ograniczenie u,,(x,,t)

x;=l;

uéj(xm,t)

AHj(le,Z)

+.,—0 » utrudniajace spetnienie warunku kinetycznego AH (x;,?)

x;=1;

«.,—0 - Zaburzenie to ma charakter lokalny i nie jest istotne z punktu wi-

dzenia projektowania catej konstrukcji. Ewentualne niedoktadnosci nie maja ponadto
technicznego znaczenia, gdyz statyczne i dynamiczne przyrosty naciagu ciggien, wy-
wotane dziataniem obciazenia uzytkowego, sa wielokrotnie mniejsze od wstgpnego
naciagu ciggna, obcigzonego wylacznie cigzarem wlasnym mostu — w rozpatrywanym
przyktadzie naciag wstepny wynosi H, =3,012x10" N, a maksymalne warto$ci

przyrostow naciagu mozna oszacowac na podstawie rzednych funkcji wptywu.
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Rys. 3.22. Funkcje wptywu przyrostow naciagu ciggna — test zbiezno$ci rozwigzan
statycznych i dynamicznych

Fig. 3.22. Influence functions for the increment of cable tension — convergence of
static and dynamic solutions
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Rys. 3.23. Funkcje wplywu przyrostow naciagu ciggna — test zbiezno$ci rozwiazan statycznych
w poblizu pylonu: 4, — 10 m od pylonu, 4, —20 m od pylonu

Fig. 3.23. Influence functions for the increment of cable tension — convergence of
static solutions near the pylon: 4; — 10 m from the pylon, 4, —20 m from the pylon

Podsumowujac wyniki testow dotyczacych naciagdéw ciggien trzeba zauwazyc, ze
staty, niezalezny od zmiennej geometrycznej przyrost naciagu, wyznaczony przy za-
stosowaniu podejscia uproszczonego (bU), jest dos¢ dobrym przyblizeniem wtedy,
gdy most jest obciazony w przesle centralnym. W przypadku obciazenia przesta bocz-
nego otrzymuje si¢ zanizone warto$ci przyrostow naciagu w przekrojach ciggna znaj-
dujacych si¢ w obrgbie obciazonego przgsta lub w sasiednim obszarze przgsta central-
nego. Zdecydowana roznic¢ migdzy analizowanymi rozwigzaniami (U i bU)
obserwuje si¢ w przekrojach potozonych w bezposrednim sasiedztwie punktu podpar-
cia ciggna na pylonie, przy obciazeniach zlokalizowanych wzdtuz potowy rozpigtosci
mostu, obejmujacej dany pylon.

3.5. Podsumowanie

Sformutowana w pracy teoria przestrzennych drgan mostow wiszacych umozliwia
opracowanie skutecznego algorytmu, stuzacego do wyznaczania deterministycznych
drgan mostow z ciggnami, ktore nie musza spetnia¢ warunku matego zwisu i ktore sa
oparte przesuwnie na pylonach. Analityczny opis drgan i zastosowanie metody aprok-
symacyjnej Lagrange’a—Ritza prowadzi do zadania o stosunkowo matej liczbie stopni
swobody. Przyjety w pracy model obliczeniowy mostu uwzglednia specyficzne cechy
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konstrukcji i obejmuje najczesciej stosowane schematy konstrukcyjne mostow wielo-
przestowych. Poréwnanie wynikow obliczen w zakresie zagadnienia wlasnego z wy-
nikami uzyskanymi na podstawie pomiaréw drgan rzeczywistej konstrukcji potwier-
dzilo stuszno$¢ przyjetych zatozen i stanowi dowod poprawno$ci opracowanego
algorytmu. Usci$lenie teorii drgan mostow wiszacych, polegajace na uwzglednieniu
poziomych, podtuznych przemieszczen ciggien pozwala w prawidlowy sposob opisaé
wplyw podwieszenia i wynikajace stad sprzezenia ruchu poszczegdlnych przgset mo-
stu. Wiasciwy opis tych sprzezen ma bardzo duze znaczenie, poniewaz wptywa bez-
posrednio na oceng zdolnosci konstrukcji do przenoszenia obciazen dynamicznych
i statycznych. Uproszczenie teorii przez pominigcie wplywu poziomych przemiesz-
czen ciggien powoduje przeszacowanie statycznej i dynamicznej odpowiedzi kon-
strukcji na dziatanie obciazen eksploatacyjnych, szczegolnie w obrebie przgsel bocz-
nych. Znacznie zwigksza si¢ tez amplituda drgan swobodnych, ktéore wykonuje
konstrukcja mostu po przejezdzie obciazenia. Istotne réznice w rozwiazaniach poja-
wiaja si¢ nie tylko przy Srednich zwisach ciggien, ale nawet w przypadku mostow
o typowej geometrii ciggien, dla ktorej strzatka zwisu moze by¢ uwazana za mala.
Zastosowanie hipotezy Kirchhoffa do analizy drgan wieloprzelotowych ciggien
wspotpracujacych z dzwigarem usztywniajacym jest zatem daleko idacym uproszcze-
niem, ale konsekwencja tego uproszczenia jest przewymiarowanie konstrukcji na eta-
pie projektowania, co zwigksza jej bezpieczenstwo.

Testy numeryczne wykazaly, ze duze znaczenie ma wiasciwy dobdér modelu thu-
mienia. Potwierdzily tez, ze w analizach dynamicznych wykonywanych w fazie pro-
jektowania mostow, gdy nie dysponujemy opisem tlumienia wynikajacym z identyfi-
kacji pomiarowej, nalezy stosowa¢ model tlumienia masowego. Model masowy
dobrze opisuje wlasnosci thumiace mostow wiszacych, w ktorych thumienie modalne
maleje ze wzrostem czgstosci drgan. Na podstawie badan numerycznych pokazano, ze
teoretyczny opis thumienia za pomoca modelu masowego prowadzi do rozwiazan,
ktore pod wzgledem ilosciowym i jakosciowym sa zblizone do rozwiazan uzyskiwa-
nych przy deklaracji thumienia wedlug danych eksperymentalnych.



4. Drgania wymuszone losowym ruchem drogowym

4.1. Uwagi wstepne

Statyczny i dynamiczny efekt dziatania obciazenia uzytkowego mostow drogo-
wych zalezy od wielu czynnikow, takich jak: masa pojazdow, konfiguracja osi po-
jazdow, rozktad naciskow na osie, potozenie pojazdu na moscie, predkos¢ ruchu,
odstepy miedzy pojazdami, liczba pojazdow na moscie, nierownosci nawierzchni
drogowej. Wszystkie te czynniki maja w rzeczywistosci charakter losowy [89]. Opis
obcigzenia w kategoriach losowych powoduje koniecznos¢ stosowania metod anali-
zy stochastycznej do oceny drgan konstrukcji. Kazda odpowiedz mostu stanowi
woweczas proces stochastyczny, ktorego charakterystyki zaleza od przyjetego mode-
lu obciazenia. Losowe modele obcigzenia uzytkowego mostow zawieraja zwykle
wiele uproszczen. Na przyktad w modelu zaproponowanym przez Tunga [118] po-
jazdy drogowe sa idealizowane sitami skupionymi, chwile pojawiania si¢ pojazdéw
na moscie sa losowe i tworza punktowy proces Poissona, zatem odstepy czasowe
migdzy pojazdami maja rozklad wykladniczy. Podobne podejscie zastosowano
w pracy Iwankiewicza i Sniadego [69] do analizy drgan belki obciazonej seria sit
ruchomych, gdzie sily sa zmiennymi losowymi opisujacymi cigzary pojazdow.
W kolejnych pracach Sniadego model obciazenia rozbudowano poprzez przyjecie
losowej predkosci ruchu pojazdow [115], wprowadzenie dodatkowej zmiennej kla-
syfikujacej rézne typy pojazdow [104], uwzglednienie losowych nieréwnosci na-
wierzchni [12]. Poissonowski model zgloszen jest najprostszym i zarazem najcze-
$ciej stosowanym wariantem procesu odnowy, ktory opisuje ogolnie tryb pojawiania
si¢ pojazdow [90, 119] i opiera si¢ na generalnym zatozeniu, ze odstgpy czasowe
migdzy kolejnymi pojazdami sa wzajemnie niezalezne i maja identyczny rozktad.
Wedhig Ghosna i Mosesa [58] model poissonowski niezupetnie nadaje si¢ do opisu
cigzkiego ruchu drogowego, zlozonego gldwnie z pojazdéw cigzarowych. Autorzy
wykazali, ze doktadniejsze wyniki uzyskuje si¢ taczac ideg procesu odnowy z teoria
proceséw Markowa. Model obciazenia sformutowali uwzgledniajac mozliwos¢ do-
wolnej deklaracji rozktadow zmiennych losowych opisujacych parametry kazdego
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pojazdu (predkosé, ciezar pojazdu, odstepy miedzy osiami) i odstepy miedzy pojaz-
dami poruszajacymi si¢ po kilku pasach ruchu. Zastosowanie modelu ograniczono
jednak wytacznie do analizy statycznych efektow obciazenia, przy zalozeniu stacjo-
narnosci rozktadu statycznej reakcji mostu.

Poszukiwanie coraz doktadniejszych i w konsekwencji bardziej ztozonych mode-
li obciazenia jest uzasadnione dla mostow matych i srednich. W przypadku mostow
o bardzo duzych rozpigtosciach, indywidualne, szczegétowe cechy pojazdow maja
duzo mniejsze znaczenie. Do takich mostéw nalezy zaliczy¢ mosty wiszace. Wedtug
Ditlevsena [51], jesli funkcja wptywu badanego efektu obciazenia (np. przemiesz-
czenia lub naprgzenia w wybranym punkcie konstrukcji) jest niezerowa na odcinku
znacznie przekraczajacym rozmiary pojedynczego pojazdu, to nie jest potrzebne
rozwazanie indywidualnego ci¢zaru pojazdu, a nawet jego indywidualnej lokalizacji
na moscie. To stwierdzenie stanowi kluczowe zatozenie modelu Ditlevsena [51], w
ktorym zaktada sig, ze obciazenie uzytkowe moze by¢ z wystarczajaca doktadnoscia
modelowane za pomoca pola losowego typu ,.biaty szum” (,,white-noise-field”), o
wartos$ci $redniej 1 intensywnosci zaleznej od aktualnej sytuacji ruchu drogowego.
Charakterystyki ,,biatego szumu” oblicza si¢ na podstawie teorii ruchu poissonow-
skiego. Wyro6znia sig trzy typowe sytuacje ruchu pojazdow: ruch swobodny (,,free
traffic”), ruch zageszczony prowadzacy do tworzenia si¢ zatorow (,,congested but
moving traffic”) i zatory utworzone przez kolejki stojacych pojazdow (,,completely
stopped queues of vehicles”). Ditlevsen zaklada, ze w kazdej wyrdznionej sytuacji
drogowej obciazenie ruchem drogowym jest stacjonarne i na podstawie twierdzenia
centralnego przyjmuje hipotezg, ze proces opisujacy dowolny efekt obciazenia jest
gaussowski. Model ruchu drogowego sformutowany przez Ditlevsena wykorzystano
w pracy Ditlevsena i Madsena [52] do opracowania analitycznej metody prognozo-
wania ekstremalnych, statycznych efektow obciazenia, przydatnych do badania nie-
zawodnosci konstrukcji w aspekcie oceny prawdopodobienstwa przekroczenia pew-
nego stanu granicznego. Badania Ditlevsena i Madsena byly realizowane w zwiazku
z pracami projektowymi dotyczacymi mostu wiszacego Great Belt Bridge. Te ba-
dania sa wyjatkowym przyktadem zastosowania podejécia analitycznego do opisu
losowego obciazenia mostow wiszacych ruchem drogowym. W wigkszos$ci opra-
cowan, dotyczacych efektow dziatania ruchu drogowego na bardzo duze obiekty
mostowe, stosuje si¢ do badan metody symulacyjne lub wykorzystuje si¢ wyniki
analiz statystycznych bazy danych pomiarowych. Wyniki badan tego typu sa trud-
no dostepne, czgsto publikowane jedynie
w wewnetrznych biuletynach specjalistycznych przedsigbiorstw lub instytutow
badawczych. Odpowiednie cytowania mozna znalez¢ miedzy innymi w pracach
Cremony [47, 48] i Dietlevsena [52].

Model sformutowany przez Dietlevsena opracowano z punktu widzenia potrzeb
analizy statycznej — poszukiwano ekstremalnych efektow statycznych, nie rozpatry-
wano efektow dynamicznych obciazenia uzytkowego. Jednak podstawowe zatozenia
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modelu, specyficzne dla mostéw wiszacych i zweryfikowane eksperymentami symu-
lacyjnymi [52], mozna traktowaé jako ogdlne wytyczne definiujace model obciazenia
losowym ruchem drogowym w zagadnieniu dynamicznym. Na tej podstawie w niniej-
szym rozdziale przyjgto, ze nie jest potrzebny szczegétowy opis indywidualnych cech
pojazdow, takich jak rozmiary pojazdu, ilo§¢ i rozstaw osi, rozklad naciskow na osie
pojazdu. Zatozono, ze kazdy pojazd moze by¢ modelowany sila skupiona (ci¢zar po-
jazdu), ktorej wartos¢ jest zmienna losowa o znanej funkcji gestosci rozktadu prawdo-
podobienstwa. Ruch pojazdow odbywa si¢ na kilku pasach ruchu, w sposéb uporzad-
kowany w tym sensie, ze po wybranym pasie pojazdy poruszaja si¢ z ta sama, stala
predkoscia (deterministyczna). Sa to pojazdy podobnego typu (np. cigzarowe lub oso-
bowe), tzn. cigzary pojazdow sa niezaleznymi zmiennymi losowymi, ale ich ggstos¢
rozkladu jest jednakowa w obrgbie danego pasa. Rozpatrywany bgdzie swobodny ruch
pojazdow, dla ktérego proces zgloszen moze by¢ idealizowany stacjonarnym proce-
sem Poissona (Dietlevsen [51]), przy czym zalozono, ze intensywnos$ci ruchu na po-
szczegolnych pasach sa rozne.

W modelu Ditlevsena poissonowska teori¢ ruchu swobodnego stosuje si¢ do wy-
znaczenia charakterystyk pola losowego typu ,bialy szum”, ktére okresla rozktad
przestrzenny obciazenia pojazdami, z pominigciem ich konkretnej lokalizacji. Zato-
zenie ,,bialego szumu” umozliwia stosunkowo proste okreslenie wartosci $redniej
1 wariancji statycznej odpowiedzi mostu. Zastosowanie takiego podejscia do analizy
losowej odpowiedzi dynamicznej jest niemozliwe. W niniejszej pracy charaktery-
styki losowych drgan mostow wiszacych wyznaczono za pomoca metody przedsta-
wionej w pracy Bryi i Sniadego [33], w ktérej wykorzystuje si¢ konsekwentnie teo-
ri¢ procesow Poissona i dynamiczne funkcje wpltywu odpowiedzi konstrukcji.
W rozdziale 4.2.1 sformutowano szczegdétowo stochastyczny model obciazenia
uzytkowego i opracowano analityczno-numeryczny algorytm analizy momentowe;j
proceséw opisujacych przestrzenne drgania wieloprzestowych mostow wiszacych.
W rozdziale 4.2.2 zastosowano opracowany algorytm do analizy losowych drgan
mostu Vincenta Thomasa. Przedstawiono rozwiazania stacjonarne w stanie ustalo-
nym 1 na podstawie analiz funkcji ggstosci zweryfikowano hipotezg Dietlevsena,
w ktorej zaktada sig, ze efekty dziatania obciazenia uzytkowego na mosty wiszace sa
stacjonarnymi procesami gaussowskimi.

Algorytm sformutowany w rozdziale 4.2 moze by¢ stosowany wylacznie do
analizy drgan liniowych, poniewaz w rozwiazaniach wykorzystuje si¢ superpozy-
cj¢ skutkow dziatania pojedynczych pojazdow. Konieczne pominigcie efektow
nieliniowych, zwiazanych ze zmiana ksztaltu ciggien, moze budzi¢ watpliwosci.
Dotychczasowe badania autorki wykazaty, ze w przypadku mostéw wiszacych,
o stosunkowo niewielkich rozpigto$ciach, wplywy nieliniowe sa pomijalnie mate
[31, 36, 37]. Wspomniane badania dotyczyly jednak wytacznie ptaskiego modelu
mostow jednoprzestowych. Analizowano drgania pionowe wywolane przejazdem
tylko jednego losowego potoku pojazdow. W mostach wieloprzgstowych, przy
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obciazeniu kilku paséw ruchu, efekty niecliniowe moga by¢ znacznie wigksze
i powinny by¢ ponownie oszacowane. Zastosowanie podej$cia analitycznego do
analizy nieliniowych drgan stochastycznych jest bardzo trudne. Przeglad podsta-
wowych metod mozna znalezé na przyktad w pracach Sniadego [116], Sobczyka
[108, 109], Sochy [110]. Metody te prowadza z reguty do bardzo skomplikowa-
nych rozwiazan juz na etapie sformutowan teoretycznych, a realizacja numeryczna
jest praktycznie mozliwa jedynie w przypadku analizy prostych uktadéw dyna-
micznych. Pewna probe aplikacji metody linearyzacji bezposredniej do analizy
pionowych drgan nieliniowych jednoprzestowego mostu wiszacego przedstawiono
w pracy Bryi i Sniadego [31]. Zastosowanie tej metody do analizy przestrzennych
nieliniowych drgan mostow wieloprzgstowych jest praktycznie niemozliwe ze
wzgledu na ztozona posta¢ réwnan ruchu. Alternatywnym podejsSciem jest wyko-
rzystanie techniki symulacyjnej i to podejs$cie zastosowano w rozdziale 4.3 do
wyznaczenia charakterystyk nieliniowych drgan losowych i do oszacowania
wplywow nieliniowych w wieloprzgstowych mostach wiszacych.

Metody aproksymacji i symulacji procesow stochastycznych stanowia rozlegla
dziedzing wiedzy, ktora w ostatnich latach jest intensywnie rozwijana. Obecnie, do
symulacji numerycznych najczgsciej stosuje si¢ metodg reprezentacji spektralnej,
sformutowang przez Shinozuke [103] w odniesieniu do wielowymiarowych, nie-
gaussowskich procesow o wielu zmiennych. Efektywno$¢ tej metody zdecydowa-
nie poprawiono poprzez uzupelnienie podstawowego algorytmu o szybka trans-
formacj¢ Fouriera (FFT) — Yang [124], Shinozuka [102]. W ostatnich latach
wprowadzono sekwencyjne algorytmy symulacyjne prowadzace do aproksymacji
procesu stochastycznego przez kombinacje procesow autoregresji i ruchomej Sred-
niej (ARMA) — Samaras, Shinozuka i Tsurui [98]. Wymienione techniki stuza do
symulacji ciaglych p6l losowych i sa zazwyczaj stosowane w modelowaniu obcia-
zen wywotywanych przez wiatr, fale morskie czy trzesienia ziemi [17, 41, 50]. Do
numerycznej symulacji procesoOw losowych o charakterze skokowym, ktére opisu-
ja obciazenia konstrukcji ruchem pojazdéw drogowych, bardziej przydatne sa me-
tody typu Monte Carlo. Wedtug definicji podanej przez Hammersleya i Hand-
scomba, metody Monte Carlo sa: ,,dziedzing matematyki eksperymentalnej, ktéra
dotyczy eksperymentow w zakresie liczb losowych” [63]. Symulacja analizowane-
go zjawiska losowego odbywa si¢ za pomoca odpowiednio dobranych sekwencji
(ciagdw) liczb losowych, ktore opisuja ,,zachowanie” zmiennych losowych o okre-
Slonych rozktadach prawdopodobienstwa. Tego typu podejscie przedstawiono
w pracy Bryi i Klasztornego [26]. Autorzy sformutowali algorytm symulacyjny
shuzacy do generowania losowego potoku pojazdéw drogowych. Algorytm ten
zastosowano do wyznaczenia charakterystyk drgan stochastycznych swobodnie
podpartego mostu belkowego [26] oraz do oceny wptywow nieliniowych i wplywu
inercji 1 resorowania pojazdow w zagadnieniu losowych drgan jednoprzestowego
mostu wiszacego (Bryja i Sniady [36, 37]).
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Przedstawiony w pracy [26] algorytm symulacyjny jest generatorem jednowy-
miarowym — w sensie jednego potoku pojazdéw drogowych. W rozdziale 4.3 niniej-
$zej rozprawy opracowano numeryczny generator wielowymiarowy, stuzacy do sy-
mulacji kilku losowych potokéw pojazdoéw, poruszajacych sig wspotbieznie lub
przeciwbieznie po wydzielonych pasach ruchu. W modelowaniu ruchu drogowego
uwzgledniono inercjg, resorowanie i wieloosiowos$¢ pojazddéw. Symulowane potoki
ruchu zawieraja pojazdy roznych typdw, pojawiajace si¢ w losowych odstepach
czasowych, z losowym zatadunkiem. Opracowano takze algorytm numeryczny
wspolpracujacy z generatorem losowego ruchu drogowego i przeznaczony do symu-
lacji przestrzennych, nieliniowych drgan wieloprzgstowych mostow wiszacych. Al-
gorytm ten zastosowano do wyznaczania charakterystyk losowych drgan mostu
w stanie ustalonym. Przy wyznaczaniu charakterystyk zastapiono usrednianie po
zbiorze realizacji usrednianiem po czasie, na podstawie zatozenia, ze drgania mostu
w stanie ustalonym sa stacjonarnym procesem ergodycznym. Zalozenie to zweryfi-
kowano badaniami numerycznymi. Przeprowadzono szereg eksperymentéw symula-
cyjnych. Ich celem bylo oszacowanie poziomu istotnosci efektow nieliniowych,
a takze ocena wplywu inercji i resorowania pojazdow. Celem nadrzednym byto
umotywowanie wczesniej sformutowanej i znacznie efektywniejszej metody anali-
tyczno-numerycznej, w ktérej badane wplywy pominigto. Stwierdzono, ze mimo
istotnych uproszczen metoda analityczno-numeryczna moze by¢ z wystarczajaca
doktadnoscia stosowana w analizie drgan wieloprzgstowych mostéw wiszacych,
obcigzonych losowym ruchem drogowym. T¢ metodg przyjgto w dalszej czgsci pra-
cy do wyznaczania charakterystyk drgan losowych, potrzebnych w badaniu nieza-
wodnosci konstrukeji.

Problemy zwiazane z badaniem niezawodnosci wieloprzestowych mostow wisza-
cych oméwiono w rozdziale 4.4. Dla przyktadowego obiektu testowego (most
Vincenta Thomasa) przedstawiono wyniki analiz prawdopodobienstwa przekrocze-
nia pewnego stanu granicznego przemieszczen, w zaleznosci od predkosci ruchu
pojazdow i intensywnos$ci ruchu, zwiazanej z predkoscia zaleznos$cia empiryczna.
Przedstawiono takze dwa warianty rozwiazania problemu niezawodno$ci zmecze-
niowej. W pierwszym wariancie zatozono, ze badane procesy naprgzen w wybra-
nych elementach mostu s3 modelowane w stanie ustalonym przez stacjonarne proce-
sy waskopasmowe. W drugim wariancie przyjgto, Ze procesy napr¢zen sa
stacjonarnymi procesami normalnymi o szerokim pasmie. Przeprowadzono analizg
rozwigzan w aspekcie rzeczywistej szeroko$ci pasma proceséw, oszacowanej na
podstawie rozkladu funkcji gestosci widmowej i momentow widmowych. Porowna-
no miary trwatosci mostu, wyznaczone z uwagi na zmeczenie przegset bocznych,
przesta gtownego i ciggien. Wnioski wynikajace z badan moga stuzy¢ lepszemu
rozpoznaniu specyficznych cech pracy konstrukcji mostow wiszacych, w warunkach
dtugotrwatych, zmiennych w czasie obciazen, spowodowanych ruchem pojazdow
drogowych.
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4.2. Analityczno-numeryczna metoda analizy momentowej
liniowych drgan losowych

4.2.1. Sformulowanie metody

Celem niniejszych rozwazan jest sformutowanie metody wyznaczania charakte-
rystyk stochastycznej odpowiedzi mostu wiszacego na dziatanie swobodnego, lo-
sowego ruchu drogowego. Podstawa merytoryczna metody jest praca Bryji i Snia-
dego [33], dotyczaca drgan jednoprzgstowych mostow wiszacych, opisanych
rownaniami klasycznymi, to znaczy z pomini¢ciem poziomych sktadowych prze-
mieszczen ciggien. Przedmiotem rozwazan bgda stochastyczne, przestrzenne drga-
nia mostow wieloprzgstowych, opisane rownaniami (2.64) lub (2.92). Zatozymy,
ze obcigzenie uzytkowe ma charakter losowy, natomiast wszystkie parametry mo-
stu sg deterministyczne. Zagadnienie ograniczymy do problemu liniowego zakta-
dajac, ze wpltywy nieliniowosci geometrycznej zwiazanej ze zmiang ksztaltu cie-
gien sa w rozwazanym przypadku pomijalnie mate. Przyjmiemy, ze obciazeniem
uzytkowym mostu sa losowe potoki pojazdow drogowych poruszajacych si¢ po
wydzielonych pasach ruchu. Rozwazymy przypadek, gdy pojazdy poruszaja si¢ ze
stata, deterministyczna predkoscia v;, jednakowa dla wszystkich pojazdéw w obre-
bie pasa o numerze j. Zalozymy tez, ze tory ruchu pojazdow sa gtadkie, prostoli-
niowe, rownolegte do osi podtuznej mostu, a kierunek ruchu jest zgodny lub prze-
ciwny do przyjetego zwrotu osi. Kazdy potok pojazddéw zastapimy losowa seria
ruchomych, pionowych sit skupionych Pj, oznaczajacych catkowite cigzary pojaz-
doéw — rys. 4.1. Skutkiem tej idealizacji jest pominigcie inercji i resorowania po-
jazdow. Zasadno$¢ tego uproszczenia bedzie badana w punkcie 4.3.4. Poprzez
modelowanie calego pojazdu za pomoca tylko jednej sity skupionej pomija si¢
rozmiary pojazdéw, ale w analizowanym przypadku jest to uproszczenie dopusz-
czalne, poniewaz rozmiary typowych pojazdoéw drogowych sa mate wobec duzych
rozpigtosci mostow wiszacych.

— I I I
L3

Rys. 4.1. Schemat obciazenia mostu losowym ruchem drogowym
Fig. 4.1. Scheme of the bridge load due to random traffic

Przyjmiemy w dalszym ciagu, Ze cigzary pojazdéw Pj sa niezaleznymi zmiennymi
losowymi o znanej funkcji gestosci rozktadu prawdopodobienstwa, a zatem o znanych
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warto$ciach oczekiwanych E[P;]=E[P/]=const, jednakowych dla wszystkich po-

jazdow poruszajacych si¢ po torze j, » = 1, 2, ... jest naturalnym wyktadnikiem potg-
gowania. Chwile #; pojawiania si¢ kolejnych sit (k=1, 2, ...) na torachj =1, 2, ..., n,
sa losowe i tworza niezalezne, jednorodne procesy Poissona N (#) o stalych inten-

sywnoSciach 4,(t) = A; = const [10, 57, 97, 116]. To oznacza, Ze odstgpy czasowe

miegdzy kolejnymi sitami sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadzie wyktad-
niczym. Srednia liczba sil, ktore pojawia si¢ na danym pasie ruchu od chwili poczat-
kowej ¢, do chwili ¢ opisuje zaleznos¢

E[N,(19,1)] = j A,(0)dT =2, (1 ~1,). (4.1)

)

W celu wyznaczenia odpowiedzi mostu na przyjety losowy proces obciazenia
wprowadzimy dynamiczng funkcje wptywu Hg; (x;,# 7, ), ktéra przedstawia dowol-

nie wybrang odpowiedz mostu S(x;,7—17,) w przekroju x;, wywotana jednostkowa
sita, ktora w chwili 7, rozpoczgta z predkoscia v; ruch po torze j i w chwili 7 znajdu-
je si¢ w miejscu x, =a; + p,;(t —t,)v,. Lokalizacjg toru sity w przekroju poprzecz-
nym mostu okresla wspotrzgdna y, = e;. Bezwymiarowy parametr p; specyfikuje
kierunek ruchu na danym torze (pasie ruchu) i wynosi p; =1, gdy kierunek ruchu jest
zgodny ze zwrotem osi x (podiuzna 0§ mostu), wowcezas a; = 0. Gdy kierunek ruchu
sity jest przeciwny do zwrotu osi x, wowcezas p;, =—1,a;,=L,, L, =]+, +..+1,.
Sumaryczna odpowiedz mostu na dziatanie wszystkich sit P, , ktore pojawity sig¢ do

chwili ¢, mozna wyznaczy¢ korzystajac z zasady superpozycji, obowiazujacej w przy-
padku analizy drgan liniowych. Zsumowanie rozwiazan od poszczeg6lnych sit daje
wynik, ktory po przejsciu do postaci catkowej za pomoca calki Stieltjesa ma nastgpu-
jaca postac:

n, N;(7) n,

(st = 20 Y Pt —1,) =D [ P(OH (3t = 0)dN (7). (42)

=1 k=1 =i

Zdefiniowana wezesniej funkcjg wptywu H (x;,7 — 7) wyznacza sig na podstawie
rozwigzania réwnania ruchu (2.64) lub (2.92), zlinearyzowanego przez pominigcie
wektora nieliniowych reakcji sprezystych uktadu R™(q). Wektor wzbudzania F,
okreslony dla dowolnego obciazenia ogolnymi wzorami (2.65), jest wynikiem obcia-
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zenia ruchoma sila jednostkowa. Sktadowe obciazenia, po redukeji do $rodka Scinana
przekroju dzwigara, wynosza:

q,,(x;,t—7)=1- 5(x —[a;, + pv,(t- r)]),
qyi(xi’t -7)=0, (4.3)

m,(x.t—7)=e, - 1-8(x ~[a, + pv,(t - 1)),

gdy L, <[a;+pyv;(t—7)]<L;. W pozostalych przypadkach nalezy przyjac, ze
Q. (x,t-7)=0, q,(x,t—7)=0, m_ (x,,t-7)=0. Indeks i=1.2,.,n okresla

numer przgsta o rozpigtoSci I/, oraz x, =x-L,_,, L = Zl +» Ly =0. Symbol
k=1
0 oznacza funkcjg delta Diraca. Po podstawieniu (4.3) do (2.65) otrzymujemy

I; L
B, = [asdy, = [0l —Ta, + oy, —0))s, (6, =
0 0

= J.d(xi +L - [aj + PjVj(t - T)])Si(xi)dxi =5,

F. =0, (4.4)

Vi

e e

;
L[l -1a; + pyv, (e =005, (x)d, = 5,
0

e e
gdzie s, jest wektorem funkcji aproksymacyjnych s, =s,(x;) §ledzacych potozenie
sity, czyli funkcji aproksymacyjnych o argumencie x; =[a; + p;v;(t —=7)] - L,_, . Jesli
la, + pv;(t =D))< L., lub [a; + p;v,(t—7)] > L, to 5§, = 0. Rozwigzanie rowna-

nia ruchu q(f — 7) wyznacza si¢ za pomoca catkowania numerycznego. W kazdym

kroku catkowania mozna réwnolegle obliczy¢ odpowiednia warto$¢ poszukiwanej
odpowiedzi mostu (dowolne przemieszczenie, site¢ wewngtrzna, napr¢zenie — zob. roz.
2.7). W wyniku otrzymuje si¢ dyskretnie okreslony przebieg czasowy dynamicznej
funkcji wptywu H (x,,1 = 7).

W dalszym ciagu przyjmiemy, ze poszukiwang odpowiedzia uktadu jest prze-
mieszczenie w dowolnym punkcie konstrukcji i zamiast okreslenia ,,odpowiedz” bg-
dziemy uzywaé¢ synonimu ,drgania” uktadu. Funkcja (4.2) opisuje zatem losowe
drgania mostu i jest procesem stochastycznym, ktéry mozna okresli¢ za pomoca mo-
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mentéw zwyklych i centralnych lub potniezmiennikéw (kumulanty). Kumulanty pro-
cesu (4.2), obliczone z wykorzystaniem wilasnos$ci procesu Poissona [116], wynosza

ke (50 =D 4, BLP{1[H3, (.0~ D)de 4.5)

Jj=1 t

gdzie indeks  oznacza rzad kumulanty. Pierwsza kumulanta jest warto$cia oczekiwa-
na procesu, druga jej wariancja: kg = E[S], xg, = Var[S] = D*[S]. Symbol D[]
oznacza odchylenie standardowe. Catkowanie we wzorze (4.5) musi by¢ wykonane
numerycznie, poniewaz dynamiczna funkcja wplywu jest tu okreslona dyskretnie,
w zbiorze rownoodlegtych punktow czasowych, wynikajacych z numerycznego cal-
kowania réwnania ruchu. W celu uzyskania dostatecznej doktadnos$ci obliczen nalezy
wyznaczy¢ wartosci funkeji Hg,(x;,¢ —7) w wystarczajaco ggstym zbiorze punktow,

co wiaze si¢ z zatozeniem dostatecznie matego kroku przy numerycznym catkowaniu
réwnan ruchu.

Na podstawie wyznaczonych kumulant mozna okresli¢ w przyblizeniu funkcje
gestosci rozkladu prawdopodobienstwa badanego procesu, korzystajac z rozwinigcia
w szereg Gramma—Charliera [81] wedtug wzoru

_Dy(h) (D L(r+1)
fs(St) = DIS] +Z3 . ks, (D[S) @, (h), (4.6)
gdzie
S—E[S] 1 d’ h?
h="—"2, h) = —— -1l 4.7
ois T o aw {‘{ ) H “7

Pierwszy wyraz szeregu (4.6) opisuje rozktad normalny (gaussowski).

Praktyczne znaczenie z punktu widzenia swobodnego ruchu drogowego maja roz-
wigzania w stanie ustalonym, gdy chwila poczatkowa obserwacji procesu jest nie-
skoficzenie odlegtla, czyli gdy ¢, - —o. Wowczas kumulanty procesu, obliczone po

podstawieniu do (4.5) nowej zmiennej 6 =t — 7, wynosza

}'lp t )lp ee]
K () = D" 4 B[P/ 1 [Hy,(x,,t = 0)dT = D" 4, BIP/1[H{,(x,0)d0  (48)
—o0 Jj=1 0

J=1

i nie zaleza od czasu. Funkcje¢ gestosci rozkladu prawdopodobienstwa wyznacza
si¢ jak poprzednio, wedtug relacji (4.6) 1 (4.7), z podstawieniem warto$ci poie-
zmiennikéw obliczonych wedlug (4.8). W wielu praktycznych rozwiazaniach
z dziedziny niezawodnosci konstrukcji czgsto przyjmuje si¢ uproszczenie polega-
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jace na aproksymowaniu badanego procesu stochastycznego przez stacjonarny
proces gaussowski. Wygodnym wskaznikiem umozliwiajacym poréwnanie danego
procesu z procesem gaussowskim jest eksces [107]. Eksces procesu S(x;,f) obli-

cza si¢ wedtug wzoru

O E[(S-xg)*] 3o Ksit 3ice, +10Kg,
’ Ko K&

-3, (4.9)

(2)

Oznaczenie ¢g’ przyjgto zgodnie z systemem oznaczeh stosowanym przez Sob-

czyka [107]. W tej notacji symbol g(sl) =E[(S-«g)’]/x%, oznacza wspdlczynnik
asymetrii. W przypadku procesu Gaussa wspotczynnik asymetrii i eksces jest rowny
Zeru.

W zagadnieniach niezawodnosci oprocz charakterystyk probabilistycznych loso-
wego procesu drgan konstrukcji sa potrzebne charakterystyki procesu predkosci drgan
[116, 107]. Mozna je wyznaczy¢ stosujac analogiczng procedurg, w ktorej korzysta sie

z funkcji HS (Xt —7) :g[HS ;(x;,t —7)] bedacej dynamiczna funkcja wplywu

predkosci drgan. Przebieg czasowy tej funkcji jest okreslony przez predkosci uogol-
nione (¢ —7), ktore generuje si¢ w kazdym kroku numerycznego catkowania rowna-
nia ruchu. Losowy proces predkosci drgan mostu i jego kumulanty sa opisane funk-
cjami:

s‘(x,.,t)=zp:jpj(r)Hsj(x,.,t—r)de(r), (4.10)
J=11,
Ks-r(xl.,t)zi/”tjE[Pjr]J‘Hsrj(xi,t—r)dr, 4.11)

Jj=1 to

analogicznymi do (4.2), (4.5). Podobnie jak poprzednio, to znaczy za pomoca rozwi-
nigcia w szereg Gramma—Charliera, mozna okresli¢ funkcje gestosci rozktadu praw-

dopodobienstwa procesu S(xi, t).

Przedstawiona metoda wyznaczania kumulant procesu drgan mostu, wymuszonych
dziataniem ruchu drogowego, jest w istocie metoda analityczno-numeryczna, ponie-
waz przebiegi dynamicznych funkeji wptywu H (x;,6 —7) 1 H s;(x;,t —7) moga by¢
wyznaczone jedynie w sposob numeryczny. Sciste analityczne wyznaczenie tych

funkcji jest niemozliwe. Algorytm obliczeniowy opisanej metody jest zdecydowanie
mniej ztozony, zatem tatwiejszy do realizacji numerycznej niz algorytmy wykorzystu-
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jace techniki symulacyjne. Sformutowany algorytm umozliwia wykonanie analiz nu-
merycznych w szerokim zakresie parametrow i stanowi korzystny punkt wyjscia do
badan niezawodnosci rozwazanych mostow.

4.2.2. Charakterystyki drgan losowych przykladowego mostu

Opisang metode zastosowano do analizy drgan mostu Vincenta Thomasa. Przyjcto,
ze obciazony jest jeden pas ruchu, zlokalizowany w odlegtosci 6 m od osi podtuzne;j
mostu. Parametry losowego obciazenia wynosza:

E[P]=7,025-10* N, E[P*]=5,719-10° N?,
E[P’]=5,119-10" N°, E[P*]=4,941-10" N*,

co odpowiada jednemu z przedstawionych w pracy [56] wariantow obciazenia drogo-
wego (model ,,C”). Zatozono, ze intensywnos$¢ zgloszen A jest zwiazana z predkoscia
ruchu pojazdow v zaleznoscia empiryczna, ktora ilustruje rys. 4.2, sporzadzony na
podstawie wynikow badan przedstawionych w pracy Latoszka [78].
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Rys. 4.2. Empiryczna zalezno$¢ intensywnosci zgtoszen od predkosci ruchu pojazdow [78]
Fig. 4.2. Traffic intensity versus traffic speed: empirical dependence [78]

Na rysunku 4.3 pokazano wykresy ilustrujace zalezno$¢ wartosci oczekiwanej
1 odchylenia standardowego drgan mostu w stanie ustalonym (#, — —0) od predkosci
ruchu pojazdow. Analogiczna zalezno$¢ odnoszaca si¢ do predkosci drgan mostu
przedstawiono na rys. 4.4. Wyniki obliczen dotycza pionowej sktadowej drgan prawe-
go dolnego naroza przekroju dzwigara usztywniajacego (punkt 4), w $srodku rozpigto-
$ci przgsta gltdéwnego 1 przgsta bocznego. Symbole legendy rysunkéw: Ed-U i Dd-U
oznaczaja odpowiednio warto$¢ oczekiwana i odchylenie standardowe, obliczone za
pomoca dynamicznych funkcji wptywu, ktére wyznaczono wedtug zasadniczej wersji
algorytmu analizy drgan deterministycznych — wersji, w ktorej uwzglednia si¢ pozio-
me podtuzne sktadowe przemieszczenia ciggien. Symbole: Ed-bU i Dd-bU odnosza
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si¢ do uproszczonej wersji algorytmu, podobnie jak w rozdziale 3.4. Dynamiczne
funkcje wptywu analizowanych odpowiedzi mostu wyliczono przy zatozeniu maso-
wego modelu tlumienia, z parametrem u = 2a®,, gdzie o = 0,02.
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Rys. 4.3. Zaleznos$¢ wartos$ci oczekiwanej i odchylenia standardowego pionowej sktadowej drgan
w stanie ustalonym od predkosci ruchu pojazdow

Fig. 4.3. Expected value and standard deviation for vertical component
of vibration in a steady-state versus traffic speed

Na podstawie wynikdw obliczen mozna ogdlnie stwierdzi¢, ze wartosci oczekiwane
przemieszczen dynamicznych i odchylenia standardowe maleja ze wzrostem predkosci
pojazddw, przy czym trzeba tu przypomnieé, ze ze wzrostem predkos$ci wiaze si¢ zmniej-
szenie intensywnosci ruchu (zgloszen pojazdow). W przypadku wartosci oczekiwanych
zalezno$¢ ta jest monotoniczna, natomiast w przypadku odchylen standardowych pojawia-
ja si¢ przy niektorych predkosciach pojazdow lokalne ekstrema. Odchylenia standardowe
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predkosci drgan wykazuja tendencje wzrostowa, maleja dopiero przy bardzo duzych pred-
kos$ciach ruchu (~50 m/s). Lokalne ekstrema pojawiaja si¢ przy tych samych predkosciach
pojazddw, co poprzednio — jak w przypadku odchylen standardowych przemieszczen, ale
sa wigksze. Wystgpowanie ekstremow rozwiazan oznacza, ze przy pewnych predkosciach
ruchu pojazdow most wykazuje szczegolng wrazliwos¢ dynamiczna.
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Rys. 4.4. Zalezno$¢ wartosci oczekiwanej i odchylenia standardowego predkosci
pionowej skladowej drgan w stanie ustalonym od prgdkosci ruchu pojazdow

Fig. 4.4. Expected value and standard deviation for vertical component
of vibration velocity in a steady-state versus traffic speed

Zastosowanie uproszczonej teorii drgan, z pominigciem poziomych przemiesz-
czen ciegien, prowadzi do rozwiazan, w ktorych przy predkosci 40 m/s wystepuje
duze ekstremum lokalne w przesle bocznym mostu. W $rodku rozpigtosci przesta
srodkowego obserwuje sig¢ zwigkszenie wrazliwo$ci dynamicznej konstrukcji w za-
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kresie predkosci od 30 do 45 m/s, ale nie pojawia si¢ tak wyrazne ekstremum, jak
w przesle bocznym. Przy zastosowaniu do obliczen drugiego modelu konstrukcji,
w ktorym sa uwzglednione poziome przemieszczenia ciggien, otrzymuje si¢ zdecy-
dowanie mniejsze wartosci odchylen standardowych drgan w przgstach bocznych,
w catym zakresie predkosci pojazdéw. Lokalne ekstrema rozwiazan sa mniejsze
i inaczej polozone (25, 35 1 45 m/s). W przgsle srodkowym ekstremum lokalne
ujawnia si¢, gdy v =35 m/s.

Z poréwnania rozwiazan przedstawionych na rys. 4.3 wynika, ze warto$ci ocze-
kiwane przemieszczen dynamicznych w $rodku rozpigtosci przesta gldéwnego sa
znacznie wigksze niz w przgsle bocznym, a wartosci odchylen standardowych sa po-
rownywalne. Na rysunku 4.5 przedstawiono rozktad analizowanych wielkosci wzdluz
calej rozpigto$ci mostu, przy predkosci ruchu v =40 m/s i intensywnosci zgloszen

pojazdow 1 =022s"

. Prezentowane na rysunku wyniki obejmuja charakterystyki
probabilistyczne losowych odpowiedzi mostu, wyznaczone w zagadnieniu dynamicz-
nym (d) i statycznym (s), z uwzglednieniem (U) i pomini¢ciem (bU) wptywu pozio-
mych przemieszczen ciggien.

Sposdb wyznaczenia rozwiazan statycznych wymaga dodatkowego omodwienia.
W zagadnieniu statycznym opisany proces obciazenia opisuje przypadek zatoru po-
jazdow na wszystkich pasach ruchu w obrgbie calej rozpigtosci mostu, przy czym
potozenie pojazdéw na moscie jest losowe [35]. Odstgpy migdzy pojazdami sa nieza-
leznymi zmiennymi losowymi, a liczbe pojazdéw na danym pasie ruchu okresla sta-
cjonarny proces Poissona N (x;)o parametrze A;, x; jest zmienna geometryczng

mierzong wzdtuz toru ruchu pojazddéw na pasie j, A; jest $rednig liczba pojazdow

mierzona na jednostke dtugosci. Obciazenie zbiorem pojazdéw, modelowanych sitami
skupionymi P, o losowych wartosciach i losowym polozeniu x; , powoduje statycz-

na reakcj¢ mostu, ktora jest okreslona wzorem

n, N/-(x/-) n,

S() =D D PuHs; (o) =2 [ P H g, (x,x )N (x)) . (4.12)

j=1 k=l j=lo

Funkcje H;(x;,x;)sa statycznymi funkcjami wptywu reakcji S(x;). Charaktery-

styki losowe (kumulanty) odpowiedzi mostu w sformutowanym tu zagadnieniu sta-
tycznym wynosza

K (x,) =i,1j E[P;]jH;j(xi,xj)dxj. (4.13)

j=1 0
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Rys. 4.5. Rozktad wartosci oczekiwanych i odchylen standardowych wzdtuz rozpigto$ci mostu
Fig. 4.5. Distribution of expected values and standard deviations along the bridge span

Z analizy rozwiazan przedstawionych na rys. 4.5 wynikaja nastepujace wnioski.
Warto$ci oczekiwane przemieszczen dynamicznych w stanie ustalonym sa takie same
jak przemieszczen statycznych, jesli intensywno$¢ zgloszen pojazdéw w zadaniu dy-
namicznym (tu A = 0,22 s ') jest liczbowo réwna parametrowi procesu Poissona
w zagadnieniu statycznym (4 = 0,22 m ). Najwieksza warto$é oczekiwana otrzymuje
si¢ w przekroju srodkowym przesta gtownego. Maksymalne wartosci odchylen stan-
dardowych przemieszczen dynamicznych przgset bocznych stanowia okoto 2/3 warto-
$ci maksymalnych odchylen w przesle srodkowym, natomiast warto$ci oczekiwane sa
okoto dziesigciokrotnie mniejsze. To oznacza, ze w zagadnieniu drgan determini-
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stycznych, wywotanych ruchem drogowym, nalezy spodziewac si¢ w przestach bocz-
nych znacznie wigkszych wartosci wspotczynnikéw dynamicznych niz w przesle
srodkowym. Potwierdzeniem tego wniosku sa wyniki badan przedstawione w rozdzia-
le 3.3 (rys. 3.22). Pominigcie w obliczeniach wptywu poziomych przemieszczen cig-
gien prowadzi do zawyzenia warto$ci odchylen standardowych, wartosci przecigtne
nie zmieniaja si¢ istotnie. Najwigksze roznice ilo§ciowe migdzy rozwiazaniami U i bU
wystepuja w obrebie przeset bocznych. Odchylenia standardowe przemieszczen dy-
namicznych i predkosci przemieszczen obliczone w przypadku bU sa prawie dwu-
krotnie wigksze, przy czym jest to najbardziej niekorzystny przypadek odpowiadajacy
predkosci 40 m/s (rys. 4.3, 4.4). W przegsle sSrodkowym réznice ilo§ciowe sa mniejsze,
ale rozktady odchylen standardowych wzdtuz przesta roznia si¢ jakosciowo. W przy-
padku rozwiazan typu bU obserwuje si¢ wyrazne maksimum rozktadu w przekroju
x, =0,625/,. W przypadku U rozktad jest bardziej ,,rownomierny”, podobny do roz-

ktadu w zagadnieniu statycznym, gdzie odchylenia standardowe w $rodku rozpigtosci
przesta centralnego sa mniejsze niz w ¢wiartce rozpigtosci.

Przedstawione w niniejszym rozdziale wyniki analizy drgan losowych beda
wykorzystane do oceny niezawodno$ci mostu obcigzonego losowym ruchem dro-
gowym. Jak wspomniano wcze$niej, analiza niezawodnosci jest zdecydowanie
fatwiejsza, gdy mozna proces odpowiedzi konstrukcji aproksymowac stacjonarnym
procesem gaussowskim. Aby poréwna¢ badane procesy drgan z procesem Gaussa,
wyznaczono funkcje gestosci rozktadu prawdopodobienstwa wedlug wzoru (4.6),
z zastosowaniem jednego (» = 2), dwoch (r = 3) i trzech (» = 4) wyrazoéw rozwi-
nigcia w szereg Gramma—Charliera. Przyktadowe wyniki obliczen przedstawiono
narys. 4.6-4.8.

Wykresy funkcji gesto$ci dotycza drgan pionowych i predkosci drgan w stanie
ustalonym, w prawym dolnym narozu przekroju dzwigara, w 1/2 i 3/4 rozpigtosci
przesta glownego oraz w $rodku rozpigtosci prawego przesta bocznego. Drgania sa
wymuszone obciazeniem poruszajacym si¢ po jednym pasie ruchu. Predkos$¢ ruchu
pojazdéw i intensywno$é zgloszen wynosza v =40m/s i A =0,22s"" w przypadku
rozwiazan z pominigciem poziomych przemieszczen ciggien (bU) oraz v =35m/s,
A=028s", gdy te przemieszczenia sa uwzglednione (U).

Funkcje ggstosci rozktadu prawdopodobienstwa procesu predkosci drgan w stanie
ustalonym bardzo niewiele r6znia si¢ od rozkladu normalnego (» = 2). Najbardziej
odbiega od rozktadu Gaussa proces predkosci drgan w 3/4 rozpigtosci przesta glowne-
go (rys. 4.7), wyznaczony za pomoca algorytmu, w ktérym pomija si¢ poziome prze-
mieszczenia ciggien (bU). W przypadku zastosowania do obliczen algorytmu typu
U otrzymuje si¢ w kazdym analizowanym przekroju mniejsze wartosci ekscesu niz
w przypadku bU i predkos¢ drgan jest praktycznie procesem gaussowskim. Eksces
procesow opisujacych drgania mostu jest wigkszy niz dla predkosci drgan, ale funkcje
gestosci rozkladu prawdopodobienstwa nie r6znia si¢ znaczaco od rozkladu Gaussa.
Proces drgan w 3/4 rozpigtosci przesta glownego najbardziej odbiega od gaussowskie-
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go, podobnie jak proces predkosci drgan. Rozwiazania typu bU sg blizsze rozktadowi
Gaussa niz rozwiazania U — odwrotnie niz w przypadku procesu predkosci drgan.
Wyjatkiem jest tu jedynie proces drgan w srodku rozpigtosci przesta gtdéwnego, ktory

jest rownoczes$nie najbardziej zblizony do procesu normalnego.
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Rys. 4.6. Funkcje ggstosci procesu drgan i procesu predkosci drgan w stanie ustalonym,
w $rodku rozpigtosci przesta gtéwnego

Fig. 4.6. Probability density functions of the vibration process and the process of vibration
velocity in a steady-state, at the 1/2 of central span



~ -1
10,0 S (w, 1) (m) bU
Eksces = 0,616
8,0
6,0 -
4,0
2,0 -
0,0 : T T
-0,250 -0,125 0,000 0,125 1 (m)
r=2 r=3 r=4
~ -1
S (.1) (mis) bU|
10,0 1
Eksces = 0,449
8,0
6,0 -
4,0 -
2,0 -
0,0 T T T

-0,250 -0,125 0,000 0,125 v;v(m/s)

r=3 r=4

[ (W, 1) (m)”!

145

[u]

10,0
8,0 -
6,0 -
4,0 -

2,0

1
Eksces = 0,753

0,0

-0,250 -0,125 0,000 0,125 w (m)

r=2

r=3 r=4

10,0

JACHICDR

8,0 -
6,0 -
4,0 -

2,0 +

0,0

1
Eksces = 0,225

20250 -0,125 0,000 0,125 W (m/s)

r=3 r=4

Rys. 4.7. Funkcje gestosci rozktadu prawdopodobienstwa procesu drgan i procesu predkosci drgan
w stanie ustalonym, w 3/4 rozpigto$ci przgsta glownego

Fig. 4.7. Probability density functions of the vibration process and the process of vibration
velocity in a steady-state, at the 3/4 of central span

Z wynikow analiz wynika ogoélny wniosek, ze aproksymacja odpowiedzi mostu
w stanie ustalonym przez stacjonarne procesy gaussowskie jest praktycznie uzasad-
niona, przy czym najwigkszy btad w ocenie rozktadu prawdopodobienstwa procesu
popehnia si¢ w przypadku drgan w przekrojach potozonych w ¢wiartkach rozpigtosci
przesta gléwnego.
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Rys. 4.8. Funkcje gestosci rozktadu prawdopodobienstwa procesu drgan i procesu predkoscei drgan
w stanie ustalonym, w srodku rozpigto$ci prawego przgsta bocznego

Fig. 4.8. Probability density functions of the vibration process and the process of vibration
velocity in a steady-state, at the 1/2 of side span

Przedstawione w niniejszym rozdziale wyniki badan numerycznych potwierdzaja
praktyczna przydatnos¢ sformutowanych algorytméw do analizy losowych drgan wie-
loprzestowych mostow wiszacych obciazonych ruchem drogowym. Metoda wyzna-
czania charakterystyk proceséw stochastycznych opisujacych drgania mostu umozli-
wia obliczenie kumulant podstawowych (warto$ci oczekiwanej i wariancji) oraz
kumulant wyzszych rzedow, przy czym wyniki dotyczace ustalonego stanu drgan
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moga by¢ wyliczone bezposrednio, bez analizy stanu przejSciowego. Zastosowanie
opisanej metody jest jednak ograniczone jedynie do drgan liniowych. Ponadto
w przyjetym modelu obciazenia pojazdami drogowymi pomija si¢ a priori inercje
i resorowanie pojazdow. Aby w pei oceni¢ przydatnos¢ przedstawionych rozwiazan,
nalezy stwierdzi¢, czy wptyw efektow nieliniowych 1 pomijanych tu cech obciazenia
jest w rozwazanym przypadku rzeczywiscie pomijalny. Do analizy wymienionych
efektow zastosowano w dalszym ciagu pracy podejscie symulacyjne.

4.3. Zastosowanie metody symulacyjnej
do analizy drgan nieliniowych

4.3.1. Symulacyjny model obcigzenia mostu
losowym ruchem drogowym

Zaktadamy, ze pojazdy drogowe poruszaja si¢ po kilku pasach ruchu. Kazdy potok
pojazdéw jest modelowany losowym, jednostronnie niecograniczonym strumieniem
jednomasowych oscylatorow lepko-sprezystych, przy czym kazdy pojazd stanowi
uktad dwu lub wiecej oscylatorow (osie zawieszen), ktorych wzajemne odleglosci sa
ustalone — rys. 4.9, 4.10. Nieobciazony tor ruchu pojazdow jest prostoliniowy i gtadki,
rownolegly do osi mostu. Oscylatory wjezdzaja na most w stanie rOwnowagi statycz-
nej, dynamiczne naciski oscylatorow sa zawsze dodatnie. Wielkos$ciami losowymi sa
odlegtosci migdzy pojazdami, masy tadunku pojazdow oraz rodzaj (klasa) pojazdu.
Predko$¢ ruchu oscylatorow (pojazdow) w strumieniu V; jest wielko$cia determini-
styczna i jest stata.

98 76  k=s 43 a2 1 1V
"'i E3 E' :25' :1_>V
Z 7

=" - =Y oo

Rys. 4.9. Model obciazenia losowymi potokami pojazdow drogowych
Fig. 4.9. Load model idealizing random flows of road vehicles
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Rys. 4.10. Schemat obciazenia mostu symulowanym potokiem pojazdoéw drogowych
Fig. 4.10. Scheme of the bridge load in a form of the simulated flow of road vehicles

Ruch poziomy oscylatora jest okreslony funkcja X (t) =a; + p;(vjt—ajy). Para-
metr a;, opisuje potozenie pojedynczego oscylatora wzgledem frontu strumienia, in-
deks j=1,2,...,n, oznacza numer potoku pojazdow, n, jest liczba paséw ruchu, K jest

kolejnym numerem oscylatora w danym strumieniu. W chwili poczatkowej t = 0 czolo
strumienia pojazdéw znajduje sig¢ w punkcie X = 0, jesli kierunek ruchu jest zgodny ze
zwrotem osi X. Nalezy wowczas przyjac: p; =1, a; = 0. Jesli kierunek ruchu strumie-

nia jest przeciwny do zwrotu osi X, to w chwili poczatkowej czolo strumienia znajduje
si¢ w punkcie X = L, i stale specyfikujace kierunek ruchu wynosza: p; =-1, a; = L,.

Stata L, =1, + 1, +... + | jest suma rozpigtosci przgset dzwigara usztywniajacego.
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Rys. 4.11. Lokalizacja i stan przemieszczenia oscylatora w przekroju poprzecznym mostu
Fig. 4.11. Location and displacements of the oscillator in a bridge cross-section

Na rysunku 4.11 przedstawiono lokalizacje przyktadowego oscylatora w przekroju
poprzecznym mostu. Potozenie §rodka masy oscylatora w chwili poczatkowej opisuja

wspbtrzedne €, h;, mierzone w uktadzie osi y, 2" o poczatku w érodku $cinania
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przekroju dzwigara A, i=1,2,.,n jest numerem przgsta, €; jest wspoOirzedna
wspolng dla wszystkich oscylatorow w obrgbie j-tego toru ruchu. Cigzar oscylatora
Gk =My +M J”k' )g jest czescia cigzaru pojazdu przypadajaca na jedng o$ zawiesze-
nia. Cigzar ten obejmuje masg resorowang pojazdu M oraz masg nieresorowana
M Tkr . Charakterystyki zawieszenia K, ¢;, masy M sa liniowe. Oscylator ma jeden
stopien swobody wzgledem pomostu, okreslony wspotrzedna q, , ktora jest piono-

wym przemieszczeniem masy resorowanej, mierzonym od stanu przemieszczenia
statycznego M ;g /k;, . Przemieszczenia masy resorowanej M ;, , wywotane ruchem

pomostu, wynosza
Wi [X e (), 1] = Wi [X i (0, 1]+ €Dy [ X5 (1), 1],
(4.14)
Vi [XG (0, 8] =V [X i (0, ] = hy 3 @y X (D 1]

i
gdy L, <X (<L, i=12...n, przy czym X =X, — L, , L =Y 1, L, =0.
k=1

Funkcje Wy, Vy, @ sa sktadowymi przemieszczenia przekroju dzwigara, sledza-
cymi potozenie oscylatora w obrebie poszczegélnych przesel. Korzystajac z relacji
(2.60) mozna je zapisa¢ w postaci

W [ i (0, 1] = Wi [X 5 (D), 1] = §iTjk(lwi )

Vi [X j (0, 1] = vi[ X 5 (1), 1] = §iTjk(lvi > (4.15)

|
D [X%i i (0, 1] = @[ X (D), ] = o SiTjkq¢>i’

gdzie §;; jest wektorem $ledzacych funkcji aproksymacyjnych s; =s;(x;) o argu-
mencie X, = X =[a; + p;(Vit—ay)l - L. Gdy Xy =[a; + p;(vit—a;0l < L,
lub x; =[a; + p;(vjt —ay)] > L;, nalezy przyja¢ s;;, =0.

Przejdzmy teraz do zdefiniowania algorytmu shuzacego do numerycznej symulacji
losowych potokéw pojazdow. Kazdy potok charakteryzuja trzy podstawowe wielkosci
losowe: §; — odstgp czasowy migdzy kolejnymi pojazdami w strumieniu j, K — klasa
pojazdu oraz masa tadunku M| pojazdu danej klasy K =K, , zalezna od losowego

wskaznika zatadowania z . Odstepy miedzy pojazdami wynikaja z przyjetego procesu
zgloszen. Zazwyczaj przyjmuje si¢ model zgloszen w postaci jednorodnego procesu
Poissona o stalej intensywnosci 4; [10, 97]. Wowczas zmienna losowa J;, bedaca
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roznica chwil zgloszen kolejnych pojazdéw, jest ciagla zmienna losowa o rozktadzie
wyktadniczo-malejacym, oznaczonym na rys. 4.12 linia przerywana. W celu wyelimi-
nowania praktycznie nierealnych przypadkow granicznych: §; — 0 oraz §; — 0,

przyjmiemy ggsto$¢ rozkladu prawdopodobienstwa zmiennej losowej §; w postaci

rozktadu wyktadniczego obustronnie ucigtego, oznaczonego na rys. 4.12 linig ciagla.
Rozktad ten jest okreslony wzorem [26, 8]
Xjef}njsj/(eijsjmin_e max) dla Sjmin< 8] ngmax’
P(Y;) = (4.16)
0 dla 9; <39 19;>9;

jmax >

-1;9;

jmin

w ktorym & o =d; /Y, 9 =d
dami k =1,2,... wynosza d; =V;3 (rys. 4.9) i nie moga przekroczy¢ wartosci gra-
d

minacji J. von Neumanna, opisana w monografii Zielinskiego [125].

| min j min | max imax /Vj - Odleglosci w $wietle migdzy pojaz-

nicznych d; ., d;,,, . Generator ciagu liczb losowych 9, opracowano metoda eli-

A p(9))

Lglj min 19] max

Rys. 4.12. Gestos¢ rozktadu zmiennej losowej opisujacej odstgpy czasowe
migdzy kolejnymi pojazdami w strumieniu j
Fig. 4.12. Probability density function of random variable describing intervals
between successive vehicles in a flow j

Wielkos¢ losowa K oznaczajaca klasg¢ pojazdu jest dyskretna zmienna losowa
o rozkladzie skokowym [26, 8]. Przyje¢to, ze prawdopodobienstwo zgloszenia si¢ po-
jazdu klasy K, w potoku j wynosi

Ny
P{K=K}=P,, > P, =1, (4.17)
r=1
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gdzie ny jest liczba wyréznionych klas pojazdow. Ciag liczb K, ;, identyfikujacych
losowa klas¢ pojazdow k =1,2,..., kolejno zgtaszajacych si¢ w potoku j, wygenero-

wano stosujac metod¢ odwracania dystrybuanty [125]. Kazdej wyrdznionej klasie

t
r,max *

pojazdow K, odpowiada dopuszczalna masa fadunku M Masa tadunku pojazdu

danej klasy M| = zM;

r, max

t
r, max

zmienia si¢ losowo w przedziale [0, M 11 zalezy od

wskaznika zatadowania z , ktdry jest ciagla zmienna losowa o rozktadzie rownomier-
nym na przedziale domknigtym [0,1]. Masa tadunku pojazdéw k =1,2,..., zglaszaja-

t
r,max *

cych sig kolejno w potoku j jest rowna M =z M Losowe liczby z;, generuje

si¢ przy uzyciu standardowych procedur numerycznych, dostepnych w ogoélnie stoso-
wanych jezykach programowania.

4.3.2. R6wnania ruchu mostu wiszacego
obcigzonego zbiorem ruchomych oscylatoréow

Zdefiniowany powyzej algorytm symulacyjny, generujacy losowe potoki pojaz-
déw, umozliwia numeryczne okreslenie przebiegdw czasowych przyktadowych reali-
zacji losowego procesu obcigzenia. Kazdej realizacji obciazenia towarzyszy okreslona
historia zmian stanu przemieszczenia i stanu wytgzenia konstrukcji. Podstawa okre-
$lenia przebiegu tej odpowiedzi jest sformutowanie i rozwigzanie rbwnan opisujacych
ruch konstrukeji obciazonej pojazdami modelowanymi zbiorem oscylatoréw.

Wymuszone kinematycznie drgania oscylatora znajdujacego sie w przesle i sa opi-
sane rOwnaniem

Ml +Clj + Ky :Cjk(ij +ej¢jk)+ KW +€;Py), (4.18)

w ktorym predkosci przemieszczen przekroju dzwigara, §ledzacych potozenie oscyla-
tora, wynosza

ij = §iTjkqwi + §iTjkqwi ) ‘Abjk = (EiTjkq(pi + §il}kq<pi)/e ) (4.19)

gdzie ?ijk =(pV; /1)d¢j, € =¢;(X;). Symbole d i ¢;, podobnie jak w roz-
dziale 2.5.2, oznaczaja odpowiednio macierz diagonalng d = diag(n, 2~, ..., N, ) oraz
wektor ¢;(X,) = [cos (nx; /1), ..., cos (n,mX; /1)]", przy czym x, = X, -

Zbidr wspolrzednych g zapiszemy w postaci wektora q, o nastgpujacym upo-

rzadkowaniu:

qoz[qgl,qu,...,qgnpf, Aoy =[Qojioslopn] > =120,  (4.20)
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gdzie

Qoji =[Ajn, s Ajsn Ao, 1> 1= 12,01, (4.21)

Liczby n,;, n,; definiuja podzbidr oscylatorow poruszajacych si¢ w strumieniu j,

ktore w chwili t maja kontakt z przestem i. Analogicznie, ale w macierze diagonalne
K,, ¢,, Mg, h,, uporzadkujemy charakterystyki zawieszen Kk, c; , masy oscylato-

row M, oraz wspotrzedne h;, . Cigzary G oscylatorow uporzadkujemy w wektor
G, o strukturze (4.20). Rownania (4.18) zapisane w chwili t dla zbioru wszystkich
oscylatorow maja postac

M.q, +¢,q, +k.q, =F,. (4.22)

Wektor F, ma strukturg¢ blokowa, analogiczna do okreslonej wzorami (4.20). Po-
szczegOlne bloki wektora F, sa okreslone wzorami o postaci

PV e ( PV;
Foji :( IJ J OchTd+k0]|ST|qui +?J( Il cO]ICTd+k0]IS_Jr|]q(pi +

e.
T, T
+(cojisji)qwi e ( OjISjI)q(pI7 (4-23)
glee Sjl :[Eijnli""’gijk’ . Ianl] C [’Eijnli,...,Eijk,...,zijnzi].
Obciazeniem mostu jest nacisk statyczny (cigzar) kazdego oscylatora G, oraz sity
inercji masy resorowanej: —M ;G , —M V; . Sily inercji nieresorowanej masy po-

jazdow oraz bezwladnos¢ obrotowa masy pojazdow pominiemy, zakladajac, ze ich
wplyw na drgania mostu jest niewielki. Sktadowe obciazen, zredukowane do $rodka
Scinania przekroju dzwigara sa okre§lone wzorami:

i

0, (X, t) = Z D (G — M) 5% — Xy

J =1k= Nyi

i

qyl(xnt) Z Z( M jkvjk)é‘(x |jk) ’ (4~24)

j=lk=n;;

m; (X, 1) = z Z[—(_M kViohi + (G — M08 16(% — Xij) -

j=lk=ny
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przy czym liczby n;, n,; sa rézne w poszczegélnych strumieniach j. Przyspieszenie
poziomego przemieszczenia masy My , znajdujacej sig na przgsle i, mozna zapisac
W postaci wzoru

ij :vjk _hijkéjk =
hi ik (;T

ST ~T = ~T .- ~T - ~T . _
= Sijkbvi T 28i5kvi + Sijlvi — —\Sijkpi T 28ijkbpi + sijkq(pi)_

2
Vi o PiVi - . ~T ..
= I_]siTjkdzqw IJ J ciTjkdqvi + siTjkqvi +
i i
2
ik Vi~ hkp ~ Mk —1 ..
L N I_JsiTjk ik IJ i |T]kdq _'eJ ITquw. (4.25)

Po podstawieniu obciazen zdefiniowanych wzorami (4.24) do relacji (2.65) otrzy-
muje si¢ w rownaniu ruchu mostu (2.64) nastgpujace definicje niezerowych blokéw
wektora uog6lnionych sit czynnych:

Fyi = (gjiGoji _gjiMojquji)a (4.26)

=1

N piV L
Fvi = [_JS OjISszqVi -2 IJ ) S Mo“CT dqvi _SjiMOJISTIqVIJ

JI oji"oji* ji jittojit toji
| i

n, v2
+Z[ —‘ M, STd? q¢,+2p1|‘s oM Clidd,,; +
e

+—S h; M ST,qw,J (4.27)

iTtojit"toji
eJJ ]

el.

n, 2
PV .
[ e_l 0]| OJISTquVi +2—— L SJIhO]IMOjICT dqvi +

1~
gsjlhOleOJISjquI\J

oji OJI ji oji" " oji
i i

PV :
-S;hM,;STd’q,,; -2 JI’s hgiM,;:Cldq,,; -

moa
e SjlhgleOJISqu¢7lJ+ ?J( oji — ojiqoji)' (4-28)
j=1
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Przegsta mostu wiszacego i zbior ruchomych oscylatoréw obciazajacych przesta
tworza ztozony uktad dynamiczny, ktérego ruch jest opisany dwoma sprzezonymi
roOwnaniami macierzowymi (2.64) i (4.22). Laczne réwnanie ruchu uktadu, zapisane

w bazie wspohzednych uogolnionych g=[q",q,]", mozna przedstawi¢ w postaci

blokowej

B+B|B G C+C| 0 g K+K| 0 F N
L, |:fl'_} T C |:('1_} T K |:q_j| ) E R (4 29)
0 | M, q, Coa | S |90 Kia | Ko [90 0 0
przy czym wewngtrzny podzial na bloki wektora F jest identyczny z podzialem wek-

tora wspoirzednych uogdlnionych: q =col(q,.q,,9,.9,), 4, = col(q;,--»qQyn) »
qp = c0l(qy;9y159 15 Qun>9wn>dpn) - Niezerowe sa nastgpujace bloki wektora sit

wzbudzajacych:

>

V- p(s Gy f«q,izéiej(&icoﬁ), i=1,2,..n. (4.30)

=1

—
Il
—_

Macierze B , C , K sa zmienne w czasie i maja struktur¢ blokowa opisana wzo-
rami (2.65)—(2.67), przy czym niezerowe sa jedynie bloki nizej wymienione:

- 1 & o~ - - np
(Ky)i z_l_zzngsjiMojiszidz , o (K= ji ojuMouSJT.dz
i =l i j=1
(K, = (K,,); = ZV S;ihyiMy;STd?, (4.31)
| j=1
(va)i - ijVJSJIMOJICT ;o(p)l - Zp]VijIhOJIMOjICT H
| j=1 | j=1
(Cy,)i =(C,)i =~ Z piV;SihyMy;Cld, (4.32)

I]l

(BVV)I ZS MO]ISjI > (p(p)l - ZsjlhgleOJIS—Jrl >

(va)i = (§¢v)i = ZS]IhOJIMOjIS;FI > (433)
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Pozostate, zmienne w czasie wspétezynniki B, , C, ., K, , rownania (4.29) sa

macierzami o strukturze, ktora jest konsekwencja podzialu na bloki wektorow q i q, .
Niezerowe bloki tych macierzy okreslaja wzory:

Buigi | | SiiMoi
Boioi =| Buigi | = é___(l___. , (4.34)
B, L8 My

=~ p= [ [ ST !
Coji i :[Coji,wi :Coji,vi :Coji,(pi]z[_c WS : 0 1(e;/e)c,;iS jl] (4.35)

oji,bi oji,wi oji,vi oji,pi | —
| | s
= koS = (o, /) eo;Cha | 0 1 —(e; /e)k, ;ST —(e;0,v; /el ) e, ;Chal.
(4.36)
Indeksy bi oraz oji lokuja powyzsze bloki w odpowiednich ,,superwierszach” lub ,,su-
perkolumnach” stosownie do pozycji indeksu, dla kazdego i=1,2,..,n oraz
J=L12,..,n,

Réwnanie (4.29) dotyczy wieloprzestowych mostow wiszacych z odciagami pozio-
mymi. W przypadku mostow wieloprzestowych z odciagami uko$nymi lub mostéw
jednoprzestowych rownanie typu (4.29) powstaje przez analogiczne skojarzenie rownan

(2.92) i (4.22). Obiekt jest opisany macierzami B, CK,a jego ruch wspotrzednymi
uogolnionymi q — wedlug wzoréw (2.93)—(2.101) z rozdziatu 2.5.3. Nalezy wowczas
konsekwentnie zmieni¢ rozmiar i struktur¢ podziatlu na bloki zmiennych w czasie
wspoOtczynnikéw macierzowych lNS E K réwnania (4.29) oraz wektora F , przy czym
definicje blokéw niezerowych tych mac1erzy pozosta]q bez zmiany — wzory (4 30)-

(4.33). Wspolczynniki sprzggajace B a4, * C a.q° Kq nalezy zastapi¢ macierzami B

Coa> Ko
nych przypadkach mozna pomina¢ problem drgan osiowych dzwigara usztywniajacego,

poniewaz jest opisany rownaniem niezaleznym i moze by¢ rozwazany odregbnie.

z nowa lokalizacja blokow niezerowych (4.34)—(4.36). W obu rozwaza-

4.3.3. Metoda wyznaczania charakterystyk
losowej odpowiedzi mostu

Jak wynika z przyjetych zalozen, charakterystyki zmiennych losowych opisujacych
proces obcigzenia nie zaleza od czasu. Kazdej realizacji losowego obciazenia towarzy-
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szy odpowiedz mostu (dowolne przemieszczenie, sita wewnetrzna, naprezenie — zob.
rozdz. 2.7), ktorej przebieg moze by¢ wyznaczony poprzez bezposrednie catkowanie
numeryczne rownania ruchu (4.29). Na podstawie badan przedstawionych w pracach
[26, 36] mozna w tym przypadku przyja¢ zatozenie, ze odpowiedZ mostu w czasie
dostatecznie odlegtym od chwili poczatkowej (t >>0) jest stacjonarnym ergodycznym
procesem stochastycznym. Oznacza to, ze do wyznaczenia charakterystyk losowego
procesu odpowiedzi w stanie ustalonym wystarcza jej jedna, dostatecznie dluga reali-
zacja [8]. Niech $(X;,t)oznacza realizacj¢ dowolnej odpowiedzi mostu w przekroju

X; . Empiryczne momenty zwykte pierwszego i drugiego rzedu sa opisane znanymi
wzorami calkowymi [8, 15] o postaci

ml(S,t):% j S(x;,t)ydt —2% 5 E[S(x;,t)] = const, (4.37)
0
t

mz(S,t)z%jSZ(xi,t)dt —2% 5 E[S*(X;,t)] = const . (4.38)
0

Symbol E[-] oznacza warto$¢ oczekiwana. Stosujac opisana metode symulacyjna
otrzymuje si¢ w rownoodlegtych chwilach czasowych t, =kh, k =1,2,..., wartosci
odpowiedzi §(X;,t,), przy czym h oznacza krok numerycznego catkowania rownania
(4.29). Dla dostatecznie matego kroku h i dostatecznie odleglej chwili czasowej

t, =n¢h>>0, wartos¢ oczekiwana i wariancja w stanie ustalonym moga by¢ obli-
czane wedtug wzorow [8, 15]:
1
E[S]=m,(St,) = E; S(X;.t) (4.39)

Var[S] = D[S] = m,(St, ) - M (St ), My(Sit,) = ninstz(xi 4. (440)

k k=1

Opisang metode¢ wyznaczania podstawowych charakterystyk probabilistycznych
losowego procesu odpowiedzi mostu zastosujemy w dalszym ciagu do oceny wptywu
efektow nieliniowych w zagadnieniu drgan wieloprzgstowych mostow wiszacych,
przy wymuszeniu losowym ruchem drogowym. Przedmiotem badan numerycznych
bedzie takze wpltyw inercji i resorowania pojazdow. Wiaze si¢ z tym koniecznos¢
dostosowania opisanego algorytmu do analizy zagadnien uproszczonych. Usunigcie
wplywu efektow nieliniowych jest najprostsze, polega bowiem na bezposrednim po-

minigciu wektora nieliniowych reakcji sprezystych uktadu R™(q) w réwnaniu (4.29).
Pominigcie wptywu inercji i resorowania pojazdéw powoduje natomiast zmiang po-
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staci rownania (4.29), poniewaz modelem kazdego potoku pojazdow staje si¢ strumien
pionowych sit ruchomych, ktorych wartosci G, = (M ;, + M 7,: )g sa rowne cigzarom

pojazdéw, przypadajacym na jedna o$§ zawieszenia. Drgania wymuszone mostu sa
wowczas opisane rownaniem (2.64) (lub réwnaniem (2.92)), w ktorym wektor sit
wzbudzajacych F(r) zawiera niezerowe bloki postaci (4.30).

4.3.4. Analiza numeryczna efektéow
spowodowanych inercja i resorowaniem pojazdow

Zasadniczym celem przedstawionych analiz numerycznych jest ocena istotnosci
wplywu inercji i resorowania pojazdéw na wartosci charakterystyk losowego procesu
drgan wywotanych ruchem drogowym. Do obliczen przyjgto obciazenie w postaci
dwoch losowych potokow pojazdow. Deterministyczne i losowe parametry opisujace
kazdy potok sa jednakowe, co nie oznacza, ze obciazenia paséw ruchu sa identyczne,
gdyz symulacja kazdego potoku pojazddéw prowadzi do réznych wynikow z uwagi na
losowo$¢ parametréow. Dane dotyczace pojazdow drogowych przyjeto na podstawie
badan Rotenberga [95]. Wyrdzniono pig¢ klas pojazdow o charakterystykach podanych
w tabeli 4.1. Wszystkie pojazdy sa dwuosiowe, modelowane dwoma oscylatorami.

Tabela 4.1. Parametry pojazdow reprezentujacych pie¢ wyrdznionych klas (K = 1...5)
Table 4.1. Parameters of vehicles representing five specified classes (K = 1...5)

K M,, [keg] | M,, [kg] M, kel | €= e,/(e,+e) | k, [kKN/m] | k, [kKN/m]
M, [kgl | M, [kg] (e, +¢) [m] |c,[kNs/m] | ¢ [KNs/m]
1| 700 600 400 0.80 36 50
80 90 2,75 2,0 2,2
2 1000 900 2500 0.90 156 636
300 580 3,70 5,0 9,6
3| 3100 2500 6000 0.75 250 300
850 1300 5,15 11,1 11,0
4| 2700 1700 8200 0.82 406 1000
700 1500 4,00 13,2 16,5
5| 3600 4400 12000 0.95 510 1900
800 2600 5,75 17,1 36,6
Symbole M,,, M,, i M,,, M,, oznaczaja odpowiednio resorowang i niereso-

rowang mas¢ pojazdu, przypadajaca na przednia (p) i tylnia (¢) jego 08, M| jest
dopuszczalng masa fadunku, k,,c, i k,,c, sa charakterystykami zawieszen, e, e,
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okreslaja odleglosci osi pojazdu od jego srodka masy. Masy i cigzary dwoch oscylato-
row modelujacych pojazd oblicza si¢ wedlug relacji
_ t _
M, =M, +M(1-¢),G,=M,+M,)g,
(4.41)
Mot :Mrt +Mtg’ Got Z(Mot +Mnt)g’

gdzie M' jest losowo wygenerowana masa tadunku. Przyjeto nastepujace wartosci
prawdopodobienstwa zgloszen pojazdow, wedtug wyszczegdlnionych klas:

K=1 (samochody osobowe) - P,=0,05,
K =2 (samochody dostawcze) - P,=0,10,
K =3 (autobusy) - P, =0,10,
K =4 (samochody cigzarowe) - P, =045,
K =15 (cigzkie samochody cigzarowe) — P, =0,30.

Jako obiekt testowy przyjeto most Vincenta Thomasa. Ze wzgledu na przewidywa-
na duza czasochtonno$¢ obliczen, do opisu drgan mostu zastosowano algorytm
uproszczony, w ktdrym pomija si¢ poziome przemieszczenia ciggien. Jak stwierdzono
w poprzednich rozdziatach, algorytm ten prowadzi do przeszacowania rozwiazan,
nalezy zatem sadzi¢, ze analizowane efekty beda wigksze niz w przypadku zastosowa-
nia algorytmu uwzgledniajacego poziome przemieszczenia ciggien. Do opisu thumie-
nia drgan zastosowano model masowy z parametrem u =2a®,, gdzie o =0,02.
Analize wptywu inercji i resorowania pojazdow przeprowadzono w zakresie drgan
liniowych, przy obciazeniu mostu dwoma potokami pojazdow, poruszajacych si¢ po
torach o wspotrzgdnych ¢, =—-6,0mi e, = 6,0 m, z predkoscia 40 m/s, przy ktorej
obiekt wykazuje zwigkszong wrazliwos¢ dynamiczna (por. rozdz. 4.2.1). Intensyw-
nos¢ zgloszen pojazdéw w obu potokach wynosi A =0,22s"', minimalne i maksy-
min=om, d_ .. =300m.

Na rysunku 4.13 pokazano koncowe fragmenty przebiegéw drgan towarzyszacych
przyktadowej realizacji obciazenia obejmujacej czas 4000 s. Prezentowane dwa wa-
rianty rozwiazan roznia si¢ zastosowanym modelem obciazenia. Symbol MO oznacza
wariant, w ktorym potoki pojazdow sa modelowane strumieniami oscylatorow.
W przypadku MF modelem kazdego potoku pojazdow jest strumien sit skupionych.
Wygenerowane wykresy przedstawiaja przebiegi pionowej sktadowej drgan dzwigara
usztywniajacego w punkcie o wspotrzednej y, =0, dla ktorego W, =w, + y,p, = w;,

l

malne odstepy migdzy pojazdami wynosza d

gdzie i = 1,2,3 jest numerem przesta. Tabela 4.2 zawiera maksymalne rzgdne przebie-
goéw wybranych odpowiedzi mostu, zarejestrowane w czasie obserwacji procesu (¢ = 0
— 4000 s).
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Rys. 4.13. Fragmenty przebiegow drgan pionowych w wybranych przekrojach mostu
(MO - strumien oscylatorow, MF — strumien sit skupionych)

Fig. 4.13. Fragmentary time histories of vertical vibrations in selected bridge cross-sections
(MO - flow of oscillators, MF — flow of concentrated forces)

Tabela 4.2. Zestawienie maksymalnych rzgdnych przebiegéw drgan
Table 4.2. Set of maximal values of vibrational time histories

SGrt), max,[S(x;,1)], t=0—4000s
. . model obcigzenia | MF- MO
jednostka miary ME D MO? | vr 100%
w(0,5017,5¢) ,cm | 52,4667 | 51,9845 0,9
w(0,507558), em | 63 6062 | 58,4733 8,1
wy(0.750330) s em | 56 0209 | 57,1316 04
%) (0,50 13, t) , Cm
58,8067 | 57,6248 2,0
AH,(f), MN
2,194916 | 2,416772 -10,1

D Strumien sit skupionych

? Strumien oscylatorow.

159
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Whioski wynikajace z analizy wynikow zawartych w tabeli 4.2 i przedstawionych
na rys. 4.13 dotycza drgan deterministycznych. Wplyw inercji i resorowania pojazdow
okazuje si¢ tu mato istotny. Przebiegi drgan w obu przypadkach sa bardzo podobne,
a w srodku rozpigtosci przgsta glownego sa praktycznie takie same — w obrgbie wy-
branego fragmentu drgan. Istotniejsze réznice (do 10%) zanotowano poréwnujac mak-
symalne rzedne przebiegow — uwzglednienie wpltywu inercji i resorowania obcigzenia
spowodowato zwigkszenie maksymalnej wartosci dynamicznego przyrostu naciagu
ciggna, przy jednoczesnym zmniejszeniu przemieszczenia dynamicznego w Srodku
rozpigtosci mostu (obie wartosci maksymalne wystapity w tej samej chwili).

W tabeli 4.3 przedstawiono wartos$ci oczekiwane i odchylenia standardowe obli-
czone dla wybranych odpowiedzi mostu, na podstawie jednej realizacji procesu od-
powiedzi. Przyjeto, ze proces odpowiedzi w czasie dostatecznie odleglym od chwili
poczatkowej jest stacjonarnym, ergodycznym procesem stochastycznym. Wtedy do
wyznaczenia charakterystyk procesu losowego w stanie ustalonym wystarcza jedna
dostatecznie dtuga realizacja procesu. Przebieg stabilizacji przyktadowych empirycz-
nych momentéw zwyktych pierwszego i drugiego rzgdu pokazano na rys. 4.14.

Tabela 4.3. Wartosci oczekiwane i odchylenia standardowe drgan losowych w stanie ustalonym
Table 4.3. Expected values and standard deviations of random vibrations in a steady-state

S(x;) E[S(x;)] D[S(x;)]
jednostka miary model obcigzenia | MF—MO model obcigzenia | MF— MO
ME P MO? |~ mp [00% yuED MO? | MF 100%

w1(0,501/,;1), 0,4376 | 0,4555 4,1 12,4306 | 11,7323 5,6
cm 5,4894 5,4598 0,5 12,2340 | 11,2704 7,9

Wy (0,50 12) , Cm
wy(0,751,), cm 4,0524 | 4,1531 -2,5 12,2247 | 11,5527 5,5
w3(0,5013) , cm 0,4265 0,4370 -2,5 13,2585 | 12,2534 7,6
AH,, MN 0,518306 | 0,515711 0,5 0,34794210,321324 7,7

D Strumien sit skupionych.

? Strumien oscylatorow.

Przyjety do obliczen czas realizacji procesu odpowiedzi nie jest jeszcze wystarcza-
jacy do ostatecznego wyznaczenia wartosci charakterystyk rozwazanych procesow w
stanie ustalonym, szczegodlnie w przypadku odchylen standardowych, ktdre oblicza sig¢
na podstawie empirycznych momentéw drugiego rzedu. Mozna jednak stwierdzi¢, ze
wartosci momentow daza do wartos$ci stalej, co potwierdza stuszno$¢ przyjetego zalo-
Zenia o stacjonarnos$ci procesu w stanie ustalonym. Zwigkszenie czasu realizacji pro-
cesu, w celu wyznaczenia doktadniejszych wartosci charakterystyk, jest mozliwe, ale
nie jest konieczne, poniewaz celem niniejszych obliczen jest jedynie okreslenie roznic
migdzy rozwigzaniami uzyskanymi dla dwoch rozwazanych modeli obciazenia. Roz-
nice te sa mate i jak wida¢ na rys.4.14, ksztattuja si¢ na statym poziomie juz po 4000 s
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czasu obserwacji procesu, chociaz wartosci momentow empirycznych nie sa jeszcze
dostatecznie ustalone.

Reasumujac mozemy stwierdzi¢, ze w rozwazanym przypadku wplyw inercji
i resorowania pojazdow drogowych jest niewielki i moze by¢ pominigty przy wyzna-
czaniu charakterystyk probabilistycznych drgan analizowanego mostu.

S=w,(0,75 1)

mz(S,t) S= W2(0,75 lz)

t=0s t =4000s

Rys. 4.14. Przebieg stabilizacji empirycznych momentéw zwyktych pierwszego i drugiego rzedu
(MO — strumien oscylatorow; MF — strumien sit skupionych)
Fig. 4.14. Time history of stabilization of first and second empirical moments
(MO — flow of oscillators, MF — flow of concentrated forces)

4.3.5. Analiza numeryczna efektow nieliniowych

Badania dotyczace wptywu efektow nieliniowych, spowodowanych zmiang ksztat-
tu trasy ciggien pod obciazeniem uzytkowym, ograniczono do analizy drgan wymu-
szonych obciazeniem pojazdami drogowymi, modelowanymi za pomoca sit skupio-
nych (model MF). W zagadnieniu drgan mostéw jednoprzgstowych o stosunkowo
niewielkich rozpigtosciach wplywy te sa pomijalnie mate, co wykazaty badania autor-
ki omoéwione w pracach [36, 37]. Mozna spodziewac¢ sig, ze wptywy te okazg si¢ po-
mijalne takze w przypadku mostow wieloprzgstowych, ale ta teza wymaga weryfikacji
— przy duzych rozpigtosciach ciegien i obciazeniu na wielu pasach ruchu efekty nieli-
niowe moga by¢ znacznie wigksze.

W rozwazanym zadaniu istotny problem stanowi dobor metody numerycznego
catkowania réwnan ruchu, odpowiedniej zar6wno do zagadnienia liniowego, jak
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i nieliniowego. Obszerny przeglad metod numerycznego catkowania rownan nieli-
niowych mozna znalez¢ migdzy innymi w monografii Crisfielda [49]. Na podsta-
wie analizy metod przedstawionych w wymienionej monografii, wybrano do obli-
czen warunkowo stabilny wariant procedury Newmarka z parametrem £ =0,

o stosunkowo restrykcyjnej granicy stabilnosci & < 2/ w,,, , gdzie h jest dtugoscia

kroku catkowania. Wariant ten jest szczegodlnie wygodny w catkowaniu réwnan
ruchu uktadow z nieliniowos$cia geometryczna. Jawny schemat rozwiazania tego
typu rownan opisal migdzy innymi Belytschko w pracy [11]. Zapiszmy réwnania
(4.29) w ogolnej postaci typu

B,i(1) + C,e() + K,g(1) = F,() - R} (g). (4.42)

Indeks g oznacza, ze wspotczynniki macierzowe rownania odnosza si¢ do catego
uktadu, opisanego zbiorem wspotrzednych uogoélnionych g=[q",q}]" . Ogélne for-
muty Newmarka, po podstawieniu f# = 0, maja posta¢

g. =g +hg +05h°g,, (4.43)

gm = gi +0,5h (g, + éiﬂ) . (4.44)

Zaklada sig, ze wszystkie potrzebne informacje sa dostgpne na poczatku kroku
(7). Nastegpnie oblicza si¢ g,., wedlug (4.43) i na jego podstawie wektor nielinio-

wych reakcji sprezystych uktadu (Rg) Z warunku kolokacji na koncu kroku,

i+l°

o0 postaci

(Bg + O,Shcg)iﬂgiﬂ =

= (Fg)i+l - (ng\])ml - (Cg)i+l(gi + O,Shgi) - (Kg)i+1 (gi + hgi + O,Shzgi) > (4~45)

mozna wyznaczy¢ wektor przyspieszen g,,, i potem, wedtug (4.44), wektor predkosci
uogolnionych g, ,. Procedura upraszcza si¢ znacznie w przypadku réwnan o statych

wspotczynnikach, ktére otrzymuje si¢ przy modelowaniu obciazenia ruchomego sita-
mi skupionymi.

Rozwazono drgania mostu Vincenta Thomasa, obciazonego na czterech pasach
ruchu. Na pasach skrajnych pojazdy poruszaja si¢ po torach o wspotrzednych
e =—60m, e =60m, z predkoscia 40 m/s 1 intensywnoscia zgloszen

A =4, =0,22s"; na pasach $rodkowych — po torach o lokalizacji e, =—3,0 m,
ey = 3,0 m, z predkoscia rowna 30 m/s i intensywnoscia zgloszen A4, = 4; = 0,33 s,
Minimalne i maksymalne odstgpy migdzy pojazdami wynosza d,,=5m,
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d = 300m, niezaleznie od predkosci ruchu i intensywnosci zgloszen. Pozostale
dane liczbowe podano wczeséniej, w rozdziale 4.3.4.

Tabela 4.4. Zestawienie maksymalnych warto§ci wybranych odpowiedzi mostu
(rozwigzania dynamiczne i quasi-statyczne — liniowe i nieliniowe)

Table 4.4. Set of maximal values of selected bridge responses
(dynamic and quasi-static solutions — linear and nonlinear)

S(x..1) max,[S(x;,¢)], t=0—4000s
i s
jednostka odpowiedz dynamiczna odpowiedz quasi-statyczna
miary _ _
LY L2 | EENE 000s LY NL2 | EENE 000
w,(0,5017,;¢),cm | 63,1610 | 59,1477 6,4 30,7457 | 30,0331 2.3
w2(0,500558) , em | g5 6135 | 79,0034 6.7 43,8367 | 42,7557 2.5
w,(0,751,;¢) , cm
78,5442 | 65,3267 16,8 47,4171 | 45,9429 3,1
W3(0,5013;t),cm
AH, (), MN 72,5164 | 65,1438 10,2 25,4286 | 24,8557 2,2
3,462747 | 3,247537 6,2 2,159750 | 2,148655 0,5

D Rozwiazanie liniowe.

2) R . ie nielini
0zwi13zanie nicliniowe.

Na rysunku 4.15 przedstawiono wybrane fragmenty przebiegow drgan liniowych
i drgan nieliniowych. Pierwszy wykres ilustruje przebieg dynamicznego przyrostu
naciagu ciggna, nastgpne trzy wykresy sa przebiegami pionowej sktadowej drgan
w, =w; + y,0;, w punkcie dzwigara usztywniajacego o wspotrzednych y, = 9,0 m,
z; = 2,3 m, czyli w dolnym narozu przekroju dzwigara, w plaszczyznie podwiesze-
nia. Maksymalne rzedne przebiegdw, wybrane z catego przedziatu obserwacji
procesu drgan (t = 0 — 4000 s), zestawiono w tabeli 4.4. Rozwiazania liniowe
i nieliniowe, przedstawione na rys. 4.15 sa reakcjami mostu towarzyszacymi jednej,
tej samej realizacji procesu obciazenia. Pordwnanie tych rozwiazan umozliwia oceng
wplywu efektow nieliniowych w zagadnieniu drgan deterministycznych. Uwzgled-
nienie nieliniowo$ci geometrycznej, zwiazanej ze zmiang ksztaltu trasy ciggien
wskutek dzialania obciazenia, nie powoduje istotnych zmian jakosciowych w prze-
biegach drgan, ale obserwuje si¢ widoczne zmniejszenie poziomu oscylacji. Mak-
symalne rzgdne przebiegéw analizowanych odpowiedzi mostu rdznig si¢ od 6% do
17%, przy czym najwigksza roznice zanotowano w przekroju potozonym w 3/4 roz-
pigtosci przesta gtownego. Roznice migdzy liniowym i nieliniowym rozwiazaniem
sa zdecydowanie wigksze w zagadnieniu dynamicznym niz w odpowiednim zagad-
nieniu statycznym.
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Rys. 4.15. Fragmenty przebiegow wybranych odpowiedzi dynamicznych
(L — rozwiazanie liniowe, NL — rozwiazanie nicliniowe)

Fig. 4.15. Fragmentary time histories of selected dynamic responses
(L — linear solution, NL — nonlinear solution)

Na rysunku 4.16 pokazano przyktadowe przebiegi quasi-statycznych reakcji mostu,
czyli przebiegi rozwiazan obliczonych na podstawie rownania statycznego o postaci:

Kq(t) = F(¢) - RN(q), gdzie t jest parametrem opisujacym lokalizacje obciazenia. Do

rozwigzania nieliniowego uktadu réwnan algebraicznych zastosowano metodg iteracji
prostej. Quasi-statyczne rozwiazania liniowe i nieliniowe sa praktycznie takie same,
maksymalne rzgdne przebiegéw rdznia sig tylko o 2% lub 3% (tabela 4.4). Nalezy
jednak zauwazy¢, ze w rozwazanym przypadku przemieszczenia statyczne sa dwu-
krotnie lub trzykrotnie mniejsze od przemieszczen dynamicznych (tabela 4.4). Nizszy
poziom przemieszczen jest bezposrednia przyczyna mniejszego wptywu efektow nie-



liniowych w zagadnieniu statycznym w poréwnaniu z zagadnieniem dynamicznym.

AH, (1)
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Rys. 4.16. Fragmenty przebiegow wybranych odpowiedzi quasi-statycznych
(L — rozwiazanie liniowe, NL — rozwiazanie nicliniowe)

Fig. 4.16. Fragmentary time histories of selected quasi-static responses
(L — linear solution, NL — nonlinear solution)

165

Przebiegi drgan liniowych i nieliniowych, towarzyszacych tej samej realizacji lo-
sowego procesu obciazenia, wykorzystano do wyznaczenia charakterystyk drgan mo-
stu w stanie ustalonym. Wyniki obliczen przedstawiono w tabeli 4.5. Warto$ci ocze-
kiwane obliczono na podstawie empirycznych momentow zwyklych pierwszego
rzedu, wedtug wzoru (4.39), odchylenia standardowe — na podstawie empirycznych
momentow zwyklych pierwszego i drugiego rzedu, wedlug wzoru (4.40). Przyktado-
we przebiegi stabilizacji momentéw empirycznych pokazano na rys. 4.17. Aby zwery-
fikowa¢ wiarygodnos¢ charakterystyk obliczonych na podstawie jednej realizacji,
wykonano testy poréwnawcze dla kilku niezaleznych realizacji losowego obciazenia
1 towarzyszacych im drgan mostu (tabela 4.6).

Tabela 4.5. Wartosci oczekiwane i odchylenia standardowe drgan losowych w stanie ustalonym
Table 4.5. Expected values and standard deviations of random vibrations in a steady-state

S(x;), E[S(x;)] D[S(x;)]
jednostka 1 2 L-NL 1 2) L-NL
miary L NL 100% | L N -100%
W, (0,500)),em | 1,0270 | 1,1264 9.7 15,8243 | 14,3449 9.3
w,(0,501,),em | 127386 | 12,5832 12 19,4861 | 17,1162 12,2
Y2(0’7512)’Cm 93957 | 93117 0,9 17,2289 | 16,3101 53
w3(0,50/5), cm
0,9773 | 1,0852 “11,0 16,8213 | 15,1108 10,2
AH, , MN
1,200054 | 1,196375 0,3 0, 538106 | 0, 480191 10,8
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Y Rozwiazanie liniowe.

? Rozwiazanie nieliniowe.

w03

S5 1)

t=0s t =4000s

Rys. 4.17. Przebieg stabilizacji empirycznych momentoéw zwyktych pierwszego i drugiego rzgdu
(L — rozwiazanie liniowe; NL — rozwiazanie nicliniowe)
Fig. 4.17. Time history of stabilization of first and second empirical moments
(L — linear solution, NL — nonlinear solution)

Tabela 4.6. Wartosci oczekiwane i odchylenia standardowe drgan liniowych w stanie ustalonym,
wyznaczone na podstawie trzech realizacji procesu

Table 4.6. Expected values and standard deviations of linear vibrations in a steady-state,
computed on the basis of three executions of the process
S(x;) E[S(x;)] D[S(x;)]
jednostka miary | seria 1 seria 2 seria 3 seria 1 seria 2 seria 3

v~1/1(0,50]1),cm 1,0368 1,0194 1,0492 | 14,8111 | 14,3134 | 15,0742

w,(0,500,),em | 12,7603 | 12,6176 | 12,8084 | 17,3878 | 16,4313 | 18,5711
17/2 (0,75 lz) , Cm

w;(0,5015), cm
AH,, MN

94149 | 9,2840 | 9,4407 | 17,5394 | 16,1071 | 17,1168
0,9716 | 0,9508 | 09778 | 15,7969 | 15,1766 | 16,1922
1,201696 | 1,187468 | 1,206714 | 0,479399 | 0,459139 [ 0,525678

W tabeli 4.6 przedstawiono wyniki trzech serii obliczeniowych dotyczacych drgan
liniowych. Dla kazdej serii przyjeto taki sam czas realizacji procesu drgan, wynoszacy
4000 s. Roznice migdzy warto$ciami oczekiwanymi z trzech serii obliczeniowych sg
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pomijalnie male — nie przekraczaja 2%, natomiast réznice mi¢dzy odchyleniami stan-
dardowymi sa wigksze — dochodza do 10%. Do$¢ duze bledy wyznaczenia odchylen
standardowych wynikaja ze zbyt krotkiego czasu realizacji procesu. Z rysunku 4.17
wynika, ze wartosci odchylen standardowych nie sa jeszcze dostatecznie ustalone.
Wyniki przedstawione w tabeli 4.6 potwierdzaja wniosek sformutowany wcze$niej,
w trakcie analizy wplywu inercji i resorowania pojazdow drogowych: przyjety do
obliczen czas realizacji procesu drgan jest zbyt krotki, aby wyznaczy¢ z dostateczna
doktadnoscia wariancje procesu. Jednak, podobnie jak poprzednio, dalsze zwigkszanie
czasu obserwacji procesu jest niepotrzebne, gdyz réznice miedzy rozwiazaniami li-
niowymi i nieliniowymi sa juz praktycznie ustalone (rys. 4.17), zatem zasadniczy cel
obliczen zostat osiagnigty.

Na podstawie przeprowadzonych badan stwierdzono, ze uwzglednienie efektow
nieliniowych nie powoduje istotnych réznic w zakresie wartos$ci oczekiwanych prze-
mieszczen dynamicznych przesta gléwnego i dynamicznego przyrostu naciagu cig-
gien, ale w przypadku drgan przegset bocznych warto$ci oczekiwane obliczone dla
drgan nieliniowych sg o okoto 10% wigksze od wartosci obliczonych w zadaniu li-
niowym (tabela 4.5). W kazdym rozwazanym przypadku wptywy nieliniowe powodu-
ja zmnigjszenie wartosci odchylen standardowych, przy czym réznice migdzy rozwia-
zaniami liniowymi i nieliniowymi wynosza od 5-12%. Stad wniosek, ze pominigcie
wplywow  nieliniowych ~w  analizie drgan losowych badanego mostu
w stanie ustalonym jest dopuszczalne, poniewaz powoduje niewielkie przeszacowanie
odpowiedzi konstrukcji, co jest korzystne w aspekcie oceny jej bezpieczenstwa.

Ustalony w toku obliczen poziom efektow nieliniowych okazat si¢ tu zdecydowanie
wigkszy, niz w przypadku jednoprzgstowych mostéw wiszacych, ktore byly przedmio-
tem wczesniejszych badan autorki [36, 37]. Badania te mialy jednak charakter dos¢
uproszczony. Po pierwsze — rozwazano wylacznie plaski model mostu i analizowano
drgania pionowe wywotane przejazdem tylko jednego losowego potoku pojazdéw. Po
drugie — do wyznaczenia drgan nieliniowych zastosowano przyblizona metod¢ nume-
ryczna sformutowana w pracy [18]. Jest to metoda uproszczona, w ktorej do wyznacze-
nia macierzy sztywnos$ci geometrycznej wykorzystuje si¢, w kazdym kroku numerycz-
nego calkowania roéwnan ruchu, wstgpnie prognozowane wartosci parametrow,
korygowane po rozwiazaniu réwnan, ale bez petli iteracyjnej. Przy niewielkim obciaze-
niu mostu, tylko jednym potokiem pojazddw, efekty nieliniowe byty prawie niezauwa-
zalne, zatem 1 uproszczona metoda wyznaczania drgan nieliniowych byla wystarczajaca.
W niniejszych badaniach przyjgto do analizy efektow nieliniowych ,,pelne” obciazenie
mostu — na wszystkich czterech pasach ruchu, a do numerycznego rozwigzania rownan
ruchu zastosowano wariant metody Newmarka, dostosowany do calkowania rownan
z nieliniowoscia geometryczna. Przyjete obciazenie nie jest ekstremalne. Jest to obcia-
zenie uzytkowe o przecigtnych realnych parametrach i $redniej, w sensie potocznym,
intensywnosci. Przy takim obciazeniu efekty nieliniowe ujawnity si¢ w sposob widocz-
ny, osiagajac poziom rzedu 10% rozwigzan liniowych. Stwierdzono, ze wplywy nieli-
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jest wigksza, ale jednoczesnie rozproszenie odpowiedzi wokot wartosci oczekiwanej jest
mniejsze. W ekstremalnych przypadkach obciazen wptyw efektow nieliniowych bedzie
wigkszy, a w szczegolnych sytuacjach moze by¢ niekorzystny ze wzgledu na mozliwos¢
pojawienia si¢ efektow parametrycznych. Analiza zjawisk parametrycznych wykracza
poza zakres rozprawy i moze by¢ przedmiotem dalszych badan, dla ktérych
sformutowane w pracy algorytmy stanowia dobry punkt wyjscia.

Wnhioski z przedstawionych analiz numerycznych dotycza obiektu testowego —
trojprzgstowego mostu Vincenta Thomasa. Sformutowany algorytm symulacyjny
moze by¢ stosowany do analogicznych badan innych wieloprzgstowych mostow
wiszacych. Wyniki analiz mostu Vincenta Thomasa pokazuja, ze sformulowana
metoda symulacyjna daje realng mozliwos$¢ przeprowadzenia takich badan.

4.4. Niezawodno$¢ mostow wiszacych
obciagzonych losowym ruchem drogowym

4.4.1. Sformulowanie zagadnienia

Konstrukcje mostow drogowych sa poddane w okresie eksploatacji dziataniu
zmiennych w czasie obciazen o charakterze losowym. Z punktu widzenia
bezpieczenstwa istotna jest odpowiedz na pytanie, jakie jest prawdopodobienstwo
zdarzenia, ze odpowiedz konstrukcji w czasie drgan przekroczy po raz pierwszy
pewna warto$¢ graniczng. W zaleznosci od doboru granicznej wartosci odpowiedzi
mozna analizowa¢ prawdopodobienstwo  wystapienia awarii mostu  lub
prawdopodobienstwo przekroczenia pewnego stanu dopuszczalnego — na przyktad
dopuszczalnego ugigcia lub naprezenia. Zagadnienie to jest znane w teorii
niezawodnosci konstrukcji pod nazwa problemu pierwszego przekroczenia [15, 45,
81, 116].

Niezdolno$¢ mostu do pracy rzadko bywa zwiazana ze zniszczeniem (awaria)
w dostownym sensie. Zazwyczaj most jest wycofywany z eksploatacji wskutek
nadmiernego rozwoju uszkodzen, spowodowanych dlugotrwatymi, powtarzalnymi
obciazeniami. Nagromadzenie uszkodzen (pgknie¢ zmeczeniowych) w trakcie
eksploatacji powoduje z czasem istotne zaklocenia w przebiegu normalnej pracy
konstrukcji. Okreslenie czasu bezawaryjnej pracy, czyli tzw. ,,czasu zycia” konstrukcji
jest przedmiotem badan niezawodnos$ci zmgczeniowej. Problem ten byt analizowany
w odniesieniu do mostow drogowych migdzy innymi w pracach Tunga [118, 119],
Fryby [55], Sniadego z Sieniawska i Zukowskim [104, 117]. Jako ideowy model
mostu przyjmowano zwykle schemat w postaci belki swobodnie podpartej lub ciagte;j,
zatem przedstawiane rozwazania moga by¢ podstawa oceny niezawodno$ci mostow
belkowych, czyli mostow znacznie mniej wrazliwych na dynamiczne oddzialywanie
obciazen, niz wieloprzgstowe mosty wiszace duzych rozpigtosci.
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Problem pierwszego przekroczenia i zagadnienie niezawodnos$ci zmeczeniowe]
mostow wiszacych, w warunkach dynamicznego obciazenia losowym ruchem drogo-
wym, byly przedmiotem badan autorki prowadzonych wspélnie z Sieniawska i Snia-
dym [28, 29, 30, 34]. Przedstawione rozwiazania i wyniki analiz dotyczyly wytacznie
ptaskich, pionowych drgan mostéw jednoprzgstowych. W pracy [30] wykorzystano do
analizy zagadnienia niezawodno$ci zmegczeniowej teori¢ problemu pierwszego przej-
$cia, ze zmieniajacym si¢ W czasie poziomem granicznym, opisujacym no$nos¢ kon-
strukcji podlegajacej degradacji wskutek korozji i uszkodzen zmeczeniowych [117].
Metody sformulowane w wymienionych pracach beda tu zaadaptowane do analizy
niezawodnosci wieloprzestowych mostow wiszacych. Zakres analizy ograniczymy do
dwoch podstawowych zagadnien: problemu pierwszego przekroczenia i problemu
niezawodno$ci zmeczeniowej, sprowadzonego do okreslenia wartosci oczekiwanej
,»Czasu zycia” podstawowych elementow nosnych mostu, obciazonego dynamicznie
swobodnym ruchem drogowym. Przedmiotem analizy bedzie niezawodnos$¢ przeset
dzwigara usztywniajacego i wieloprzelotowych ciggien. Rozwigzania problemu nie-
zawodnosci sformulujemy dla stanu ustalonego drgan. Do opisu drgan mostu zastosu-
jemy teori¢ uproszczona, w ktorej pomija si¢ poziome przemieszczenia ciggien
i ktora prowadzi do bardziej niekorzystnych dla konstrukcji rozwigzan. Do rozwazan
przyjmiemy liniowy model mostu, pomijajac wptyw efektoéw nieliniowych na podsta-
wie wnioskow z badan przedstawionych w rozdziale 4.3.5, gdzie stwierdzono, ze
wplywy nieliniowe w moscie wiszacym obcigzonym swobodnym, $redniointensyw-
nym ruchem drogowym, sg mate i powoduja zmniejszenie drgan. Na podstawie badan
omoéwionych w rozdziale 4.3.4 przyjmiemy, ze wplyw inercji i resorowania pojazdow
drogowych jest pomijalnie maty, co pozwoli modelowaé potoki pojazddéw strumie-
niami sit skupionych.

Do wyznaczania charakterystyk probabilistycznej odpowiedzi mostu wiszacego na
dziatanie losowego ruchu drogowego zastosujemy metode¢ analityczno-numeryczna,
sformulowana w rozdziale 4.2. W analizie problemu pierwszego przekroczenia poszu-
kiwane begda kumulanty losowych przemieszczen mostu, w analizie zagadnienia nie-
zawodno$ci zmeczeniowej — kumulanty losowych naprezen w wybranych elementach
konstrukcji. Poszukiwane kumulanty sa opisane formutami (4.8) i (4.11), przy czym
ogdlny symbol S(x;,?), okreslajacy stochastyczny proces odpowiedzi, bgdzie tu ozna-
czal przemieszczenie dynamiczne w dowolnym punkcie konstrukcji lub naprgzenie.
Rozwazane beda dynamiczne przyrosty naprezen Ao, (x;,t), Ao,(x;,t) w ciggnach
(indeks ,,1” — ciggno lewe, indeks ,,2” — ciggno prawe) oraz naprezenia normalne
o,(s;,x;,t) wprzekroju x; belki usztywniajacej, w punkcie przekroju o wspotrzednej
konturowej s;, gdzie i jest numerem przgsta. W kazdym z tych przypadkéw proces
S(x;,t) wyznacza si¢ wedhug relacji (4.2), w ktorej dynamiczna funkcja wptywu
Hg,(x;,2 = 7) jest odpowiednim przemieszczeniem lub naprgzeniem, wywotanym sita

jednostkowa przesuwajaca si¢ po moscie z predkoscia v; wzdhuz toru j. Definicje na-
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prezen podano w rozdziale 2.7 — wzory (2.140)—(2.149), definicje przemieszczen
okreslaja wzory (2.121)—(2.124).

4.4.2. Problem pierwszego przekroczenia

Przyblizone rozwiazania problemu pierwszego przekroczenia mozna znalezé
w pracach wielu autorow, na przyktad w monografiach Bototina [15], Lina [81],
Sobczyka i Spencera [107], Chmielewskiego i Zembatego [45], Sniadego [116].
Podstawa rozwiazan jest okreslenie Sredniej liczby przekroczen poziomu granicz-
nego a w jednostce czasu, czyli wyznaczenie tzw. intensywnos$ci przekroczen

v (). Indeks ,,+” oznacza, ze analizowane sa przekroczenia z poziomu nizszego

niz a na poziom wyzszy, czyli przekroczenia z dodatnia predkoscia. Przecigtna
intensywnos$¢ przekroczen statego poziomu a przez losowy proces S= x,,?)

oblicza si¢ za pomoca wzoru
Vi = | $f(@Snds, (4.46)
0

znanego w literaturze jako wzor Rice’a. Funkcja fo.(S, S, ) okresla taczna gestosé

prawdopodobiefistwa procesu S i jego pochodnej S [15]. Mozna ja wyznaczy¢ stosu-
jac rozwinigcie w szereg analogiczny do jednowymiarowego szeregu Gramma—
Charliera (4.6), z wykorzystaniem dwuwymiarowych kumulant, okreslonych wzorami
0 postaci

n, t .
K (5s1) = D A ELPP [ H (ot = OH Y (= 7)d T (4.47)
j=1

fy

gdzie indeksy m, n =0, 1, 2,... oznaczaja numery kumulant i jednoczesnie wyktadnik
potegowania. Jesli n =0, to wzor (4.47) opisuje kolejne kumulanty naprezen. Kumu-
lanty predkosci naprezen otrzymuje sig, gdy m = 0. Szczegdlowa posta¢ dwuwymia-
rowej funkcji gestosci prawdopodobienstwa przedstawiono w [104], na podstawie
pracy Robertsa [94]. Stosujac przyjete tu oznaczenia, otrzymuje si¢

expl- 2 120 - 82))

1/2

fs(8.S1)=

2
2n (Kz,oKo,z - K1,1)

1
: (1 + G (BsoH3 0 +38, Hyy 31, H 5+ BosHgs) + j ) (4.48)
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gdzie:

2 2 “1/2 : “1/2
X =0 — 2ﬁ1,1a10‘2 ta,, a = (S'KI,O)KZ,O s Oy = (S'Ko,l)Ko,z )

m

-1/2
ﬂm,n = Km,n (K2,0Kg,2) ’

m+n

_expl- /120 - A2)).

H _ / 2 1_ 2 — _1 m+n ¥~
,,,,,,eXp( x/12( ﬂl,l)]) =D da"oa!

Obliczenie funkeji fo4(S, S,f) mozna znacznie uprosci¢ przyjmujac, ze losowy
proces drgan mostu w stanie ustalonym jest stacjonarnym procesem gaussowskim.
Woéwczas funkcja ggstosci prawdopodobienstwa nie zalezy od czasu, a korelacja pro-
cesu S ijego pochodnej S jest rowna zeru, zatem [ (S, S) = fs(S) fS(S) , gdzie

_ (S-E[S)’?
2D?[S] )’

1 _
fs(S) = ED 1[S] exp[
(4.49)

fi =D Sl S
S J2n 2D[S])
Warto$¢ oczekiwana E[S] i wariancje D?[S] oblicza si¢ jako pierwsze dwie ku-
mulanty, wedlug wzoru (4.8), a wariancj¢ Dz[S] wedhug wzoru (4.11), zastosowane-

go do stanu ustalonego. Po podstawieniu (4.49) do (4.46) otrzymuje si¢ stala, nieza-
lezna od czasu intensywno$¢ przekroczen [15], o wartoSci

. _ 1 DIS] p{ﬂ}

- 2 4.50
“ 2n D[S] 2D’[S] (4:30)

Liczba przekroczen poziomu a w przedziale czasu (0, ¢) jest procesem stochastycz-
nym, ktory oznaczymy tu funkcja N, (¢). W rozwazanym przypadku procesu stacjo-
narnego warto$¢ oczekiwana liczby przekroczen N, (¢) wynosi

z
EIN; (0] = [ vi ()de =vit. 4.51)
0

Jesli zatozymy, ze przekroczenia poziomu granicznego sa bardzo rzadkie i stocha-

stycznie niezalezne, to mozna przyjaé, ze modelem procesu N, (¢) jest proces Poissona

(Sniady [116], Chmielewski i Zembaty [45]). Wtedy prawdopodobiefistwo, ze w prze-
dziale czasu (0, f) nie bedzie zadnych przekroczen, czyli niezawodno$¢ jest okreslona
wzorem
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R=P{N'(t)=0} = exp(—v'), (4.52)

a prawdopodobienstwo przekroczenia przynajmniej raz ustalonego poziomu granicz-
nego wynosi 1 — R, przy czym nalezy tu przyjac, ze umowna chwila poczatkowa ¢ = 0
jest dostatecznie odlegta, aby proces drgan mostu byt ustalony.

Stosujac opisane wyzej procedury, przeprowadzono analiz¢ niezawodno$ci mostu
Vincenta Thomasa. Przyjeto, ze most jest obciazony czterema losowymi potokami

pojazdéw, o jednakowych parametrach: E[P]=7,025-10* N, E[P*]=5,719-10° N?,
E[P’]=5119-10'" N*, E[P*]=4,941-10" N*. Tory ruchu pojazdéw sa rozmiesz-
czone symetrycznie wzgledem pionowej plaszczyzny, potozonej w osi podtuznej mo-
stu. Predko$¢ ruchu v jest taka sama na kazdym torze. Intensywno$¢ zgloszen pojaz-

déw A jest zwiazana z predkoscia ruchu v zaleznos$cia empiryczna, zilustrowana na
wykresie — rys. 4.2 w rozdziale 4.2.2. Przedmiotem analiz jest srednia intensywno$¢

przekroczen v, (¢), ktora mozna traktowaé jako pewna miarg niezawodno$ci w sensie
problemu pierwszego przekroczenia.

+ +
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—aproksymacja /(S S,t) szeregiem (4.48)

— aproksymacja fsé(S, S, t) gestosciami gaussowskimi (4.49)

Rys. 4.18. Zalezno$¢ $redniej intensywnosci przekroczen poziomu a = 0,5 m
od predkoscei ruchu pojazdéw (drgania pionowe w srodkowych przekrojach przgset bocznych)
Fig. 4.18. Expected crossing rate for the threshold @ = 0,5 m versus traffic speed
(vertical vibrations in central cross-sections of side spans)
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—aproksymacja fg¢(S S,t) szeregiem (4.48)

—aproksymacja fa(S, S t) gestosciami gaussowskimi (4.49)

Rys. 4.19. Zaleznos$¢ $redniej intensywnosci przekroczen poziomu a = 0,5 m
od predkosei ruchu pojazdéw (drgania pionowe w wybranych przekrojach przgsta srodkowego)
Fig. 4.19. Expected crossing rate for the threshold @ = 0,5 m versus traffic speed
(vertical vibrations in selected cross-sections of central span)

Na rysunkach 4.18 i 4.19 przedstawiono zalezno$¢ intensywnosci przekroczen v, (¢)
od predkosci ruchu pojazddéw. Zamieszczone na rysunkach wykresy dotycza stanu
przemieszczenia. Badano przemieszczenia pionowe mierzone w osi podluznej mostu,
w $rodkowych przekrojach przgset bocznych (rys. 4.18) i w trzech przekrojach charakte-
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rystycznych przesta gtownego (rys. 4.19). Przemieszczenia te opisuja takze ruch obu
ciggien, poniewaz obciazenie jest zlokalizowane symetrycznie wzgledem pionowej po-
dluznej plaszczyzny symetrii mostu. Do analizy intensywnosci przekroczen przyjeto
poziom graniczny a = 0,5m , jednakowy we wszystkich badanych przekrojach. Przed-
stawiono dwa warianty rozwiazan, roézniace si¢ metoda zastosowana do wyznaczania
tacznej funkcji gestosci prawdopodobienstwa f<(S, S,7). Linia szara oznacza rozwia-

zania wyznaczone przy aproksymacji funkcji gestosci za pomoca szeregu (4.48), linia
czarna odpowiada aproksymacji gestosciami gaussowskimi (wzor (4.49)).

W obu przgstach bocznych zalezno$¢ intensywnosci przekroczen od predkosci
ruchu pojazdoéw jest prawie taka sama. Intensywnos¢ przekroczen oscyluje w prze-
dziale od 10°s™ do 107'°s™', mimo malejacej, ze wzrostem predkosci, intensywno-
sci zgloszen pojazdow. Dopiero przy bardzo duzych predkosciach ruchu, wigkszych
od 55 m/s, intensywnos$¢ przekroczen zdecydowanie maleje. W przesle gtownym in-
tensywnos¢ przekroczen w zakresie matych i $rednich predkosci maleje ze zmiennym
gradientem, przy czym jest znacznie wigksza niz przestach bocznych, zmienia si¢ od
10%s™" do 107 s™'. Przy bardzo duzych predko$ciach ruchu (v > 45 m/s) intensyw-
no$¢ przekroczen maleje zdecydowanie, ale tylko w s$rodku rozpigtosci przesta.
W przekrojach potozonych w ¢wiartkach rozpigtosci intensywno$¢ przekroczen osiaga
najmniejsza warto$¢ 107" s™' przy predkosci 40 m/s, nastgpnie rosnie ponownie
W sposob znaczacy. Intensywnosci przekroczen w 3/4 rozpigtosci przesta gtdownego sa
wigksze niz w 1/4 rozpigtosci, gdy predkosci ruchu pojazdow sa wigksze od 35 m/s.

Uproszczenie polegajace na aproksymacji procesu drgan mostu przez stacjonarny
proces Gaussa powoduje zmniejszenie sredniej intensywnosci przekroczen. Najmniej-
sze roznice miedzy dwoma analizowanymi rozwiazaniami stwierdzono w przypadku
drgan w srodku rozpigtosci przgsta gldownego, najwigcksze — w ¢wiartkach rozpigtosci
przesta gtéwnego (rys. 4.18, 4.19). Wyniki te sa zgodne z wnioskami sformutowanymi
w rozdziale 4.2.2 na podstawie analizy jednowymiarowych funkcji ggstosci rozktadu
prawdopodobienstwa f5(S,¢) i fS-(S,t). Zmnigjszenie $redniej intensywnosci prze-
kroczen, spowodowane aproksymacja gaussowska, prowadzi do zawyzonych wartosci
prawdopodobienstwa braku przekroczen poziomu granicznego (niezawodnosci), co
nie jest korzystne w aspekcie oceny bezpieczenstwa konstrukcji. Tg¢ prawidlowosé
ilustruja wykresy pokazane na rys. 4.20. Sformutowany wniosek potwierdza takze
analiza wykresOw zamieszczonych na rys. 4.21, ktore przedstawiaja prawdopodobien-
stwo zdarzenia przeciwnego, ze w czasie jednej godziny drgania mostu przekrocza
przynajmniej raz poziom a = 0,5m .

Prawdopodobienstwo pojawienia si¢ przekroczen ustalonego poziomu przemiesz-
czenia jest znacznie wigksze w przesle gtdwnym niz w przegstach bocznych (rys. 4.21).
Przy najwigkszej intensywnosci zgtoszen pojazdow, ktorej odpowiada predkos¢ ruchu
v = 10-15 m/s, prawdopodobienstwo przekroczenia poziomu a =0,5m w przgsle
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gtownym jest bliskie jednosci. Gdy predkosci ruchu sa bardzo duze (> 45 m/s), to
takie przekroczenie jest praktycznie niemozliwe w srodku rozpigtosci przesta gtowne-
g0, natomiast jest catkiem prawdopodobne w ¢wiartkach rozpigtosci, pomimo tego, ze
intensywno$¢ ruchu jest niewielka. Prawie w catym zakresie rozpatrywanych predko-
$ci prawdopodobienstwo przekroczenia w srodku przgsta glownego jest mniejsze niz
w 1/4 1 w 3/4 jego rozpigtosci, jedynie dla v = 40—45 m/s jest odwrotnie. Stad wynika
wniosek, ze bardziej zagrozone sa przekroje potozone w ¢wiartkach rozpigtosci prze-
sta gléwnego, niz przekrdj w §rodku przesta. Przy wigkszych predkosciach ruchu po-
jazdéw prawdopodobienstwo przekroczen ustalonego poziomu przemieszczen w 3/4
rozpigtosci przesta gtownego jest wigksze niz w 1/4 rozpigtosci.
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wzor (4.48) — aproksymacja fo(S S, t) szeregiem (4.48)

wzér (4.49) — aproksymacja fss-(S, S, t) gestosciami gaussowskimi (4.49)

Rys. 4.20. Prawdopodobienstwo zdarzenia, ze w ciagu 1 godziny
nie bgdzie zadnych przekroczen poziomu a = 0,5 m

Fig. 4.20. Probability of the event that there will not be any crossings
of the threshold a = 0.5 m during 1 hour

Obliczone tu wartosci $redniej intensywnosci przekroczen i prawdopodobienstwa
przekroczenia w przesle glownym sg stosunkowo duze, poniewaz przyjety poziom
graniczny przemieszczen a = 0,5m jest zblizony do obliczonych warto$ci odpowiedzi
konstrukcji. Poziom ten jest rownoczes$nie zdecydowanie mniejszy od ewentualnej
warto$ci dopuszczalnej, poniewaz stanowi tylko 1/1000 rozpigtosci przgsta gtownego.
W przestach bocznych prawdopodobienstwo przekroczen jest wielokrotnie mniejsze
niz w przgsle glownym, ale poziom a = 0,5m jest z kolei bliski wartosci dopusz-
czalnej, stanowi bowiem 1/310 rozpigtosci. Jest rownoczesnie bardzo odlegly od obli-
czonych wartosci odpowiedzi konstrukcji. Uzyskane w toku niniejszej analizy infor-
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macje nie okreslaja zatem ilosciowo prawdopodobienstwa awarii — ani w sensie rze-
czywistej katastrofy obiektu, ani w sensie przekroczenia rzeczywistej wartosci do-
puszczalnej. Przedstawione wyniki obliczen $wiadcza natomiast o realnej mozliwosci
badania niezawodnosci tego typu obiektow, moga stuzy¢ do prognozowania nieza-
wodnosci poszczeg6lnych elementow konstrukeji 1 sa kolejnym krokiem w kierunku
dobrego rozpoznania pracy konstrukcji obciazonej ruchem drogowym.

PN =0 1PN =0

1,2 12
1,0 {m 1,0 {m
0,8 - Wi 0,8 -
0,6 - 0,6 -
0,4 4 0,4
0,2 - 0,2 -
0,0 UL I HI HI Wl 0,0 +1L AL
10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60

B wz6r (4.49) [Jwzor (4.48) v (m/s) B wz6r (4.49) [Jwzor (4.48) v (m/s)

1PN =0 PN @ =0

1,2
1,0 4 1,0E-02 -
0,8 -
1,0E-04 -

0,6
0.4 1,0E-06 -
ol 1 R J]
OaO T T T T T J-l T J-| T JI T T T 1,0E-08 T T T T T T

10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60
W wzor (4.49) Owzor (4.48) [ v (m/s) B wzor (4.49) O wzor (4.48) | v (m/s)

wz0r (4.48) — aproksymacja f¢g(S, St) szeregiem (4.48)
wz6r (4.49) — aproksymacja fSS(S’ S, t) gestosciami gaussowskimi (4.49)

Rys. 4.21. Prawdopodobienstwo zdarzenia, ze w ciagu 1 godziny
przemieszczenia przekrocza poziom a = 0,5 m

Fig. 4.21. Probability of the event that displacements will cross
the threshold @ = 0.5 m during 1 hour
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4.4.3. Niezawodno$¢ zmeczeniowa

W analizie niezawodnos$ci zmegczeniowej zastosujemy metode przedstawiona
przez Sieniawska i Sniadego [104]. Ta metoda, sformutowana w odniesieniu do
drogowego mostu belkowego, zostata po6zniej zaadaptowana przez Bryj¢, Sieniaw-
ska 1 Sniadego [29] do analizy zagadnienia pionowych drgan jednoprz¢stowego
mostu wiszacego. Punktem wyjscia omawianej metody jest przyjecie hipotezy
Palmgrena—Minera do sumowania uszkodzen zmeczeniowych. Hipoteza opiera sig
na zalozeniu, ze pgknigcie zmgczeniowe powstaje w efekcie liniowej kumulacji
drobnych uszkodzen czastkowych (Sobczyk [107]). Zaklada sig, ze wielkos¢
uszkodzenia 4., przy naprezeniu o amplitudzie &, jest rowna stosunkowi liczby
cykli tego naprezenia n, do catkowitej liczby cykli niszczacych N.: A, =n. /N,
n: <N, [107, 116]. Na podstawie hipotezy liniowej kumulacji uszkodzen mozna
wyznaczy¢ warto$¢ oczekiwana losowego uszkodzenia D(¢), skumulowanego
w jednostce czasu na skutek dziatania stochastycznych naprgzen S(x;,t). Okresla
ja formuta catkowa [29, 81, 104, 116] o postaci

E[D(0)] = ¢ EIM ()] [ " fu (&,0)dE (453)

gdzie ¢ 1 b oznaczaja state dodatnie, zalezne od wlasciwosci materiatu [55]. Funkcja
Ju (&,1) opisuje gestos¢ rozktadu prawdopodobienstwa zmiennej losowej &, odpo-
wiadajacej warto$ci procesu naprezen S= x;,f) w punkcie, w ktorym wystgpuje
maksimum lokalne (pik naprezenia). E[M (¢)] jest warto$cia oczekiwana czgstotliwo-
$ci wystepowania pikow naprezen (bez wzgledu na ich warto$¢), czyli srednia ogdlnej
liczby pikow w jednostce czasu [29, 104]. W dalszym ciagu bedziemy poszukiwali
rozwiazania problemu niezawodno$ci w stanie ustalonym.

Jesli stacjonarny proces S(x;,?) jest procesem waskopasmowym, to obie poszuki-

wane funkcje mozna wyrazi¢, jak wykazano w pracy Lina [81], za pomoca formut
przyblizonych

fuEn=—E"M (t)]d%féfss-(é, $1ds, (4.54)
0

E[M (1)] = Ts'fss.(o, S,1)dS, (4.55)
0

w ktorych wykorzystuje si¢ taczna gestos¢ procesu naprezen i predkosci naprezen

fSS(S,s,t). Warto$¢ oczekiwana czasu zycia mostu obciazonego losowym ruchem
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drogowym, modelowanym jednorodnymi procesami Poissona, wynosi w stanie usta-
lonym [29, 104]

1

“ o7 (4.56)

Ts

W rozwazanym w tym rozdziale zagadnieniu niezawodnos$ci mostow wiszacych
czas zycia mostu moze by¢ wyznaczony ze wzgledu na stan zmeczenia ciggien lub
przesel dzwigara usztywniajacego. Funkcje gestosci prawdopodobienstwa

fSS(S,S,t) bedziemy aproksymowali szeregiem (4.48) lub zatozymy w przyblize-

niu, ze badany proces losowych naprezen S(x;,f) jest stacjonarnym procesem

Gaussa.

Wzory (4.54) i (4.55) sa przyblizeniem dopuszczalnym dla proceséow wasko-
pasmowych. W pracach [29, 104] zaktadano a priori, ze badane procesy sa wasko-
pasmowe. W przypadku drgan konstrukcji zlozonych, takich jak wieloprzgstowe

mosty wiszace, to zalozenie powinno by¢ zweryfikowane. Szeroko§¢ pasma pro-

1/2

cesu &=(1-a’)"? mozna oszacowaé za pomoca wspdlczynnika regularnosci

[107]

o =—2l5_ (4.57)

ktory jest wyrazony przez momenty widmowe

Ay = jw"gs(a))dw, (4.58)
przy czym Ag, = kg, . Dla procesu waskopasmowego a — 1, ¢ — 0, dla szerokopa-

smowego a = 0, € = 1. Ggstos¢ widmowa gg(w) procesu S(x;,t)oblicza sig jako
transformate Fouriera

go(@) = — J' exp(—ior)Cog(7)d7 =~ j Cos(r)coswr dr (4.59)
2n i Ty

funkcji kowariancyjnej Cgq(7), jesli I|CSS(T)|dT <oo. W analizowanym tu zagad-
nieniu drgan spowodowanych losowym ruchem drogowym funkcja kowariancyjna
procesu naprezen jest okre§lona formula o nastepujacej postaci:
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Coslt) = iE[PjZ]/IjI Hg (x;,0)Hg (x,, + 0)d7 (4.60)

J=1 0

momenty widmowe Ag, mozna zatem obliczy¢ jedynie w sposob numeryczny.

Na rysunkach 4.22 i 4.23 przedstawiono przyktadowe gestosci widmowe proce-
sOw opisujacych naprgzenia normalne w ciggnie i w wybranych punktach dzwigara
usztywniajacego mostu Vincenta Thomasa, obciazonego na dwoch pasach ruchu
losowymi potokami pojazdéw. Podano takze obliczone wartosci wspodtczynnikow

regularnosci a i szerokos$ci pasma ¢ analizowanych proceséw. Do obliczen przyjeto

1

intensywnos¢ zgloszen pojazdow A=0,36s", przy predkosci v = 25m/s, jednako-

wej na obu pasach ruchu. Pozostale parametry obcigzenia opisano szczegdétowo
w rozdziale 4.4.2.

gs(w), [(MPa)? s/rad)] S= Ao,
20,0
16,0
12,0 7 a=0315
8,0 - £ =0,949
4,0 -
050 T _'Id\ T ) T ) T A’I\- T

-5 -4 30002 -1 0 1 2 3  w (rad/s)

Rys. 4.22. Funkcja ggstosci widmowej procesu
opisujacego dynamiczny przyrost napr¢zen w ciggnie
Fig.4.22. Spectral density function of the process describing
the dynamic increment of cable stress

W przypadku ciggien analizowano dynamiczny przyrost napr¢zenia w najbardziej
wytezonym przekroju x, = 0. Funkcja gegstosci widmowej przedstawiona na rys. 4.22
dotyczy naprezen Ao, w ciggnie o numerze 2, potozonym z prawej strony przekroju
mostu (por. rys. 2.7). Naprezenia w dzwigarze badano w osi symetrii przekroju na
poziomie dolnych skrajnych wiokien, w $rodku rozpigtosci przesta glownego
(0,(0,5/,)) i przgsta bocznego (0;(0,5/;) ) — rys. 4.23. Warto$ci moduldow sprezysto-
éci podtuznej dla stali dzwigara E =2,0-10° MPa i ciegna E, =186-10° MPa przy-
jeto na podstawie danych zawartych w pracy [7].
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. 2s(®), [(MPa)? s/rad)] S=0,(0,51,)

30,0
25,0 4 a = 0,251
20,0 4 £=10,968
15,0
10,0
5,0 4
0,0 s AU a
-12 -8 -4 0 4 8 w (rad/s)
gs(®), [(MPa)” s/rad)] S=0,(0,5,)
180,0
150,0 4
120,0 4
90,0 a = 0,063
£ =0,998
60,0
30,0 J
0,0 T T T L T T -~
-12 -8 -4 0 4 8 w (rad/s)

Rys. 4.23. Funkcje ggstosci widmowej naprezen w dzwigarze usztywniajacym,
w $rodku rozpigtosci przgsta gtdwnego i przgsta bocznego
Fig. 4.23. Spectral density function of stress in the stiffening girder,
in the middle of main span and side span

Charakter funkcji ggstosci widmowych i wyznaczone szerokosci pasma wskazuja,
ze badane procesy naprezen sa procesami szerokopasmowymi. W zwiazku z tym za-
stosowanie wzorow (4.54) i (4.55) do obliczenia wartos$ci oczekiwanej losowego
uszkodzenia D(#) moze prowadzi¢ do znacznych bteddéw (Bryja [25]). Ze wzrostem

szeroko$ci pasma procesu rosnie liczba oscylacji wysokoczestosciowych o matej am-
plitudzie. Wowczas $rednia liczba maksimow jest znacznie wigksza od warto$ci ocze-
kiwanej liczby przej$¢ przez poziom zerowy, zatem wzory (4.54) i (4.55) nie stanowia
dobrego przyblizenia. W takim przypadku nalezatoby zastosowaé¢ do wyznaczenia

funkeji f\y (&,7) formuly ogdlne, zalezne od funkeji foee(S, S,S,t), ktora opisuje
taczna gestos¢ procesu naprezen, predkosci zmian naprezen i przyspieszen [104]. Ob-
liczenie rozktadu maksiméw za pomoca funkcji foes (S, S é,t) jest w ogolnym przy-
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padku bardzo trudne. Rozwazymy latwiejszy przypadek, zaktadajac w przyblizeniu, ze
badany proces naprezen S(x;,t) jest szerokopasmowym stacjonarnym procesem

Gaussa. Warto$¢ oczekiwana ogoélnej liczby pikow naprezen w jednostce czasu moze
by¢ dla procesu normalnego wyrazona przez momenty widmowe [107] i wynosi

E[M (1)] = | %5t

. 4.61
27\ s (“.61)

Obliczanie momentéw widmowych wyzszych rzeddéw jest w analizowanym zagad-
nieniu bardzo czasochtonne. Latwiej jest obliczy¢ wariancje Dz[é] drugiej pochodne;j

procesu naprgzen Si skorzystac z alternatywnej postaci wzoru (4.61)
1 DIS)

E[M (0)] = 27 D[S

(4.62)

podanej na przyktad w pracy [116]. Losowy proces przyspieszen okreslajacych zmia-
ny naprezenia i kumulanty tego procesu sa tu opisane funkcjami:

$r =Y [ Pi(Hs; (3 = 0N () (4.63)
J=114,
kg (v.0) = 4, ELP/ N[ HE, (xut — D) (4.64)
j=1 t

2

analogicznymi do (4.10) i (4.11), przy czym H.Sl.(xi,t—r)=%[Hsj(x[,t—r)].
. ) )

Wariancja procesu w stanie ustalonym D’[S] jest druga kumulanta, obliczong po
uwzglednieniu, ze t, — —o0.

W przypadku szerokopasmowych procesoOw o rozktadzie normalnym funkcja
Jfu (&,1) opisujaca rozktad maksimoéw dazy takze do rozktadu normalnego [107, 116],
zatem jest okreslona wzorem o postaci

1 &2
= expl——>—|. 4.6
Ju(e-0) ﬁD[S]eXp( 2D2[S]J (4.65)

Czas zycia mostu Tg, generowany przez stochastyczny proces naprezen S, oblicza
si¢ wedtug wzoru (4.56), na podstawie §redniego uszkodzenia D(¢), skumulowanego

w jednostce czasu — wzor (4.53). Przed wykonaniem szczegdélowych obliczen nie-
zbedne jest okreslenie statych materiatowych c i b.
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W dostepnych autorce opracowaniach zwiazanych z mostem Vincenta Thomasa nie
ma informacji, ktore umozliwityby wiasciwy dobor statych dotyczacych rzeczywistego
materiatu konstrukcji. W zwiazku z tym wprowadzono zast¢pcza miarg czasu Zycia —
parametr Tg=Tg/c, nazywany dalej miara trwalo$ci mostu i mierzony w la-

tach/(MPa)’. Stala b oszacowano na podstawie danych literaturowych [55, 92, 107].
Przyjeto, ze jej warto$¢ wynosi 4 1 jest jednakowa dla materialu dzwigara i ciggien.

Na rysunkach 4.24 i 4.25 przedstawiono wyniki obliczen ilustrujace zalezno$¢ miary
trwatosci mostu Tg od predkosci ruchu pojazdéw. Miare trwatosci obliczono ze wzgledu
na stan zmeczenia materiatu ciggien i dzwigara usztywniajacego. Porownano rezultaty
uzyskane dla trzech modeli obliczeniowych. Linia cienka oznaczono model, w ktorym
zaklada si¢, ze proces naprezen jest szerokopasmowym stacjonarnym procesem o rozkla-
dzie normalnym. Linie grube odpowiadaja modelowaniu za pomoca procesu waskopa-
smowego, przy czym linia czarna oznacza stacjonarny proces gaussowski, a linia szara

stacjonarny proces niegaussowski, ktorego taczna gestos¢ f (S, S, t) jest aproksymowana

szeregiem (4.48). Do obliczen przyjeto takie same parametry obciazenia i potozenie punk-
tow wyznaczania naprezen jak w przypadku wyznaczania funkcji gestosci widmowych.
W tabeli 4.7 zestawiono obliczone szerokosci pasma badanych procesow naprezen.

Tabela 4.7. Szerokos$ci pasma badanych proceséw naprgzen
Table 4.7. Bandwidth measures of examined stress processes

Predko$¢ ruchu Szeroko$¢ pasma &
pO&Zfiﬁw 5,(0,50)) | 05(0,51) | 0,(0,51,) | ,(0,75L)
10 0,9998 0,9998 0,9962 0,9972
20 0,9997 0,9996 0,9763 0,9851
30 0,9982 0,9981 0,9606 0,9788
40 0,9947 0,9937 0,9563 0,9789
50 0,9945 0,9947 0,8867 0,9704
60 0,9982 0,9984 0,8033 0,9513

Na podstawie przedstawionych wynikow badan stwierdzono, ze zastosowanie do
obliczen modelu waskopasmowego powoduje najwigksze bledy w oszacowaniu trwa-
tosci przgsel bocznych, ktorych drgania sa ksztaltowane glownie przez wyzsze formy
wlasne. Szeroko$¢ pasma procesu naprezen w przegstach bocznych jest najwicksza —
bliska jednosci (tab. 4.7), zatem proces jest zdecydowanie szerokopasmowy, a miara
trwatos$ci przeset wyznaczona za pomoca modelu waskopasmowego jest niekorzystnie
zawyzona (rys. 4.24). W przesle glownym losowe naprezenia w badanych punktach
dzwigara nalezy rowniez traktowaé jak procesy szerokopasmowe. Szeroko$¢ pasma
jest jednak nieco mniejsza. To niewielkie zmniejszenie szerokosci pasma powoduje
wyrazne zmniejszenie btedu spowodowanego modelowaniem waskopasmowym.
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Rys. 4.24. Wpltyw predkosci ruchu pojazdoéw na miarg trwatosci mostu
obliczong ze wzgledu na stan zmegczenia dzwigara

Fig. 4.24. Effect of the traffic speed on the measure of bridge durability
calculated with respect of the girder fatigue

W srodku rozpigtosci przgsta glownego otrzymuje si¢ w duzym zakresie predkosci
ruchu obciazenia, od 20 m/s do 45 m/s, praktycznie takie same rezultaty dla waskopa-
smowego modelu niegaussowskiego i szerokopasmowego modelu gaussowskiego.
Gdy predkosci ruchu pojazdow sa wigksze od 45 m/s, szeroko$¢ pasma procesu na-
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prezen maleje ponizej poziomu ¢ = 0,95. Wtedy miara trwato$ci przesta, wyznaczona
za pomoca modelu szerokopasmowego, okazuje si¢ wigksza od obliczonej przy zalo-
zeniu, ze proces naprezen jest waskopasmowym procesem niegaussowskim. Modelo-
wanie szerokopasmowe prowadzi wowczas do wyznaczenia dtuzszego czasu zycia
konstrukgji.

Podobna prawidtowos$¢ ujawnia sig¢ na rys. 4.25, ktory ilustruje wptyw predkosci
ruchu pojazdéw na miare trwatosci mostu, obliczona ze wzgledu na stan zmeczenia
ciggna. Na rysunku przedstawiono dodatkowo wykres zmian szeroko$ci pasma bada-
nego procesu S= Ao, , opisujacego przyrost naprgzen w ciggnie. Miara trwatosci Tg
obliczona dla modelu szerokopasmowego jest wigksza od miary wyliczonej dla mode-
lu waskopasmowego, gdy szeroko$¢ pasma & < 0,95, a wspotczynnik regularnosci
a >0,3. W wyniku modelowania szerokopasmowego otrzymuje si¢ zatem dituzszy
czas zycia konstrukcji, podobnie jak w poprzednio analizowanym przypadku.

Tg [lata /(MPa)” ] ,7 Mia kosci
S — AO' Iy SZ€rokKosc1 pasma procesu
210

1,0E-08 5
<
1,0E-09 o5 m\ﬂ
1,0E-10 >@<
0.6
1,0E-11 o I% /
Tji/ﬁ/ 0.4

1,OE-12 ) /!
1,0E-13 0.2 f\‘!
v (m/s y (m/s
I,OE'14 T T T |( ) 050 T T T T I( )
10 20 30 40 50 60 10 20 30 40 50 60

—— waskopasmowy model niegaussowski
—  waskopasmowy model gaussowski
szerokopasmowy model gaussowski

Rys. 4.25. Wplyw predkosci ruchu pojazdéw na miarg trwatosci mostu
obliczona ze wzgledu na stan zmeczenia ciggna

Fig. 4.25. Effect of the traffic speed on the measure of bridge durability
calculated with respect to the cable fatigue

Kazde rozwiazanie problemu niezawodno$ci zmeczeniowej zawiera wiele
uproszczen, ktorych skutki sa czgsto trudne do oszacowania. Ze wzgledu na bez-
pieczenstwo konstrukcji istotniejsze sa te rozwigzania, ktore daja oszacowania
czasu zycia konstrukeji ,,od dotu” (krotszy czas zycia). W przypadku ciggien takie
oszacowanie otrzymuje si¢ za pomoca modelu waskopasmowego, jedynie przy
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matych predkosciach ruchu i duzej intensywnosci zgloszen pojazdow jest odwrot-
nie. Ten wniosek, w potaczeniu z analiza miar szeroko$ci pasma analizowanych
procesow i charakteru funkcji gestosci widmowych, sktania do stwierdzenia, ze
lepsza informacjg¢ o szerokosci pasma rzeczywistych procesdow naprgzen otrzymuje
si¢ na podstawie wspotczynnika regularnosci « , poniewaz parametr ¢ jest stabo
zmienny i nie roznicuje dostatecznie procesow. Z wynikéw badan wynika, ze pro-
cesy o wspotczynnikach o = 0,4-0,8 mozna traktowaé jak waskopasmowe, pod-
czas gdy ich szerokos$¢ pasma ¢ = 0,9-0,6 sugeruje raczej proces szerokopasmo-

wy. Bardzo niewielka zmiana warto$ci parametru &, bliskiego jednosci, powoduje
istotne zmiany charakteru rozwiazan. Stopien zmian zdecydowanie lepiej opisuje
wspotczynnik « (rys. 4.22 1 4.24).

Analiza iloSciowa wynikow przedstawionych na rys. 4.24 i 4.25 prowadzi do na-
stegpujacych wnioskéw. Najwigkszy gradient zmian trwato$ci obserwuje si¢ w cig-
gnach, co oznacza, ze sa to elementy o szczegdlnej wrazliwosci, a wigc bardziej nara-
zone na awarig. Migdzy innymi z tego powodu ciggna sa wykonywane z materiatow
o wysokiej jakosci 1 wytrzymatos$ci, co decyduje ostatecznie o ich wigkszej, w porow-
naniu z przestami dzwigara, niezawodno$ci. W analizie niezawodno$ci zmgczeniowej
dzwigara gléwnego bardziej miarodajny jest przekroj w 3/4 rozpigtosci przesta niz
przekrdj srodkowy. Jednak decydujacy wptyw na trwato$¢ mostu ma stan zmegczenia
przeset bocznych. Czas zycia mostu wyznaczony ze wzgledu na zmeczenie materiatu
przeset bocznych moze by¢ nawet dziesigciokrotnie krotszy od czasu wyznaczonego
ze wzgledu na zmeczenie przesta srodkowego.

D[S] (MPa)

15,0

Rys. 4.26. Odchylenia standardowe naprezen
Fig. 4.26. Standard deviations of stresses
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Rys. 4.27. Odchylenia standardowe predko$ci zmian napr¢zen
Fig. 4.27. Standard deviations of stress velocity

Mniejsza trwalo$¢ przesel bocznych wynika z duzej amplitudy zmian naprezen
i duzej predkosci zmian naprezen, o czym $wiadcza odchylenia standardowe przed-
stawione na rys. 4.26 1 4.27. Czgstos¢ wystgpowania ekstremalnych wartosci naprezen
jest ponadto zdecydowanie wigksza w przestach bocznych niz w przgsle glownym,
proces jest zdecydowanie szerokopasmowy jego gesto$¢ widmowa przyjmuje znacza-
ce wartosci w najwigkszym zakresie czgsto$ci. Nalezy jednak zauwazy¢, ze do wyzna-
czania drgan mostu zastosowano algorytm uproszczony, w ktorym pomija si¢ poziome
przemieszczenia ciggien. Badania przedstawione w rozdziale 4.2.2 wykazatly, ze od-
chylenia standardowe drgan i predkos$ci drgan przeset bocznych sa w tym przypadku
znacznie wigksze od wyznaczonych za pomoca algorytmu doktadniejszego, w ktorym
uwzglednia si¢ poziome przemieszczenia ciggien (rys. 4.3, 4.4). Nalezy zatem przyjaé,
ze rzeczywista trwato$¢ przegset bocznych jest wigksza i nie rdzni si¢ tak znaczaco od
trwatos$ci przesta gldownego.

4.5. Podsumowanie

Przedstawiona w rozdziale 4.2 analityczno-numeryczna metoda wyznaczania cha-
rakterystyk drgan losowych, wywotanych ruchem drogowym, jest zdecydowanie ta-
twiejsza w praktycznych zastosowaniach od metody symulacyjnej, ale zawiera wiele
ograniczen. Najistotniejszym ograniczeniem metody jest konieczno$¢ pominigcia
efektow nieliniowych, a takze konieczno$¢ pominigcia inercji i resorowania pojazdow.
Metoda symulacyjna, sformutowana w rozdziale 4.3, jest z kolei bardzo czasochtonna,
ale umozliwia modelowanie ruchu drogowego z duzym stopniem szczegdélowosci
i moze by¢ stosowana do analizy drgan nieliniowych. Mala efektywnos$¢ metody sy-
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mulacyjnej utrudnia natomiast jej stosowanie w badaniach studialnych, w szerokim
zakresie zmiennosci parametréw. Do takich zastosowan wykorzystano w niniejszej
pracy zdecydowanie bardziej skuteczng metode analityczno-numeryczna, przy czym
doktadnos$¢ tej metody, w aspekcie istotnosci jej podstawowych ograniczen, zbadano
za pomoca eksperymentow symulacyjnych.

Na podstawie badan symulacyjnych stwierdzono, ze wptywy nieliniowe w moscie
wiszacym, obciazonym s$redniointensywnym, swobodnym ruchem drogowym, powo-
duja zmniejszenie drgan. Uwzglednienie efektoéw nieliniowych spowodowato w kaz-
dym rozwazanym przypadku zmniejszenie odchylen standardowych (o 5%—12%). Nie
zanotowano istotnych roéznic w zakresie warto$ci oczekiwanych naciagow ciggien
1 przemieszczen dynamicznych przgsta gtéwnego (~1%). Jedynie w przestach bocz-
nych $rednia, nieliniowa odpowiedZz mostu jest wigksza od liniowej (o ~11%), ale
roéwnocze$nie jej rozproszenie wokot wartosci przecigtnej jest mniejsze (o ~10%).
Testy numeryczne wykazaty, ze pominigcie efektoéw nieliniowych jest dopuszczalne.
Skutkiem jest przeszacowanie odpowiedzi konstrukcji, co jest korzystne w aspekcie
oceny jej bezpieczenstwa. Podobne rezultaty uzyskano w wyniku analiz wptywu iner-
cji i resorowania pojazdow drogowych. Stwierdzono, ze wptywy te sa pomijalnie mate
i powoduja niewielkie zmniejszenie wartosci odchylen standardowych.

Wyniki analizy efektow nieliniowych oraz efektow inercji i resorowania pojazdéw
$wiadcza o tym, ze za pomoca metody analityczno-numerycznej mozna z wystarczaja-
ca doktadnos$cia wyznaczy¢ charakterystyki losowe drgan mostow wiszacych, podda-
nych dzialaniu swobodnego ruchu drogowego. Ograniczenie analizy do drgan linio-
wych jest uzasadnione, a efekty dynamiczne spowodowane inercja i resorowaniem
pojazdéw moga by¢ pominigte.

W rozdziale 4.2.2 przedstawiono przyktad analizy studialnej drgan losowych mo-
stu w stanie ustalonym. Analizowano wplyw predkosci ruchu pojazdéw na warto$ci
oczekiwane i odchylenia standardowe drgan przesta glownego i przeset bocznych
mostu Vincenta Thomasa. Pojecie ,,drgania mostu” oznacza tu, podobnie jak w calej
pracy, taczny statyczno-dynamiczny efekt dziatania obcigzenia. Jednocze$nie badano
takze wyodrebniony efekt statyczny. Intensywno$¢ zgloszen pojazdow zwiazano
z predkoscia zaleznos$cia empiryczna, ktéra przewiduje, ze ze wzrostem predkosci
intensywnos$¢ ruchu poczatkowo stabo rosnie, potem zdecydowanie maleje. Stwier-
dzono, ze warto$ci oczekiwane przemieszczen dynamicznych maleja ze wzrostem
predkosci ruchu, odchylenia standardowe natomiast lokalnie rosna przy pewnych
predkosciach, mimo zmniejszajacej si¢ intensywnosci zgloszen pojazdow. Wystepo-
wanie lokalnych ekstremow odchylen standardowych $wiadczy o tym, ze przy wybra-
nych predkosciach ruchu pojazdéw most wykazuje szczegolna wrazliwos¢ na dyna-
miczne oddziatywanie ruchu drogowego. Stwierdzono, ze wartosci przecigtne
przemieszczen w przgstach bocznych sa o rzad mniejsze niz w przesle gtownym, ale
odchylenia standardowe sa poréwnywalne, co oznacza, ze w zagadnieniu drgan de-
terministycznych nalezy spodziewa¢ si¢ w przestach bocznych znacznie wigkszych
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wartosci wspdlczynnikow dynamicznych niz w przesle srodkowym. O duzej wrazli-
wosci dynamicznej przeset bocznych §wiadcza rowniez odchylenia standardowe pred-
kosci drgan — w przestach bocznych sa na ogot wigksze niz w przesle gtownym. Ta
szczegblna wrazliwos¢ przgset bocznych jest w pewnym stopniu wynikiem przyjgcia
uproszczonego modelu mostu. Zwigkszenie dokladnosci modelowania, w wyniku
uwzglednienia wpltywu poziomych przemieszczen ciggien powoduje w catym zakresie
rozpatrywanych predkosci wyrazne zmniejszenie odchylen standardowych przemiesz-
czen w przestach bocznych; warto$ci przecigtne nie zmieniaja si¢ istotnie.

Istotnym elementem badan przedstawionych w rozdziale 4.2.2 jest weryfikacja
mozliwosci aproksymowania stacjonarnych efektow obciazenia ruchem drogowym
przez stacjonarne procesy gaussowskie. Na podstawie analiz funkcji ggstosci rozktadu
prawdopodobienstwa i obliczonych wartosci ekscesu stwierdzono, ze w stanie ustalo-
nym rozklady rozwazanych proceséw niewiele si¢ r6znig od rozkladu normalnego.
Najbardziej zblizony do procesu Gaussa jest proces opisujacy drgania w srodku roz-
pietosci przesta glownego. Z kolei procesy drgan w przekrojach potozonych w ¢wiart-
kach rozpigtosci przgsta glownego najbardziej si¢ réznia od gaussowskich. W obu
przypadkach, a takze w przypadku drgan przgset bocznych, mozna przyjaé, ze apro-
ksymacja procesami gaussowskimi jest uzasadniona. Trzeba zauwazy¢, ze zatozenie
aproksymacji gaussowskiej jest mimo wszystko tylko przyblizeniem rzeczywistych
proceséw. Problem konsekwencji tego przyblizenia rozwazono ponownie w rozdzia-
le 4.4 w aspekcie oceny niezawodno$ci mostow wiszacych. Stwierdzono, ze aproksy-
macja procesami Gaussa powoduje zmniejszenie $redniej intensywnos$ci przekroczen
ustalonego poziomu przemieszczen. Najmniejsze bledy popenia si¢ w przypadku
analizy drgan w srodku rozpigtosci przgsta glownego, najwigksze — w ¢wiartkach roz-
pigtosci przesta gtownego. Wyniki te sa zgodne z wnioskami sformulowanymi na
podstawie analizy funkcji gestosci rozktadu prawdopodobienstwa. Zanizenie $redniej
intensywnosci przekroczen nie jest korzystne, poniewaz prowadzi do zawyzonych
wartos$ci prawdopodobienstwa braku przekroczen przyjetego poziomu granicznego
(niezawodnosci). W przypadku niezawodnosci zmgczeniowej zanizenie $redniej licz-
by przekroczen powoduje nadmiernie korzystne oszacowania czasu mozliwej eksplo-
atacji konstrukcji.

Opisane w rozdziale 4.4 metody badania niezawodno$ci zmeczeniowej sa znane
w literaturze. Jednak wybor wlasciwej metody dla rozwazanego w pracy zagadnienia nie
byl oczywisty. W praktyce obliczeniowej wykorzystanie metod sformutowanych
w literaturze w sposob ogélny wiaze si¢ z koniecznoscig stosowania pewnych uprosz-
czen, ktore powinny by¢ zgodne ze specyfika proceséw stochastycznych opisujacych
zmiany naprezen. Zazwyczaj zaktada sig, ze sg to stacjonarne procesy waskopasmowe,
druga opcja sa procesy szerokopasmowe. Sa to dwie odmienne idealizacje procesow
rzeczywistych, ktére prowadza do réznych rozwiazan szczegdtowych. W rozdziale 4.4.3
przedstawiono 1 pordwnano wyniki obu rozwigzan, wyznaczonych dla przykladowego
mostu wiszacego w stanie ustalonym drgan wywotanych swobodnym ruchem drogo-
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wym. Zbadano szeroko$¢ pasma procesow i wyznaczono funkcje gestosci widmowych
dla naprezen w charakterystycznych punktach konstrukcji. Stwierdzono, ze badane pro-
cesy naprezen sg procesami szerokopasmowymi. Szerokosci pasma procesow zaleza od
parametréw obciazenia — predkosci ruchu i intensywnosci zgloszen pojazdow, i od loka-
lizacji na obiekcie punktu obserwacji naprezen. Niewielkie zmiany miary szerokosci
pasma, bliskiej jednosci, powoduja istotne zmiany charakteru rozwiazan. Szeroko$¢
pasma procesu naprezen w przestach bocznych jest najwigksza, proces jest zdecydowa-
nie szerokopasmowy, niezaleznie od zmian parametrow obcigzenia. Wowczas miara
trwalosci przesel, wyznaczona za pomoca modelu waskopasmowego, jest niekorzystnie
zawyzona. W przgsle glownym szerokosci pasma proceséw sg nieco mniejsze. To nie-
wielkie zmniejszenie szerokoSci pasma powoduje zdecydowane zmniejszenie bigdu
wynikajacego z modelowania waskopasmowego. W ciggnach szeroko$¢ pasma procesu
naprezen jest najmniejsza i wyraznie maleje ze wzrostem predkosci obciazenia, ktory
laczy si¢ ze zmniejszona intensywnos$cia zgloszen pojazdow. Wowczas, ze wzgledu na
bezpieczenstwo konstrukcji, wskazane jest modelowanie waskopasmowe procesu na-
prezen, ktore prowadzi do mniej korzystnych rezultatow oceny trwatosci mostu. Bada-
nia niezawodnos$ci zmeczeniowej wykazaly, ze najwigkszy gradient zmian miary trwa-
fosci mostu obserwuje si¢ w ciggnach, co oznacza, ze sa to elementy o szczegdlnej
wrazliwo$ci, a wigc bardziej narazone na awari¢. W analizie niezawodno$ci dzwigara
gléwnego bardziej miarodajny jest przekrdj w 3/4 rozpigtosci przesta niz przekrdj srod-
kowy. Decydujacy wptyw na trwato§¢ mostu ma stan zmeczenia przgsel bocznych.

Przedstawione w rozdziale 4.4 wyniki badan niezawodnosci sa przyktadem wyko-
rzystania mozliwosci obliczeniowych, ktore oferuje opracowany w rozdziale 2 algo-
rytm analizy drgan deterministycznych, w potaczeniu ze sformulowana w rozdzia-
le 4.2, analityczno-numeryczna metoda wyznaczania charakterystyk drgan sto-
chastycznych, wywotanych losowym ruchem drogowym. Efektywno$¢ prezentowa-
nych metod analizy drgan losowych i niezawodnosci zalezy w duzym stopniu od
szybkosci wyznaczania dostatecznie doktadnych, dynamicznych funkcji wptywu ba-
danych reakcji mostu — przemieszczen, napr¢zen w ciggnach i dzwigarze usztywniaja-
cym. W rozwazanym zagadnieniu funkcje te moga by¢ wyznaczone jedynie w sposob
numeryczny, poprzez bezposrednie catkowanie numeryczne rownan ruchu. Caltkowity
czas, konieczny do wygenerowania przebiegéow funkcji wptywu, az do ich zaniknig-
cia, moze by¢ bardzo diugi, ze wzgledu na mate ttumienie drgan. W rezultacie nie-
zbedne jest wielokrotne wykonywanie wieluset tysiecy krokow catkowania. W kaz-
dym kroku catkowania rozwiazywany jest uklad rownan, przy czym liczba réwnan
zalezy od przyjetej metody dyskretyzacji konstrukcji. Wyniki badan zaprezentowane
w niniejszym rozdziale dowodza, ze przyjeta w rozprawie metoda dyskretyzacji, opar-
ta na globalnej aproksymacji w sensie Ritza, umozliwita opracowanie skutecznego
algorytmu wyznaczania drgan deterministycznych, ktory stanowi dobra podstawe
metod analizy drgan losowych i zapewnia realna mozliwo$¢ wykonywania obliczen
niezbgdnych do badania niezawodno$ci konstrukcji.



5. Drgania wymuszone dzialaniem porywistego wiatru

5.1. Uwagi wstepne

Drgania mostow wiszacych, wywotane dzialaniem wiatru, mozna najogolniej po-
dzieli¢ na dwie grupy. Pierwsza grupa obejmuje oscylacje o charakterze lokalnym,
gdy ruch konstrukcji ogranicza si¢ do drgan jednego lub kilku wieszakéw, druga gru-
pa to oscylacje globalne, ktdre dotycza catej konstrukcji (Gimsing [59]).

Lokalne oscylacje wieszakéw moga by¢ spowodowane wzbudzaniem wirowym,
czyli okresowym, naprzemiennym odrywaniem si¢ wirdw, ktore przy pewnych kry-
tycznych predkosciach wiatru wywotuja drgania rezonansowe w plaszczyznie prosto-
padtej do kierunku przeptywu powietrza. W szczegoélnych warunkach pogodowych
moze wystapi¢ zjawisko galopowania, charakteryzujace si¢ drganiami o duzej ampli-
tudzie, zachodzacymi rowniez w kierunku poprzecznym do kierunku wiatru. Zjawisko
galopowania moze pojawié si¢ przy wzbudzaniu wiatrowo-deszczowym, szczegdlnie
w warunkach marznacego deszczu, powodujacego oblodzenie. W przypadku wyste-
powania nadmiernych lokalnych drgan wieszakoéw stosuje si¢ specjalne $rodki zapo-
biegawcze, ktore powoduja stabilizacje drgan. Montuje si¢ poziome liny stabilizujace,
taczace wieszaki, instaluje si¢ odpowiednio dobrane tlumiki oraz dodatkowe wyposa-
zenie, ktore modyfikuje ksztatt przekroju wieszaka i zwigksza chropowato$¢ po-
wierzchni (podtuzne wypuktosci, zebra, okretki z drutow).

Drgania o charakterze globalnym sa znacznie bardziej niebezpieczne, moga
w krytycznych sytuacjach doprowadzi¢ do utraty statecznos$ci i katastrofy catej kon-
strukcji. Mozliwosci wystapienia sytuacji zagrazajacych bezpieczenstwu musza by¢
wlasciwie zidentyfikowane i wyeliminowane na etapie projektowania. W przypadku
mostow wiszacych prognoza i ocena efektow aerodynamicznych jest bardzo trudna.
Obejmuje duza liczbg zlozonych probleméw szczegdtowych, ktorymi zajmowato si¢
wielu badaczy i ktore sa nadal przedmiotem badan. Obszerna bibliografi¢ i przeglad
zagadnien aerodynamiki mostow wiszacych mozna znalez¢ w monografiach Simiu
i Scanlana [105], Dyrbye i Hansena [54] oraz Gimsinga [59]. W monografii Simiu
i Scanlana [105] opisano wspoélczesne metody analizy zjawisk aerodynamicznych.
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Metody te sa ciagle aktualizowane i doskonalone [54], stanowig punkt wyjscia badan
wielu autoréw [17, 41, 43, 44, 46]. Z kolei, w monografii Gimsinga przedstawiono
problemy aerodynamiki w sposob pogladowy, w ujeciu inzynierskim, z ktérego sko-
rzystamy, aby krotko scharakteryzowac problem.

Konstrukcje mostow wiszacych sa pod-
dane réznym typom wymuszenia aerody-
namicznego, w zaleznosci od predkosci
wiatru. Na rysunku 5.1 przedstawiono wy-
kres ilustrujacy t¢ zaleznos¢. Przy
stosunkowo  niewielkich  predkosciach
wiatru moze pojawi¢ si¢ niekorzystne
zjawisko wzbudzania wirowego drgan
dzwigara usztywniajacego. Wiry formuja si¢
1 odrywaja naprzemiennie z gornej i dolnej
powierzchni  dzwigara, co powoduje
wzbudzenie drgan pionowych i skretnych.
Ruch konstrukcji wzmaga sig, gdy czgstosé
odrywania si¢ wirdw jest zblizona do jednej
z czgstosci wlasnych mostu, ale drgania sa
ograniczone 1 powrotnie maleja, gdy
predko$¢ wiatru ro$nie 1 zmienia si¢

czeBose silthyudzanetrze istotnego znaczenia

4 Odpowiedz

Flatter

Wzbudzanie
turbulentne

Wzbudzanie
wirowe

>
-

Predko$¢ wiatru

Rys. 5.1. Zaleznos¢ odpowiedzi mostu nabieraja  fluktuacje predkosci wiatru.
od predkosei wiatru (Gimsing [59]) Wowcezas, oprocz obciazenia wywolanego
Fig. 5.1. Bridge response versus wiatrem o stalej, usrednionej predkosci,

wind speed (Gimsing [59]) nalezy uwzgledni¢ zmienne w czasie sktad-

niki obciazenia, wynikajace z turbulencji. Obcigzenie wiatrem z uwzglgdnieniem turbu-
lencji jest nazywane wzbudzaniem turbulentnym. Obecnie powszechnie stosuje sig ter-
min anglojezyczny: ,,buffeting”. Wzbudzanie turbulentne, podobnie jak wirowe, nie
stanowi bezposredniego zagrozenia dla bezpieczenstwa konstrukcji, ale powoduje efek-
ty zmgczeniowe 1 jest przyczyna dyskomfortu uzytkownikow.

Najwigksze zagrozenie dla mostow wiszacych stanowia drgania typu flatter, cha-
rakteryzujace sig niestabilnym ruchem konstrukcji, ktory prowadzi do katastrofy. Pod-
stawowym zadaniem projektantow jest takie uksztaltowanie mostu, aby krytyczna
predkos¢ wiatru (tzw. predkosc flatteru) byla zdecydowanie wigksza od predkosci,
ktore moga wystepowac w rejonie usytuowania konstrukcji. Zjawisko flatteru analizu-
je si¢ zazwyczaj z pomini¢ciem turbulencji. Dopuszczalnos¢ takiego podejscia uza-
sadnia si¢ tym, ze turbulencje powoduja zwickszenie krytycznych predkosci flatteru,
o czym $wiadcza wyniki badan modelowych w tunelach aerodynamicznych. Fizyczna
1 matematyczna interpretacja flatteru bedzie przedstawiona doktadniej w rozdziale 5.2,
po zdefiniowaniu obcigzen aerodynamicznych.
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Wsréd opisanych powyzej przypadkéw wzbudzania aerodynamicznego nie
uwzgledniono zjawiska galopowania, poniewaz w analizie globalnych drgan mostow
wiszacych zjawisko to nie ma praktycznego znaczenia — nie stwierdzono w praktyce
przypadkow drgan wywotanych galopowaniem dzwigara usztywniajacego. Nie
wspomniano takze o mozliwo$ci utraty statecznosci konstrukcji w sensie statycz-
nym, na skutek tzw. rozbieznosci skretnej (,,torsional divergence”). Aby krotko
scharakteryzowac to zjawisko, nalezy przypomnie¢, ze obciazenia acrodynamiczne
zaleza od kata natarcia wiatru, ktory zmienia si¢ wraz z obrotem konstrukcji. Przy
pewnej krytycznej predkosci wiatru moment aerodynamiczny osiaga warto$¢ spre-
zystej reakcji skretnej. Po przekroczeniu predkosci krytycznej niewielka zmiana kata
natarcia powoduje nieograniczony obroét konstrukceji, co jest rownoznaczne z utrata
statecznosci. W przypadku mostéw wiszacych predkosci krytyczne odpowiadajace
rozbieznosci skretnej sa na ogot ekstremalnie duze [105], wigksze niz predkosci
flatteru [54].

Jak wspomniano wczes$niej, literatura dotyczaca aerodynamiki mostow wiszacych
jest bardzo obszerna. Mimo to stale pojawiajq si¢ nowe opracowania, poniewaz kazdy
nowo budowany obiekt wymaga odrgbnych badan eksperymentalnych i analiz teore-
tycznych, a rownoczesnie ciagly rozwdj technik obliczeniowych i eksperymentalnych
umozliwia tworzenie coraz doktadniejszych metod badawczych. Ostatnio wiele uwagi
poswigca si¢ problemowi ,,buffetingu”. Przyktadem sa prace Miyaty, Yamady i Bo-
onyapinyo [17, 85, 86], Chena, Matsumoto i Kareema [43, 44], Jonesa i Scanlana [70,
73]. Pewnym przyczynkiem sa tu prace autorki [20, 21], w ktérych przedstawiono
metodg analizy korelacyjnej drgan mostu wiszacego obciazonego porywistym wiatrem
z losowymi fluktuacjami predkosci. Analiza drgan spowodowanych wzbudzaniem
turbulentnym ma bardzo duzy walor praktyczny. W odr6znieniu od wiatru krytyczne-
go, przy ktorym moze pojawié si¢ zjawisko flatteru, silny porywisty wiatr jest rzeczy-
wistym obciazeniem, ktore dziata na konstrukcje mostu i ma wptyw na stan jej wyte-
zenia. Oba zagadnienia — ,buffeting” i flatter — sa bardzo istotne, ale cel i metody
analizy sa zupelie inne. Zjawisko flatteru analizuje si¢ w ujgciu deterministycznym
przy zatozeniu statej, usrednionej predkosci wiatru, wzbudzanie turbulentne natomiast
powinno by¢ rozpatrywane w kategoriach proceséw stochastycznych.

W dalszym ciagu skupimy uwage na zagadnieniu drgan spowodowanych turbu-
lentnym przeptywem wiatru. Predko$¢ porywistego wiatru ma trzy sktadowe (w kie-
runkach x, y, z) i zmienia si¢ zar6wno w czasie jak 1 w przestrzeni, zalezy od wielu
parametrow, ma charakter losowy. Stanowi wielowymiarowe pole losowe o zmien-
nych w czasie charakterystykach. W praktyce obliczeniowej przyjmuje si¢ zwykle
liczne uproszczenia. Zaklada sig, ze predkos¢ wiatru dziatajacego na dany punkt kon-
strukcji (wybrany przekrdj mostu) jest kombinacja trzech niezaleznych, jednowymia-
rowych, stacjonarnych proceséw gaussowskich [41]. Zalozenie niezaleznosci proce-
sOW jest rownoznaczne z pominigciem korelacji migdzy trzema sktadowymi
predkosci. Bardziej restrykcyjnym zatozeniem jest catkowite pominigcie dwoch skta-
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dowych predkosci, poprzecznych do kierunku wiatru, jako mato istotnych w porow-
naniu z fluktuacjami o kierunku zgodnym z przeplywem powietrza [59]. Gaussowski
model wiatru jest powszechnie akceptowany i stosowany od wielu lat, ale jest tylko
wygodnym obliczeniowo przyblizeniem. Jak twierdza autorzy pracy [60], Gioffre,
Gusella 1 Grigoriu, analiza statystyczna pomiar6w ci$nienia wiatru na konstrukcje
i wyniki badan eksperymentalnych swiadcza o tym, Ze proces gaussowski nie opisuje
pola cis$nienia wiatru w sposob wystarczajaco doktadny.

Do analizy drgan wywolanych zjawiskiem ,,buffetingu” stosuje si¢ na ogoét kla-
syczna metode spektralng (rozwiazania w dziedzinie czgstosci). Obecnie, coraz czg-
sciej wykorzystywane jest alternatywne podejs$cie, w ktorym poszukuje si¢ rozwiazan
w dziedzinie czasu [17, 43, 44]. To podejscie, w odréznieniu od poprzedniego, umoz-
liwia migdzy innymi uwzglednienie cech nieliniowych konstrukcji 1 wzbudzania aero-
dynamicznego. Analiza odpowiedzi konstrukcji w dziedzinie czasu wymaga okresle-
nia ,na wejsciu” historii przebiegbw czasowych obciazen spowodowanych
wzbudzaniem turbulentnym. Do tego celu stosuje si¢ zwykle metody symulacyjne.
Stad, migdzy innymi, obserwuje si¢ w ostatnich latach duze zainteresowanie specjali-
stow inzynierii wiatrowej metodami symulacji procesow stochastycznych [41, 60].
Zastosowanie metod symulacyjnych umozliwia generowanie przyktadowych realizacji
proceséw gaussowskich i niegaussowskich [41], dzigki czemu mozna stosunkowo
doktadnie opisa¢ pole cisnienia wiatru.

W niniejszym rozdziale przedstawiono oryginalne rozwiazanie problemu drgan mo-
stow wiszacych, poddanych dziataniu wzbudzania turbulentnego. Problem ,,buffetingu”
wybrano w rozprawie do rozwazan z dwoch powodow. Po pierwsze — silny, porywisty
wiatr jest czesto spotykany w strefach lokalizacji mostow wiszacych i stanowi ich glow-
ne obcigzenie srodowiskowe. Po drugie — zjawisko wzbudzania turbulentnego, z natury
losowe, dobrze kojarzy si¢ z wczesniej rozwazanym zagadnieniem drgan wywolanych
losowym ruchem drogowym. Zgodnie z najnowszymi trendami, do analizy drgan spo-
wodowanych turbulentnym przeptywem wiatru zastosujemy podejscie polegajace na
poszukiwaniu rozwiazan w dziedzinie czasu. Rozwiazania te beda sformutowane za
pomoca aparatu matematycznego teorii proceséw stochastycznych.

W rozdziale 5.3 przedstawiono oryginalny, stochastyczny model silnego, porywi-
stego wiatru, ztozony z przeptywu o stalej predkosci sredniej, na ktory nakladaja sig
okresowe porywy o dowolnym przebiegu czasowym oraz losowe fluktuacje wysoko-
czgstosciowe (turbulencje). Dziatanie wiatru opisano zatem niestacjonarnym procesem
stochastycznym o zmiennej w czasie wartosci oczekiwanej. Rozdziat 5.4 zawiera
sformutowanie metody analizy stochastycznej drgan mostu. Przedstawiono rozwiaza-
nia w zakresie teorii korelacyjnej, stuzace probabilistycznej ocenie drgan konstrukcji.
Pole ci$nienia wiatru podzielono na segmenty wzdtuz rozpigtosci mostu, uwzglednia-
jac przestrzenna korelacje turbulencji. Rozwazono dwa przypadki szczegolne, r6znia-
ce si¢ sposobem modelowania losowych fluktuacji predkosci wiatru. W pierwszym
przypadku przyjgto, ze turbulencje sa modelowane procesem gaussowskim o stalej
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korelacji, w drugim przypadku do opisu korelacji zastosowano model w postaci proce-
su typu ,,bialy szum”.

Przedstawione rozwazania stanowig wstep do dalszych prac badawczych w dziedzi-
nie aerodynamiki mostow wiszacych. W przysztych badaniach przewiduje sig¢ uscislenie
modelu obciazenia silnym porywistym wiatrem. Model ten opracowano pomijajac ob-
ciazenia acrodynamiczne wywolanych ruchem konstrukcji (sity samowzbudne). Sity te
pomini¢to celowo, aby przedstawi¢ zasadniczy schemat rozwiazania w sposob klarow-
ny. Algorytm moze by¢ tatwo uzupelniony o pominigte sity aerodynamiczne, ogdlna
ide¢ postgpowania omowiono w rozdziale 5.6, ktory stanowi podsumowanie zaprezen-
towanych rozwigzan i zawiera omoéwienie mozliwo$ci rozwinigcia przedstawionej teorii
na przypadki ogdlniejsze.

5.2. Obcigzenia aerodynamiczne mostow

Powszechnie stosowany model zmiennego wiatru sktada si¢ z przepltywu o predko-
éci éredniej E[U(f)] = U , na ktory nakladaja si¢ chwilowe fluktuacje predkosci, czyli
turbulencje. Przyjmuje sig, ze predko$¢ wiatru, dziatajacego na dany punkt konstruk-
cji, ma trzy sktadowe w trzech wzajemnie prostopadtych kierunkach

Ult)=U +u(t),
Vt)=v(t), (5.1)

W(t)=w(t).

Funkcje u(t), v(t), w(t) opisuja trzy sktadowe turbulencji wiatru. Praktycznie naj-
wigksze znaczenie ma sktadowa turbulencji u(t), o kierunku zgodnym z kierunkiem
przeptywu powietrza (Gimsing [59]).

Przyjmijmy na chwilg, Zze konstrukcja ma mate rozmiary, a jej ruch jest opisany
jedna wspdtrzedna g(7). Catkowite obciazenie aerodynamiczne jest wypadkowa ci-
$nienia wiatru, zmodyfikowana przez wspotczynnik oporu aerodynamicznego C,,,
zalezny od ksztattu konstrukcji: F(t) = Cp,Ap[U +u(t) —q(t)]* /2. A jest powierzch-
nia konstrukcji, prostopadta do kierunku wiatru, p oznacza gesto$¢ powietrza. Ciénie-
nie wiatru obliczono tu na podstawie wzglednej predkosci U(f) — ¢(¢) , mierzonej
wzgledem konstrukcji poruszajacej si¢ z predkoscia ¢(¢) — Dyrbye i Hansen [54].
Zwykle przyjmuje si¢ uproszczenie: [U +u —¢)* = U* + 2Uu — 2U¢, polegajace na
pominieciu sktadnika (u — §)*, jako matej wyzszego rzedu. Wowczas catkowite ob-
ciazenie konstrukcji mozna rozdzieli¢ na trzy sktadniki:
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F=F, +F +F,, (5.2)
1 —, 1 — 1 —.
F, =5CDA,0U , F, = ECDAp2Uu, F,= —ECDAp2Uq , (5.3)

ktore opisuja $rednie obciazenie wiatrem F, (,,mean load”), obciazenie wynikajace
z turbulencji F, (,,buffeting load”) i obciazenie sitami samowzbudnymi F,, (,,self-
excited load”), zaleznymi od ruchu konstrukcji.

U+u(t)

—
wiatr T

w(t)

Rys. 5.2. Konfiguracja obciazen aerodynamicznych w przekroju
poprzecznym dzwigara usztywniajacego

Fig. 5.2. Aerodynamic loads in a cross-section of stiffening girder

Obciazenia aerodynamiczne dziatajace na dzwigar usztywniajacy mostu wiszacego
mozna podobnie rozdzieli¢ na trzy grupy, przy czym oczywiscie problem znacznie si¢
komplikuje. Oprocz sit dziatajacych w kierunku wiatru pojawiaja si¢ sily dodatkowe,
wynikajace z ssania i parcia wiatru, dzialajace na gorna i dolna powierzchni¢ dzwiga-
ra. Przyjmuje si¢, ze obciazenia aerodynamiczne sa opisane przez trzy sktadowe: po-
zioma site D dziatajaca zgodnie z kierunkiem wiatru (,,drag force™), pionowa site
unoszaca L (,,lift force”) i moment odchylajacy M (,,pitching moment”). Sity te, mie-
rzone na jednostke dlugosci dzwigara, sa wynikiem redukcji obciagzen aerodynamicz-
nych do srodka $cinania przekroju dzwigara [54, 105]. Na rysunku 5.2 przedstawiono
konfiguracje obcigzen aerodynamicznych w przekroju poprzecznym mostu, wraz ze
sktadowymi opisujacymi stan przemieszczenia przekroju. Sktadowe przemieszczenia
przekroju x;, potozonego w i-tym przesle mostu, oznaczono tu nowymi symbolami
h=w(x;,t), p=v(x;,t), a=@,(x;,t), aby dostosowa¢ si¢ do ogdlnie przyj¢tych
w literaturze definicji. Przedstawione na rysunku zwroty sil, sktadowych predkosci
wiatru i przemieszczen nalezy uwaza¢ za dodatnie. Przyjeta reguta znakowania skta-
dowych stanu przemieszczenia i obciazenia jest zgodna z ogdlna regula stosowana
w calej rozprawie, jest takze zgodna z notacja stosowana obecnie w literaturze (Mat-
sumoto i inni [43, 44], Cobo del Arco, Aparicio [46]). We wcze$niejszych opracowa-
niach, traktujacych na ogot roztacznie problem ,buffetingu” i flatteru, dodatnia sita
pionowa (unoszaca) ma zwykle zwrot skierowany w gore, zgodnie z fizycznym od-
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dziatywaniem wiatru. W aktualnie uzywanej notacji za nadrzedny uwaza si¢ zwrot
pionowej sity samowzbudnej, zgodny ze zwrotem pionowego przemieszczenia prze-
kroju.

Kazda sktadowa obcigzenia aerodynamicznego mozna rozdzieli¢ na trzy sktadniki,
analogiczne do (5.2):

D=D,+D,+D,,,
L=L,+L,+L,, (54

M=M,+M,+M,,.

Srednie (statyczne) obciazenie wiatrem w przekroju X, wynosi (Simiu i Scanlan
[105])

D,(x) = pUBC,(@) (5.5)
L,(x) =3 pUBC, (@), (5.6)
M, ()= PUBC (@), (5.7)

gdzie a jest katem natarcia wiatru i rOwnocze$nie obrotem przekroju, B jest szeroko-
$ciag przekroju dzwigara (rys. 5.2). Funkcje C,(a), C,(a) i C,(a) oznaczaja
wspolczynniki oporu aerodynamicznego, zalezne od kata natarcia wiatru i ksztattu
dzwigara.

W zagadnieniu drgan wywotanych wzbudzaniem turbulentnym przyjmuje si¢ usta-
lone warto$ci wspolczynnikéw aerodynamicznych C, =C,(,), C, =C, (&),
Cy =Cy(a,), okreslone przez $redni kat natarcia wiatru ¢, obliczony w zagadnie-
niu statycznym. Obciazenie wynikajace z turbulencji wiatru zapisuje si¢ wzorami
o nastgpujacej postaci (Chen, Matsumoto, Kareem [44]):

1 = u(x;,1) / w(x;,1)
Db(xiat) = EpUzB(chZDu U +CDZDW (7 s (58)
1 — u(x,,t , w(x;,t
L) =3 0B 26,20, 0 (€1 1, D) s9)

1 = u(x;,t , w(x;,t
M, (1) =5p0232[2chMu L Uqum%j, (5.10)
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gdzie:

_dGy
da

o 46,

17(0)
C' ==M
da M

CI
P da

b

a=aq, a=a, a=a,

Funkcje ¥p,> Ypws Xius Xiws Xaws Xane, NaZywane admitancjami aerodyna-
micznymi, sa funkcjami przeniesienia predkosci fluktuacyjnych wiatru na sity aerody-
namiczne. Do opisu admitancji najczesciej stosuje si¢ funkcje Theodorsena lub funk-
cje Searsa [54, 105]. Posta¢ tych funkcji zalezy od czestosci pulsacji wiatru i ksztattu
przekroju poprzecznego dzwigara. W rozwiazaniach wyznaczanych w dziedzinie cza-
su funkcje admitancji, zalezne w sposob dyskretny od czestosci, przeksztalca si¢ do
postaci funkcji ciagltych za pomoca tzw. aproksymacji Rogersa (rozwinigcie w szereg
wedhug specjalnie dobranych funkcji wymiernych zmiennej zespolonej). Nastepnie
korzystajac z odwrotnej transformacji Laplace’a uzyskuje si¢ funkcje okreslone
w dziedzinie czasu, metoda zaproponowanag na przyktad przez autoréw pracy [44].
Mnozenie wspotczynnikéw aerodynamicznych Cp,, C,, C,, przez funkcje admitan-
cji jest przyblizonym sposobem opisu ich zaleznosci od czgstosci pulsacyjnych wiatru.

W praktyce obliczeniowej czgsto stosuje si¢ tzw. teori¢ quasi-ustalona, w ktorej
zaklada sig, ze warto§ci wspotczynnikow aerodynamicznych nie zaleza od czgstosci.
Woéwcezas do wyznaczenia sit aerodynamicznych wynikajacych z turbulencji wiatru sa
stosowane formuly uproszczone, w ktérych funkcje admitancji aerodynamicznej sa
rowne jednosci. W analizie drgan konstrukcji wywotanych wzbudzaniem turbulent-
nym $rednie obciazenie wiatrem i obciazenie turbulencjami wystepuje tacznie. Laczne
formuty, wedtug teorii quasi-ustalonej, maja nastgpujaca posta¢ (Boonyapinyo i in.
[17], Simiu i Scanlan [105]):

1 = u(x;,1) , w(x;,1)
D, +D, =~ pU’B| C,| 1+ 2550 | ¢f WMD) 5.11
m b 210 |: D( U j D U ( )
L +1L,= _%pUZB{CL(l +2”(’i’t))+(q +Cp) W(g”)} (5.12)
1 772 p2 u(x',t) ' W(XZ,Z‘)
M, +M, =—pU2B*| C,|1+22520 | ¢ 5D | 5.13
m b 2/0 |:M( 0 MTH ( )

Przejdzmy teraz do okreslenia obciazen aerodynamicznych wynikajacych z ruchu
konstrukcji. Definicje sit samowzbudnych sa powszechnie formutowane przy zatoze-
niu, ze ruch konstrukcji jest harmoniczny o czgstosci kolowej @ oraz ze przeplyw
powietrza jest laminarny, z ustalong predkoscia (tzn. pomija si¢ fluktuacje predkosci
wiatru). Definicje te sa okreslone nastepujacymi formutami (Cobo del Arco, Aparicio
[46], Simiu i Scanlan [105]):
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Dse(xl,t)——pUzBKP £+KP B—+KP + k2P L4 kP! ﬁ+KP*h
2 U U B U B
(5.14)

*h *Ba h

Lsg(xi,t)zlpUQB + KH, 22 + K*Hio + K*H, ~ + KH. Py KH. 2|,
2 'T U ‘B U

B
(5.15)

Mse(xi,t)zépUZB{KA §+KA;€]_(Z+K Aa+K A*%+KA 17+K A B}

(5.16)

Wspoélczynniki P, Hl.* , A? (i = 1-6) sa bezwymiarowymi funkcjami czestosci
zredukowanej K = wB/U i zaleza od konfiguracji geometrycznej przekroju dzwiga-
ra. Nosza nazwe pochodnych aerodynamicznych lub pochodnych flatterowych (,,flut-
ter derivatives”). Wyznacza si¢ je do§wiadczalnie, na podstawie badan modelowych
w tunelu aerodynamicznym.

Sity samowzbudne zaleza w skomplikowany sposob od przemieszczen i predkosci
ruchu konstrukcji. Sktadniki zalezne od przemieszczen opisuja sily aerosprezyste,
sktadniki zalezne od predkosci — sity thumienia aerodynamicznego. Przeniesienie tych
sktadnikow na lewa strong rownan ruchu konstrukcji powoduje modyfikacje reakceji
sprezystych uktadu i sit oporéw ruchu (thumienia). Zwykle t¢ procedure wykonuje sig
po dekompozycji modalnej. Otrzymuje si¢ ponownie sprz¢zone roéwnania ruchu tzw.
»konstrukcji w wietrze”, ktorg charakteryzuja nowe czgstosci wlasne i formy wlasne
oraz nowe parametry modalne thumienia. Jesli jakikolwiek parametr thumienia modal-
nego jest ujemny, to ruch konstrukcji jest niestabilny i mamy do czynienia ze zjawi-
skiem flatteru (Boonyapinyo i in. [17]). Predkosci krytyczne flatteru odpowiadaja
thumieniu zerowemu — wtedy energia wprowadzona do uktadu przez sity samowzbud-
ne jest rowna energii rozpraszanej dzigki wlasnosciom thumiacym konstrukcji. Prak-
tyczne znaczenie ma najmniejsza z predkosci krytycznych flatteru.

Powyzszy opis jest bardzo pogladowy, dotyczy problemu tzw. flatteru wielomo-
dalnego, ktory jest w ogdlnym przypadku trudny do rozwiazania. Kazdej predkosci
wiatru odpowiadaja inne warto$ci pochodnych flatterowych, ktére z kolei zaleza od
nieznanej czg¢stosci zredukowanej, a rownoczesnie — poprzez sity aerosprezyste — mo-
dyfikuja sztywnos¢ konstrukcji ,,w wietrze”, decydujac o jej czgstosciach i ksztalcie
form wtasnych. To powoduje koniecznos$¢ szukania rozwiazania dla kazdej predkosci
wiatru za pomoca skomplikowanej procedury iteracyjnej, ktorej nie mozna w pehi
zautomatyzowac [43]. Zagadnienie flatteru rozwiazuje si¢ czg¢sto w sposdb uproszczo-
ny, sprowadzajac korekte rownan ruchu zapisanych w postaci modalnej do poprawek
wylacznie diagonalnych. Zaniedbanie sprzgzen migdzy formami, spowodowanych
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sitami samowzbudnymi, umozliwia niezalezna analiz¢ zagadnienia flatteru jednomo-
dalnego, dla kolejnych form drgan (,,mode-by-mode approach”, [105]).

Klasyczne rozwigzania problemu niestateczno$ci flatterowej mostow wiszacych
formutuje sig¢ na podstawie analizy dwoch niezaleznych postaci drgan swobodnych —
jedna jest forma pionowa czysto-gigtna, w drugiej wystepuja wytacznie drgania skretne.
Tego typu podejscie jest opisane szczegdtowo w monografii Dyrbye i Hansena [54].
Rozpatruje si¢ trzy przypadki szczegoélne. Pierwsze dwa przypadki otrzymuje si¢ przez
pominigcie sprzezen w definicjach sit samowzbudnych (5.15) i (5.16), co jest réwno-
znaczne z przyjeciem, ze H, =0, H; =0, 4 =0, A4, =0. Pominiecie sprzezen
prowadzi do dwoch niezaleznych zadan typu flatter jednomodalny. Pierwsze zadanie
opisuje problem drgan czysto-gi¢tnych, drugie — problem drgan czysto-skretnych. Wa-
runkiem pojawienia si¢ niestatecznosci aerodynamicznej jest ujemne ttumienie aerody-
namiczne. W przypadku pionowych drgan typowych mostow wiszacych, thumienie ae-

rodynamiczne jest zwykle dodatnie (pochodna aerodynamiczna H, jest ujemna), zatem
zjawisko niestatecznosci nie wystepuje. W przypadku drgan czysto-skretnych, ttumienie
aerodynamiczne zalezy od pochodnej aerodynamicznej A, . W niektorych mostach wi-
szacych z dzwigarami usztywniajacymi o przekroju otwartym, wspotczynnik A, zmie-
nia znak z ujemnego na dodatni, wraz ze wzrostem predkosci zredukowanej wiatru.
Wowczas thumienie aerodynamiczne staje si¢ ujemne i moze osiagna¢ wartos$¢ krytycz-
na, rowna thumieniu mechanicznemu. Z tego warunku wyznacza si¢ krytyczna predkosé
wiatru, powyzej ktorej wystepuja niestateczne drgania czysto-skretne typu flatter.

Uwzglednienie sprzg¢zen aerodynamicznych automatycznie powoduje sprzgzenie
pionowych i skretnych drgan konstrukcji, co odpowiada trzeciemu przypadkowi
szczegolnemu, ktory w literaturze nosi nazwe ,,flatteru klasycznego” [105]. Sity aero-
sprezyste, opisane pochodnymi aerodynamicznymi H, i A4; , powoduja sukcesywnie
— ze wzrostem predkosci wiatru — zwigkszenie sztywnoS$ci gigtnej i zmniejszenie
sztywnosci skretnej. Skutkiem jest zmniejszanie si¢ réznicy miedzy czgstoscia drgan
gigtnych 1 drgan skretnych konstrukeji ,,w wietrze”. Drgania typu flatter pojawiaja si¢
przy takiej predkosci wiatru, dla ktorej czestosci te osiagna te sama warto$¢. Wobec
tego ryzyko wystapienia flatteru jest wigksze dla mostow, w ktorych czestos¢ drgan
skretnych jest niewiele wigksza od czgstosci drgan pionowych. Predkos$¢ krytyczna
flatteru klasycznego wyznacza si¢ na podstawie pordwnania energii przekazywanej
konstrukcji przez strumien powietrza z energia rozpraszana w cyklu drgan [54].

W ostatnich latach pojawity si¢ prace, w ktorych autorzy formuluja metody roz-
wiazania ogolnego przypadku flatteru wielomodalnego, z uwzglednieniem sprz¢zen
aerodynamicznych (np. [17, 43, 44]). Wspolna cecha tych metod jest przeksztalcenie
funkcji (5.14)—(5.16), ktére opisuja sity samowzbudne w dziedzinie czgstoSci, na
funkcje zalezne od czasu. W tym celu pochodne flatterowe zalezne od czgstosci rozwi-
ja si¢ w szereg wedtug zasad aproksymacji Rogersa lub aproksymacji Karpela [17],
podobnie jak wczes$niej wspomniane funkcje admitancji. Takie rozwiazanie zagadnie-
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nia flatteru wielomodalnego ma charakter ogélny — obejmuje rézne przypadki niesta-
tecznosci aerodynamicznej, takie jak flatter skretny i klasyczny przypadek flatteru
gietno-skretnego (Boonyapinyo i in. [17]). Transformacje¢ sit samowzbudnych do po-
staci funkcji zaleznych od czasu stosuje si¢ obecnie do kompleksowego sformutowa-
nia obciazen aerodynamicznych w dziedzinie czasu. To podejscie umozliwia wyzna-
czanie przebiegdw i oceng drgan konstrukcji, wywolanych dzialaniem silnego wiatru
z turbulencjami, z uwzglednieniem sit aerodynamicznych.

5.3. Niestacjonarny model stochastyczny
obciazenia mostu porywistym wiatrem

W klasycznym modelu zmiennego wiatru zaktada sig, ze strumien wiatru o predkosci
chwilowej U(f) sktada si¢ z przeptywu o statej predkosci §redniej U 1 chwilowych fluktu-
acji u(f). Fluktuacje predkosci wiatru maja charakter losowy i sa opisane stacjonarnym
procesem gaussowskim o zerowej wartosci $redniej. Podstawowa charakterystyka procesu
jest gestos¢ widmowa, okreslona w dziedzinie czgstotliwosci, nazywana widmem wiatru.
Funkcje gestosci widmowej predkosci pulsacyjnych wiatru sa okreslone przyblizonymi
wzorami empirycznymi, sformutowanymi na podstawie analiz wynikow pomiardéw. Naj-
czesciej stosowane funkcje gestosci widmowej wiatru — funkcje spektralne Karmana,
Davenporta, Harrisa i Kaimala — sa opisane w monografii Dyrbye i Hansena [54]. Szcze-
gotowy opis funkcji spektralnej Davenporta oraz widma opracowanego przez Van der
Hovena mozna znalez¢ tez w polskiej monografii, napisanej przez Zuranskiego [126].

Funkcje spektralne obejmuja zakres czgstotliwosci, ktory odpowiada pulsacjom
o okresach od 1 sekundy do Sminut, ale sa tak sformutowane, ze z najlepsza doktad-
noscia reprezentuja zakres czestotliwosci wokot szczytu widma wiatru. Szczyt widma
(najwigksza energia pulsacji wiatru) odpowiada porywom krotkookresowym, ktore
trwaja od kilkunastu do kilkudziesigciu sekund, czyli wystgpuja z czestotliwoscia
0,05-0,01 Hz. Przyjmuje sig, ze w tym zakresie czg¢stotliwosci porywisto$¢ wiatru jest
spowodowana glownie nierowno$ciami terenu, tzn. mechanicznym oddzialywaniem
podioza. Te chwilowe, krotkookresowe zmiany predkosci i kierunku wiatru sa nazy-
wane turbulencjami. Skala turbulencji w kierunku przeptywu, u(¢)/U(¢), rzadko

przekracza 0,2 (Simiu i Scanlan [105]). Fluktuacje predkosci wiatru w plaszczyznie
prostopadtej do przeptywu sa znacznie mniejsze. Jak podaje Zuranski [126], powotu-
jac si¢ na prace Harrisa, intensywno$¢ turbulencji poprzecznych jest okoto trzykrotnie
mniejsza od intensywnosci turbulencji zgodnych z kierunkiem wiatru.

Powszechnie stosowane funkcje spektralne (Kaimala, Davenporta) nie opisuja
z dostateczna doktadno$cia widma wiatru w zakresie niskich czgstosci, ktore odpo-
wiadaja porywom o dtuzszych okresach, od okoto 2 do 5 minut — Dyrbye i Hansen
[54]. Wedlug Simiu i Scanlana [105], porywy dlugookresowe maja znacznie wigksza
skale niz porywy krétkookresowe, zatem moga powodowac istotne zmiany pola ci-
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$nienia wiatru. Uwzglednienie tych zmian jest praktycznie niemozliwe przy obowia-
zujacym zalozeniu o stacjonarno$ci procesu opisujacego zmienng predko$¢ wiatru
i przy zastosowaniu metody widmowej do opisu charakterystyk tego procesu.

W niniejszej rozprawie sformulujemy niestacjonarny model porywistego wiatru,
ktory uwzglednia naturalne porywy dlugookresowe i opisuje je w dziedzinie czasu.
Podstawa modelu jest zalozenie, ze zmienny sktadnik predkosci wiatru u(¢) jest suma
losowych turbulencji 7(¢) i zmiennej w czasie wartosci oczekiwanej (), opisujacej
porywy bedace dluzej trwajacymi zmianami predkosci. Zmienna w czasie predkosc
wiatru wyrazimy zatem wzorem o postaci

U)=U +u(t)=U +u(t) +u(t). (5.17)

Przyijeto, ze turbulencje u#(f) sa opisane procesem stacjonarnym o zerowej warto-
$ci oczekiwanej i znanej funkcji korelacyjnej, a zalezna od czasu warto$¢ $rednia u (¢)
jest okresowa serig porywoOw, opisana za pomoca WZorow

W(t)=Y AUP(t-1,) ,
i=0
(5.18)
0 gdy t<t, lub t>¢,+T

P(it—t) gdyt, <t<t,+T

Pr(t=t;) = { >

w ktorych ¢, =iA, rA<t<(r+1)A. Liczba porywow tworzacych serig jest ograni-
czona i wynosi ». T oznacza czas trwania porywu, ktoérego ksztalt opisuje determini-
styczna funkcja P(f—¢;) o dowolnym ciaglym przebiegu. Porywy pojawiaja si¢
w stalych odstgpach czasowych A>T, ktéore moga by¢ wigksze od czasu trwania
porywu T. Skalg porywu opisuje parametr A = max,[u()]/ U. Opisana predkos¢ wia-
tru stanowi niestacjonarny proces stochastyczny o okresowo zmiennej w czasie warto-
$ci oczekiwanej. Przyktadowa realizacj¢ procesu przedstawiono na rys. 5.3.

A v

Yanflap r’;__

VY Vyvy

T i

Rys. 5.3. Przyktadowa realizacja procesu losowego opisujacego predkos¢ wiatru
Fig. 5.3. Statistical sample of a random process describing wind speed
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Rozwazania ograniczymy do analizy drgan wywotanych dziataniem zmiennego
wiatru, z pominigciem sit samowzbudnych. Nalezy jednak zauwazy¢, ze uwzglednie-
nie tych sit w ogdlnym schemacie algorytmu jest mozliwe. Problem ten bedzie omo-
wiony w rozdziale 5.6. W rozwazaniach zastosujemy uproszczenia, ktore sa po-
wszechnie przyjmowane w symulacji losowego obciazenia wiatrem mostow o duzych
rozpigtosciach. Zatozymy, podobnie jak w pracy Cao, Xianga i Zhou [41], ze wplyw
turbulencji poprzecznych do kierunku wiatru v(¢) , w(f) jest pomijalnie maty. Catko-
witg rozpigtos¢ mostu podzielimy na segmenty i przyjmiemy, ze intensywnos$ci obcia-
zen aerodynamicznych sa state w obrgbie segmentu.

Losowe turbulencje predkosci wiatru i, (1) w poszczeglnych segmentach mostu
sa opisane procesami stacjonarnymi tego samego typu (np. gaussowskie), o jednako-
wym spektrum, czyli o takiej samej funkcji korelacyjnej K&jl}/ (t,,t,) =K, (r), gdzie
T =1, —1,. Sa to procesy skorelowane — wzajemne korelacje procesoOw ﬁj (¢) opisuja
przestrzenna korelacje turbulencji, ktora maleje wzdtuz rozpigtosci mostu.

Podziat mostu i obcigzenia wiatrem na segmenty prowadzi do opisu losowego pola
turbulencji za pomoca uktadu stacjonarnych proceséw stochastycznych o zerowych
wartos$ciach oczekiwanych (wektor stochastyczny). Do analizy zagadnienia w dziedzi-
nie czasu sa potrzebne funkcje opisujace wzajemne korelacje procesow sktadowych.
Mozna je wyznaczy¢ korzystajac ze znanych zalezno$ci migdzy funkcjami wzajem-
nych kowariancji i gestosci widmowych [45, 108, 116]

Ci (1) = 2j S; i, (@)cosordo . (5.19)
0

Funkcje wzajemnych gestosci widmowych (,,cross-spectral densities™) oznaczono tu
symbolem S; . (@), zgodnie z notacja powszechnie uzywana w inzynierii wiatrowej.
J

W przypadku proceséw o zerowej warto$ci oczekiwanej, wzajemne kowariancje
Cigﬁk (r) sarowne korelacjom wzajemnym K&,&k (7). Autokorelacje K; - (7) =K, ()

nalezy tu obliczy¢ na podstawie danego spektrum wiatru S,;/l;]_ (w) = S(w) , stosujac na
przyktad widmo Kaimala, zdefiniowane wzorem

nS(n)  200f
U2 1+501)°3°

(5.20)

gdzie n=w/2n, f=nz/U(z), U,=KU(z)/In(z/z,), K=4. U(z)=U jest
srednia predkoscia wiatru na poziomie dzwigara mostu (na wysokosci z), z, oznacza
parametr chropowatosci podtoza [41]. Korelacje wzajemne K. (r) wynikaja z ge-
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stoSci wzajemnych, ktéore mozna wyznaczy¢ uwzgledniajac przestrzenna korelacje
turbulencji, wedtug wzoru podanego przez Cao, Xianga i Zhou [41], o postaci

S&,ﬁk (w) = \/Sﬁk,&_, (@)S; ,;, (@) coh(d,,w) = S(w)coh(d ;,w). (5.21)

Symbol coh(6 , ,) oznacza funkcjg koherencji migdzy punktami x;, x, , odlegtymi

J?
06, = ‘xj —xk‘. W rozwazanym zagadnieniu przyjmiemy, ze X, = xj , X, =X, sa
wspotrzednymi mierzonymi wzdtuz rozpigtosci mostu, ktore okreslaja potozenie cen-
tralnych punktow w segmentach dzwigara o numerach j, k. Funkcje koherencji mozna
wyznaczy¢ w sposob przyblizony, na podstawie modelu Davenporta

Awd
2nU(z) )

coh(d ;@) = exp(— (5.22)

w ktorym zaktada si¢ eksponencjalny tryb zanikania korelacji, zalezny od bezwymia-
rowego parametru A, przy czym zazwyczaj przyjmuje sig, ze 4 =7-10 [41].

Przejdzmy teraz do sformutowania obcigzen aerodynamicznych dziatajacych na
wybrany segment mostu. Rozwazmy najpierw sity aerodynamiczne dziatajace wzdtuz
kierunku wiatru na pewna hipotetyczna konstrukcje o malych rozmiarach. Sumarycz-
ne parcie wiatru na powierzchni¢ o polu 4 wynosi

Fp(6) = PU(0AC, (@) =
_ % pAC, ()T + @] +2[T +7O]i(0) +[E0OT). (5.23)

Sktadnik [1(f)]* pominiemy jako maty wobec pozostatych sktadnikow wyrazenia
(5.23) i zapiszemy tg formule w nastepujacej postaci:

Fy =L o0+ LT(t)]zA{CD (1 +21 _ﬂ . (5.24)
2 U+u
Poréwnanie struktury wzoru (5.24) z wyrazeniami (5.11)—(5.13) umozliwia sfor-
mutowanie postaci obcigzen aerodynamicznych dziatajacych na dzwigar usztywniaja-
cy mostu wiszacego. Wedtug zatozen teorii quasi-ustalonej, sktadowe obciazen spro-
wadzone do $rodka S$cinania przekroju dzwigara sa w rozwazanym przypadku
okreslone wzorami:

—l 7 o7 2 u’\(xiat)
D(x;,t) = > plU +u(x,,1)] B{CDKI + 2—(74- LT(X[,Z)J:I , (5.25)
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__l T7 2 I uA(xiat)

L(x;,t) = 5 plU +u(x,,1)] B_CL(I + 2—(7+ ﬁ(xi,t)ﬂ , (5.26)

M(x.0) =~ [T + @, t)]ZBz_C 142 100D (5.27)
) v o U +iu(x;,1) )| '

Sa to obciazenia mierzone na jednostk¢ dlugosci, dotycza przekroju x;, potozone-
go w i-tym przesle mostu. Wspolczynniki aerodynamiczne sa okre§lone przez $redni
kata natarcia wiatru «,: C,, = Cp(ry), C, =C, (), C,, =C,(ry).

Zgodnie z wczesniejszymi ustaleniami przyjmiemy dalej, ze predkos¢ wiatru dzia-
tajacego na wybrany segment mostu o numerze j, potozony w przesle 7, nie zalezy od
zmiennej geometrycznej x,, zatem u(x;,¢) =u(t) i u(x;,¢) =u,(¢). Zalozono tu do-
datkowo, Ze rozktad przestrzenny okresowych porywow o dtugim czasie trwania, opi-
sanych zmienna w czasie wartoscia Srednia u(¢), jest stalty wzdtuz calej rozpigtosci
mostu. Obcigzenia aerodynamiczne segmentu sa rOwnomiernie roztozone i wynosza:

Di(t) = pBC, f,(1), (5.28)
L(t)=—pBC,f,(1), (5.29)
M:(t) = pB*C, £ (1), (5.30)
gdzie
[0 =F@O)+ f,() =%[l7+t7(t)]2 +[U +u(n)]i, (1) (5.31)

Postaci wzorow (5.28)—(5.30) wynikaja bezposrednio z relacji (5.25)—(5.27), przy
czym sposob zapisu dostosowano do wymogdéw dalszej analizy, w ktorej bedzie wy-
korzystywany aparat matematyczny z zakresu procesOw stochastycznych. W szcze-
g6Inosci rozdzielono funkcje losowa opisujaca zalezno$¢ obciazen aerodynamicznych
od czasu na sktadnik f (¢) odpowiadajacy zmiennej w czasie wartosci oczekiwanej

1 losowa fluktuacje f ; (1) o zerowej wartosci oczekiwanej.

5.4. Algorytm analizy korelacyjnej losowych drgan mostu
obciazonego porywistym wiatrem

Przestrzenne drgania mostu sa opisane macierzowym réwnaniem ruchu (2.64) lub
(2.92). Sa to rownania nieliniowe. W dalszym ciagu zalozymy, ze wplywy nieliniowo-
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$ci geometrycznej zwiazanej ze zmiang ksztaltu ciggien sa pomijalnie mate i rozwaza-
nia ograniczymy do analizy drgan liniowych. Konsekwencja tego zatozenia jest pomi-

niecie w réwnaniu ruchu wektora nieliniowych reakcji sprezystych uktadu R™(q).

Wektor wzbudzania F(t) jest okreslony ogdlnymi wzorami (2.65).
Rozwazymy najpierw obciazenie aerodynamiczne jednego segmentu mostu. Skta-
dowe obciazenia przesta | wynosza:

d,i (%, 1) = L5 (Oh; (%)),
d,;i (X,t) = D} (Oh; (%), (5.32)
M (6,1 = M3 (Oh; (%),
gdzie
hi (%) =3[x + L, —(x{ =0,5d )] - 3[x + L, = (x{ +0,5d,)], (5.33)
oraz X, =X-L_,, L = ilk , Ly =0,1=1,2,..,n Symbol 3(x) oznacza funkcje¢
k=1

jednostkowa Heaviside’a, za pomoca ktorej opisano odcinek obciazenia zwiazany
z segmentem j o dlugosci d; (rys. 5.4).

M-m? |

—T’l’m

dj

] g —] X2 1, ) 5,
Ly

Rys. 5.4. Lokalizacja segmentu obciazenia wiatrem
Fig. 5.4. Location of a wind load segment

Po podstawieniu wzoru (5.32) do (2.65) otrzymujemy:

l; b;
Fyi = [ dasidx = L0 ['s,06)dx = —pBC,;0)d [e,(3)) — ¢;(b)], (5.34)
0

a;

I b;
F, = [aysid = D§(0) [ 5,04)dx; = pBC, (0l '[e;(a)) ¢, (b)],  (5.35)
0

a;
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1. b;
1 1 L
Fyi = [masidx = M0 [s,04)dx = pB*Cy, £;0) Ld '[es(@)) - €(b))]. (5.36)
0 a
gdy L, < XJ? < L. Jesli rozwazany segment obciazenia znajduje si¢ poza przgstem i,
to wektory (5.34)—(5.36) sa zerowe. Granice catkowania w powyzszych wzorach wy-
nosza: a;=(xj —0,5d;)—L;,, b;=(xj +0,5d;) - L;_,. Pozostale oznaczenia sa zgod-

ne z notacja zastosowana w rozdziale 2.5:
d=diag(z, 27,...,N,7), ¢;(X;) =[cos m&,cos 2n&,,...,cos Ny &1, & =%, /1.

Z analizy wzorow (5.34)—(5.36) wynika, ze wektor wzbudzania odpowiadajacy
jednemu segmentowi obciazenia aerodynamicznego mozna przedstawi¢c w postaci

iloczynu wektora liczbowego FJs i losowe;j funkcji f;(t) . Catkowite obciazenie mostu

jest suma obciazen poszczegdlnych segmentow j =1,...,Nn,, zatem taczny wektor
wzbudzania ma postac

FO)=Y Ff, ). (5.37)
i1

Oznaczmy symbolem R (t) = R(X;,t) funkcje losowa opisujaca poszukiwang od-
powiedz konstrukcji na dzialanie obcigzenia aerodynamicznego (sil¢ wewngtrzna
w przekroju X;, przemieszczenie lub naprgzenie w dowolnym punkcie przekroju).

Korzystajac z zasady superpozycji, mozna wyznaczy¢ catkowita odpowiedz konstruk-
cji sumujac odpowiedzi na wymuszenia sktadowe

R®=YR,®). (5.38)
=1

Losowe wymuszenie f;(t) jest calkowalng funkcja czasu, zatem odpowiedz ukfa-
du R;(t) moze by¢ obliczona poprzez sumowanie po czasie rozwigzan odpowiadaja-

cych rézniczkowym impulsom f;(7)dz , wedtlug wzoru
t
Rj(t):jHRj(t—r)fj(r)dr. (5.39)
0

Funkcja Hg;(t —7) oznacza tu odpowiedz konstrukcji R;(t) na impuls jednost-
kowy dzialajacy w chwili 7. Jest to funkcja analogiczna do impulsowej funkcji przej-
$cia, ktora operuje si¢ w teorii uktadow o jednym dynamicznym stopniu swobody [75,
116]. Wyznacza si¢ ja numerycznie, na podstawie rozwigzania rownania ruchu przy
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zerowych warunkach poczatkowych, przy czym wektor wzbudzania ma postac
F(t) = FJS -0(t — 1), gdzie o oznacza funkcj¢ Diraca.
Funkcje losowa R;(t) mozna rozdzieli¢ na sktadnik odpowiadajacy zmiennej

w czasie wartosci oczekiwanej i sktadnik opisujacy losowa fluktuacje o zerowej war-
tosci oczekiwanej. Po podstawieniu zaleznosci (5.31) do (5.39) otrzymujemy

Rj(t)=%J.HRj(t—T)f_(T)dT+J.HRj(t—T)fj(T)dT=FTj(t)+F$j(t), (5.40)
0 0

gdzie:

t
R, (1) =%jHRj(t—r)[LT+U(r)]2dr, (5.41)
0

R;(t) = j He;(t - 0[U +0()]d; (r)dz. (5.42)
0

Zsumowanie rozwiazan (5.40) wedhlug relacji (5.38) prowadzi do wyniku o nastg-
pujacej postaci:

RO =YR,0)+ Y R,). (5.43)
=1 j=1

Przejdzmy teraz do analizy korelacyjnej drgan konstrukcji opisanych niestacjonar-
nym procesem stochastycznym (5.43). Po podstawieniu relacji (5.18) do (5.41) i wy-
konaniu stosownych obliczen, warto$¢ oczekiwana procesu drgan wynosi

ER(MI= D R () =
j=1

Ns v—1 Gi+T
:% 2 JHRJ(t r)dr+z JHRJ(t DP(r —t)[24 + 2P(r —t)] dr +
=1\ o i=0 t;
t
+_[HRj(t—f)P(r—tv)[2/1+/12P(r—tv)]dz- , (5.44)

tV

jesli VA<t <VA+T oraz
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n

ERM]= Y R,(0) =

j=1

n v §+T

:%LTZZS:[J-HRj(t—T)dT+Z jHRj(t—r)P(r—ti)[zmzzp(r—ti)]dr , (5.45)
i=1\ o

i=0 ¢,

jesli VA+T <t < (v+ DA, przy czym V oznacza tu liczbg porywow wiatru, zareje-
strowanych do chwili t. W obliczeniach wykorzystano fakt, ze warto$ci oczekiwane

losowych fluktuacji R j(t) sa zerowe, co wynika ze wzoru (5.42). Wymieniona wia-

snos¢ funkcji R j(t) ulatwia obliczenie funkcji kowariancyjnej procesu (5.43), ktora

w rozwazanym przypadku spetnia relacje
Cre (t,1,) = E[R ()R (t,)] - E[R(t)]E[R (t,)] =

Ns N

- E{Z R;(t)- 2R”k (tz)} =3 EIR;(t)R (t,)]. (5.46)
j=1 k=1

j=1 k=1

Funkcja kowariancji procesu drgan mostu jest tu suma wzajemnych korelacji

Kr«?jFSk (t,t)= E[RA i )RAk (t,)], ktére tworza macierz korelacyjna wektora stocha-
stycznego o wymiarze N, ztozonego z proceséw R j () . Po uwzglednieniu zaleznosci
(5.18) 1 (5.42) funkcja wzajemnej korelacji przybiera postacé

Ly

Krr, (4:1) = LTZ'[IH ik (6,71, 7) Ky g (71, 7)d 7y d 7, +
00

vzfltiz +T b
+A0%Y j jH §Kag Pz, —t;,)drydz, + AU ”H # Ko Pz, -t )drdr, +
=0t 0 t, 0

v-1i*Tt e
+202y j J'H §Kag P(z, —t)dz,d7, + /uTZHH §Kag Pz, —t, )dr,dz, +
i, =0

0 t, 0
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v -1 szltiz +T til +T
+ 20 ZZ;Z,) j IH «Kag, P(r =t )P(r, —t; )dz,d7, +
h=0n= tiy t,

Vz—lti2+T t

+ 202 Z;) [ JHKea P ~t)P@E —t, )drde, +
= tiz t‘/l

Vl—ltil +T t,

N /12U_ZZ J‘ jH Koo, P(7 —t)P(z, —t, )d7,d 7, +

=0t t,

6
+ 22072 j j H Ky, Pz, —t,)P(z, —t,)dz,d7, |, (5.47)

t,t

V2 v

gdzie H K = H jk(tl,tz,rl,rz) =H Rj(tl -t)HR(, —7,), Kﬂjljk = KL]J_ljk (,,7,) oraz
VASt SVA+T, V,A<t, <V,A+T.
Jesli VA+T <t <(v, +DA Iub v,A+T <t, <(v, +1A, to w wyrazeniu (5.47)

t t,
wszystkie calki typu .[ dz, lub J-dr2 sa rOwne zeru, a gorna granica sumowania wy-
tVl tv2
nosi odpowiednio v, lub v,, zamiast v, -1, v, —1.
Do obliczenia catek wystepujacych w formule (5.47) musi by¢ zastosowana meto-
da numeryczna, poniewaz funkcje przejscia H g, (t — 7) nie maja postaci analityczne;.

Moga by¢ wyznaczone jedynie numerycznie, w dyskretnym zbiorze punktdw czaso-
wych, ktéry wynika z kroku numerycznego catkowania rownania ruchu konstrukcji.
W tym samym zbiorze punktow czasowych nalezy obliczy¢ rzedne funkcji korelacyj-
nych K okreslonych wzorami (5.19)—(5.22).

a jﬂk ’

Istotne znaczenie praktyczne ma wariancja procesu drgan op = Cpg (t,1), ktora
mozna obliczy¢ na postawie wzorow (5.46) 1 (5.47), przyjmujac t, =t, =t oraz
V, =V, =V. Wyznaczenie wariancji w opisany sposob jest do$¢ trudne do realizacji
numerycznej. W zwiazku z tym dalej przedstawimy metod¢ uproszczona, ktdéra moze
shuzy¢ do wstepnego oszacowania wariancji. Rozpatrzymy dwa przypadki szczegdlne,
w ktorych zalozymy dwie krancowe idealizacje matematyczne procesu opisujacego
turbulencje wiatru. Dzigki tej idealizacji obliczenie wariancji mozna znacznie upro-

$ci¢, sprowadzajac catki podwojne zawarte w formule (5.47) do catek pojedynczych.
W rozdziale 5.3 przyjeto, ze losowe turbulencje predkosci wiatru U j(t) w po-

szczegblnych segmentach mostu sg opisane stacjonarnymi procesami stochastycznymi
tego samego typu, o takiej samej funkcji autokorelacji Kl]jdj (r,,7,) =Ks(z, — 77).
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Zatozy my, ze jest to proces stacjonarny o rozkladzie gaussowskim i statej funkcji
korelacyjnej, okreslonej wzorem K,(z, —7,) = o7, gdzie o; = K,(0) jest wariancja
procesu, obliczona dla danego spektrum wiatru (5.20) wedlug wzoru (5.19), przy za-
tozeniu, ze 7 =17, —7, =0. Wowczas korelacje wzajemne procesow U;(t) i U, (t)

nie zaleza od czasu i maleja eksponencjalnie wzdhuz rozpigtosci mostu, co wynika z
relacji (5.21) 1 (5.22). Przyjmiemy zatem, ze

Kﬂjljk (,,7,) = ajko]]z, (5.48)
gdzie
jS(w)Coh(ajk,w)dw
ay =—— (5.49)
j S(w)dw
0

Spektrum S(w) 1 funkcja koherencji coh(d @) sa dane wzorami (5.20) i (5.22).
W przypadku j =k otrzymuje si¢ o =1 (autokorelacja), poniewaz coh(d,w) =1,
gdy o= ‘X i~ Xk‘ =0. Po podstawieniu wzoru (5.48) do (5.47) i uwzglednieniu, ze

t, =t, =t oraz v, =V, =V, wyznaczymy wariancj¢ drgan mostu, ktora jest okreslona
relacja:

o2 (1) = U202 D" ey vy Oh, (0 + 2h; (0, ©) + 0, (OF; ) + 2g; (DG, D). (5.50)
=1 k=1

Funkcje h,(t) i g,(t), | = j,k sa opisane wzorami:

hl(t)szR,(t—r)dr, (5.51)

v—1 G+T t
g => JHR,(t—T)P(r—ti)dr+IHR|(t—T)P(r—tV)dr, (5.52)
i=1 ti tv
jezeli VA<t <VA+T oraz

v Gi+T

9= [Hat-0)PE-t)dz, (5.53)

i=1 t

jezeli VA+T <t < (V+1DA.
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W drugim wariancie rozwigzania zatozymy, Ze losowe turbulencje U;(t) sa opisa-
ne stacjonarnymi procesami stochastycznymi o rozktadzie normalnym i funkcji auto-
korelacji w postaci bialego szumu: Kﬂjﬁj (7,,7,) = Ky(7,,7,) = 07 - 8(r, — 7,) . Analo-

gicznie jak poprzednio przyjmiemy, ze korelacje wzajemne procesoOw maleja wzdhuz
rozpigtosci mostu i sq okreslone wzorem

Kujak (71,7,) = ajko-é 0(1, —1y). (5.54)

W tym przypadku wariancja aecrodynamicznej odpowiedzi mostu wynosi

ol =002 > Y ay (hy (0 + 220, 0) + 28, ), (5.55)

j=1 k=1

gdzie:

hy(t) = IHRJ. (t—r)Hg, (t - D)do, (5.56)
0

v—14+T t
g;c(t) = Z J-HRJ-(t — DHp (t—7)P(r —t)dr + IHRj(t — O Hp (t—1)P(r —t,)d7,

V (5.57)

v—1 G+T t

f®=> IHR,. (t— D)Hp (t - )P’ (z —t)d +IHR,. (t— D)Hp(t - 7)P*(r —t,)d7,
t,

i=1 t;

(5.58)

gdy VASt<SVA+T. Jezeli VA+T <t<(V+1A, to wzory (5.57) i (5.58) nalezy
zmodyfikowa¢, zastgpujac w znakach sum gorna granicg vV — 1 przez v oraz przyjmujac
rowne zeru catki o dolnej granicy t,.

Sformulowane rozwiazania obejmuja przypadek drgan wymuszonych wiatrem
opisanym w sposob klasyczny — przez $rednia predkos¢ i gaussowskie turbulencje,
wowezas U(t) =U +U(t), co odpowiada zatozeniu, ze A = 0. Odpowiedz konstruk-
cji w stanie ustalonym jest wowczas stacjonarnym procesem (Gaussa o nastgpujacej
wartosci oczekiwanej i wariancji:

5

N | —

EIR ()] = 3 R; ()
j=1

i=1

u? [THRJ. (e)deJ, (5.59)
0
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og(0)=U" JHRj (HI)HRk(é’z)Kijljk (6, - 6,)d6,dé, . (5.60)
0

o0
j=1 k=1

Jesli zalozymy jak poprzednio, ze korelacje wzajemne turbulencji sa dane wzorem
(5.48), to na podstawie (5.50) wariancja odpowiedzi mostu w stanie ustalonym wynosi

ag(oo)=UzagiiajijRj(e)de-IHRk(e)de. (5.61)

j=1k=1 0

Jezeli natomiast zalozymy, Zze proces turbulencji jest opisany relacja (5.54), to
w stanie ustalonym otrzymamy

o2 () =002 > Y ety [Hey (O)H i ()40 (5.62)

j=1 k=1 0
5.5. Przyklad obliczeniowy

Sformutowany w rozdziale 5.4 algorytm analizy korelacyjnej drgan spowodowa-
nych porywistym wiatrem moze by¢ podstawa obszernych badan numerycznych. Ba-
dania te beda przedmiotem przysztych prac autorki. W niniejszym rozdziale zostana
przedstawione wyltacznie wyniki pierwszych testow obliczeniowych, ktoére ilustruja
charakter losowej odpowiedzi mostu na dziatanie obcigzenia w postaci niestacjonar-
nego procesu stochastycznego o okresowo zmiennej w czasie wartosci oczekiwane;.
Sa to wyniki badan opublikowanych przez autorkg w pracach [20, 21], w ktorych ana-
lizowano jedynie pozioma sktadowa obciazenia wiatrem i przyjeto uproszczenie, ze
parcie wiatru jest jednakowe na calej powierzchni bocznej dzwigara usztywniajacego.
Sita poprzecznego poziomego parcia wiatru dziatajacego na belke usztywniajaca mo-
stu w przekroju X; wynosi tu

D(t) = ph,Co [T+ T(1)]? /2 +[T +T®]d(D)). (5.63)

Jest to wzor analogiczny do (5.28), ale obciazenie w przekroju X; jest zebrane
wzdtuz wysoko$ci dzwigara h,, wedlug zalecen Dyrbye i Hansena [54], zamiast

z szerokosci przekroju B, jak przyjeto we wzorze (5.28), zgodnie z powszechnie sto-
sowang definicja, podang przez Simiu i Scanlana [105]. Ta réznica nie ma wptywu na
cechy jakoSciowe rozwiazan. Zalozenie, ze dziatanie wiatru jest jednakowe wzdtuz
rozpigtosci mostu jest z kolei rownoznaczne z najprostszym modelowaniem obciaze-
nia za pomoca jednego segmentu obejmujacego cate przgsto.

Przedmiotem testéw jest hipotetyczny, jednoprzestowy most wiszacy z pryzma-
tycznym, cienko$ciennym dzwigarem usztywniajacym o otwartym przekroju mono-
symetrycznym, przedstawionym na rys. 5.5. Rozpigtos¢ przesta wynosi 300 m, strzat-
ka zwisu ciggien jest rowna 30 m. Szczegotowe parametry wymiarowe mostu mozna
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znalez¢ w innych pracach autorki, na przyktad w pracy [18] lub [33]. Poziome,
zmienne w czasie parcie wiatru powoduje poziome drgania gi¢tne mostu, sprzezone
z drganiami skrgtnymi. Pionowe drgania gigtne mostu sa w przypadku pominigcia
efektow nieliniowych niezalezne i moga by¢ rozpatrywane oddzielnie. Poczatkowe
cztery czgstosci wilasne drgan gigtno-skr¢tnych wynosza: 0,3816 Hz, 0,3978 Hz,
0,5960 Hz, 0,802 Hz. Poziom tlumienia okreslono w odniesieniu do pierwszej formy
wilasnej, przyjmujac liczbg thumienia o = 0,015.

Zatozono, ze warto$¢ srednia fluktuacji predkosci wiatru (wzor (5.18)) jest okre-
sowa serig porywow, ktorych ksztatt opisuje przyktadowo dobrana funkcja o postaci

Pt—t)=[sin@r (t—t)/T-w/2)+1]/2, t <t<t +T,t =iA. (5.64)

Prezentowane dalej wyniki obliczen dotycza poziomej sktadowej drgan punktu,
ktory na rys. 5.5 oznaczono symbolem P. Na rysunkach 5.6 i 5.7 pokazano przebiegi
czasowe wartosci oczekiwanej E[V] i odchylenia standardowego D[V] drgan w prze-
kroju srodkowym mostu i w ¢wiartce rozpigtosci. Do obliczen przyjeto: T =30s,
A=60s, 1=1.

y C

D(t)

)

I

Rys. 5.5. Przekr6j poprzeczny jednoprzgstowego mostu wiszacego
obcigzonego poziomym parciem wiatru

Fig. 5.5. Cross-section of the single-span suspension bridge
loaded by horizontal wind pressure

W wyniku analizy wynikéw obliczen stwierdzono, ze charakterystyki drgan loso-
wych zmierzaja do cyklu ustalonego, zatem odpowiedz mostu w stanie ustalonym jest
procesem okresowo-stacjonarnym (Gardner [57]). Odchylenia standardowe drgan

mostu, obliczone przy zatozeniu K,(z,,7,) =0} -5(r, — ;) , sa znacznie wieksze niz
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E[V]/CpU?
2,0E-04

o Nl ) )

0,0E+00 T T T T
0 60 120 180 t(s)

Rys. 5.6. Zmiennos$¢ w czasie wartosci oczekiwanej poziomej sktadowe;j
drgan mostu w ¢wiartce i w polowie rozpigtosci przgsta

Fig. 5.6. Time changeability of expected value for horizontal component
of bridge vibration at a quarter and middle of the span

D[V]/CpU oy

1,0E-03

0 60 120 180 t (s)

2

— Ky(z, — 7)) =07}

—— Kg(r,13) = 05 - 8(ry, —19)

Rys. 5.7. Zmienno$¢ w czasie odchylenia standardowego poziomej sktadowej
drgan mostu w ¢wiartce i w potowie rozpigtosci przgsta

Fig. 5.7. Time changeability of standard deviation for horizontal component of bridge
vibration at a quarter and middle of the span
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w przypadku zatozenia statej korelacji K;(z, —7,) = o . Modelowanie turbulencji za
pomoca procesu o funkcji korelacyjnej typu ,,biaty szum” jest idealizacja, ktora zakta-
da bardzo krotki czas korelacji. W drugim przypadku, gdy K, (7, — 7,) = o, , korelacja
nie zalezy od czasu. Rozpatrywane dwa przypadki funkcji korelacyjnej K;(z, —17,)

stanowia dwie przeciwstawne idealizacje procesu turbulencji. Doktadniejsze przybli-
zenie procesu rzeczywistego mozna uzyska¢ za pomoca funkcji korelacyjnej wyzna-
czonej numerycznie wedlug wzoru (5.19), na podstawie zatozonego widma predkosci
wiatru (5.20). Mozna spodziewac¢ sig, ze wyznaczone w ten sposob odchylenia stan-
dardowe drgan mostu bgda miaty wartosci posrednie wzgledem rozwiazan przedsta-
wionych na rys. 5.7.

Z praktycznego punktu widzenia istotne znaczenie maja maksymalne wartosci
wybrane z cyklu ustalonego. Na rysunkach 5.8 i 5.9 przedstawiono zalezno$¢ maksy-
malnych wartosci oczekiwanych i odchylen standardowych od okresu A cyklicznej
sktadowej predkosci wiatru. Rozwiazania te dotycza drgan poziomych w $rodku roz-
pigtosci przgsta. Wyznaczono je przy zalozeniu, ze intensywnos$¢ turbulencji wiatru
wynosi |, =0,/ U =25% oraz T = 0,5A . Na obu rysunkach zaznaczono dodatko-
wo rozwiazanie odpowiadajace zatozeniu A = 0, w ktorym pomija si¢ cykliczng skta-
dowa warto$ci oczekiwanej predkosci wiatru. Rozwiazanie to obliczono dla podwojo-
nej predkosci $redniej U , poniewaz max, [U+U(t)]=2U, gdy 1=1.

max,E[V]/CpU >

2,0E-03

1,6E-03 4 e T T e T e
\ I = I Iy

‘\A

1,2E-03 -

8,0E-04 -

4,0E-04 A

ANIAWANYN
g
0,0E+00 T T T T T T T

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 A(s)

— U=U+0+0, =1
— U=20+0,4=0

Rys. 5.8. Zalezno$¢ maksymalnej wartosci oczekiwanej, wybranej z cyklu ustalonego
drgan poziomych, od okresu cyklicznej sktadowej predkosci wiatru

Fig. 5.8. Maximum in a steady cycle of expected value of horizontal vibrations
versus a cycle time of periodical component of wind speed
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Z przedstawionych rozwiazan wynikaja nastepujace wnioski. Zauwazalne na wykre-
sach piki odpowiadaja rezonansowym wzmocnieniom drgan, ktore w przypadku odchy-
len standardowych ujawniaja si¢ przy zatozeniu statej korelacji gaussowskiego procesu
turbulencji. Jesli idealizacja procesu turbulencji jest proces o korelacji typu ,bialy
szum”, to odchylenie standardowe stabo zalezy od okresu A, jest prawie state. Piki
rezonansowe sa widoczne przy wysokich czesto$ciach porywow (A <8s), ktore dla

konstrukcji sa czestosciami poczatkowej strefy widma wiasnego. Najwigksze wzmoc-
nienie odpowiada rezonansowi z druga czgstoscia wlasng drgan gigtno-skretnych
(A =2,5s), z ktora zwiazana jest pierwsza symetryczna posta¢ drgan z dominacja po-
ziomego ruchu mostu. Nastepne piki dotycza wielokrotnosci okresu A =2,5s.

W rozwazanym zakresie czestotliwosci, od 1 Hz do 0,05 Hz, sformutowany model
wiatru jest niestacjonarnym opisem turbulencji, ktéry umozliwia wyznaczenie ekstre-
malnie niekorzystnego poziomu odpowiedzi konstrukcji. Z uwagi na bardzo mate
thumienie, poziom ekstremalny jest wielokrotnie wigkszy od odpowiedzi konstrukcji,
ktora otrzymuje si¢ przy klasycznym opisie wiatru (A =0). Prawdopodobienstwo
wystapienia tak niekorzystnej dla konstrukcji sytuacji uzytkowej jest bardzo mate, ale
nie mozna go wykluczy¢. Mozliwo$¢ oszacowania ekstremalnie niekorzystnej odpo-
wiedzi konstrukcji ma kluczowe znaczenie w projektowaniu konstrukcji i ocenie jej
bezpieczenstwa. Sformutowany w pracy model wiatru i metoda wyznaczania charak-
terystyk losowej odpowiedzi mostu umozliwia takie oszacowanie.

max,D[V]/CrU >
4,0E-04 (PIVI/Co

3,0E-04 Mi

20604 4 R A

1,0E-04 -
J‘ g

0,0E+00 . . . . .
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 A(s)

— U=U+0+0,1=1,K;(zr,—17)) =0}
—— U=U+0+0, =1, Ki(r,705) =07 -8(r, —17)
—— U=2U0+0,2=0,K;(r,-7) =0}

Rys. 5.9. Zaleznos¢ maksymalnego odchylenia standardowego, wybranego z cyklu ustalonego
drgan poziomych, od okresu cyklicznej sktadowej predkosci wiatru

Fig. 5.9. Maximum in a steady cycle of standard deviation of horizontal vibrations
versus a cycle time of periodical component of wind speed
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5.6. Podsumowanie

Przedstawione w niniejszej pracy rozwiazanie problemu drgan mostow wiszacych,
poddanych dziataniu wzbudzania turbulentnego, moze mie¢ roézne zastosowania,
w zaleznosci od sposobu interpretacji przyjgtego modelu wiatru. Ograniczenie cy-
klicznej serii porywow do jednego elementu (wzor (5.18)) umozliwia analizg niesta-
cjonarnych drgan mostu, wywotanych dziataniem wiatru o losowych turbulencjach
i o dowolnie zmiennej w czasie predkosci $redniej U +u(t) =U[l+ AP (t -t,)],
opisanej funkcja P (t —t,), gdzie t; jest poczatkowa chwilg obserwacji procesu.

Pelny opis zmiennej predkosci wiatru, za pomoca okresowo zmiennej w czasie
wartosci $redniej, pozwala z kolei uwzgledni¢ porywy, ktore nie sa wysokoczgsto-
sciowymi turbulencjami, a wigc porywy o dlugim czasie trwania i stosunkowo duzej
skali. Tego typu fluktuacje predkosci wiatru wystepuja rzadko, ale moga powodowac
istotne zmiany w czasie charakterystyk losowej reakcji aerodynamicznej mostu.
Uwzglednienie tych zmian jest niemozliwe przy zwykle obowiazujacym zatozeniu
0 stacjonarnosci procesu opisujacego predkos¢ wiatru.

Sformutowany w pracy niestacjonarny model porywistego wiatru mozna takze
wykorzysta¢ do symulacji ekstremalnie niekorzystnych obciazen aerodynamicznych.
Mozna przyjac, ze losowe fluktuacje predkosci wiatru sa roztozone wokoét cyklicznej
wartos$ci Sredniej o matym okresie, zblizonym do okresu drgan wlasnych konstrukeji.
Woéwcezas, mimo niewielkiej skali krotkookresowych zmian predkosci wiatru, moze
nastapi¢ rezonansowe wzmocnienie drgan konstrukcji, co powoduje zdecydowane
zwigkszenie poziomu jej wytezenia. Przedstawiona metoda analizy drgan losowych,
dzigki zastosowaniu podejscia ,,w dziedzinie czasu”, umozliwia oszacowanie ekstre-
malnego stanu wytezenia mostu przy wzbudzaniu turbulentnym o charakterze rezo-
nansowym. Nalezy tu przypomnie¢, ze cz¢stosci, ktére dla konstrukcji budowlanych
sa uwazane za ,,niskie”, w opisie pulsacji predkosci wiatru stanowig gorna strefe wid-
ma. W przypadku mostéw wiszacych o duzych rozpigtosciach poczatkowa strefa
widma czgstosci wlasnych na ogo6t obejmuje istotny zakres wysokich czgstosci pulsa-
cji wiatru (od 0,05Hz do 0,5Hz), nie mozna zatem wykluczy¢ mozliwosci wystapienia
drgan rezonansowych.

Wprowadzenie sktadnika cyklicznego do opisu zmiennej predkosci wiatru ma do-
datkowa zalete, poniewaz obciazenie aerodynamiczne mozna fatwo uzupehic o sktad-
niki (5.14)—(5.16), ktore opisuja sity samowzbudne. Formuty (5.14)—(5.16) sa funk-
cjami czestosci zredukowanej K = wB/U , ktora oblicza si¢ na podstawie czestosci
drgan konstrukcji. W rozwazanej sytuacji okresowego wymuszenia czestos¢ drgan
wynosi @ =21/ A, gdzie A jest okresem cyklicznej serii porywow wiatru. Jesli okre-

sowa serig (5.18) tworza porywy o dowolnym przebiegu, to formuty (5.14)—(5.16) sa
jedynie pewnym przyblizeniem, poniewaz definicje sit samowzbudnych dotycza drgan
harmonicznych o czgsto$ci @ . Aby $cisle zastosowaé definicje sit samowzbudnych,
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wystarczy przyjac, przez odpowiednia deklaracjg funkcji P (t —t;), Ze okresowa seria

porywow wiatru (5.18) tworzy funkcje harmonicznie zmienna w czasie. Poszczegolne
sktadniki formut (5.14)—(5.16) sa zalezne od przemieszczen i predkosci przemieszczen
konstrukcji. Po wykonaniu stosownych obliczen i przeniesieniu na lewa strong réwna-
nia ruchu Bq + Cq + Kq = F(t), skladniki te uzupehiaja reakcje sprezyste uktadu
o sity aerosprezyste K, q i powoduja pojawienie si¢ dodatkowych sit Cq(t), opisu-
jacych thumienie aerodynamiczne.

Na podstawie analiz teoretycznych i rezultatow obliczen, omowionych w rozdzia-
fach 5.3-5.5, mozna wytyczy¢ mozliwe kierunki dalszych badan w zakresie aerody-
namiki mostow wiszacych. W dalszych badaniach nalezy przede wszystkim uwzgled-
ni¢ wptyw obciazen aerodynamicznych wynikajacych z ruchu konstrukcji i nastgpnie
przeprowadzi¢ gruntowna analiz¢ numeryczna, testujaca sformutowana metodg anali-
zy korelacyjnej drgan. Przedstawiony w rozdziale 5.5 przyktad obliczeniowy ma cha-
rakter wstgpny i zawiera liczne uproszczenia, ktore umozliwily sparametryzowanie
zadania 1 pominigcie konkretnych danych liczbowych, opisujacych szczegdtowo ob-
ciazenie aerodynamiczne. Wlasciwa analiza numeryczna powinna by¢ poprzedzona
badaniami studialnymi, ktérych celem bylby doboér realnych parametréw obciazenia,
zwiazanych z konkretnym, rzeczywistym obiektem. Pokazane w rozdziale 5.5 wyniki
obliczen $wiadczg o tym, ze sformutowana metoda wyznaczania charakterystyk loso-
wej odpowiedzi mostu jest skuteczna. Wstepne badania numeryczne wykazaly, ze jest
mozliwe opracowanie pelnego algorytmu komputerowego, obejmujacego wszystkie
opcje, ktére zostaty pominigte przy realizacji przyktadu.

Jednym z kierunkow dalszych badan moze by¢ takze rozpoznanie mozliwosci
uwzglednienia wplywu skladowych turbulencji, prostopadtych do kierunku wiatru,
ktore zostaty pominigte w dotychczasowych rozwiazaniach teoretycznych. Zauwazmy
wstepnie, ze jesli rozwazania beda, jak poprzednio, ograniczone do drgan liniowych,
to korzystajac z zasady superpozycji mozna uzupeti¢ rozwiazanie (5.38) analogicz-
nym rozwigzaniem, dotyczacym wyselekcjonowanego wplywu turbulencji poprzecz-
nych. Doktadniej méwiac, nalezy wyodrebni¢ z formut (5.11)—(5.13) sktadniki obcia-
zen aerodynamicznych, zalezne od turbulencji prostopadlych do kierunku wiatru
1 nastgpnie nalezy wyznaczy¢ odpowiedz konstrukcji, stosujac procedurg podobna do
procedury podstawowej. Tak zapisana, taczna odpowiedz konstrukcji moze by¢ pod-
stawa dalszych obliczen, prowadzacych do wyznaczenia charakterystyk drgan loso-
wych. W celu utatwienia obliczen mozna przyjaé, ze procesy stochastyczne opisujace
turbulencje podtuzne i poprzeczne do kierunku wiatru sa niezalezne.

Na zakonczenie trzeba zauwazy¢, ze opracowany model stochastyczny wzbudzania
turbulentnego i algorytm analizy korelacyjnej drgan losowych moga by¢ zaadaptowa-
ne do analizy liniowych drgan innych obiektow mostowych, na przyktad mostow wan-
towych, przy czym metoda analizy drgan deterministycznych powinna by¢ wtedy tak
sformutowana, zeby istniata mozliwos¢ szybkiego, wielokrotnego wyznaczania od-
powiedzi konstrukcji na dziatanie impulsu jednostkowego.



6. Zakonczenie

6.1. Wnioski i uwagi koncowe

W rozprawie przedstawiono usystematyzowany szereg metod i algorytmoéow shuza-
cych do analizy deterministycznych i stochastycznych drgan wieloprzgstowych mostow
wiszacych. Algorytmy analizy drgan stochastycznych maja tu charakter nadrzedny.
Koncepcja algorytmu analizy drgan deterministycznych jest podporzadkowana wymo-
gom metod analizy stochastycznej, ktére w przedstawionym w rozprawie ujeciu polega-
ja na wielokrotnym generowaniu rozwiazan deterministycznych w postaci dynamicz-
nych funkcji wptywu oraz impulsowych funkcji przejscia, okreslonych dla uktadu
dyskretnego. Efektywno$¢ wyznaczania tych rozwiazan uznano za podstawowe kryte-
rium wyboru koncepcji analizy drgan deterministycznych. Sposob uszeregowania pre-
zentowanych metod ma charakter ,,0d szczegdétu do ogétu” i w tej kolejnosci beda pre-
zentowane koncowe wnioski 1 uwagi o charakterze szczegoétowym. Ogodlne
podsumowanie rozprawy zostanie przedstawione w nast¢gpnym punkcie tego rozdziatu.

Jako pierwsze analizowano w pracy drgania deterministyczne. Istota przyjgtej kon-
cepcji analizy jest zastosowanie podejscia analitycznego do opisu drgan konstrukcji.
Sformutowano oryginalne réwnania rézniczkowe opisujace w przestrzeni geome-
tryczno-czasowej przestrzenne nieliniowe drgania przyjetego modelu mostow. Do
rozwiazania rownan zastosowano przyblizona metode¢ Lagrange’a—Ritza. Te koncep-
cje nalezy uzna¢ za trafna, poniewaz umozliwita sformutowanie szybkiego, skutecz-
nego algorytmu, ktoéry okazal si¢ wystarczajaco efektywny w dalszych zastosowa-
niach, w zakresie analizy drgan stochastycznych. Algorytm analizy deterministycznej
opracowano w dwoch wersjach, rézniacych si¢ stopniem idealizacji zatozen modelu
obliczeniowego. W modelu zasadniczym uwzgledniono poziome przemieszczenia
ciggien w plaszczyznie ich zawieszenia. Dzigki temu ta wersja algorytmu moze by¢
stosowana do analizy drgan mostéw wiszacych z ciggnami, ktére nie musza spetniaé
warunku malego zwisu. W modelu uproszczonym przyjgto w opisie ruchu ciggna kla-
syczne zatozenie Kirchhoffa, ograniczajace zakres zastosowan do mostow z ciggnami
o malej strzalce zwisu. W obu wersjach algorytmu wykorzystano teori¢ dzwigarow
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cienkos$ciennych do opisu przestrzennych drgan podwieszonej konstrukcji mostu. Teo-
ria obejmuje w jednolity sposob dzwigary o profilu otwartym i zamknigtym. Profile
zamknigte moga by¢ jednokomorowe lub wielokomorowe, zamknigte catkowicie lub
czesciowo. W rownaniach drgan mostu uwzgledniono sprzg¢zenia bezwladnosciowe
spowodowane zroéznicowaniem potozenia srodka masy przekroju sprezystego i prze-
kroju dzwigara z balastem. Uwzgledniono tez poprawki drugiego rzedu o charakterze
liniowym, wynikajace z odrzucenia zasady zesztywnienia. Poprawki te stanowia opis
matematyczny dwoch efektéw — efektu wahadtowego drgan podwieszonego dzwigara
oraz efektu zwigzanego z poziomym ruchem ciggna, ktory nie jest swobodny, jesli
ciggno wspotpracuje poprzez system wieszakow z dzwigarem usztywniajacym mostu
wiszacego. W rezultacie uzyskano algorytm, ktéry uwzglednia specyficzne cechy
mostow wiszacych i moze by¢ stosowany do analizy drgan nowoczesnych mostow
wiszacych o typowych, najczesciej stosowanych schematach konstrukcyjnych,
z dzwigarami usztywniajacymi typu komorowego. W przypadku mostow z dzwigara-
mi kratowymi mozna wyznaczy¢ przekrdj zastepczy — komorowy, ktory bedzie przy-
blizona idealizacja przekroju wlasciwego. Opracowany algorytm jest przeznaczony do
analizy drgan mostow wieloprzgstowych, ale obejmuje tez obecnie rzadko stosowane
mosty jednoprzgstowe, w tym mosty z dzwigarami o przekrojach otwartych.
Sformulowany algorytm zastosowano do analizy zagadnienia wlasnego i drgan
wymuszonych przyktadowego obiektu testowego. Obszerne badania numeryczne wy-
kazaly peitna skutecznos$¢ i duza efektywnos$¢ algorytmu. Poréwnanie wynikoéw roz-
wigzania zagadnienia wlasnego z wynikami analizy modalnej, przeprowadzonej na
podstawie pomiarow drgan rzeczywistej konstrukcji, potwierdzito stusznos¢ zatozen
modelu obliczeniowego i stanowi dowod poprawnosci opracowane] teorii. Przedsta-
wione wyniki badan numerycznych wykazaly zasadnos¢ uscislenia modelu oblicze-
niowego konstrukcji, polegajacego na uwzglednieniu poziomych przemieszczen cig-
gien. Stwierdzono, ze algorytm tak sformutowany daje dokladniejsze oszacowanie
czgstosci wlasnych niz algorytm uproszczony, w ktérym pomija si¢ poziome prze-
mieszczenia ciggien. Wniosek ten dotyczy gtownie drgan pionowych dzwigara
usztywniajacego, ktore w istotny sposob zaleza od wptywu podwieszenia. Omawiane
uscislenie modelu konstrukcji umozliwia doktadniejszy opis sprz¢zen ruchu przeset
mostu. Sprzezenia te ujawnity si¢ nie tylko w symetrycznych formach wlasnych — jak
wynika z uproszczonej teorii drgan, ale rowniez w formach antysymetrycznych.
Stwierdzono, ze sprzgzenie ruchu przgset w antysymetrycznych formach drgan jest
wyraznie widoczne przy duzych zwisach i przy matych zwisach ciggien. Stad wynika
wniosek, ze zastosowanie hipotezy Kirchhoffa do analizy drgan wieloprzelotowych
ciggien o malym zwisie, wspolpracujacych z dzwigarem usztywniajacym, powoduje
czesciowe pominigcie wspotpracy przesetl. Skutkiem jest zanizona ocena zdolnosci
konstrukcji do przenoszenia obciazen dynamicznych i statycznych, co potwierdzily
analizy dynamicznych i statycznych funkcji wptywu, obliczonych dla wybranych od-
powiedzi mostu. Ten wniosek nie dyskwalifikuje podejscia uproszczonego, poniewaz



221

prowadzi ono do pewnego przewymiarowania konstrukcji na etapie jej projektowania,
co z kolei jest korzystne z punktu widzenia bezpieczenstwa.

W rozprawie zwrocono szczegdlng uwage na zagadnienie doboru modelu ttumie-
nia. Opisano specyficzne cechy tlumienia drgan w mostach wiszacych i rozwazono
kilka mozliwych wariantow opisu ttumienia w rownaniach ruchu konstrukcji, ogra-
niczajac opis do hipotezy ttumienia wiskotycznego. Wybrano wariant zdaniem au-
torki najlepszy. Podstawa wyboru byta najpierw prognoza teoretyczna, bazujaca na
analizie zaleznosci modalnych wspotczynnikow thumienia od czestosci, przy roz-
nych czestosciach podstawowych hipotetycznego ukltadu dynamicznego. Nastgpnie
przedstawiono numeryczne rozwiazania problemu drgan przyktadowego mostu,
wymuszonych okresowa serig ruchomych sit skupionych. Analizowano drgania kon-
strukcji w strefach rezonansowych, wyznaczone przy zatozeniu ttumienia masowe-
go, Voigta—Kelvina, Rayleigha i przy zalozeniu ttumienia stalego. Poréwnanie tych
rozwiazan z rozwiazaniami wyznaczonymi dla ttumienia rzeczywistego pozwolito
oceni¢ przydatnos$¢ poszczegolnych modeli thumienia do analizy drgan rozwazanych
mostow. Tlumienie rzeczywiste zadeklarowano poprzez modalne wspotczynniki
tlumienia, ustalone na podstawie pomiaréw drgan badanego mostu. Stwierdzono, ze
dobrym przyblizeniem tlumienia rzeczywistego jest model thumienia masowego.
Pozostate modele, w tym szczegolnie model Voigta-Kelvina, prowadza do znaczne-
g0 zanizenia wartosci pikow rezonansowych i nie powinny by¢ stosowane do anali-
zy drgan mostéw wiszacych, w ktorych thumienie modalne maleje ze wzrostem czg-
stosci.

Druga czgs¢ rozprawy dotyczy zagadnien dynamiki stochastycznej. Glownym
przedmiotem rozwazan sa drgania wymuszone losowym ruchem drogowym. Anali-
zowany jest swobodny ruch drogowy, nie sa rozwazane stany zatoru pojazdow, czy
tez obcigzenia wyjatkowe, na przyktad kolizjami drogowymi. Uwagge skoncentrowano
na analizie momentowej procesOw stacjonarnych opisujacych drgania wymuszone
konstrukcji w stanie ustalonym. Przedstawiono dwie, catkowicie odmienne metody
wyznaczania charakterystyk momentowych. Pierwsza z nich jest przyktadem podej-
$cia analitycznego, w drugiej wykorzystano podejscie symulacyjne.

W ramach podejscia analitycznego sformutowano stochastyczny model swobodne-
go ruchu drogowego oraz analityczno-numeryczna metode obliczania charakterystyk
drgan stochastycznych. Model ruchu drogowego jest adaptacja znanego w literaturze,
poissonowskiego modelu zgtoszen. Innowacja jest uogdlnienie modelu jednopasmo-
wego na wielopasmowy ruch dwukierunkowy. Przyjgto kluczowe zalozenie stwier-
dzajace, ze kazdy pojazd moze by¢ idealizowany sita skupiona o losowej wartosci.
Skutkiem jest pomini¢cie indywidualnych cech pojazdéw (liczba osi, rozktad naci-
skow na osie), co mozna uzna¢ za dopuszczalne, poniewaz w przypadku mostow
o bardzo duzych rozpigtos$ciach szczegdétowe cechy pojazdéow maja mate znaczenie.
Skutkiem przyjgtego zatozenia jest rowniez pominigcie wplywu inercji 1 resorowania
pojazdow. Zasadno$¢ tego uproszczenia potwierdzily eksperymenty symulacyjne.
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W sformutowaniu metody obliczania charakterystyk drgan stochastycznych wyko-
rzystano teori¢ procesoOw Poissona oraz dynamiczne funkcje wptywu odpowiedzi mo-
stu. Przebiegi dynamicznych funkcji wptywu sa wyznaczane w sposéb numeryczny,
poniewaz Sciste analityczne wyznaczenie powyzszych funkcji jest niemozliwe. Wy-
prowadzono formuty umozliwiajace obliczanie kumulant podstawowych (wartosci
oczekiwane 1 wariancje) 1 kumulant wyzszych rzedow. Formuly te dotycza zarowno
proceséw drgan mostu, jak i proceséw predkosci drgan, ale ich zastosowanie jest
ograniczone wytacznie do drgan liniowych. Sformutowana metod¢ wyznaczania ku-
mulant zastosowano do analizy stochastycznej drgan mostu Vincenta Thomasa. Anali-
zowano wplyw predkosci ruchu pojazdéw na wartosci oczekiwane i odchylenia stan-
dardowe drgan glownego przgsta mostu i przgset bocznych. Stwierdzono, ze przy
wybranych predkosciach pojazdéw most wykazuje szczegodlna wrazliwo$¢ na dyna-
miczne oddzialywanie ruchu drogowego. Wykazano, ze wyjatkowa wrazliwos¢ prze-
sel bocznych jest w duzym stopniu wynikiem zastosowania uproszczonego modelu
mostu, z obowiazujacym zatozeniem Kirchhoffa. Zwigkszenie doktadnos$ci modelo-
wania, przez uwzglednienie wplywu poziomych przemieszczen ciggien, powoduje
w catym zakresie rozpatrywanych predkosci wyrazne zmniejszenie odchylen standar-
dowych przemieszczen dynamicznych. Zbadano takze mozliwo$¢ aproksymowania
efektow obcigzenia ruchem drogowym w stanie ustalonym, przez stacjonarne procesy
gaussowskie. Na podstawie analiz funkcji gestosci rozkladu prawdopodobienstwa
i obliczonych wartosci ekscesu stwierdzono, ze aproksymacja procesami gaussowski-
mi jest dopuszczalna, przy czym najbardziej r6znig si¢ od gaussowskich procesy drgan
w przekrojach polozonych w ¢wiartkach rozpigtosci przgsta gtownego. Realizacja
przyktadu numerycznego potwierdzila praktyczna przydatno$¢ metody analityczno-
numerycznej do badan studialnych, ktére wymagaja wielokrotnego wyznaczania cha-
rakterystyk losowej odpowiedzi mostu.

W rozprawie sformulowano druga metode wyznaczania charakterystyk momento-
wych, ktorej idea polega na zastosowaniu zasad symulacji zjawisk losowych w ujgciu
metod Monte Carlo i wykorzystaniu zatozenia o ergodycznosci stacjonarnych proce-
sOw stochastycznych. Zatozenie to pozwala podczas wyznaczania charakterystyk pro-
cesu zastapi¢ usrednianie po zbiorze realizacji — usrednianiem po czasie. Metoda sy-
mulacyjna jest zdecydowanie mniej efektywna od poprzedniej i stuzy do wyznaczania
tylko wartosci oczekiwanych i wariancji procesOw odpowiedzi mostu. Jej bezsporna
zaleta jest natomiast mozliwo$¢ modelowania ruchu drogowego z duzym stopniem
szczegotowosci oraz mozliwo$¢ zastosowan do analizy drgan nieliniowych. Zasadni-
czym elementem metody jest opracowanie numerycznego generatora losowego ruchu
drogowego. Przedstawiony w rozprawie generator umozliwia rownoczesna symulacje
kilku niezaleznych, losowych potokéw pojazddow, poruszajacych si¢ wspotbieznie lub
przeciwbieznie po wydzielonych pasach ruchu. Symulowane potoki ruchu moga za-
wiera¢ pojazdy réznych typow, pojawiajace si¢ w losowych odstgpach czasowych,
z losowym zatadunkiem. W modelowaniu pojazdéw uwzgledniono ich inercjg, reso-
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rowanie i wieloosiowos$¢. Do generowania przebiegow drgan, towarzyszacych realiza-
cjom procesu obciazenia, zastosowano wczesniej sformulowany algorytm analizy
drgan deterministycznych, po uprzednim przystosowaniu go do wspotpracy z genera-
torem ruchu drogowego. W efekcie uzyskano kolejny, oryginalny algorytm, przezna-
czony do symulacji przestrzennych, liniowych lub nieliniowych drgan wieloprzgsto-
wych mostow wiszacych, obciazonych losowym ruchem drogowym. Mimo
niewatpliwie duzej czasochtonnosci obliczen, sposéb sformutowania algorytmu umoz-
liwia wyznaczanie dlugich realizacji proceséw drgan, niezb¢dnych do obliczenia war-
tosci oczekiwanych i wariancji w stanie ustalonym.

Metodg symulacyjna zastosowano do badania efektow nieliniowych, wynikajacych
z deformacji ciggien spowodowanej obciazeniem uzytkowym. Na podstawie analizy
drgan przyktadowego obiektu testowego stwierdzono, ze przy przeci¢tnym obciazeniu
sredniointensywnym ruchem drogowym na czterech pasach ruchu wplywy nieliniowe
powoduja wyrazne zmniejszenie warto$ci odchylen standardowych, o okoto 10%.
Warto$ci oczekiwane sa praktycznie takie same w zagadnieniu liniowym 1 nielinio-
wym. Jedynie w przgstach bocznych efekty nieliniowe powoduja zwigkszenie $redniej
odpowiedzi mostu, ale rownoczesnie istotnie maleje rozproszenie wokot wartosci
przecigtnej. Pordwnanie rozwiazan liniowych i nieliniowych towarzyszacych tej samej
realizacji procesu obciazenia umozliwilo ocen¢ wptywow nieliniowych w zagadnieniu
drgan deterministycznych. Stwierdzono, ze nie powoduja one istotnych zmian jako-
sciowych w przebiegach drgan, ale zaobserwowano wyrazne zmniejszenie poziomu
oscylacji. W odpowiednim zagadnieniu statycznym rdéznice migdzy rozwigzaniem
liniowym i nieliniowym okazaly si¢ pomijalnie mate. Wnioski z przedstawionych
badan §wiadcza o tym, ze pominigcie efektow nieliniowych jest w rozwazanym za-
gadnieniu dopuszczalne, poniewaz jego skutkiem jest przeszacowanie odpowiedzi
konstrukcji, korzystne w aspekcie oceny jej bezpieczenstwa.

Kolejnym zagadnieniem rozwazanym w rozprawie jest problem oceny niezawod-
nosci mostow wiszacych obcigzonych losowym ruchem drogowym. Problem ten
analizowano w sensie pierwszego przekroczenia poziomu granicznego i w aspekcie
zme¢czenia materialu. Zakres badan ograniczono do analizy drgan liniowych. Do
wyznaczania charakterystyk drgan losowych, niezbednych do badania zagadnienia
niezawodnosci, zastosowano metode analityczno-numeryczng, ktora daje znacznie
wigksze mozliwosci badawcze. Rozwazania skoncentrowano na problemie wyboru
sposobu modelowania proces6w opisujacych w zagadnieniu niezawodnosci stacjo-
narne drgania konstrukcji w stanie ustalonym. W analizie niezawodno$ci badany
proces stochastyczny jest opisany za pomoca funkcji okreslajacej taczna, dwuwy-
miarowa ge¢stosé rozktadu prawdopodobienstwa procesu i jego pochodnej po czasie.
Sposob aproksymowania tej funkcji okresla rownoczes$nie rodzaj modelowania pro-
cesu. Rozwazono dwa podstawowe przypadki: typowa aproksymacje gesto$ciami
gaussowskimi 1 doktadniejsza aproksymacj¢ za pomoca rozwinigcia w szereg
Gramma—Charliera, wyrazony przez kumulanty wyzszych rzedow. Na podstawie
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analizy przyktadu obliczeniowego stwierdzono, ze przy aproksymacji gaussowskiej
otrzymuje si¢ mniejsza, niz w drugim przypadku, srednia intensywnos$¢ przekroczen
ustalonego poziomu przemieszczen, szczegdlnie w ¢wiartkach rozpigtosci przesta
gtownego. Skutkiem jest zbyt optymistyczna ocena prawdopodobienstwa braku
przekroczen poziomu granicznego, czyli niezawodnosci, co zostalo potwierdzone
wynikami obliczen. W przypadku badania niezawodno$ci zmgczeniowej wybor me-
tody postepowania zalezy dodatkowo od szerokosci pasma analizowanych procesow
naprezen. Przedstawiono dwie $Sciezki rozwiazania problemu, odpowiadajace mode-
lowaniu waskopasmowemu i szerokopasmowemu. W rozwazanym w rozprawie
ujeciu poszukiwanym rozwiazaniem problemu niezawodnos$ci zmegczeniowej jest
przecigtny czas zycia konstrukcji, mierzony za pomocq tzw. miary trwalosci, czg-
sciowo niezaleznej od statych materiatowych. Przeprowadzono analiz¢ niezawodno-
$ci przyktadowego obiektu testowego pod katem oszacowania wptywu modelowania
procesOw napr¢zen na oczekiwany czas zycia. Wyznaczono funkcje gestosci wid-
mowych 1 zbadano szeroko$¢ pasma procesOw naprezen w  charak-
terystycznych punktach konstrukcji. Stwierdzono, ze obliczone szeroko$ci pasma sg
bliskie jednosci, co $wiadczy o tym, Ze naprezenia w elementach mostu wiszacego,
obciazonego swobodnym ruchem drogowym, sa procesami szerokopasmowymi.
Btedne, w tym przypadku, modelowanie waskopasmowe powoduje nadmiernie ko-
rzystne oszacowanie trwatosci konstrukeji (dtuzszy czas zycia). Taki rezultat uzy-
skano w przypadku analizy niezawodnosci przgset bocznych. Pokazano, ze bardzo
niewielkie zmniejszenie szerokos$ci pasma, zaobserwowane dla naprgzen w przesle
srodkowym dzwigara, powoduje zdecydowane zmniejszenie btedu spowodowanego
modelowaniem waskopasmowym. W przypadku ciggien, gdzie szeroko$¢ pasma
procesu naprezen jest jeszcze mniejsza, cho¢ nadal bliska jedno$ci, modelowanie
waskopasmowe daje oszacowanie trwalosci ,,od dotu” (krotszy czas zycia), zatem
jest odpowiedniejsze od szerokopasmowego z punktu widzenia bezpieczenstwa kon-
strukcji. Wykazano, ze parametr nazywany w literaturze szerokos$cia pasma [107,
116], jest stabo zmienny i nie roznicuje dostatecznie proceséw. Lepsza informacjg o
rzeczywistej szerokosci pasma otrzymuje si¢ na podstawie tzw. wspotczynnika regu-
larnosci [107] i ta miara szeroko$ci pasma powinna by¢ brana pod uwage przy po-
dejmowaniu decyzji o sposobie modelowania proceséw. Rozwazania w zakresie
modelowania procesOw stochastycznych w zagadnieniach niezawodnosci sa orygi-
nalnym osiagnigciem autorki — w Zzadnej ze znanych autorce prac problem ten nie
byl rozpatrywany w tak praktycznym ujgciu. Przedstawiona w rozprawie metoda
badania niezawodno$ci taczy w spojna cato§¢ wczesniej sformutowane algorytmy
analizy drgan deterministycznych i analizy momentowej drgan stochastycznych
z algorytmem stuzacym do oceny szerokos$ci pasma proceséw naprezen i wyznacza-
nia czasu zycia konstrukcji. Przyktad badania niezawodno$ci mostu wiszacego
$wiadczy o realnej mozliwosci zastosowania zbioru sformutowanych algorytmoéw do
prognozowania dopuszczalnego czasu eksploatacji tego typu obiektow.
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W ostatniej czgs$ci rozprawy przedstawiono oryginalne, probabilistyczne ujecie
istotnego zagadnienia z dziedziny aerodynamiki mostow wiszacych — problemu drgan
wywolanych turbulencjami wiatru. Obcigzenia aerodynamiczne spowodowane turbu-
lentnym przeptywem wiatru sa zasadniczym obciazeniem $rodowiskowym mostow
wiszacych. Silny porywisty wiatr czgsto pojawia si¢ w strefach lokalizacji tych mo-
stow 1 ma istotny wplyw na stan ich wytezenia. Do analizy drgan konstrukcji zastoso-
wano w rozprawie podejscie zgodne z najnowszymi trendami, polegajace na poszuki-
waniu rozwigzan w dziedzinie czasu. Problem przedstawiono w ujgciu
stochastycznym. Sformutowano stochastyczny model porywistego wiatru i odpowia-
dajace mu formuly obciazen aerodynamicznych mostu. Wyprowadzono rozwiazania
problemu drgan losowych, w zakresie teorii korelacyjnej, korzystajac z aparatu mate-
matycznego proceséw stochastycznych. Sformulowany w rozprawie model porywi-
stego wiatru opisuje przepltyw o statej predkosci $redniej, na ktéry naktadaja si¢ okre-
sowe porywy, opisane zmiennym w czasie sktadnikiem warto$ci oczekiwanej i losowe
fluktuacje wysokoczgstosciowe, modelowane stacjonarnym procesem gaussowskim.
Model ten moze mie¢ rézne zastosowania, w zaleznosci od sposobu jego interpretacji.
Przy catkowitym pominigciu okresowego sktadnika warto$ci oczekiwanej otrzymuje
si¢ klasyczny opis przeptywu wiatru — przez srednia predkosé i gaussowskie turbulen-
cje. Ograniczenie cyklicznej serii porywdéw do jednego elementu umozliwia analizg
niestacjonarnych drgan mostu, wywolanych dzialaniem wiatru o losowej turbulencji
i o dowolnie zmiennej w czasie predkosci $redniej. Pelny opis zmiennej predkosci
wiatru pozwala uwzgledni¢ porywy, ktore nie sa wysokoczesto§ciowymi turbulencja-
mi, czyli porywy o dlugim czasie trwania i stosunkowo duzej skali. Przyjety model
wiatru moze tez stuzy¢ do opisu ekstremalnie niekorzystnych obciazen o charakterze
rezonansowym, jesli przyjmiemy, ze skladnik cykliczny predkosci wiatru ma okres
zblizony do okresu wiasnego drgan konstrukcji. Wprowadzenie sktadnika cyklicznego
do opisu zmiennej predkosci wiatru ma dodatkowa zalete, poniewaz obciazenie aero-
dynamiczne zwiazane ze zjawiskiem ,,buffetingu” mozna tatwo uzupeni¢ o sktadniki
opisujace sity samowzbudne wywotane ruchem konstrukcji. Sity te wstgpnie pominig-
to w podstawowej strukturze algorytmu analizy korelacyjnej stochastycznych drgan
konstrukcji.

W opracowaniu koncepcji algorytmu wykorzystano ide¢ stosowana zazwyczaj
w podejsciu symulacyjnym — pole ci$nienia wiatru podzielono na segmenty wzdluz
rozpigtosci mostu, dzigki czemu uzyskano mozliwo$¢ uwzglednienia przestrzennej
korelacji procesow opisujacych turbulencje. Podzial mostu i obciazenia wiatrem na
segmenty prowadzi do opisu losowego pola turbulencji za pomoca uktadu stacjonar-
nych proceséw stochastycznych (wektor stochastyczny). W przedstawionym w roz-
prawie ujeciu autokorelacje proceséw oblicza si¢ numerycznie na podstawie zatozo-
nego spektrum wiatru, natomiast korelacje wzajemne sa dodatkowo zmodyfikowane
za pomoca funkcji koherencji, opisanej w przyblizeniu modelem Davenporta, w kto-
rym zaklada si¢ eksponencjalny tryb zanikania korelacji. Catkowita, losowa odpo-
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wiedz konstrukcji na dziatanie wiatru wyznacza si¢ jako sume¢ odpowiedzi na wymu-
szenia sktadowe, odpowiadajace poszczegdlnym segmentom obciazenia. Stad wynika,
ze przedstawione podejScie moze by¢ stosowane wytacznie do analizy drgan linio-
wych. Do wyznaczenia drgan mostu zastosowano impulsowe funkcje przejscia, analo-
giczne do tych, ktorymi operuje si¢ w uktadach o jednym stopniu swobody, ale sfor-
mutowane dla uktadu ciaglego, po dyskretyzacji metoda Lagrange’a—Ritza.
Wyprowadzono oryginalne formuly opisujace warto§¢ oczekiwana drgan mostu
i funkcje kowariancyjna, ktora umozliwia obliczenie wariancji procesu drgan. Formu-
ly te zapisano w ogdlnej postaci catkowej. Szczegdtowa posta¢ rozwiazan moze by¢
wyznaczona jedynie w sposob numeryczny, poniewaz zarowno impulsowe funkcje
przejscia, jak i funkcje korelacji opisujace turbulencje wiatru, nie majq postaci anali-
tycznej. W przypadku funkcji kowariancyjnej procesu drgan algorytm obliczen jest
dos¢ skomplikowany ze wzgledu na koniecznos¢ wielokrotnego stosowania procedur
wyznaczania catek podwojnych. Z tego powodu rozwazono dwa uproszczone przy-
padki rozwiazan, ktore moga stuzy¢ do wstgpnego oszacowania wariancji. Przyjeto
dwie przeciwstawne idealizacje matematyczne procesu turbulencji: funkcj¢ korelacyj-
na typu ,,bialy szum”, ktoéra zaktada bardzo krotki czas korelacji oraz funkcj¢ korela-
cyjna o wartosci statej, niezaleznej od czasu. Wyznaczone w obu przypadkach warian-
cje drgan sa wyrazone formutami zawierajacymi catki pojedyncze, co zdecydowanie
upraszcza schemat obliczen. Przedstawiony w rozprawie algorytm analizy drgan lo-
sowych spowodowanych porywistym wiatrem moze by¢ podstawa obszernych badan
numerycznych. W rozprawie przytoczono wyniki wstgpnych testow obliczeniowych,
ilustrujacych okresowo-stacjonarne drgania konstrukcji wzbudzone dzialaniem pory-
wistego wiatru o cyklicznie zmiennej w czasie predkosci $redniej.

6.2. Podsumowanie

Podsumujemy tu zwigzle sposob realizacji glownego celu rozprawy, ktorym byto
opracowanie zbioru metod i algorytmow, przeznaczonych do analizy drgan mostow
wiszacych, wzbudzanych dynamicznym oddzialywaniem ruchu drogowego i dziata-
niem wiatru. W zamierzeniu autorki metody te miaty by¢ tak sformutowane, aby sta-
nowity dobra podstawe do dalszych badan, dotyczacych zagadnienia drgan spowodo-
wanych réwnoczesnym dziataniem wymienionych obciazen. Z tego powodu
w niniejszym podsumowaniu skupimy uwage na podkresleniu wspdlnych cech i jed-
nolitoéci podejscia do rozwigzania dwoch probleméw drgan wymuszonych, wybra-
nych do rozwazan w rozprawie.

Cecha charakterystyczna obu rozpatrywanych w rozprawie typéw obciazenia jest
ich losowy charakter, zatem przedstawione w pracy rozwazania sa skoncentrowane
gtéwnie na rozwiazywaniu zagadnien z dziedziny dynamiki stochastycznej. Przedmio-
tem zainteresowania sa przeci¢tne, w sensie potocznym, warunki obciazenia uzytko-
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wego 1 srodowiskowego — nie rozpatruje si¢ ekstremalnych sytuacji, takich jak na
przyktad zatory drogowe, nagle zmiany predkosci pojazdow, czy tez obciazenie wia-
trem o predkosciach krytycznych, powodujacych utrate statecznosci konstrukcji. Za-
stosowane do badan modele obcigzen sformutowano przede wszystkim pod katem ich
przydatnosci do analizy probabilistycznej drgan konstrukcji w stanie ustalonym, ktoéry
najlepiej okresla przecigtne warunki uzytkowania. Stochastyczny model obciazenia
uzytkowego dotyczy swobodnego ruchu drogowego, ktoremu towarzysza drgania
konstrukcji opisane procesami stacjonarnymi. Model wzbudzania wiatrowego opisuje
natomiast w oryginalny sposob zjawisko ,buffetingu”, zwiazane z obciazeniem
w postaci silnego wiatru z turbulencjami. Wybor zagadnienia ,,buffetingu”, jednego
sposrod wielu zagadnien aerodynamiki mostow, byt podyktowany dwoma wzgledami.
Po pierwsze, ten rodzaj wiatru jest czegsto spotykany w strefach lokalizacji wigkszosci
mostow wiszacych o duzych rozpigto$ciach, moze by¢ zatem traktowany jako gléwne
obciazenie $rodowiskowe. Po drugie, drgania spowodowane zmiennym wiatrem,
z natury losowe, najlepiej kojarza si¢ z losowym ruchem drogowym, dlatego ten przy-
padek wybrano do rozwazan. W ujeciu przedstawionym w rozprawie drgania spowo-
dowane porywistym wiatrem sa w stanie ustalonym procesami okresowo-
stacjonarnymi, w przypadku szczegdlnym — procesami stacjonarnymi. Do analizy
proceséw drgan zastosowano w obu rozwazanych przypadkach obciazenia to samo
podejécie — w dziedzinie czasu. W przypadku obciazenia ruchem drogowym jest to
podejscie naturalne, powszechnie stosowane, natomiast problem ,,buffetingu” byt do
tej pory traktowany odmiennie, przy uzyciu metod widmowych, w ktorych rozwiaza-
nia okresla si¢ w dziedzinie czgstosci. Zastosowanie do analizy zagadnien aerodyna-
miki podejscia polegajacego na poszukiwaniu rozwigzan w dziedzinie czasu jest naj-
nowsza tendencja, obserwowana ostatnio w literaturze tego przedmiotu.

Dbatos¢ o zachowanie jednolitosci podejscia w obu analizowanych zagadnieniach
nie ogranicza si¢ tylko do opisu drgan w tej samej dziedzinie, okreslonej zmienna
czasowa. Sformutowane rozwigzania wynikaja z podobnej koncepcji sumowania od-
powiedzi konstrukcji na dzialanie wymuszen sktadowych. W zagadnieniu drgan spo-
wodowanych ruchem drogowym sumowanie dotyczy efektow dzialania pojedynczych
sit skupionych, modelujacych pojazdy, i odbywa si¢ za pomoca zliczajacego procesu
Poissona, w sensie catki Stjeltjesa. Sumowane efekty sktadowe wyznacza si¢ na pod-
stawie dynamicznych funkcji wptywu. W zagadnieniu drgan wywotanych wiatrem
sumowaniu podlegaja rozwiazania odpowiadajace rozniczkowym impulsom, ktore
tworza losowy proces wymuszenia. Sumowanie odbywa si¢ po czasie, w sensie catki
splotowej, a skladowe rozwiazania sa okre$lone poprzez impulsowe funkcje przejscia,
zdefiniowane dla ukladu dyskretnego. Opisane postgpowanie odnosi si¢ do poje-
dynczego procesu stochastycznego, opisujacego jedno pasmo ruchu pojazdow badz
jeden segment obciazenia wiatrem, wydzielony wzdluz rozpigto$ci mostu. W obu
zagadnieniach uogoélniono schemat obliczeniowy, odpowiednio — na ruch wielopa-
smowy lub wiele segmentow obciazenia wiatrem, uwzgledniajac w ten sposob cechy
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charakterystyczne dla obciazen duzych mostow. Ostatecznie, losowe zjawisko obcia-
zenia opisano w obu przypadkach uktadem proceséw stochastycznych, przy czym
w pierwszym przypadku przyjeto, ze procesy nie sa skorelowane, w drugim uwzgled-
niono wzajemne korelacje.

Konsekwencja zastosowania og6lnej koncepcji sumowania sktadowych odpowie-
dzi konstrukcji jest ograniczenie zakresu stosowalnosci do drgan liniowych. Na pod-
stawie badan symulacyjnych wykazano, ze powyzsze ograniczenie jest dopuszczalne
w analizie zagadnienia drgan losowych, wymuszonych swobodnym ruchem drogo-
wym. W drugim zagadnieniu problem ten pozostaje otwarty i powinien by¢ przedmio-
tem dalszych badan.

Metody zastosowane do analizy obu rozwazanych zagadnien taczy wspolna pod-
stawa — wspolny model obliczeniowy konstrukeji i oryginalny algorytm analizy drgan
deterministycznych. Przyjeta w rozprawie koncepcja analizy drgan deterministycz-
nych jest, zdaniem autorki, dobrze wywazonym kompromisem, ktéry umozliwia osia-
gnigcie dostatecznej doktadnosci modelu obliczeniowego konstrukcji, przy zapewnie-
niu niezbgdnej efektywnosci algorytmu. Zalozony model obliczeniowy jest
stosunkowo prosty w poréwnaniu z modelami budowanymi za pomoca metody ele-
mentow skonczonych, ale uwzglednia specyficzne cechy mostow wiszacych 1 jest tak
skonstruowany, ze moze idealizowa¢ nowoczesne mosty wiszace, 0 najczesciej sto-
sowanych schematach konstrukcyjnych. Duza efektywnos$¢ algorytmu wynika z zasto-
sowania do opisu drgan podejscia analitycznego, potaczonego z globalng aproksyma-
cja stanu przemieszczenia. Opracowany algorytm okazal si¢ wyjatkowo skuteczny
w zastosowaniu do wielokrotnego wyznaczania dynamicznych funkcji wplywu i im-
pulsowych funkcji przejscia.

Sformulowana w rozprawie metoda analizy drgan deterministycznych ma dodat-
kowa wazna zaletg. W opisie drgan mostu wybrano $rodek $cinania przekroju dzwiga-
ra za tzw. centrum dynamiczne, czyli punkt, wzgledem ktorego okresla si¢ stan prze-
mieszczenia konstrukcji i sktadowe obciazen. Ten wybor jest zdecydowanie trafny
z kilku powodow. Przede wszystkim umozliwia bezposrednie uwzglgdnienie obciazen
aerodynamicznych, ktore powszechnie definiuje si¢ w odniesieniu do $rodka $cinania,
jako naturalnego centrum rotacji przekroju (Dyrbye i Hansen [54]). Do tego punktu
mozna tez tatwo zredukowac obciazenia wywotane pojazdami drogowymi. Ponadto
wlasnie wzgledem srodka $cinania przekroju formutuje sig¢ réwnania opisujace zgina-
nie i nieswobodne skrecanie belek cienkos$ciennych, ktore obrano jako model dzwiga-
ra usztywniajacego. Wybor srodka $cinania ulatwit sformulowanie jednolitego algo-
rytmu, umozliwiajacego zaréwno analize¢ drgan spowodowanych ruchem drogowym,
jak i dzialaniem wiatru.

Integralng cze$¢ rozprawy stanowig obszerne badania numeryczne. Celem tych
badan byla w pewnej mierze ilustracja i prezentacja mozliwosci metod i algorytmow
sformulowanych w rozprawie. Jednak przede wszystkim badania te stuzyly weryfika-
cji zatozen modeli i metod obliczeniowych. Przeprowadzenie analiz numerycznych
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wiazatlo si¢ z konieczno$cia opracowania pakietu wielu wspotpracujacych ze soba
programow komputerowych, czgsto o bardzo ztozonym algorytmie. Oprogramowanie
to zostato sporzadzone przez autorke rozprawy, w srodowisku Turbo Pascal i DevPas-
cal. Do opracowania algorytméw komputerowych wykorzystano wspoétczesne techniki
numeryczne, przeznaczone do rozwigzywania zagadnienia wlasnego, rozwigzywania
uktadéw réwnan algebraicznych, obliczania wartosci calek oznaczonych oraz do cal-
kowania ukladow réwnan rézniczkowych — liniowych i nieliniowych. W materiale
rozprawy, ze wzgledu na jej ograniczona obj¢tos¢, pominigto szczegdtowy opis zasto-
sowanych metod numerycznych, z wyjatkiem metody numerycznego catkowania nie-
liniowych réwnan ruchu, ktorej wybor miat istotne znaczenie merytoryczne.

Na podstawie rozwazan przedstawionych w rozprawie mozna wskaza¢ kierunki
dalszych badan, zwigzanych z doskonaleniem sformulowanych metod i ich aplikacja
do rozwiazywania pokrewnych zagadnien z zakresu dynamiki mostow wiszacych.
Przyktadowe kierunki badan moga by¢ nastepujace:

e Uscislenie metody analizy drgan spowodowanych porywistym wiatrem, polega-
jace na uwzglednieniu obciazen samowzbudnych oraz efektow wywolanych
turbulencjami w kierunku prostopadtym do przeptywu wiatru.

e Gruntowna analiza numeryczna drgan wywotanych dzialaniem wiatru, poprze-
dzona badaniami studialnymi stuzacymi okresleniu realnych parametrow obcia-
zenia wiatrem, zwiazanych z konkretnym, rzeczywistym obiektem.

e Sformutowanie metody wyznaczania charakterystyk tacznych drgan mostow
wiszacych, wzbudzanych rownoczesnym dziataniem losowego ruchu drogowe-
go 1 wiatru.

e Dostosowanie metody analizy niezawodno$ci do badania zagadnienia drgan
uktadu most — pojazdy drogowe — wiatr.

o Sformutowanie i analiza zagadnienia drgan mostow kolejowo-drogowych.

e Sformutowanie i analiza zagadnien zwiazanych z badaniem ekstremalnych
efektow obciazenia mostow ruchem drogowym i kolejowym oraz wiatrem, przy
zatozeniu roztacznego i tacznego dziatania obcigzen.

Wymienione problemy badawcze zakreslaja prawdopodobny obszar dalszych prac

badawczych autorki w dziedzinie dynamiki mostow wiszacych.



Dodatek

Reguly obliczania wektora gradientu pdl skalarowych

1. Oznaczenia:

D(q) — pole skalarowe okres$lone przez wspotrzedne uogdlnione q,
q= {qJ } — wektor wspotrzednych uogolnionych, podzielony na bloki
dx o jednakowej liczbie elementow rownej n,
R = {EJ } — wektor gradientu pola skalarowego @(q),
K
a,
a= a — wektor o rozmiarze 2n, zawierajacy mnozniki liczbowe,
K
Ay Ak . .
A= A A — symetryczna macierz kwadratowa rzedu 2n, zawie-
KJ KK rajaca mnozniki liczbowe.

2. Forma liniowa wspotrzednych q:

d(q)=q'a —> R= grad, @(q) =a = FJ }
a

K
Obliczenie z uwzglednieniem struktury blokowej wektora wspotrzednych q:
D(q) = q)a; +qgay;

R, =grad, @(q)=a; , Ry =grad, &(q)=a.
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3. Forma kwadratowa wspotrzednych q:

A, A
®(q)=q"Aq — R-=grad, &(q) = 2Aq = 2[ »o A }{qj } .
Ay Ak |4k

Obliczenie z uwzglednieniem struktury blokowej wektora wspotrzednych q:
D(q) =q;(A;q; +Axqy) +qr (A d; + Ady),

R, =grad, @(q) =2A;q,; + Ayqg + A qk =2(A 54, +Axqy),
Ry =grad, D(q) = Axd,; + A q; + 24k Q= 2(A Q) + Ay

4. Forma sze$cienna wspotrzednych q:
T T T T . T T
@(q)=aqq Aq=(q a)(q Aq) — R=grad, &(q)=aq Aq+2Aqq a.
Obliczenie z uwzglednieniem struktury blokowej wektora wspotrzednych q:
D(q) = (dy2; +qa ) (A, +Axd) + Qe (A d; + Al

R, =grad, @(q) =a,q;A;;q; +2A,,q,952; +2,q;A 5 qy +Ayqeqya; +
+2,0 A Q)+ AGeq)a; + QA gy +
+2A5,0,q 3K+ A Ak + A Qedidg =
=a;[q; (A4, + A+ (Agg; + Ay )]+
+2[(A 54, + Axac @52, +qrag)],

Ry =grad, &(q)= Ax4;452; +A;q;q;2; +2A,4qcq;a, +
+ 2 q)A Gy FagdyA Ay + A ey
+aqx Ay T Agerak Ak Ak i +2A Kk dxak =
= a, [q; (A4, + A +qx (A q; + Agqy )]+
+2[(A 4y + A (G2, +qeay)].
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DETERMINISTIC AND STOCHASTIC
METHODS OF SUSPENSION BRIDGE
VIBRATION ANALYSIS

A qualified theory of spatial nonlinear vibrations of multi-span suspension bridges is formulated.
Qualifying the theory leads to the generalization of earlier computational models. The theory presented
respects the specific features of suspension bridge vibrations and it can be applied to dynamic analysis of
modern suspension bridges of typical structure systems with a multi-box stiffening girder. Based on such
theory an efficient algorithm for deterministic vibration analysis has been worked out with respect to
requirements for stochastic analysis of vibrations excited by the highway traffic and wind action. The
algorithm has been applied to an eigenproblem analysis and to an analysis of the dynamic and static
influence functions of cable tensions and displacements in selected cross-sections of a hypothetical
bridge. The results of numerical investigation have justified the qualification of the theory by taking the
horizontal cable displacements into account. Particular attention has been paid to the problem of appro-
priate damping model selection. The suspension bridge damping features have been described and the
numerical solutions for the resonant vibrations corresponding to an excitation by the periodic series of
concentrated moving forces have been analyzed for a few damping descriptions in the equations of mo-
tion of the bridge. In the second part of the dissertation methods of stochastic vibration analysis are for-
mulated. Two entirely different methods for determination of the moment characteristics of random vibra-
tions caused by highway traffic have been presented. The first one is the case of an analytical approach
and relates to linear vibrations. In the second method meant for nonlinear vibrations the simula-tion ap-
proach is applied with Monte Carlo principles for simulation of random events being used. By means of
the simulation method, the nonlinear effects have been analyzed and the influence of a vehicle springing
and vehicle inertia forces on vibration characteristics of hypothetical bridge have been evaluated. When
formulating the analytical method the theory of stochastic Poisson process and dynamic influence func-
tions of bridge response have been adopted. On the basis of the probability density function analysis the
possibility of modeling the traffic load effects by a stationary Gaussian process has been examined. The
suspension bridge reliability with respect to the material fatigue and the first crossing of boundary level is
also considered. Considerations are focused on the question of how the stochastic processes describing
the bridge vibrations in a steady-state should be idealized in reliability problem. In the last part of the
dissertation the problem of vibrations excited by a gusty wind is investigated in the probabilistic ap-
proach. A stochastic nonstationary model of gusty wind and corresponding formulae for aerodynamic
loads have been formulated. Solutions of the random vibration problem have been obtained in the range
of correlation theory using the mathematical tools of stochastic processes. The wind field has been di-
vided into many sections along the bridge span in order to take the spatial correlation between wind tur-
bulences into consideration. The methods and algorithms presented meant for the dynamic analysis of
a suspension bridge under highway traffic and gusty wind are characterized by the uniformity and similar-
ity of approach as regards the time domain, so they can be a good basis for the total analysis of vibrations
caused by simultaneous action of the two aforementioned loadings.
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