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Streszczenie

Planowanie ruchu jest jednym z podstawowych zadan robotyki. Wraz z rozwojem ro-
botyki mobilnej (roboty: kotowe, kosmiczne, na- i podwodne) wzrasta zapotrzebowanie na
algorytmy planowania ruchu dla uktadéw z ograniczeniami nieholonomicznymi. Uktady te
generujg trudne zadania planowania ze wzgledu na mniejszg liczbe sterowan niz wymiaro-
wos¢ przestrzeni konfiguracyjnej. W dysertacji postawiono i rozwiazano zadanie adaptacji
metody Lie-algebraicznej do uwzglednienia funkcji wyjscia i planowania w przestrzeni
zadaniowej. Praktyczno$é¢ uwzglednienia tej funkcji, oprocz poszerzenia klasy rozwiazy-
wanych zadan, wynika z naturalnej koniecznosci sprawdzania kolizyjnosci w §rodowiskach
z przeszkodami, gdzie nie wszystkie wspotrzedne wektora konfiguracji sa istotne.

Bazowa, Lie-algebraiczna metoda planowania ruchu jest metoda ogdlnego przeznacze-
nia i w literaturze przedmiotu byla rozwazana jedynie w przestrzeni konfiguracyjnej. Po-
siada zalete tatwosci kontrolowania objetosci manewru i ksztattu planowanej trajektorii,
dlatego tez jest predysponowana do planowan w srodowiskach kolizyjnych. Metoda wy-
korzystuje uogdlniong formuta Campbella-Bakera-Hausdorffa-Dynkina (gCBHD), ktoérej
doktadne zbadanie byto celem dodatkowym pracy. Oprocz okreslenia wplywu reprezenta-
¢ji sterowan oraz parametrow poczatkowych na generowang trajektorie, zaproponowano
algorytm kombinatoryczny wyliczajacy pre-sterowania formuty gCBHD o ztozonosci li-
niowej, znacznie poprawiajacy algorytmy literaturowe o ztozonosci eksponencjalne;j.

W pracy zredefiniowano obiekty i pojecia zwigzane z planowaniem ruchu w przestrzeni
konfiguracyjnej by dostosowac je do przestrzeni zadaniowej. Zdefiniowano pojecie osobli-
wosci uktadu z wyjsciem, nie wystepujace dla uktadéw nieholonomicznych w przestrzeni
konfiguracyjnej oraz przeanalizowano zrodta osobliwosci. W ramach transformacji pojec,
przedstawiono takze wyglad sfer nieholonomicznych w przestrzeni zadaniowej, ktore sa
wizualnym obrazem zréznicowania trudnosci ruchu w réznych kierunkach w przestrzeni.

Osiagnieciem rozprawy jest zaprojektowanie autorskiego algorytmu oceny trudno-
Sci konfiguracji posredniej w przypadku wieloetapowego planowania ruchu metoda Lie-
algebraiczna w przestrzeni zadaniowej. Ocena konfiguracji polegata na uwzglednieniu za-
rowno parametrow geometrycznych pol wektorowych, jak i ich przynaleznosci do warstw
roznicujacych energetyczng efektywnosé ruchu. Na bazie zaprojektowanego algorytmu za-
proponowano algorytm planowania ruchu w przestrzeni zadaniowej umozliwiajace opty-
malizacje ksztaltu planowanej trajektorii, jak rowniez jej parametréw takich jak diugosé
czy energia ruchu (sterowan). Zwienczeniem pracy jest autorski algorytm pozwalajacy na
planowanie ruchu w przestrzeni zadaniowej w $rodowisku kolizyjnym w ktérym podcele
sg generowane planerem geometrycznym.

Wiszystkie zaproponowane w dysertacji algorytmy zaimplementowano w wolframow-
skiej Mathematice i przetestowano na trzech modelach o dwoch wejsciach, uwzgledniaja-
cych uktady praktyczne i teoretyczne, nilpotentne i nie. Wyniki przestawiono w formie
tabelarycznej i graficznej, a na ich bazie wyciggnieto wnioski szczegdétowe dotyczace za-
gadnien warunkujacych efektywnos¢ algorytmow.



Abstract

Motion planning is one of the fundamental tasks of robotics. With the development of
mobile robotics (wheeled, space, on- and underwater) there is an increasing demand for
motion planning algorithms for systems with nonholonomic constraints. These systems
generate difficult planning tasks due to the smaller number of controls than the dimen-
sionality of a configuration space. The dissertation poses and solves the task of adapting
the Lie-algebraic method to take into account an output function and planning in a task
space. The practicality of including this function, in addition to broadening the class of
solved tasks, results from the natural necessity of checking collisions in environments with
obstacles, where not all coordinates of the configuration vector are relevant.

In the literature, the underlying general-purpose, Lie-algebraic motion planning me-
thod has only been considered in the configuration space. It allows for controlling a volume
of robot manoeuvres easily and also the shape of the planned trajectory and, therefore,
it is predisposed to planning in collision environments. The method uses a generalised
Campbell-Baker-Hausdorff-Dynkin (gCBHD) formula, the detailed study of which was an
additional aim of this dissertation. Besides determining the influence of representation of
controls and initial parameters on the generated trajectory, a combinatorial algorithm was
proposed to compute pre-controls generated with the gCBHD formula with linear com-
plexity, significantly improving the literature algorithms with exponential complexity.

In this work the objects and concepts related to motion planning in a configuration
space have been redefined to adapt them to a task space. The notion of singularity of
a system with an output, not occurring for nonholonomic systems in the configuration
space, and sources of singularities were analysed. As a part of the transformation of
concepts, nonholonomic spheres in the task space were displayed, which are a visual
representation of the various difficulty of motion in different directions in a space.

The achievement of the thesis is the design of the author’s algorithm for evaluating the
difficulty of an intermediate configuration in the case of multistage motion planning using
the Lie-algebraic method in a task space. The evaluation of the configuration consists in
taking into account both geometrical parameters of vector fields, as well as their layers
differentiating the energy efficiency of motion. On the basis of the designed algorithm an
algorithm of motion planning in the task space was proposed allowing optimisation of the
shape of a planned trajectory, as well as its parameters such as length or energy of motion.
The culmination of the work is an original algorithm allowing for planning a motion in
a task space in a collision environment in which subgoals are generated by a geometric
planner.

All the algorithms proposed in the dissertation have been implemented in Mathematica
and tested on three models with two inputs, including practical and theoretical, nilpotent
and non-nilpotent systems. The results are presented in a tabular and graphical form,
and on their basis detailed conclusions are drawn concerning some issues conditioning the
efficiency of the algorithms.
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a — skalar,

a — wektor,

|a| — warto$¢ bezwzgledna z a,

a; — i-ta wspotrzedna a, badz obiekt a w i-tej iteracji algorytmu iteracyjnego,
a — pochodna po czasie z a,

Aa — przyrost wektora a,

Oa — pochodna czastkowa a,

a(-) — rzut wektora @ na podprzestrzen, lezacy w tej podprzestrzeni,
a, () — rzut wektora a na podprzestrzen, lezacy prostopadle do tej podprzestrzeni,
l|lal — norma euklidesowa a,

dim(a) — wymiarowos¢ wektora a,

A — macierz,

I, — macierz identycznodciowa rozmiaru n x n,

0 — wektor (macierz) o zerowych elementach,

AT " — transpozycja macierzy, wektora,

At — odwrotno$¢ macierzy A,

A* — pseudoodwrotno$¢ macierzy A (Moore’a - Penrose’a),

det(A) — wyznacznik macierzy A,

rank(A)  —rzad macierzy A,

tr(A) — §lad macierzy A,

A — przestrzen,

dim(A) — wymiar przestrzeni A,

(-, — iloczyn skalarny,

R” — n wymiarowa przestrzen liczb rzeczywistych (euklidesowa),

N — zbior liczb naturalnych,

Z — zbiér liczb catkowitych,

c* — przestrzen funkcji k-krotnie rézniczkowalnych, (k = 0 — funkcje ciagte,
k = oo — funkcje gladkie),

— przestrzen konfiguracyjna,

— przestrzen zadaniowa,

— przestrzen sterowan,

— przestrzen parametréw sterowan,

K" axo

— endogeniczna przestrzen konfiguracyjna,
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L2[0,] — przestrzen funkcji catkowalnych z kwadratem,

n — wymiarowos¢ przestrzeni konfiguracyjnej,

r — wymiarowos¢ przestrzeni zadaniowej,

m — liczba sterowan (réwna liczbie generatoréw),

q — wektor konfiguracji w Q,

z — wektor konfiguracji w X,
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9 — konfiguracja poczatkowa w Q,

qy — konfiguracja docelowa w Q,
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xy — konfiguracja docelowa w X,

X; — jednomian Liego,

flg) — pole wektorowe,

9:(q) — generator uktadu nieholonomicznego, i=1,...,m,

H(z,p, po, u)— Hamiltonian,

G(q) — macierz ztozona (kolumnowo) z generatoréow g;,

(X, X;] — nawias Liego jednomianéw Liego,

(fi [l — nawias Liego pdl wektorowych,

span(A)  — przestrzen liniowa rozpinana przez kolumny macierzy A,

#A — liczba elementéw (moc) zbioru A,

Co, So — cosinus, sinus kata 6,

Ci, Si — cosinus, sinus i-tej wspotrzednej wektora konfiguracji q,

o — permutacja indeksow,

err(o) — liczba bledéw w permutacji indeksow,

(‘;) — symbol Newtona,

H — i-ta warstwa bazy Ph. Halla,

H ; — j-ty element i-tej warstwy bazy Ph. Halla,
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bry Liego,

w;’d — wspotezynnik liczbowy pre-sterowania, indeksy j.w.,

vol(B) — objetos¢ bazy podprzestrzeni B,

LA(G(q)) — algebra Liego rozpieta na generatorach G(q),

D, — dystrybucja i-tego rzedu,

FY/F* macierz zlozona z warstw bazy algebry Liego do i-tej wiacznie w Q/X,

M ;@ /M¥  — macierz manipulowalnoéci do i-tej warstwy w Q/X,

J(") — Jakobian przeksztalcenia,

pﬁ’ B/ pi’B — wspOlezynnik korelacji liniowej Pearsona/rankingowej Spearmana,

E() — warto$¢ oczekiwana,

H1a/oa — érednia/odchylenie standardowe w zbiorze A.
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Postepujaca autonomizacja obiektow poruszajacych sie w przestrzeniach wielowymia-
rowych wymusza planowanie ich ruchu jako jedno z podstawowych zadan wspotczesnej
robotyki. Szczegdlnie trudnymi sa zadania dla uktadéw nieholonomicznych, rozwazanych
w niniejszej dysertacji, wsréd ktérych mozna wymieni¢ kotowe roboty mobilne (réw-
niez z przyczepami) [41, 51, 74, 81], samochody [14, 52, 75], todzie [40, 98|, okrety
podwodne [1, 83], samoloty [82], sterowce [106, 107, 108], manipulatory nicholonomicz-
ne [69, 88, 94, manipulatory mobilne [13, 95, 31], roboty kosmiczne [70, 78] i niektére
roboty kroczace [30].

W klasycznym trojpodziale [97], planowanie ruchu jest poprzedzone modelowaniem
obiektu oraz jego otoczenia. Dla otrzymanego modelu, przed rozpoczeciem ruchu (w try-
bie offline), przeprowadzane jest planowanie ruchu, ktérego celem jest uzyskanie tra-
jektorii ($ciezki) referencyjnej i/lub odpowiadajace im sterowania. Ostatnim etapem jest
sterowanie w czasie rzeczywistym przeprowadzajace obiekt wzdtuz zaplanowanej trajekto-
rii (Sciezki) referencyjnej, minimalizujac jednoczesnie btedy wynikajace z niedoktadnosci
modelu i/lub niedotrzymania warunkéw poczatkowych oraz wykorzystujace informacje
sensoryczng. Czesto na etapie planowania uwzgledniana jest jedynie kinematyka obiektu,
a dynamika dopiero na etapie sterowania. Wspotczesnie podejmowanych jest coraz wiecej
udanych préb taczenia planowania i sterowania lub przynajmniej uwzglednienia dynamiki
obiektu juz podczas planowania ruchu [28, 49].

Uktady nieholonomiczne w naturalny sposob sa opisywane matematycznie w prze-
strzeni konfiguracyjnej, na ktorg naktada sie ograniczenia. Natomiast w przestrzeni za-
daniowej opisywane sa przeszkody i czesto nie wszystkie wspotrzedne konfiguracyjne sa
istotne podczas sprawdzania kolizyjnosci robota z przeszkoda. Ponadto w praktycznych
zadaniach niekoniecznie wszystkie wspotrzedne opisujace robota sa wazne w kontekscie
wykonywanego zadania. Typowo przestrzen konfiguracyjna (gdzie zwykle odbywa sie pla-
nowanie ruchu) jest zwiazana statyczna funkcja wyjscia z zadaniowa (w ktérej tatwiej
definiowa¢ praktyczne zadanie oraz opisa¢ przeszkody).

Rozwiazywanie zadania planowania ruchu polega na zaprojektowaniu algorytmu po-
zwalajacego na przeprowadzenie uktadu z dowolnego zadanego punktu poczatkowego do
docelowego. Najczesciej punkty brzegowe planowania sa opisywane w przestrzeni konfigu-
racyjnej. Zdarza sie jednak, ze punkt docelowy jest zdefiniowany w przestrzeni zadaniowej,
a za punkt poczatkowy przyjmuje sie odbicie konfiguracji poczatkowej do przestrzeni za-
daniowej. Na zadanie planowania ruchu nierzadko sa naktadane dodatkowe wymagania
dotyczace bezkolizyjnosci obiektu z otoczeniem czy optymalizacji przyjetego kryterium
jakosci. Planowanie ruchu uktadéw nieholonomicznych jest zadaniem trudnym, nawet
w przypadku braku dodatkowych ograniczen zaréwno dla przestrzeni konfiguracyjnej jak
i sterowan. Uktady takie sg opisane nieliniowymi réwnaniami rézniczkowym, a liczba ste-
rowan w nich wystepujaca jest mniejsza od wymiarowosci przestrzeni konfiguracji. Z tego
powodu nie jest mozliwe sterowania kazda wspotrzedng wektora konfiguracji niezaleznie,
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a ruch w kierunku celu czesto jest ztozeniem ruchéw elementarnych.

W rozprawie bazowa metoda planowania ruchu jest metoda Lie-algebraiczna dziata-
jaca ze swej istoty w przestrzeni konfiguracynej i rozwijana od lat w osrodku wroctaw-
skim [17, 18, 37, 45, 56, 72, 97]. Jest metoda lokalna, bazujaca na uogélnionej formule
Campbella-Bakera-Hausdorffa-Dynkina (gCBHD) i planujaca ruch woko6t biezacej konfi-
guracji. Najczesciej konfiguracja docelowa planowania ruchu nie lezy blisko poczatkowej,
wiec wymaganych jest kilka lokalnych planowan, a wynikowa trajektoria powstaje przez
sklejenie kolejno wygenerowanych fragmentow.

Cele i teza pracy

Celem rozprawy doktorskiej jest taka adaptacja metody Lie-algebraicznej by uwzgled-
niata takze statyczne odwzorowanie wyjsciowe, a jej teza:

Metoda Lie-algebraiczna moze byc skutecznie adaptowana do rozwigzywania zadan pla-
nowania ruchu w przestrzeni zadaniowe) dajgc dodatkowe, w stosunku do przestrzeni kon-
figuracyjnej, mozliwosci optymalizacyjne.

Wykorzystanie metody Lie-algebraicznej do planowania ruchu w przestrzeni zada-
niowej jest szczegdlnie przydatne w srodowiskach kolizyjnych, dzigki lokalnosci, tatwosci
modyfikowania ksztattu wynikowej trajektorii oraz mozliwosci kontroli obszernosci ruchu.

Celem naukowym rozprawy jest opracowanie podstaw teoretycznych dla uwzglednienia
funkcji wyjscia w metodzie Lie-algebraicznej stosowanej dla uktadéw nieholonomicznych,
a celem praktycznym — zaproponowanie algorytmoéw planowania ruchu dla tej klasy ukta-
déw. Realizujac cel naukowy w rozprawie przeanalizowano pojecia zwiazane z metoda Lie-
algebraiczng w przestrzeni konfiguracyjnej i zaproponowano ich analogony w przestrzeni
zadaniowej. Dla celéw praktycznych opracowano algorytmy pozwalajace na optymalizacje
kryteriow jakosci uzyskiwanej trajektorii referencyjnej zaréwno w przestrzeni konfigura-
cyjnej jak i zadaniowej. Wsrod optymalizowanych funkceji kryterialnych sg energia ruchu,
dhugos¢ Sciezki czy ksztalt trajektorii pozwalajacy na unikanie przeszkdéd. Dodatkowymi
celami dysertacji, tak poznawczymi jak i praktycznymi, sg:

e okreslenie wplywu reprezentacji sterowan na jakos¢ trajektorii wynikowej,
e zmniejszenie ztozonosci obliczeniowej metody Lie-algebraicznej,

e zbadanie wplywu punktu startowego dla algorytmu Newtona na wynikowe wartosci
parametrow sterowan,

e okreslenie jakosci konfiguracji pod katem realizacji ruchu do punktu w przestrzeni za-
daniowe;j.

Zakres pracy

W rozprawie skupiono sie na trzech obszarach zwiazanych z planowaniem ruchu:

e formuta gCBHD bedaca podstawowym narzedziem planowania ruchu w przestrzeni
konfiguracyjnej,

e przeniesieniem obiektow i pojeé zwiazanych z planowaniem w przestrzeni konfiguracyj-
nej do przestrzeni zadaniowej,

e planowaniem w przestrzeni zadaniowe;j.



Najwazniejsze osiggniecia dysertacji zebrano ponizej:
1. Planowanie w przestrzeni konfiguracyjnej i formuta gCBHD:

e sformutowano i udowodniono twierdzenie o wartosciach wspotczynnikow pre-sterowan
w warstwie algebry Liego,

e opracowano algorytm szybkiego wyliczania pre-sterowan i ich wspotczynnikow,
e zbadano wplyw parametryzacji sterowan na planowang trajektorie,
e opracowano sposob oceny jakosci parametryzacji sterowan,

e zbadano wplyw parametréw sterowan na planowang trajektorie.

2. Przeniesienie obiektow i poje¢ zwiazanych z planowaniem ruchu do przestrzeni zada-
niowej:
e Przeniesiono nastepujace obiekty i pojecia:
e sterowalnos¢,
e sterowalno$¢ w krotkim czasie (X-STLC),
e stopienn nieholonomicznosci,
e macierz manipulowalnosci,
e zbadano osobliwoéci! uktadu nieholonomicznego w przestrzeni zadaniowej i okreslo-
no ich zrédta,

e zbadano ksztalt sfer nieholonomicznych w przestrzeni zadaniowej.
3. Planowanie ruchu w przestrzeni zadaniowe;j:

e zaprojektowano algorytm oceny trudnosci konfiguracji poczatkowej (posredniej),
e zaprojektowano algorytm zapobiegajacy przedwczesnej zbieznosci,

e zbadano mozliwosci optymalizacji planowanej trajektorii za pomoca wektora star-
towego algorytmu Newtona wyliczajacego parametry sterowan,

e zaprojektowano algorytm planowania ruchu w przestrzeni zadaniowej w obecnosci
statycznych przeszkod.

Dziatanie zaproponowanych w dysertacji algorytmoéw zweryfikowano symulacyjnie dla
trzech modeli tréj- i czterowymiarowych: jednokotowca, samochodu kinematycznego oraz
integratora Brocketta (opisanych w dodatku A). Algorytmy nie sa dedykowane dla zad-
nego z tych modeli, wiec moga by¢ stosowane do dowolnych uktadéw nieholonomicznych.

Struktura pracy

Praca zorganizawana jest w jedenascie rozdzialéw poprzedzonych spisem oznaczen
i uzupetnionych dodatkami, zawierajacymi material pomocniczy, oraz bibliografig. Dla
zminimalizowania koniecznosci odwolywania sie do podstawowej literatury pomocniczej,
w rozdziale 1 wprowadzono niezbedng terminologie. Zebrano podstawowe wiadomosci
o algebrze Liego, algebrze Liego pol wektorowych, algorytmie Newtona, parametryzacji
funkeji (np. sterowan) za pomoca ortonormalnych baz funkeyjnych oraz korelacji pomie-
dzy zbiorami. Zamieszczenie opisu algorytmu Newtona i parametryzacji sterowan wyni-
ka z czestego rozwiazywania zadania odwrotnego pewnej funkcji z zadanym warunkiem
koncowym, w ktérym znajdowanie sterowan jest sprowadzane do znalezienia ich parame-
trycznego przedstawienia.

IPrzyjeto szersza definicje osobliwosci niz stosowana dla manipulatoréw.
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W rozdziale 2 przedstawiono analize literaturowa metod planowania ruchu dla ukta-
déw nieholonomicznych ogdlnego przeznaczenia oraz wybranych metod planowania geo-
metrycznego dla ukltadéw holonomicznych. Przypomniano pojecie sterowalnosci w prze-
strzeni konfiguracyjnej wraz z jego mocniejszym wariantem: sterowalnosé¢ w krotkim czasie
(STLC) oraz pokazano sposob sprawdzania warunku sterowalnosci. STLC jest szczegdl-
nie przydatne w srodowiskach kolizyjnych, gdzie kontrola obszernosci ruchu ma istotne
znaczenie.

Wsréd metod planowania najwiecej uwagi poswiecono intensywnie wykorzystywanej
w rozprawie metodzie Lie-algebraicznej planujacej ruch w przestrzeni konfiguracyjnej oraz
metodzie endogenicznej przestrzeni konfiguracyjnej. W metodzie Lie-algebraicznej opisano
dwie formuty pozwalajace na okreslenie sterowan potrzebnych do lokalnego przemieszcze-
nia konfiguracji w dowolnym kierunku: formute Campbella-Bakera-Hausdorffa-Dynkina
(CBHD, sterowania kawatkami state) oraz uogélniong formute Campbella-Bakera-Haus-
dorffa-Dynkina (gCBHD, sterowania ciagle). Metoda endogenicznej przestrzeni konfigu-
racyjnej rowniez zostata opisana bardziej szczegdtowo, gdyz pozwala na planowanie ruchu
w przestrzeni zadaniowej i jest naturalnym punktem odniesienia do metody proponowane;j
w niniejszej dysertacji.

W kolejnych trzech rozdziatach wszechstronnie przebadano podstawowe narzedzie sto-
sowane w metodzie Lie-algebraicznej - generacje sterowan realizujacych ruch w zadanym
kierunku przy pomocy formuty gCBHD. W rozdziale 3 pokazano autorski algorytm kom-
binatoryczny poprawiajacy efektywnosé wyliczenia pre-sterowan wynikajacych z formu-
ly gCBHD wraz z poréwnaniem z algorytmami literaturowych stuzacymi temu celowi.
Pre-sterowanie jest wyrazeniem uzywanym w formule gCBHD stuzacym do okreslenia
zaleznosci pomiedzy przemieszczeniem konfiguracji a sterowaniami, bez koniecznosci ich
konkretyzacji. Dopiero na etapie okreslania sterowan pozwalajacych na realizacje przesu-
niecia w konkretnym kierunku pre-sterowania sa zastepowane sterowaniami, najczesciej
w formie parametrycznej, umozliwiajacej zastosowanie algorytmu Newtona. Wyniki za-
prezentowane w rozdziale zostaly przedstawione na podstawie pracy [59].

Rozdzial 4 zawiera opis badan symulacyjnych dotyczacych wptywu parametréw stero-
wan na ksztalt trajektorii wynikajacej z zastosowania formuly gCBHD. Zaproponowano
szereg modyfikacji sterowan, m. in. liniowe skalowanie, obrét, zmiana proporcji amplitud
oraz przesuwanie w fazie. Jakos¢ uzyskanych trajektorii oceniano dwoma funkcjami ja-
kosci — btedem potozenia koncowego oraz calka z btedu na calej trajektorii. Zawartosé
rozdziatu bazuje na pracy [21].

Dobor parametryzacji sterowan zaprezentowano w rozdziale 5, ktore oceniano dwiema
funkcjami jakosci stosowanymi jako czton optymalizujacy w przestrzeni zerowej algoryt-
mu Newtona dla jakobianu generowanego formutg gCBHD. Pierwsza funkcja opisywata
energie sterowan, druga natomiast bazowala na stopniu pél wektorowych. Dla unieza-
leznienia od wielu czynnikéow wptywajacych na wyniki okreslenia jakos$ci parametryzacji
wykorzystano metody statystyczne. Podstawa rozdziatu sa wyniki uzyskane w pracy [16].

W rozdziale 6, bazujacym na artykule [22], przeniesiono pojecia i definicje uzywane
podczas planowania ruchu uktadéw bezdryfowych w przestrzeni konfiguracyjnej do prze-
strzeni zadaniowej. W szczegdlnosci pojecie sterowalnosci w krotkim czasie. Praktycznym
zyskiem z wprowadzenia przestrzeni zadaniowej (i przeniesienia poje¢) jest mozliwe zredu-
kowanie liczby parametrow przestrzeni sterowan zapewniajgcych sterowalnosé w krotkim
czasie. Przeanalizowano réwniez konfiguracje osobliwe (w ujeciu innym niz znane dla ma-
nipulatorow, ale oznaczajace brak mozliwosci infinitezymalnego ruchu w pewnym kierun-
ku) uktadu nieholonomicznego z funkcja wyjscia. W konicowej czesci rozdziatu poréwnano
lokalng Lie-algebraiczng metode planowania ruchu z funkcja wyjscia z globalng metoda



endogenicznej przestrzeni konfiguracyjnej.

Rozdzial 7 zawiera wyniki symulacji sfer nieholonomicznych uktadéw rozszerzonych
o funkcje wyjscia, opisane pierwotnie w referacie [61]. Przeanalizowano wptyw funkcji wyj-
Scia 1 parametryzacji sterowan na ksztatt sfer w przestrzeni zadaniowej na przyktadach
jednokotowca i samochodu kinematycznego. Okreslono rowniez przydatnosé sfer nieholo-
nomicznych w przestrzeni zadaniowej.

W rozdziale 8 opisano konsekwencje niejednoznacznosci konfiguracji poczatkowej w prze-
strzeni konfiguracyjnej qo odpowiadajacej zadanemu punktowi poczatkowemu w prze-
strzeni zadaniowej xy. Niejednoznacznos¢ taka istnieje dla uktadéw nieholonomicznych
z surjektywna funkcja wyjscia i zostala zasygnalizowany w rozdziale 6. Przeanalizowano
mozliwos¢ potraktowania konfiguracji qo jako parametru wybieranego w ramach podprze-
strzeni odpowiadajacej zo. W praktycznych zadaniach wielokrokowego planowania ruchu
w przestrzeni zadaniowej zwykle nie mamy wplywu na konfiguracje qo podczas kolejnych
planowarn. Stad tez zbadano wptyw wyboru konfiguracji g na jakosé (dtugosé, obszernosé,
energie sterowan) uzyskanej trajektorii. Przedstawiono réwniez autorski algorytm oceny
trudnosci konfiguracji gy w perspektywie ruchu w kierunku punktu docelowego ;.

W rozdziale 9 opisano problem przedwczesnej zbieznosci algorytméw planowania ru-
chu bazujacych na metodzie Lie-algebraicznej, polegajacy na tendencji do planowania
trajektorii ztozonych z trudnych do generacji i kosztownych energetycznie lokalnych tra-
jektorii sktadowych, gdy odlegloéé euklidesowa pomiedzy konfiguracjami poczatkowa qq
a docelowa g jest duza (wieksza niz zakres jednego planowania) a réznice pomiedzy “la-
twymi” skladowymi wektoréw qo i gy mate. Zaproponowano algorytm wyboru punktow
posrednich pozwalajacy na uniknigcie przedwezesnej zbieznosci. Cze$¢ wynikdéw zaprezen-
towanych w rozdziale zostala przedstawiona w pracy [60].

Rozdzial 10, powstaly na podstawie pracy [58], przedstawia wyniki badan symula-
cyjnych wptywu poczatkowego wektora parametréw sterowan, koniecznego w algorytmie
Newtona, na ksztatt trajektorii planowanej za pomoca formuty gCBHD. Zadanie znale-
zienia wartosci wektora parametrow sterowan ma wiele rozwigzan, jednak z powodu lo-
kalnosci formuty gCBHD kazde z otrzymanych sterowan przeprowadzi rzeczywisty uktad
wzdtuz innej trajektorii. Przeanalizowano mozliwo$¢ wykorzystania tego faktu do opty-
malizacji jakosci planowanej trajektorii.

W rozdziale 11 przedstawiono zadanie planowania ruchu uktadu nieholonomicznego
w przestrzeni zadaniowej ze statycznymi przeszkodami. Zaprojektowano algorytm umoz-
liwiajacy rozwiazanie zadania planowania oraz przeanalizowano wpltyw parametréw algo-
rytmu na jakos¢ planowanej trajektorii.






Rozdziat 1

Preliminaria matematyczne

W dysertacji bedzie wykorzystywany dziat algebry zwany algebra Liego, ktorej poczat-
ki siegaja prac norweskiego matematyka Mariusa Sophusa Liego z drugiej potowy XIX
wieku. Algebra ta z powodzeniem pozwala stosowaé koncepcje znane w teorii grup do opi-
sywania pojec i rozwigzywania probleméw geometrii rézniczkowej. Grupy i algebry Liego
znajduja zastosowanie w fizyce teoretycznej i kwantowej, analizie numerycznej, mechanice
oraz, przede wszystkim, w teorii sterowania.

W robotyce, miedzy innymi, algebra Liego jest wykorzystywana w lokalnym plano-
waniu ruchu uktadéw nieholonomicznych oraz stanowi¢ bedzie gtéwne narzedzie mate-
matyczne pracy. W rozdziale zostang przedstawione definicje grupy i algebry Liego wraz
z jej bazami oraz omoéwiona algebra Liego pdl wektorowych wraz z dedykowanym na-
wiasem Liego. W dalszej czesci rozdziatu przywotane zostang pojecia matematyczne nie
zwiazane bezposrednio z algebra Liego, jednak stanowigce uzupetnienie arsenatu narze-
dzi matematycznych dysertacji. Wérdd nich jest algorytm Newtona (réwniez w wersji
z optymalizacja w przestrzeni zerowej) stuzacy do rozwiazania pewnego zadania odwrot-
nego, idea parametryzacji funkcji (konkretniej, funkcji sterowan) wraz z przedstawie-
niem wybranych baz funkcyjnych oraz wspoélczynniki pozwalajace na okredlanie kore-
lacji pomiedzy zestawami danych wynikowych, wykorzystywane podczas ewaluacji roz-
wigzan. Definicje przywotane w rozdziale odnoszace sie do Lie-algebry zaczerpniete sa
z prac [7, 29, 47, 80, 84, 87, 91, 109].

1.1 Grupa i algebra Liego

Definicja 1 (grupa Liego) grupa Liego (G,u(-,-)) jest gltadkq (klasy C*) rozmaitoscig
skonczonego wymiaru spetniajgcg warunki grupy.

Warunkami grupy dla zbioru G z operacja dwuargumentowa p sa: domkniecie zbioru
G ze wzgledu na p (x,y € G = u(x,y) € G), taczno$é operatora i, istnienie elementu
neutralnego e (u(x,e) = x) oraz istnienie elementu odwrotnego x~! dla kazdego = € G.
Jezeli operacja p jest przemienna, grupa jest abelowa.

Przyktadem nieabelowej grupy Liego jest grupa obrotéw na plaszczyznie SO(2) oraz
izomorficzna do niej grupa liczb zespolonych o module 1 (postaci ).

Definicja 2 (algebra Liego) algebra Liego L(V') nad ciatem K to struktura algebraicz-
na (V,[-,-]) sktadajaca sie z przestrzeni liniowej V' nad ciatem K oraz z dwuargumentowego
odwzorowania |-,-] : VXV — V nazywanego nawiasem Liego (komutatorem) spelniajgcym
nastepujgce warunki VX,Y,Z € V., a, 3 € R:
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o dwuliniowosc:

[aX +5Y.Z] =o|X,Z] + BlY, Z], (1.1)
X, oY + 5Z] = o[X,Y] + B[X, Z], (1.2)
e antysymetrycznosc:
X,)Y] =-[Y,X], (1.3)
e tozsamosc Jacobiego:
X, Y. Z]|+Y,[Z,X]|+[Z,[X,Y]] =0. (1.4)

Przyktadami algebr Liego sa:
algebra macierzy kwadratowych n x n o elementach rzeczywistych z nawiasem Liego

[A,B]| = AB — BA, (1.5)
algebra wektoréw w R? z nawiasem Liego zadanym iloczynem wektorowym
[z yl =z xy, (1.6)

czy algebra pol wektorowych omoéwiona w podrozdziale 1.3

1.2 Bazy algebry Liego

Algebra Liego jest rozpinana przez zbior sktadajacy sie z generatoréw oraz elementow
powstatych przez uzycie nawiasu Liego na wszystkich kombinacjach elementéw powsta-
tych wczesniej. Zaréwno generatory jak i elementy powstale w wyniku rekurencyjnego
zastosowania komutatora sg nazywane jednomianami Liego. Dla kazdego jednomianu Lie-
go mozna okresli¢ rekurencyjnie jego stopien

{ deg(X) =1 gdy X jest generatorem, (1.7)

deg([X,Y]) = deg(X) + deg(Y) dla jednomianéw ztozonych.
Warstwa algebry Liego nazywamy zbior jednomianéw Liego o ustalonym stopniu

W; ={X | deg(X) = i}. (1.8)

Przyktad 1. Elementy trzech pierwszych warstw algebry Liego o generatorach XY ,Z.

Wi X\Y,Z
We: [X.Y],[X,Z),[Y,Z).[Y,X],[Z,X],[Z,Y]
Y, X]], X, [z, X]), [X, [Z,Y]],

Wy [X,[XY].[X,[X, 2] [X. [Y,é}n, X[

] Y 9
Y, (XYL Y, (X, Z)] [V, [V, 2] [V, [V, XL Y [Z, X)L Y (2, Y],
1Z,1X,Y]],[Z,[X,Z2]],12,[Y, 2], 1Z,[Y, X]],[2,1Z,X]],[Z,[Z,Y]],
[X,Y], X], [X,Z], X],[[Y, Z], X], [[Y, X], X1, [Z, X], X], [[Z, Y], X],
(X, YLYLX,Z],Y],[[Y, 2] Y] [[Y, X]. Y], [[Z, X],Y],[[Z,Y],Y],
[X.Y],2],[X,2],2],[IY, 2], 2], [[Y, X], 2], [[Z, X], Z],[[Z, Y], Z]
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Jak widaé¢ na przyktadzie 1 liczba elementow algebry Liego rosnie bardzo szybko wraz
z numerem warstwy. Jednak wiele elementéw jest zaleznych na podstawie antysymetrycz-
nosci oraz tozsamosci Jacobiego. Dla unikniecia nadmiarowosci reprezentacji algebry Liego
mozna stosowac jej baze sktadajaca si¢ z niezaleznych jednomianéw Liego. Kolejne sekcje
beda poswiecone przedstawieniu takich literaturowych baz.

1.2.1 Baza Ph. Halla

Baza Philipa Halla, H, jest baza wykorzystywana w tej rozprawie. Powstaje przez kon-
struowanie kolejnych elementéw z juz wygenerowanych i wyborze tylko tych spetniajacych
nastepujace reguly [97]:

1. X; €eH, i =1,...,m (generatory naleza do bazy i sa arbitralnie uporzadkowane),

2. jezeli deg(B;) < deg(B;), wtedy (B;) < (B;),
3. [B;, Bj| € H wtedy i tylko wtedy, gdy

a) Bi,B; € Hi(B;) < (B,), oraz
H
b) albo B, = X, dla k € 1,...,m, albo B; = [B;,B,] dla B;, B, € Hi B, < B,.

Warto zauwazy¢, ze reguta druga nie jest warunkiem selekcjonujacym, ale wprowadza-
jacym uporzadkowanie zalezne od stopnia jednomianu Liego.

Dowody, ze baza Halla stanowi baze algebry Liego mozna znalezé w [33, 87]. Wy-
dajne algorytmy generujace baze Halla zostaly opisane w [17, 65]. W [65] znajduje sie
réwniez implementacja takiego algorytmu w Wolfram Language (Mathematica). Poczat-
kowe elementy bazy Ph. Halla dla trzech generatoréw podano w przyktadzie 2, dla dwoch
natomiast — w tab. 1.1.

Przyktad 2. Elementy trzech warstw bazy Ph. Halla o generatorach X,Y,Z.

H': XY, Z

H?>: [X,Y],[X,Z],[Y.Z]

H?: [X,[X.Y],[X,[X,Z][Y,[X,Y][Y,[X,Z]],
Y.[Y,Z]],1Z,[X.Y].|Z,[X,2)].12,]Y, Z]].

1.2.2 Kombinatoryczne bazy algebry Liego

W odréznieniu od bazy Ph. Halla bazy kombinatoryczne nie sg konstruowanie z ele-
mentéw wezesniej dodanych do bazy, lecz wywodza sie z kombinatoryki. W metodach tych
najpierw definiuje sie pewien alfabet, a nastepnie generuje stowa nad tym alfabetem za
pomoca odpowiedniego algorytmu. Ostatnig czedcia jest przeksztatcenie uzyskanych stow
w jednomiany Liego. Znane sg trzy algorytmy kombinatoryczne stuzace do uzyskania ba-
zy algebry Liego, ktérych autorami sa Roger Lyndon [36, 85], Anatolij Shirshov [89] oraz
Evgeniy Chibrikov [10]. Dwa pierwsze generuja jednak identyczna baze. Bazy kombina-
toryczne zostaly wyczerpujaco opisane w rozprawie [37].
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W tab. 1.1 zebrano kilka poczatkowych elementéw baz Ph. Halla, Lyndona-Shirshova
oraz Chibrikova dla uktadu dwuwejsciowego. Bazy algebry Liego sa oczywiscie réwnowaz-
ne, jednak mogg sie réznic¢ efektywnoscig obliczen w zaleznosci od jednomianéw na jakich
sg wykonywane operacje. Zatozmy bowiem identyczny koszt energetyczny generacji jedno-
mianéw A, B, C zwiazanych tozsamosci Jacobiego. Zatem jedna z baz zawiera jednomiany
A, B, podczas gdy inna A,C. W przypadku gdy konieczne jest uzyskanie jednomianu C,
w jednej z baz nalezy wygenerowaé¢ A oraz B i z nich otrzymaé¢ C, podczas gdy w innej
mozliwe jest tatwiejsze, bo bezposrednie, wygenerowanie C.

Tabela 1.1 Elementy baz Halla, Lyndona-Shirshova i Chibrikova z pierwszych pieciu
warstw bazy dla dwoch generatorow X,Y.

baza
WA Malla Lyndona-Shirshova | Chibrikova
1 X X X
Y Y Y
2 | [X)Y] Y, X] (X,Y]
P arey) V. X], X] X, [X.,Y]]
Y, [X, Y] Y, [Y, X]] Y, [X, Y]]
X, [X, [X, Y]] Y, X], X], X] X, [X, [X, Y]]
4 Y [X (XY Y, [y, X]], X] (X, [Y, [X, Y]]
Y, [Y,[X,Y]]] Y, [y, [Y, X]]] Y. [Y,[X,Y]]]
X, X, (X (X Y| (Y, X, X X, XT XX X (XY
Y, [ X, [ X, (X, Y]] | [[[Y,[Y, X]], X], X] | [X,[X,[Y,[X Y]]
s | VY IXG XYY, XY, X, X)X YL Y (X YV
Y, [, YL (XCY) | Y Y [Y X)L XD Y (X (X [XC Y]
(X, Y], (X, (XYY | Y [V, X [, XY XY (X Y]
XYLV, (X Y]] | Y[V, [Y, (X Y] YL [Y Y [X Y]]

1.2.3 Formula Witta

Z tab. 1.1 mozna wnioskowa¢, ze liczba elementow kolejnych warstw baz algebry Lie-
go rosnie bardzo szybko. Analityczny wzor na liczno$é warstwy bazy dla r-generatoréw
nazywany jest, od nazwiska autora, formuta Witta [7, 64]

v(n,r) = Tllz,u(d)s”/d, (1.9)
din

gdzie n oznacza numer warstwy, a r liczbe generatoréw. Sumowanie nastepuje po catko-
witych dzielnikach d numeru warstwy (np. dlan =6, d € {1,2,3,6}. Funkcja p: N —
{—1,0,1} dla danego rozktadu na czynniki pierwsze d = p}'p5* ... pj?, z n; > 0 ma postac

1 dlad=1
pu(d) =< (—1)7 gdy wszytkie n; =1 (1.10)
0 w pozostatych przypadkach.

W tab. 1.2 podano liczbe elementéw bazy algebry Liego, do danej warstwy wtacznie,
wyliczona z formuty Witta.
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Tabela 1.2 Liczba elementow bazy algebry Liego do danej warstwy witacznie dla dwoch
generatorow.

warstwa 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
# elem. 2 3 5 8 14 23 41 71 127 226
warstwa | 11 | 12 13 14 15 16 17 18 19 20
# elem. | 412 | 747 | 1377 | 2538 | 4720 | 8800 | 16510 | 31042 | 58636 | 111013

1.3 Algebra Liego pd6l wektorowych

Wektor, ktérego elementy sa funkcjami nazywamy polem wektorowym f(q). Pole wek-
torowe przyporzadkowuje kazdemu punktowi dziedziny g (konfiguracji) odpowiedni wektor
wskazujacy infinitezymalng ewolucje uktadu zgodnie z owym polem. Przyktadowsg graficz-
na interpretacje pola wektorowego f(q) = (sin(q;), cos(qz))? przedstawiono na rys. 1.1.
Przestrzen liniowa gtadkich p6l wektorowych wraz z nawiasem Liego zdefiniowanym jako

1@.9@) - 22100 - T 0g0) (111

tworzy algebre Liego p6l wektorowych. Zakladamy, ze pola wektorowe sa gtadkie (o ele-
mentach klasy C*), aby wynik nawiasu Liego réwniez dawat gtadkie pole wektorowe.
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Rysunek 1.1 Graficzna reprezentacja pola wektorowego f(q) = (sin(qi),cos(q2))? na

plaszczyznie q1, go.

1.4 Algorytm Newtona

Klasyczny algorytm Newtona [68], dla zadanej funkcji f(z) i punktu docelowego yq4
pozwala na wyznaczenie jednego z rozwigzan &* uktadu réwnan

ya = f(z"), (1.12)
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gdzie yg € R™, x* € R" i wymiar dziedziny przeksztatcenia f : R — R™ jest wiekszy lub
réwny wymiarowi przeciwdziedziny (n > m). Bedac algorytmem lokalnym, wymaga po-
dania punktu startowego xq, ktéry jest przeksztalcany w kolejnych iteracjach. Dyskretna
postac jednego kroku algorytmu jest nastepujaca

Tiy1 =i+ G- J7 (2:) (ya — f()), (1.13)

gdzie 1 oznacza numer biezacej iteracji, ¢; jest dodatnim parametrem rzeczywistym stuza-
cym do skalowania zakresu ruchu pojedynczego kroku (iteracji), a J#(x;) — pseudoodw-
rotnoscig Moore’a-Penrose’a. Z definicji, pseudoodwrotnosé generuje rozwigzanie o naj-
mniejszej dhugosci euklidesowej i jest zadana wzorem

Jt=Jr(J-J) (1.14)

gdzie J(x) = 0f (x)/0x jest jakobianem przeksztalcenia f(z).

Algorytm Newtona iteracyjnie wylicza kolejne wartosci z;,1 do momentu speknienia
kryterium stopu ||ys — f(zi11)| < € dla dostatecznie matego e.

1.4.1 Algorytm Newtona z optymalizacjg w przestrzeni zerowej

[teracja algorytmu w wersji pozwalajacej na optymalizacje w przestrzeni zerowej ja-
kobianu jest zadana jako

ow(z)

Tint = 2+ (I (@) (ya — f(2) + G (@) (@) = )= ~lo=a; (1.15)
gdzie I jest macierza jednostkowa, a w(z) minimalizowang funkcja kryterialna w przestrze-
ni zerowej. Parametry rzeczywiste ¢! i (7 stuza do skalowania zakresu ruchu w biezacym
kroku, a ich stosunek wazy wplyw sktadowych réwnania (1.15).

1.5 Parametryzacja sterowan

Parametryzacja sterowan jest standardowym zabiegiem majacym na celu zastgpienie
trudnego zadania znalezienia sterowania w (nieskonczeniewymiarowej) przestrzeni funk-
cyjnej tatwiejszym zadaniem znalezienia warto$ci wspotczynnikéw liczbowych dla pewnej
skonczonej bazy funkcji [17, 39]. Sterowania w parametrycznej formie sa opisane réwna-
niem

K;
wit) = pigeit), i=1,...,m, (1.16)
j=1

gdzie u; oznacza i-te sterowanie, ¢;(t) jest j-tym elementem ustalonej bazy funkcyjnej, p; ;
sg wspotcezynnikami liczbowymi, a K; to ich liczebnosé. W celu utatwienia obliczen czesto
wymaga sie, by baza byta takze ortonormalna. Najcze$ciej uzywane sg bazy: harmoniczna
(Fouriera) oraz wielomianowe. Dobra praktyka jest dobieranie liczby elementéw bazy K,
tak by wymiarowos¢ wektora parametréw dim(p) byla niewiele wieksza od wymiarowosci
przestrzeni konfiguracyjnej dim(p) > dim(Q).
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1.5.1 Baza harmoniczna (baza Fouriera)

Baza harmoniczna jest baza przestrzeni Lo([0,7]) wykorzystywana miedzy innymi
przy aproksymacji funkcji za pomoca trygonometrycznego szeregu Fouriera [100]. Ele-
menty bazy harmonicznej sa ortogonalne, a przy odpowiednim przeskalowaniu réowniez
ortonormalne. Element j-ty ortonormalnej bazy harmonicznej

i) = Zruit), o= (117

gdzie funkcje trygonometryczne 1; oraz odpowiadajace im wspotczynniki liczbowe (3; sa
nastepujace

1 dla j =1 1 dlaj=1
Y;(t) =< sin(kwt) dlaj =2k , keNy, p;= { V3 dla > 1 (1.18)
cos(kwt) dlaj=2k+1 J

Po podstawieniu do (1.16) zaleznosci (1.17), (1.18) sterowanie u; w ortonormalnej bazie
harmonicznej jest opisane jako

1 i L .
w;(t) = ﬁ (pi,l + Z (pl-72j\/581n(jwt) +pl-72j+1\/§cos(]wt))), K; =142N;. (1.19)
j=1

1.5.2 Bazy wielomianowe

Istnieje wiele baz wielomianowych przestrzeni funkcyjnej Lo ([a, b]). Najbardziej natu-
ralng jest baza potegowa B = {1,t,42 ...}, jednak nie jest znormalizowana ani ortogo-
nalna. Innymi bazami wielomianowymi sa bazy wielomianéw Bernsteina [55], Chebysheva
(I-go i II-go stopnia) [93] czy Legendre’a [93]. W tab. 1.3 zebrano definicje i whasciwosci
wyzej baz wielomiandéw, a w tab. 1.4 pokazano kilka ich pierwszych elementow.

Tabela 1.3 Definicje i wlasciwosci baz wielomianéw Bernsteina, Chebysheva i Legendre’a.

wzOr dziedzina | ortogonalnos¢
Bernstein Bin(t) = (n) t(1 — )" t€[0,1] | nie
i

/2
Chebyshev I | T,,(t) = ( )zﬁ”‘zm(t2 —-1Hm te[-1,1] | tak

o \2m
Chebyshev 11 | U, (t) = Tt —-1)™ | t e [—1,1] | tak

ebyshes 1| U0 = 3= (0 0 Jerme < e 1,1 e

M

Legendre P,(t)

() e

3
Il
=)




16 1. Preliminaria matematyczne

Tabela 1.4 Poczatkowe elementy baz wielomianowych Bernsteina, Chebysheva i Legen-
dre’a.

Bernstein Chebyshev 1 Chebyshev 11 Lengendre

Bo,o(t) =1 To(t) =1 Uo(t) =1 Pyt ) =1
Boa(t)=1—1t Ty(t) =t Uy(t) =2t Py(t) =t

Byi(t) =t T(t) =22 —1 | Us(t) =4t* —1 | Pa(t) = 5(3t* — 1)
Bop(t) = (1—1t)? | Ty(t) =48> — 3t | Us(t) =8> — 4t | Py(t) = 3(5t° — 3t)
Bio(t) =2(1 —t)t | Ty(t) = 8t*+ Uy(t) = 16t4 Py(t) = £(35¢*+
Boo(t) = t? —8t? +1 —12t2 +1 —30t* + 3)

Bos(t) = (1 —1)* | Ts(t) = 16t°+ Us(t) = 32t5+ P5(t) = £(63t°+
Bis(t) = 3(1 — )% | —20¢3 + 5t —32t3 + 6t —70t3 + 15¢)
Bas(t) = 3(1 — )t | Te(t) = 32t°+ Us(t) = 64t°+ Ps(t) = (231154
Bss(t) =t —48t* + 1812 — 1 | —80t* + 24¢% — 1 | —315t* + 105t> — 5)

1.6 Korelacja miedzy zestawami danych wynikowych

Aby ustali¢ liczbowo wpltyw danych wejsciowych na dane wynikowe chetnie stosuje sie
korelacje, ktora okresla jak silny jest zwiazek pomiedzy dwoma zbiorami (lub zmiennymi
losowymi). Do okreslania korelacji najczesciej stosuje sie wspotezynnik korelacji liniowej
Pearsona [15] oraz wspoétezynnik korelacji rankingowej Spearmana [44]. Oba wspétezynniki
przyjmuja wartosci z przedziatu [—1, 1], gdzie wartosci bliskie +1 oznaczaja silna korelacje
(dodatnia lub ujemna), a wartosci bliskie zeru — jej brak.

Wspotezynnik korelacji liniowej Pearsona okresla jak bardzo zwiazek miedzy zbiorami
danych A i B jest bliski liniowemu i jest zdefiniowany jako [15]

pi,B _ E[(A - /;i)U(BB - :uB>] : (1'20)

gdzie E[-] oznacza warto$¢ oczekiwana, pa — $rednia zbioru A, a 04 — odchylenie stan-
dardowe zbioru A. Wzoér (1.20) moze by¢ tez okreslony w wersji dyskretnej dla dwoch
zbioréw danych lub préb zmiennych losowych o liczebnosci n [15]

P > (a; —a@) (b — b)
PAB =
\/221%—@ \/Z (b; — b)?

gdzie @ oznacza Srednig zbioru A.
Wspdlezynnik korelacji rankingowej Spearmana uzywany jest do okreslenia jak dalece
zwigzek pomiedzy zbiorami danych A i B jest monotoniczny i dany jest wzorem [15, 44]

55 - — Bl8(A) — i) (8(B) — i) (1.22)
AB Org(A)Org(B) ’

(1.21)

gdzie rg(A) oznacza funkcje okreslajaca rangi na zbiorze A.



Rozdziat 2

Przeglad metod planowania ruchu
uktadéw bezdryfowych

W rozdziale przedstawiono obiekt dla ktérego rozwigzywane beda zadania planowania
ruchu czyli nieholonomiczny, bezdryfowy uktad sterowania oraz warunek sterowalnosci
w krotkim czasie umozliwiajacy efektywne planowanie. W dalszej czesci rozdziatu opi-
sano pokroétce kilka literaturowych metod ogoélnego przeznaczenia dla planowania ruchu
w przestrzeni konfiguracyjnej. Ponadto przedstawiono popularne metody geometrycznego
planowania ruchu dla uktadéw holonomicznych wykorzystywane jako wspierajace pla-
nowanie dla uktadéw nieholonomicznych. Z przedstawionych metod bardziej szczegdtowo
opisano Lie-algebraiczna metode planowania ruchu (ktérej rozszerzenie o przestrzen zada-
niowa jest jednym z gtéwnych osiagnieé¢ rozprawy) oraz metode endogenicznej przestrzeni
konfiguracyjnej (ktéra jako jedna z nielicznych metod umozliwia planowanie w przestrze-
ni zadaniowej i z ktora porownywano opracowane rozszerzenie metody Lie-algebraicznej
o przestrzen zadaniowa). Pominieto metody specjalizowane dziatajace efektywnie dla wa-
skiej klasy modeli (czasem jednoelementowej).

2.1 Nieholonomiczny, bezdryfowy uklad sterowania

Do nieholonomicznych, bezdryfowych uktadéw sterowania zaliczaja sie miedzy innymi
modele matematyczne kotowych robotéw mobilnych, okretéw podwodnych, obiektow la-
tajacych czy robotow kosmicznych. Uktady te na poziomie kinematycznym sa opisywane
na przez rownanie, powstale z ograniczen Pfaffa, taczace ze sobg charakterystyki poto-
zeniowe oraz predkosciowe [17, 97]. Nieholonomiczny, bezdryfowy uktad sterowania jest
opisany rownaniem

i) =G =3 gilgu e.)

q€Q, uwelU, n=dimQ < m =dimU,
gdzie:
q — wektor konfiguracji w przestrzeni konfiguracyjnej,
n — wymiar przestrzeni konfiguracyjnej,
m — liczba sterowan (wymiar przestrzeni sterowarn),
u; — t-te sterowanie,

g; — i-ty generator ukltadu, gtadkie pole wektorowe stowarzyszone z uktadem (2.1).
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2.1.1 Sterowalnos$é bezdryfowego ukladu sterowania

Sterowalno$¢ uktadu sterowania oznacza istnienie sterowan dopuszczalnych, przepro-
wadzajacych uktad z dowolnego stanu poczatkowego do dowolnego stanu koncowego w skon-
czonym czasie.

Mocniejsza wlasnoscia jest lokalna sterowalnosé w krotkim czasie (STLC — small-time
local controllability). Sterowalno$é w krétkim czasie mozna interpretowaé geometrycznie
jako zdolnos¢ uktadu do ruchu w dowolnym kierunku z dowolnej konfiguracji. Rozumie-
my przez to, ze istnieje pewna trajektoria taczaca ze sobg dwa bliskie punkty zawarta
w malym otoczeniu tych punktow. Warunek na sterowalno$é¢ uktadu (2.1), znany jako
twierdzenia Chow [11], stanowi, ze jesli w kazdej konfiguracji ¢ algebra Liego powstala
z generatorow uktadu (2.1) rozpina cala przestrzen konfiguracyjna, to ukltad jest STLC.
[stnienie sterowalnosci w krotkim czasie implikuje réwniez sterowalnosé uktadu. Zasto-
sowanie twierdzenie Chow sprowadza sie do sprawdzenia rzedu algebry Liego powstalej
z generatorow

Vg € Q rank(LA(G(q))) = n. (2.2)

Powyzszy warunek jest czesto nazywany warunkiem rzedu (LARC — Lie algebra rank
condition). O nieholonomicznosci uktadu decyduje konstrukcja matej flagi dystrybucji D;,
ktérej pierwszym elementem jest dystrybucja Dy rozpieta przez generatory uktadu (2.1).
Kolejne dystrybucje sg tworzone iteracyjnie wedtug reguty

Diy1=D;®[Dy,D;], i=0,1,.... (2.3)

Nawias Liego dystrybucji rozumie sie jako zbiér nawiaséw Liego pomiedzy kazdg para pol
rozpinajacych dana dystrybucje. Kazdej dystrybucji przypisany jest rzad w konfiguracji
q oznaczony jako

f2(g) = dimDi(q), i=0,1,... (2.4)

Wektor sktadajacy sie z kolejnych rzedéw konfiguracji f;(q) nazywany jest wektorem wzro-
stu w danej konfiguracji. Jesli dla kazdej konfiguracji q jest on taki sam to nazywany jest
wektorem wzrostu. Minimalna liczba ¢ dla ktérej fi+(¢) = m nazywamy stopniem nie-
holonomicznosci w konfiguracji ¢, a jesli nie zalezy od konfiguracji to (analogicznie jak
z rzedem) stopniem nieholonomicznosci. Uklad jest nieholonomiczny, jesli dla kazdej kon-
figuracji rzad dystrybucji osiaga warto$¢ wymiaru przestrzeni konfiguracyjnej n

VgeQ 3i* dimDy(q) = f2(q) = n. (2.5)

W przypadku gdy nie istnieje ¢* wymagane w (2.5) ukltad jest holonomiczny i moze by¢
sterowany jedynie w odpowiedniej podprzestrzeni przestrzeni konfiguracyjnej. Praktycz-
na procedura ustalania rzedéw dystrybucji D; polega na badaniu rzedu macierzy skon-
struowanej z kolejnych (niezaleznych od juz dodanych) nawiaséw Liego wynikajacych ze
wzoru (2.3).

Do badania warunku LARC mozna podejé¢ analogicznie jak do badania rzedu dys-
trybucji, czyli poprzez zbudowanie macierzy F;(q) sktadajacej sie z kolejnych elementéw
bazy algebry Liego i zastapieniem warunku (2.2) warunkiem sprawdzajacym rzad f;(q)
tej macierzy. Macierz F;(q) sktada sie z kolejnych warstw bazy algebry Liego

Fi(q)=[H',H? ... H. (2.6)
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Warunek (2.2) jest wtedy nastepujacy
Vg e Q Fi* rank(Fi«(q)) =n, (2.7)

gdzie i* oznacza numer warstwy dla ktérej warunek (2.7) jest spelniony. Jedli takie i*
istnieje, to znaczy ze uktad jest sterowalny w krotkim czasie. Macierz F'; tworzy sie ite-
racyjnie, zaczynajac od ¢ = 0, az do momentu spelnienia warunku (2.7). W przypadku
kiedy wszystkie elementy warstwy H'™! sg zalezne od juz istniejacych w F; uktad nie jest
sterowalny w krotkim czasie.

W dalszej czesci rozprawy bedziemy rozrézniaé STLC w przestrzeni konfiguracyjnej
od STLC w przestrzeni zadaniowej. STLC opisane w tym rozdziale jest definiowane w
przestrzeni konfiguracyjnej i oznaczane bedzie jako Q-STLC.

Przyktad 3. Sprawdzenie sterowalnosci jednokotowego robota mobilnego (jednoko-
towca), opis modelu w dodatku A.1.

GGHGI"&tOI‘y: g1 (Q) = (COS(Q3)7 Sin(Q3)7 O>T7 g2(q) = (07 07 1)T

91,92 = ag;;q)gl(q) - 6gééq)g2(q) = (sin(gs), — cos(g3),0)

T

cos(qs) 0  sin(gs)
Fy(q) = [H',H?] = |sin(gs) 0 —cos(gs)|,
0 1 0

det Fo(q) = 1, wiec rank(F'5(q)) = 3, i rzad réwny jest wymiarowi przestrzeni konfi-
guracyjnej n. Z tego wynika, ze uktad jest sterowalny w krétkim czasie.

Generowanie baz algebry Liego jest operacja, ktéra moze by¢ wykonana w trybie
pre-planowania (offline), zatem sprawdzenie warunku LARC réwniez moze by¢ przepro-
wadzone przed przystapieniem do planowania. Zatem dla uktadow sterowalnych na etapie
planowania jest wiadomo, ktore pola wektorowe z bazy rozpinajg przestrzen konfiguracyj-
na w jakim punkcie i jest mozliwy wybor minimalnego zbioru pol na potrzeby planowania.

2.2 Metody ogdlne

Ponizej opisano niektore z metod planowania ruchu uktadéw nieholonomicznych w prze-
strzeni konfiguracyjnej Sposrod innych, niewymienionych w podrozdziale mozna wymie-
ni¢ metody typu lapunowskiego [9, 70, 101}, metode gradientéw [6, 79, 105] oraz metody
dedykowane dla niektorych typoéw uktadow nieholonomicznych jak metoda sterowan sinu-
soidalnych [67, 67, 99], metoda bazujaca na twierdzeniu Stokesa [63] czy metoda osiagania
podceléw [17].

2.2.1 Metoda uéredniania (Sussmann-Liu)

Metoda usredniania wykorzystuje zalozenie, ze zmiana stanu uktadu w czasie moze by¢
zdekomponowana na sktadowe wolno- i szybkozmienne [53]. Przy takim zatozeniu sktado-
we szybkozmienne wprowadzaja tylko oscylacje wokét trajektorii odpowiadajacej sktado-
wej wolnozmiennej. Przebiegi wolno- i szybkozmienne opisuje si¢ za pomoca kombinacji
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liniowej elementéw pewnej bazy. Nastepnie szuka wspotczynnikéw liczbowych tej kombi-
nacji, przy zatozonej maksymalnej wartosci btedu osiagniecia stanu koncowego . Rys. 2.1
ilustruje idee metody usredniania. Kolejne kroki metody usredniania dla przypadku gdy

ot =
™

Rysunek 2.1 Graficzna ilustracja idei metody usredniania dla uktadéw niecholonomicz-
nych.

generatory wraz z nawiasami Liego drugiego stopnia rozpinaja przestrzen konfiguracyjna
(macierz Fy pelnego rzedu) zebrano w Algorytmie 2.1.

Algorytm 2.1 Metoda usredniania
Dane wejéciowe: Uktad nieholonomiczny (2.1), macierz F, konfiguracja poczatkowa g
oraz docelowa gy, margines bledu e.

Krok 1. Wyznaczy¢ trajektorie gtadka q(t), taczaca konfiguracje qq i q5. Poprzez réznicz-
kowanie otrzymaé ¢ = f(q) z warunkiem poczatkowym q(0) = go.

[ = m(m—1)

5 = N z rOwnania

Krok 2. Wyliczy¢ sterowanie rozszerzone v = (vy, ..., v;)7,
Fy(qv=fla) = v=F"@f(a. (2.8)

Krok 3. Znalez¢ sterowania uktadu (2.1) postaci

g

e ) = il + 2 X (F@sin) + 2@ eosD), ie {0 m) @29)

aproksymujace efekt sterowan rozszerzonych.

2.2.2 Metoda Newtona dla ukladéw nieholonomicznych

Podstawowa wersja algorytmu Newtona dla rozwigzywania réwnania macierzowego
(jak dla kinematyki manipulatoréw) zostata przedstawiona w podrozdziale 1.4. Dla ukta-
déw nieholonomicznych te idee nalezy dostosowaé do specyfiki uktadéw przez odpowied-
nig redefinicje pojecia kinematyki. Na gruncie robotyki nieholonomicznej prekursorem byt
Wen i wspolpracownicy [76], a wersje z optymalizacja energii przedstawiono w pracy [23].

Bezdryfowy uklad sterowania (2.1) przy ustalonym horyzoncie czasowym T" > 0, stanie
poczatkowym gy € R" oraz docelowym q; € R" definiuje odwzorowanie

kgo.t(u(-)) : L7, [0, 1] — R", (2.10)
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nazywane w kontekscie robotéw mobilnych kinematyka robota mobilnego w chwili ¢. Za-
danie znalezienia sterowan spelniajacych warunek

qa = ko r(u()), (2.11)

nosi nazwe zadania planowania ruchu lub odwrotnego zadania kinematyki.

Dla danych sterowan u(-) uktad (2.1) mozna zastapi¢ jego zlinearyzowana wersja,
powstata z rozwiniecia w szereg Taylora z pominieciem sktadowych wyzszych niz liniowa,

84— A()oq+ B(hdu, sdre A= 2CWRD) g aigy (212

gdzie dx oznacza male zaburzenie (czyli wariacje) x. Zmiana stanu koncowego dq(7T)
spowodowana mata modyfikacja sterowan du(-) jest opisana réwnaniem

8q(T) = /OTQ(t,s)B(s)(Su(s)ds, 8¢(0) =0, (2.13)

gdzie T jest ustalonym horyzontem czasu, a macierz fundamentalna ®(¢, s) spelnia waru-
nek [34]

La(1,5) = A)B(1.5), B(s,5) = I.. (2.14)

Aby przeniesé¢ zadanie (2.11) z nieskoniczonej przestrzeni funkcyjnej L2 [0,¢] w skoriczong
przestrzen parametrow zaktada sie sterowania kawaltkami state, lub parametryzuje prze-
strzen sterowan za pomoca pewnej bazy, jak opisano w podrozdziale 1.5.

W przypadku parametryzacji sterowan wektorem p € R™ uktad (2.12) jest redefinio-
wany do postaci

8§ = A(t)5q + By(t)0u, gdzieA,(t) = A(t), B, = B(t) a"ézp), (2.15)
a réwnanie okreslajace koficowe przemieszczenie (2.13) jako
T
d0q(T) = /0 @, (7', 5)Byp(s)du(s)dsdp = Jg,r(u(-,p))dp, (2.16)

gdzie ®,(T, s) = ®(T, s), a jakobian Jg, r(u(-,p)) = Jg, 7(p) jest jakobianem uktadu (2.1).

W i-tym kroku algorytmu Newtona wektor parametréw jest modyfikowany wedtug
wzoru

Piri (1) = pi() + &J5 (0 — kgor(ui(-,pi))), (2.17)
a dane do Jg, r(p) sa wyliczane wedtug formut
Bp(t) = [gl¢1ag2¢27 v >gm¢m]> Z gk¢k = [gk¢1>gk¢27 v 7gk¢Ki]7 (218)

gdzie g; odnosi si¢ do ukladu (2.1), a ¢;,7 € {0,..., K;} sa funkcjami bazowymi parame-
tryzacji sterowan.

®,(T,s) = Alisr_lr}o(In + Ap(7r)As) ... (I, + Ap(11)AS) (2.19)

gdzie As = (T — s)/r, . = (k + 0.5)As, a r jest liczba podprzedziatéw przedziatu [s, T.

Na rys. 2.2 przedstawiono graficznie interpretacje dziatania algorytmu Newtona dla
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uktadow nieholonomicznych.

(g + 6q,p + 6p) K

kg, r(u(-,p + 0p))
ko r(u(p))

Rysunek 2.2 Graficzna ilustracja idei metody Newtona dla uktadéw nieholonomicznych.

2.2.3 Metoda endogenicznej przestrzeni konfiguracyjnej

Metoda przestrzeni endogenicznej jest poszerzeniem metody Newtona i umozliwia pla-
nowanie ruchu afinicznych uktadéw sterowania z funkcja wyjscia [77, 96]

q = f(q) +G(q)u,
z =k(q),

q€Q, z€X, uelU, n=dmQ, r=dmX, m=dimU, n>=r, n>m.

(2.20)

W przypadku braku dryfu (f(g) = 0) oraz identycznosciowej funkcji wyjécia k uktad
(2.20) sprowadza si¢ do bezdryfowego uktadu sterowania (2.1). Jak uprzednio, zadanie
planowanie ruchu uktadu polega na znalezieniu sterowania u*(-) ktére przeprowadzi uktad
z konfiguracji poczatkowej go = ¢(0) do polozenia docelowego x; w okreslonym czasie T

u*([0,T])
R

k(g0) = k(g(0))

Endogeniczna przestrzen konfiguracyjna U zawiera dopuszczalne funkcje sterujace dla
ukladu (2.20), u(-) € U =1L2,[0,T] i jest przestrzenia Hilberta z iloczynem skalarnym

k((T)) = 2. (2.21)

(), ua)) = [l (sl (2.22)

oraz norma |ju(-)||Z = (u(-),u(-)). Niech @, ,(u(-)) bedzie strumieniem ukladu (2.20)
poddanemu sterowaniu u(-), wyznaczonym w chwili ¢ i zapoczatkowanym w punkcie go.
Wowczas

Koo (u()) = k(pqr(u(-))) = k(q(T)) = z(T) (2.23)
bedzie odwzorowaniem koncowym, okreslajacym wartosé funkcji wyjscia uktadu (2.20)
poddanemu sterowaniu u(-) z konfiguracji poczatkowej qo w chwili 7. Rézniczkujac od-
wzorowanie koficowe (2.23) otrzymujemy jakobian
d T
J@I@CDNJ==44wﬂKm¢WC%+aN0%=CUU/ ®(T,s)B(s)v(s)ds.  (2.24)

do 0
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Macierz ®(¢, s) w réwnaniu (2.24) jest macierza tranzycji przyblizenia liniowego
(2.25)

uktadu (2.20) wzdtuz trajektorii (g(t), u(t)). Macierz tranzycji przyblizenia liniowego moz-
na wyznaczy¢ z rownania roézniczkowego

gttb(t, S =AWB(Ls), 2 B(s,s) =1, (2.26)

a macierze przyblizenia definiowane sg jako

0(f(g(t) + Gla(t))u(t))

Aft) = e ,

Jakobian pseudoodwrotny jakobianu (2.24) przyjmuje nastepujaca postaé

(T2 @) (1) = BT (@7 (T.0)C" (1)Dy ) (u(:)m, (2.27)

gdzie
Dy, r(u(-)) = C(T)/ ®(T,s)B(s)B" (s)®" (T, s) ds C*(T) (2.28)

0
jest macierzag Grama uktadu (2.25). Taka pseudoodwrotno$é minimalizuje kwadrat normy
przyrostow sterowania ||v(-)||%. Powyzszy jakobian pseudoodwrotny jest jednym z kilku
mozliwych, a wlasciwosci innych zostaly opisane w pracy [96].

Algorytm planowania ruchu bazuje na metodzie kontynuacji. Nalezy wybra¢ gtadka
krzywa uy(-), v € R w endogenicznej przestrzeni konfiguracyjnej U, przechodzaca przez
pewna konfiguracje poczatkowa ug(+). Zaktada sie, ze btad planowania ruchu wzdtuz krzy-
wej Ug( ) celu

e(V) = Kgyr(uy(-)) —zy, (2.29)
bedzie zbiegat eksponencjalne do zera z parametrem v > 0
de(1)
) (230)

Po podstawieniu réwnania (2.29) do (2.30), zrézniczkowaniu zgodnie z (2.24) otrzymuje
sie rownanie Wazewskiego-Dawidenki

Jgo,r(uy(-)) = d@zli;-) = —ye(V). (2.31)

Z réwnania (2.31), dzigki skorzystaniu z pseudoodwrotnosci (2.27), uzyskuje sie réwnanie
definiujace algorytm ciaglty planowania ruchu

dﬁ;.) =7 (Ji,T(“('))e(ﬁ)) (t). (2.32)

o (t) = wo(t) = (T p@()e) ) (1), 9 =12, (2:33)
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Réwnanie (2.33) mozna rozwigzaé za pomoca metody Eulera rozwiazywania réwnan réz-
niczkowych. Zazwyczaj jednak korzysta si¢ z parametryzacji sterowan opisanej w podroz-
dziale 1.5, a parametryczna wersja (2.33) jest nastepujaca

pos =po = (Jh @@ )0, V=12, (2.34)

q0,T q0,T

1
gdzie I 1(p) = JT +(p) (J%T (p)JT (p)) . Jakobian Jg, 7(p) mozna wyznaczy¢ korzy-

stajac z rOwnania rézniczkowego

dd 4+ (D
0 ®) _ A(1)J,.(0) + BOP(O), (2.35)
gdzie P(t) jest blokowo-diagonalna macierza zawierajaca funkcje bazowe parametryzacji

sterowan (u(t) = P(t)p).

2.2.4 Metoda Lie-algebraiczna

Metoda Lie-algebraiczna jest lokalng metodg planowania ruchu uktadéw nieholono-
micznych bazujaca na algebrze Liego uktadu [23, 97]. Bazuje na iteracyjnym generowaniu
mozliwych kierunkéw ruchu (p6l wektorowych) w aktualnej konfiguracji przestrzeni stanu,
wyliczeniu sterowan dla konkretnego kierunku, a nastepnie realizacji ruchu. Lokalnos¢ me-
tody jest warunkowana tym, ze ruch wzdtuz wygenerowanego kierunku zachodzi jedynie
dla infinitezymalnych przemieszczen — im wiekszy ruch zaktadamy, tym réznica pomiedzy
przewidywanym kierunkiem ruchu a rzeczywistym moze by¢ wicksza. Zaletami metody
sg konstruktywnosé i ogolnosé, jak réowniez duze mozliwosci optymalizacji pojedynczego
kroku.

Zadanie planowania ruchu polega na znalezieniu takich sterowan u(-), ktére pozwola
na przeprowadzenie uktadu (2.1) z konfiguracji poczatkowej gy do docelowej g;. Poniewaz
w uktadzie tym liczba sterowan jest mniejsza od wymiarowosci przestrzeni konfiguracyjnej
nalezy wygenerowa¢ odpowiednia sekwencje ruchow pozwalajaca na ruch takze w kierun-
kach innych niz bezposrednio stowarzyszonych ze sterowaniami. Istnieja dwie drogi do
osiagniecia tego celu wykorzystujace algebre Liego uktadu (2.1). W jednej wykorzystu-
je sie formute Campbella-Bakera-Hausdorffa-Dynkina (CBHD) i otrzymuje si¢ sterowa-
nia kawaltkami state [17, 92]. Druga droga jest zastosowanie uogélnionej wersji formuty
(gCBHD) w wyniku ktérej otrzymuje sie sterowania kawaltkami ciagte.

2.2.4.1 Sterowania kawalkami stale — formuta CBHD

Formuta Campbella-Bakera-Hausdorffa-Dynkina (CBHD) dla analitycznych pél wek-
torowych X, Y ma postaé

exp(tX) exp(tY) =exp (tX +tY + t;[X,Y] i EHX,Y],Y]—I—
t? £ : (2.36)
_EHX’Y]’X] — ﬂ[X, Y, (X, Y]] +.. )

Przyjeta konwencja zapisu (2.36) warunkuje kolejnosé wykonywania ruchéw wzdtuz stru-
mieni p6l wektorowych. I tak w przypadku (2.36) najpierw przez czas t uktad porusza
sie wzdhuz pola wektorowego X, a nastepnie przez ten sam czas wzdhuz Y. Rezultatem
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(wypadkowym) takiego dzialania jest nie tylko skladnik pola tX + tY, ale takze reszta
szeregu, w ktérym dla matych ¢ najbardziej znaczacym sktadnikiem jest pole [X,Y].
W ogédlnej postaci formuta CBHD jest nastepujaca [24]

mfl(ady)qm (adx)pm o ady)Q1 (adx)pl
m >t (p+ qu) T2 (pilas!)

exp(tX) exp(tY') = exp ( i > (=1) ), (2.37)

gdzie wewnetrzna suma jest wyliczana po wszystkich m-krotkach par nieujemnych liczb
catkowitych (p;, ¢;) takich, ze p; +¢; > 0. Operator adx : Y — [X,Y], z zastrzezeniem, ze
dla skrajnie prawego elementu ad% = 1 i ady = X. Formute CBHD czesto przestawia sic
réwniez w postaci [17]

00 ti-i—l

exp(tX) exp(tY) exp(—tX) = exp (Z:(

adkY)). (2.38)

gdzie ad}Y =Y i adykY = [X,ad%'Y]. Warto zwrécié uwage ze formuta ta w kazdym
wariancie jest szeregiem nieskonczonym. Specjalng klasa uktadow, dla ktérych formuta
CBHD staje sie szeregiem skonczonym sg uktadu nilpotentne, tj. takie dla ktérych wszyst-
kie elementy algebry Liego powyzej pewnej warstwy sa réwne 0 (baza algebry Liego jest
skoficzeniewymiarowa).

W przypadku uktadéw nienilpotentnych formute CBHD nalezy na odpowiedniej war-
stwie “przycia¢” — analogicznie jak w przypadku rozwinigcia funkcji w szereg Taylora.
Idee wykorzystania formuty CBHD w generowaniu sterowan pokazuje przyktad 4

Przyktad 4. Generowanie ruchu w kierunku [X,Y] przy pomocy pél X i Y.

log (exp(tX) exp(tY) exp(—tX) exp(—tY)) (2:38)

t3

(2:38) log (exp (tY +2[X,Y] + §[X, X, Y]]+ o(t?’)) exp(—tY)) (2:36)
(2.36) ) t3 t?
=Y +t°[X,) Y]+ §[X, (X,Y]] —tY + §[Y+t[X,Y]+
t? t3 t3

+ SIX X Y], <Y+ o(t) = £1X.Y] + SIXL X, Y]]+ SIY XY + o).

Dla malych wartoéci ¢ najbardziej znaczaca czescia rownania jest t2[X, Y], reszta jest
pomijana. Aby uzalezni¢ kierunek [X,Y] od ¢ zamiast ¢? stosuje sie przeskalowanie

log (exp(\/z_fX) exp(\/EY) exp(_\/gX) exp(—\/EY)) (2.38)
- 3/2 . (2.39)
=t[X,Y]+ ISQ/[X, (X,Y]] + 752/[1/7 X,Y]] + o(t3/?)

Sterowania generujace ruch w kierunku [X,Y] sa latwe do okreSlenia z lewej czesé
réwnania (2.39) i przyjmuja wartosci

1 date]0,1] 0 dlatel0,1]

0 dlate(1,2] )1 dlate(1,2]
MY 21 dlate23 ) TY0 dlate (2,3

0 dlate(3,4] ~1 dlat e (3,4]
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W tym przypadku rzeczywisty czas ruchu wynosi 4, ktéry oczywiscie mozna prze-
skalowac¢, np. zmniejszajac go kosztem zwigkszenia amplitudy sterowan. Na rys. 2.3
zilustrowano graficznie trajektorie odpowiadajaca powyzszemu scenariuszowi przela-
czen sterowan.

exp(1v1X)

exp(VtY)

exp(—V1Y) exp(t[X,Y7) —

exp(ViX)

X, Y]

Rysunek 2.3 Wypadkowy ruch w kierunku pola [X,Y] jako ztozenie ruchéw wzdtuz
generatorow uktadu z przyktadu 4.

2.2.4.2 Sterowania ciggle — formuta gCBHD

Uogolniona formuta Campbella-Bakera-Hausdorffa-Dynkina (gCBHD) opisuje (lokal-
ne) rozwiazanie nieautonomicznego uktadu réwnan rézniczkowych z danym warunkiem
poczatkowym [92]

q(t) = A(t)(q()), q(0) = qo, (2.40)

gdzie A(t)(+) to rodzina analitycznych pdl wektorowych parametryzowanych przez ciagte
t. Uktad (2.40) moze by¢ utozsamiany z bezdryfowym uktadem sterowania (2.1)

q(t) = A(t)(q(t)) = G(qu = i 9i(q)u; = f:Xi(q)ui, gc€Q, n=dimQ>m.
- - (2.41)

Rozwiazanie takiego uktadu rownan rézniczkowych przybiera forme

q(t) = exp2(t,q(0)) ~ z()(q(0)) + q(0), (2.42)
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gdzie 2(t)(qo) pelni role operatora przesuniecia, a exp z(t)(q(0)) jest rozwiazaniem réw-
nania

C;iu(s,t) =z(t)v(s), v(0,0)=q(0), (2.43)
v(s,t) = exp(s 2(t))(q(0)) = q(t) = v(1,t) = exp 2(t)(q(0)). (2.44)

Dla t — 0, expz(t)(g(0)) przybiera forme nieskonczonego szeregu

)err(o‘) .
~y 3l [ L [Asow). Also)]. . ] Alsop)lds™,  (2.45)
r=loecP, T (err(g’)) r(t)
gdzie:
P, jest zbiorem wszystkich permutacji zbioru {1,...,7}.

Na przyklad Py = {(1,2,3), (1,3,2),(2,1,3),(2,3,1), (3,1,2), (3,2,1)}

err(a) to liczba btedéw w permutacjio = {o(1),0(1),...,0(r)}. Blad permutacji jest liczony
w przypadku kiedy kolejny element permutacji jest mniejszy od obecnego.
Na przyktad err((1,2,3)) =0, err((4,1,2,3)) =1, err((4,2,3,1)) =2

T,.(t) to r-wymiarowy sympleks, T, = {s € R" : 0 < 57 < s < ... < s, < t}. Calka po
sympleksie fT ) Jest iteracyjng catka

t Sp S92
/ — / / . / . (2.46)
r(t) 8r=0 Js5,._1=0 s1=0

ds” jest uproszczonym zapisem ds,dss . .. ds,.

Formuta (2.45) jest réwniez czasem zapisywana w skréconej formie

w=5/, (g

jako suma po warstwach catek po sympleksie z sumy wszystkich elementow zaliczajacych
sie do tej warstwy. W formule (2.47) E, dostajemy z odpowiedniej permutacji argumentow
rekurencyjnego nawiasu Liego

E; = ... [A(so), A(se)]; - - -], AlSo(r))], (2.48)

O'GPT

) ds’, (2.47)

a c(o) jest wspotezynnikiem liczbowym zaleznym od permutacji

o(o) = (—1)@) / {ﬂ ((;;)) } | (2.49)

Przemieszczenie konfiguracji z(t)(qo) wyliczone za pomoca formuty gCBHD przyjmuje
forme sumy iloczynoéow, gdzie kazdy iloczyn jest ztozony z pola wektorowego wyliczonego
w punkcie g oraz wyrazenia « zaleznego od sterowan. Przyktadowo, dla dwuwejsciowego
ukladu (2.41) (m = 2) przemieszczenie 2(t)(qo) przyjmuje postaé

2(t)(go) =a (u(-))X1(go) + a3 (u(-))X2(go) + of (u(")) [X 1, Xo](go) +

+ o (u(-)[X 1, [X1, X2]](go) + a3 (w(-)) [ X2, [X1, Xo]](g0)+ 250
+ i (u(-) [ X1, [X 1, [ X1, Xoll(go) + an(u(-) (X2, (X1, [ X1, Xolll(qo)+
+ ag(u(-)[Xo, [Xo, [ X1, Xo])(go) + -
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Jakkolwiek formalnie zaréwno z(t,qo,u(-)) jak i funkcje a(u(-)) sa zalezne od sterowan
u(-), to dla skrécenia zapisu ten argument bedzie czesto pomijany. Podobnie jak zaleznosé
pél wektorowych od gy w formule gCBHD. Warto zwréci¢ uwage, ze w réwnaniu (2.50)
wszystkie pola wektorowe wygenerowane z formuty gCBHD sa juz przedstawione jako
kombinacje liniowe elementow bazy Ph. Halla. Sprowadzenie do bazy pozwala na zmniej-
szenie liczby sktadnikéw w sumie i utatwienie obliczen bez straty ogélnosci. W kolejnych
rozdziatach, tam gdzie stosowano baze Ph. Halla mozna uzy¢ dowolng inng baze, chyba
ze wprost napisano inaczej. Algorytm reprezentujacy jednomian Liego jako kombinacje
liniowa elementéw bazy Halla jest opisany w pracy [17]. W przyktadzie (2.50) wykorzy-
stano dwuwej$ciowy uktad (2.41), gdyz dla takich uktadéw konieczne elementy algebry
Liego wyzszych stopni pojawiajg sie najszybciej, czynigc uktady najciekawszymi z punktu
widzenia trudnosci planowania ruchu.

Zalezno$¢ wyrazen o, w réwnaniu (2.50), od sterowan jest nastepujaca [20]

ol = [Fudsy, o) = [ uadsy,

oy = %fTQ(t) (w12 — gy )ds?,

af = %ng,(t) (u112 — 2u1a1 + u211)ds?,

= & Jryy(—Ua22 + 2ug12 — Uga )ds?, (2.51)
oy = i fT4(t)(—4U1121 + duyg11)ds?,

a5 =55 Jryy (—4uiion + duiory — dugia + dugen)ds?,

a3 = i fT4(t)(—4U2122 + duggrp)ds?,

a indeksy r (gérny) i d (dolny) odpowiadaja numerowi warstwy i elementu bazy Halla, od-
powiednio. Wyrazenia u;,;, ,, bedace czescia wyrazenia «;, nazywamy pre-sterowaniami.
Wprowadzenie pre-sterowan pozwala opisa¢ zalezno$¢ pomiedzy przesunieciem z(t)(qo)
a sterowaniami bez koniecznosci okreslania ich natury. Pre-sterowania zapisywane sg cze-

sto w skroconej formie
def

Wiyig. ip = Wiy (S1)Uiy(S2) « . 4, (Sp). (2.52)
Indeks dolny w pre-sterowaniu u;,;,. ;. opisuje sekwencje numeréw kolejnych sterowan
mnozonych w kolejnosci wynikajacej z rosnacych indekséw wystepujacych w argumentach
sterowarn.
Ogolna posta¢ wzoru (2.50) na przesuniecie konfiguracji z(t,qo) w otoczeniu konfigu-
racji qo jest nastepujaca

oo #H"

Z(t’q07u(')) = Z Z O‘Q HZ(QO)) (253)

r=1 d=1

gdzie H, jest d-tym elementem r-tej warstwy bazy Ph. Halla, a #H" liczba elementow w -
tej warstwie. Dla uktadéw nienilpotentnych, szereg (2.53) jest nieskonczony. Ze wzgledu
obliczeniowego nalezy wigc szereg aproksymowaé szeregiem skonczonym z zachowaniem
warunku LARC. Otrzymujemy dzigki temu rownanie macierzowo-wektorowe prawdziwe
w otoczeniu qq

z(t, qo,u(-)) =~ Fi-(qo) ax(u(-)), (2.54)

gdzie macierz F';« jest ztozona z elementow bazy algebry Liego do i-tej warstwy wtacznie
(2.6), a a(u(-)) jest wektorem wyrazen zaleznych od sterowan. Nalezy zwrdcié uwage, ze
macierz F';« niekoniecznie jest minimalng, w sensie liczby kolumn, macierzg speliajaca
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warunek rzedu. Podobnie jak dla CBHD wszystkie elementy ustalonej warstwy poréwny-
walnie wplywaja na przesuniecie z(t,qo,u(+)). Jesli wigc jednomian Liego j-tego stopnia
jest niezbedny do spelnienia twierdzenia Chow, to macierz F';» musi zawiera¢ wszyst-
kie elementy bazowe z warstw do j-tej wlacznie. Warto podkresli¢, ze macierz F;« jest
wartosciowana w punkcie gq, wiec uciety szereg z(t,qo,u(:)) dobrze opisuje ruch jedy-
nie w otoczeniu punktu g, w ktérym pola wektorowe nie bedg sie¢ drastycznie zmieniac.
Na przeksztalcenie réwnania (2.53) w (2.54) mozna spojrzeé analogicznie jak na uciecie
nieskonczonego szeregu Taylora przy okreslaniu przyblizonej wartosci funkcji w danym
punkcie.

Przy zalozeniu stalego czasu ruchu 7', réwnanie (2.54) jest wykorzystywane do opi-
su jednego lokalnego planowania odpowiadajacego przemieszczeniu uktadu w kierunku
punktu docelowego q¢

2(T,qo,u(-)) =& (g5 — o), (2.55)

gdzie dodatni parametr £ powinien by¢ dobrany tak, by zapewni¢ przesuniecie dla ktorego
przyblizenie (2.54) jest wiarygodne. Algorytmiczne znalezienie sterowan u(-) rozwiazuja-
cych réwnanie (2.54) nie jest zadaniem tatwym, gdyz sterowania u(-) moga by¢ dowolnymi
funkcjami cigglymi. Z tego powodu stosuje sie czesto parametryzacje sterowan za pomocg
skonczonej bazy funkcji oraz ich wspétczynnikow liczbowych dla poszczegdlnych sterowan
zgromadzonych w wektorze p, zamieniajac zadanie znalezienia sterowan u(-) na zadanie
znalezienia parametrow p. Algorytmy rozwigzujace réwnanie macierzowe

2(t,qo,u(p)) =~ Fi-(qo) a(u(p)), (2.56)

dla przyjetej parametryzacji u(p), sa opisane w podrozdziale 1.4. Wymiarowosé¢ wektora
parametrow p musi wynosi¢ przynajmniej n. W przeciwnym przypadku nie ma mozliwosci
ruchu w kazdym kierunku zapewnionym przez STLC. Teoretycznie wektor p o wymiarze n
moze umozliwi¢ ruch w kazdym kierunku, jednak w takim przypadku funkcje bazowe
parametryzacji sterowan muszg by¢ wtasciwie dobrane. W praktyce najczesciej stosuje
sie wektory parametryzacji posiadajace niewiele wiecej elementéw niz n. Problem doboru
parametrow sterowan zostal bardziej szczegdtowo opisany w rozdziale 5. W dalszej czesci
pracy uzywany bedzie skrocony zapis a(p) oznaczajacy faktycznie a(u(p)).

Warto zwrécié uwage, ze Fi«(qo) we wzorze (2.56) jest staly dla ustalonego qq, dlatego
jakobian przeksztalcenia przybiera tatwiejsza obliczeniowo postaé

J=J.(p) - O(Fx (;;)a(p)) P qO)E)%;p).

(2.57)

Po przyjeciu parametryzacji, analityczna postaé pochodnej da(p)/dp moze byé wyliczona
raz (w trybie offfine), przed uruchomieniem algorytmu Newtona.

2.2.4.3 Algorytm metody Lie-algebraicznej

W ramach podsumowania wszystkie kroki Lie-algebraicznej metody planowania ruchu
zostaly zebrane w Algorytmie 2.2.

Ze wzgledu na aproksymacyjny charakter przesuniecia 2z(t,q.) (2.56) zwykle ¢ nie-
koniecznie bedzie réwne q. + v, jednak dla odpowiednio matych parametréow £ oraz T
roznica pomiedzy tymi konfiguracjami moze by¢ dowolnie mata.
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Algorytm 2.2 Lie-algebraiczna metoda planowania ruchu.

Dane wejsciowe: Bezdryfowy uktad nieholonomiczny (2.1), konfiguracje poczatkowa
go € R" oraz docelowa gy € R", doktadnos¢ osiggnigcia celu € > 0, maksymalny zakres
pojedynczego planowania & oraz pojedynczego ruchu 7'.

Krok 1. Wygenerowaé pierwsze i* warstw bazy algebry Liego (np. bazy Ph. Halla) tak,
aby macierz F;» ztozona z tych warstw (patrz (2.6)) spetniata warunek LARC (2.7) w kaz-
dym punkcie q € Q.

Krok 2. Za konfiguracje biezaca q. podstawi¢ konfiguracje poczatkows qq i zainicjowac
pusta trajektorie wynikowa, z czasem poczatkowym t* « 0.

Krok 3. Sprawdzi¢ warunek osiagniecia konfiguracji docelowej ||g. — qy|| < €. Jesli wa-
runek jest spetlniony — zakonczy¢ algorytm zwracajac trajektorie wynikowa, jesli nie —
przej$¢ do nastepnego kroku.

Krok 4. Dla biezacej iteracji okresli¢c pozadany kierunek ruchu v. Moze to by¢ kieru-
nek stowarzyszony z jednym z pol wektorowych wchodzacych w sktad F;« wyliczonym
w punkcie g, lub okreslony inaczej (np. v < g5 — qo). Kierunek ten powinien zapewni¢
wypadkowy ruch ku punktowi gy, czyli spelnia¢ warunek (v,q; — go) > 0.

Krok 5. Wykorzystujac formute CBHD lub gCBHD wyznaczy¢ sterowania realizujace
ruch w kierunku v w czasie T', gdzie £ jest rzeczywistym, dodatnim parametrem okre-
Slajacym zakres pojedynczego kroku.

Krok 6. Wyznaczy¢ trajektorie czesciowa z konfiguracji g. do nowej ¢ za pomoca wy-
liczonych sterowan na przedziale [0, 7). Nowa konfiguracje przyjaé za aktualng q. «— ¢}
i doklei¢ otrzymana trajektorie do wynikowej na przedziale [t*,t* + T|. Przyjaé czas po-
czatkowy nastepnej czesci trajektorii wynikowej t* «— t* + T'.

Krok 7. Powréci¢ do kroku 3.

2.2.4.4 Inne podejscia wykorzystujace Lie-algebre

Metody Lie-algebraiczne posiadajg takze inne oblicza. W pierszym podejsciu zamiast
planowac trajektori¢ jako konkatenacje lokalnych trajektorii czesciowych stosuje sie stero-
wania okresowe o wysokich czestotliwosciach w celu realizacji zadania sledzenia trajektorii
referencyjnej z zadana doktadnoscig. Ten sposodb rozwigzania zadania sledzenia wykorzy-
stujacy rozwiniecie wyjscia uktadu w szereg Volterry zawiera referat [38] czerpiac idee
aproksymacyjna z wezesniejszej pracy [53]. Druga grupa metod Lie-algebraicznych, za-
proponowana przez Lafferriera i Sussmanna [48], odnosi sie do planowania ruchu uktadéw
nilpotentnych. Tu takze zadawana jest trajektoria sledzona, ktéra dzieki nilpotentnosci
uktadu moze by¢ odtwarzana globalnie. Metoda zostata szczegdétowo zbadana w doktora-

cie [37].

2.2.5 Metoda wykorzystujgca Zasade Maksimum Pontriagina

Zasada Maksimum Pontriagina dostarcza ogélnej metody rozwigzan zadan sterowania
optymalnego uktadéw w postaci

¢=flqgu), (2.58)

gdzie ¢ € R" jest wektorem stanu, au € R™ wektorem sterowan [25, 103]. Uktad (2.1) jest
jedna ze szczegdlnych postaci (2.58). Zadanie sterowania optymalnego polega na znalezie-
niu takiego wektora sterowan u ktory dla uktadu, stanéw poczatkowego qq i koncowego
g1 zminimalizuje wskaznik jakosci J(u(-)). W przypadku nieholonomicznego uktadu bez
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dryfu (2.1) zadanie sterowania optymalnego polega na zmianie stanu uktadu z punktu
poczatkowego gy do punktu docelowego g w zadanym przedziale czasu t € [0,7]. Roz-
wigzanie moze by¢ optymalne ze wzgledu na dowolng funkcje jakosci, jednak najczesciej
przyjmuje si¢ funkcje energetyczna

E(u(-) = ;/OT<u(t),Ou(t)>dt, (2.59)

gdzie C jest symetryczng i dodatnio okreslong macierzg wagowa. Dla powyzszej funkcji
jakosci Hamiltonian uktadu (2.1) ma postaé

H(g.p.u) = —3{u.Cu) + . Gla)w) (2.60)

gdzie p € R™ oznacza zmienna dotaczona. Natomiast rownania kanoniczne Hamiltona sa
nastepujace {
¢ = 5(a(),p(t),po,u(t)), = G(g)u

. G\ T (2.61)
p o= —2q(t),p(t). pou(t) = — (1E2) " p,
Dla nieograniczonych sterowan ekstremum (2.59) wzgledem sterowan uzyskuje sie z wa-
runku OH( )
q,p,u
—F——=0. 2.62
ou (262)
Z (2.62) mozna wyznaczy¢ sterowania
u=C"'G"(g)p, (2.63)
oraz podstawi¢ je do réwnan kanonicznych Hamiltona
i = G@@)C'G"(q)p . (264)
p = —(ZG@C'G"(gp) », '

otrzymujac (wraz z zadanymi T, ¢(0) = qo 1 ¢(T") = qf) zadanie dwubrzegowe. Niestety,
zadanie dwubrzegowe jest zadaniem trudnym, a metody umozliwiajace rozwigzanie takie-
go zadania (np. metoda strzaléw) sa kosztowne obliczeniowo. Ponadto metoda bazujaca
na ZMP jest czuta na ograniczenia w przestrzeni konfiguracyjnej, zatem nie moze by¢
stosowana w srodowiskach kolizyjnych.

2.3 Metody geometryczne

Geometryczne metody planowania ruchu znajduja szerokie zastosowanie w przypadku
srodowisk kolizyjnych, znajdujac bezkolizyjng $ciezke z punktu poczatkowego xo do doce-
lowego ;. W metodach tych jednak nie sg brane pod uwage ograniczenia nieholonomicz-
ne (lub brane w uproszczonej formie). Teoretycznie kazda z wymienionych ponizej metod
moze by¢ zastosowana w dowolnie wymiarowej przestrzeni X = R". Najczesciej jednak,
z powodu gwaltownie rosnacej ztozonosci obliczeniowej, wykorzystuje sie je do planowa-
nia ruchu na plaszezyznie X = R2. Niektére z wymienionych metod zostaly uzyte w roli
pomocniczego planera geometrycznego w rozdziale 11. Przeglad algorytméw planowania
geometrycznego mozna znalezé w [27, 50]. Przyktadowe wyniki dziatania wymienionych
ponizej metod przedstawione sg na rys. 2.4.
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Diagram Woronoja Graf widocznoéci
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Rysunek 2.4 Sciezki uzyskane z algorytméw planowania geometrycznego (czerwone) po-
miedzy punktami zo = (1,9.5)7,z; = (9.5,1)”. Kolorem niebieskim oznaczono grafy
powstate w wyniku dziatania planeréw geometrycznych.

2.3.1 Metoda diagramu Woronoja (Voronoi diagram)

Metoda diagramu Woronoja opiera sie na podziale przestrzeni X zawierajacej zbior
przeszkdod O = {Oy,...,0x} na k czesci nazywane obszarami Woronoja Vor(0O;). Kaz-
dy z obszar6w Vor(O;) zawiera punkty przestrzeni X bedace najblizej (wedtug przyjetej
metryki) przeszkody O;. Punkty znajdujace si¢ na granicy obszaréw Woronoja tworza
mape drogowa (roadmap), ktérej kazdy punkt znajduje sie w maksymalnej odlegtosci od
przeszkod. Po dotaczeniu do otrzymanej mapy drogowej punktéw poczatkowego xy i do-
celowego x; wraz z niekolizyjng Sciezky do wymienionych punktéw otrzymuje si¢ mape
drogowg umozliwiajacg przemieszczenie pomiedzy punktami g a x5 bez kolizji z przeszko-
dami. Taka mape drogows mozna potraktowac jak graf, ktérego wierzchotkami sa punkty
xy, s oraz wszystkie punkty rozgatezienn mapy drogowej. Najkrotsza Sciezka w grafie mo-
ze by¢ znaleziona np. algorytmami Dijkstry lub A*. Metoda zostala szczegdétowo opisana
w pracach [4, 26, 57].

Praktyczne implementacje za przeszkody O; przyjmuja réwniez dolne i gérne ogra-
niczenia wspotrzednych przestrzeni X. Ponadto, w celu zmniejszenia ztozonosci oblicze-
niowej, przeszkody czesto zastepowane sg zbiorem punktéw na krawedziach przeszkody,



2.3. Metody geometryczne 33

a Vor(0O;) jest suma obszar6w Woronoja Vor(o; ;) dla kazdego z tych punktow

0i7j€07;
Vor(oi;) = {2 : & —0ill < llz —opll, k#i 1#j} (2.66)

2.3.2 Metoda grafu widocznosci

Metoda grafu widocznosci sktada sie z dwoch krokéw. Pierwszym krokiem jest stwo-
rzenie grafu widocznosci, ktérego wierzchotkami sa wierzchotki przeszkéd (modelowanych
jako wielokaty w X = R?) oraz punkty poczatkowy zo i docelowy z ;. Krawedziami gra-
fu widocznosci sa odcinki taczace wierzchotki grafu nie majace zadnej cze$ci wspodlnej
z ktorakolwiek z przeszkdd. Poréwnanie roznych algorytmow tworzenia grafu widzialnosci
znajduje si¢ w pracy [46]. Drugim krokiem algorytmu jest znalezienie najkrétszej $ciezki
(np. algorytmem Dijkstry lub A*) w grafie taczacej wierzchotki odpowiadajace punktom
Xy iz f-

Metoda grafu widoczno$ci pozwala na otrzymanie najkrotszej Sciezki miedzy punktami
Ty i xy. Sciezka przebiega jednak czesto po krawedziach przeszkod, co nie jest dobrym
rozwigzaniem w praktycznych zastosowaniach, gdy robot nie jest punktem materialnym.
7 tego powodu na potrzeby tworzenia grafu czesto powigksza si¢ przeszkody o rozmiar
robota (promien okregu opisanego na nim) i pewien dodatkowy margines bezpieczenstwa.

2.3.3 Metoda pél potencjatow

Metoda pdl potencjatéw polega na przypisaniu kazdemu punktowi przestrzeni X war-
tosci odpowiednio dobranej funkcji potencjatu. Funkcja powinna mie¢ minimum globalne
w punkcie docelowym z i najlepiej nie posiada¢ miniméw lokalnych. Dodatkowo, w $ro-
dowiskach kolizyjnych powinna by¢ tak skonstruowana, aby jej wartosci gwattownie rosty
w okolicach przeszkod. Po skonstruowaniu wtasciwej funkeji planowanie ruchu odbywa sie
lokalnie, poprzez poruszanie si¢ w kierunku najszybszego spadku jej wartosci w punkcie
(antygradientu). Funkcja potencjatu zwykle sktada sie z dwéch sktadnikéw

Ulx) = Un(z,zf) + Upep(z, 0), (2.67)

gdzie sktadnik Uuu(zx,zs) jest odpowiedzialny za zblizanie si¢ do punktu docelowego,
a U,ep(x,0) odpowiada za unikanie przeszkéd. Jedna z prostszych propozycji konstrukeji
sktadnikow funkcji jest

1

U, ) = - 27 Ure 7@ = A ’
tt(x xf) Hx xf” p(m ) ||(L‘—@”2

(2.68)

gdzie ||z — Ol oznacza odleglosé od najblizszej przeszkody, a A jest wspoétezynnikiem
skalujacym wplyw obu sktadnikéw na wynik funkcji U(z).

W przypadku gdy uktad znajdzie sie w minimum lokalnym funkcji, nalezy go z tego
minimum wyprowadzi¢, np. za pomoca btadzenia losowego. Metoda zostata szczegdtowo
opisana w pracach [12, 57, 62].
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2.3.4 Algorytm RRT (Rapidly Exploring Random Tree)

Algorytm RRT jest algorytmem probabilistycznym, ktorego dziatanie polega na stop-
niowym rozroscie drzewa o korzeniu w punkcie poczatkowym x, [8, 104]. Rozrost drzewa
odbywa sie poprzez dodawanie do niego nowych, losowych punktow-wierzchotkéw, taczac
je krawedzig z najblizszym wierzchotkiem drzewa. Dodanie nowego punktu-wierzchotka,
jest mozliwe jedynie wtedy, gdy odcinek miedzy tym wierzchotkiem a najblizszym wierz-
chotkiem drzewa jest bezkolizyjny. W wiekszosci wersji algorytm konczy dziatanie, gdy
dotgczono do drzewa punkt dostatecznie bliski docelowego x;. Kroki procedury rozrostu
drzewa zebrano w Algorytmie 2.3

Algorytm 2.3 RRT

Dane wejsciowe: Punkt poczatkowy x,, punkt docelowy z, obszar wytaczony z pla-
nowania (przeszkody) X,ps, obszar z jakiego mozna losowaé punkty X,.,q, maksymalne
oddalenie nowego punktu od drzewa AL, maksymalne liczba iteracji it,,,., akceptowalny
btad osiagniecia punktu docelowego ¢.

Krok 1. Utworz drzewo G zlozone z wierzchotka v, odpowiadajacego punktowi zy. Ustaw
licznik iteracji it < 0

Krok 2. Sprawdz czy jakikolwiek wierzchotek drzewa v;, odpowiadajacy punktowi x; jest
dostatecznie blisko punktu docelowego ||zf — ;|| < e.

Jesli tak, zakoncz algorytm i zwrdé Sciezke taczaca g z x;.

Jesli nie, kontynuuj krokiem 3.

Krok 3. Zwicksz licznik iteracji it «— it + 1. Jesli it = it,,4, zakoncz algorytm i zwrdé
niepowodzenie.

Krok 4. Wylosuj nowy punkt &,,,qs z obszaru X, ,,4.

Krok 5. Znajdz najblizszego sasiada ;e punktu z,.,q sposréd punktéw x; odpowiada-
jacych wierzchotkom v; drzewa.

Krok 6. Oblicz potozenie punktu ., jako

Trand — Tnear
Tpow — Tpoar + AL d (2.69)

erand - xnearH

Krok 7. Jesli odcinek Z,,cq, T e nie przechodzi przez przeszkode dodaj x,., jako kolejny
wierzchotek, a pare (Z,ear, Tnew) jako kolejng krawedz drzewa G.
Nastepnie przejdz do kroku 2.

Wynikiem algorytmu RRT jest zwykle $ciezka daleka od optymalnej pod wzgledem
dhugosci i sktadajaca sie z duzej liczby, czesto gwalttownych zakretow. Z tego powodu
Sciezka wynikowa podlega wygtadzaniu polegajacym na eliminowaniu kolejnych punktéow
odpowiadajacych wierzchotkom, o ile mozna poprowadzi¢ odcinek nie przechodzacy przez
przeszkody pomiedzy punktami odpowiadajacymi poprzedniemu i nastepnemu wierzchot-
kowi wzgledem usuwanego.

Algorytm RRT wystepuje w bardzo wielu wariantach lekko si¢ rézniacych. Sposrod
nich warto wymieni¢ RRT* [42] w kazdym kroku przebudowujacy drzewo tak, aby odle-
gtosé do wszystkich wierzchotkéw z korzenia byla najkrétsza, RRT*-Smart [35, 71] wpty-
wajacy dodatkowo na rozklad prawdopodobiefistwa czy RRTX [73] uzywany w srodowi-
skach zmieniajacych si¢ dynamicznie.



Rozdziat 3

Generacja pre-sterowan i ich
wspoOlczynnikéw z formuly gCBHD

W rozdziale przedstawiono generacje pre-sterowan wedtug formuty gCBHD, ktora jest
jednym z elementéw Lie-algebraicznego zadania planowania ruchu. W podrozdziale 3.1
opisano zaobserwowana zaleznos¢ pomiedzy wspotczynnikami liczbowymi pre-sterowarn,
oraz ja udowodniono. Podrozdziat 3.2 zawiera kombinatoryczny algorytm wyliczania wspot-
czynnikow pre-sterowan inspirowany wczesniej wspomniang zaleznoscia.

W paragrafie 2.2.4.2 opisano otrzymywanie sterowan ciggtych za pomoca formuty
gCBHD dla jednego kroku algorytmu Lie-algebraicznej metody planowania ruchu. Wpro-
wadzono réwniez definicje wyrazenia o) zaleznego od sterowan oraz pre-sterowania w;, ;,. ;.
bedacego elementem «f. Przypomnijmy wzér (2.53) opisujacy przyrost z(T,qo,u(:)) =
€(gr — qo) w zaleznoSci od sterowan u i konfiguracji poczatkowej gy (strona 28). Wyra-
zenie ofj(u(+)) ze wzoru (2.53) jest zalezne od stowarzyszonego z nia elementu bazy Ph.
Halla i moze by¢ opisane ogélnym wzorem jako

#PSy
ay = / > (wyt- preptyds”, (3.1)

() 1

gdzie pre;;d oznacza pre-sterowanie w formie w; 4, ., a w]’;’d jest wspotezynnikiem liczbo-
wym zwiazany z tym pre-sterowaniem. Gérny indeks #PS) sumatora we wzorze (3.1)
oznacza liczbe pre-sterowan zwigzanych z danym wyrazeniem o).

W tab. 3.1 zebrano kombinacje liniowe pre-sterowan dla elementéw baz Ph. Halla
i Chibrikova do warstwy piatej wtacznie. Puste pola w tabeli wynikaja z r6znicy elementéw
miedzy bazami.

3.1 Zalezno$¢ miedzy wspoélczynnikami pre-sterowan

Analizujac tab. 3.1 mozna zauwazy¢ pewne zaleznosci wystepujace miedzy wspotezyn-
nikami liczbowymi pre-sterowan zwigzanych z tym samym elementem bazy, a nawet ta
samg warstwa. Obserwacja prowadzi do ogodlniejszego twierdzenia, prawdziwego dla do-
wolnej liczby sterowan r.

Twierdzenie 1 Dla m-wejsciowych ukladow bezdryfowych (2.41), wspdlczynniki w;’d w de-
finicji wspotczynnika ol (por. (3.1)) wystepujgce we wzorze na przyrost konfiguracyi (2.53)
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3. Generacja pre-sterowan i ich wspoétczynnikéw z formuty gCBHD

Tabela 3.1 Suma pre-sterowan stowarzyszonych z elementami baz Ph. Halla i Chibrikova
do warstwy piatej wlacznie, dla dwoch generatoréw X,Y . [37]

#PS& rd | r.d baza

p T pre)) Ph. Halla [ Chibrikova
U1 X X
U9 Y Y
%(ulg — u21) [X, Y] [X, Y]
31 (U2 — 2uiz1 + ua) X, (X, Y]] X, [X,Y]]
3i(—th22 + 2212 — Uz Y, [X,Y]] Y, [X,Y]]
a1 (—4urio + duran) X, [ X, [X, Y]] X, [ X, [X, Y]]
1 (—4unze + 4wz — dugiz + dugon) Y, [X, [X,Y]]] (X, Y, [X, Y]]
T (—4ug195 + 4uggns) Y,[Y,[X,Y]]] Y, [Y,[X,Y]]
é(—4u11112 — 4121 + 16u11211 — 4u2i11+

—4U21111)

1
5(—8%1122 + 12u31912 + 1211921 — S8ui2112+
—8ui2121 + 1212211 — 81112 — SU21121+

+12u91211 — 8ug2111)

é(8U11222 — 12u19192 + 8uy2212 + Su12201+
—12us1199 + 8uz1212 + Sug1291 — 12u99119+

— 12U22121 + 8U22211)

1
51 (4u1290 + 4uo1920 — 1622192 + 4ug1o+

+4u99991)

Y, [Y,[Y, [X, Y]]

2 (—12u11122 + But1212 + Bura91 + Surar12+
—12u39191 + 8ui2211 — 12u21112 + Sua1121+
+8ug1211 — 12U29111)

[X, Y], [X, [ X, Y]]

1
a(—4U11222 — 42122 + 16u12212 — 42221+
—4ugi192 — 4ugi212 + 16U21201 — 4uo2112+

—4dugo1a1 — 4uggor)

[X, Y] [Y, [X, Y]]

é(4U11122 + 4duii212 + 41221 — 16U2112+
+4uq2121 + 42211 + 4uginie — 16ug1121+
+4ugi011 + 4ugo111)

Y, [X, [X, [ X, Y]]

1
=1 (12u11200 — Su12120 — Suiz12 + 12U19991+
—8ugi122 + 12U21212 — 81201 — SUg2112+

—8u99191 + 12U22211)

Y, [X, [V, [X, Y]]
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spetniajq warunek
#PS"

VisoVaeq,.pmy Y, wyt =0. (3.2)
p=1

Innymi stowy, suma wszystkich wspotczynnikow w;’d wystepujacych w o, wynosi 0 dla
kazdej warstwy bazy Ph. Halla poza warstwa generatoréw, dla ktérych suma wynosi 1,
aa} = [iugds.

Dowéd 1 Poréwnujgc zapisy formuly gCBHD w postaciach (2.47) i (2.53) oraz uwzgled-
niajgc (3.1), w kazdej warstwie r, przetwarzane sq elementy postaci

#H" #H" #PS]

> c(0)E, = Z ay-H) = Z Z wy pre -H,. (3.3)

ocP,

Podstawiajgc do definicji elementu E, (2.48) wzor (2.41) opisujgcy uklad bezdryfowy jako
kombinacje liniowq iloczyndow par generator - sterowanie otrzymujemy zaleznos¢ E, od
generatorow X; i sterowan u;

E, ZX“U“ So(1 z:XmuZ2 So(2 Z Xt (Soe—1)], D X wi, (So(r)]-

=1 in=1 ir1=1 ir=1
(3.4)
Wykorzystujac wlasnosci antysymetrii (1.3) oraz tozsamosé Jacobiego (1.4) réwnanie (3.4)
przyjmugje postac

o= Z Z Z Xy X)X 1) X, | - wiy (861) - oo U, (So(r)) (3.5)
11=1149=1 r=1

Dalsza czesé dowodu zostanie przeprowadzona przez indukcje.
Dla r = 2 teza twierdzenia 1 jest prawdziwa co ilustruje nastepujgce przeksztatcenie
wykorzystujgce operacje antysymetrii

11 <12
m m m m
Z Z i1s 12 uh SU( ))ul2(50 = Z Z i1 12 Uzl (SU( ))Uig(SJ(Q)) +
11=112=1 i1=110=11+1
i1>12, zamiana indeksow i1=12

m m m
+ ) > Xy X Juiy (o) iy (So(2) + Y 1 Xy, Xy i, (o)) i, (So(2) =

i1=1120=41+1 i1=1

11 <12 i1>12, antysymatria

=3 > X, X, uwi (Se(1)) iy (Se2 Z Z X, X i, (So(1)) Ui, (So(2)) +

i1=112=1t1+1
m

Z Z m Uz1(50(1))uzz (80(2)) - U¢1(50(2))Uz'2 (80(1))).

i1=110=01+1

741 742

V(iy < i2) [X4,X4,] nalezy do bazy Ph. Halla, a suma wspélczynnikow pre-sterowari pod
wewnetrzng sumq jest rowna zero, 1 —1 = 0.

Dla r > 3, zdefiniugmy pre-sterowanie nalezgce do r-tej warstwy 1 zalezne od wektora
indeksow sterowan i oraz permutacyi @ zawierajgcej indeksy argumentow catkowania po
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sympleksie s; jako

preq(0,1) = U, (So(1)) Uiy (Se(2) * - - - - Ui, (So(r)) (3.6)

i przeanalizujmy pojedynczy element E, ze wzoru (3.5) okreslony jako

N(o,i,r) Y pre.(o.4) - [[... [Xi, X .- X0 ], X2 ). (3.7)

FElement N(o,1,7) jest zalezny od ustalonej permutacji ¢ = (01,09,...,0,) oraz usta-
lonego wektora i = (iy,is,...,4,) zbudowanego z elementéw odpowiadajgcych indeksom
generatorow i; € {1,...,m}. Obydwa wektory @, i majqg wymiarowosé numeru warstwy
rowng r. Po przeksztalceniu jednomiandw Liego wystepujgcych w zaleznosci (3.7) do bazy
Ph. Halla, za pomocg antysymetrii oraz tozsamosci Jacobiego, mozna jej nadaé postaé

#H"
N(o,i,r) =pre.(o,i) - [[... [ X, X, -, Xi, ], X ] = preq(o,1) Z BaH,. (3.8)

d=1

Jesli wektor i ma wlasciwosé iy = iy, to [Xi,, Xy,] = 0 i cale wyrazenie (3.8) jest réwne 0.
W przeciwnym przypadku (i1 # iy) istnieje wektor indeksow & = (ig, 1,13, - . . , i) komple-
mentarny do i. Dla permutacji o i wektora i istnieje element N (0,4, 1) komplementamy
do (3.8) okreslony nastepujgco

N(0’2T7 T) = H [Xw? ] - 7Xir71:|7Xi7‘] Uiy (30(2))ui2(80(1)) BRI uir(sd(r)) -
__ T (3.9)
=—[[..[ X, Xs,) .., X4, ], Xi,] - preq(o,3) = —pre,.(o,7) ZﬁdH”

Minus pojawiajgcy sie w (3.9) wynika z zastosowania antysymetrii na nawiasie Liego
(X, X ]. Po podstawieniu réwnan (3.8), (3.9) do réwnania (3.5) otrzymujemy

> > Y N(o.ir)= >, (Z > N(o,i,r)+ Y N(o,ir)+
igsoin=1i1=1d2—=1 igremir=1 \i1=1d2>01 i1=iz=1

+§:§:N(a,z‘,r)>= Z Z( Uzr+N(azr)):

11=112<11 11,83,..,0r=1 12>11
#H" #H" ~
= Z (prer(a,z — pre.(o,1 ) Z GaH!, = Z Z (ﬁd preq(o,1) — By ~prer(a,i)) T
i i
(3.10)
gdzie © = (i1,i9 > i1,13,...,1,) oraz i, € {1,...,m}. Z réwnania (3.10) wynika, Ze

wspotczynniki zwigzane z pre-sterowaniami w pojedynczym elemencie E, sumujg sie do
zera (Bq — Ba = 0). Ta wlasciwosé przenosi sie na caly warstwe Y ,cp c(0)Es przez
liniowosé, udowadniajgc teze twierdzenia 1. 0

Twierdzenie 1, jakkolwiek niekonstruktywne, jest uzyteczne podczas zgrubnego sprawdze-
nia poprawnosci skomplikowanych wyprowadzen, gdzie o pomytke (te reczna jak i w pro-
gramie komputerowym) nietrudno.
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3.2 Kombinatoryczny algorytm wyliczania wspdétczyn-
nikow pre-sterowan

Podstawowy, naiwny algorytm wyliczajacy pre-sterowania z formuly gCBHD prze-
twarza kazdy element gCBHD (dany réwnaniem (2.48)) z osobna. Przykladowo: rozwija
wszystkie elementy A(sq(;)) rownania (2.45), sprowadza je do bazy Ph. Halla a nastepnie
sumuje wyliczone pre-sterowania. Algorytm ma duza ztozonos¢ obliczeniows, gdyz czesto
wyznacza uprzednio juz obliczone elementy podczas przeliczania kolejnej permutacji. Aby
zredukowaé ztozonosé zadania przeliczania formuty gCBHD do formy (2.53) w pracy [20]
zaproponowany zostal inny algorytm, ktérego idee przedstawiono ponizej.

e Algorytm przetwarza formute gCBHD warstwa po warstwie.

e W okreslonej r-tej warstwie elementy A(s;) = Z, sa tymczasowo traktowane jako
niezalezny generator Z; na potrzeby obliczenia bazy Ph. Halla rozpigtej przez Z ;.

e Nastepnie kazdy nawias jest rozwijany do zredukowanej bazy Ph. Halla (jest to pod-
zbior bazy Ph. Halla w sktad ktorego wchodza elementy w ktorych kazdy generator
wystepuje tylko raz). Dzigki temu liczba elementéw przetwarzanych zmniejsza sie z r!
(dla naiwnego algorytmu) do licznosci zredukowanej bazy Ph. Halla.

e Ostatnim krokiem jest podstawienie za tymczasowy generator Z; sumy .7, X,;u;(s;)
w otrzymanej zredukowanej bazie Ph. Halla i raz jeszcze sprowadzenie wyniku do bazy,
tym razem przyjmujacej za generatory oryginalne X ;.

Odautorski algorytm zaproponowany w tym podrozdziale wykorzystuje nieco inne podej-
Scie od opisanych wyzej. Punktem wyjscia dla opracowania algorytmu byla nastepujaca
obserwacja: elementy E, w danej warstwie (patrz wzor (2.48)) réznia sie miedzy soba je-
dynie indeksami generatoréw okreslonymi przez permutacje o, natomiast posta¢ elementu
po sprowadzeniu do bazy algebry Liego pozostaje taka sama. Znajac wiec postac¢ elementu
E, w danej bazie dla ustalonej permutacji ¢ (np. identycznosciowej o =id = (1,...,r)),
mozna uzyska¢ je dla innych elementéw E, danej warstwy manipulujac jedynie indek-
sami. Kroki pozwalajace na wyliczenie pre-sterowan r-tej warstwy formuty gCBHD dla
uktadow bezdryfowych zebrano w Algorytmie 3.1.
Komentarze do Algorytmu 3.1:

e Przyklad odwrotnej permutacji: odwrotna permutacja do (2,3,1,4) jest (3,1,2,4).
Oczywiscie, ztozenie permutacji z jej odwrotnoscia daje permutacje identycznosciowa

(2,3,1,4) 0 (3,1,2,4) = (1,2,3,4).

e Przyklad uzycia permutacji o (i odwrotnej permutacji inv(e)) na indeksach pre;’gd) dla
uzyskania pre;’(i):
a) permutacja o = (3,1, 2) przeksztatca sekwencje (s1, $2, s3) nastepujaco

Uiy (51) Uiy (52)Uis (53) M Uiy (83) Uiy (51)Uis (82) = Wiy (51) U5 (52)ui, (83).

b) odwrotna permutacja inv(e) = (2, 3, 1) przeksztaltca indeksy (i1, 2, i3) (krétka forma
Uisiy.5,) W nastepujacy sposob

2,3,1
Wiy igig g WUigigi; = Uz‘g(sl)uis(82)uz‘1(83)'
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Algorytm 3.1 Wyznaczenie pre-sterowan r-tej warstwy bazy Ph. Halla.
Dane wejsciowe: Liczba sterowan m, numer warstwy r.

Krok 1. Jako o wybraé¢ permutacje identycznosciowa o =id = (1,2,...,r).

Krok 2. Korzystajac z liniowo$ci nawiasu Liego przedstawi¢ FE;q jako

Eid Zleuzl Sl szguzz 32 Z Xz,« Uiy sr 1 ZXzTuzr 37’)]
11=1 10=1 ir—1=1 ir=1
= Z ZZH [X“, ]'~~7XiT71]7Xir]"uil(sl)'”-'uir(sr)'
i1=1142=1 =1
(3.11)

Krok 3. Przedstawi¢ E;4 jako kombinacje liniowg elementow bazy Ph. Halla, korzystajac
z wladciwodci antysymetrii i tozsamosci Jacobiego

4HT #PS)
E;,; = Z Z w zdprep(zd))HT (3.12)

d=1 p(id)=1

Warto zwrocié uwage, ze przeksztalcenie kazdego jednomianu Liego pocigga rowniez od-
)
powiednie przeksztatcenie pre-sterowan zwigzanych z tym jednomianem.

Krok 4. Dla kazdej permutacji o € P,, wyliczy¢ E,

#H"™ #PS]

=2 ( Z wre prev VHY, (3.13)

d=1 p(c

. . r.d . . .
gdzie indeksy argumentu s w pre-sterowaniu Pre, () powstaja poprzez natozenie permuta-
¢ji o na indeksy pre;’gd) (poréwnaj wzor (3.6)). Warto wspomnieé, ze przeksztalcenie in-
dekséw s permtuacja o oznacza przeksztatcenie indekséw w krotkiej formie zapisu u; ;. 4,
(wzor (2.52)) permutacja odwrotna do a.

Krok 5. Zebra¢ wszystkie pre-sterowania Ugcp, pre;’(i) i uporzadkowaé je w sekwencje
(indeksowana za pomoca p)

Krok 6. Dla wszystkich permutacji o wyliczy¢ wspolezynnik ¢(o) wedlug wzoru (2.49) i wlaczyé
je do wyrazenia (3.3), w ktérym

d d
= Z w;(a) oraz prerd = prer(o). (3.14)
och;

e Wspétezynniki w réwnaniach (3.12) i (3.13) sa takie same w;’(fd) = w;’(i).

e Algorytm przeksztatcajacy jednomiany Liego do postaci kombinacji liniowej elementow
bazy Ph. Halla zaczerpnieto z pracy [20].

e Algorytm zostal przedstawiony dla bazy Ph. Halla, jednak moze by¢ stosowany takze
dla dowolnej bazy Lie-algebry.

Ponizej zilustrowano dziatanie algorytmu na prostym, ale nietrywialnym, przyktadzie.
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Przyklad 5. Wyliczanie pre-sterowan oraz ich wspétczynnikow dla trzeciej warstwy
r = 3 dwuwejsciowego uktadu m = 2 za pomoca algorytmu kombinatorycznego.

Dla identycznosciowej permutacji id = (1,2, 3) element E;4 jest postaci
Eiq = [[A(s1),A(s2)], A(s3)], gdzie A(s;) ZX u;i(s5).

Nastepnie wszystkie jednomiany Liego sg przedstawiane jako kombinacje liniowe ele-
mentow bazy Ph. Halla za pomocg antysymetrii i tozsamosci Jacobiego

Eig = [[X1ui(s1) + Xoua(s1), X1ui(s2) + Xoua(s2)], X1ui(s3) + Xoua(ss)] =
[[X1, Xo(ur(s1)uz(s2) — ua(si)ui(s2)), X1ui(ss) + Xoua(ss)] =
[[Xl,Xz] }(U121—U211) [[X17X2]7X2](U122—U212)
[Xl, [X17X2H(U211—U121) + [XQ, [X1,X2H(U212—U122)-

(3.15)

Pre-sterowania oraz zwigzane z nimi wspotczynniki sg nastepujace

31 31 31 31

Wygq) = L, Preqag) = o, Waia)y = —1, pregagy = i,
32 _ 32 _ 32 _ 32 _

Wy (id) = 1 DPréqay = U212, Wagq) = -1, Dreésgqy = U122-

Dla pozostalych permutacji pre-sterowania z réwnania (3.15) sa permutowane. Dla
przyktadowej permutacji o = (1,3,2) (inv(e) = (1, 3,2)) element E, okreslany jest
wzorem

Ea = [[Xlul(sl) +X2U2<81>,X1U1<83> +X2U2(83)],X1U1<82> +X2U2(82)]. (316)

Réwnanie (3.16) nie jest rozwijane i sprowadzane do bazy Ph. Halla, lecz wykorzysty-
wana jest permutacja indekséw pre-sterowan

(X1, [ X1, Xo](uor1 —wi) + [ X2, [X1, Xo]](ug12 —u122) (3.2,

(1 52 — [ X1, [ X1, Xa]](ua11 —u112) + [ X2, [X 1, Xo]] (U201 —u192).

Dla kazdej permutacji ¢ wyliczany jest wspolczynnik c(o) (wzér (2.49)), a nastep-
nie wyniki czesciowe sg sumowane (wzoér (3.3)). Ponizej przedstawiono wyniki tych
operacji dla pre-sterowan stowarzyszonych z jednomianem [X 1, [ X1, X1]]

(1,2,3) (2,1,3) (1,3,2) (2,3,1)

E (2 : (U211 - U121) - (U121 - U211) - (Uzn - U112) - (U121 - U112) +

(3,2,1) (3,1,2)

1
+ 2 (w112 — wi21) — (U112 — U211)> = 6(“112 — 2u391 + Ug11)-

Pre-sterowania sa utozone w kolejnosci leksykograficznej (mozna uzyé¢ dowolnej, usta-
lonej)
(U112, U121, U211),
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zatem
1 1 1
31 31 31 31 31 31
wy = 7, Prée; = U2, Wy = —35, Préy = U121, W3 = —, Prég = U211.

6 3 6

Wspolezynnik of stowarzyszony z jednomianem [X 1, [X 1, X5]] jest réwny
g _ 1 3
ay = 6/ (U112 — 2u121 + u211)ds
Trey

Pozostate wspotezynniki o sa obliczane analogicznie.

Tabela 3.2 Liczba elementéw bazy Ph. Halla dla m generatorow do r-tej warstwy wtacznie.

r
m | 2 3 4 ) 6 7 8 9
2131 5 8 14 23 41 71 127
316 | 14 | 32 80 196 208 1318 | 3502
4 110 30 | 90 | 294 | 964 3304 | 11464 | 40584
3
6
7

15 | 55 | 205 | 829 | 3409 | 14569 | 63319
21| 91 | 406 | 1960 | 9695 | 49685
28 | 140 | 728 | 4088 | 23632

Gloéwna zalety prezentowanego algorytmu kombinatorycznego jest istotnie mniejsza
ztozonosé obliczeniowa w poréwnaniu do istniejacych algorytméw [17, 20], co zostato
osiggniete przez minimalizacje uzycia kosztownych operacji sprowadzenia do bazy Ph.
Halla oraz przetwarzania jedynie niezbednych jednomianow. W tab. 3.2 przedstawiono
liczbe elementéw w bazie Ph. Halla w zaleznosci od liczby sterowan m oraz warstwy do
ktorej baza jest generowana r. W tabeli elementy na diagonali sa pogrubione, pokazujac
liczbe elementéw generowanych podczas dziatania algorytmu opisanego w [20]. Algorytm
opisany w pracy [20] wymaga generowania baz Ph. Halla kilkukrotnie, poniewaz dla kaz-
dej warstwy elementy A(s;) = Z; sa traktowane jako generatory tymczasowego uktadu
(gdzie m = r). Przyktadowo, dla uktadu z n = 9 wymiarowa przestrzenia stanu i m = 2
sterowaniami minimalna warstwa mogaca zapewni¢ STLC jest réwna r = 5, poniewaz
8 < 9 < 14 (poréwnaj, tab 3.2). Uzywajac algorytmu z [20] w momencie przetwarzania
elementéw piatej warstwy nalezy wygenerowaé (i sprowadzi¢ wynik do formy wykorzy-
stujacej) 829 elementy, gdyz algorytm ten podczas przetwarzania piatej warstwy korzysta
z pieciu abstrakcyjnych generatoréw.

W tab. 3.3 zebrano gtéwne réznice miedzy trzema algorytmami obliczajacymi pre-
sterowania: algorytmem naiwnym, opisanym w [20] oraz kombinatorycznym prezento-
wanym w tym podrozdziale. Wiersz [_baz. okresla liczbe baz Ph. Halla generowanych
w trakcie dziatania algorytmu, natomiast wiersz perm. opisuje liczbe permutacji liczo-
nych bezposrednio z podstawienia uktadu (2.1) do formuty gCBHD. W tab. 3.4 zestawiono
czasy dzialania algorytmoéw, gdzie m oznacza liczbe sterowan (generatoréw), natomiast r
warstwe do ktoérej wlacznie pre-sterowania zostaty wyliczone. Dla wszystkich przypadkow
opisanych w tym rozdziale algorytm kombinatoryczny byt znaczaco szybszy od zapropo-
nowanego w pracy [20]. Algorytmy zaimplementowano w pakiecie Mathematica, w wersji
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Tabela 3.3 Poréwnanie gtéwnych wtasciwosci obliczeniowych algorytmow liczacych pre-
sterowania formuty gCBHD.

Algorytm kombinatoryczny Algorithm z pracy [20] Algorytm naiwny
. r+1 r+1
' (bazy zredukowane, (bazy do r-tej
[-baz. (baza do r-tej _ :
) liczone do r-tej warstwy warstwy dla
warstwy dla m sterowan) ) )
dla r sterowan) T sterowan )
perm. r S (k—=1)! Sy k!

Tabela 3.4 Czas obliczen (w sekundach) 1000-krotnego uruchomienia algorytmu liczacego
pre-sterowania.

Algorytm kombinatoryczny

r
2 3 4 ) 6
0,756 | 4,43 17,5 157 4551
1,15 | 16,1 168 5568 551752

1,84 | 43,2 829 55820

3,12 | 102 3215 320656
479 | 237 | 10620
6,12 | 427 | 30892

Algorytm z pracy [20]

N O ot A W NS

.
m| 2 3 4 5 6
21201 | 13 | 104 3185 | zbyt dlugo
3| 382|396 415 12896 | zbyt dtugo
4621 | 98,8 | 1902 144812
5
6
7

8,71 | 208 7852 | zbyt dtugo
13,2 | 470 | 34396
18,5 | 1018 | 122684

11.3. Czasy zamieszczone w tab. 3.4 zostaly osiggniete na komputerze osobistym, z pro-
cesorem Intel Core i5-8400, 2.80GHz x 6 i pamiecia 16 GB RAM.






Rozdziat 4

Wplyw parametréw sterowan na
ksztalt trajektorii generowanej

formutag gCBHD

W rozdziale opisano wptyw parametréw sterowan na ksztalt trajektorii otrzymane;j
z algorytmu planowania ruchu wykorzystujacego formute gCBHD opisana w paragra-
fie 2.2.4.2 (strona 26). Wplyw ten pokazano na prostych, ale nietrywialnych, przyktadach
uktadéw nieholonomicznych (2.1) jakimi sg jednokotowiec A.1, samoch6d kinematyczny
A.2 oraz integrator Brocketta A.3 (jako przyklad uktadu nilpotentnego). Wszystkie wy-
mienione modele sg uktadami dwuwejsciowymi. Punkt docelowy gy dla kazdego przypad-
ku znajduje sie w najtrudniejszym do osiagniecia kierunku [g;, g2], bedacym w punkcie
go = 0 prostopadlym (dla podanych modeli) do kierunkéw bezposrednio sterowanych
(uzyskiwanych z generatorow). W przypadku jednokotowca i samochodu kinematycznego
osiggniecie punktu docelowego definiuje manewr parkowania rownolegtego.

Najprostszym zestawem sterowan pozwalajacym na rozwigzanie zadania planowania
ruchu w kierunku [g1, g»] sa sterowania

ur(t) = prsin(wt), ug(t) = pecos(wt), w =2n/T, (4.1)

gdzie T oznacza czas ruchu. Dla powyzszej parametryzacji (p = (py1,p2)?) wspotczynniki
a(p), wyliczone zgodnie z réwnaniami (2.50), przyjmuja postaé

1 — cos(wt sin(wt sin(wt) — wt
a =p1#, ay = P ( ), o =p1pz#
w w 2w
wt o wt
af = npiprcos(—), o = —mpipssin(=-), ... (4.2)

2 2
—6wt cos(wt/2) + 9sin(wt/2) + sin(3wt/2)
7’] —_=
12w3

Latwo pokazaé, ze sterowania (4.1) pozwalaja na poruszanie sie w kierunku [g1, g2 przy
braku przemieszczenia (punktu koncowego) w kierunkach g; i go, po podstawieniu ¢t = T,
al = af =0 oraz o2 # 0.

Aby sterowania (4.1) mogly reprezentowaé szersza rodzine sterowan wprowadzono
operatory skalowania liniowego oraz (bardziej istotny) rotacji sterowan. Oba operatory
w prosty sposéb wplywaja na energie sterowania oraz nie zalezg od stanu uktadu. Operator
liniowego skalowania sterowan

u=a -u (4.3)
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wplywa na wspotezynniki e w nastepujacy sposob

~1 1 ~3 3

Q «Q - Q «Q

1] =a | ] a2 = a*a} Ll=ad %), ... (4.4)
1 1] 1 1> 3 3]

o5 25 Qg Qg

Operator skalowania liniowego sterowan przeksztatca wiec wyrazenia o, przemnazajac je
przez potege amplitudy a stopnia réwnego numerowi warstwy r. Drugim operatorem jest
operator rotujacy sterowania

T e 45

Operator rotacji natozony na sterowania wptywa na pierwszych kilka wspotczynnikow a
W nastepujacy sposob

~1 1 ~3 3
(g;) = Rot(B) (Zé) . a=al (Zé) = Rot(f) (Zé) . (4.6)

W szczegélnym przypadku, gdy wspotezynniki p; = p, = p, rotacja sterowan o kat (3
sprowadza sie do przesuwania fazy funkcji trygonometrycznych o kat ¢(53)

Uy (t) = psin(wt — ¢(B)), u2(t) = —pcos(wt — ¢(5)). (4.7)

W celu poréwnania trajektorii uzyskanych za pomoca formuty gCBHD zaproponowano
dwa wskazniki jakosci. Pierwszym jest odlegto$¢ miedzy punktami koncowymi trajektorii —
uzyskanej za pomoca gCBHD (wzér (2.56), strona 29, oznaczonej jako test) oraz uzyskanej
za pomoca catkowania numerycznego uktadu (2.1) ze sterowaniami uzyskanymi ze wzoru

(2.56) (real)
J1(q0,u(D)) = ||@reat(T) — qrest(T) |- (4.8)

Drugim jest rozszerzenie pierwszego wskaznika na interwal ¢ € [0, T'] uzyskujac skumulo-
wany btad trajektorii

Tola0,0p) = [ 1rea1) — @ (1)1 (49)

W réwnaniach (4.8), (4.9) przyjeto odlegtosé rozumiana euklidesowo. Taki wybor wiaze
sie jednak z pewnymi niedogodnosciami. W przypadku robotéw mobilnych (w tym jed-
nokotowca i samochodu kinematycznego) oraz robotow kosmicznych wektor g sktada sie
ze wspoOlrzednych opisujacych pozycje i/lub orientacje. Dlatego warto rozwazy¢ stosowa-
nie zamiast odlegltosci euklidesowej jej zmodyfikowana wersje, gdzie wspotrzedne maja
rozne wagi. Przyktadowo, jesli orientacja jednokotowca jest nieistotna mozna jej wpltyw
pominaé przyjmujac odpowiednia wage réwna 0.

W przypadku jednokotowca i integratora Brocketta w formule gCBHD wykorzystano
pola wektorowe i wspotezynniki a do drugiej warstwy wlacznie, a dla samochodu kine-
matycznego — do trzeciej. W kazdym przypadku jest to minimalna warstwa zapewniajaca
STLC (patrz sekcja 2.1.1). Dla wszystkich modeli przeanalizowano wplyw czasu trwania,
ruchu 7', amplitudy sterowan a (réwnanie (4.3)), poczatkowej fazy sterowan ¢(3) (réw-
nanie (4.7)), stosunku p; do ps przy stalej energii ruchu

p} + p5 = E = const, (4.10)
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przesuniecia fazowego ¢ miedzy sterowaniami
u(t) = prsin(wt), ug = pysin(wt + @) (4.11)
oraz zwiekszenia czestotliwosci sktadowych sterowan
uy(t) = prsin(kwt), wus(t) = pycos(kwt), ke Ny (4.12)

na ksztalt oraz jakos¢ trajektorii (Sciezki) ruchu oceniana zgodnie z (4.8), (4.9). Otrzymane
Sciezki ruchu zostalty przedstawione na rysunkach, gdzie linig przerywana oznaczono $ciez-
ke otrzymana z formuty gCBHD (ucietej w odpowiedniej warstwie, planowana), a ciagla —
za pomoca catkowania numerycznego (rzeczywista) modeli ze sterowaniami otrzymanymi
z gCBHD. w kazdym przypadku przyjeto punkt poczatkowy qo = 0, a pozadany kierunek
ruchu wyznacza os 0Y'.

) Rzuty $ciezek na plaszczyzne xy

dla r6znych 3. b) Wskaznik jakosci J; jako funkcja 3.

0.08 [ B=0°
E_450 0.012 |
0.008 |
0.04 |
y 0.004
0Ff 5
L L L 0 I
-0.2 0 x 02 0.4 0 B T o

Rysunek 4.1 Zaleznos¢ trajektorii jednokotowca od kata obrotu sterowan (3.

Rys. 4.1a przedstawia rzuty planowanej i rzeczywistej trajektorii na plaszczyzne xy
dla jednokotowca otrzymane dla sterowan (4.1) obroconych o rézne katy [, gdzie pozo-
state parametry to py = p, = T = 1. Jak mozna zauwazy¢, sterowania wygenerowaly (dla
czasu t = T') ruch w kierunku 0Y (kierunek [g1,g2](t = 0)), niedostepny bezposrednio
dla przestrzeni rozpietej przez generatory. Planowana trajektoria nie jest doktadnym od-
zwierciedleniem trajektorii rzeczywistej. Przyktadowo: rzeczywista trajektoria ma szpice
pojawiajace sie gdy predkos¢ postepowa uktadu zmienia znak. Jednak obie trajektorie
sg jakosciowo podobne, co potwierdza uzyteczno$¢ formuty gCBHD w planowaniu ruchu.
Ksztalt i lokalizacja wynikowych trajektorii mocno zalezy od kata obrotu (. Ten fakt mo-
ze by¢ efektywnie wykorzystany w srodowisku kolizyjnym, gdzie odpowiednia lokalizacja
Sciezki ruchu jest kluczowa podczas omijania przeszkdd. Na rys. 4.1b wskaznik jakosci Ji,
czyli odlegtosé pomiedzy koncowymi punktami (dla ¢ = T") obu trajektorii jednokotowca,
zostal przedstawiony jako funkcja kata obrotu 3. Wskaznik .J; silnie zalezy od obrotu. Naj-
lepsze (minimalne) wartosci przyjmuje dla 8 = km, k € 7Z, jednak trajektoria dla takich
wartosci 0 jest najobszerniejsza. Najgorsze, i relatywnie duze w stosunku do przebytego
dystansu ||g(0) —q(T")|| = 0.08, wartosci J; przyjmuje dla kata  zapewniajacego najmniej
obszerny manewr.

Na rys. 4.2 przedstawiono przyktadowe rzuty Sciezek na ptaszczyzne xy dla jedno-
kotowca i samochodu kinematycznego przy statej energii ruchu £ = 2 rozdysponowanej



48 4. Wplyw parametréw sterowan na ksztalt trajektorii generowanej gCBHD

a) Jednokotowiec, 5 = 35°. b) Samochéd kinematyczny, 3 = 155°.
‘ ‘ ‘ =0.7 : :
0.08 rp; =05 0.012 P1 .
p=1 Pr=
0.008 r
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Rysunek 4.2 Rzuty Sciezek na ptaszcezyzne xy dla jednokotowca i samochodu kinematycz-
nego dla réznych wartosci p; i po oraz statej energii sterowania £ = 2.

a) Wskaznik J; b) Wskaznik J;
0.0006 | 1 0012 ¢
0.0004 - 1 0.008 ¢
0.0002 | 1 0.004 ]
I8 I /—\
0 ‘ ‘ ‘ 0 ‘ ‘ ‘
0 P 04 0.8 1.2 0 P1 04 0.8 1.2

Rysunek 4.3 Wskazniki jakosci J; i Js jako funkcja p; dla statej energii sterowan £ = 2
samochodu kinematycznego i 3 = 155°.

w réznej proporcji miedzy sterowania uy(py) i ua(p2). Mozna zauwazy¢, ze wielko$¢ prze-
suniecia w pozadanym kierunku 0Y zalezy od proporcji p;/ps. Najdtuzsze przesuniecie
otrzymano dla proporcji p;/ps = 1. Na rys. 4.3 zobrazowano wplyw tej proporcji (a kon-
kretnie, wartodci p; przy stalej energii £ = 2) na wartosci wskaznikéw jakosci Jp i Jo.
Na rys 4.3b czerwong linig oznaczono dodatkowo wskaznik jakosci J; liczony jedynie dla
wspotrzednych pozycyjnych, aby podkresli¢ duzy wptyw wspotrzednych katowych na war-
tosé¢ Jo dla duzych py. Z rysunkow wnioskuje sie, ze najwicksze réznice miedzy $ciezkami
(trajektoriami) wystepuja dla najbardziej efektywnego ruchu, tj. p; = p2 = 1, jednak
wartosdci te sg mate w poréwnaniu z catkowityg wartoscig przesuniecia. Ponadto, tatwo
zauwazyc¢, ze rozdysponowanie energii miedzy sterowania wptywa na ksztatt otrzymanych
trajektorii. Dla niektérych wartosci p; trajektoria rzeczywista ma dos¢ znaczacy fragment
majacy wartosci y < 0. Zatem zmiane stosunku amplitud sterowan mozna rozwazac jako
dodatkowy sposéb na znajdywanie trajektorii o oczekiwanym ksztatcie.

Rys. 4.4 ilustruje rzuty Sciezek na ptaszczyzne xy dla jednokotowca i samochodu kine-
matycznego przy parametrach sterowan p; = po =7 =1, # = 35° (na 4.4a) lub f = 0 (na
4.4b) przy réznych wartosciach liniowego skalowania amplitudy sterowan parameterem a.
Identyczne wyniki mozna uzyska¢ w przypadku statego wspotczynnika a = 1 i zmiennej
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a) Jednokolowiec b) Samochéd kinematyczny
0.8 4~ ] a=1
a=2 y la=2
0 L
04 r 1
y
0 L 4
‘ ‘ ‘ 0.4 ‘ ‘ ‘
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Rysunek 4.4 Rzuty $ciezek na ptaszczyzne xy dla jednokotowca oraz samochodu kinema-
tycznego przy sterowaniach o roznych wartosciach amplitudy sterowan a.

a) Wskaznik J; b) Wskaznik Jo

0 a 2 4 6 8 0 a 2 4 6 8
Rysunek 4.5 Wskazniki jakosci J; i Jy jako funkcja amplitudy sterowan a przy stalej
wartoéci T' dla jednokotoweca.

wartodci czasu ruchu 7. O wymienno$ci parametrow a i T mozna takze wywnioskowad
analizujgc rownania (4.2) oraz (4.4). Zalezno$¢ ta jest niezalezna od modelu i przydatna
w planowaniu ruchu. Przyktadowo, w przypadku ograniczenia amplitud sterowan moz-
na uzyskaé¢ pozadang trajektorie poprzez wydtuzenie czasu ruchu. Na rysunkach mozna
zauwazy¢ spadek dokladnosci planowanej Sciezki (trajektorii) wobec rzeczywistej wraz
ze wzrostem wartosci iloczynu a - T. Wspomniang zalezno$¢ mozna tez zaobserwowaé na
rys. 4.5 przedstawiajacym wzrost kryteriéw jakosci (interpretowanych jako réznica pomie-
dzy trajektoriami) wraz ze wzrostem wartosci a. Spadek dokladnosci planowania trajek-
torii, zwtaszcza dla a- T > 1, wynika z wiekszego wptywu iloczynu a - T na wspodtczynniki
a odpowiadajace wyzszym warstwom. Metoda wykorzystujaca formute gCBHD opiera sie
na nieskoniczonym' szeregu (2.50). Z przyczyn praktycznych szereg ten jest ograniczany
do warstw niezbednych do uzyskania STLC. Przy a - T < 1 wplyw warstw nie branych
pod uwage jest pomijalny, natomiast przy a -1 > 1 staje si¢ dominujacy.

Na rys. 4.6 pokazano wptyw kata przesuniecia fazowego ¢ dla sterowan (4.11) (para-
metry p; = po = T = 1) na ksztalt otrzymanych Sciezek (trajektorii) dla jednokotowca

'Dla uktadéw nienilpotentnych.
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a) Jednokolowiec

b) Samochéd kinematyczny
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Rysunek 4.6 Rzuty Sciezek na ptaszcezyzne xy dla jednokotowca i samochodu kinematycz-
nego przy sterowaniach (4.11) i r6znej wartosci przesuniecia fazowego ¢.

i samochodu kinematycznego. Z powodu symetrii trajektorii wzgledem osi x dla dodat-
nich i ujemnych katow ¢, rysunki ilustruja jedynie przypadki z dodatniag wartoscia ¢.
Mozna zaobserwowac, ze istnieje optymalna warto$¢ ¢* = 90° dla ktorej przemieszczenie
w kierunku y jest najwieksze. Od wartosci optymalnego przesuniecia istniejg dwie gatezie
¢ = ¢*+d¢ dla ktérych planowane trajektorie znajdujag sie bardzo blisko siebie a ich punk-
ty koncowe niemal si¢ pokrywaja. Jednak trajektorie rzeczywiste dla obu galezi roznia sig¢
znaczaco. Dla najniekorzystniejszego przypadku ¢ = 0°,¢ = 180° sterowania dla obu
generatorow sa zalezne liniowo i punkt koncowy trajektorii pokrywa sie z poczatkowym.

a) Jednokolowiec b) Samochéd kinematyczny

008 fk=1 szszl
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Rysunek 4.7 Rzuty Sciezek na ptaszczyzne xy dla jednokotowca i samochodu kinematycz-
nego przy sterowaniach (4.12) i r6znej wartosci k.

Rys. 4.7 przedstawia wpltyw zwiekszania czestotliwosci sterowan (4.12) na ksztalt Sciez-
ki (trajektorii) dla jednokotowca i samochodu kinematycznego z parametrami p; = py =
T = 1. Dla wyzszych czestotliwosci identyczny szablon ruchu zostaje powielony k-krotnie.
Obszernosé ruchu jest mniejsza, kosztem jednak wartosci przesuniecia wzdtuz osi y. Co
ciekawe, skalowanie przesuniecia i obszernosci ruchu nie musi by¢ liniowe co pokazuje
rys. 4.7b. Uzyskane wyniki potwierdzaja poprzednia obserwacj¢ zaleznosci pomiedzy wiel-
koscia przesuniecia (dtugoscia Sciezki) a czasem trwania ruchu 7', gdyz zwiekszenie cze-
stotliwosci mozna interpretowac jako k krotne powtérzenie ruchu ze zmienionym czasem
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jego trwania T = T'/k.

Wyniki symulacji dla integratora Brocketta sa mniej interesujace, aczkolwiek wciaz
pouczajace. Poniewaz uktad jest nilpotentny i wszystkie warstwy bazy Ph. Halla powyzej
drugiej zeruja si¢ tozsamosciowo, planowana i rzeczywista $ciezka w kazdym przypadku
pokrywaja sie , a wskazniki J; = Jo = 0. Dla nilpotentnych uktadéw formula gCBHD daje
idealna prognoze Sciezki rzeczywistej, wiec uktady takie sa bardzo pozadane w planowaniu
ruchu. Istnieje opisana w literaturze przedmiotu procedura aproksymacji nieliniowych
uktadéw uktadami nilpotentnymi [102]. Niestety dziala ona jedynie lokalnie i przeksztatca
sterowania do formy nieliniowej i zaleznej od aktualnej konfiguracji ¢. W takiej formie
optymalizacja i ograniczanie sterowan staje si¢ zadaniem trudnym. Nieliniowa zaleznos¢
pomiedzy przesunieciem w pozadanym kierunku a iloczynem a - T istnieje roéwniez dla
uktadow nilpotentnych.






Rozdzial 5

Ocena jakosci parametryzacji

sterowan

W wielu metodach planowania ruchu, zaréwno globalnych (np. endogenicznej prze-
strzeni konfiguracyjnej 2.2.3) jak i lokalnych (np. Lie-algebraiczna 2.2.4), czesto wystepu-
je konieczno$¢ reprezentowania sterowan naturalnie wystepujacych w nieskonczenie wy-
miarowej przestrzeni funkcyjnej. W celu znaczgcego utatwienia obliczen numerycznych
reprezentuje sie sterowania jako kombinacje liniowe funkcji bazowych pewnej skonczonej
bazy funkcyjnej opisanej w podrozdziale 1.5. Jednak wybér bazy funkcyjnej, oraz przede
wszystkim konkretnych funkcji bazowych wykorzystanych do opisania sterowan, moze
mie¢ kluczowe znaczenie dla jakosci (lub nawet istnienia) rozwiazania zadania planowania
ruchu.

W niniejszym rozdziale skupiono si¢ na doborze parametryzacji sterowan w metodzie
Lie-algebraicznej planowania ruchu wykorzystujacej formute gCBHD. Za baze¢ funkcyjna
przyjeto ortonormalnag baze harmoniczng, zob. sekcja 1.5.1, jako najczesciej stosowana
w planowaniu ruchu. Badania oparto na analizie statystycznej danych liczbowych dla
sterowan i trajektorii uzyskanych dla réznych zestawoéw funkcji bazowych. Modelem dla
przeprowadzonych badan byt jednokotowiec A.1, wybrany z powodu niskiej wymiarowo-
sci, jednakze dobrze ilustrujacy wszystkie aspekty planowania ruchu uktadéw nieholono-
micznych za pomoca formuty gCBHD. Do rozwiagzania réwnania (2.56) uzyto algorytmu
Newtona, zob. podrozdzial 1.4 w wersji podstawowej (tj. bez optymalizacji) jako metody
odniesienia, oraz z dwoma funkcjami optymalizujgcymi w przestrzeni zerowej jakobianu.

Dla testowanych uktadow, przez zmiane wspoétrzednych kazda pare punktéw brzego-
wych planowania (qo,qy) mozna sprowadzi¢ do pary (0,q}), wigc bez straty ogoélnodci
mozna zatozy¢, ze konfiguracja poczatkows uktadu jest punkt gq = 0.

Jednokotowiec jest uktadem trojwymiarowym, spetniajacym warunek STLC przez
dwie pierwsze warstwy bazy Ph. Halla (zobacz dodatek A.1). Dla jednokotowca, w punkcie
qo = 0, parametryczny wzor (2.56) okreslajacy przesuniecie konfiguracji przyjmuje postaé

0

10
2(T,q0,u(p)) =€ (¢r =0)= |0 0 —1fap), (5.1)
01 0

gdzie a(p) zalezy od wybranej parametryzacji sterowan. Dla uzyskania ruchu w kazdym
kierunku, wektor p okreslajacy (wraz z wybrana baza) parametryzacje powinien mie¢
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wymiarowo$¢ przynajmniej réwng wymiarowosci wektora konfiguracji

dim(p) > n. (5.2)

Tabela 5.1 Pie¢ pierwszych elementow Tabela 5.2 Kody sterowan odpowiadaja-

harmonicznej bazy ortonormalnej i ich ko- cych wybranym parametryzacjom.
dy (7). nr Uy Uy
kodi| G [ o) # (12 (1.3)
1 1 1 #2 (1,3) (1,2)
2 | V2| sin(wt) #3 (1,4) (1,5)
3 | V2| cos(wt) #4 (1,5) (1,4)
4 | V2| sin(2wt) #5 | (1,2,3) (1,2,3)
5 2 | cos (2wt) #6 | (14,5) (1,4,5)
W = 27T/T #7 (17275) (17374)
#8 (1,3,4) (1,2,5)
#9 | (1,2,3,4,5) | (1,2,3,4,5)

Do testéw wybrano dziewie¢ parametryzacji bazujacych na ortonormalnej bazie har-
monicznej (patrz wzér (1.17)). Pie¢ pierwszych elementéw bazy oraz wybrane parame-
tryzacje wraz z ich kodami zawieraja tab. 5.1, 5.2, odpowiednio. Przyktadowo: dla ruchu
w przedziale t € [0,7 = 1] parametryzacja #7 jesto opisana nastepujacym zestawem
danych

p= (pl,l,Pl,Q,p1,5,P2,1,p2,3>P2,4)T,
U = P11 + pl,gﬁsin(wt) + p1,5\/§cos(2wt), (53)
Ug = P21 + p2,3\/§ cos(wt) + p2,4\/§Sin(2wt).

Do rozwiazania rownania (5.1) wykorzystano algorytm Newtona 1.4. Wzory (1.13) oraz
(1.15) dla wersji podstawowej i z optymalizacja, dla przyjetych notacji, przyjmuja postaé

Piy1 =DPi + §J#(Pi)(f(4f —qo) — 2(T, q0,u(p:))), (5.4)

Ow(p)
op
Wyrazenie 2(7T', qo, u(p;)) uzyte w rownaniach (5.4) i (5.5) nalezy rozumie¢ jako prawa stro-
ne wzoru (2.56). Wektor wartosci poczatkowych py sktada sie z zer, z wyjatkiem stalych
sktadowych kazdego sterowania (na przyktadzie z réwnania (5.3) po = (1,0,0,1,0,0)7).
Wybér takich danych poczatkowych wynika z koniecznosci zapewnienia niezerowego wek-
tora p dla poprawnego dziatania algorytmu Newtona, a sktadowa stala jest jedyna wy-
stepujaca w kazdej z parametryzacji. W celu zmniejszenia wplywu parametrow ¢, (1, (o
algorytmu Newtona na wynik jego dziatania w kazdym kroku przeprowadzono dodatkowo
ich optymalizacje. W przypadku parametru ¢ optymalizacja polegata na wyborze wartosci
dajacej najdtuzszy krok w kierunku celu (najmniejsza réznice £(qr —qo) — 2(T, qo, u(p;))).
W przypadku pary ((i, (2) wybierano warto$¢ realizujaca najmniejsza wartosé funkeji jako-
ci w(p;) zapewniajac jednoczesnie zbieznosé w kazdym kroku. W obu przypadkach korzy-
stano z dyskretnej optymalizacji, analizujac zbiér wartosci parametru {0.01,0.02,...,1}

Piy1 = Pi + ClJ#(Pz’)(f(Qf —qo) — 2(T,qo,u(p;))) + C2(J#(Pi>J(pi) - 1) lp=pi- (5.5)
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lub siatke {0.01,0.02,...,1} x {0.01,0.02,...,1}. g5 we wzorach (5.4), (5.5) oznacza wy-
brany punkt docelowy.

Jako funkcje jakosci w(u(-)) zaproponowano klasyczna funkcje opisujaca energie ste-
rowan, ktéra dla unormowanej bazy jest zadana zaleznoscig

w(() = [ o (u(d =330, (5.6

0 i=1j=1

oraz funkcje bazujaca na wyrazeniach a, ktéra bierze pod uwage rosngcy wraz z warstwa,
algebry Liego koszt ruchu wzdtuz konkretnego pola wektorowego

i* #H'
wi() = Y (e 3 (@5(p)?). (57)
i=1 N d=1
W definicji funkcji (5.7) i* oznacza najwyzsza rozwazang warstwe bazy Ph. Halla, a #H"
— licznosé danej warstwy. Wspotezynnik ¢;, zalezny od numeru warstwy, oznacza trudnosé
ruchu wzdtuz pél z tej warstwy. Wartosci wspoélczynnika ¢; dla poszczegdlnych warstw
okreslono za pomocg formuty CBHD (strona 24). Ponizej uzasadniono ich (energetyczne)
wartosci dla pierwszych trzech warstw, na przedziale [0, T:

a=T: e(Tqg),
ca=WT: e(Tlg1,g2]) = e(VTg1)e(VTga)e(—VTg1)e(—VTg),
cs =8VT: e(Tlg1, [g1,92)]) = e(VTg1)e(VTga)e(—VTgr)e(—VTgs,)
6(—\3/T91)6(\3/T92)€(ﬁgl)e(—ﬁm)a

(5.8)

gdzie e(-) oznacza exp(-), a T jest odpowiednio mate. Wspétezynnik ¢; odpowiada energii
sekwencji ruchéw elementarnych, ze sterowaniem aktywnym o wartosci £1, pozwalajacej
na wygenerowanie ruchu wynikowego o gtéwnej sktadowej wzdtuz wybranego pola z i-tej
warstwy.

Ponizej przedstawiono przyklady wyrazenia a(p) = (ai(p), ad(p),a?(p))’ do trzeciej

warstwy wlacznie dla parametryzacji o numerach #2 i #7:

1
#2: a(p) = (p11,p21, g(—2p1,1])2,2 +p1,3p2,2))T7

#7: a(p) = (pl,hpz,h 817r(4p1’2p2’1 — 2p12P2,3 — 2p1,1P2,4 + p1,5p2,4))T-
Metoda Lie-algebraiczna jest lokalna, wiec planowanie globalne sktada si¢ zazwyczaj z wie-
lu lokalnych planowan, a wynik poprzedniego planowania wpltywa czasem znaczaco na ko-
lejne. Zatem by ten wptyw ograniczy¢, w badaniach skupiono sie¢ na analizie tylko jednego
kroku planowania ruchu metoda Lie-algebraiczna. Dodatkowo, aby uniezalezni¢ wyniki od
wybranego kierunku ruchu wygenerowano 1000 zadan planowania ruchu losujac punkty
konicowe (kierunki), bliskie punktowi go = 0, wedtug rozktadu

rand(—1,1)
qu _5. qrand : Qrand = rand(—l, 1) , (59)
1granall rand(—1, 1)

gdzie funkcja rand(a, b) generuje liczbe z przedziatu [a, b] wedtug rozktadu jednostajnego
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ciagltego. Wspotczynnik § ze wzoru (5.9) przyjmowal wartosci § = 0.1 lub 6 = 0.5, ge-
nerujac po 500 konfiguracji docelowych dla kazdej wartosci wspoétczynnika. Na rys. 5.1
przedstawiono rzut wylosowanych punktéw na plaszczyzne xy, czyli pierwszych dwoéch
zmiennych wektora konfiguracji jednokotowca.
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Rysunek 5.1 Rzut na plaszczyzne xy koncowych punktéow Aq wygenerowanych w prze-
strzeni konfiguracyjnej.

Operator przesuniecia z(t, qo, u(p)) z formuly gCBHD jest szeregiem nieskoriczonym,
ograniczonym w przypadku réwnania (5.1) do i* = 2 warstw. Z tego powodu wystepu-
ja roéznice w polozeniach zadanego punktu koncowego q; oraz faktycznie zrealizowane-
80 qfrear- Punkt gy,cq jest okredlony jako koniec trajektorii uktadu (2.1), zainicjalizowa-
nej w qo, odpowiadajacej sterowaniom w formie parametrycznej otrzymanych z formuty
¢CBHD i algorytmu Newtona. W celu odrzucenia trajektorii dla ktorych réznica jest zbyt
duza wprowadzono warunek

||qf - qfrealH - HqO + Aq - erealH <0.1-9 (510)

sprawdzajacy czy roznica odlegtosci miedzy punktami gy i g fyeq nie przekracza 10% mak-
symalnego zakresu ruchu (odlegto$¢ qo od qr). Nalezy zwrécié uwage, ze otrzymana tra-
jektoria moze nie spetnia¢ warunku (5.10) z dwéch powoddw:

1. Wektor parametréw p jest zle skonstruowany i uniemozliwia osiggniecie pewnych kie-
runkéw. Przyktadem jest zestaw parametréw z rozdziatu 4, réwnanie (4.11), rys. (4.6),
dla ¢ = 0°. Przypadek ten jest niezwykle rzadki.

2. Zakres pojedynczego planowania § (zobacz réwnanie (5.9)) algorytmu metody Lie-
algebraicznej jest zbyt duzy. Skrécenie zakresu spowoduje, ze ogon (warstwy wigksze
od i*-ej) szeregu z(t,qo,u(p)) ma mniejszy wplyw na potozenie punktu koncowego
qfreal-

Dla poréwnania jakosci parametryzacji, dla kazdego wygenerowanego kierunku i kazdej
parametryzacji przydzielono range (1-najlepsza, 9-najgorsza) wedtug jednego z trzech kry-
teriéw: dlugosei Sciezki, energetycznej funkeji jakosci (5.6) lub funkcji jakosci bazujacej
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na wyrazeniach a (5.7). Dla kryterium dlugosci $ciezki do obliczen uzywano podstawo-
wego algorytmu Newtona (5.4), natomiast dla obu funkcji jakosci — algorytmu Newtona
z optymalizacja w przestrzeni zerowej (5.5).

Metodologie badan podsumowano w Algorytmie 5.1, a wyniki przeprowadzonych te-
stow zebrano w tab. 5.3, 5.4, 5.5.

Algorytm 5.1 Metodologia oceny jakosci parametryzacji sterowan.

Dane wejsciowe: Uktad nieholonomiczny (2.1), konfiguracja poczatkowa g, zakres pla-
nowania o.

Krok 1. Okredli¢ odpowiednia liczbe warstw i* zapewniajaca STLC, zgodnie z (2.7).
Krok 2. Okreli¢ zbiér K sktadajacy sie z parametryzacji spetniajacych warunek (5.2).
Wypehi¢ zerami tabele zawierajaca sumy rang dla kazdej parametryzacji oraz tabele
pomocniczg.

Krok 3. Wygenerowaé¢ losowo (wedtug rozkladu jednorodnego) K, przemieszczenie
Ag;, 1=1,..., Ks, o dhugosci 6.

Krok 4. Dla kazdego przemieszczenia ¢ = 1, ..., Ky powtarza¢ kroki 5-6.

Krok 5. Dla kazdej parametryzacji uruchomié¢ odpowiedni algorytm Newtona inicjalizo-
wany w identycznym p, otrzymujac wynikowy wektor p. Okresli¢ koszty ruchu w kazdym
z wylosowanych kierunkéw Ag; i wpisaé¢ je do tymczasowej tabeli.

Krok 6. Posortowa¢ tymczasowa tabele w porzadku rosnacym. Indeksy tymczasowej
tabeli potraktowa¢ jako rangi i doda¢ do tablicy rang dla odpowiedniej parametryzacji.
Tymczasows tabele wyzerowac.

Krok 7. Podzieli¢ dane w tabeli rang przez K; uzyskujac srednie rangi. Zaprezentowac
wszystkie parametryzacje wraz ich usrednionymi rangami.

W tab. 5.3, 5.4 przedstawiono srednig range parametryzacji w kilku kategoriach.
Tab. 5.3/5.4 opisuja wyniki testéw 500 kierunkéw o zakresie planowania 6 = 0.1/0.5,
odpowiednio. W obu tabelach kolumny dlugosé i jakos$¢ okreslaja srednig range dtugosci
Sciezki i funkcji jako$ci. Numery 1,23 dodane do nazwy kolumny nalezy interpretowac
nastepujaco:

1. przy przypisywaniu rangi brano pod uwage wszystkie trajektorie wynikowe, nawet nie

spehiajace warunku (5.10),

2. przy przypisywaniu rangi parametryzacjom dla ktorych trajektorie nie spetniaty wa-
runku (5.10) przypisywano najgorsza range (9),
3. jesli ktorakolwiek z trajektorii odpowiadajaca testowanym parametryzacjom nie spel-

niata warunku (5.10), ten przypadek nie byt brany pod uwage w okreslaniu éredniej
rangi dla zadnej z parametryzacji.

Dodatkowo kolumna o nazwie nc zawiera informacje jaki procent wygenerowanych tra-

/////

wartosci funkcji jakosci i odlegtosci |lgo + Aq — gfrewt]|. W tym przypadku numery 1,2
dodane do nazwy kolumny nalezy rozumie¢ jako:

1. érednia ze wszystkich trajektorii,
2. érednia z trajektorii spetniajacych warunek (5.10).

Na rys. 5.2 przedstawiono rzut na plaszczyzne xy Sciezek wygenerowanych dla réznych
parametryzacji w przyktadowym kierunku Aq = (0.026,0.097,0)7. Kolumny tablicy ry-
sunkow sg uszeregowane w nastepujacy sposob:
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Tabela 5.3 Usrednione rangi z 500 losowych przemieszczen na odlegtosci 6 = 0.1 dla
testowanych parametryzacji i funkcji jakosci.

w(u(-)) | nr par. | dtugosél | dlugo$é2 | dtugosé3 | jakoscl | jako$c2 | jako$é3 [;S]

#1 6.7 5.0 6.3 — — — 0.0

#2 1.4 5.3 1.8 — — — 28.0

#3 8.9 7.1 8.8 — — — 23.0

#4 5.1 5.8 5.2 — — — 0.0

0 #5 3.8 4.9 3.7 — — — 47.6
#6 7.8 6.7 7.7 — — — 40.4

#7 5.4 3.7 4.8 — — — 0.0

#8 2.5 5.3 3.0 — — — 9.4

#9 3.4 4.3 3.7 — — — 27.0

#1 4.5 4.0 4.7 4.3 3.8 4.5 0.0

#2 4.1 5.9 4.1 4.3 5.8 4.5 13.6

#3 8.2 7.2 8.2 8.1 7.2 8.1 13.4

Wbt #4 8.0 7.6 8.0 8.1 7.7 8.1 0.0
(5.6) #5 3.3 3.9 3.1 3.3 3.9 3.0 28.0
' #6 7.8 7.0 7.7 7.7 7.0 7.7 28.0
#7 3.7 3.1 3.8 3.6 3.1 3.7 0.0

#8 2.9 4.6 2.9 3.5 5.1 3.6 1.8

#9 2.8 3.5 2.6 2.0 2.8 1.7 11.6

#1 6.8 5.3 6.7 5.0 4.0 4.7 0.0

#2 1.2 4.5 1.3 5.1 6.7 5.0 24.4

#3 9.0 7.4 9.0 7.4 6.1 7.4 24.2

wabr #4 5.4 6.0 5.6 7.5 7.6 7.5 0.0
(5.7) #5 3.5 4.6 3.6 2.9 4.4 3.1 41.4
’ #6 7.9 6.8 7.8 6.3 5.6 6.4 38.0
#7 5.7 4.2 5.9 4.3 3.9 4.3 0.0

#8 2.2 4.8 2.3 4.3 6.0 4.3 6.8

#9 3.4 4.4 3.2 2.2 3.9 2.4 23.6

e pierwsza kolumna obrazuje $ciezke parametryzacji zawierajacej wszystkie harmoniczne
w obu sterowaniach,

e druga i trzecia kolumna ilustruja Sciezki dla parametryzacji bedacych podzbiorami
wlasciwymi parametryzacji z pierwszej kolumny.

Pierwszy /drugi/trzeci wiersz rys. 5.2 zawieraja wyniki dla parametryzacji zawierajacej
odpowiednio {0,1}/{0,2}/{0,1,2} harmoniczne.
Na podstawie tab. 5.3,5.4,5.5 oraz rys. 5.2 mozna sformutowac nastepujace wnioski:

e pod wzgledem dlugosci $ciezki i doktadnosci osiagniecia punktu koncowego, najlepsza
jest energetyczna funkcja jakosci (5.6),

e warto$¢ funkcji jakosci bazujacej na wyrazeniach e (5.7) nie zalezy od parametryzacji
sterowan,
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Tabela 5.4 Usrednione rangi z 500 losowych przemieszczen na odlegtoéci o = 0.5 dla
testowanych parametryzacji i funkcji jakosci.

w(u(+)) | nr par. | dtugosél | dlugo$é2 | dtugosc3 | jakoscl | jako$é2 | jako$é3 [{;:}

#1 5.8 5.8 6.2 — — — 51.0

#2 1.6 8.0 2.7 — — — 75.8

#3 8.8 6.6 8.3 — — — 75.8

#4 6.0 7.9 5.8 — — — 53.8

0 #5 3.7 7.6 3.4 — — — 85.6
#6 7.8 7.6 7.0 — — — 83.8

#7 5.5 6.2 5.1 — — — 50.8

#8 2.6 8.0 3.6 — — — 63.6

#9 3.3 7.4 3.0 — — — 75.2

#1 5.1 6.1 6.2 5.7 6.3 6.3 51.0

#2 4.7 7.9 4.3 5.7 8.0 4.8 71.8

#3 8.2 6.8 8.3 6.7 6.5 8.6 69.8

Wbt #4 8.1 7.7 7.4 6.6 7.8 7.5 52.8
(5.6) #5 2.3 7.0 2.2 2.9 7.1 2.3 80.0
. #6 6.8 7.5 6.2 6.3 7.4 5.8 78.2
#7 3.9 5.8 4.3 4.7 6.0 5.0 50.6

#8 3.6 7.6 3.6 4.6 7.7 3.8 66.0

#9 2.3 6.8 2.4 1.8 6.6 1.0 68.8

#1 5.6 5.8 6.2 5.6 5.9 5.4 50.8

#2 1.9 8.0 2.7 5.9 8.3 4.7 75.8

#3 8.7 6.6 8.2 8.0 6.5 7.3 75.2

. #4 6.2 7.8 5.6 8.0 8.1 7.1 51.2
(5.7) #5 3.7 7.6 3.4 2.5 7.5 3.6 84.8
' #6 7.8 7.6 7.2 6.3 7.2 6.0 83.0
#7 5.4 6.0 5.2 3.8 5.7 4.2 50.6

#8 2.4 7.9 3.3 3.8 8.1 4.0 63.0

#9 3.4 7.4 3.0 1.5 7.2 2.6 74.4

e dla energetycznej funkcji jakosci (5.6) najlepsze rezultaty pod wzgledem dtugosci $ciezki
oraz efektywnos$ci energetycznej otrzymano dla parametryzacji zawierajacej dwie pelne
harmoniczne (1,2,3,4,5)(1,2,3,4,5), czyli najbardziej ztozonej obliczeniowo. Parame-
tryzacje zawierajace przynajmniej jedng harmoniczng pierwszego rzedu daja jednak
tylko minimalnie pogorszenie rezultatéw. Najgorzej wypadaja parametryzacje zawie-
rajace jedynie harmoniczne drugiego rzedu.

e Dla przypadkéw wykorzystujacych funkcje jakosci (5.7) jak réwniez z pominieciem
funkcji jakosci, wynikowe dhugosci Sciezek byty zblizone, minimalnie lepsze dla funkcji
jakosci (5.7). W obu przypadkach najgorsza pod tym wzgledem okazata sie parametry-
zacja typu (1,4)(1,5), a najlepsza (1,3)(1,2), co zostato jednak okupione sporym pro-
centem trajektorii nie speliajacych warunku na blisko$é punktéw koncowych (5.10)
oraz istotnym srednim btedem osiggniecia punktu koncowego. Zaskakujaco, parame-
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Tabela 5.5 Usrednione dtugosci $ciezki, wartosci funkeji jakosci i odlegtosci ||go + Aq -
dfreat|| dla testowanych parametryzacji i funkcji jakosci.

sr. btad

w(u(+)) | nr par. | ér. dlugosél | $r. dlugosé2 | sr. jako$él | ér. jakosé2 punktu
koncowego

#1 0.6493 0.4843 — — 0.0019

#2 0.3668 0.2934 — — 0.0101

#3 0.8896 0.7019 — — 0.0019

#4 0.5343 0.4016 — — 0.0070

0 #5 0.5020 0.3709 — — 0.0067

#6 0.7202 0.5459 — — 0.0051

#7 0.5914 0.4248 — — 0.0040

#8 0.4204 0.3414 — — 0.0092

#9 0.4965 0.3716 — — 0.0062

#1 0.4871 0.4227 0.6500 0.4933 0.0021

#2 0.4828 0.4181 0.6433 0.4873 0.0071

#3 0.6890 0.5980 1.2918 0.9773 0.0021

Wbt #4 0.6844 0.5931 1.2824 0.9688 0.0052

(5.6) #d 0.4634 0.3934 0.6006 0.4362 0.0051

’ #6 0.6684 0.5723 1.2334 0.9089 0.0039

#HT 0.4824 0.4166 0.6479 0.4906 0.0022

#8 0.4797 0.4141 0.6412 0.4847 0.0070

#9 0.4608 0.3903 0.5954 0.4303 0.0051

#1 0.6145 0.4897 0.0199 0.0140 0.0020

#2 0.3823 0.3057 0.0199 0.0140 0.0091

#3 0.8601 0.6941 0.0199 0.0141 0.0020

Wbt #4 0.5484 0.4338 0.0199 0.0141 0.0065

(5.7) #5 0.5004 0.3908 0.0199 0.0140 0.0065

‘ #6 0.7153 0.5668 0.0199 0.0141 0.0048

#7 0.5836 0.4579 0.0199 0.0140 0.0035

#8 0.4050 0.3298 0.0199 0.0140 0.0086

#9 0.4982 0.3859 0.0199 0.0140 0.0065

tryzacje generujace najdtuzsza srednig Sciezke ruchu okazaly sie tymi, ktérych punkty
konicowe trajektorii qreq; znajduja si¢ najblizej oczekiwanych.

e W przypadku braku harmonicznych niskiego rzedu, nalezy oczekiwaé¢ wigkszej liczby
zwrotow w $ciezkach wynikowych. Zwroty pojawiaja sie w miejscach, gdzie sterowa-
nia zmieniajg znak, a w przypadku wyzszych harmonicznych jest to przypadek czest-
szy. Rowniez obszernosé¢ $ciezki w przestrzeni konfiguracyjnej prawdopodobnie bedzie
mniejsza niz w przypadku parametryzacji zawierajacej harmoniczne nizszego rzedu.
Ta pozadana cecha moze mie¢ praktyczne zastosowanie w zadaniach planowania ruchu
w srodowiskach kolizyjnych.

e Dla modelu jednokotowca mozna zaproponowaé uzasadnienie ksztattu uzyskanych scie-
zek. Bazujac na ksztalcie sciezek uzyskanych przy parametryzacjach #1, #2 oraz #7, #8
roznice w dtugosci Sciezek oraz doktadnosci punktu konicowego sg tatwe do wyttumacze-
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45 (1,2,3)(1,2,3) #1(1,2)(1,3) 42 (1,3)(1,2)
0.1 / 0.1 / 0.1 %
0.06 0.06 0.06
y y y
0.02 0.02 0.02
- \
-0.02 -0.02 -0.02
-0.45 -0.15 X 0.15 -0.45 -0.15 X 0.15 -0.45 -0.15 X 0.15
46 (1,4,5)(1,4,5) #3 (1,4)(1,5) 44 (1,5)(1,4)
0.1 0.1 0.1
/ 7
0.06 0.06 < 0.06
y y y
0.02 0.02 0.02
4 - —
-0.02 -0.02 -0.02
-0.45 -0.15 X 0.15 -0.45 -0.15 X 0.15 -0.45 -0.15 X 0.15
£9 (1,2,3,4,5)(1,2,3,4,5) 47 (1,2,5)(1,3,4) 48 (1,3,4)(1,2,5)
0.1 / 0.1 / 0.1 7
0.06 0.06 0.06
y y y
0.02 0.02 0.02
- T
-0.02 -0.02 -0.02
-0.45 -0.15 X 0.15 -0.45 -0.15 X 0.15 -0.45 -0.15 X 0.15

Rysunek 5.2 Rzut na plaszczyzne zy $ciezek w kierunku Ag = (0.026,0.097,0)7 z punk-
tu g0 = 0 dla funkcji jakosci (5.7) i wszystkich parametryzacji. Gwiazdka zaznaczono
planowany punkt koncowy ruchu.

nia. W trajektoriach uzyskanych za pomoca parametryzacji #2 i #8 robot najbardziej
zmienia orientacje (i kierunek ruchu) na poczatku trajektorii (w punkcie bliskim gy,
wiec przyblizenie ksztattu pél wektorowych przez szereg z(t, qo, u(p)) jest dobre), oraz
na koncu, w okolicach gy (gdzie wspomniane przyblizenie jest obarczone zauwazalnym
btedem). Dla parametryzacji #1 1 #7 robot mocno zmienia swoja orientacje i kierunek
ruchu raz najpdzniej w potowie Sciezki (wiec przy wciaz nieztym przyblizeniu ksztattu
pél wektorowych w tym punkcie przez szereg z(t,qo,u(p))). Wynika z tego, ze robot
przy parametryzacjach #2 i #8 szybciej przeorientuje sie w kierunku punktu koncowe-
go, co implikuje krotsza Sciezke, jednak kolejne przeorientowanie sie w poblizu punktu
koncowego bedzie obarczone btedem istotnie wptywajacym na niedoktadnosé¢ ruchu.

e Najbezpieczniejsza strategia wyboru parametryzacji sterowan wykorzystujac baze har-
moniczng jest wybor parametryzacji redundantnej zaktadajacej pelne harmoniczne do
wladciwego rzedu. Wymiarowo$¢ wektora p musi by¢ wszak wieksza lub rowna wymiaro-
wosci wektora wyrazen a. Niestety taka strategia moze okazac si¢ kosztowna obliczenio-
wo. W celu uzyskania trajektorii o lepszych wtasciwosciach polecana jest optymalizacja
energii sterowan, przez zastosowanie algorytmu Newtona z optymalizacja w przestrzeni
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zerowej energetycznej funkeji jakosci.



Rozdzial 6

Sterowalnos¢ w przestrzeni
zadaniowe]

Sterowalno$c¢ jest pozadang cecha kazdego uktadu sterowania okreslajaca, czy istnieja
sterowania dopuszczalne przeprowadzajace uktad miedzy dowolnymi punktami w prze-
strzeni konfiguracyjnej. W sekcji 2.1.1 omoéwiono sterowalnos$¢ bezdryfowego uktadu stero-
wania (2.1) oraz jej mocniejsza wersje nazywana sterowalnoscia w krotkim czasie (STLC).

W wielu zastosowaniach praktycznych wektor konfiguracji zawiera elementy wptywaja-
ce, przez model, na planowanie ruchu, jednoczesnie nie bedac istotnymi z punktu widzenia
zadania dla robota. Przyktadowo: wspélrzedne potozenia kot samochodu kinematycznego
niekoniecznie sg istotne dla zadania planowania ruchu obiektu, jednakze wystepuja w row-
naniach generujacych jego trase. W niniejszym rozdziale zdefiniowano odpowiednik stero-
walnosci w krotkim czasie dla uktadow bedacych rozszerzeniem klasycznych bezdryfowych
uktadow sterowania o funkcje wyjscia. Funkcja wyjscia jest odwzorowaniem pomiedzy
przestrzenig konfiguracyjng Q a zadaniows X, najczesciej mniej wymiarowa. Przykladem
moze by¢ projekcja wektora konfiguracji na przestrzen zadaniows pomijajaca wspotrzed-
ne polozenia két. Przeniesienie sterowalnosci w krotkim czasie (Q-STLC) do przestrzeni
zadaniowej (X-STLC) bazuje na pewnych algebraicznych konstruktach oraz uogélnionej
formule Campbella-Bakera-Hausdorffa-Dynkina (gCBHD, paragraf 2.2.4.2). W dalszych
podrozdziatach wyjasniono praktyczne zastosowanie X-STLC w doborze sterowan, sek-
cja 6.4, oraz pokazano przyktady obliczeniowe. Przeanalizowano réwniez osobliwosci od-
wzorowania Q-STLC na X-STLC, podrozdziat 6.3, oraz poréwnano otrzymang metode
z metoda endogenicznej przestrzeni konfiguracyjnej, sekcja 6.5. Na rys. 6.1 przedstawiono
transformacje pomiedzy przestrzeniami parametryzacji P, sterowan U, konfiguracyjna Q
oraz zadaniowg X.

6.1 Nieholonomiczny, bezdryfowy uklad sterowania
z funkcjag wyjscia

Nieholonomiczny, bezdryfowy uktad sterowania (2.1) poszerzony o funkcje wyjscia
x = k(q) opisuje uktad réwnan

q(t) = G(gu = f} 9i(q)u; = Z:Xi(Q)uiv (6.1)
z = k(q),
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gdzie

q€Q, z€X, velU, n=dmQ, r=dmX, m=dimU, n>r, n>m.

Az=J(q0)F%, (qo)o(u(p))

s

> X

Rysunek 6.1 Przestrzenie i transformacje miedzy nimi

6.2 Sterowalnos$¢ w krotkim czasie w przestrzeni za-

daniowej (X-STLC)

Pola wektorowe g;(q) sktadajace sie na macierz G(q) maja fizyczna interpretacje pred-
kosci skalowanych sterowaniami. Mozna je wiec przetransferowac¢ z przestrzeni stycznej
do przestrzeni konfiguracyjnej Q do przestrzeni stycznej do przestrzeni zadaniowej X za
pomocg jakobianu

9k (q)
J(q) — 6.2
@=L, (62)
uzyskujac zaleznos¢ zmiany potozenia w X od stanu ¢ i sterowan u w postaci
. Ok(q). .
3= 04— @i~ TGl (63

Analogicznie do zaprezentowanych w 2.1.1 koncepcjil, mozna zdefiniowaé¢ macierze F=(q)
i ich rzedy f¥ w konfiguracji ¢ jako

Fiq)=J(q) -Flq), i=1,... (6.4)

"'Wszystkie oznaczenia odnoszace sie do przestrzeni konfiguracyjnej Q zaprezentowane w sekcji 2.1.1,
w niniejszym rozdziale beda posiadaly gérny indeks Q.
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oraz

ff(q) = rank(F¥(q)), i=1,.... (6.5)

]

Wykorzystujac F¥ i stosujac zasade analogii, mozna przenie$¢ warunek sterowalnosci
w krétkim czasie Q-STLC (2.7) do przestrzeni zadaniowej otrzymujac warunek X-STLC
w konfiguracji q

Ip(g) eN: [l (@) =, (6.6)

oraz zdefiniowa¢ warunek sterowalnosci w krotkim czasie dla przestrzeni zadaniowej:

Definicja 3 Uklad (6.1) jest X-STLC jesli jest X-STLC w kaZdej konfiguracji q € Q.

Liczba p(q), o ile istnieje, musi by¢ minimalna. Minimalna (maksymalna) warto$¢ p dla
punktéw z przestrzeni konfiguracyjnej nazywamy minimalna (maksymalna) X-warstwa
i definiujemy nastepujaco

Amin =minp ) Amax = maxp y Amin < Amax- 6.7
P minp(g), P 0ax (), Puin < P (6.7)

Jesli Prmin = Pmax = D, liczbe p nazywamy stopniem nieholonomicznosci przestrzeni zada-
niowej. W przypadku regularnym (brak degeneracji zaréwno macierzy Jacobiego J(q) jak
i pol utworzonych z generatorow uktadu zachodzi puin = Pmax. W typowym przypadku
zdegenerowanym jest natomiast Prax — Pmin = 1. ROZnica puax — Pmin Moze by¢ jednak
dowolnie duza, zgodnie z twierdzeniem 2.

Twierdzenie 2 Dla dowolnej liczby naturalnej 5 € N istnieje uktad nieholonomiczny
z funkcjq wyjscia (6.1) dla ktdrego réznica pomiedzy maksymalng i minimalng X-warstwq
WYNOSi j.

J= ﬁmam - ﬁmm (68)

Dowéd 2 Weimy dwuwejsciowy uktad nieholonomiczny

q = giu1 + g2(q)ug = (é) uy + ((2) U (6.9)

1

z funkcjg wyjscia k(q) = qo 1 jej jakobianem J(q) = (0,1) stalym dla kazdego q. Macierz
F% powstata ze wzoru 6.4 zawieraé bedzie wiec jedynie drugi wiersz macierzy F;Q
Dla i =1 kolumnamz Fi@ sq jedynie generatory

1 0 ;
- (y g)e Fi(0 d). (6.10)

1

Dila warstw © > 1 w dowodzie wykorzystamy baze Chibrikova wspomniang w sek-
cji 1.2.2. Jest to unormowana baza prawostronna [10], tj. jej elementy sq postaci:

[gkv quw [ T [gki—17gki] - ]]] (611>
Oznacza to, ze dla ukladu (6.9) elementy kolejnych warstw i przyjmujq jedng z form
l91,C37'], (6.12)

l92,Cy 7, (6.13)

gdzie C'y oznacza d-ty element i-tej warstwy bazy Chibrikova.
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W przypadku formy (6.12) wynik nawiasu jest niezerowy jedynie jesli C'; " zalezy od q; .
W przypadku formy (6.13) wynik nawiasu jest niezerowy jedynie jesli pierwsza wspotrzedna
C'! jest niezerowa.
Dla © = 2 jedynym elementem bazy Chibrikova jest

91,92] = (qugil)T (6.14)
Wynika z tego, Ze jedynym niezerowym elementem warstwy trzeciej jest
[glv [glagQ]] = (07 (.7 - 1)jq{72)T (615)

Wykorzystujgc indukcje mozna pokazaé, zZe jedyny mozliwy niezerowy element i-tej war-
stwy (dla i > 1) ma postaé

. . o n\T . .
ad‘jﬂlg2 = (0, (j+31!_i)!q{“ ) dlai<j+1,

: 6.16
adglgg =0 dla1>j5+1. ( )

Notacja adyY uzyta we wzorze (6.16) zostata wprowadzona na stronie 25. Macierz F§§+1
po odrzuceniu zerowych kolumn przybiera forme

IR e J! K . .

Fiy = (gl jd ™ G —id > G condld)), ke {015} (6.17)
Dla qi # 0 r2gd macierzy F3 jest niezerowy, wiec Pmin = 1, natomiast dla ¢ = 0
niezerowy jest dopiero rzqd macierzy F§'§+17 WIEC Pz = J + 1. ROZnica Pmar — Pmin = J,
co nalezato udowodnic. O

Warto zauwazy¢, ze mimo okreslania sterowalnosci w przestrzeni zadaniowej warto$ciowa-
nie pol wektorowych odbywa si¢ w przestrzeni konfiguracyjnej. Przy probie wykluczenia
konfiguracji ¢ z macierzowego warunku na sterowalnosé¢ otrzymujemy

Ve e X 3 rank(J(kH () FE(k(z)) =7 (6.18)
i pojawia sie problem niejednoznacznosci przeksztalcenia k—!(x) odwrotnego do k(q).

Istnieja teoretycznie przynajmniej dwa sposoby uniezaleznienia definicji wlasnosci
okreslanych dla przestrzeni zadaniowej od konfiguracji. Zalézmy, ze badamy wtasnosé
w punkcie * € X. Najpierw definiujemy przeciwobraz z*

Q- ={g:k(g) =2"} C Q. (6.19)

Pierwszy sposob (staba wersja warunku X-STLC dla z*) zaktada istnienie pewnej konfi-
guracji ¢* € Qg+, dla ktérej definiowana wlasno$¢ zachodzi p(q*)

I(g") - f3(g") = (6.20)

Drugi sposéb (mocna wersja X-STLC dla 2*) zaklada spetnienie whasno$¢ X-STLC (6.20)
w kazdej konfiguraciji z Vg* € Q. Zaden ze sposobéw nie jest uniwersalny, czy tez tatwo
stosowalny.
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6.3 Konfiguracje osobliwe ukladu z funkcja wyjscia

Przywotajmy na poczatek kilka poje¢ i definicji odnoszacych sie do manipulatorow,
bowiem te intuicje i pojecia chcemy przenies¢ do uktadéw nieholonomicznych z wyjéciem.
Manipulator stacjonarny jest opisany za pomoca kinematyki na bazie, ktérej tworzona
jest macierz Jacobiego

x=k(q), J@ =—-—, dmX=r (6.21)

W konfiguracji osobliwej manipulatora przemieszczenie efektora w niektérych kierunkach
nie jest mozliwe [97]. Algebraicznie konfiguracja osobliwa jest wykrywana, gdy rzad macie-
rzy Jacobiego jest mniejszy niz maksymalnie mozliwy (réwny wymiarowosci przestrzeni
zadaniowej). Alternatywnie i réwnowaznie, rzad macierzy manipulowalnosci M(q) jest
mniejszy niz r

rank(M (q)) = rank(J(q)J” (q)) < 7. (6.22)
Dla uktadéw nieholonomicznych taka definicja konfiguracji osobliwej jest niewystarcza-
jaca, poniewaz uklad posiada jedynie m niezaleznych sterowan (generatoréw, bezposred-
nich kierunkéw ruchu). Przestrzen kierunkéw sterowanych bezposrednio w konfiguracji g
spang{g1(qo), - - -,9m(qo)} jest podprzestrzenia n-wymiarowej przestrzeni konfiguracyjnej,
wiec w mysl powyzszej definicji konfiguracji osobliwej wszystkie konfiguracje uktadu nie-
holonomicznego dla ktérego m < r sg osobliwe. Ruch w kierunkach nie odpowiadajacych
bezpos$redniemu sterowaniu jest mozliwy dla ukladéw nieholonomicznych, ale wymaga
ztozenia kilku ruchéw elementarnych w manewr (czego przyktadem jest parkowanie samo-
chodu). Z tego powodu definiujac konfiguracje osobliwe dla uktadéw nieholonomicznych
z funkcja wyjscia nalezy zastosowacé szersza definicje uwzgledniajacg wszystkie mozliwe
do uzyskania kierunki ruchu. Za osobliwa konfiguracje uktadu (6.3) uznamy konfiguracje
q, dla ktoérej rzad (zdefiniowany w (6.20) ) nie osiaga wartosci maksymalnej r

ff<r, i=1,2,.... (6.23)

Na podstawie wynikow zaczerpnietych z analizy macierzowej [34] mozna przytoczy¢ nie-
rOWnosc
rank(J(q) - F2(q)) < min(rank(J(q)), rank(FZ(q))). (6.24)
Przyjmujac zalozenie o nieholonomicznosci uktadu (2.1) mozna zauwazy¢, ze dla pewnego
p* istnieje macierz F g* (q) petnego rzedu. Dla tego p* mozna wiec zastapi¢ réwnanie (6.24)
nastepujacym
rank(J(q) - Fg* (q)) = rank(J(q)). (6.25)

Konsekwencje zaleznosci (6.25) sa nastepujace:

(1) jedynym elementem ukladu (6.1) mogacym wprowadzi¢ konfiguracje osobliwe jest
funkcja wyjscia k(q).

(2) spetnienie Q-STLC dla uktadu (2.1) nie implikuje spetnienia X-STLC dla uktadu (6.1).
Gwarantuje jednak spetnienie X-STLC we wszystkich nieosobliwych konfiguracjach
odwzorowania k(q).

Szczegblng 1 majacy praktyczne zastosowanie podklasa funkcji wyjscia sa projekcje, ktore
wybieraja pewien wlasciwy podzbiér (r < m) zmiennych z wektora konfiguracji . Dla
tej podklasy macierz Jacobiego J(q) jest stala o elementach réwnych 0 lub 1 i ma pelen
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rzad réwny r. W tym przypadku istnienie Q-STLC uktadu (2.1) pociaga za soba istnienie
X-STLC uktadu (6.1), a macierz F(q) jest ztozona z wybranych wierszy macierzy F2(q).

Podobnie jak w przypadku manipulatoréw, dla uktadu (6.1) konfiguracje osobliwe
mozna uzyskaé¢ z macierzy manipulowalnosci M%(q)

M7 (q) = J(q)M(q)J" (q), (6.26)

gdzie
M7 (q) = F(q)(Fi ()" (6.27)

6.4 Przyktady obliczeniowe

Przyktady opracowano z wykorzystaniem metody Lie-algebraicznej opisanej w sek-
cji 2.2.4 1 bazujacej na formule gCBHD (paragraf 2.2.4.2). Wykorzystano réwniez harmo-
niczng parametryzacje sterowan (paragraf 2.2.4.2).

Rozwazmy bezdryfowy uktad sterowania (2.1) o dwoch wejéciach m = 2, ze sterowa-
niami harmonicznymi postaci

uy = ay + ag sin(wt) + ag cos(wt), us = by + by sin(wt) + bs cos(wt), (6.28)

gdzie w = 27 /T, T jest malym czasem ruchu, a wektor parametrow sterowan jest rowny
p = (a1, as, as, by, by, b3)*. Po zastosowaniu formuty gCBHD otrzymujemy

T
Aq = Foo<q)a(p) = (gla927 [gla92]7 [gl7 [glngH7 [927 [gla92]7 e ]) (ab Qg, 3, Oy, A5, . . ) .

(6.29)
Dla malych T', dominujace poczatkowe wspotezynniki wektora a(p) sa nastepujace

aqp = aq,
Qg = bla
Q3 — (2CL2Z)1 — 2@162 + CL3b2 - CLng)/(47T), (630)

gy = {agbg(—Bal + 2(15) + a%(Sbl — 2b5) + (4(11 — ag)(albg — agbl)}/(167r2),
ar = {—agbg(—gbl —|— 2b3) — b%(?)al — 2&3) —|— (4b1 — bg)(albg — agbl)}/(]_Gﬂ'Q).

Kwestia optymalnego doboru wektora parametryzacji p przestrzeni sterowan zostata poru-
szona w rozdziale 5. W kontekscie uktadéw z funkcja wyjscia interesujagcym zagadnieniem
jest znalezienie minimalnego zestawu parametréw przestrzeni sterowan zapewniajacego
sterowalnos¢ X-STLC.

Przyklad 6. X-STLC oraz minimalny zestaw parametrow p zapewniajacy X-STLC
dla jednokotowca.

Jak pokazano w dodatku A.1, pola wektorowe g1, g2, (91, g2] zapewniaja sterowal-
no$¢ Q-STLC i nieholonomicznosé¢ uktadu dla i* = 2 (przyktad 3).

Dla trywialnej funkcji wyjscia k(q) = g3, pierwsza warstwa jest wystarczajaca do
spetienia warunku X-STLC, p = 1. Minimalnym zestawem parametréw sterowania
realizujacy ruch w przestrzeni zadaniowej jest p = (by)”.

Dla funkcji wyjscia opisujacej potozenie (bez orientacji) k(q) = (q1,¢2)T do uzy-
skania X-STLC konieczne sa juz pola g1, 92, [91,92], czyli p = 2. Minimalne wektory
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parametrow sterowan dla dowolnego ruchu sg nastepujace

(ab bla bQ)T gdy ai 7& Oa
(ay,b1,as)" gdy by #0, (6.31)
(CLQ, bs)T lub P = (a3, bg)T gdy b1 = a1 = 0.

p
p
p

Z (6.31) wynika, ze istnieja trzy minimalne zestawy parametréw sterowan realizujace
lokalnie ruch w dowolnym kierunku. W obszarach przestrzeni konfiguracyjnej wyma-
gajacych by a; ~ b; ~ 0 mozna zastosowaé¢ dwie pierwsze parametryzacje, jednak
wartodci pozostatych parametréw beda najpewniej bardzo duze, przez co praktycznie
fizycznie nierealizowalne. Z tego wtasnie powodu w zadaniach praktycznych zaleca
sie¢ mata redundancje w wektorze parametrow nie powodujacag nadmiernego wzrostu
ztozonosci obliczeniowej, a utatwiajacej rozwigzanie zadania planowania.

Dla funkcji wyjécia k(q) = (q1,q3)" pola wektorowe g1, g- spetiaja warunek X-
STLC dla g3 # 7/2 + kn. Poza tym obszarem do spelnienia X-STLC konieczne jest
réwniez pole (g1, g2, WieC Pmin = 1, Pmaz = 2.

W przypadku funkcji wyjscia k(q) = (g1 cos(qz) + g2sin(gs))” posiadajacej nie-
osobliwy jakobian, otrzymujemy pDpin = Pmae = P = 1 1 warstwa ztozona jedynie
z generatorow jest wystarczajaca do spelienia X-STLC.

Powyzsze przyktady pokazuja, ze nie istnieje jeden minimalny zestaw sterowan
pozwalajacy na spelnienie X-STLC w kazdej konfiguracji ¢, co utrudnia implemen-
tacje algorytmow planowania ruchu przez koniecznos¢ uwzglednienia wariantowosci
i detekcji koniecznosci zmiany parametryzacji sterowan.

Przyktad 7. X-STLC oraz minimalny zestaw parametrow p zapewniajacy X-STLC
dla samochodu kinematycznego.

Jak pokazano w dodatku A.2, pola wektorowe g1, g2, (91, 92|, [91, [91, 92]] zapewniaja
sterowalnos¢ Q-STLC i nieholonomiczno$¢ uktadu dla +* = 3.

Dla kazdej funkcji wyjscia polegajacej na wyborze tréjelementowego podzbioru
wspotrzednych g, zbiér pél wektorowych g1, 92, [g1, g2 (czyli FY) nie spetnia warun-
ku X-STLC. Zatem dla takich funkcji wyjscia nalezy réwniez uzy¢ pola [g1, [91, g2]],
a liczba parametréw sterowan potrzebna do uzyskania X-STLC jest rowna tej dla
Q-STLC.

Dla rodziny funkeji wyjécia k(g) = (€(gs, a){1 cos(qs)+aa(5in(gs) } 45, a0) 2 funks
cja &(q3,qs) speliajaca warunki & € C! oraz Vgs,qu & # 0, do spelnienia warunku
X-STLC wystarcza pola wektorowe z dwoch pierwszych warstw i p = 2.

6.5 Poréwnanie rozszerzenia metody Lie-algebraicznej
o funkcje wyjscia z metoda endogenicznej prze-
strzeni konfiguracyjnej

Metoda endogenicznej przestrzeni konfiguracyjnej zostata opisana szczegdtowo w sek-

cji 2.2.3 (strona 22). W odré6znieniu od innych metod planowania ruchu opisanych w roz-
dziale 2 umozliwia planowanie z funkcja wyjscia £ = k(q) oraz znajduje réwniez zasto-
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sowanie dla ogélniejszych uktadéw niz (6.1), dopuszezajacych réwniez dryf. Poréwnujac
obie metody mozna zauwazy¢, ze uzywaja one przestrzeni sterowan U i konfiguracji Q
w innych kontekstach. W metodzie bazujacej na algebrze Liego przestrzen U jest wej-
Sciowa, a Q konfiguracyjna. Metoda przestrzeni endogenicznej traktuje przestrzen U jako
konfiguracyjna, a przestrzen Q pelni role przestrzeni w ktérej obserwowane sg wyniki
zastosowania sterowan w uktadzie. W konsekwencji wymiar przestrzeni konfiguracyjnej
dla metody Lie-algebraicznej jest skonczony i réwny n, a dla metody endogenicznej —
nieskonczony.

Tabela 6.1 Poréwnanie metody Lie-algebraicznej z funkcjg wyjscia z metodg endogenicz-
nej przestrzeni konfiguracyjnej.

Lie-algebraiczna endogeniczna
przestrzen wejsciowa U —
przestrzen konfiguracyjna Q U
przestrzen przeksztatcen — Q
przestrzen zadaniowa X X
typ metody lokalna globalna
czas ruchu 7' > 0 malty dowolny
sterowania parametryzowane | zwykle parametryzowane
ciggto$é sterowan kawaltkami ciggte ciggte
znajdowanie osobliwosci analitycznie numerycznie
ruch planowany w otoczeniu qo q(T)
ztozono$¢ obliczeniowa mata duza
kontrolowanie ksztaltu Sciezki tatwe trudne

Sterowania u(-) realizowane w przedziale [0, T'] zastosowane do uktadu (2.1), inicjowa-
nego w qo pozwalaja na okreslenie punktu koncowego q(7') wynikowej trajektorii. Prze-
mieszczenie w otoczeniu punktu q(7') realizowane za pomoca wariacji (matej zmiany)
sterowania v(-) okreslone jest nastepujaco [96]

n(T,u(-),v()) = C(T) /O " ®(T, $)B(s)v(s)ds. (6.32)

Natomiast macierze manipulowalnosci okreslajace osobliwosci przeksztatcenia sg nastepu-
jace
T
MY(T,u()) = / &(T, s)B(s)BT (s)®7 (T, s)ds, (6.33)
0

M*(T,u(-)) = C(T)M"C™(T).

Konfiguracje osobliwe w przestrzeni sterowan dla zadania z funkcja wyjscia pojawiaja
sie gdy rzad macierzy M* jest mniejszy od maksymalnego mozliwego (). Z powyzszych
wzoréw wynikaja kolejne réznice pomiedzy podejsciem Lie-algebraicznym a metoda endo-
geniczng. Dla metody Lie-algebraicznej osobliwosci sg okreslone w otoczeniu punktu g,
natomiast dla endogenicznej w otoczeniu punktu ¢(7") (i analogicznie w przestrzeni X
w otoczeniach punktéw k(qo) i k(¢(7)) odpowiednio). Ponadto w metodzie endogenicznej
jedyna konfiguracja, zawsze osobliwg, mozliwg do uzyskania analitycznie jest tozsamo-
Sciowo zerowe sterowanie u(-) = 0. Inne konfiguracje osobliwe moga by¢ uzyskane jedynie
numerycznie, bowiem macierz fundamentalna ® (7', s) nie moze by¢ wyznaczona analitycz-

(6.34)
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nie dla prawie wszystkich praktycznych uktadéw. W metodzie Lie-algebraicznej konfigu-
racje osobliwe moga by¢ okreslone analitycznie. Pozostate réznice wraz z wymienionymi
powyzej zostaly zebrane w tab. 6.1. Z praktycznego punktu widzenia obydwie porowny-
wane metody sa uzyteczne w planowaniu ruchu uktadéw nieholonomicznych posiadajac
komplementarne zalety i wady.






Rozdziat 7

Sfery nieholonomiczne

W poprzednich rozdziatach wzmiankowano o zréznicowanej trudnosci ruchu w kie-
runkach odpowiadajacych elementom bazy Ph. Halla o r6znym stopniu. W praktycznych
zastosowaniach bardziej interesujaca jest okreslenie jakosci ruchu w dowolnym kierunku
w przestrzeni konfiguracyjnej czy zadaniowej, ktéra formalnie jest opisana sferg nieho-
lonomiczng uktadu (2.1) lub (6.1). Znajomos¢ ksztattu sfery nieholonomicznej moze by¢
pomocna w konstruowaniu algorytméw planowania ruchu z minimalizacja energii (szcze-
gélnie w srodowisku zawierajacym przeszkody) lub by¢ wykorzystana w grafowych al-
gorytmach planowania ruchu do wtasciwego doboru podceléw (wierzchotkéw tworzonego
grafu). Pojecie sfery nieholonomicznej dla uktadu nieholonomicznego moze by¢ rozumiane
analogicznie jak pojecie elipsoidy manipulowalnosci dla manipulatoréw [97].

W niniejszym rozdziale opisano algorytm pozwalajacy na numeryczne przyblizenie sfe-
ry nieholonomicznej w przestrzeniach konfiguracyjnej i zadaniowej. Przyblizenie wynika
z lokalnosci formuty gCBHD, uzytej do okreslenia sfery. Formuta gCBHD jest nieskon-
czonym szeregiem, ktéry dla matego otoczenia punktu qo, w ktérym jest centrowana sfera
w przestrzeni konfiguracyjnej, moze by¢ aproksymowany kilkoma pierwszymi elementami
(speiajacymi warunek LARC). W celu spelienia warunku malego otoczenia konfigu-
racji qo zalozono staly, krétki czas ruchu T oraz ustalona, niska energie sterowan F(u(-))
dla ograniczenia obszerno$ci manewru. Sfera nieholonomiczna w przestrzeni zadaniowe;j
jest obrazem sfery w przestrzeni konfiguracyjnej poprzez funkcje wyjscia k(gq). W konse-
kwencji jest to sfera centrowana w xo = k(qo), a elementy formuty gCBHD sa liczone dla
konfiguracji qo.

Dla okredlenia ksztalttu sfery nieholonomicznej zastosowano technike kierunkowej opty-
malizacji, w ktorej pierwszym krokiem jest wybranie kierunku w r-wymiarowej przestrzeni
zadaniowej X = R". Nastepnie nalezy wyznaczy¢ najdalszy osiagalny punkt w tym kierun-
ku dla ustalonej energii ruchu. Zbiér powstatych punktéw przy uzmiennieniu wybieranych
kierunkow tworzy sfera nieholonomiczna uktadu w przestrzeni zadaniowej. Przy zatozeniu
identycznosciowej funkeji wyjscia k(q) = g powstaje sfera nieholonomiczna w przestrze-
ni konfiguracyjnej. W celu tatwego okreslenia dowolnego kierunku zakresu ruchu w R"
zastosowano wspotrzedne hipersferyczne okreslone jako

wy = R cos(f),
w; = R [[}Z) sin(8;) cos(B;), i=2,...,r—1, (7.1)
Wy = R H;;% Sin(ﬁj)a

gdzie R to odlegto$¢ punktu od $rodka uktadu wspéhrzednych (promien hipersfery), a j3;
to kat pomiedzy rzutem wektora w; na podprzestrzen rozpinana przez {R, (1, ..., i1}
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a wersorem i-tej osi kartezjanskiego uktadu wspoétrzednych e; € R". Szczegdtowe kroki
pozwalajace na wyznaczenia sfery nieholonomicznej zebrano w Algorytmie 7.1.

Algorytm 7.1 Wyznaczanie sfery nieholonomicznej w przestrzeni zadaniowej

Dane wej$ciowe: Uktad nieholonomiczny z funkcja wyjscia k(q) (6.1), konfiguracja qo, €
Q wokot obrazu ktérej k(go) powstaje sfera, czas planowania 7', maksymalna energia ruchu
(sterowan) E.

Krok 1. Wyliczy¢ jakobian J(qo) funkeji wyjscia k(q). Wyliczy¢ niezbedne pola wekto-
rowe od okrelenia macierzy F2(q) (wzory (2.6),(2.7))oraz F%(q) (wzér (6.4)).

Krok 2. Wybraé baze parametryzacji funkcji sterowan (strona 14) oraz wektor parame-
trow p odpowiedniej wymiarowosci. Okresli¢ zalezno$¢ energii od wektora parametrow

p
E(u()) = /OTUT(t)u(t)dt = i /:0 (Zi:pm-gbj(t)) dt = E = const. (7.2)

Krok 3. Wyliczy¢ wyrazenia a(p) z formuty gCBHD (wzory (2.51), (3.1)).
Krok 4. Wygenerowa¢ siatke w przestrzeni r — 1 wymiarowych wektorow katéw
By, .y Bror)t € SL

Krok 5. Dla kazdego wektora katow (5, ..., 3,—1) z siatki powtérzy¢ kroki 6-8.

Krok 6. Okresli¢ ograniczenia w formie

w(R) = Fi(qo)a(p) = J(00)F7: (q0)x(p), (7.3)

powstalte ze ztozenia wzoréw (7.1), (6.4) i (2.56).

Krok 7. Znalez¢é maksimum funkcji f(p) okreslajacej odlegtosé punktu koncowego ruchu
od srodka uktadu wspotrzednych

f(p) =R, (7.4)
z ograniczeniami (7.2) i (7.3) ustalajacymi odpowiednio energie i kierunek ruchu.

Krok 8. Dla wektora (8i,..., 8,1, R)T, wyliczy¢ z zaleznoéci (7.1) punkt nalezacy do
sfery nieholonomicznej w X = R" woké6t punktu 0 € X.

Krok 9. Przesuna¢ sfere nieholonomiczna powstata w Kroku 8 o wektor k(go).

Krok 10. Zwizualizowaé sfere nieholonomiczng lub jej nizej wymiarowe przekroje.

Uwagi do algorytmu:

e Algorytm opisuje procedure wyznaczania sfery nieholonomicznej w przestrzeni zadanio-
wej. Sfere w przestrzeni konfiguracyjnej mozna otrzymac przyjmujac identycznosciowa
funkcje wyjscia k(q) = id(q).

e W kroku 1. macierz F¥(q) musi spetnia¢ warunek LARC dla przestrzeni zadaniowej
(twierdzenie Chow dla uktadow z funkcja wyjscia, strona 65). Jednak, jesli pewne pole
wektorowe (np. Z o stopniu z = deg(Z)) zostato wlaczone do macierzy F i (q), to takze
wszystkie pola wektorowe o tym samym stopniu (z tej samej warstwy) musza by¢ row-
niez wtaczone do macierzy F;Q (q), bowiem maja poréwnywalny wpltyw na maksymalna
odlegtosé¢ f(p) w danym kierunku (5, ..., 8,-1)7, i przez to na ksztalt sfery.

e W kroku 2. wymiarowo$¢ wektora p, spelniajaca warunek dim(p) > r, powinna by¢
rozsadnym kompromisem pomiedzy doktadno$cia otrzymanej sfery a zlozonoscig ob-
liczeniowa. Zwickszenie wymiarowosci p poprawia doktadno$é przyblizenia sfery nie-
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holonomicznej, jednak drastycznie zwieksza ztozonosé obliczeniows zadania optymali-
zacyjnego z kroku 7. Szczegdtowy opis wpltywu parametryzacji sterowan na potozenie
punktu koncowego ruchu znajduje sie w rozdziale 5.

e W kroku 7. rozwiazywane jest klasyczne zadanie optymalizacyjne z ograniczeniami.
Jednym ze sposobéw rozwiazywania takiego zadania jest metoda mnoznikéw Lagran-
ge’a [3].

Symulacje Algorytmu 7.1 zostaly przeprowadzone na dwéch dwuwejsciowych mode-
lach: jednokotowcu A.1 i samochodzie kinematycznym A.2. Do parametryzacji sterowan
wykorzystano ortonormalng baz¢ harmoniczng 1.5.1. We wszystkich symulacjach ruch byt
okreslany na przedziale [0, T], z ustalonym czasem koncowym T = 1 i stalg energia stero-
wan wynoszaca F = 1. W kazdym zadaniu za konfiguracje poczatkowa wybrano gy = 0,
gdyz rownania symulowanych uktadéw sa niezalezne od potozenia (q1,¢2) = (z,y), a kat
g3 = 0 mozna sprowadzi¢ do 0 poprzez odpowiedni obrét plaszezyzny xy. Za funkcje wyj-
Scia k(q) przyjeto wlasciwy podzbiér wspétrzednych wektora konfiguracji g. Wybor takich
funkcji ma uzasadnienie praktyczne, gdyz zwykle nie wszystkie wspotrzedne wektora kon-
figuracji sg istotne. Przyktadowo, podczas manewrowania samochodem kinematycznym
(np. parkujac w srodowisku kolizyjnym) nie jest wazna koncowa orientacja osi sterujacej
wiec funkcja wyjscia zawiera tylko potozenie i orientacje k(q) = (x,y, 0).

Rysunek 7.1 Sfera nieholonomiczna jednokotowca w przestrzeni konfiguracyjnej (k(q) =
q) uzyskana za pomoca algorytmu 7.1; sterowania (7.5).

Na rys. 7.1 przedstawiono przyblizong sfere nieholonomiczna dla jednokotowca z iden-
tycznosciowa funkcja wyjscia k(q) = ¢, wyliczona za pomoca Algorytmu 7.1. Jako para-
metryzacje sterowan przyjeto pelng pierwsza harmoniczna dla kazdego sterowania

up = 1T (p1.1 + pr2oVv2sin(27t) + p13V/2 cos(27t)),
Uz = 1T (P21 + P2.2V/28i0(27t) + pagv/2 cos(2mt)).

S

(7.5)

S
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Do okreslenia wybranych kierunkéw ruchu wykorzystano regularng siatke ztozong z 684
punktéw opisana wzorem

™

(61, B2) 1—8(i,j), 1=0,1,...,35, 7=0,1,...,18. (7.6)
Wynikowa sfera jest symetryczna wzgledem konfiguracji qq oraz kazdej osi i ptaszczyzny
uktadu wspoétrzednych. Kierunkiem najmniej efektywnie energetycznym jest ruch wzdtuz

osi y, czyli wzdtuz pola wektorowego [g1, g2](qo)-

Rysunek 7.2 Sfera nieholonomiczna jednokotowca w przestrzeni konfiguracyjnej (k(q) =
q) uzyskana za pomoca catkowania numerycznego dla sterowan (7.5)

Dla ustalonego kierunku, zadanego parg katow (1, 2), wynikiem zadania optymali-
zacyjnego jest nie tylko maksymalna warto$¢ R, ale réwniez wektor parametréw p okre-
slajacych sterowania realizujaca ruch do punktu (5, fa, R). Z powodu lokalnosci formu-
ly gCBHD zastosowanie tych sterowan do uktadu (6.1) skutkuje osiagnieciem punktu
(8%, B3, R*), niekoniecznie identycznego z punktem ((i, 52, R). Na rys. 7.2 zobrazowano
sfere nieholonomiczng uzyskana przez numeryczne scatkowanie réwnan uktadu (6.1) dla
otrzymanych sterowan. Otrzymana sfera jest doktadniejsza aproksymacja rzeczywiste-
go ksztattu sfery nieholonomicznej. Obie, réznigce sie nieznacznie sfery, przedstawiono
na rys. 7.3 z widocznym wptywem pol wektorowych wyzszych warstw, nieuwzglednionych
w macierzy Fj, a branych niejawnie pod uwage przez procedure catkowania numerycz-
nego. Roznice sa zauwazalnie widoczne w kierunkach, gdzie nie ma dominujacego pola
wektorowego bedacego elementem Fi. Niemniej jednak réznice pomiedzy obiema sferami
sg wystarczajaco mate by sfera powstala w wyniku zaproponowanego algorytmu byta
uzyteczna w planowaniu ruchu.

Na rys. 7.4 zaprezentowano przekrdj sfer z rys. 7.3 dla kata § = 0, czyli mozliwe
punkty docelowe z konicowa orientacja robota réwna poczatkowej. Jak mozna zauwazy¢,
najtrudniejszym jest ruch wzdtuz osi y, odpowiadajacy polu drugiego stopnia [g1,g2].
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Rysunek 7.3 Sfery nieholonomiczna jednokotowca w przestrzeni konfiguracyjnej (k(q) =
q) dla sterowan (7.5) uzyskana za pomoca: sfera czerwona — algorytmu 7.1, sfera niebieska
— catkowania numerycznego modelu.

TN

-1

1

Rysunek 7.4 Przekréj sfer nieholonomicznych jednokotowca z rysunku 7.3 dla 6 = 0; uzy-
skana za pomoca: linia czerwona — algorytmu, linia niebieska — caltkowania numerycznego.

W poréwnaniu z ruchem w kierunku okreslonym przez jeden z generatoréw, ruch w kie-
runku pola z drugiej warstwy jest okoto trzynastu razy bardziej kosztowny energetycznie.

Narys. 7.5 i 7.6 zilustrowano wptyw funkcji wyjscia k(q) oraz parametryzacji sterowan
na ksztalt sfery nieholonomicznej jednokotowca. Rys. 7.5 przedstawia przekroj sfery dla
identycznosciowej funkcji wyjscia, natomiast na rys. 7.6 — funkcji k(q) = (z,y). Linia
czerwong oznaczono przekréj dla sterowan okreslonych réwnaniem (7.5). Linia zielona
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odpowiada parze sterowan

up = T(pn + 2\/§Sln( 1), (7.7)
Uy = 7(192 1+ pasV/2cos(2t)),

natomiast niebieska parze
U = %(pu + p13V/2 cos(27t)), 8)

Uy = %(pz’l + p2’2\/§Sin(27Tt)).

Na rys. 7.5 linie niebieska i czerwona si¢ pokrywaja. Z rys. 7.5 i 7.6 mozna wywnioskowa¢,
ze wybér parametryzacji ma istotny wpltyw na ksztalt sfery. Nawet gdy wybrane parame-
tryzacje sg identycznej wymiarowosci, réznice moga by¢ takze znaczace. Porownujac sfery
otrzymane dla najdoktadniejszej parametryzacji, mozna zauwazy¢ wptyw funkcji wyjscia
na ksztalt sfery. Dla funkeji k(q) = (x,y) brak wymogu zachowania startowej orientacji
w punkcie koncowym powoduje, ze maksymalna odlegtos¢ jaka mozna osiagna¢ w osi y
utrzymuje si¢ przez wigkszos¢ dostepnych wartosci wspotrzednej z, a ksztatt przekroju
zamiast 6semki przypomina prostokat z zaokraglonymi rogami.

0.15 T T T 0.15

0.1 [ § 0.1

0.05 0.05

y 0 F A y 0
-0.05 H -0.05

0.1 | 1 0.1
-0.15 - - - -0.15
-1 -0.5 0 X 0.5 1 - 1

Rysunek 7.5 Przekrdj (0 = 0) sfer niecho-  Rysunek 7.6 Przekrdj (6 = 0) sfer nicho-
lonomicznych jednokotowca w przestrzeni  lonomicznych jednokotowca w przestrzeni
konfiguracyjnej (k(q) = q) dla roznych ste-  zadaniowej (k(q) = (x,y)) dla réznych ste-
rowan. rowan.

Rys. 7.7 przedstawia tréjwymiarowy przekréj (¢ = 0) czterowymiarowej sfery nieho-
lonomicznej samochodu kinematycznego (A.2) z identycznosciowa funkcja wyjscia i ste-
rowaniami zawierajacymi pelne harmoniczne drugiego stopnia

up = %(pl 1+ p12V2sin(2mt) + p13v/2 cos(2mt) + prav/2sin(4rt) + p1sV/2 cos(4rt)),

Uy = %(pm + pooV/28in(27t) + pa3v/2 cos(27t) + paav/2sin(4nt) + posy/2 cos(dmt)).
(7.9)

Siatka okreslajaca wybrane kierunki ruchu byta dwuwymiarowa (poniewaz liczono jedy-
nie przekréj, a nie caly sfere) i nieregularna. Zawierata 47/43 punktéw dyskretyzujacych
wspéhrzedna (3 /. Uzycie nieregularnej siatki byto podyktowane koniecznoscia kompro-
misu pomiedzy ztozonoscig obliczeniowa, a jakos$cia ksztattu sfery. Dla regularnej siat-
ki zdecydowana wigkszos¢ uzyskanych punktow byta w bliskiej odlegtosci od ptaszczyzn
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Rysunek 7.7 Przekréj (1 = 0) sfery nieholonomicznej samochodu kinematycznego w prze-
strzeni konfiguracyjnej (k(q) = q) uzyskana za pomoca algorytmu 7.1; sterowania (7.9).

x = 01lub 6 = 0. Warto zwréci¢ uwage, ze kierunki wzdtuz osi x, 6 i y w punkcie gg = 0
odpowiadaja polom wektorowym z warstw pierwszej, drugiej i trzeciej, odpowiednio. Wy-
stepujace na sferze “zaglebienia” mozna powigzac z ruchem w kierunkach pol wektorowych
z wyzszych warstw. Im wyzsza warstwa, tym trudniejszy ruch, wiec poruszanie si¢ wzdtuz
kierunku z tej warstwy jest bardziej kosztowne energetycznie.

-1 -0.5 0 X 0.5 1

Rysunek 7.8 Przekroje (6 = ¢ = 0) sfer nieholonomicznych samochodu kinematycznego
w przestrzeni konfiguracyjnej (k(q) = q); sterowania (7.9); uzyskane za pomoca: linia
czerwona — algorytmu, linia niebiska — catkowania numerycznego.

Przekroje dwuwymiarowe (0 = 1 = 0) czterowymiarowej sfery nieholonomicznej sa-
mochodu kinematycznego przedstawiono na rys. 7.8. Funkcja wyjscia jak i sterowania
byty identyczne jak w przypadku poprzednim. W przypadku samochodu kinematycznego
roznice pomiedzy sferami sa wigksze, jednak wcigz stosunkowo niewielkie.
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Wszystkie symulacje zostaly autorsko zaimplementowane w pakiecie Mathematica,
w wersji 11.3, a obliczenia wykonano na komputerze z procesorem Intel Core i5-8400,
2.80GHz x 6 i pamiecig 8 GB RAM. Czas wykonania wybranych zadan byt nastepujacy:

e sfera nicholonomiczna dla jednokolowca, sterowania (7.5), 210[s], 36 x 19 podstawowych
zadan optymalizacyjnych, 0, 3[s]/zadanie,

e przekrdj sfery nieholonomicznej samochodu kinematycznego (1 = 0), sterowania (7.9),
390 min, 47 x 43 podstawowych zadan optymalizacyjnych, 11,5 s/zadanie.

Warto nadmieni¢, ze do rozwiazywania zadan optymalizacyjnych uzyto funkcji NMinimize
z pakietu Mathematica, ktora usituje znalez¢ rozwigzanie globalnie optymalne i jest cza-
sochtonna. W rzeczywistych zastosowaniach sugerowane jest uzywanie szybszych metod
optymalizacji lokalnych (np. algorytmu Newtona, podrozdziat 1.4) zamiast globalnych.



Rozdziat 8
Wybér konfiguracji poczatkowe;j

Klasycznie przez pojecie planowania ruchu rozumie sie znalezienie sterowan pozwa-
lajacych na przeprowadzenie uktadu z punktu poczatkowego do docelowego. Rownania
uktadu oraz punkty brzegowe sa niezbedne do otrzymania wynikowej trajektorii oraz ste-
rowan. Standardowo zaktada sie, ze punkty poczatkowy oraz docelowy nalezg do tej samej
przestrzeni. Przypadek w ktorym rozwazany jest uktad nieholonomiczny z funkcjg wyj-
Scia (6.1) przenoszaca planowanie do przestrzeni zadaniowej jest bardziej skomplikowany.
W rozdziale 6 adaptowano pojecia i metody planowania ruchu do przestrzeni zadanio-
wej. Pokazano, ze mimo planowania pomiedzy punktami poczatkowym zo oraz docelo-
wym Z; w przestrzeni zadaniowej, metoda Lie-algebraiczna wartosciuje pola wektorowe
w punkcie qq, gdzie xy = k(go). Dla interesujacych praktycznie przypadkéow (r < n)
funkcja odwrotna do funkcji wyjscia k(g) jest niejednoznaczna. Niejednoznacznosé nie
jest problematyczna w przypadku pojedynczego planowania, bowiem realistycznie za-
ktada sie, ze uktad jest w znanej konfiguracji poczatkowej qo, wynikajacej z fizycznych
uwarunkowan, bedac dana wejsciowa (najczesciej zastepujaca xp). Sytuacja zmienia sie
w przypadku ciggu pojedynczych planowan, gdy podcele kolejnych planowan sa definio-
wane jedynie w przestrzeni zadaniowej. Oczywiscie, po realizacji ruchu do poprzedniego
podcelu mozna odczytaé konfiguracje poczatkowa dla biezacego podcelu uktadu wynika-
jaca z realizacji uprzedniego planowania. Jednak potencjalnie rézne punkty koncowe gy
odpowiadajace identycznemu z; w i-tym planowaniu warunkujg rézng trudnos¢ ruchu
w (i + 1)-szym planowaniu. Jest wiec tu miejsce na optymalizacje polegajaca na wyborze
najlepszej konfiguracji ¢*, takiej ze s = k(g*), z punktu widzenia nastepnego kroku meto-
dy Lie-algebraicznej. Optymalizacja wyboru podcelu w przestrzeni konfiguracyjnej ¢* jest
zadaniem trudnym oraz (co bardziej istotne) ztozonym obliczeniowo. W celu zmniejszenia
ztozono$ci obliczeniowej zaproponowano algorytm oceny jakosci konfiguracji ¢* w per-
spektywie przemieszczenia ukladu do punktu docelowego xy. Podstawowym narzedziem
bedzie algebra liniowa, z ktorej przytoczono kilka uzytecznych faktow:

e Pole wektorowe zwartosciowane w pewnej konfiguracji jest wektorem.

e Zbiér (baza) liniowo niezaleznych wektoréow B = {b; € R"}, i = 1,...,7 jest orto-
normalizowalny algorytmem Grama-Schmidta [5], a wynikowy zbiér B = {b,...,b.}
bedzie okreslany jako B = orthonorm(B).

e Rzut wektora v € R™ na podprzestrzen rozpieta przez B zadany jest wzorem

T T

v|(B) = projg(v) = Y proj; (v) = Y (v,b;)b;. (8.1)

=1 i=1
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e Dopehienie ortogonalne wektora v wzgledem podprzestrzeni liniowej rozpietej przez B
jest okreslone przez

v (B) =v —v|(B). (8.2)

e Dopehienie ortogonalne podprzestrzeni V wzgledem podprzestrzeni liniowej rozpinanej
przez B jest zadane jako

V.(B)={v:v.(B)AveV) (8.3)

e Kat miedzy wektorem v a podprzestrzenia liniowa rozpinang przez B jest dany wzorem

= (v,v(B))
,B) = arccos ———~=—. 4
g B) ol Ty B)] 54

e Objetosé zbioru B zawierajacego wektory (niekoniecznie niezalezne liniowo) b; € R™,
rozpinajacego r-wymiarowa podprzestrzen R”, jest obliczana wedtug wzoru

vol(B) = IBS%VOI(D), B={b:bcR"i=1,...,p}, rank(B)=r<p, (8.5)

gdzie D jest r-elementowym podzbiorem B, D — zbiorem wszystkich mozliwych zbio-

réw D oraz
vol(D) = y/det(MTM), (8.6)

gdzie kolumnami macierzy M sa wektory nalezace do zbioru D.

Procedure oceny jakosci konfiguracji q, w perspektywie przemieszczenia do punktu x,
opisano Algorytmem 8.1. Wynik procedury bedzie oznaczany jako lie(q,,xy)/lie*(qq, )
w zaleznosci od sktadowej contain, bez/z — odpowiednio.

Uwagi do Algorytmu 8.1:

e Funkcja lie(q,, ;) okresla kierunkowa trudno$¢ ruchu i wraz ze wzrostem trudnosci jej
wartos¢ maleje.

e Podprzestrzenie sg okreslane w konfiguracji q,. Dla uproszczenia zapisu argument ten
pominieto.

e Wartosci wspoltezynnika ¢; dla poszczegdlnych warstw okreslono za pomocs formuty
CBHD jak w rozdziale 5 (strona 55).

e We wzorach (8.7) i (8.10), wyliczajacych wspolczynniki ¢; sa w mianowniku, poniewaz
ruch w kierunkach z nizszych warstw jest preferowany.

e Macierze F'; ze wzoru (6.4) sa ztozone z kolejnych warstw bazy algebry Liego (wzér (2.6),
strona 18). Uzycie wzoru (6.4) na niektérych kolumnach macierzy F (np. H g) da od-
powiadajaca tym kolumng cze$é macierzy F¥ (oznaczang w tym przypadku jako HY).

e Podprzestrzen A okresla wszystkie mozliwe kierunki w danej fazie obliczen.

e Podczas liczenia wplywu i-tej warstwy na wartosé lie(qq, xp) (wzory (8.10)-(8.12)) uzy-
wa si¢ HY  (A) zamiast H%, zakladajac, ze ruch w kierunkach juz znajdujacych sie
w H %II (A) moze by¢ bardziej efektywnie generowany za pomoca juz zbadanych warstw.

e Objeto$¢ okreslana dla zbioru wektoréw okresla srednig efektywno$é ruchu w pod-

przestrzeni rozpinanej przez te wektory. Sktadowa manip jest rzutem tej objetosci na
konkretny kierunek ruchu, dlatego we wzorach (8.7) i (8.10) jest mnozona przez cos([3).
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Algorytm 8.1 Lie-algebraiczna ocena jakosci konfiguracji q, w perspektywie przemiesz-
czenia do punktu . Wynikiem algorytmu jest wartosé lie(q,, xp). (bez sktadowej contain,
czyli tozsamosciowo contain = 1) lub lie*(q,,xp) (ze sktadowa contain).

Dane wejsciowe: Konfiguracja oceniana q, € Q, uktad nieholonomiczny z funkcja wyj-
Scia k(q) (6.1), punkt docelowy z;, € X, horyzont czasowy T

Krok 1. Okresli¢ punkt z, odpowiadajacy ocenianej konfiguracji , < k(g,). Obliczy¢
kierunek ruchu Az «— z, — x,.

Krok 2. Okresli¢ warstwy bazy Ph. Halla, ¢ = 1,...,7* w konfiguracji q, otrzymujac
podprzestrzen liniowa Hfy. Wyliczy¢ jakobian funkcji wyjécia J(g) (wzér (6.2), strona 64).
Wyliczy¢ HY ze wzoru (6.4) (zobacz uwagi do Algorytmu 8.1).

-
Krok 3. Okresli¢ podprzestrzeii Hy < orthonorm(HY). Policzy¢, korzystajac ze wzo-
row (8.4)-(8.6), wartos¢ manip

manip «— €. cos(ﬂ(Ax,fI;)) -vol(Hy). (8.7)

C1

Policzy¢ warto$¢ angs wedtug wzoru
-1
angs «— cos(f(Az, Hy)). (8.8)
Policzy¢, korzystajac z (8.1) warto$¢ contain wedtug wzoru

contain —|| projf&(A.’l;) | - (8.9)

-1
Zainicjowa¢ licznik warstw ¢ «— 1 oraz dotychczasowo badana podprzestrzenn A «— Hy.
Krok 4. Zwigkszy¢ o jeden licznik warstw ¢ < i + 1.

Okresli¢ podprzestrzenie H | (A) oraz Hy  (A) — orthonorm(HY  (A)).

Krok 5. Zaktualizowa¢ wartosci manip, angs i contain.

manip «<— manip + l - cos(f(Ax, I:I%L(A))) -vol(HY | (A)). (8.10)

()

gdzie ¢; jest rzeczywistym wspotczynnikiem okreslajacym energie ruchu wzdhuz pola wek-
torowego i-tej warstwy w czasie [0, 7.

angs < angs + cos((Az, I:I%L(A))) (8.11)

contain «— contain + || Proj i Az) || . (8.12)

L(A)(
Krok 6. Zaktualizowa¢ dotychczas badana podprzestrzeti A «— A @ H | (A) oraz ja
zortonormalizowaé¢ A «— orthonorm(A).

Krok 7. Jesli rank(A) = n, zwrécié wartosé lie(qq, p) = manip/(angs - contain). W in-
nym przypadku przejs¢ do Kroku 4.

e Sktadowa manip premiuje konfiguracje q,, dla ktérych przemieszczenie w kierunku a;
wymaga ruchu wzdtuz pol wektorowych z jak najwickszej liczby warstw. Dzieje si¢ tak
poniewaz wartosci cos(3) ze wzoréw (8.7) i (8.10) spelniaja nieréwnosé trojkata, wiec
sktadowa manip ma lokalne minima dla § = jn/2, j € Z.
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e Sktadowa angs jest odpowiedzialna za skalowanie rezultatu lie(q,, ;) do zbioru warto-
Sci [0,1/T), gdzie 1/T odpowiada przypadkowi gdzie przesuniecie Az jest kombinacja
liniowa ruchu wzdhuz kierunkéw okreslanych jedynie przez generatory uktadu.

e Sktadowa contain jest opcjonalna. Nalezy jej uzywaé w przypadku, gdy ocena konfigu-
racji powinna by¢ zalezna od odlegtosci euklidesowej pomiedzy konfiguracjami i premiu-
je mniejsze odlegtosci. Przyktadowo, dla jednokotowca oraz identycznosciowej funkcji
wyjscia, czasu T = 1 oraz braku sktadowej contain

lie((0,0,0)", (1,0,0)") = lie((0,0,7)", (1,0,0)") = 1. (8.13)

Przy wprowadzeniu sktadowej contain lepsza oceng uzyska konfiguracja (0, 0,0)7. Uzy-
cie sktadowej contain powoduje, ze wartosci lie*(q,, ;) nie sa w przedziale [0,1/7).

e Funkcja jakosci lie(qq, zp) jest tak dobrana, aby premiowaé ruch w kierunku diugich
pol wektorowych o niskim stopniu, wskazujacych w kierunku punktu z,.

e Algorytm 8.2 zakonczy sie po maksimum ¢* iteracjach, gdzie i* to liczba warstw nie-
zbednych do spelienia warunku LARC.

e Algorytm moze by¢ stosowany takze wtedy, gdy oba argumenty sg konfiguracjami w Q
(traktuje sie wtedy funkcje wyjscia k(q) jako identycznosciowa). Dlatego w dalszej
czesci pracy podczas oceniania jakosci konfiguracji q, w perspektywie przemieszczenia
do konfiguracji ¢, beda uzywane oznaczenia lie(q,,id(q,)) oraz lie*(q,,id(gs)).

Algorytm 8.1 przetestowano na trzech uktadach bezdryfowych z funkcja wyjscia (6.1):
jednokotowcu A.1, samochodzie kinematycznym A.2 oraz integratorze Brocketta A.3. Dla
powyzszych ukladéw wybrano nastepujace funkcje wyjscia x = k(q) bedace podzbiorami
wektora konfiguracji ¢

e jednokotowiec: z = (g1, )" = (z,y)?,
e samochdd kinematyczny: = (q1,¢2)" = (2,y)" oraz = (q1, 42, 43)" = (2,9,0)",
e integrator Brocketta: = (q1,q3)T oraz & = (go, q3)7.

Przy wyborze funkcji wyjscia pominieto funkcje identycznosciowe oraz zawierajace jedynie
kierunki otrzymywane bezposrednio z generatoréw. W kazdej symulacji punkt poczatkowy
byt staty i wynosit £y = 0, natomiast punkt docelowy x zalezat od konkretnego uktadu,
funkeji wyjscia oraz parametru okreslajacego odleglosé celu A, € {0.1,0.2,0.5,0.7,1, 3}

o dlaz = (q1,¢)" = (2, )iz = A(1,0)7, 2p = AL (0, )T orazz; = A, (1/v/2,1/v2)7,
e dlaz = (¢1,0,¢)" = (z,y,0)": zp = A,(1,0,0)7, z; = A,(0,1,0)" oraz z; =

A (1/V2, 12,1/ (48,))T,

o dlaz = (q1,q3)" oraz ¢ = (qo,q3)": zp = AL(1,0)7, 2z, = AL(0,1)T oraz z; =

AL (1/v/2,1//2)T.

Dla sprawdzenia uzytecznosci Algorytmu 8.1 przeprowadzono statystyczne pordéwnanie
oceny jakosci lie(g*,xy) oraz energii sterowan elementarnego planowania pomiedzy ¢*
a ;. Poréwnanie przeprowadzono przy pomocy wspotczynnikéw: korelacji liniowej Pear-
sona [15] oraz rankingowej Spearmana [44] opisanych w podrozdziale 1.6. Kroki pozwalaja-
ce na okreslenie korelacji miedzy lie(q*,zs) a energia sterowan zebrano w Algorytmie 8.2.
Dla kazdego zadania zbiér S* sktadat sie z 300 losowych konfiguracji

g, = (rand(—n,7), ..., rand(—m,7))", (8.14)
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gdzie funkcja rand(a, b) generuje liczbe z przedziatu [a, b] wedtug rozktadu jednostajnego.
Horyzont czasu ruchu ustalono na 7' = 1.

Algorytm 8.2 Korelacja miedzy Lie-algebraiczna oceng danej konfiguracji a kosztem
ruchu.

Dane wejéciowe: Uktad nieholonomiczny z funkcja wyjscia k(q) (6.1), punkty poczat-
kowy zy € X i docelowy z; € X, horyzont czasowy 7.

Krok 1. Wygenerowaé losowy (wedtlug rozktadu jednostajnego) zbiér S* C Q sktadajacy
sie z konfiguracji ¢. Uzywajac algorytmu Newtona, startujacego z kazdego z punktow
q; utworzy¢ zbiér S C Q skladajacy si¢ z konfiguracji poczatkowych gy spelniajacych
zalezno$¢ xy = k(qo).

Krok 2. Dla kazdej konfiguracji ¢ € S wykona¢ Kroki 3-4.

Krok 3. Uzywajac Algorytmu 8.1 dokona¢ Lie-algebraicznej oceny konfiguracji g, otrzy-
mujac lie(g)).

Krok 4. Rozwigza¢ zadanie planowania ruchu pomigdzy punktami xy i £y za pomocg
formuly gCBHD inicjalizowanej w konfiguracji ¢f,. Z otrzymanych sterowan u(-) otrzymac
energie ruchu en(g}).

Krok 5. Okresli¢ korelacje zbiorow EN = {en(q})} oraz LIE = {lie(q})}.

Kazde zadanie planowania ruchu w Algorytmie 8.2 rozwiazywano za pomoca metody
Lie-algebraicznej wykorzystujacej formute gCBHD (paragraf 2.2.4.2) przystosowanej do
uktadu z funkcja wyjscia (rozdzial 6). Otrzymane zadanie kinematyki odwrotnej ukta-
du nieholonomicznego rozwiazywano algorytmem Newtona z optymalizacjg w przestrzeni
zerowej (podrozdzial 1.4). Optymalizowana funkcja byta energia ruchu (sterowarn)

E(u() = /0 " uT (bt dt. (8.15)

Sterowania parametryzowano za pomoca bazy harmonicznej (podrozdzial 1.5). Dla tr6j-
wymiarowych uktadéw (jednokotowiec, integrator Brocketta) sterowania zawieraty harmo-
niczne do pierwszej wlacznie, z wektorem parametréw p = (p1.1, P12, P13, P21, P22, P2.3) " -
Natomiast dla czterowymiarowego uktadu (samochdd kinematyczny) — do drugiej wlacz-
nie, i wektorze parametrow p = (p1.1, 1.2, P1,3, P14, P15s P2,1, P2,25 P2,3, P2.as D2,5) " - Poczatko-
wymi wartosciami wektora parametrow p, niezbednymi do inicjalizacji algorytmu Newtona
z optymalizacja przestrzeni zerowej, byty

{pm=1 dla j=1,

s =0 dla j#1. (8.16)

Wiyniki dziatania Algorytmu 8.2 zostaly zebrane w tab. 8.1 1 8.2. Tab 8.1 zawiera wyniki
dla modeli robotéw mobilnych (nienilpotentnych), natomiast tab. 8.2 dla nilpotentnego
integratora Brocketta. Przyktadowe optymalne $ciezki dla niektorych zadan jednokotowca
i samochodu kinematycznego przedstawiono na rys. 8.1 i 8.2.

Na podstawie uzyskanych wynikéw symulacji mozna wyciggna¢ nastepujace wnioski:
e W zdecydowanej wiekszosci przypadkéw z tab. 8.1 wspotezynniki korelacji sa wysokie

i ujemne, wiec funkcja lie(gg) moze by¢ uzywana do oceny kosztu energetycznego ruchu.

e W przypadku samochodu kinematycznego, im wigksza réznica pomiedzy wymiarowo-
Scig przestrzeni konfiguracyjnej Q i zadaniowej X, tym mniejsza maksymalna korelacja,
bowiem podprzestrzen H ég’ | z Kroku 4, Algorytmu 8.1 niesie ze sobg mniej informacji.
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Tabela 8.1 Wspodtezynniki korelacji pomiedzy zbiorami wartosci LIE oraz EN dla jed-
nokotowca i samochodu kinematycznego.

uktad jednokotowiec samochdd kinematyczny
T (01, 92) (01, 92) (91, 92, 43)
T
1 1 1 0 7
. 1 0 72 1 0 72 0 1 f
! 0 1 L 0 1 L V2
V2 V2l \0 0 i

A, Wspbtezynniki korelacji rankingowej Spearmana
0.1 |-1.00 | -1.00 | -1.00 | -0.71 | -0.72 | -0.73 | -0.96 | 0.09 | -0.56
0.2 |-1.00 | -1.00 | -1.00 | -0.70 | -0.72 | -0.56 | -0.92 | -0.06 | -0.46
0.5 |-1.00 | -1.00 | -1.00 | -0.72 | -0.76 | -0.60 |-0.81 | -0.12 | 0.99
0.7 |-1.00 | -1.00 | -1.00 | -0.66 | -0.70 | -0.77 | -0.72 | -0.05 | 0.99
1 -1.00 | -1.00 | -1.00 | -0.50 | -0.70 | -0.58 | -0.63 | 0.05 0.99
3 -0.99 | -1.00 | -1.00 | -0.59 | -0.72 | -0.57 | -0.57 | 0.09 0.96
Wspélezynniki korelacji liniowej Pearsona
0.1 |-0.981|-0.97 | -0.97 | -0.68 | -0.68 | -0.69 | -0.95 | 0.25 | -0.41
0.2 |-098|-0.97 | -0.98 |-0.69 | -0.71 | -0.57 | -0.92 | -0.06 | 0.04
0.5 |-0.98|-0.97 | -0.98 | -0.74 | -0.76 | -0.66 | -0.84 | -0.06 | 0.66
0.7 |-0.98|-0.98 | -0.98 | -0.68 | -0.69 | -0.76 | -0.77 | -0.51 | 0.68
1 -0.98 | -0.98 | -0.98 | -0.51 | -0.72 | -0.61 | -0.69 | 0.64 0.69
3 -0.98 | -0.97 | -0.97 | -0.64 | -0.76 | -0.63 | -0.54 | 0.63 0.71

Wraz ze wzrostem odlegltosci do celu A, maleje korelacja. Jest to spowodowane wiek-
szym wplywem warstw bazy Ph. Halla nie uwzglednionych w macierzy F; (zobacz
wzér (2.54)). Doktadnoséé realizacji potozenia punktu koncowego trajektorii otrzyma-
nej za pomoca formuty gCBHD réwniez maleje ze wzrostem A,.

Podobnie dla punktu docelowego z; = A,(1/v/2,1/v/2,7/4A,)T. Doktadnoé¢ realiza-
¢ji potozenia punktu koncowego trajektorii maleje bardzo szybko, co mozna zauwazy¢
na rys. 8.2ef. Warto zaznaczy¢, ze mimo zaistnienia takiej sytuacji na pogladowym ry-
sunku, optymalna trajektoria wedtug funkcji lie(qo) nie zawsze ma doktadniejszy punkt
konicowy niz ta wedtug funkcji en(gq). Sposoby na polepszenie doktadnosci potozenia
punktu konicowego zostaly opisane w rozdziale 10.

Dla samochodu kinematycznego i punktu docelowego z; = (0, 1,0) energia ruchu byta
stata (z dokladnoscia do btedéw numerycznych) dla wszystkich wylosowanych punktéw
ze zbioru S. Z tego powodu warto$ci wspoétezynnikoéw korelacji nie zawieraja zadnych
przydatnych informacji. Podobnie dla integratora Brocketta, punktu docelowego x; =
(0,1) i obu funkcji wyjscia.

W przypadku integratora Brocketta wspotczynniki korelacji bardzo rzadko przyjmuja
znaczace wartosci (|pen gl > 0.5). Dla tego uktadu Algorytm 8.1 nie jest odpo-
wiednim narzedziem do okreslania jakosci konfiguracji poczatkowej qo. Przedmiotem
dalszych badan jest ustalenie, czy jest to cecha tego uktadu, czy wszystkich uktadow
nilpotentnych.
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Tabela 8.2 Wspdtezynniki korelacji pomiedzy zbiorami wartosci LIE oraz EN dla inte-
gratora Brocketta.

uktad integrator Brocketta
o (¢1,93) . (g2, q3) :
1 0 7 1 0 7
= L) ()G ) 0) ] ()
V2 V2
A, | Wspoélezynniki korelacji rankingowej Spearmana
0.1 0.37 | 0.79 | -0.23 | 0.18 | 0.76 -0.15
0.2 0.28 | 0.94 | -0.29 | 0.15 | 0.85 -0.07
0.5 0.16 | 0.69 | -0.38 | 0.19 | 0.65 -0.25
0.7 | 029 | 0.70 | -0.31 | 0.14 | 0.59 -0.10
1 -0.08 | 0.43 | -0.20 | 0.29 | 0.54 -0.13
0.29 |-0.13 | -0.28 | 0.20 | 0.09 -0.06
Wspblezynniki korelacji liniowej Pearsona
0.1 |-0.08] 0.75 | -0.28 | 0.26 | 0.74 0.01
0.2 |[-0.18| 092 | -0.27 | 0.39 | 0.79 -0.04
0.5 |-0.16 | 0.67 | -0.35 | 0.33 | 0.65 -0.16
0.7 |-0.09| 0.70 | -0.28 | 0.48 | 0.59 0.03
1 -0.36 | 0.44 | -0.23 | 0.36 | 0.50 -0.00
3 -0.02 | -0.41 | -0.28 | 0.36 | -0.15 0.02
a) Ty = (0,01)T b) Ty = (0,01)T C) Ty = (0, 1)T d) Ty = (0, 1)T
en(qo) lie(qo) en(go) lie(qo)
L{ %4
¢ ¥
0.08 0.08 0.8 0.8
0.04 0.04 0.4 0.4
y y y y
0 0 0 0
-0.04 0 x 004 -0.04 0 X 004 -0.4 0 x 04 -0.4 0 x 04

Rysunek 8.1 Sciezki ruchu jednokotowca z optymalnej konfiguracji gy dla funkeji jakosci
en(go lub lie(qo) i dwoch punktéw docelowych x; oznaczonych gwiazdka.
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a) xf - (07 027 0)T7 en(QO) b) xf - (07 02’ O)Tu lle(QO)
0.4 0.4
y \f y \f
-04 0 X 0.4 0.8 -04 0 X 04 0.8
c) zy = (0,1,0)", en(qo) d) z; = (0,1,0)7, lie(go)
1 1
0.5 0.5
y > y >
0 0
-0.5 0 x 0.5 -0.5 0 x 0.5
e) ;= (0.495,0.495, 7 /4)T | en(qo) f) z; = (0.495,0.495, 7/4)T, lie(qo)
X X
04 04
y y 7
0 0
-0.4 -0.4
-0.8 -0.4 0 X 04 -0.8 -0.4 0 X 04

Rysunek 8.2 Rzuty na ptaszczyzne xy Sciezek ruchu samochodu kinematycznego z opty-
malnej konfiguracji g dla funkcji jakosci en(go) lub lie(qo), trzech punktéow docelowych x ¢
oznaczonych gwiazdka i funkeji wyjscia € = (q¢1, g2, q3)-



Rozdziat 9

Przedwczesna zbieznosé

Pozadana wtasnoscig kazdego algorytmu planowania ruchu jest zbieznosé, ktéra gwa-
rantuje osiggniecie dowolnego punkt docelowego. Dla uktadéw sterowania opisywanych za
pomocg rownan rézniczkowych zwyczajnych najczesciej stosowang technikg dowodzenia
zbieznodci jest podejscie bazujace na konstrukeji funkeji Lapunowa [66]. Unimodalna, nie-
ujemna funkcja Lapunowa osigga wartos¢ zero w stanie docelowym, a zasada okreslajgca
aktualne sterowania wymusza malejaca monotonicznos$¢ tej funkcji wzdhuz planowanej
trajektorii. Niestety, takie podejscie jest niewystarczajace dla uktadéw nieholonomicz-
nych, gdyz dla tych uktadéw moga nie istnie¢ sterowania zmniejszajace warto$é¢ funkceji
Lapunowa (np. odleglosci do punktu docelowego) w sposéb monotoniczny. Z tego powodu
warunek okreslajacy zbieznos¢ powinien by¢ ostabiony, a jednym ze sposobéow jest wy-
bér ciggu kolejnych podcelow planowania w taki sposob, by funkcja Lapunowa malata
monotonicznie dla tego ciggu.

Przedwczesna zbieznosé jest terminem znanym z algorytméw ewolucyjnych i okresla
sytuacje, gdy populacja punktéw przeszukujacych przestrzen w poszukiwaniu globalnego
optimum nieznanej funkcji skupia sie w okolicy jednego z optiméw lokalnych, traci rézno-
rodno$¢ i nie moze opuscié tego otoczenia [86]. Przedwezesna zbieznosé jest wlasciwoscia
dalece niepozadang, wiec istnieja literaturowe techniki modyfikacji algorytmow ewolucyj-
nych pozwalajace na zachowanie réznorodnosci w populacji i unikniecie przedwczesnej
zbieznosci [43]. W niniejszym rozdziale przedstawiono analogon omawianego zjawiska wy-
stepujacy w planowaniu ruchu metoda Lie-algebraiczna i zaprezentowano algorytm pla-
nowania ruchu unikajacy przedwczesnej zbieznosci.

Z definicji uktad nieholonomiczny jest sterowalny, wiec zaprojektowanie algorytmu
planowania ruchu zapewniajacego zbieznosé nie jest teoretycznie trudne. Jednak w kon-
kretnej konfiguracji poczatkowej go ruch w réznych kierunkach moze mie¢ diametralnie
rézny stopieft trudnosci (np. energie sterowan, patrz rozdziat 7). Przedwczesna zbiezno-
Scig dla algorytméw planowania ruchu okreslamy sytuacje, gdy bezwzgledna zbieznosé
w i-tym lokalnym planowaniu moze zostaé¢ osiggnieta jedynie poprzez ruch w kosztow-
nych energetycznie kierunkach. Aby uniknaé takiej sytuacji nalezatloby wybraé¢ odpowied-
nie podcele dla poprzednich i — 1 lokalnych planowan. W literaturze robotycznej problem
znalezienia sterowan optymalnych energetycznie zostal rozwiazany dla prostych [32] lub
malowymiarowych, nilpotentyzowanych [2] uktadéw. Proponowane w tym rozdziale podej-
Scie moze by¢ zastosowane do ogolnych bezdryfowych uktadéw o dowolnej wymiarowosci,
jednak otrzymane sterowania sg jedynie suboptymalne.

Procedura oceny jakosci konfiguracji poczatkowej q, w kontekscie ruchu do punktu z,,
opisana Algorytmem 8.1, moze by¢ rowniez wykorzystana do oceny trudnosci ruchu mie-
dzy konfiguracjami q, oraz g, generujac wartosé lie(q,,id(gp)). Kroki pozwalajace na pla-
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nowanie ruchu z unikaniem przedwczesnej zbieznosci zebrano w Algorytmie 9.1.

Algorytm 9.1 Algorytm lokalnego planowania ruchu przeciwdziatajacy przedwczesnej
zbieznosci.

Dane wejsciowe: Bezdryfowy uktad nieholonomiczny (2.1), konfiguracje poczatkowa
go € R" oraz docelowa gy € R", dokladnos¢ osiggniecia celu p > 0, wartos¢ progowa
funkcji jakosci 0, maksymalny zakres pojedynczego planowania A oraz czas pojedynczego
ruchu 7.

Krok 1. Podstawi¢ konfiguracje poczatkows jako aktualng q. <« qo. Obliczy¢ wszystkie
pola wektorowe z bazy Ph. Halla do k-tej warstwy, gwarantujace sterowalnosé¢ w krot-
kim czasie (STLC) ukladu (2.1). Zbiory pél wektorowych z danej warstwy oznaczy¢
H' ... H*. Zainicjowaé¢ pusty trajektorie wynikows, z czasem poczatkowym t* « 0

Krok 2. Obliczy¢ d < ||g. — q|| 1 sprawdzi¢ warunek stopu d < p. Jesli warunek zostal
speliony — zakonczy¢ algorytm i zwrécié trajektorie wynikowa. Jesli d < A zmniejszy¢

A —d.

Krok 3. Dla konfiguracji q. obliczy¢ val < lie(q.,id(qf)) uzywajac Algorytmu 8.1. Jesli
val > ¢ za nastepny podcel ¢* przyjac qr, ¢* < q; i przejs¢ do Kroku 6.

Krok 4. Wybraé¢ zbior konfiguracji testowych S = {qi,...,q,}. Oceni¢ kazda z konfigu-
racji testowych q; € S, i = 1....,r za pomocg Algorytmu 8.1

f(gi) — lie*(qc,1d(g:)) - lie(qs,id(gy)). (9.1)
Przypisa¢ uzyskang ocene do konkretnej konfiguracji testowe;j.
Krok 5. Wybra¢ najlepsza z konfiguracji testowych jako nowy podcel ¢*

¢ [flg) — maxf(g:). (9.2)
'AS

Krok 6. Przeprowadzi¢ pojedyncze planowanie ruchu z konfiguracji q. do konfiguracji ¢*
z maksymalnym zakresem planowania A w czasie 7. Wynikowym sterowaniem jest u(-).
Krok 7. Zastosowa¢é sterowania na uktadzie (2.1) w konfiguracji g.. Otrzymac rzeczywista,
konfiguracje koncowsg dla pojedynczego planowania ¢* oraz trajektorie czesciowa pomiedzy
g. i q*. Doklei¢ otrzymang trajektorie cze$ciowa do wynikowej na przedziale [t*, t* + T.
Przyjaé czas poczatkowy nastepnej trajektorii czeSciowej t* «— t* + T

Krok 8. Okresli¢ nowa konfiguracje aktualng q. < q* i przejs¢ do Kroku 2.

Uwagi do Algorytmu 9.1:

e Celem algorytmu 9.1 jest znalezienie ciggu podcelow kolejnych lokalnych planowan,
minimalizujacych trudnos¢ ruchu wynikowego.

e W Kroku 3. korekcja potozenia podcelu nastepuje w przypadku ruchu w zbyt kosztow-
nym kierunku.

e Aby zachowaé zbiezno$¢ algorytmu, zbior testowych konfiguracji S powinien zawieraé
konfiguracje zmniejszajace odlegtosé euklidesowa do celu.

e W Kroku 6. do planowania ruchu mozna wykorzysta¢ metode bazujaca na gCBHD
(strona 26).

e Kolejne podcele (jak réwniez konfiguracje testowe) powinny znajdowaé sie odpowiednio
blisko aktualnej konfiguracji, tak aby btad zwiazany z przyblizeniem formuty gCBHD
byt maty.
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e W Kroku 7. osiagnieta konfiguracja ¢* prawdopodobnie nie bedzie réwna zalozonemu
podcelowi ¢*. Wielkosé bledu ||g* — ¢*|| moze by¢ zmniejszona poprzez zmniejszenie
parametru A.

e Liczba konfiguracji testowych moze by¢ rézna dla kazdej iteracji.

e Zasade generowania konfiguracji testowych okresla projektant algorytmu. Jedna z pro-
pozycji jest losowy wybor punktow z sgsiedztwa aktualnej konfiguracji.

Symulacje ilustrujace dziatanie Algorytmu 9.1 przeprowadzono dla modelu jednokotow-
ca A.1. Zdefiniowano dwa zadania polegajace na zaplanowaniu ruchu uktadu z konfi-
guracji poczatkowej go = 0 do konfiguracji docelowej g7 = (0,10,0)” (Zadanie 1) lub
qr = (7,7,7/2)" (Zadanie 2). Zadanie 1 jest szczegélnie interesujace, gdyz wymaga ruchu
w najtrudniejszym kierunku i wywotuje przedwczesng zbieznosé dla podstawowej metody
Lie-algebraicznej. Zadanie 2 spekia role przypadku typowego. Dla obu zadan sterowa-
nia sparametryzowano za pomocg bazy harmonicznej (podrozdzial 1.5), wykorzystujac
harmoniczne do pierwszej wtacznie

up = 1T (p1.1 + pr2Vv2sin(27t) + p13V/2 cos(27t)),
Uy = \%(pgg + pooV/2sin(27t) + pa3v/2 cos(27t)).

S

(9.3)

Czas planowania pojedynczego zadania planowania wynosit T" = 1. Zbior konfiguracji
testowych S sktadat sie z 10000 punktéw otrzymywanych kazdorazowo za pomoca formuty

Do rand(—1, 1)
q; = qc + A H H y  Qrand = I’&Ild(-l, 1) 5 (94)
Irand rand(—1,1)

gdzie funkcja rand(a, b) generuje liczbe z przedziatu [a, b] wedtug rozktadu jednostajnego
ciagtego, oraz spetniajacych warunek zbieznosci

gy — aill < llgs — gcll. (9.5)

Dla kazdego z zadan wybrano nastepujacy zestaw warto$ci parametrow algorytmu: 0 €
{0,0.5,0.7,0.8,0.9,0.95} oraz A = {0.1,0.2,0.5,1}. Przypadek 6 = 0 odpowiada podsta-
wowej metodzie Lie-algebraicznej i stuzy celom poréwnawczym.

Do oceny trajektorii wynikowych obliczono catkowita energie sterowan oraz dtugoscé
wynikowej Sciezki (uwgledniajaca jedynie wspétrzedne pozycyjne, ignorujac katowe). Wy-
niki symulacji zebrano w tab. 9.1. Oznaczenia #z.p. oraz %z.p. oznaczaja, odpowiednio,
liczbe i procent zmodyfikowanych podcelow. Na rys. 9.1 i 9.2 przedstawiono $ciezki wy-
nikowe dla Zadania 1 i Zadania 2, odpowiednio. Sciezkami planowanymi sa $ciezki uzy-
skane za pomocg formuty gCBHD (linie proste pomiedzy kolejnymi punktami q*). Sciezki
rzeczywiste powstaly poprzez zastosowanie sterowan uzyskanych z formuty gCBHD do
uktadu (2.1) i scatkowanie numeryczne powstatych réwnan. Na rys. 9.3 przedstawiono
wartosci sterowan w czasie dla Zadania 1, A = 1 i réznych parametrow J.

Na podstawie wynikéw symulacji mozna wyciggnaé kilka interesujacych wnioskdw:

e Energia ruchu otrzymanego z podstawowej metody Lie-algebraicznej w bardzo maltym

stopniu zalezy do maksymalnego zakresu pojedynczego planowania A.

e W przypadku uzycia Algorytmu 9.1 dhlugo$é¢ $ciezki i energia ruchu silnie zalezy od
maksymalnego zakresu pojedynczego planowania A oraz progu 6. Wraz ze wzrostem A,
maleje dtugo$c¢ sciezki. Dla energii zalezno$é od A nie jest monotoniczna. Dla réznych
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Tabela 9.1 Energia ruchu, dtugos$é Sciezki, liczba (#z.p.) oraz procent (%z.p.) zmodyfi-
kowanych podceléw dla jednokotowca i Algorytmu 9.1 o réznych parametrach.

Zadanie 1, ¢; = (0,10,0)" Zadanie 2, q¢; = (7,7,7/2)"
) A | energia dlugo$¢ H#z.p. %z.p. | energia dlugosé¢ H#z.p. %z.p.
1 131.91 25.20 0 0.00 41.05 13.32 0 0.00
0 0.5 | 133.48 34.59 0 0.00 40.13 16.96 0 0.00
0.2 | 136.79 53.93 0 0.00 42.67 26.39 0 0.00
0.1 1] 139.29 76.01 0 0.00 45.35 38.48 0 0.00
1 15.73 12.66 12 66.67 | 11.75 11.17 10 66.67
0.95 0.5 | 11.49 12.87 19 61.29 7.34 10.80 12 48.00
0.2 4.84 12.30 39 51.32 3.31 10.74 24 38.10
0.1 4.10 13.00 69 44.23 3.16 12.05 39 29.77
1 19.59 12.93 12 63.16 | 16.00 11.85 9 52.94
0.9 0.5 14.30 13.38 17 53.12 8.92 11.60 12 42.86
' 0.2 9.45 13.65 33 41.77 7.10 12.73 19 28.79
0.1 | 1597 30.76 62 40.26 9.12 17.71 32 24.81
1 28.14 14.64 10 52.63 | 21.01 12.60 10 50.00
0.8 0.5 22.63 14.44 13 39.39 | 17.14 12.73 7 25.93
' 0.2 37.73 32.17 27 36.49 | 19.44 18.43 13 20.63
0.1 41.33 45.29 57 38.26 | 23.73 28.30 22 18.03
1 37.19 14.80 7 38.89 | 30.47 12.60 4 28.57
0.7 0.5 | 46.98 18.76 10 32.26 | 28.50 14.60 4 15.38
’ 0.2 | 60.77 34.00 23 30.67 | 34.81 24.29 6 10.34
0.1 | 68.43 96.15 49 34.27 | 38.43 35.48 10 8.93
1 99.03 22.52 3 20.00 | 41.05 13.32 0 0.00
0.5 0.5 | 112.87 31.18 2 7.41 40.13 16.96 0 0.00
' 0.2 | 111.90 49.60 14 22.22 | 42.67 26.39 0 0.00
0.1 ] 115.82 70.26 27 21.77 | 45.35 38.48 0 0.00

wartosci 6 minimalna energia ruchu przypada na rézne wartosci A, co ttumaczymy ist-
nieniem dwéch przeciwstawnych czynnikéw wplywajacych na energie. Im wieksze 6 tym
mniejsza energia elementarnych ruchéw dla “dostatecznie dobrych” (lie(q.,id(gys)) > 9)
konfiguracji. Wraz ze wzrostem A rosnie jednak szansa, ze ruch z “dostatecznie dobre;j”
skonczy sie w konfiguracji “trudnej”, tj. nie spetniajacej powyzszego warunku. Réwniez
im wieksze A, tym elementarne ruchy z “trudnej” konfiguracji sg bardziej kosztowne
energetycznie.

W przypadku matych wartosci progu 9, czesé Algorytmu 9.1 odpowiedzialna za prze-
ciwdziatanie przedwczesnej zbieznosci jest bardzo rzadko wykorzystywana.

Préog § powinien miesci¢ sie w przedziale [0,1/7], gdzie T jest czasem ruchu dla ele-
mentarnego planowania. Efektywna wartos¢ progu ¢ jest zalezna od modelu.

W przypadku gdy Algorytm 9.1 skutecznie przeciwdziata przedwezesnej zbieznosci tra-
jektorie wynikowe sg gladsze, a obszernos¢ ruchu mniejsza.

Podstawowa metoda Lie-algebraiczna (Algorytm 9.1 przy § = 0) wybiera podcele inter-
polujac liniowo punkty migdzy qo i g¢. Dla Zadania 1 oznacza to zachowanie orientacji
(0 = 0) dla kazdego podcelu i ruch wzdtuz najbardziej kosztownego pola (g1, g2].
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a) A=1,6=0 Db)A=1,6§=09 ) A=056=0 d) A=056=0.95

10 | { 10} { 10} { 10}
8 | | 8 | 8 {8}
6| | 6} | 6} | 6}
y y y y
4 {4 | 4 | 4
2t {2 {2 {2
0 | of | of [ of

20 x2 2 0 x2 20 x2 2 0 x2

10 | { 10} { 10}
8 | | 8 | 8
6 | | 6} | 6
y y y
4| {4 {4
2 | {2 {2
0 | of | of

20 x2 20 x2 -2 0 x2 2 0 x2

Rysunek 9.1 Sciezki jednokotowca wygenerowane Algorytmem 9.1. Zadanie 1 z réznymi
warto$ciami parametréow 6 i A. Gorne rysunki — $ciezka planowana z oznaczona orientacja,
dolne — $ciezka rzeczywista.
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a) 0 =0 b) § = 0.95

8 8 ‘
6 | 1 6 | 1
4 r 1 4 rF .
y y
2 F : 2 F :
0 1 0 1

0 2 X 4 6 8 0 2 X 4 6 8
8 8
6 | 1 6 | 1
4 r 1 4 1
y y
2 F : 2 F :
(O 1 0 1

0 2 X 4 6 8

e}

2 X 4 6 8

Rysunek 9.2 Sciezki jednokolowca uzyskane Algorytmem 9.1. Zadanie 2, A = 1 oraz kilka
wartosci parametréow 6. Gérne rysunki — $ciezka planowana z oznaczona orientacja, dolne
— Sciezka rzeczywista.
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Rysunek 9.3 Sterowania dla jednokotowca uzyskane z Algorytmu 9.1 dla Zadania 1, A =1

i réznych wartosci parametrow 9.






Rozdzial 10

Suboptymalnos¢ planowania -
algorytm Newtona

W poprzednich rozdziatach przedstawiono, miedzy innymi, badania wptywu wybra-
nych parametréw metody Lie-algebraicznej planowania ruchu wykorzystujacej formute
gCBHD na ksztalt trajektorii wynikowej w przestrzeniach konfiguracyjnej oraz zadanio-
wej. Wykorzystywana procedura polega na utworzeniu za pomocg formuty gCBHD nieli-
niowego réwnania macierzowego (2.56) (strona 29, gdzie macierz Fyx (qo) jest réwna F2 (go)
badz F%(qo), w zaleznosci od planowania w przestrzeni konfiguracyjnej czy zadaniowej,
odpowiednio.

W celu rozwiazania réwnania (2.56) najczesciej (poza rozdz. 4 i 7) stosowano algo-
rytm Newtona, lub jego wersje z optymalizacja w przestrzeni zerowe]j (podrozdzial 1.4,
zobacz tez str. 54). Przemieszczenie uktadu nieholonomicznego 2(t,qo, u(p)) jest funkcja
nieliniowa, ponadto z przyczyn obliczeniowych jako z(t,qo, u(p)) traktuje sie prawa strone
wzoru (2.56). Z tych powodéw réwnanie

(97 — q0) = Fi-(g0) a(u(p)) =0 (10.1)

ma wiecej niz jedno rozwigzanie ze wzgledu na p. Trajektorie uzyskane po zastosowaniu
sterowan u(p) dla wielu rozwiazan réwnania (10.1) réznia sie oczywiscie ksztalttem. Waz-
niejsza réznica miedzy rozwiazaniami (10.1) jest jednak wpltyw na wynikowa trajektorie
pél wektorowych wyzszych stopni, nie uwzglednionych w F«(qo). Jesli wpltyw ten jest
duzy, to rzeczywisty punkt koncowy ¢} moze znaczaco odbiegac¢ od docelowego g;.

W niniejszym rozdziale zbadano skale réznic miedzy trajektoriami powstatymi z roz-
wiazan réwnania (10.1). Przeanalizowano takze mozliwosci ich wykorzystania do otrzyma-
nia suboptymalnych trajektorii wedtug kilku funkcji kryterialnych. Badania przeprowa-
dzono symulacyjnie dla modelu jednokotowca A.1 oraz samochodu kinematycznego A.2,
planujac zaré6wno w przestrzeni konfiguracyjnej jak i zadaniowej. Przeprowadzono pla-
nowania z punktu poczatkowego zy = 0, go = 0, do réznych punktéw docelowych z.
Uzasadnienie koniecznosci przyjecia konfiguracji poczatkowej gy mozna znalezé na stro-
nie 75.

Jako funkcje wyjscia k(q) zastosowano podzbiory wlasciwe wspolrzednych wektora
konfiguracji q, wybierajac wspotrzedne wazniejsze z punktu widzenia planowania ruchu,
jak rowniez funkcje identycznosciowsa odpowiadajaca planowaniu w przestrzeni konfigu-
racyjnej. Dla jednokotowca funkcjami wyjscia byty:

o z = (q1,q)" — wspohrzedne polozenia (z, )7,

o z = (q1,q,q3)" — funkcja identycznodciowa.
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Natomaist dla samochodu kinematycznego:

e z = (q1,q)" — wspohrzedne polozenia (z,y)7,

o T = (q1,q,q3)" — wspdlrzedne polozenia i orientacja tylnej osi (z,y, 0)7,

o = (q1,q2,q3,q)" — funkcja identycznosciowa.

Dla wszystkich funkcji wyjscia zastosowano minimalng macierz F«, i* = 2 oraz i* = 3
dla jednokotowca i samochodu kinematycznego odpowiednio (zobacz przyktady 6 i 7).

Za punkty docelowe x; dla poszczegélnych zadan, w zaleznosci od wymiarowosci prze-
trzeni zadaniowej, wybrano

z;=(0,8), z;=(0,6,0), z;=10,600), 6€c{0.0501,02051},  (10.2)

gdyz ruch w kierunku pola wektorowego (tozsamego w punkcie go = 0 do kierunku ¢s)
0 najwyzszym stopniu jest najtrudniejszy. Kazde zadanie rozwigzywano dla trzech para-
metryzacji sterowan

U = ﬁ(pm + p172\/§sin(27rt) + p1,3\/§COS(27Tt))7

(10.3)
Uy = J=(p21 + P22V28in(27t) + pa3v/2 cos(27t)),
L (pi + prov2sin(2nt)) L (g1 + poav/Z cos(2nt)) (10.4)
U = —= sin(27t)), U = — cos(27t)), .
1 \/T P11 T P12 2 \/T P21 T P23
1 1 .
U = ﬁ(pl’l + pr3V2cos(2nt)),  up = ﬁ(m’l + paoV/2sin(2nt)). (10.5)
Jako kryteria optymalizacyjne przyjeto:
1. calkowita energie sterowan (zobacz (5.6)),
2. dtugosé Sciezki biorac pod uwage wspétrzedne pozycyjne (z,y),
3. odlegtosé pomiedzy punktem docelowym a rzeczywistym punktem koncowym
|y — % || . (10.6)

Rozwiazania réwnania (10.1) otrzymano z zastosowaniem algorytmu Newtona (dalej ozna-
czanego AN) oraz algorytmu Newtona z optymalizacja energii w przestrzeni zerowej
(ANOPZ) dla wybranych wartosci wektora parametréw poczatkowych pgy. Zbiér Py skta-
dal si¢ ze 100 wektoréw parametréw py ;, z losowa wartoscia kazdej wspotrzednej, wedtug
rozktadu jednostajnego na przedziale [—1, 1]. Lokalnosé algorytmu Newtona umozliwia
znalezienia roznych rozwigzan w zaleznosci od przyjetej wartosci py.

W tabelach 10.1, 10.2 zebrano dane okreslajace obliczeniowa jakos¢ otrzymanych roz-
wigzan, a wykorzystane skroty oznaczaja:

n.d. — najlepsza dokladno$¢, minimalna wartosé¢ (10.6),
d. — dokladnosé, procent $ciezek wystarczajaco doktadnych,

n. — procent zadan dla ktérych algorytm Newtona nie podal rozwigzania z powodu pro-
bleméw numerycznych z odwracaniem macierzy zle uwarunkowanych,

c.o0. — Sredni czas rozwiazania zadania, zawierajacy: symboliczne generowanie bazy Ph. Hal-
la, okreslanie z(t, qo,u(p)) i Jakobianu oraz numeryczne wyliczanie trajektorii wyniko-
wej.
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Sciezka jest uznawana za wystarczajaco doktadng, gdy jej punkt koncowy x} jest odpo-
wiednio bliski punktowi docelowemu x ¢, wedtug wzoru

lzy—aFl[<nlz;—20l], (10.7)

gdzie &y = k(qo), a n to wspdtczynnik doktadnosci. Wyniki zawarte w tab. 10.1 i 10.2
odpowiadaja wspotczynnikowi n = 0.3.

Symulacje przeprowadzono wykorzystujac autorskie oprogramowanie napisane w pa-
kiecie Mathematica, wersja 11.3. Czasy zamieszczone w tab. 10.1 1 10.2 zostaly osiagniete
na komputerze osobistym, z procesorem Intel Core i5-8400, 2.80 GHz x 6 i pamiecig 24
GB RAM.

W tab. 10.3 i 10.4 zebrano statystyczne podsumowanie wynikéw zadan. Znajduja
sie tam przedzialy dtugosci Sciezki oraz energii sterowan dla tych sSciezek wynikowych,
ktére spelnity warunek doktadnosci (10.2) dla n = 0.3. Jedli zadna ze Sciezek nie spelnita
warunku dla n = 0.3, to w pole tabeli wpisany jest myslnik lub caty wiersz zostal usuniety
(w przypadku gdy obie wersje algorytmu Newtona nie zwrécity odpowiednich wynikéw).

Rys. 10.1 i 10.2 przedstawiaja szes¢ charakterystycznych $ciezek (maksymalne i mi-
nimalne wartosci dtugosci $ciezki i energii sterowan, najdoktadniejsze $ciezki z obu algo-
rytméw Newtona) dla szeSciu zadan, po trzy na model. W przypadku samochodu kine-
matycznego i funkcji k(q) = (q1, q2, q3)* przedstawiono rzuty $ciezki na plaszczyzne zy.
Punkt docelowy s na rysunkach zostal zaznaczony gwiazdka. W tab. 10.5 przedstawiono
dane identyfikacyjne przedstawionych zadan.

Na podstawie wynikéw symulacji mozna sformutowac nastepujace wnioski:

e Dlugos¢ Sciezki i energia sterowan silnie zaleza od wektora parametréw poczatko-
wych po. Zatem istnieje potencjat optymalizacyjny poprzez réwnolegty start algorytmu
Newtona z wielu punktéw poczatkowych i wybranie najlepszej (wedtug danych kryte-
riéw) trajektorii wynikowej.

e W wielu przypadkach AN generowatl lepsze rezultaty, takze pod wzgledem energetycz-
nym, niz ANOPZ optymalizujacy energie. Jednoczesnie wariancja wynikow ANOPZ
jest zdecydowanie mniejsza, przy podobnych wartosciach minimalnych dtugosci i ener-
gii, w poréwnaniu do AN. Wydaje sie, ze AN latwiej penetruje przestrzen poszukiwan,
natomiast ANOPZ trzyma si¢ dobrych rozwigzan, niekoniecznie znajdujac najlepsze.

e Trajektorie powstate za pomoca ANOPZ maja tendencje do grupowania si¢ w klastry,
zawierajace podobne trajektorie. Tej wlasciwosci nie zaobserwowano dla AN.

e Procent nieudanych obliczen z powodéw numerycznych jest duzo wyzszy dla krétszych
parametryzacji. Co ciekawe, dla niektorych zadan obie czteroelementowe parametryza-
cje ((10.4), (10.5)) maja znaczaco rézny procent nieudanych obliczen.

e Czas obliczen ANOPZ nie jest znaczaco wyzszy niz dla AN.

e Dla jednokotowca i wyjsciowej funkeji identycznosciowej zdecydowana wiekszos¢ Sciezek
byta wystarczajaco doktadna. Jest to spowodowane faktem, ze uktad jest mato skom-
plikowany, a potencjalnych rozwigzan jest niewiele. Dla funkcji wyjscia mniej wymia-
rowej liczba rozwigzan drastycznie ro$nie, maleje wiec odsetek Sciezek wystarczajaco
doktadnych. Niskowymiarowa funkcja wyjscia jest tez mniej restrykcyjna, wiec Sciezki
dostatecznie doktadne sg krotsze i mniej kosztowne energetycznie.

e Trudnos¢ zadania rosnie wraz ze wzrostem wymiarowosci funkcji wyjscia oraz wektora
parametrow. Potrzebny jest wiec kompromis pomiedzy zlozonoscia obliczeniowa, a ja-
koscia otrzymanej $ciezki. Nie dotyczy to funkeji identycznosciowej (majacej najwieksza
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Tabela 10.1 Doktadnosé, % nieudanych obliczen i czas obliczen dla jednokotowca.

Zadanie AN ANOPZ
d. c.o. d. | n. | co.
ka) | w8 nd | e s )| 9] s

0.05 | 0.000 | 100 1.6 | 0.001 | 100 | O | 1.6

0.1 | 0.000 | 99 0.8 10.001 | 100 | 0 | 0.9
(10.3) | 0.2 | 0.001 | 97 0.8 10.002 100 0 | 08
0.5 | 0.010 | 51 0810011 67 | 0 |08

1 10.037 | 39 0.8 10046 | 33 | 0 | 08

0.05 | 0.000 | 100 0.4 |0.000 | 100 | 0 | 0.5

0.1 | 0.000 | 100 0.4 10001 100 0 |04

id. | (10.4) | 0.2 | 0.000 | 100 0.4 10002100 0 |04
0.5 | 0.006 | 100 0.4 ]0010 100 0 |04

1 ]0.027 | 100 0.3 10040 | 100 | O | 04

0.05 | 0.004 | 99 0.4 10005100 0 | 0.5

0.1 | 0.008 | 98 0.4 10017 100 0 |04
(10.5) | 0.2 | 0.034 | 78 0.3 10.049 | 100 | 0 | 0.4
05 [0.158 | 0 0.3 10195 | 0 0 |03

1 10459 | 0 0.3 ]0546 | 0O 0 |03

0.05 | 0.001 | 73 0.7 |1 0.006 | 100 | O | 0.7

0.1 | 0.001 | 65 0.7 10000 99 | 1 |08
(10.3) | 0.2 | 0.002 | 53 0.7 10012 | 2 0 |07
0.5 [ 0.017 | 23 0.7 10206 | 0O 1 107

1 10.068 | 15 0.7 10424 | 0 1107

0.05 | 0.000 | 58

0.1 | 0.001 | 50
<Q1> (10.4) | 0.2 | 0.003 | 37

0.3 10.004 | 8 | 19 | 0.5
0310023 | 73 | 27 | 0.5

0.3 10068 0 21 | 1.1
q2

0.5 [0.103 | 5 03]0266| 0 | 18 | 0.3
1 10437 0 0310734 0 0.3
0.05 | 0.000 | 68 0.3 | 0.005 | 100 0.3

0.1 | 0.001 | 46
(10.5) | 0.2 | 0.007 | 47
0.5 | 0.016 | 42

1 |0.056 | 21

0.3 | 0.049 | 100 0.3
0.3 10195 | 0 0.3
0.3 10546 | 0 0.3

9
0
0.3 10017100 0 | 0.3
0
0
0
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Tabela 10.2 Dokladnos$é, % nieudanych obliczen i czas obliczen dla samochodu kinema-
tycznego.

Zadanie AN ANOPZ
d. n. C.0. d. n. C.0.
k) | w0 nd e e | | MY g | | W
0.05 | 0.003 5 14 | 35.0 | 0.003 5 3 35.5
0.1 | 0.015 2 14 | 34.3 | 0.010 8 5 34.8
(10.3) 0.2 | 0.040 1 12 | 34.6 | 0.025 4 2 35.2
0.5 | 0.047 3 15 | 37.9 ] 0.019 9 3 38.8
1 0.182 2 14 | 33.8 | 0.018 3 13 | 34.7
0.05 1 0.001 | 11 1 10.5 | 0.001 | 15 5 10.8
0.1 | 0.001 3 9 9.4 | 0.001 | 18 16 | 10.0
id. | (104)] 02 |0244| 0 | 6 | 92 [0000] 5 | 25 | 9.4
0.5 | 0.507 0 16 9.3 | 0.003 4 34 9.6
1 0.939 0 30 9.2 10.019 6 44 9.7
0.05 | 0.001 | 56 44 1 12.2 1 0.001 | 56 44 | 13.1
0.1 | 0.001 | 48 52 | 13.3 | 0.001 | 49 51 | 144
(10.5) 0.2 | 0.001 1 99 | 13.6 | 0.000 | 54 | 46 | 15.0
0.5 — 0 100 | — | 0.001 | 56 | 44 | 16.0
1 — 0 100 | — | 0.008 | 41 59 | 15.9
0.05 | 0.003 9 4 36.8 | 0.006 1 1 36.8
0.1 | 0.003 5 6 33.8 1 0.018 1 1 33.8
(10.3) 0.2 | 0.007 4 1 33.9 | 0.051 1 0 34.0
0.5 | 0.127 2 1 33.1 1 0.172 0 1 33.1
1 0.328 0 1 35.3 | 0.381 0 0 35.3
0.05 | 0.003 2 27 9.0 | 0.042 0 0 9.2
0.1 | 0.037 0 15 8.3 | 0.083 0 1 8.4
<Q1> (104) | 0.2 [0.095| 0 | 23 | 81 [0164| 0 | 0 | 85
e 0.5 | 0.360 0 6 8.3 | 0.406 0 0 8.5
1 0.783 0 4 8.0 | 0.809 0 0 8.1
0.05 | 0.010 3 11 | 10.7 | 0.005 | 67 1 12.7
0.1 | 0.028 2 6 10.6 | 0.017 | 51 18 | 10.8
(10.5) 0.2 | 0.052 3 9 10.7 | 0.037 | 37 6 10.7
0.5 | 0.105 2 4 10.7 | 0.207 0 14 | 10.8
1 0.553 0 7 10.6 | 0.539 0 8 10.7
0.05 | 0.002 | 66 3 40.9 | 0.006 | 93 0 41.0
0.1 | 0.005 | 61 0 42.9 | 0.018 | 95 0 42.9
(10.3) | 0.2 | 0.014 | 32 | 4 |40.9|0.052|69 | 0 |41.0
0.5 | 0.074 ] 16 1 39.7 1 0.174 0 0 39.8
1 0.287 1 0 40.4 | 0.384 0 1 40.6
0.05 | 0.007 | 25 0 14.1 | 0.007 | 27 0 14.2
Q1 0.1 10.023| 14 0 13.6 | 0.024 | 24 0 13.7
q2 (10.4) 0.2 1 0.072 0 0 13.6 | 0.074 0 0 13.7
qs 0.5 | 0.303 0 0 13.3 | 0.304 0 0 13.4
1 0.788 0 1 13.2 | 0.815 0 0 13.3
0.05 | 0.006 | 43 1 15.9 | 0.006 | 66 0 16.5
0.1 | 0.018 | 10 0 16.4 | 0.019 | 65 0 16.6
(10.5) 0.2 | 0.070 0 0 15.5 | 0.056 | 58 2 15.6
0.5 | 0.228 0 0 15.8 | 0.208 0 2 15.9
1 0.555 0 0 15.9 | 0.540 0 1 16.0
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Tabela 10.3 Dtugosci $ciezki i energie sterowan dla jednokotoweca.

Zadanie AN ANOPZ
k(q) u o dtugosé energia dtugosé energia
0.05] 0.62+2.61 [0.23=1.27] 0.62=0.65 |0.47=0.51
0.1 | 1.26+316 | 040+125| 1.24+1.26 | 0.71+0.71
(10.3) | 0.2 | 251 +3.89 |0.76+1.63| 250251 |1.01=1.01
05 | 629=764 |135=215| 627=6.28 | 1.59=1.60
1 | 12.58 +14.02 | 2.05+2.75 | 12.55 = 12.55 | 2.26 =+ 2.26
0.05| 0.62+=1.78 [0.28=1.18] 0.62=0.63 | 0.50 = 0.52
id. 0.1 | 1.25+313 |033+126| 1.25+1.28 | 0.71+0.77
(10.4) | 0.2 | 251 =340 |0.73+152| 250251 |1.01+1.01
05 | 628+698 |1.28+202| 627=6.28 | 1.59=1.60
1 | 1257 =13.56 | 1.85=2.71 | 12.55 = 12.56 | 2.26 = 2.26
0.05| 0.62+=1.83 [0.21+=0.91] 0.62=0.63 | 0.50=0.52
(10.5) | 0.1 | 1.25+291 |043+=1.50| 1.24+1.26 |0.71=0.71
0.2 | 251 =327 [0.84=147] 250=251 |1.01=1.01
0.05| 0.46+-2.68 [0.25=1.02| 0.36=0.52 |0.37+0.48
0.1 | 0.78+311 |036=1.13| 0.72=1.21 | 0.51=0.70
(10.3) | 0.2 | 1.51+4.54 | 0.60+1.35| 2.34+251 |0.97=1.01
0.5 | 4.07=722 |1.18=1.61 —
1 | 9.72+13.88 | 1.74 +2.59 —
0.05| 0.37=1.86 |0.22+=0.81| 0.36=0.55 | 0.36+0.39
<q1> (10.4) 0.1 | 0.73+229 [0.33=090| 0.72=0.73 | 0.54 = 0.56
0 0.2 | 1.47+284 |0.60=1.01 —
0.5 | 4.46+=498 | 1.17=1.30 —
0.05] 0.64+-1.94 [0.24+-0.92] 0.62+-0.63 |0.48+=0.54
0.1 | 1.27+248 |044+136| 1.24+1.26 | 0.71+0.71
(10.5) | 0.2 | 2.52+=3.71 |0.68+=1.42| 250251 | 1.01=1.01
0.5 | 634=777 | 1.25+2.10 —
1 |12.83=14.10 | 1.91 = 2.70 —




103

Tabela 10.4 Dtugosci $ciezki i energie sterowan dla samochodu kinematycznego.

Zadanie AN ANOPZ
k(q) u ) dtugosé energia dlugosé energia
0.05 | 12680 + 25975 101 = 145 5272 + 5399 65 + 66

0.1 55673 -+ 64650 212 + 228 9680 =+ 10490 88 +92
(10.3) | 0.2 45661 = 45661 192 + 192 16746 + 19689 116 + 126
0.5 44259 + 48472 189 =198 41128 = 47303 182 195
1 84710 + 121164 | 262 = 313 82402 + 89131 258 + 268
0.05 | 21088 = 26763 130 = 147 4027 = 25032 57 =+ 142
0.1 78528 <+ 79206 252 + 253 8323 <+ 138741 82 + 335

id. | (10.4) | 0.2 — 21368 = 137355 | 131 =333
0.5 — 43093 = 208641 | 186 =411
1 — 81217 = 154550 | 256 = 353

0.05 | 21129 = 112349 | 130 + 301 3996 + 76883 26 =249
0.1 | 86171 <+ 154621 | 264 + 354 8156 <+ 101348 81 + 286
(10.5) | 0.2 | 307720 = 307720 | 499 + 499 17269 + 90884 118 + 271
0.5 — 54467 = 177643 | 210 = 379
1 — 106612 <+ 233862 | 293 =435

0.05 2.80 +7.83 0.84 +1.31 0.28 +5.28 1.40 = 1.40
(10.3) 0.1 4.56 +10.33 1.12 +1.68 9.00 +9.00 1.71+1.71

0.2 7.24 +17.87 1.57+1.73 15.87+15.87 | 211 +2.11
<q1> 0.5 37.16 = 38.56 2.44 =+ 2.55 —

(10.4) [ 0.05 | 2.38=243 | 0.99=1.08 -
0.05| 5.32=565 |110-1.35| 522=529 | 140+ 1.41
0.1 | 938+952 [1.37=141| 896=9.01 |170=+1.71
02 | 16.12+16.27 |1.95+1.98| 15891594 |2.11+221
0.5 | 35.80+36.05 |3.14=3.20 —

q2

(10.5)

0.05 | 5692096 |1.16=256| 524+680 | 1.40=1.73
01 | 918+41.72 | 1.31+=378| 896=10.79 |1.70 = 2.04
(10.3) | 0.2 | 16.93+45.36 | 1.67+3.39| 1583 +15838 |2.11+2.11
05 | 36.37+54.02 |222+281 -

4 1 70.44 = 70.44 | 2.91 = 2.91 —

42 0.4y | 005 [ 680+ 824 | 120-195| 676=-680 |172=1.73

a3 01| 107951118 | 174229 | 10.73+10.79 | 2.04 = 2.04
005 | 530:594 |1.00=1.44| 523=529 |1.40=1.40
(10.5) | 0.1 903937 |140=181| 896+901 |1.70=1.71
0.2 - 15.90 = 15.94 | 2.12 =212
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Zadanie 1
a) najkrotsza b) najdtuzsza c¢) najdoktadniejsza
0.5 0.5 0.5
y K y > y <
0 0 0
05 0 x 05 1 05 0 x 05 1 05 0 x 05 1

d) najmniejsza energia

e) najwieksza energia f) najdoktadniejsza

05 05 05
y y y >
0 0 0
05 0 x 05 1 05 0 x 05 1 05 0 x 05 1
Zadanie 2
a) najkrotsza b) najdtuzsza c¢) najdokladniejsza
05 0.5 / 05
y y y
0 — 0 0
-0.5 0 x 05 -0.5 0 x 05 -0.5 0 x 05

d) najmniejsza energia

e) najwieksza energia f) najdoktadniejsza

0.5 0.5 05
y y y
0 0 0~
05 0 x 05 05 0 x 05 05 0 x 05
Zadanie 3
a) najkrotsza b) najdtuzsza c¢) najdoktadniejsza
0.4 0.4 0.4
-
02 02 02
y > y y
0 0 0

-0.4 -0.2 0 x 02

d) najmniejsza energia

-0.4 -0.2 0 x 02 -0.4 -0.2 0 x 02

e) najwieksza energia f) najdoktadniejsza

0.4 0.4 0.4
0.2 0.2 0.2
y y y
0 0 0
-0.4 -0.2 0 x 02 -0.4 -0.2 0 x 02 -0.4 -0.2 0 x 02

Rysunek 10.1 Rzuty na ptaszczyzne xy Sciezek otrzymanych za pomoca algorytmu New-
tona (a-c) i algorytmu Newtona z optymalizacja w przestrzeni zerowej (d-f) dla jednoko-

towca.
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Zadanie 4
a) najkrotsza b) najdtuzsza ¢) najdoktadniejsza
0.1
0 \ 0 \
V| — y y
—
20 20
0
02 01 x 0 01 0 x 40 80 120 0 x 40 80 120
d) najmniejsza energia  e) najwieksza energia f) najdoktadniejsza
0.1
0 8
y y /_3 4
- 20 Y
0 0
0 x 0l 20 x 0 0 x 20 40
Zadanie 5
a) najkrotsza b) najdtuzsza ¢) najdoktadniejsza
0.1 0.1 0.1
0.05 0.05 0.05
y y
0 0 0 =
-0.5 0 x 05 -0.5 0 x 05 -0.5 0 x 05
d) najmniejsza energia e) najwieksza energia f) najdoktadniejsza
0.1 0.1 / 0.1 /
0.05 0.05 0.05
y y y
0 0 0
-0.5 0 x 05 -0.5 0 x 05 -0.5 0 x 05
Zadanie 6
a) najkrotsza b) najdtuzsza c¢) najdokladniejsza
0.1 0.1 0.1
y y y
0 0 0

0.1 0.1 / 0.1 \
0.2 0.2 0.2

-0.3 -0.3 -0.3
-1 0 X 1 -1 0 X 1 -1 0 X 1
d) najmniejsza energia  e) najwieksza energia f) najdoktadniejsza
0.1 0.1 0.1
y y y
0 0 0
-0.1 \ -0.1 -0.1 /
-0.2 \ -0.2 02|
-0.3 -0.3 -0.3
-1 0 X 1 -1 0 X 1 -1 0 X 1

Rysunek 10.2 Rzuty na ptaszczyzne zy Sciezek otrzymanych za pomoca algorytmu Newto-

na (a-c) i algorytmu Newtona z optymalizacja w przestrzeni zerowej (d-f) dla samochodu
kinematycznego.
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Tabela 10.5 Dane okreslajace poszczegolne zadania.

Nr zadania model k(q) u J
1 jednokotowiec identycznosé | (10.3) | 0.5
2 jednokotowiec (q1,q2)" (10.3) | 0.5
3 jednokotowiec (q1,q2)" (10.5) | 0.2
4 samochdd kinematyczny | identycznos$é | (10.3) | 0.1
5 samoch6d kinematyczny (q1,q2)7 (10.3) | 0.05
6 samochdd kinematyczny | (q1,qo,q3)? | (10.4) | 0.1

wymiarowos¢), jako ze w tym przypadku czesé zwiazana z przeniesieniem zadania do
przestrzeni zadaniowej jest pomijana.

e Wyniki otrzymane dla samochodu kinematycznego sa szczegoélnie interesujace, zwtasz-
cza dla funkcji identycznosciowej. Spetnienie warunku ¢, = 0 wymaga bardzo obszer-
nego manewru i jest wyjatkowo skomplikowane dla krotkich parametryzacji. Z tego
powodu na rys. 10.2 odnoszacego sie do Zadania 4 skalowanie osi z i y jest zmienne.
Warto jednak zaznaczy¢, ze mimo tak obszernych ruchéw dla przypadkéw b),c),e),f)
rzeczywisty punkt koncowy « znajduje si¢ bardzo blisko punktu docelowego ;.

e Moze sie wydawaé dziwne, ze dla Zadania 6, rys. 10.2, rzut Sciezki o najwigkszej energii
sterowan na ptaszczyzne xy jest bardzo krétki. W tym przypadku gtéwna czesé zuzytej
energii przypada na zmiang orientacji robota (sterowanie wus). Sterowanie to byto wy-
jatkowo duze, co przy matym sterowaniu postepowym u; dato duza energie sterowan
i niewielki ruch na ptaszczyznie xy.



Rozdzial 11

Planowanie ruchu w przestrzeni
zadaniowe]

Zaleta planowania w przestrzeni zadaniowej miast konfiguracyjnej jest zmniejszenie
liczby ograniczen jakie powinna spelia¢ wynikowa trajektoria. Zatem zaréwno czas obli-
czen, jak i wladciwosei trajektorii (np. dlugosé Sciezki, obszernosé ruchu czy energia ste-
rowan) moga ulec poprawie. W praktycznych zastosowaniach czesto nie wszystkie wspot-
rzedne wektora konfiguracji maja znaczenie podczas planowania ruchu, co uzasadnia ogra-
niczenie przestrzeni zadaniowej do jedynie istotnych wspotrzednych. Jednym z przykta-
dowych zastosowan jest ruch kotowych robotéw mobilnych na ptaszczyznie w srodowisku
kolizyjnym, gdzie przeszkody X, sa opisywane jako obszary zabronione w przestrze-
ni zadaniowej X = R2. Zadanie zalezienia $éciezki pomiedzy punktami poczatkowym
i koncowym z; nalezacymi do X w $rodowisku kolizyjnym rozwigzuje wiele algorytmoéow
planowania geometrycznego opisanych w podrozdziale 2.3, ktore jednak nie uwzglednie-
niaja ograniczen ruchowych robota. Niektére algorytmy planowania geometrycznego (dia-
gram Woronoja czy graf widocznosci) wymaga ograniczonej przestrzeni zadaniowej, ktéra
nazwano sceng i oznaczono jako Xg.

Lie-algebraiczng metode planowania ruchu trudno zmodyfikowaé tak, aby uwzglednia-
ta bezposrednio potozenie przeszkéd. Jednak dzigki wlasno$ci STLC mozna kontrolowaé
praktycznie w dowolny sposéb (by¢ moze skutkujacy wieloscia elementarnych planowan)
objeto$¢ manewru podczas pojedynczego planowania. Zatem mozna zastapi¢ planowanie
w srodowisku kolizyjnym zadaniem wyznaczenia ruchu do kolejnych punktéw posrednich
Sciezki uzyskanych uprzednio z planera geometrycznego. W niniejszym rozdziale przed-
stawiono algorytm implementujacy te wlasnie idee, ktorego poszczegdlne kroki zebrano
w Algorytmie 11.1.

Uwagi do Algorytmu 11.1:

e Celem Algorytmu 11.1 jest przeksztalcenie Sciezki uzyskanej z planowania geometrycz-
nego w trajektorie minimalizujaca trudnos$é (i obszernosé) ruchu uktadu nieholonomicz-
nego dzieki generacji, dla kolejno wybranych punktéw posrednich Sciezki geometrycznej
w X, najtatwiejszych do osiggniecia konfiguracji w Q.

e Wplyw wektora poczatkowego py na wynik pojedynczego planowania opisano w roz-
dziale 10, a zasady jego doboru okresla projektant algorytmu.

e Funkcja wyboru konfiguracji f(Q*, @prv, Tacts Tnat) uwzglednia dwie sktadowe:
1. oceng trudnosci konfiguracji g, (zobacz Algorytm 8.1), w perspektywie punktu star-
towego planowania g. oraz nastepnego punktu sciezki Z,ef 1,
2. odlegtosci migdzy k(q;) a Ty
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Algorytm 11.1 Lie-algebraicznego planowania ruchu w $rodowisku kolizyjnym.

Dane wejsSciowe: Bezdryfowy uktad nieholonomiczny (2.1) z funkcja wyjscia k(q), kon-
figuracja poczatkowa g, € R" oraz punkt docelowy z;, scena Xg C X, przeszkody Xpst,
maksymalny zakres pojedynczego planowania A, czas pojedynczego ruchu 7', liczba pla-
nowan na krok N, funkcja f(Q*, @prv, Tact, Tnat) Wybierajaca najlepsza konfiguracje jako
kolejny podcel. Argumentami funkcji sa: Q* - zbiér konfiguracji do wyboru, g, - konfigu-
racja poczatkowa aktualnego planowania, cel Z,. /2, aktualnego/kolejnego planowania.

Krok 1. Obliczy¢ punkt poczatkowy xo < k(go) i wyznaczy¢ bazowa Sciezke referencyjna
Xprep planerem geometrycznym dla okreslonej sceny Xg, przeszkod Xgps: oraz punktow
poczatkowego x i docelowego x¢.

Krok 2. Uzyska¢ $ciezke referencyjna X,cr = (Tref1 = Zo, Tref2,- - - Trefp = Ef) dyskre-
tyzujac bazows Sciezke referencyjng Xp,.r i przyjmujac maksymalng odlegtos¢ pomiedzy
jej punktami jako A.

Krok 3. Zainicjowaé¢ pusta trajektorie wynikowa, z czasem poczatkowym t* « 0. Za
aktualng konfiguracje q. przyja¢ konfiguracje poczatkowa q. < qq. Ustawic¢ licznik i « 2.
Krok 4. Jesli ¢ > k zakonczy¢ algorytm i zwréci¢ trajektorie wynikowa. W przeciwnym
przypadku wykona¢ Krok 5.

Krok 5. Przeprowadzi¢ N, pojedynczych planowan ruchu metodg bazujaca na gCBHD,
z konfiguracji g¢. do punktu z,.s,;, w czasie T', stosujac algorytm Newtona. Kazde z pla-
nowan przeprowadzi¢ dla innego (losowego) wektora poczatkowego poj, j € {1,..., N},
ktérego wynikiem jest sterowanie u;(-) dla kolejnych j = {1,..., N,}.

Krok 6. Kazde ze sterowan u;(-) zastosowa¢ dla uktadu (6.1) z konfiguracja poczatkowa
g. 1 uzyska¢ zaréwno rzeczywista konfiguracje koncowa g7 jak i trajektorig¢ miedzy q. i g;.
Krok 7. Ze zbioru konfiguracji koticowych w kroku i—tym Q* = {g} : j € {1,..., N} }
wybra¢ najlepsza za pomoca funkcji f(Q*, qc, Trefis Trefiv1) 1 Przyjac ja jako aktualng
konfiguracje q.. Doklei¢ trajektorie czesciowa odpowiadajaca q. do trajektorii wynikowej
na przedziale [t*, t* + T]. Przyja¢ czas poczatkowy nastepnej trajektorii czesciowej t* «—
t* +T. Zwiekszy¢ licznik ¢ «— ¢ + 1. Przejs¢ do Kroku 4.

W dalszej czesci rozdzialu zaproponowano postaci f(-).

e Dla planowan do punktu koiicowego x; sugeruje sie przyja¢ funkcje f(-) wybierajaca
najmniejsza odlegtod¢ miedzy k(q;) a x;.

Algorytm 11.1 przetestowano w dwoch srodowiskach charakteryzowanych przez:
1. waskie przejscie pomiedzy dwoma przeszkodami,
2. zestaw trzech przeszkod tworzacych dwa waskie przejscia.

W obu $érodowiskach ograniczono przestrzen zadaniowa do X; = [0,10] x [0, 10] oraz
zastosowano trzy algorytmy planowania geometrycznego miedzy punktami zy = (1,0.5)7
iz, =(9.5,9)7:

e diagram Woronoja,
e graf widocznosci,
e metode pol potencjatow.

Srodowiska kolizyjne wraz z wynikami wymienionych algorytméw planowania geometrycz-
nego zobrazowano na rys. 11.1. Krok 2 Algorytmu 11.1 zaimplementowano nastepujaco:
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2. dyskretyzacja prostych pomiedzy charakterystycznymi punktami.

Symulacje przeprowadzono dla dwéch modeli kotowych robotéw mobilnych: jedno-
kotowca A.1 oraz samochodu kinematycznego A.2. W przypadku jednokotowca za kon-
figuracje poczatkowa przyjeto qo = (1,0.5,0)7, dla samochodu kinematycznego gy =
(1,0.5,0,0). Dla obu modeli przyjeto minimalng macierz F«, oraz przeprowadzono sy-
mulacje dla r6znych maksymalnych zakreséw pojedynczego planowania A = {0.2,0.5,1}.
Wszystkie symulacje zostaty przeprowadzone dla sterowan

up = ﬁ(m,l + praV/2sin(27t) + p1 3v/2 cos(2nt)),

(11.1)
Uy = = (P21 + P2.2V/28i(27t) + paav/2 cos(27t)),

z T = 1. Do rozwiazania réwnania (2.56) zastosowano algorytm Newtona. Liczbe wekto-
row parametréw poczatkowych poj, j € {1,...,N,}, Krok 5 Algorytmu 11.1, okreslono
na N, = 500. Wspoéhrzedne wektoréw py ; generowano losowo z rozktadem jednostajnym
na przedziale [—1, 1].

Przetestowano trzy warianty funkcji wyboru konfiguracji f(Q*, gprvs Tact; Tnat):

J1(Q%, @prv, Tact; Trgr) = min || k(Q;) — Taer ||, (11.2)
q;eQ*

czyli konfiguracja najblizsza punktowi docelowemu.

fZ(Q*7 qprvaxactyznxt) == ;Pégi(lie*(qprv; ld((I;)) : li€*<q;, xnxt))a (113)

czyli konfiguracja o najlepszych wtasciwosciach Lie-algebraicznych w kontekscie ruchu
z aktualnej konfiguracji q. do nastepnego punktu docelowego.

f3 (@*7 Qprv; Tact, xnzt) =

= max (1" (g, id(q7)) - lie" (] Tuor)), QT* = {g} € Q2] k@) — e 1< 0} (11
podobna do fy z zawezeniem do konfiguracji sposrdéd wszystkich konfiguracji bedacych
blizej konfiguracji docelowej niz ds.

Dla fs, f3 uzyto wersje lie*(q,, x,) zawierajaca sktadows contain. lie*(q,,id(q,)) ozna~
cza ze k(q) jest funkcja identyczno$ciowa, a przestrzen zadaniowa jest réwna konfigura-
cyjnej. W symulacjach parametr minimalnej doktadnosci d3 ze wzoru (11.4) byl zalezny
od dlugosci planowania wedtug zaleznosci

03 =0 - A, gdzie ¢ € {0.4,0.3,0.2,0.1,0.05}. (11.5)
W tabelach 11.1, 11.2 zebrano parametry trajektorii wynikowej i czasu dziatania Al-
gorytmu 11.1 dla wybranych modeli wykorzystujac nastepujace skroty:
dt. — dtugosé wynikowej Sciezki w przestrzeni zadaniowej X,
en. — energia sterowan generujacych trajektorie wynikowa,
c.0. — czas obliczen.

QT* = 0 oznacza, ze Algorytm 11.1 nie zakonczyl sie sukcesem, gdyz nie istniaty konfi-
guracje sposrod testowanych, ktérych obraz k(g}) byt dostatecznie blisko punktu docelo-
wego, wymagane przez funkcje wyboru konfiguracji f3, zob. wzér (11.4). Jesli natomiast
trajektoria wynikowa byta kolizyjna, zamiast parametrow trajektorii w pola tabel wpisano
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Tabela 11.1 Dlugo$é¢ Sciezki, energia sterowan oraz czas obliczen dla jednokotowca.

Srodowisko 1.

diagram Woronoja

graf widzialnosci

metoda pol pot.

Ao dt. en. [co.[s]| dl. | en. [co. [s] [ db en. | c.o. [s]
fi 64.46 | 142.2 | 32.8 kolizja 62.42 | 135.7 | 137.9
fo 51.72 | 100.3 | 45.8 | 4239 | 77.7 | 46.3 | 4587 | 90.7 | 271.6
fs | 0.4 | 5283 |104.8 | 57.3 |41.52| 764 | 272 |44.22 | 93.5 | 302.3
0.2 | fs| 0.3 | 55.78 | 118.9 | 69.0 | 41.92 | 84.7 | 27.9 | 4221 | 87.6 | 334.5
fs | 0.2 162621289 | 83.7 |47.67 | 87.8 | 31.3 |47.79 | 100.2 | 368.3
fs | 0.1 |59.60 | 124.0 | 100.4 | 50.33 | 99.9 | 35.6 |48.73 | 106.3 | 404.4
f310.05]59.54 | 1129 | 119.7 | 51.30 | 90.8 | 41.3 | 55.35 | 113.2 | 441.3
fi 39.64 | 126.6 | 12.8 kolizja 36.23 | 112.9 | 454
fo 26.07 | 56.0 13.2 | 20.27 | 41.1 | 1454 | 2548 | 53.7 | 82.2
fs | 0.4 ] 2597 | 55.3 14.8 | 22.10 | 42.4 | 151.5 | 28.20 | 60.8 | 87.5
0.5 | fs| 0.3 | 2548 | 53.9 14.5 | 19.76 | 37.1 | 156.5 | 27.11 | 61.6 | 92.3
fs | 0.2 ]30.05 | 66.3 14.8 | 24.11 | 55.3 | 162.6 | 26.08 | 59.6 | 97.5
fs | 0.1 | 31.16 | 78.9 15.8 | 24.58 | 54.9 | 167.5 | 27.21 | 66.5 | 102.6
fs | 0.05 QT* =10 QT* =10 QT* =10
fi 2747 | 110.5 | 18.3 kolizja kolizja
fo 18.78 | 45.5 | 30.7 | 16.45 | 37.3 9.8 kolizja
fs | 0.4 119.74 | 51.7 | 32.0 |15.95| 37.3 10.4 kolizja
1 fz | 0.3 12099 | 624 | 33.3 |15.10| 38.8 10.6 kolizja
fs | 0.2 12080 | 57.7 | 345 |18.03 | 53.8 11.0 kolizja
fs | 0.1 | 2381 | 83.9 | 355 QT* =0 kolizja
fs 1 0.05 QT* =10 QT* =10 QT* =10
Srodowisko 2.
A f 5 diagram Woronoja graf widzialno$ci metoda poél pot.
dt. en. [co.[s]| dl. | en. [co.[s]| dbl. | en. |c.o. s
fi 69.18 | 151.2 | 616.1 kolizja kolizja
fo 56.64 | 107.0 | 1254.8 | 41.20 | 77.1 74.8 | 4547 | 93.5 | 514.0
fs | 0.4 | 51.50 | 105.8 | 1340.1 | 42.79 | 74.1 88.0 | 43.73 | 89.9 | 555.5
0.2 | fs| 0.3 | 57.37 | 110.8 | 1422.5 | 41.34 | 81.4 | 101.3 | 47.13 | 96.0 | 597.1
fs | 0.2 ] 61.86 | 127.6 | 1512.2 | 43.75 | 83.4 | 116.2 | 46.03 | 96.4 | 654.1
fs | 0.1 | 65.10 | 138.4 | 1599.9 | 49.50 | 100.1 | 132.6 | 52.15 | 109.8 | 694.3
f310.05 ] 61.58 | 129.1 | 1688.4 | 48.50 | 92.8 | 149.8 | 49.51 | 106.5 | 730.6
fi 39.10 | 124.3 | 217.6 kolizja kolizja
fo 27.40 | 58.6 | 425.3 | 20.62 | 39.1 189 | 26.44 | 64.6 | 191.9
fs | 0.4 12375 | 51.9 | 438.1 | 20.53 | 45.1 20.6 |29.31 | 62.7 | 201.2
05 | fs| 0.3 | 2821 | 65.4 | 451.3 | 24.22 | 56.7 | 22.0 | 26.17 | 59.4 | 209.0
fs | 0.2 | 3134 | 72.1 | 463.7 | 23.89 | 464 | 23.6 | 2853 | 73.6 | 217.3
fs | 0.1 ]30.60 | 90.3 | 478.0 | 23.73 | 56.1 25.2 | 31.67 | 85.1 | 225.3
f3 1 0.05 QT* =10 QT* =10 QT* =10
fi 30.79 | 127.4 | 208.1 kolizja 28.27 | 97.8 | 1355
fo 19.88 | 58.9 | 401.4 |16.35 | 41.2 | 37.3 | 22.67 | 67.2 | 253.6
fs | 0.4 12080 | 59.4 | 407.7 | 16.10 | 41.1 38.7 12194 | 63.9 | 259.7
1 fs | 0.3 12200 63.7 | 412.6 | 16.26 | 42.0 | 39.6 | 22.41 | 64.5 | 265.5
fs | 0.2 12159 | 69.0 | 4173 | 17.08 | 45.3 | 40.6 | 21.72 | 66.1 | 274.9
fs| 0.1 |26.42 | 96.2 | 423.7 QT* =0 QT* =10
f3 1 0.05 QT* =10 QT* =10 QT* =10
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11.

Planowanie ruchu w przestrzeni zadaniowej

Tabela 11.2 Dlugosé Sciezki, energia sterowan oraz czas obliczen dla samochodu kinema-

tycznego.
Srodowisko 1.
A f 5 diagram Woronoja graf widzialnosci metoda pol pot.
dt. en. |co.[s]| dkL en. |co.[s]| dbL en. | c.o. [
fi 62.48 | 314.5 | 136.3 | 51.87 | 253.8 | 60.4 | 57.62 | 293.7 | 333.6
f2 68.38 | 235.5 | 257.2 | 63.27 | 189.4 | 98.4 | 63.94 | 200.8 | 661.7
fa| 04 | 76.83|208.0 | 2924 | 61.58 | 192.5 | 113.0 | 67.66 | 203.4 | 709.3
0.2 | f3| 0.3 | 76.70 | 2429 | 328.1 | 67.42 | 191.1 | 128.9 | 66.83 | 186.6 | 758.8
f3] 0.2 | 77.33 | 2129 | 366.8 | 62.16 | 192.2 | 145.6 | 67.40 | 201.1 | 811.2
f3] 0.1 QT* = QT* =10 QT* =10
f310.05 QT* = QT* =10 QT* =40
fi kolizja 29.53 | 150.6 | 20.5 | 32.61 | 277.2 | 133.1
fo 36.41 | 314.0 | 81.4 | 26.71 | 200.3 | 28.5 | 36.17 | 134.3 | 251.0
f3] 0.4 |34.20 | 187.0 | 86.3 | 27.07 | 189.5 | 30.2 | 34.58 | 156.8 | 259.8
05 | fs| 0.3 | 37.63 | 310.6 | 91.6 | 28.00 | 158.7 | 32.0 | 30.58 | 175.9 | 269.0
fs | 0.2 QT* =10 28.12 | 192.3 | 33.8 QT* =10
f3 ] 0.1 QT* =10 QT* =10 QT* =
f310.05 QT* =10 QT* =10 QT* =
fi kolizja kolizja kolizja
f2 29.32 | 239.3 | 90.3 kolizja kolizja
fa| 04 | 2463|1635 | 92.1 QT* = QT* =
1 | f3] 0.3 QT* = QT* = QT =10
fal 0.2 QT =0 QT* = QT =10
f3 ] 0.1 QT* = QT* = QT* =
f310.05 QT* = QT* = QT =
Srodowisko 2.
A f 5 diagram Woronoja graf widzialnosci metoda pol pot.
dt. en. |co.[s]| db. | en. [co.[s]| d. | en. |co.[s]
fi 64.13 | 360.4 | 44.6 kolizja kolizja
f2 82.96 | 236.1 | 53.4 | 60.22 | 187.5 | 2524 | 65.92 | 210.4 | 1023.9
f3 | 04 | 7893|2454 | 47.3 |61.02 | 162.8 | 277.9 | 69.08 | 206.3 | 1052.5
02 | f3| 0.3 | 78.10 | 246.3 | 49.8 | 61.46 | 171.9 | 304.1 | 68.25 | 191.5 | 1086.0
f3] 0.2 | 79.82 | 238.7 | 55.4 kolizja 65.07 | 200.8 | 1143.3
f3] 0.1 QT* = QT* = QT* =10
f310.05 QT* = QT* = QT* =0
fi 35.35 | 244.9 | 410.9 | 31.44 | 250.7 | 50.2 | 39.57 | 320.4 | 218.1
f2 39.29 | 236.1 | 802.9 | 28.69 | 203.4 | 87.4 | 37.16 | 214.0 | 423.1
fs | 0.4 QT* =10 kolizja 35.48 | 225.7 | 435.9
05 | fs] 0.3 QT =0 31.99 ‘ 236.4 ‘ 95.7 QT* =
fal 0.2 QT* =10 QT* =10 QT =0
f3] 0.1 QT* =10 QT* = QT =
f310.05 QT* =10 QT* = QT =
fi kolizja 22.44 | 193.7 | 45.0 kolizja
f2 26.25 | 203.7 | 14.5 | 1738 | 96.9 | 79.7 kolizja
fs| 0.4 2827|2881 | 153 | 19.17 | 188.8 | 8L.7 | 3167 | 229.4 | 399.7
1 | f3] 0.3 QT* = 17.80 | 182.4 | 83.3 QT* =
fs | 0.2 QT* =0 16.29 | 163.4 | 84.9 QT* =0
f3] 0.1 QT* = QT* =10 QT =
f310.05 QT* = QT* =10 QT =
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“kolizja”. Na rys. 11.2 przedstawiono $ciezki wygenerowane Algorytmem 11.1 (kolorem
czerwonym) oraz linie tamang taczaca kolejne punkty (kolorem niebieskim) k(q.) dla wy-
branych parametréw algorytmu.

Na podstawie wynikéw symulacji mozna wyciagnaé¢ wniosek, ze Algorytm 11.1 umozli-
wia zaplanowanie trajektorii w srodowisku kolizyjnym z uwzglednieniem ograniczen nieho-
lonomicznych. Pewnym zaskoczeniem moze by¢ fakt, ze dla dtuzszych zakresow planowa-
nia A trajektorie wynikowe uzyskiwaly lepsze parametry dlugosci sciezki, energii sterowan
oraz obszernosci ruchu. W wyniku planowania przy pomocy funkcji wyboru konfiguracji
fo uzyskiwano niekiedy trajektorie istotnie oddalona od otrzymanej z planera geome-
trycznego. Funkcja wyboru f3 umozliwia znalezienie odpowiedniego kompromisu miedzy
doktadnym osiaganiem punktéw referencyjnych z planera geometrycznego (jak w przy-
padku f;) ale dobrymi wtasnosciami Lie-algebraicznymi punktéw posrednich. Analizujac
wynikowe $ciezki mozna zauwazy¢, ze dla funkcji fo lub f3 zredukowana zostaje liczba pla-
nowan dajacych obszerne sciezki do tych punktow, gdzie $ciezka z planera geometrycznego
skreca gwaltownie.
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Podsumowanie

W dysertacji wzbogacono zastosowanie Lie-algebraicznej metody planowania ruchu
uktadow nieholonomicznych takze o uktady z funkcja wyjscia. Dotychczas w literaturze
przedmiotu metoda byta stosowana dla uktadéw nieholonomicznych opisanych jedynie
w przestrzeni konfiguracyjnej, wiec planowanie odbywalo sie w tej samej przestrzeni co
opis dynamiki uktadu. W pracy pokazano, ze zastosowanie Lie-algebraicznej metody pla-
nowania ruchu do planowania trajektorii w przestrzeni zadaniowej jest nie tylko mozliwe,
ale takze poszerza spektrum rozwiazywanych zadan o wiele praktycznych. Lie-algebraiczne
planowanie w przestrzeni zadaniowej poszerza takze mozliwosci optymalizacyjne metody
wzgledem planowania jedynie w przestrzeni konfiguracyjne;j.

Wyniki uzyskane w dysertacji odnosza si¢ do trzech obszaréw tematycznych zwiaza-
nych z planowaniem ruchu: formuty gCBHD wykorzystywanej w planowaniu ruchu metoda
Lie-algebraiczng, przeniesienia literaturowych obiektow i poje¢ zwigzanych z planowaniem
w przestrzeni konfiguracyjnej do przestrzeni zadaniowej oraz samym planowaniem w prze-
strzeni zadaniowej, bedacym praktycznym podsumowaniem i wykorzystaniem spostrzezen
zgromadzonych podczas realizacji badan w pierwszych dwoch obszarach.

W pierwszym obszarze zainteresowan zbadano wpltyw parametryzacji oraz parametrow
sterowan na ksztatt trajektorii planowanej za pomoca formuty gCBHD w przestrzeni kon-
figuracyjnej. Podczas analizy elementéw formuly gCBHD wyrazonej w formie kombinacji
liniowej pre-sterowan i elementéw bazy Ph. Halla najpierw zauwazono, a nastepnie udo-
wodniono zwiazek miedzy wspoétczynnikami liczbowymi pre-sterowan w niej wystepuja-
cych. Wynikiem praktycznym jest autorskie zaprojektowanie kombinatorycznego algoryt-
mu obliczajacego pre-sterowania wedtug formuty gCBHD, ktérego ztozonosé obliczeniowa
jest liniowa, poprawiajac istotnie algorytmy literaturowe o eksponencjalnej ztozonosé¢ ob-
liczeniowej.

Korzystajac istotnie z zasady analogii przeniesiono niezbedne do przeprowadzenia pla-
nowania ruchu pojecia i obiekty, literaturowo zdefiniowane dla przestrzeni konfiguracyj-
nej, do przestrzeni zadaniowej umozliwiajac zdefiniowanie zadania planowania dla ukta-
déw nieholonomicznych z funkcja wyjscia. Przeanalizowano réznice pomiedzy definicjami
w przestrzeni konfiguracyjnej i zadaniowej. Z powodu niejednoznacznosci funkcji odwrot-
nej dla surjektywnej funkcji wyjscia, stwierdzono, ze nie jest mozliwe planowanie w prze-
strzeni zadaniowej nie odwotujace sie explicite do pojec¢ z przestrzeni konfiguracyjnej. Za-
proponowano jednak dwa (silny i staby) teoretyczne sposoby uniezaleznienia niektérych
pojeé¢ z przestrzeni zadaniowej od jawnej zaleznosci od przestrzeni konfiguracyjnej. Po-
kazano réwniez, ze w przypadku planowania w przestrzeni zadaniowej (w odréznieniu od
konfiguracyjnej) moga wystepowaé osobliwosci, dla ktérych stwierdzenia zaproponowano
szersza niz dla manipulatoréw definicje. Wskazano takze potencjalne ich zrédta.

Gléwnym osiagnieciem rozprawy jest zaprojektowanie autorskiego algorytmu ocenia-
jacego jakos¢ konfiguracji z przestrzeni konfiguracyjnej pod katem ruchu w zadanym kie-
runku w przestrzeni zadaniowej. Algorytm nie jest ztozony obliczeniowo, a umozliwia
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ocene konfiguracji posrednich w przypadku trajektorii ztozonej z wynikéw wielu lokal-
nych planowan wykorzystujacych formute gCBHD. Uzycie takiej oceny pozwolito na au-
torskie opracowanie: algorytmu zapobiegajacego przedwczesnej zbieznosci w planowaniu
wieloetapowym oraz algorytmu planowania ruchu w przestrzeni zadaniowej w obecnosci
stacjonarnych przeszkod. Na etapie projektowania drugiego z algorytméw wykorzystano
wyniki badan wptywu wektora inicjujacego algorytm Newtona rozwigzujacego réwnanie
ruchu powstate na bazie formulty gCBHD. W obu opracowanych algorytmach zbadano
symulacyjnie wplyw parametrow algorytmu na planowang trajektorie. Oba algorytmy
porownano z podstawowymi wersjami metody Lie-algebraicznej zastosowanej dla uktadu
z funkcjg wyjscia.

Naturalnym kierunkiem dalszych badan nad planowaniem ruchu uktadéw nieholono-
micznych w przestrzeni zadaniowej metoda Lie-algebraiczng jest uwzglednienie dynamiki
uktadu, w celu uzyskania trajektorii najtatwiejszej do $ledzenia podczas sterowania. Po-
nadto juz na etapie planowania Sciezki holonomicznej, bedacej baza punktéw posrednich
dla planowania w przestrzeni zadaniowej, celowym wydaje sie uwzglednienie nieholono-
micznosci uktadu.



Dodatek A

Modele ukladéw nieholonomicznych

A.1 Jednokolowiec

Jednokolowiec (monocykl) jest jednym z najprostszych uktadéw nieholonomicznych.
Na rys. A.la przedstawiono definicje jego wspotrzednych: ¢, g2 oznaczaja, odpowied-
nio, potozenie wzdtuz osi x i y, globalnego uktadu wspotrzednych, natomiast g3 opisuje
orientacje robota wzgledem osi = tego uktadu (oznaczang tradycyjnie przez ). Model
ten znajduje zastosowanie w opisie kinematyki prostych robotéw mobilnych (zwykle dwu-
lub czterokotowych) ktére maja fizyczna mozliwo$¢ obrotu w miejscu, a jego réwnania,
wynikajace z braku poslizgu bocznego, sa nastepujace

¢1 cos(qz) 0 cos(g3) 0
q = QQ = SiIl(Q3) Olu= SiH<Q3) Ui + 0 Ug = gl(q)ul —f-gg(Q)UQ, (A]_)
g3 0 1 0 1

gdzie sterowania uj/uy posiadaja fizyczng interpretacje predkosci postepowej/obrotowej
pojazdu. Do pokazania sterowalnos¢ STLC jednokotowca wystarczy wyliczy¢ pole wekto-

b) Samochéd kinematyczny
(na przyktadzie dwuosiowego robota
mobilnego).

a) Jednokotowiec (na przyktadzie dwu-
-kotowego robota mobilnego).

y;\ yl\

42 -1---%<

Rysunek A.1 Jednokotowiec i samochdd kinematyczny, rzuty z gory.
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rowe generowane nawiasem Liego [g1, g2] jako

sin(gs)

[91,92] = | —cos(gs) |, (A.2)
0

bowiem macierz ztozona z pél g1, g, (91, g2] posiada peten rzad dla kazdego ¢

cos(qz) 0  sin(gs)
rank Fy =rank [sin(gs) 0 —cos(qs) | = 3, (A.3)
0 1 0
Pole [g1, g2] spetiajac zaleznosé
(91,191.92]) =0 (A.4)

umozliwia ruch na ptaszczyznie XY w kierunku prostopadtym do pola g;.

Obliczeniowo tatwo pokazac, ze elementy wyzszych warstw bazy Ph. Halla algebry Lie-
go sa liniowo zalezne od kolumn macierzy F5 i naleza do mato licznego zbioru: +g¢1, £[g1, g2]
a zatem uktad nie jest nilpotentny. Przyktadowo: elementy trzeciej warstwy bazy Ph. Halla
sa nastepujace:

cos(gs)

91,]91,92)] =0, [92,[91,92)] = sin(()qg) = g1

A.2 Samochdéd kinematyczny

Samochod kinematyczny jest czterowymiarowym uktadem nieholonomicznym. Na ry-
sunku A.1b przedstawiono wizualizacje modelu na ptaszczyznie XY . Wspotrzedne q; i g
oznaczaja potozenie tylnej osi pojazdu wzgledem osi x i y, odpowiednio, g3 jest orientacja
osi tylnej (oznaczana ), natomiast g4 — orientacja przedniej osi sterowanej (oznaczana ).
Odlegtos$¢ pomiedzy osiami L jest parametrem geometrycznym. Model ten znajduje zasto-
sowanie w opisie kinematyki robotéw trojkotowych (jedno przednie koto sterujace) [37],
samochodéw (biorac pod uwage tylko wypadkows predkos¢ i orientacje mechanizmu réz-
nicowego) [52] oraz uktadu ciagnik (jako jednokolowiec) z wozkiem [54, 90].

Uogolnienie samochodu kinematycznego o kolejne wozki pozwala na modelowanie,
przyktadowo, pojazdéw lotniskowych shuzacych do transportu bagazu [19]. Réwnania
opisujace samochod kinematyczny, bedace rezultatem braku poslizgu wzdtuznego i po-
przecznego, przyjmuja postac

L cos(gs) cos(qs) 0O L cos(gs) cos(qa) 0
Lsin(gs) cos(qs) 0 L sin(g3) cos(qa) 0 B
o sin(qy) 0 - sin(qy Uy + o|%= 91(q) u1 + g2(q) us.
0 1 0 1

(A.5)
Podobnie jak dla jednokotowca, sterowania u;/us maja fizyczna interpretacje predkosci
postepowej/obrotowej pojazdu Przyjmuje sig, ze naped samochodu kinematycznego znaj-
duje si¢ w osi przedniej pojazdu. W przypadku napedu na tylng oS, generatory rownania
(A.5) bylyby w postaci g; = (Lcos(gs), Lsin(gs),tg(q))” oraz g = (0,0,0,1)7. Roz-
wiazanie to skutkuje jednak osobliwoscia w przedniej osi dla ¢4 = +m/2. Czesto, dla
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uproszczenia obliczen, przyjmuje sie wartos¢ L = 1.

Aby okresli¢ sterowalnos¢ uktadu nalezy wygenerowaé¢ pola drugiego i trzeciego stop-
nia. Pola odpowiadajace elementom drugiej i trzeciej warstwy bazy Ph. Halla wyliczamy
jako

L CQS(qg) s.in(q4) —Lsin(g3)
g9 = | PN g gl = | P | gl =00 (1)
0 0

Uktad jest sterowalny w krotkim czasie, gdyz macierz ztozona z pél g1, g2, (91, 92], [91(91, 92]]
jest pelnego rzedu dla kazdego ¢, bowiem

L cos(gs) cos(qu) 0 Lcos(gs)sin(qs) —Lsin(gs)
Lsin(gs) cos(qa) 0 Lsin(gs)sin(gs) Lcos(gs) | _ 4 (A7)
sin(qq 0 —cos(qa) 0 ' '
0 1 0 0

rank F'3 = rank

Analogicznie jak dla jednokotowca, wyliczono rowniez elementy bazy Ph. Halla dla war-
stwy o jeden wyzszej niz wymaga warunek LARC

— L cos(gs) sin(qa)
or-lar-fongell = | FI IO g, g1 g1 g 0

0

— L cos(q3) sin(qy)
—Lsin(gs) sin(q4)
cos(q4)

0

zatem takze ten uktad nie jest nilpotentny. Kolejne pola wektorowe powielaja pola uprzed-
nio wyliczone z doktadnoscia do znaku.

92, 92, [91.92]]] = = —[91,92],

A.3 Integrator Brocketta

Integrator Brocketta jest uktadem o tréjwymiarowej przestrzeni konfiguracyjnej opi-
sanym réwnaniami

i 1 0 1 0
q = QQ = 0 1l lu= 0 u + 1 Uy = gl(q)ul +92(Q)U2 (AS)
qs - ¢ —q2 ¢

Jedyne niezerowe pole wektorowe [g1, g2] utworzone z generatoréw uktadu jest nastepujace

91,92] = (A.9)

N O O

Pozostate pola wektorowe odpowiadajace elementom bazy Ph. Halla zeruja sie tozsa-
mosciowo, bowiem dla trzeciej warstwy mamy [g1[g1,9g2]] = [91[91,92]] = 0. Integrator
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Brocketta jest najprostszym uktadem nilpotentnym, bedac stopnia drugiego. oraz ste-
rowalnym w krotkim czasie, gdyz rzad macierzy zlozonej z pdl g1, 99, [g1,92] jest petny

i réwny 3.
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