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Wazniejsze oznaczenia i konwencje

(X1,X2,X3) — kartezjanski uktad wspotrzednych,
i, K,... — wskazniki z zakresu {1,2,3},
a, B y... — wskazniki z zakresu {1,2},
Oii »aa — sumowanie wzglgdem powtdrzonego wskaznika w jego
zakresie,
()sa — pochodna czastkowa wzgledem X,
oy — operator N-tej pochodnej czastkowej wzgledem X,
A — laplasjan na ptaszczyznie (X,X,),
f*xg — splot funkgcji f i g na ptaszczyznie (X1,X2),
& [W(X1,X2)] = W (ay,) — transformata Fouriera (obraz) funkcji w,
2 [W(am,m)]= — odwrotna transformata Fouriera (oryginat) funkcji W,
W(X1,X0)
a, & — wspotrzedne w przestrzeni obrazow Fouriera,
P =4 0112 + 0122 — promien w przestrzeni obrazow,
Lj — macierz operatoréw rozniczkowych,
Li; — macierz dopetnien algebraicznych Lj;,
Ll — wyznacznik Lj;,
Oij » Oup — symbol Kroneckera,
Eap — symbol permutacyjny,
n! — silnia n,
l i!
[ J j!(i ~ j)! — symbol Newtona,
o — dystrybucja Diraca,
E,v —modut Younga, wspdtczynnik Poissona,
P —stata L
A+)i—2) stata Lamego,
— E — .
H= 20+v) = — stata Lamego, modut Kirchhoffa,
— grubos¢ dzwigara powierzchniowego,
Eh’

D= m — sztywnos$¢ plyty, sztywnos¢ zgigeciowa powtoki,



Eh
= 1—v) — sztywnos¢ blonowa powloki,
H — 5 Gh rr . .
P — sztywno$¢ postaciowa plyty grube;j,
S — dwuwymiarowy obszar na powierzchni srodkowej
dzwigara powierzchniowego,
C — krzywa brzegowa obszaru S,
n = (ny,Nny) — jednostkowy wektor normalny do krzywej C,
t=(,,bn) — jednostkowy wektor styczny do krzywej C,
] — rdznica prawostronnej i lewostronnej wartosci nieciaglej
funkcji,
J — warto$¢ gtowna catki (Cauchy’ego) na krzywej C,
c
Re(a) — czes$¢ rzeczywista liczby zespolonej a,
Im(a) — czes$¢ urojona liczby zespolonej a,
i — jednostka urojona,
Jo, Ko, K_1,Yo — funkcje Bessela,
kei — funkcja Kelvina,

Ho — funkcja Struvego.



1. Wprowadzenie

Zagadnienie brzegowe w statyce dzwigarow powierzchniowych przedstawia si¢ za
pomoca jednego z trzech sposobow:

e rownania rozniczkowego,

e zagadnienia wariacyjnego (funkcjonalu Lagrange’a, zasady prac przygotowa-
nych, sformulowania Galerkina),

e brzegowego rownania catkowego.

Z kazdego z tych sformulowan mozna wyprowadzi¢ jedna z trzech dominujacych
obecnie metod komputerowych: z rownania rézniczkowego — metodg réznic skonczo-
nych (MRS), ze sformutowania wariacyjnego — metode elementéw skonczonych
(MES), a z brzegowego rownania catkowego — metode elementow brzegowych (MEB)
stanowiaca przedmiot niniejszej pracy.

Metoda elementdéw brzegowych wystepuje w dwoch sformutowaniach: posrednim
i bezposrednim.

Posrednia metode elementow brzegowych mozna wyprowadzi¢ z obowiazujacej
w liniowej statyce zasady superpozycji. Niewiadomymi brzegowymi sa wowczas
pewne sity brzegowe niemajace bezposredniej interpretacji fizycznej (stad nazwa me-
tody). Bezposrednia metode elementéw brzegowych natomiast wyprowadza si¢ zwy-
kle z twierdzenia Bettiego o wzajemnosci prac (lub innej wlasciwej dla danego zagad-
nienia tozsamosci catkowej). Niewiadomymi sa tutaj bezposrednio uogolnione
wielko$ci przemieszczeniowe i naprezeniowe.

Niezaleznie od sformutowania catkowych rownan brzegowych (posredniego lub
bezposredniego) rozwiazuje si¢ je jedna z dwoch metod:

e kolokacji,

¢ Galerkina.

W metodzie kolokacji zada si¢ spelnienia brzegowych roéwnan catkowych jedynie
w pewnych punktach lezacych na brzegu (punktach kolokacji). W metodzie Galerkina
ortogonalizuje (minimalizuje) si¢ blad przyblizonego rozwiazania catkowego rowna-
nia brzegowego wzgledem funkcji probnych.

Jedna z wersji metody kolokacji jest podejscie Kupradzego [1, 2], polegajace na
wykorzystaniu tozsamos$ci catkowych (odpowiadajacych tozsamo$ci Somigliany
w klasycznej teorii sprezystosci) zamiast brzegowych rownan catkowych. Zaleta tego
podejscia jest uniknigcie obliczania catek osobliwych, a w szczeg6lnosci wartosci
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gtownych w sensie Cauchy’ego catek brzegowych, co ma istotny wplyw na uprosz-
czenie algorytméw numerycznych. Podejscie to jest konsekwentnie stosowane
W niniejszej pracy.

Podstawowa zaleta i cechg metody elementdow brzegowych jest poszukiwanie
rozwigzania rozpatrywanego zagadnienia na brzegu obszaru, a nie w jego wngtrzu.
Powoduje to zmniejszenie rozmiaru przestrzennego zagadnienia o jeden. Dwuwy-
miarowe zagadnienia statyki dzwigarow powierzchniowych redukuja si¢ w ten spo-
sob do jednowymiarowych, rozwiazywanych na jednowymiarowym brzegu.

Niezaleznie od sposobu sformutowania i zastosowanej metody rozwiazania catko-
wego rownania brzegowego istotne znaczenie ma rozwiazanie podstawowe wyjscio-
wego uktadu réwnan rézniczkowych, ktore jest jadrem réwnan catkowych. Z fizycz-
nego punktu widzenia jest to rozwiazanie od jednostkowych obciazen skupionych,
a formalnie definiuje si¢ je jako szczegdlne rozwiazanie réwnania rézniczkowego (bez
uwzglednienia warunkow brzegowych) z prawa strona w postaci ¢ Diraca. W zagad-
nieniach klasycznej teorii sprezystosci rozwiazania podstawowe sa znane i wyrazaja
si¢ przez funkcje elementarne. W przypadku dzwigaréw powierzchniowych rozwiaza-
nia podstawowe sa wyrazane przez funkcje specjalne, trudno dostgpne w systemach
programowania, lub rozwigzania te nie sg znane.

Oryginalnym dorobkiem autora tej pracy jest podanie sposobu wyznaczania przy-
blizonych rozwiazan podstawowych dla tych zagadnien statyki dzwigaré6w po-
wierzchniowych, ktore sa opisywane eliptycznymi réwnaniami rézniczkowymi o sta-
tych wspotczynnikach. Sa to:

e plyty na podltozu sprezystym,

o plyty grube — Reissnera—Mindlina,

e powtoki mato wynioste o statej krzywiznie,

¢ wynioste powloki walcowe.

Rozwiazania podstawowe maja prosta posta¢ szeregdw potegowych, a otrzymano
je metodami analizy matematycznej, stosujac:

o transformacj¢ Fouriera,

¢ metode Hormandera,

o metodg malego parametru.

Poczatkowo metodeg elementow brzegowych przyjeto w klasycznych zagadnie-
niach teorii potencjatu [3] i teorii sprezysto$ci w przemieszczeniach [4] i napreze-
niach [5]. Obecnie metoda elementow brzegowych jest jedna z najpowszechniej sto-
sowanych metod komputerowych, nie tylko w zagadnieniach statyki dzwigarow
powierzchniowych, i w trakcie swojego rozwoju (ponad 30 lat) doczekala si¢ wielu
opracowan, z ktorych warto wymieni¢ obszerne monografie [6—9] oraz prace w je-
zyku polskim [10, 11].

W starszych pracach [27, 29-31, 40, 41], przed pojawieniem si¢ metody elemen-
tow brzegowych, mozna znalez¢ szczegodlne rozwiazania od obciazen skupionych roz-
patrywanych tutaj dzwigaro6w powierzchniowych. Cho¢ prace te sa cennym zrodlem
informacji dla badacza zajmujacego si¢ metoda elementéw brzegowych, podane



w nich rozwiazania nie stanowia jednak kompletnego tensora rozwigzan podstawo-
wych wymaganego w metodzie elementdw brzegowych. Konieczne jest wigc uzupet-
nienie tych rozwiazan, co nie zawsze bywa tatwe i mozliwe wobec ztozonosci réwnan
opisujacych dzwigary powierzchniowe.

Obecnie, w celu znalezienia rozwiazan podstawowych, stosuje sig rozne podejscia,
np. szeregi Fouriera [12] czy analityczne rozwiazania ogolne [13—15]. Jednak najbar-
dziej uniwersalna metoda analityczna pozostaje transformacja Fouriera, konsekwent-
nie wykorzystywana w pracach autora [16—18]. Jedynym problemem, jaki si¢ tutaj
pojawia jest zwykle trudno$¢ w odwroceniu obrazéw transformat Fouriera. Stosowa-
nie zaproponowanej w tej pracy metody przedstawiania rozwiazan podstawowych
W postaci prostych szeregow rozwigzan podstawowych n-tej potggi laplasjanu, cho¢
réwniez wykorzystuje si¢ w niej transformacjg Fouriera, nie sprawia takich trudnosci.



2. Metoda elementow brzegowych

2.1. Wstep

Istote metody elementow brzegowych wygodnie jest przedstawi¢ na przyktadzie
prostego zagadnienia brzegowego dla rownania Poissona

-TAw=gwS$S
w=w, naC, 2.1

T all =V, naC,.
on

Powyzsze rownanie rozniczkowe moze opisywac wiele zagadnien nauki i techniki.
Tutaj przyjmiemy, ze rownanie (2.1) okresla statyke ptaskiej membrany (najprostszy
dzwigar powierzchniowy) zajmujacej obszar S, poddanej jednorodnemu napigciu T i ob-
cigzeniu poprzecznemu (. Warunki brzegowe na krzywej C przedstawiaja wymuszone
przemieszczenie poprzeczne Wy na czgsci C; 1 obciazenie poprzeczne Vj na czgsci C,.

Nalezy sformutowac brzegowe rownanie catkowe. W tym celu wykorzystamy
twierdzenie Bettiego o wzajemnosci prac, ktore w tym przypadku mozna zapisaé
W postaci wzoru

[aw'ds +[vw'dC = [ q'wdC +[V 'wdC. (2.2)
S C S Cc

Zbiory wielkosci {w,q,V} i {w',q",V'} stanowia dwa rozne uktady przemieszczen
1 obciazen wystepujace w twierdzeniu Bettiego.

Gdy w twierdzeniu Bettiego zamiast drugiego ukladu przemieszczen i obciazen
(z gwiazdka) zastosujemy uklad zwiazany z rozwiazaniem podstawowym { W,5,V }, tzn.

q =9,
_ _ 1 r
-TAW=6=>W=——In—, (2.3)
2n 1,
V = —T@

on’
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wtedy tozsamos$¢ (2.2) przyjmie postac

aw(y)+ [V (z,y)W(z)dC = [V (2)W(z,y)dC + [ q(z) W(z,y)dS, (2.4)
C C S

wobec wilasnosci dystrybucji 6 Diraca

1, yes,

! W(x)S(x,y)dS = aw(y), a= {o, veSUC, (2.5)

Po przejsciu granicznym z punktem y do brzegu C rownanie (2.4) przejdzie
w brzegowe rownanie catkowe

BW(Y)+ [V (z.y)W(z)C - [V (2)W(z,y)dC = [ q(x)W(x.y)dS.
C C S

%, dla punktu regularnego na C, (2.6)
p=

Py dla punktu naroza o kacie rozwarcia @ na C.
T

Pierwsza catke w rownaniu (2.6) nalezy rozumie¢ w sensie jej wartosci gtowne;j
Cauchy’ego.

W rownaniu catkowym (2.6), w kazdym punkcie brzegu C, wystepuje jedna nie-
wiadoma: reakcja V na czgsci C; i przemieszczenie W na czgéci C,. W metodzie ele-
mentow brzegowych rownanie (2.6) rozwiazuje si¢ numerycznie, dzielac brzeg na
elementy skonczone, wewnatrz ktérych znane i nieznane wielkosci brzegowe ze zbio-
ru {w,V} sa aproksymowane lokalnie wielomianami niskich stopni. Uzyskuje si¢
w ten sposob liniowy uktad réwnan algebraicznych. Szczegdtowy tok postgpowania
przedstawiono w kolejnych punktach tego rozdziatu.

2.2. Rozwigzanie podstawowe

Rozwigzaniem podstawowym (fundamentalnym) réwnania roézniczkowego nazywa si¢
rozwiazanie szczegolne tego rownania z prawa strona w postaci dystrybucji & Diraca [19-22].
W przypadku analizy plyty cienkiej rozwiazanie podstawowe otrzymuje si¢ z rOwnania

DASW(X,y) = 5(X,y). 2.7)

Indeks X przy laplasjanie oznacza rézniczkowanie w punkcie x. Rozwigzanie pod-
stawowe W jest funkcja dwoch punktow: x nazywa si¢ punktem biezacym, a y punk-
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tem zrédtowym. Z definicji rozwiazania podstawowego wynika, ze nie jest ono jedno-
znacznie okreslone: dwa rozwiazania podstawowe moga si¢ rozni¢ o rozwiazanie
ogo6lne rownania jednorodnego [21].

Rozwigzaniu podstawowemu mozna czgsto nada¢ interpretacje fizyczna.
W zagadnieniach statyki dzwigaréw powierzchniowych rownaniami opisujacymi pro-
blem sa zwykle rownania rOwnowagi w przemieszczeniach, a prawe strony sa obcia-
zeniami. Zgodnie z interpretacja dystrybucji ¢ Diraca jako jednostkowej sity skupione;j
rozwiagzanie podstawowe jest przemieszczeniem od takiego obciazenia, odniesionym
do nieograniczonego obszaru (bez uwzglednienia jakichkolwiek warunkow brzego-
wych). W przypadku rownania (2.7) najczes$ciej przyjmuje si¢ taka postac¢ rozwigzania
podstawowego

_ 1 r
W(x,y) :87c_Dr2 lnl’_’ r :\/(Xl - yl)2 +(X, — y2)2 > (2.8)
0

w ktorej ry jest dowolna stata o wymiarze dlugosci (zwykle przyjmuje si¢ ro = 1). Jak
widaé z tego przyktadu, rozwiazanie podstawowe nie zawsze ma sens fizyczny (tutaj
wystepuja nieskonczone przemieszczenia), gdyz nie ma takiego sensu nieograniczona
plyta. Sens fizyczny za to maja rozwiazania podstawowe dotyczace plyt na podtozu
sprezystym. Warto zwroci¢ tutaj uwage na pokrewienstwo rozwiazan podstawowych
z powierzchniami wptywowymi, czgsto wykorzystywanymi w statyce dzwigarow po-
wierzchniowych: te drugie odnosza si¢ do dzwigaréw powierzchniowych z konkret-
nymi warunkami brzegowymi.

Osobnego podej$cia wymagaja zagadnienia opisywane uktadami rownan réznicz-
kowych. Wowczas rozwigzania podstawowe sa zdefiniowane nastgpujacym uktadem
rownan roézniczkowych:

LUy = 63 2.9)

Rozwiazaniem powyzszego ukladu rdwnan jest macierz (tensor) rozwiagzan podsta-
wowych U, (w tym przypadku o wymiarze 3x3). Pokazemy to na przyktadzie tarczy

w plaskim stanie naprezenia, opisanej przemieszczeniowymi rownaniami rOwnowagi:
_IUAUaﬂ - (2’ + /'I)U;/ﬁ say = §aﬁ§’ (2 10)

ktoére mozna réwniez przedstawi¢ w postaci macierzowe;j

- (A (A 10,0, HU UnH5 0}. @.11)

A+ p0,0,  —uA—(A+ ) Uy Uyl [0
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Rozwiazaniem tego uktadu sa funkcje [6-9]:

A+u -] 2A+3p) .

u, = ,
! Snu(A+2u) r? nu(A+2u) 1,
2 2
0, - A+u 6 2rl 2443 lnL, 2.12)
8rnu(A+2u) r dnu(A+2u) 1,
o A+ nr
U, = Uy, — =T Iy =Xe = Yo

- Ap(A+2u) el

Tg posta¢ rozwiazan podstawowych otrzymano takze w dodatku B przy opisywa-
niu metody Hormandera. Rozwiazania podstawowe Uyp (x,y) maja nastgpujaca inter-

pretacje fizyczna: jest to sktadowa przemieszczenia U, w punkcie x wywolana jed-
nostkowa sita skupiona o kierunku Xz przylozona w punkcie y. Podobnie jak
nieograniczona plyta, rOwniez nieograniczona tarcza nie ma sensu fizycznego.

2.3. Jednowymiarowe elementy brzegowe

W rozwiazywaniu brzegowych rownan catkowych nie wymaga si¢ ciaglosci
aproksymowanych funkcji brzegowych, pojawia si¢ wigc mozliwo$¢ stosowania naj-
prostszych elementow brzegowych. Przyktad takiego elementu o jednym wezle w jego
srodku i statej wartosci aproksymowanej funkcji wewnatrz elementu pokazano na ry-
sunku 2.1.

Niewatpliwa zaleta tego elementu jest prostota algorytméw zbudowanych przy
jego zastosowaniu, poniewaz kazdy wezel jest punktem regularnym i nie ma pro-
blemu narozy. Do wad mozna zaliczy¢ staba zbiezno$¢ podczas obliczania wielkosci
wewngtrznych w poblizu brzegu i — co jest szczegodlnie wazne w przypadku dzwiga-
réow powierzchniowych — niemozliwo$¢ wprowadzenia skupionych wielko$ci w na-
rozach, gdy takie wystgpuja.

Najczesciej stosowanymi jednowymiarowymi elementami brzegowymi sa ele-
menty izoparametryczne z funkcjami ksztattu w postaci wielomianu interpolacyjne-
go Lagrange’a. Wielomian Lagrange’a stopnia N na znormalizowanym odcinku
(0,1) z n + 1 weztami i parametryzowanym wspotrzedna lokalng & (rys. 2.2) ma po-
sta¢ [23]

(c—c)(e—G e —Gi) (S —Gh)
(& = &) (& =& D&~ &) (& &)

Lt (&) = i=1,2,...,n+1. (2.13)
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wezly

| AN

Rys. 2.2. Element brzegowy Lagrange’a

X,@ X,

B3 2

()

OO

peca] N i

fle)

Rys. 2.3. Element liniowy

W zastosowaniach inzynierskich zwykle wystarczaja aproksymacje wielomianami
niskich stopni. Na rysunkach 2.3-2.5 przedstawiono interpolacje geometrii i funkcji
brzegowej @ wielomianami Lagrange’a do trzeciego stopnia wlacznie dla elementow
izoparametrycznych.



X,@ X,® X,
X,
1
sz ( ) o)
X,
o @)
v xz Ol
Rys. 2.4. Element kwadratowy
X,® X,® X,@ XM R
X
X0 0 1
o)
X,
X,®
X, |-
%)
v X

Rys. 2.5. Element sze$cienny

Funkcje ksztattu dla poszczegolnych stopni interpolacji maja postac:
e Funkcje liniowe

L2,(&)=1-¢, L5 (9)=&

e Funkcje kwadratowe

Ly (©) =& -DE -, L () =4501-8), Liy(§)=£2&-1).

e Funkcje sze$cienne

L&) = %(35 SDEE-D(1-8), Ly (&)= %5(6 _D@EE-2),

Ly (&)= %5(35 “D1-2), L&) = %5(35 _DEE-2).

15

(2.14)

(2.15)

(2.16)
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Aproksymowane wielkosci — wspotrzedne krzywej brzegowej i funkcje brzegowe
wewnatrz elementu — sa wyrazone przez ich wartosci weztowe X0, @

Ko Koo
Xa(§)=ZX§)|—E>(§), ¢(§)=Z€D(')Lﬁ>(§): (2.17)

gdzie zakres sumowania K wynosi 2, 3 lub 4 — odpowiednio dla aproksymacji liniowej, kwa-
dratowej 1 sze$ciennej. Warto zwrdci¢ uwage na konieczno$¢ rownomiernego doboru we-
ztéw wzdhuz luku rzeczywistej geometrii elementu w aproksymacji kwadratowej i wyzszych
stopni. W przeciwnym razie geometria brzegu moze nie by¢ dos¢ dobrze odwzorowana.

2.4. Plyta cienka

Catkowe rownania brzegowe bezposredniej metody elementow brzegowych wypro-
wadza si¢ zwykle z odpowiedniej dla danego zagadnienia tozsamos$ci catkowej. W za-
gadnieniach statyki taka tozsamos$¢ stanowi twierdzenie Bettiego o wzajemnosci prac.
Ze wzgledu na podstawowe znaczenie twierdzenia Bettiego w dalszym toku rozwazan
wyprowadzimy je dla ptyty cienkie;.

X3

Rys. 2.6. Ptyta cienka

Rozwaza si¢ plyte cienka, ktdrej powierzchnia podstawowa zajmuje na plaszczyznie
(X1,X2) obszar S ograniczony krzywa brzegowa C (rys. 2.6). Zaktada sig, ze krzywa C nie
jest gtadka i ma N narozy. Podstawowe wzory okreslajace istotne wielkos$ci kinematyczne
i fizyczne w zaleznosci od funkcji ugigcia W(X;,X;) maja postac:

e obroty:
Py =W,y s
¢)n = ¢a na b
oW (2.18)
G = wata = _a_c’

Pp = gaﬂtﬂgon - Saﬂnﬂwt’
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e momenty zginajace i skrecajace:
M,y ==D[(1=v)W,,, +VS, W, ],
M, =M,zn,Ng, (2.19)
My =M ;zn,t5,

o sity poprzeczne i reakcje brzegowe Kirchhoffa V,;:

Q, =M., =—DAw

sa ?

Q,=Q,n,> (2.20)
oM
V. =Q +—*,
R PTS
oraz podstawowe rownanie rownowagi plyty (rzutdéw na o$ X3)
—M 5505 =0 (2.21)

lub w przemieszczeniach po zastosowaniu zaleznosci (2.19),
DA’*w=q. (2.22)

W celu wyprowadzema twierdzenia Bettiego rozpatrzymy rowname plyty poddane;
dwom obciazeniom — @i g, ktore spowoduja ugiecia p}yty Wi w’. Réwnanie réwnowagi
(2.21) mnozy si¢ obustronnie przez funkcje ugiccia W', a nastepnie catkuje po obszarze S.
Po wykorzystaniu tozsamosci rézniczkowej (pochodna iloczynu funkcji)

M poap W ==(M g W)+ M, W =—(QuW), 5+ Mg, W, (2.23)

aff

affra

1 zastosowaniu twierdzenia Ostrogradskiego—Gaussa
[():0dS =[()n,dC, (2.24)
s c

otrzymuje sig
[M s W',;dS = [QWdC + [qw'dS. (2.25)
C s

S

Kolejno stosuje si¢ podobna tozsamos¢ rozniczkowa do wyrazenia podcatkowego
z lewej strony (2.25)

Maﬁ’a W °f = (M aﬂW 8 )ux - Maﬂw saf = _(Maﬁq)ﬂ)ﬁa - Maﬂw saf (226)
i ponownie twierdzenie Ostrogradskiego-Gaussa, otrzymujac

[M W', dS = [M,,05n,dC + [Q,w'dC + [ qw'dS. (2.27)
S c C S
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Nastepnie, wprowadzajac zaleznos$¢ (2.18), na ¢*ﬁi (2.18); na ¢ oraz wykorzy-
stujac wlasnosci

EopNp =1y, (2.28)
mozna zapisac

[M W', dS == M, ;ﬂc*dc +[M,p,dC+ [Qw'dC + [qw'dS.  (2.29)
S Cc C o S

Do wyrazenia podcatkowego po prawej stronie (2.19) stosujemy tozsamos¢ rozniczkowa

ow o oM, .
tE_E(Mtw )- o (2.30)

Catka po gtadkiej krzywej C pierwszego sktadnika po znaku réwnosci w (2.30)
znika. Gdy krzywa C nie jest gladka (posiada naroza), nalezy calkowaé kolejno po
gladkich odcinkach. Otrzymamy w konsekwencji sume réznic wyrazenia Mw™ w kaz-
dym narozu (po liczbie narozy). Ostatecznie, po wykonaniu catkowania i wstawieniu
momentow z zaleznosci (2.19); do (2.29) oraz wykorzystaniu wyrazenia na reakcje
Kirchhoffa (2.20); otrzymuje sig

s

DJ[ (1= )Wy Wy 41, W, 5, |dS
) 231)

M=z

thw*g +[M,@;dC + [V,w'dC + [ qw'ds.
C o S

1

[ . . * . . . L .

W wyrazeniu EMIW 5 funkcja ugiecia W jest ciagla — mozna wigc je zapisaé

W postaci DMtU w'. Réznica momentu skrecajacego w narozu ma interpretacje fi-
zyczna skupionej reakcji w tym narozu

M [ =R. (2.32)

Identyczna z wyzej podang procedur¢ mozna by przeprowadzi¢ dla rownania row-
nowagi (2.21), ale zapisanego dla momentéw i obciazenia z gwiazdka (*), mnozac je
przez funkcje ugigcia W. Otrzyma si¢ wowczas podobne réwnanie do (2.31):

DJ'[(I —VIW 5 Wap FVW W,ﬁﬁ]ds
S
\ i (2.33)
=>HMWH + [M;0,dC + [V, wdC + [q'wdS.
i=1 c c s

Wobec identycznosci lewych stron tozsamosci (2.31) i (2.33) mozna przyréwnaé
takze ich prawe strony:
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M=

RW, + [M,¢,dC + [V, w'dC + [qw’dS
o C S

i=1

. (2.34)
=Y RiW, + [ M;,dC + [V, wdC + [q"wdS.
i=1 C C S

Tozsamos¢ (2.34) przedstawia twierdzenie o wzajemnosci prac Bettiego dla ptyty cien-
kiej. Warto zwrdci¢ uwage, ze oba uklady sit i przemieszczen (z gwiazdka i bez gwiazdki)
powinny by¢ przylozone do tej samej plyty (o tej samej geometrii i wlasnosciach fizycz-
nych). Wypada rowniez zauwazy¢, ze skupione reakcje narozne nie wystepuja w kazdym
narozu — zalezy to od warunkow brzegowych sasiedztwa naroza.

Uktad przemieszczen i sit z gwiazdka w tozsamosci (2.34) zastapimy ukladem sit
i przemieszczen od jednostkowego obciazenia skupionego przytozonego do ptyty nie-
ograniczonej q =5 — czyli rozwiazaniem podstawowym W (2.8). Aby obie ptyty mia-
ty t¢ sama geometrig, z plyty nieograniczonej ,,wycina” si¢ obszar S. Dziatanie ,,0d-
rzuconej” reszty plyty nieograniczonej zastgpowane jest przemieszczeniami (W, @, )

i sitami przekrojowymi (Mn,\Tn, R) na krzywej brzegowej C. Wielkosci te, ktore

W rzeczywistosci sa operatorami dziatajacymi na rozwigzanie podstawowe W, oblicza
si¢ na podstawie zwiazkow (2.18)—(2.20):

¢a = W’a 4
@n :aanaa
_ _ oW
(o ata =T~
oC

P =€ p Ly Pa— €ap NpPts

My = =D[(1=V)W,,, +v5,,W, |,
(2.35)

Korzystajac z wlasnos$ci dystrybucji 6 Diraca

I, yeS

, 2.36
0, yeSucC (2.36)

[WS(x,y)dS = aw(y), = {
S
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otrzymuje si¢ tozsamos$¢ caltkowa, odpowiadajaca wzorom Somigliany w klasycznej
teorii sprezystosci

aw(y) + [ M, (z.y)@, (2)dC + [V, (z.y)W(z)dC &F‘eiwi
C C i=1

= [M, ()@, (z.y)dC + [V, (2)W(z.y)dC + i RW. (2.37)
C C i=1

+ [ q()W(x,y)dS.
S

Po wykonaniu przejscia granicznego z punktem y do brzegu C tozsamo$¢ (2.37)
stanie si¢ brzegowym réwnaniem catkowym, a osobliwa catke z wyrazeniem \7n nale-

zy traktowac jako warto$¢ gtdéwna Cauchy’ego
_ A N _
BW(Y)+ [ M, (2.¥)p,(2)dC + [V, (z.y)w(z)dC + > Rw,
C C i=1

— [M,(2)7,(z.y)dC — [V, (2)W(z,y)dC - SR
C C i=1

= [a()W(x.y)ds, (2.38)
S

l, dla punktu regularnego na C,
p=1>

@ . . .
Py dla punktu naroza o kacie rozwarcia @ na C.
T

Z czterech wielko$ci brzegowych w réwnaniu catkowym (2.38) dwie sa znane
z warunkéw brzegowych (pomijamy na razie reakcje narozne), a pozostate dwie nale-
zy wyznaczy¢ z rownan catkowych. Niezbedne drugie roéwnanie catkowe otrzymuje
si¢ z tozsamosci (2.34), rozpatrujac nieograniczong ptyte obcigzona jednostkowym
momentem w kierunku v, czyli

. 00(x,
q = xy)

ovy

(2.39)

Odpowiadajace temu obciazeniu ugiecie plyty nieograniczonej W jest zwiazane
z rozwiazaniem podstawowym W zalezno$cia

_ OW(X,y)
o (2.40)

=l
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Tozsamo$¢ catkowa (2.37), po uwzglednieniu zaleznosci (2.39) i (2.40), przyjmie
postaé

= = N —
a9, (y)+ [M, (2.y)¢,(2)dC + [V, (z.y)W(z)dC + > Rw,
C C i=1

= [M,(2)@,(z,y)dC + [V, (2)W(z,y)dC + i RW. (2.41)
C C i=1

+ [a(0W(x,y)dS,
S

po uwzglednieniu wiasnosci

00(x,y)
a\’y

1, yeS

dS=agp,(y), a= { (2.42)

w
'S[ ) 0, yeSuC.

Wszystkie wielkosci z podwojnym nadkresleniem oblicza si¢ ze zwiazkow (2.35),
zastepujac rozwiazanie podstawowe W rozwiazaniem W. Podobnie jak w przypadku
pierwszego rownania brzegowego dokonuje si¢ przejécia granicznego z punktem y do
brzegu C oraz z kierunkiem v do kierunku normalnego do brzegu n, otrzymujac drugie
catkowe rownanie brzegowe ptyty cienkiej

Boy(¥)+ [ M (2,Y)0,(@)dC + [V, (zy)W(z)IC + > Rw,
C C

R, (2.43)

N
2
_ _ N
- [M, ()@, (z.y)dC - [V, (2)W(z.y)dC - Y
C C i=1

= [q(0W(xy)ds,
S

gdzie parametr £ przyjmuje identyczne wartosci jak w rownaniu (2.38). Rownanie to
mozna réwniez uzyskac, rézniczkujac (2.38) wzgledem wektora normalnego do brze-

gu n. W réwnaniu (2.43) wystepuje niecatkowalna osobliwo$é¢ V, rzedu 1/ r*. Problem
ten rozwiazuje si¢, korzystajac z tozsamosci

[V, (zy)dC + i R, =0, (2.44)
C i=1

ktora jest po prostu réwnaniem rownowagi — rzutéw sit na 0§ Xs. Po pomnozeniu row-
nosci (2.44) przez W(y) i odjeciu stronami od (2.43) otrzymuje si¢ ostateczna postaé
drugiego catkowego rownania brzegowego plyty [24]
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—_—>

Bon(¥)+ [ M, (2.3)0,(2)dC + [V, (z.y)[W(z) - w(y)]dC
C

Rilw, —w(y)]- [ M, (2)@, (2,y)dC (2.45)
C

M= ©

+
i=1

-~ [Vy)z.y)dC - 3R, = [a((x.y)dS.
C S

i=1

W zalezno$ci od warunkéw brzegowych mozliwy jest nastepujacy uklad niewia-
domych funkcji brzegowych:

e sztywne zamocowanie: {M;,Vo} — niewiadome, {w,¢} — znane
e swobodne podparcie: {®n,Vh} — niewiadome, {w,M,} — znane,
e brzeg swobodny: {W,¢} — niewiadome, {M,V,} — znane.

Bardziej ztozona sytuacja wystepuje w punktach naroznych. Spelione powinny by¢
tutaj trzy réwnania: jedno (2.38) i dwa (2.45) — ze wzgledu na nieciaglto$¢ obrotu ¢.
Jednak nie zawsze tatwo zbilansowa¢ liczbg niewiadomych z liczba réwnan bez do-
datkowej analizy otoczenia naroza. Na przykltad w narozu dwoch zamocowanych kra-
wedzi (rys. 2.7) ogdlna liczba niewiadomych wynosi 5: jedna reakcja skupiona R,
dwie wartosci reakcji V,, i dwie warto§ci momentow M,. W rzeczywistosci w tym na-
rozu znikaja momenty i reakcja skupiona [32]. Naroze to mozna wigc czgSciowo wy-
taczy¢ z analizy, przyjmujac a priori zerowe wartosci wielkosci brzegowych.
W narozu obustronnie swobodnie podpartym (rys. 2.8) réwniez wystepuje pi¢é nie-
wiadomych {R,@", 00 Vot Vi'}, z ktérych katy obrotu sa rowne zeru [32]. Nalezy
wigc spetni¢ rownanie (2.38) i dwa rownania (2.45).

Rys. 2.7. Naroze zamocowane Rys. 2.8. Naroze swobodnie podparte

W metodzie elementow brzegowych catkowe rownania brzegowe rozwiazuje si¢
numerycznie. Brzeg C dzieli si¢ na Lg elementéw brzegowych (p. 2.2), otrzymujac Ly
weztow — wliczajac w to Lg weztow naroznych. W sumie otrzymuje si¢ 2Lw+Lg nie-
wiadomych wartosci weztowych. Nastepnie, stosujac metode kolokacji, zada sig spet-
nienia rownan (2.38) i (2.45) w punktach kolokacji y;, ktorymi sg wezty elementéw
brzegowych. Poniewaz w punktach naroznych spelnione sa dwa rownania (2.45),
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ogolny bilans niewiadomych i rownan zostanie spetniony. W konsekwencji zagadnie-
nie sprowadza si¢ do rozwiazania uktadu liniowych réwnan algebraicznych

A, A b
B RGN (2.46)
A, A M b

gdzie wspodtczynniki macierzy K,K oraz b,b oblicza si¢ z wyrazen

AY = [V(z,.y,)L;,(£)dC.. ..itp.,

Ce

- _ _ (2.47)
by = [a(0)W(x,y;)dS, b, = [q(x)W(x,y,)dS.
S S

Uktad réwnan (2.46) wymaga jeszcze przeniesienia znanych warunkéw brzego-
wych na jego prawg strong.

Osobna uwagg nalezy poswiegci¢ obliczaniu wartosci gtownych catek w rownaniach
(2.38) 1 (2.45). Wartosci glowne catek maja wplyw na wspotczynniki diagonalne macie-

1Zy KVW i KM » - Najwygodniej jest oblicza¢ je posrednio, przez analizg jednostkowych

ruchow sztywnych ptyty [8, 9]. Inny sposob ominigcia calek osobliwych — metoda
Kupradzego — zostanie szczegdtowo opisany w p. 2.8.

Po wyznaczeniu wszystkich niewiadomych brzegowych mozna wréci¢ do tozsa-
mosci (2.37) i obliczy¢ ugigcia ptyty, a po odpowiednim zrozniczkowaniu (2.18)—
(2.20) sily wewnetrzne plyty.

2.5. Plyta na podlozu spre¢zystym

Rownanie rownowagi ptyty cienkiej na podiozu sprgzystym mozna przedstawié
W postaci ogélne;j

DA’W + p(w) = Q. (2.48)

Reakcja odporu podtoza p(w) jest liniowym operatorem zaleznym od ugigcia ptyty w.
Jego posta¢ zalezy od modelu podtoza.

Najprostszym modelem jest podtoze Winklera, w ktorym reakcja odporu podloza
jest liniowa funkcja ugiecia w

p(W) =k, w. (2.49)
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Sztywnos$¢ podtoza k; zalezy od wihasciwos$ci mechanicznych gruntu. Model ten
mozna interpretowac jako zbidr niezaleznych sprezynek (rys. 2.9).

£ ]

Ky
Rys. 2.9. Podloze Winklera

Niewatpliwa wada tego modelu podtoza jest brak jego wspolpracy poza obszarem
plyty, co jest niezgodne z doswiadczeniem.

Jesli uwzgledniamy zalezno$¢ (2.49), to rozwiazanie podstawowe w tym przypad-
ku powinno spetnia¢ réwnanie

DA’W+k,W=4. (2.50)

Po zastosowaniu transformacji Fouriera mozemy otrzyma¢ obraz rozwiazania pod-
stawowego w postaci

1

W= ——, 2.51
Dp* +k @3D)
lub po roztozeniu na utamki proste
= I i i
T
Yol +(’B|1j o) +(ﬂ|2j (2.52)
=i= \/_ \/5 =J-i= \/5 \/E i, I=4 2
2 2 2 K,
Po odwroceniu obrazu (2.52) [25, 26] otrzymuje si¢ rozwigzanie podstawowe pty-
ty na podtozu Winklera
- B St
W(r)= K Kol = | |- 2.53
()2DLO(I K| 5 (2.53)

Mozna je rowniez przedstawi¢ w alternatywnej postaci [27], korzystajac z wlasno-
$ci funkcji specjalnych [28]

W(r) = ;; kei(lij. (2.54)
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Innym modelem podtoza jest dwuparametrowe podioze Pasternaka
p(w) =—K,Aw + Kk, w. (2.55)

Z fizycznej interpretacji rownania (2.55) widaé, ze podtoze to mozna traktowac jak
btone o napieciu k, rozpostarta nad polem sprezyn z podtoza Winklera (rys. 2.10).

k
=

Rys. 2.10. Podtoze Pasternaka
Tutaj wystepuje juz wspotpraca podloza poza obszarem ptyty. Odpowiednie row-
nanie rozwiazania podstawowego ma teraz postac
DA*W - K, AW + kW = &, (2.56)
a jego obraz po transformacji Fouriera

1

W= :
Dp* +k,p* +k,

(2.57)

Ze wzgledu na wyrdznik mianownika obrazu nalezy rozpatrzy¢ trzy przypadki:
1. k; —4Dk, <0.

Po rozktadzie na utamki proste otrzymuje si¢

=h

1 i i
= 2[ 2 2 J’
J4Dk -2\ P -z p’ -1
(2.58)
, _ —k, —i\/4Dk, — k3 , ~ —k, +i,/4Dk, —k;
b 2D T 2D ’
a po odwroceniu obrazow [25]
_ 1 | Br) i Bor
W(r)= —K,| == |[-=K, | ==
) ZRD{Z 0[ | j 2 0( [ H
(2.59)

4D? -k -k
l=g—— B = ir2p2, pg= iz,
4Dk, — k2 h o P 2D
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2. k; — 4Dk, =0.
Tutaj wystepuje pierwiastek podwojny
S
Dl kY
T
Po odwrdceniu obrazu [25] znajdziemy
wn=—"k [T 1= 2P
47D I k,

3. k; —4Dk, >0.
Oba pierwiastki mianownika sg tutaj ujemne

- 1 1 1
W=— PR R
JKE—4Dk \ P -2, p' -1,
,  —k, —/kj —4Dk, -0 Kk, ++/k; — 4Dk, -0
1= - .

B 22
2D 2D

Po odwroceniu obrazu [25] otrzymuje si¢

W)= ZITcD [K" (%j K (@ﬂ

0 K, +1/k — 4Dk,
k;-4Dk, " 7\ 2Jk2_4Dk,

k, —/k2 — 4Dk,
2Jk2 — 4Dk,

(2.60)

2.61)

(2.62)

(2.63)

Najbardziej zlozonym modelem podtoza i jednoczes$nie najblizszym warunkom
rzeczywistym jest polprzestrzen sprezysta o stalych sprezystosci Eq i 1y (rys. 2.11).

Rys. 2.11. Polprzestrzen sprgzysta
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W tym przypadku nie mozna poda¢ prostego wyrazenia rozniczkowego okreslaja-
cego reakcje odporu podloza. Wyznacza si¢ ja z rozwiazania zagadnienia Boussinesqa

(rys. 2.12).

Rys. 2.12. Zagadnienie Boussinesqa

Pionowe przemieszczenie U; od jednostkowego obciazenia wyraza si¢ wzorem [29]

2 _
u_1+%{%ﬁpaRwJ} R:Jg:§§§g, (2.64)

P 2nE,

a na plaszczyznie (X;,X2)

1_ 2
u, = Yo 1 r=yx: +x;. (2.65)

b
wE, I

Po zastosowaniu zasady superpozycji ugigcie ptyty od odporu podtoza p(yy,y,) wy-
raza si¢ w postaci splotu

W(prz) = I J- U3(Xl Y, X~ yz)p(yla yZ)dy1dy2 =Uu;*p. (2.66)

—00 —00

W ten sposob otrzymuje si¢ uktad rownan catkowo-rézniczkowych

{W:%*p’ 2.67)

DA’'W+ p=q,

z dwoma niewiadomymi: odporem podtoza p i ugigciem w.
Uktad réownan (2.67) poddaje si¢ transformacji Fouriera, a nastgpnie eliminuje
z niego obraz odporu P i otrzymuje si¢ posta¢ obrazu rozwiazania podstawowego

11 1 ZD(I—Vg)

, = 2.68
Dp 3,1 E, (2-68)
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Po roztozeniu na utamki proste otrzymuje si¢

LA B
W:'Bl 3|1+ 3|ﬂ . 3|ﬂ ,

Plosy o peff (2.69)
sVl V31
2 22 2 2

Odwrocenie obrazu (2.69) prowadzi do nastgpujacej postaci rozwigzania podsta-
wowego plyty na polprzestrzeni sprezyste;:

_ |2 r r
"D=10 {HO TJ_Y‘) (T)
+ ﬂl[HO[Tlrj—Yo (@ﬂ (2.70)

We wszystkich rozpatrywanych tutaj przypadkach ptyt spoczywajacych na podtozu
sprezystym spetnione sa wyprowadzone juz calkowe rownania brzegowe (2.38) i (2.45).
Nalezy jedynie zastosowa¢ odpowiednie rozwiazania podstawowe: (2.53), (2.59),

(2.61), (2.63) lub (2.70).

2.6. Plyta gruba

W teorii ptyt grubych (inaczej zwanych ptytami Reissnera—Mindlina) uwzglednia
si¢ wptyw sit poprzecznych i odksztatcen postaciowych z nimi zwiazanych na defor-
macj¢ ptyty. Im grubos¢ plyty jest wigksza, tym bardziej ro$nie wptyw sit poprzecz-
nych — stad nazwa tej teorii. W teorii ptyt grubych wystepuja trzy niezalezne parame-
try przemieszczeniowe: ugiecie W i dwa obroty ¢, Dodatkowe obciazenie plyty

stanowig pola roztozonych momentéw m,, (rys. 2.13).
Zwiazki prawa Hooke’a dla momentow i sit poprzecznych przyjma teraz postac:

1-v
M ;=D ——(@,.5t95., ) +VO,50,,, |,
o [ > (‘/’aﬂ Pp ) 8Py y} @71

Qa =H (§0a +W’a)’



29
a rGwnania rownowagi:

(2.72)

Rys. 2.13. Plyta gruba

Po wprowadzeniu zwiazkow (2.71) do réwnan (2.72) otrzymuje si¢ trzy rownania
rownowagi w przemieszczeniach:

-HAW-Hg,,,-Hgp,,, =0,
1-v 1+v
Hw,, +Hg, — Doy, _DT("mz _DT¢2’12 =m, (2.73)

1+v 1-v
Hw,, _DT(sz“L He, — Do, _DT%M =m,.

Réwnania rownowagi ptyty grubej wymagaja podania trzech warunkéw brzego-
wych. Pozwala to na doktadne spetnienie warunkéw naprezeniowych na brzegu swo-
bodnym, w przeciwienstwie do ptyty cienkiej, gdzie te warunki nie sa spetnione. Zde-
finiujmy nastepujace sity brzegowe:

M, =M sng,

o —on (2.74)

W najbardziej typowych sposobach podparcia mozemy zebra¢ znane i niewiadome
wielkos$ci brzegowe:

e sztywne zamocowanie: {M;, M,,Q,} — niewiadome, {W,@,@} — znane,
e swobodne podparcie: {1, ,Qn} — niewiadome, {w,M{,M,} — znane,
e brzeg swobodny: {W, @, } —niewiadome, {My, M,,Q,} — znane.

Zapiszemy uktad (2.71) w takiej formie, aby wygodnie bylo znalez¢ rozwiazania
podstawowe
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LU = i (2.75)
gdzie:
-HA -Ho, ~Ha,
L, =| Ho, | H _par-p Ve 0 Va0, ,
2 2
He, p1*Ys0, (H —Dag—Dl_Vafj
L 2 2 |
_q V_le v_\/mz
UG =g Pm  Pm, | (2.76)
62&1 azml ¢2m2
(5 0 0
55” =0 &6 0
0 0 &
Po zastosowaniu transformacji Fouriera do obu stron rownania (2.75) otrzymuje si¢
Mijﬁjk =0y 2.77)
gdzie:
Hp? iHe, iHa,
~ 1 _ 1
R B e =) L
2 2
-iHa, D”Tvalal H + D(af i af) 2.78)
W, W, W,
Uij - (qu _lml _1m2
__2q (BZml gzzm2

Z liniowego uktadu réwnan (2.77) wida¢, ze macierz obrazow rozwiazan podsta-

wowych jest odwrotna do macierzy M,
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Dp*+H —ia, —ia,
HDp* Dp’ Dp?
5 i i Dp’ [(l—v)ozl2 +20:22J+2H0512 -, [D(l—v)p2 —ZHJ (2.79)
e Dp’ Dp’[ D(1-v)p’ +2H | Dp’[D(I-v)p*+2H]| |
icr, —oclocz[D(l—v)p2 —2HJ Dp’ [(1—1/)0522 +20¢12J-|~2H0522
Dp’ DpZ[D(l—v)pz +2H] Dpz[Da—v)p2 +2HJ

Macierz rozwiazan podstawowych otrzymuje si¢ stosujac odwrotna transforma-
cj¢ Fouriera po uprzednim roziozeniu elementdw macierzy obrazu U; na utamki

proste [25]. Ostatecznie rozwiazania podstawowe mozna wyrazi¢ w postaci:

_ 1 r 1

W, =— In—+ r ln—

a 2rH r, 8&nD r

W, =—p 2 ln— Wy =Py =0, | PPIn
m ¢1q m, ¢2q ) 2 [, >
7 =_—la P InL [+ ——82| InD+ K, (kr)

'™ 8nD r, 271:H b

| | (2.80)
_ — r r

=—02| rPIn— |[+——&*| In—+ K, (kr) |,
Pam, &nD 2( rOJ 2nH 1{ r of )}

-1 r 1 r
D =Py =——0,0,| I’ In— |+——0,0,| In—+ K, (kr) |,
Pim, = Pom, 37D 12[ roj nH 12{ r 0( )}
3 2H

D(1-v)

Twierdzenie Bettiego o wzajemnosci prac, w przypadku plyty grubej, przyjmuje
nastgpujaca postac:

J(Mlgol* +M,g; + an*)dC + j(ml(pl* + M) + qw*)dS
i L L @31
= J((DIMI +o,M, +WQn)dC +I(¢lml oM, +WQ )dS
c s

Warto tutaj zwroci¢ uwage na brak wielkosci naroznych, ktore wystepuja w plycie
cienkie;j.

W miejsce sit i przemieszczen z gwiazdka wstawia si¢ kolejno kolumny macierzy
obcigzen (2.76);, kolumny macierzy rozwiazan podstawowych (2.76),, oraz odpo-
wiednie sily brzegowe obliczone na podstawie zaleznosci (2.71) i (2.74):



32

— 1-v,/ _ _ _

Maﬁq:D|: ) (@aq’ﬂ+¢ﬂQ’a)+V5aﬂ¢7q’7:|’
1-v,/_ _ _

aﬁmlzD[ 2 ((pamlﬂﬁ'i'(pﬂm]oa)+V5aﬁ(p;/mlsy:|a

<

1-v,/_

apm, ~ D |:T(¢)am2 B +6ﬁm2 a ) + Vé‘aﬁa}/mz ’;/:|’

w0 = H (@oq + Wy )

<

(2.82)

an = Qaq N> Qnm, =Cum Ne» Qnm2 = Qam2 ng.
Otrzymuje si¢ trzy tozsamosci catkowe:

aw(y) + i M, (.y)g, (2)dC + £ Mg (2,Y)p, (2)dC
+ i Quq (2.y)W(2)dC = i M, (2)@,q(2.y)dC
+ i M, (2)@ (z,y)dC + (j: Q, ()W, (z,y)dC
+ ! (X)W, (x,y)dS,

ap,(y)+ ([ My, (2.Y)9, (2)dC + (j: M.y, (2,Y)9,(2)dC
- i Qu, (2.y)W(2)dC = i M, (2)@yy, (2,y)dC
+ i M, (2)@,, (2,y)dC + i Q, (2)W,, (z,y)dC (2.83)
+ ! (X)W, (x,y)dS,

ag,(y)+ ([ M, (2.Y)p; (2)dC + i My, (2.Y)@, (2)dC
+ ([ Qu, (2.y)W(z)dC = ([ M, (2)@in, (2.y)dC
+ i M, (2)@y, (2,¥)dC + i Qu (2)Wy, (z.y)dC

+ [ AW, (x,y)dS.
S
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Mnoznik « przyjmuje takie same wartosci jak w roéwnaniach (2.36) i (2.42).
W tozsamosciach (2.83) pominigto obciazenia momentowe m; i M, jako mato uzy-
teczne w praktycznych zastosowaniach.

Po przej$ciu granicznym z punktem y do brzegu C tozsamosci (2.83) przejda
w trzy catkowe rownania brzegowe:

BWY)+ [ M (2.y)9,(2)dC + [ M (2,y)p, (2)dC
C C

+ [ Quq (2.Y)W(2)dC = [ M, (2),4 (z.y)dC
C C

+ [ M, (2)py, (2.y)dC + [ Q, (2)W, (z.y)dC
C C

+ [ a()W, (x.y)ds,
S

B (¥)+ [M, (2.y)p (2)AC + [ M, (2.y)p, (2)dC
C C
+ [ Qun, (2yY)W(z)AC = [ M, (2), (2,y)dC
C C
+ I M, (2)@p, (2.y)dC + j Qu(2)W,, (z,y)dC (2.84)

+ [a(0)W,, (x,y)ds,
S

B, (¥)+ [My, (2.y)@(2)dC + [ M, (2.y)9,(2)dC
C C
+ [ Qu, (ZY)W(2)dC = [M, ()@}, (z.y)dC
C C
+ [ M, ()P, (2.y)dC + [Q, (2)W,, (z.y)dC
C C

+ [ 4, (x.y)dS,
S

z trzema niewiadomymi funkcjami brzegowymi ze zbioru {w, @, @, M;, My, Qn}
w zalezno$ci od warunkéw brzegowych. Mnoznik S nalezy przyjmowac zgodnie ze
wzorem (2.38),.
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2.7. Powloki mato wyniosle

Rozpatruje si¢ powtoke mato wyniosta w kartezjanskim uktadzie wspotrzednych
(X1,%2,X3), ktorej powierzchnia srodkowa S jest opisana rownaniem drugiego stopnia
wzgledem wspotrzegdnych na plaszczyznie (X;,X;)

1 1
f(xl,x2)=5k11x12+k12x1x2+Ek22x22. (2.85)

W powloce o takiej geometrii w przemieszczeniowych rownaniach rownowagi
wystepuja jedynie state wspotczynniki. W powloce mato wyniostej stosuje si¢ tzw.
»prawie ptaski” uktad wspolrzednych krzywoliniowych: wspotczynniki pierwszej
formy podstawowej sa takie same jak na Kkartezjanskiej ptaszczyznie (Xi, Xp),
a wspotczynniki drugiej formy podstawowej okreslone sa roOwnaniem powierzchni
(2.85). Taki uktad wspoétrzednych powstaje przez rzutowanie prostokatnej siatki linii
wspotrzednych z ptaszczyzny (X, X,) na powierzchnig S [30]. W celu uproszczenia
oznaczen bedziemy uzywac wspotrzednych (X;, X,) jako krzywoliniowego uktadu na
powierzchni S.

Stan przemieszczenia i napigcia w powloce (szczegoélnie w powtoce mato wynio-
stej) mozna traktowac jako zlozenie stanow przemieszczenia i napigcia w plycie i tar-
czy w plaskim stanie naprezenia, sprzezonych poprzez zakrzywienie powierzchni
srodkowej powtoki. W powloce wystepuja trzy przemieszczenia: U, — styczne do linii
wspotrzednych i U; — normalne do powierzchni §rodkowej S. Przytoczymy odpowied-
nie zaleznosci dla obrotow:

P =Uss0
@n =P, N,

o (2.86)
G =Py __%’

Po = EaplpPa — EapNpPr-

Sity btonowe N4 sa wyrazone poprzez wzory

1-v
Nys = B{v&aﬂ(uw -k, uy)+ (! +uﬂ,a)—(1—v)kaﬂu3}, (2.87)

2
a odpowiednie sity brzegowe (rys. 2.14) wzorem

T, =N, (2.88)
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Rys. 2.14. Powloka mato wyniosta

Sily stanu zgigciowego maja analogiczna postac jak w ptycie cienkiej (2.19) 1 (2.20):

M ap = -D |:(1 - V)U3 Jaff +V50!ﬂu3’77 :| ’

M, =M,zn,Ng,
M, =M 4n,ts,
Q, =M,;,;,=-DAu,,,, (2.89)
Q,=Q,n,,
oM
Vi =Q + aCt ,
M, [ =R,
Zapiszmy rownania rownowagi powtoki mato wyniostej [30]
N,z.5+0, =0,
por (2.90)

M o0 T KapNop + 05 =0.

Réwnania (2.90) po wprowadzeniu zaleznosci (2.87) 1 (2.89) mozna zapisa¢ w postaci

T (2.91)
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gdzie
- B(k,, +vk,, )0, +
Br-B Va2 s, (ki +vk;»),
2 2 +B(1-v)k;,0,
- B(k,, +vk, )0, +
L = _Bﬂalaz —Bag—Bl V512 (ky, +vk; )0, _ (2.92)
2 2 +B(1-v)k,0,
—B(K,, +vky,)d, — —B(ky, +vk;,)d,— DA’ +
~B(1—-v)k,,0, —B(1-v)k,0, FBLKG 13, + 2(1- vk +2vk; ks, |

Rozwigzania podstawowe wyznacza si¢ z uktadu rownan

Uktad rownan rézniczkowych (2.91) wymaga czterech warunkow brzegowych
w kazdym punkcie brzegu C, czyli uktad wielkosci brzegowych sktada si¢ z o$miu para-
metrow: czterech przemieszczen i czterech sit brzegowych {uy,Up,Us, ¢, T1,T2,Mp, Vi } uzu-
petnionych w narozach o reakcje skupione R.

Brzegowe rownania catkowe wyprowadzimy, jak w poprzednio rozpatrywanych
dzwigarach powierzchniowych, z twierdzenia Bettiego o wzajemnosci prac

N
[T,u,dC + Y Ru;* + [ M ,dC + [V,u;dC + [ qu;dS
C k=1 C C S (2.94)

*

N
= [T,u,dC+ > R™uf + [M¢,dC + [V, u;dC + [ q/u,dS,
c k=1 c C S

ktére po wstawieniu przemieszczen i sit zwiazanych z rozwigzaniem podstawowym
U; w miejsce wielkosci z gwiazdka przechodzi w tozsamosci

au;(y)+ J‘T_,ZJ (z,y)u, (z)dC
C

_ _ N _
+ [M;(2.y)0,(2)dC + [V (z.y)u; (2)dC + Y R{uy
C C k=1
B (2.95)
= [T, (@)T,;(zy)dC + [M, ()@, (z,y)dC
C C

N
+ j V, (2)Uy; (z,y)dC + Y RTy; + j g (X)T; (x.y)dS.
c k=1 S

Wielkosci (ﬁnj,fa j,Mnj ,\Z]j,ﬁj oblicza si¢ ze wzorow (2.86)—(2.89) na podstawie

kolejnych kolumn rozwiazania podstawowego U; :
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¢aj u3j’a ’
¢nj :q_)ajnaﬂ
ou,
o — _ J
] _¢ajta - oc B

i = EaplpPri ~ EapNpPy>

— _ _ I-v _ _ _
Nogj = B|:V6aﬁ(uyj’7 _kyyUSj)+T(uajaﬁ FUgjsq )_(l_v)kaﬁUSji|a

aj = Neging
M = =D[ (1 =V)Tsj .0 V3,505, | (2.96)
M”J = Maﬂjnanﬁ’
MI] :Maﬂjnatﬂ,
Quj =Mypjop=—DAUs;,,
nj zQajnaa
_ ~ OM
an = nj + oC ’

Po przejsciu granicznym z punktem y do brzegu C otrzymuje si¢ trzy rOwnania
catkowe:

BU;(¥)+ [T, (zy)u, (z)dC
C

_ N N _
+ [ M (2.y)9,(2)dC + [V, (z.y)u;(2)dC + > R}uy
c c k=l (2.97)
= [T, (@), ;(2.y)dC + [ M, (2)@,; (z.,y)dC
C C

N
+ [V (@) (2.y)dC + > RTS; + [ 4, (0)T; (x.y)dS.
C k=1 S

Czwarte, niezbedne, rownanie catlkowe wynika — podobnie jak w ptycie cienkiej —
z rozwiazania podstawowego

_ ou 5 (X,
Uj :M, (2.98)
vy
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Bon(y) + j T, (zy),(2)dC
+ [ M, (2y)@, (2)dC + [V, (z.y)[U;(2) - U (y)1dC
C C

ﬁ [U¥ —uy ()]~ j T, (2)0,5(z.y)dC (2.99)

xMZ

2 (2)P, (2,y)dC — Jv (2)Us3(z.y)dC — ZR U

I
C
= {6, (0T (x,y)dS.
S

Wystepujace tutaj wielkosci z podwojnym nadkresleniem oblicza si¢ ze wzoréw

(2.86)—(2.89), wstawiajac w miejsce przemieszczen Uj rozwigzania podstawowe ﬁj3 :

§;a - _533 a0
6 q)af a’d

— _au.
P =Pty =2

a :Eaﬂ tﬂ@n_ Eaﬂ nﬂ@t’

= 1-
N5 = B{Vé‘aﬂ(uﬁ,y —k U33)+ (ua37ﬂ +uﬂ39a) (1- V)kaﬂu33i|’

To =Nggny,
Mo = =D (A=) 185055, . (2.100)
ﬁn =M,4n,n,,
I\ﬁt = I\ﬁaﬁnatﬁ:
(ja = Maﬁ’ﬂ = _DALT% a0
_n :Gana’
= = M,
n n aC >
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Z o$miu parametrow brzegowych {Uy,Uy,Uz,@n,T1,T2,My,Vi}, w czterech rownaniach
catkowych (2.97) i1 (2.99), cztery sa znane, a pozostate cztery nalezy wyznaczyc.
Z wielu mozliwych tutaj warunkéw brzegowych przytoczymy dwa:

e sztywne zamocowanie:  {11,12,M,,V,} —niewiadome, {u;,U,,Us,¢} —znane,
e brzeg swobodny: {U,Up,Us,} —niewiadome, {T,,T,,M,,V,} —znane.

2.8. Powloka walcowa

W powloce walcowej o promieniu a (rys. 2.15) przyjmuje si¢ nastepujacy uktad
wspotrzednych krzywoliniowych (X;,X;): linia wspotrzednych X; jest zgodna z tworza-
ca, a linia X, jest skierowana zgodnie ze wspotrzedna katowa 6. Wartos¢ wspotrzed-
nej X, jest obliczana z wyrazenia X, = 6a, czyli jest po prostu dtugoscia tuku. Taki
uktad ma teg zaletg, Zze — po rozwinigciu powierzchni walcowej na ptaszczyzng — po-
wstaje kartezjanski uktad wspotrzednych.

Rys. 2.15. Powltoka walcowa

Stan przemieszczenia jest opisany trzema przemieszczeniami U, a katy obrotu sa
zwiazane z przemieszczeniem normalnym Us
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(oa :_u37a7
Dn :goana’
ou
=pt =——23,
(0»[ (oa a 8C

(00{ = gaﬂtﬂwn - gaﬂnﬂq)t‘

Sity wewngtrzne stanu blonowego sa opisane teraz wzorami [31]:

vUu,
Nll = B(ulﬂl VU, _?]a

Us
Ny, = B(uzaz VU, _;Ja

1-v
N, =B > (Up,p +Uys ),

T, = Naﬁnﬂ,

(2.101)

(2.102)

a sity wewngtrzne stanu zgigciowego maja podobna posta¢ jak w powloce mato wy-

niostej [31]:
M s ==D[ (1= V)Uspy #5505, |,
M, =M,zn,Ng,
M, = Maﬂnatﬁ,
Q, =M., =-DAu;,,,

Qn =Q,N,,

oM
V. =Q +—t,
=t e

M, =R,

(2.103)

Réwniez podobna posta¢ do réwnan powloki mato wyniostej przyjmuja réwnania

roOwnowagi

Naﬂ,ﬂ +q, =0,

Ny,
Mg ap "'T"‘ 9; =0,

(2.104)

ktore po wprowadzeniu prawa Hooke’a ((2.102) i (2.103)) przyjma posta¢ réwnan

roOwnowagi w przemieszczeniach

Lu; =a;,

(2.105)



gdzie [29]
Br-B Va2 sV, VB,
2 2 a
1+v 1-v B
Lj=| -B—-09, -Bd; —BTaf 20
P _By, DA? +E2
a a a- |
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(2.106)

Wobec identycznej procedury wyprowadzenia catkowych rownan brzegowych jak
w powloce mato wyniostej przytoczymy jedynie tozsamosci (2.95) dla powloki walcowej

au;(y)+ [ T,;(zy)u, (z)dC
C

+ i M ; (z.y), (z)dC + (j: V,, (z,y)us(2)dC + i Rfuj
= I T, ()0, (z.y)dC + J M, (2)2,; (z,y)dC
+ l V, (2)Uy (2.y)dC + kil R¥TY; + £ 0 (X); (x,y)dS
i catkowe roéwnania brzegowe (2.97) 1 (2.99)
pu, )+ in,— (291, (2)dC

+ [Myy 2.9)0, (2)IC + [V, (2.y)u,(2)4C + - Riu
: c k=1

= [T, (@), (2.y)dC + [ M, (2)@, (zy)dC
C C

N
+ [V, (@) (2,y)dC + Y RT; + [ ¢, (0T, (xy)dS,
C k=1 S

Bo,¥)+ [ T, 2y, (2)dC
C
+ [ M, (2.3)0, (2)dC + [V, (z.y)[u; (2) Uy (y)]dC
C C

N — _ _
+ ) RAUY —uy (] - [T, (2)0,,5(2.y)dC - [ M, (2)§, (z,y)dC
C C

k=1

_ N _ _
- Jvn (2)Us;(z,y)dC — Z RkU3k3 =J. g; (X)U;; (x,y)dS
c 5

k=1

(2.107)

(2.108)
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Wielkosci z pojedynczym i podwojnym nadkre§leniem nalezy tutaj oblicza¢ ze
wzorow (2.101-2.103).

Zauwazmy ponadto, ze w powtoce walcowej wystepuja identyczne warunki brze-
gowe z wystepujacymi w powloce mato wyniostej.

2.9. Metoda kolokacji Kupradzego

Istote wariantu Kupradzego w bezposredniej metodzie elementéw brzegowych
wyjasnimy na przyktadzie plyty cienkiej. Metoda Kupradzego jest rowniez metoda
typu kolokacji, jednak zamiast brzegowych roéwnan catkowych (2.38) i (2.45) wyko-
rzystuje si¢ w niej tozsamosci (2.37) i (2.41), ale zapisane dla punktéw lezacych na
zewnatrz obszaru S [1, 2]:

[ M, (2.y)¢,(2)dC + [V, (z.y)w(z)dC + >Rw
C C i=1

= [M,(2)@,(2.y)dC + [V, (2)W(z.y)dC (2.109)
C C

N
+> RW, + [q(x)W(x,y)dS, ygSuUC.
i=1 S

[N, (2:3)0,(2)4C + [V, (z.y)W(z)dC + 3 Rw,
C C i=1

= [M,(2)@, (z.y)dC + [V, (2)W(z.y)dC (2.110)
C

C
N p— p—
+> RW, + [q(x)W(x,y)dS, ygSuUC.
i=1 S

Po dyskretyzacji brzegu na elementy brzegowe pozostaje problem zbilansowania
liczby niewiadomych warto$ci wezlowych z liczba rownan w punktach kolokacji.
W praktyce punkty kolokacji umieszcza si¢ na konturach zewngtrznych C; i C, od-
wzorowujacych brzeg C w sasiedztwie punktow weztowych (rys. 2.16). Odleglos¢
konturow zewngetrznych od brzegu C okresla parametr &.

W przypadku ptyty cienkiej mozliwych jest kilka sposobow wyboru tozsamosci
catkowych i punktow kolokacji:

1. Tozsamosci (2.109) i (2.110) sa spetnione w punktach kolokacji na konturze C;.

2. Tozsamo$¢ (2.109) jest spetniona w punktach kolokacji na konturach C; i C,.

3. Tozsamo$¢ (2.110) jest spetniona w punktach kolokacji na konturach C, i C,.
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.~ ®~—<——__ __ punkty kolokacji

S e e -~ e

\\\\;*77k_//.,

Rys. 2.16. Punkty kolokacji

Najwygodniejszy w zastosowaniach jest przypadek 2, gdyz wystepuja tutaj najniz-
sze osobliwosci w jadrach tozsamosci catkowe;.

- 8--0-0-0-0-0 -0¢-0- 0 -

7

--o-9o-90-9-¢-0oe-o-o-

- -9 -0-9-9-0-90 -0 -

-S---8--9-0-9 -0-9 -0-0--0 -
--9--0-9-®-0-9-0-0--0-

Rys. 2.17. Punkty kolokacji w analizowanym przykladzie

Podstawowym problemem w podejsciu Kupradzego jest wlasciwy dobor parame-
tru ¢, ktory ma zasadniczy wpltyw na uwarunkowanie macierzy uktadu rownan linio-
wych (2.46). Zbyt duzy parametr & pogarsza uwarunkowanie macierzy, zbyt maly na-
tomiast wymaga doktadniejszych procedur catkowania numerycznego. Wpltyw
parametru & na zbiezno$¢ rozwiazania przeanalizujemy na przyktadzie kwadratowej
plyty oboku a = 1lm, sztywno zamocowanej na wszystkich krawedziach, poddane;j
statemu obciazeniu o intensywnosci q = 1 kPa. Plyta ma wiasciwosci sprezyste:
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D = 1kNm, v= 0,2. Kazdy bok plyty zostal podzielony na osiem elementéw linio-
wych (lacznie 32 elementy). Uktad punktow kolokacji pokazano na rysunku 2.17.

Taki rozktad punktow kolokacji w poblizu narozy jest spowodowany tym, ze wy-
stepuja tutaj cztery niewiadome w wezle naroznym: dwa momenty i dwie reakcje.
W tabeli 2.1 przedstawiono ugigcia ptyty w dwoch punktach: w srodku ptyty i w po-
blizu jej brzegu dla r6znych warto$ci parametru &.

Tabela 2.1. Ugigcia plyty zamocowane;j

w [m]
& [m] x1=0 x,=0 x1=0,45m x,=0
1 —0,0531369 —1,77652

0,1 0,00126594 0,000060394
0,01 0,00126536 0,000055498
0,001 0,00126597 0,000055662
0,0001 0,00126606 0,000055684
0,00001 0,00126606 0,000055697
0,000001 0,0012657 0,000053630
0,0000001 0,00119355 —0,000111149

Z tabeli wynika, ze poza dwoma skrajnymi przypadkami parametru & zbiezno$¢
jest zadowalajaca w szerokim zakresie jego warto$ci. Wygodnie jest odnie$¢ wartos¢
parametru & do dtugosci elementu. Za optymalng jego warto$¢ mozna uzna¢ wielkosc¢
okoto 1/10 dlugosci elementu brzegowego.

Przykiad zostal wykonany w systemie obliczen symbolicznych i numerycznych Ma-
thematica, z wykorzystaniem wbudowanych tam adaptacyjnych algorytmow catkowania
numerycznego. W ten sposob wyeliminowano wptyw bledéw catkowania numeryczne-
go na wyniki przedstawionej wyzej analizy zbieznos$ci metody Kupradzego.



3. Przyblizone rozwiazania podstawowe rownan rownowagi
wybranych dzwigarow powierzchniowych

3.1. Plyty cienkie

3.1.1. Plyta spoczywajaca na podlozu Winklera

Przyblizonego rozwiazania podstawowego bedziemy poszukiwaé w postaci szere-
gu utworzonego z rozwiazan podstawowych n-tej potegi laplasjanu. Procedurg poste-
powania mozna podzieli¢ na kilka krokéw, wspolnych dla wszystkich rozpatrywanych
plyt cienkich:

1. Oddzielenie czg$ci gtoéwnej (opisanej najwyzsza potega laplasjanu) réwnania
rozniczkowego dla rozwiazania podstawowego od reszty tego réwnania poprzez
wprowadzenie do niej matego parametru &.

2. Transformacja Fouriera tak oddzielonego rownania rozniczkowego i wyznaczenie
obrazu rozwiazania podstawowego.

3. Rozwinigcie obrazu rozwiazania podstawowego w szereg potegowy wzgledem
malego parametru.

4. Odwrdcenie transformaty rozwigzania podstawowego 1 zapisanie go w postaci
szeregu rozwiazan podstawowych n-tej potegi laplasjanu.

Wprowadzmy maty parametr do rownania ptyty na podtozu Winklera (2.50):

DA’W+ gk, W= 0. (3.1)
Po zastosowaniu transformacji Fouriera znajdziemy obraz rozwiazania podstawowego

1

T
Dp” + &k,

(3.2)

a po rozwinigciu w szereg potegowy wzgledem matego parametru ¢ otrzymamy
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1 ek, k> &k’

Dp4 _szs + szllz - D4p12

=i
I

- 33

_i(_g k)™ G-3)
o (Dp 4 )i .

Przed odwroceniem obrazu rozwiazania podstawowego nalezy przyja¢ parametr

e=1 (tak jak w réwnaniu wyjsciowym (2.50)). Ostatecznie rozwiazanie podstawowe
plyty na podtozu Winklera mozna przedstawi¢ w postaci

szz:(—lfisﬁrﬁbaﬂy (3.4)

gdyz
-1 -1 " —
F {%} —,, (3.5)

a W, jest rozwigzaniem podstawowym n-tej potegi laplasjanu (A.3).

W praktycznych zastosowaniach wykorzystuje si¢ przyblizong postac szeregu (3.4)
ograniczona do kilku poczatkowych sktadnikow.

Warto zwrdci¢ uwage na to, ze promien zbieznosci szeregu (3.4) jest nieskonczony, co
zostanie wykazane w p. 3.5. Nie gwarantuje to jednak szybkiej zbieznosci szeregu (3.4),
ktdra bedzie analizowana przy prezentacji przyktadow numerycznych w rozdziale 4.

3.1.2. Plyta spoczywajaca na podlozu Pasternaka
Roéwnanie ptyty na podlozu dwuparametrowym Pasternaka (2.56) z wprowadzo-
nym malym parametrem ¢ przyjmuje postac
DA*W - & (kAW + kW) = 6. (3.6)

Po zastosowaniu transformacji Fouriera otrzymuje si¢ obraz rozwiazania podsta-
WOowego 1 jego rozwinigcie w szereg potegowy wzgledem matego parametru

. 1
Dp* +€(k2p2 +k)
2 2 2 2 3 2 3
o S 6)
P p p P
I (—&) & (i) KKV
_g D! jgo j p2(2+i+j)’

ktére po odwroceniu transformaty (i przyjeciu €= 1) mozna zapisa¢ w postaci szeregu
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v—v:i(_.l)i Zl:(ijjkljk;_j (-1 Wi, (3.8)

i+1
io D7 %

3.1.3. Plyta spoczywajaca na polprzestrzeni sprezystej

W przypadku ptyty na potprzestrzeni sprezystej parametr & wprowadza si¢ do
uktadu réwnan (2.67)

W= us * p,
5 (3.9)
DA*W+ep=0.
Tutaj obraz rozwiazania podstawowego przyjmuje postac
~ 1
W=s—p——
Dp* +¢ksp
21,2 31,3 41,4
1 ek, &k, k3 R ks (3.10)

=Dp4_D2p7+D3p10_D4p13 Dspl(’_

L ! _k32i g _k32i+1_ K. — E,
~ D2|+1p6|+4 D2|+2p6|+7 >3 2(1_1/5)’

a po odwrdceniu transformaty Fouriera (i przyjeciu € = 1) otrzymuje sig¢ rozwiazanie
podstawowe

s

k2|
D2I+1

3|+2

w5 (1) g

gdzie state C; oblicza si¢ ze wzoru (A.4).

—cmr"‘”}, (3.11)

3.1.4. Plyta ortotropowa

Przytoczmy potrzebne zaleznosci z teorii cienkich ptyt ortotropowych [32]:

o*w o*w
M, =-| D, ¥yp, Y|
11 ( 11 axlz 12 axg]
o*w o*w
M, =—| D,% YD, Y| 3.12
22 [ 12 axlz 22 6X22] ( )
o*w
MIZ_ 2D66

X0,
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Pozostate wielkosci kinematyczne i fizyczne uzyskuje si¢ ze wzoréw opisujacych
plyty izotropowe (2.18)—(2.20).
Roéwnanie rownowagi plyty (2.21) przyjmie teraz postac
4 4 4
W (D, + 2Dy )2 ow

D A g
11 22
ox! OX.OX; ox;

=q. (3.13)

Przepiszmy réwnanie rownowagi ptyty (3.13) w rownowaznej postaci

o*w .\ o'w q
acox: a7 (3.14)
Hy =2(Dlz +2Dg6 — Dll)’ Hy, =D, - Dy

D, A*W+H,,

Wprowadzmy do rownania (3.14) z jednostkowym obciazeniem skupionym maty
parametr ¢

+Hy—|=

i 3.15
X ox; x5 (3.13)

4— 4=
D11A2W+5[H12 oW 0 W]—a’.

Obraz rozwiazania podstawowego znajdziemy po zastosowaniu transformacji Fouriera

1
Dyp" + 5(H12a12a22 + sza;)

=h

2

_ 1 _€(H12a12a22+H22a;)+gz(H12a12a22+H220[;) B (3 16)
D11P4 Dlzlp8 D131/312 .
i .
2 (=) L) i a2t
=) ——— i i=i g, 26-0) 20— ))+4]
_g(; Dlil+lp4(1+i) Z(Jszle o, a, .

Odwrocenie obrazu (3.16) (przy przyjeciu £= 1) prowadzi do nastgpujacego wzoru
na rozwiazanie podstawowe ptyty ortotropowe;j:

B (0 ) B P
W= ( )z(-]HIZJHZJZaIZ( J)ag( D 4JW2(”1)' (3.17)

i+1
i=0 D11 j=0 J

Przy odwracaniu obrazu (3.16) wykorzystano wzor (A.2).

3.2. Plyty grube

Zagadnienie statyki plyt grubych opisane jest ukladem réwnan rézniczkowych,
dlatego procedura znajdowania przyblizonego rozwigzania podstawowego rozni si¢ od
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tej zastosowanej w plytach cienkich, opisywanych jednym réwnaniem skalarnym. Do
sprowadzenia uktadu réwnan roézniczkowych do jednego réwnania skalarnego wyko-
rzystamy metod¢ Hormandera (Dodatek B). We wszystkich zagadnieniach dzwigaréw
powierzchniowych opisywanych uktadami réwnan kolejne kroki postgpowania sa
wspolne:

1. Sprowadzenie uktadu réwnan rézniczkowych do jednego réwnania réznicz-
kowego (B.5).

2. Oddzielenie czesci glownej (opisanej najwyzsza potega laplasjanu) réwnania
rozniczkowego od reszty tego rownania poprzez wprowadzenie do niej matego para-
metru &.

3. Transformacja Fouriera tak oddzielonego rownania rézniczkowego 1 wyznacze-
nie obrazu rozwiazania podstawowego.

4. Rozwinigcie obrazu rozwiazania podstawowego w szereg potegowy wzgledem
matego parametru.

5. Odwrocenie transformaty rozwigzania podstawowego i zapisanie go w postaci
szeregu rozwiazan podstawowych n-tej potegi laplasjanu.

6. Powrot do macierzy (tensora) rozwiazan podstawowych.

Zgodnie z metoda Hormandera poszukujemy rozwiazania podstawowego rOwnania
rozniczkowego

;|0 =0, (3.18)
gdzie, zgodnie ze wzorem (2.98)
“HA —Ho, ~Ha,
L =| He, (H—Daf—Dl_Tvaﬁj —D”T"a@2 . (319
Ho, V50, H-Do? - D1V
L 2 2 -
a wyznacznik tej macierzy jest rowny
2
‘Lij‘:—%A3+H2DA2. (3.20)

Po wprowadzeniu matego parametru £ do réwnania (3.18)
J— 2 p— p—
_U=vHDT 55 L sl DA T = s 3.21)

i zastosowaniu transformacji Fouriera, obraz rozwiazania podstawowego U ma postac
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G— 1
T 2
(d=v)HD" V;HD P’ +eH?Dp?
_ 1 gDH?*p* g*D*H*p"
(1-v)HD? (1=v)HD?

-~ +
s [a-nHD? T
2 T, P

2H¢ 1
(1 v)HDZZ{(l v)D} pHE

-
6
Y|

(3.22)

Ostatecznie (zakladajac, ze =1 i wykorzystujac (A.3)) rozwiazanie podstawowe U

po odwrdceniu transformaty (3.22) przyjmie postaé

Y= (1- v)HDZZ{(l v)D} Wi

Macierz rozwiazan podstawowych obliczymy z zaleznosci (B.2)

— '_
u =LY,

gdzie macierz dopetnien algebraicznych Li} jest rowna

H2- B A+ —H%,+
_ (1-v)
+(1 V)DzAz + 3 HDo,A
H202 —H?A
H20, - - *
L = _ +HD oA +
(N G PPN (l_;)
2 + Y Hpaa
2
H?0, - -H%8,0, -
4=y 2V) HDd,A —”TVHDa 8,A

~H%, +
La=v
2

HD8,A

~-H%0,0, -
1+v

———"HD&,0,A |
2

H?0] —H’A+
+HD oA +

- V)HDa A
2

(3.23)

(3.24)

(3.25)

Elementom macierzy rozwiazan podstawowych (3.24) nadamy wygodne w zasto-

sowaniach oznaczenia (2.76)
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V_Vq Wml sz
ljij: (qu (l_)lml (l_)lm2 > (326)
(ZZq (BZml QZZmZ
1 przyjmuja one postac:
i-1
Y = (- v)DZ,ZI‘{(l—v)D} 2
i-1 i-1
3—y & 2H & _
+(1—V)D;{(1—V)D} Wi = Z_:Ll v)D} e
i-1
_ —2H
o e
Wm1 ¢1q )D2 ;|:(1 V)D:| 1W2+|
i-1
1 & 2H _
2 | W .
+D§[(I_V)D} .
i-1
Wi, = ~Paq )D2 ;{(l V)D:| 0, W,
i-1
1 & 2H
I 6 W. .
+D§{(I—V)D} 2Wheis
i-1
_ 2H & P
oW, .
(/71m, _ )D2 IZ;,|:(1 V)Di| 2W2+|
i-1 i—1
3 _ 2 & 2H .
o %W
(1 v)D2.ZI:L1— )D} Y (1—V)D§{(I—V)D} 2Whi
(3.27)

i-1
RS 2H 2
Z|:(1 V)D:| a1 W1+|’

i=1

i-1
_ 2H & -
= O°W, .-
¢2m2 (1—V)D2 Z|:(1 V)Di| 1 7%2+i

i=1

i-1 i-1
Z{(1 v)D} Wi = a- v)D,ZI‘{ v)D} Oi Wi

(1 v)D2 =

1 » OH i-1 -
Z|:(1 V)D:| 62WI+|’

i-1
Pim. = Pm. = 0,0,W,,;
¢lm2 ¢lm2 (1 V)Dz Z|:(1 V)Di| 172752+

i=1

L +v) oH T
e v)D,Zl“{(l—v)D} 010: M-
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3.3. Powloki malo wyniosle

Szczegodtowa analizg przyblizonego rozwigzania podstawowego przeprowadzimy
na przykladzie sferycznej powtoki mato wyniostej. Powierzchnia podstawowa tej po-
wloki jest opisana rownaniem

1
f(xl,xz):gkn(xf+x22), (3.28)
a macierz operatorow roéwnan rownowagi (2.92) przyjmuje w tym przypadku postac
-BO2 - B—a2 —B”Tvala2 Bk, (1+1)9,
L, = —B”Tvala2 B - BI_T"af BK,,(1+ )2, (3.29)
2
Bk, (1+v)3,  -Bk,(+v)a, DA
| +2Bk;, (1+v) |

W celu wyznaczenia macierzy rozwiazan podstawowych zastosujemy procedure
opisana w p. 3.2. Otrzymamy kolejno:
* Wyznacznik macierzy operatorow L

3 _ 1,2 2R3

L 72(1- V)D A4, 86401 V)(;s vOkuD” o (3.30)

o Skalarne rownanie rézniczkowe dla rozwigzania podstawowego z malym parametrem &
B 3 _ Co2We2Ipd

= h—4V)D YD + 3840 V)(;é VKD g s (3.31)

e Obraz rozwiazania podstawowego U
1

U- 72(1-v)D° 864(1—v)(1— )k D°
i Pi+e x n=_pt
e f1a-vhk T
B 1 a0k € (=vOky | (3.32)
721-v)D* ¢ 720-v)D* ,,  72(1-v)D?p'® '
h4 p h2 p

—512(1 Wik
D;Z p2(2+2i)

1 rozwiazanie podstawowe U

Y= 72(1- v)D3Z[ } Yaiea G-39)

72(1 V)




e Macierz dopetnien algebraicznych Li}

[—BD&?A -
_ BD(I—V) 812 Az

2
_12|3Dk11(1—v2)A

BD(L+v) , . o
11

-BD&?A -
- BD(;+v)alalA2 _E;D(;—v)agAz

2

Bk, (1-v*) B’k (1-v?)

8,A
2

0,A

2 2
_Bkll(1 V)azA

_12BDk; (1-v?) A
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(3.34)

2

B(1-v)

* Macierz rozwiazan podstawowych powloki sferycznej U;

ull UIZ u13_

uij Uy, Uzz Uy |,
u31 U32 u33

_ —Bh* a-ve T

= 3| o, - zz
72(1-v)D* 5| h 144D

_Bh k121(1+v)z{ 12(1 vk } &
i=1

6D?
—Bh* 121 vk} _
v)DZZ{ s } 00

{ 12(1 vk } o,

_ Bhki(1+v) 12(1- v)k _
61|1:)2 Z:‘|: W2i+1’

_ _ =Bk, (1+v) & 12(1 v)k _
T =0 =D ; a

Bk (1+v) & 12(1— AT
Up ==l = 1441;33 |Z—1: A

_ B’h* &l -12(1- v)k _
s = 144D3Z{ } Waie

12(1 vk - h*
" 72(1-v)D? Z{ } O 144D22

1W2i+1’

{ 12(1—v)k } o,

(3.35)
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3.4. Powloka walcowa

W przeciwienstwie do rozpatrywanych w poprzednim punkcie zagadnien (ptyta

gruba, sferyczna powltoka malo wyniosta), problem brzegowy powloki walcowej nie

jest zagadnieniem geometrycznie izotropowym, co oznacza, ze wyznacznik macierzy
operatorow (2.106)

1+v vB

_Bo? - B_az B0, -
a
L, - _B”_Vaa sai-sla 24 (3.36)
—Ea —Eaz DA*+ 5
a a a” |

zawiera nie tylko potegi operatora Laplace’a, ale réwniez pochodne czastkowe

72(1-v)D? b, 8041V - v)D3

v 22he a;. (3.37)

L[ =

Powtorzenie procedury z p.3.2 i 3.3 prowadzi do rozwiazania podstawowego row-
nania skalarnego w postaci

= 1
U= 3 3
72(1-v)D* ¢ 864(1-v)1-v*)D
o P TE a’h’ “
2
B 1 _e0-vie e[120-)] o
720-v)D* ¢ 72(1-v)D’a® 4 72(1-v)D’a’p*
h4 p i P (3.38)
z -&£12(1- v) af“_4
T 70— v)D3 a’h? o

V= 72(1- v)D3z[ ah2

i na podstawie macierzy dopetnien algebraicznych Li;
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12D o )
h> O’ 72D2(1—v)aa+ _7202(1—1/)v(33
_T2D*(1-v) aht ah’ !
aht ! 6D*(1+v) 72D%(1-v)
+————20,0,A7 +——"75,62
_6D2(1_V)62 A2 ah* :
h? ‘
12D A7 4
72D*(1-v) 144D 1-v?) ., 72D*(1-v) -5
Tt 0t T 0 T 07
L = 5
6D (1+v)aaAZ _72D2(147v) 2 72D (17\:)(2+v)612(92
a‘h ah
6D2(1_V) 2 A2
e oA (3.39)
72D2(1—V)va3_ 72D2(1—v)63+
ah* ! ah* 2 72D*(1-v) A2
772D2(1—v)662 +72D (1—v)(2+v)a 5 h*
ah* 2 ah’

otrzymamy macierz rozwiazan podstawowych powtoki walcowe;j

u, u, U;
7u =0y, Uy Uy,
U;, U32 Us;

2

= 12(-v ) 4i-4 A2 S 12(-v ) iy
1] 0, 03 W, 0,
"6 v)D2 Z{ a’h’ } 22 op Z{ a’h’ } Wiz

i=1
{ 12(1- v)} o
4i°

~ a’h’

i-1 i-1
2 [_120=v) | s RPA+v) &[-120-v4) ] s
Z‘{azhz} 00y + 12D(1- v)Z a’h? 010,y

(3.40)

U, =

=

21 =

aZ

- hooal-1200v)] L n al-2aav) ] L
0,=— z o'W, , — ————2| 0/ 0w,
27 6(1-v)D { a’h’? Lo 12DZ a’h’ b

i=1 i=l
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3.5. Promien zbieznosci przyblizonych rozwiazan podstawowych
Dla ogoélnego funkcyjnego szeregu potggowego
Yaz'=a,+az+a,z’ +... (3.41)
n=0
wygodnie jest obliczaé¢ jego promien zbieznosci R ze wzoru [33,34]

a‘n
an-¢-1

R =lim

nN—o

: (3.42)

wynikajacego z kryterium d’Alemberta. Sens promienia zbieznosci jest taki, ze dla
|z <R szereg (3.41) jest bezwzglednie zbiezny, a dla |z| > R jest rozbiezny.

Promien zbieznosci wyprowadzonych w tym rozdziale szeregéw przedstawiajacych
rozwiazania podstawowe przesledzimy szczegdélowo na przykladzie ptyty na podiozu
Winklera. Rozwiazanie podstawowe ma tutaj postac (3.4)

& k'
W= Z(—l)” ﬁwz(ml), (3.43)
n=0
a wobec zaleznosci (C.4)
W,(r)=—r|c m’ D (3.44)
" on ", ") '
mozna je wyrazi¢ wzorem
2 n 2 n
_ rlnr‘”(li m P&k an
W= > a2l > Dl
an n=0 i 2TCD n=0 D (345)
rlnr r
= Si——=5,
27D 27D
Jesli oznaczymy r* =z, to szeregi S, i S, przyjma postaé:
0 _k n 0
S, = Z(Flj Conin2"=2.C,2",
n=0 n=0
(3.46)

S, = i(%klj D,,,.,2" = i D,z".

n=0
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Po uwzglednieniu zaleznosci (C.9)

n-1
n =" ! , Dp=—r+ ! l, (3.47)
4" (n=-D(n-1)! 4" (n=DU(n-D!Tk
znajdziemy
n
(k)
" D4 2n+D)I2n+1)!
. (3.48)
5 - (_kl) 2n41 |
" DA™ n+ )2+ ) Sk
Promien zbiezno$ci szeregu S; wynosi wigc
R = |G| fi 16D (2n+2)° (2n+3)’ =0, (3.49)
naoo|cn+l n—o k1
a szeregu S
R, = limi 5 -
n+1
zfl (3.50)
= 1im@(2n +2)(2n+3)" 2L K o
- k1 2n+3l_ >
ko K
gdyz
2n+1 1
~ k
k=1 _
lim o =1 (3.51)
o K

Z przedstawionych rozwazan wynika, ze promien zbieznos$ci rozwiazania podsta-
wowego plyty na podlozu Winklera (3.43) jest nieskonczony.

W analogiczny sposob mozna by wykaza¢, ze promienie zbieznosci wszystkich rozpa-
trywanych w tym rozdziale rozwiazan podstawowych sa nieskonczone, gdyz ich kon-
strukcja opiera si¢ na rozwiazaniach podstawowych n-tej potegi laplasjanu, a r6znig si¢
jedynie stalymi fizycznymi, ktdre nie maja wptywu na promien zbieznosci.



4. Numeryczne przyklady zastosowania przyblizonych
rozwigzan podstawowych w metodzie elementow
brzegowych (MEB)

4.1. Wstep

Wigkszo$¢ rozwiazan przyktadow prezentowanych w tym rozdziale otrzymano
na podstawie programéw kodowanych w systemie Mathematica z wykorzystaniem
uzywanych w nim algorytmow numerycznych i symbolicznych, nad ktéorymi uzyt-
kownik ma petna kontrole jesli idzie o dokladno$¢ obliczen. Dlatego w badaniu
zbieznos$ci rozwiazan przyktadéw mozna pomina¢ wplyw doktadnosci procedur cat-
kowania numerycznego.

Jedynie przyktady odnoszace si¢ do ptyty ortotropowej i wyniostej powtoki walcowej
zostaly zaprogramowane w systemie Delphi. Zastosowano tutaj procedur¢ numerycznego
catkowania Gaussa z siedmioma punktami w elemencie brzegowym i siatka 20x20 punk-
tow w obszarze dzwigara.

We wszystkich przyktadach stosowano metode kolokacji Kupradzego i przyjmowa-
no warto$¢ parametru & zaproponowana w p. 2.8, rowna 1/10 dtugosci elementu brze-
gowego.

4.2. Plyta spoczywajaca na podlozu Winklera

Rozwiazano testowa, kwadratowa plyte swobodnie spoczywajaca na podilozu
Winklera, ktérej rozwiazanie metoda rdznic skonczonych (MRS) zamieszczono
w monografii [35]. Plyta ma bok a = 5 m, sztywnos¢ D = 1923 kNm, wspotczynnik
Poissona v = 0,2 i jest obciazona w $rodku sita skupiona P = 69,44 kN (rys. 4.1).
Przyjeto sztywno$¢ podtoza Winklera &, = 10* kKN/m”.
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Rys. 4.1. Ptyta na podtozu Winklera

Plyte rozwiazano metoda Kupradzego (p. 2.8). Wobec swobodnego brzegu i naro-
zy tozsamos$¢ catkowa (2.109) przyjmuje tutaj postac

[ M, (2,9)p,(2)dC + [V, (z,y)m()dC + >R,
C C i=l1 (4 1)
=Ja()w(x,y)dS, yeSUC.

S

Kazdy bok ptyty podzielono na cztery réwne, liniowe elementy brzegowe. W narozu
swobodnej ptyty wystepuja trzy niewiadome: dwa obroty i ugigcie, stad wynika uktad
punktow kolokacji (rys. 4.2). Kontury zewngtrzne, na ktorych rozmieszczono punkty ko-
lokacji znajduja si¢ w odleglosci £= 0,125 m od brzegu ptyty.

f——— & - - — 8- —— & ———®——— & ———
|
e e .
|
¢ LT A
;o o
| | |
R A
Lo (—g>}<—>}
|
s o ¢ ¢ |3=5m
o X, Lo
| : | |
| | |
t P
| : X, [
| ! |
pooo e
|
: - - - - - - - -0 ————— o‘ :
| |
-8 & - & -

Rys. 4.2. Punkty kolokacji

Analizg przeprowadzono z zastosowaniem doktadnych (2.53) i przyblizonych (3.4)
rozwigzan podstawowych. Wyniki rozwigzan poréwnano z wynikami otrzymanymi me-
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toda elementdw skonczonych w systemie COSMOS/M 1 metoda réznic skonczo-
nych [35]. Ugiecia wzdhuz linii $srodkowe;j ptyty przedstawiono na rysunku 4.3.

-0,0005 9 | 2 3 4 5
0 Lﬂ l 1 X4 [m]
0.001 AL —— MEB przybl.
0.0015 ﬁﬂ\\ P 5 MEB dok
0,002 &/ —A— COSMOS/M
0,0025 o —o— MRS
0,003 ‘
w [m]
Rys. 4.3. Ugigcia ptyty na podtozu Winklera
0 1 2 3 4 5 6
O 1 1 L 1 ) n
0,002 x
0,004 4
0,006 A MEB dokt.
0,008 A MEB przybl.
0,01 A ‘
w [m]

Rys. 4.4. Zbiezno$¢ przyblizonego rozwigzania podstawowego

Pewna rozbiezno$¢ uzyskanych wynikow w poréwnaniu z otrzymanymi metoda
roznic skonczonych jest spowodowana rzadka siatka réznicowa (6 oczek na dlugosci
boku) przyjgta w pracy [35].

Zbadano réwniez zbiezno$¢ rozwiazania przyblizonego (ugigcie w $rodku plyty)
w zaleznosci od liczby n wyrazow szeregu (3.4). Wynik przedstawiono na rysunku 4.4,

4.3. Plyta spoczywajaca na podlozu Pasternaka

Rozwiazano t¢ sama kwadratowa plyte, co w p. 4.1. Drugi parametr sztywnosci
podtoza Pasternaka przyjmuje warto$é k, = 3,472-10° kN/m. Podziat i uktad punktow
jest rowniez identyczny z opisanym w p. 4.1. Analizg przeprowadzono z zastosowa-
niem doktadnych (2.59) i przyblizonych (3.8) rozwiazan podstawowych. Wyniki roz-
wigzan poréwnano z wynikami otrzymanymi z réznic skonczonych [35]. Ugigcia
wzdtuz linii §rodkowej plyty przedstawiono na rysunku 4.5.
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0 0,5 1 1,5 2 2,5 3 3,5 4 4,5 5
0 U—-E.\S‘E . . . } } Y %, [m]
0,0005 ;\\
~on. Ee/ — MEB przybl.
0,001 @ MEBdokt. ||
\ / okt.
0,0015 —o— MRS H
\G/\E/
0,002 ‘ ‘
w [m]

Rys. 4.5. Ugigcia plyty na podtozu Pasternaka

Pewna rozbiezno$¢ otrzymanych wynikow w poréwnaniu z metoda roéznic skon-
czonych jest spowodowana rzadka siatka r6znicowa (6 oczek na dlugosci boku) przy-
jeta w pracy [35]. Zbiezno$¢ wynikow przy uzyciu przyblizonego rozwiazania pod-
stawowego uzyskano dla siedmiu wyrazow szeregu (3.8).

4.4. Plyta spoczywajaca na polprzestrzeni sprezystej

Ze wzgledu na trudno$ci w znalezieniu w literaturze przykladu rozwiazania plyty
cienkiej na polprzestrzeni spr¢zystej oraz ze wzgledu na brak implementacji funkcji
specjalnych wystepujacych w $cistym rozwiazaniu podstawowym (2.70) tej ptyty
w systemach programowania, zdecydowano si¢ jedynie na posrednia weryfikacje
przyblizonego rozwiazania podstawowego (3.11) z rozwigzaniem ptyty na podtozu
Winklera (rys. 4.2). Rozwiazano wigc te¢ sama ptyte co w p. 4.1. Przyjeto state sprezy-
stosci potprzestrzeni: Ey = 2-10" kPa, 1, = 0. Sztywnos$¢ podtoza Winklera oszacowa-
no na podstawie wzoru k; = 2,5Ey/a [36, 37]. Otrzymano: & = 10* kKN/m®. Ugiecia
wzdtuz linii $rodkowej plyty przedstawiono na rysunku 4.6. Zbiezno$¢ rozwiazania
rowniez zostala osiagnigta przy niewielkiej liczbie wyrazow szeregu (3.11) — 7.

0 0,5 1 1,5 2 2,5 3 3,5 4 4,5 5

o N % o
0 4 " " " " " " A

0,001 =

0,002 —A A ——MEB przybl.

= —A— COSMOS/M ||
0,003 : :

Rys. 4.6. Ugigcia ptyty na polprzestrzeni sprezystej

Ugigcia ptyty na polprzestrzeni sprezystej sa poréwnywalne z otrzymanymi dla
podtoza Winklera — r6znica wynosi ok. 20%.
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4.5. Plyta ortotropowa

Plyte testowa wybrano tak, aby zapewni¢ wyrazna ortotropowo$¢ jej materiatu:
sztywnos¢ Dy; = 2 kNm, D,; = 1 kNm, D, = D¢ = 0. Odpowiada to rusztowi, ktory
nie ma sztywno$ci na skrecanie, a zginanie w obu kierunkach jest niezalezne. Prosto-
katna plyta ma wymiary 2 m x 1 m, jest zamocowana na wszystkich krawedziach
1 obciazona rownomiernie na calej powierzchni (rys. 4.7).

Y

g=1kPa
1m

Xz

2m

Rys. 4.7. Schemat ptyty ortotropowe;j

Kazdy bok plyty zostat podzielony na cztery rowne, liniowe elementy brzegowe.
W narozu zamocowanym nie wystgpuje reakcja skupiona, stad wynika rozktad punk-
tow kolokacji metody Kupradzego (rys. 4.8).
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Rys. 4.8. Punkty kolokacji

Plyte rozwiazano stosujac przyblizone rozwiazanie podstawowe (3.17). Pochod-
ne czastkowe rozwigzan podstawowych poteg laplasjanu obliczano wedlug wzorow
z Dodatku D. Ugigcia ptyty wzdluz osi x; poréwnano z ugigciami otrzymanymi me-
toda Galerkina i metoda elementow skonczonych wedlug wtasnych algorytmow au-
tora. Zbiezno$¢ rozwiazania MEB uzyskano dla sze$ciu wyrazéw szeregu (3.17).
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Rys. 4.9. Ugigcia plyty ortotropowej

4.6. Plyta gruba

Rozwiazano kwadratowa ptyt¢ o boku @ = 1m, zamocowana na wszystkich krawe-
dziach i obciazong cisnieniem g = 1k Pa (rys. 4.10). Grubos¢ ptyty 4 = 0,2 m, a jej sta-
e materiatowe — modut Younga E = 1 kPa i wspotczynnik Poissona v= 0.
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Rys. 4.10. Schemat plyty grubej
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Rys. 4.11. Punkty kolokacji

W plycie grubej, ze wzgledu na trzy niezalezne parametry przemieszczeniowe —
w, @1, @, trzy tozsamosci catkowe (2.83) sa niezalezne, dlatego punkty kolokacji
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w metodzie Kupradzego sa rozmieszczone na jednym konturze zewnetrznym (rys. 4.11),
na ktérym wymaga si¢ spetnienia trzech rownan (2.83).

Wykres ugie¢ wzdtuz linii sSrodkowej ptyty przedstawiono na rys. 4.12. Wyniki po-
rownano z uzyskanymi dla doktadnych rozwiazan podstawowych i z wynikami
otrzymanymi metoda elementéw skonczonych (COSMOS/M).

2
3
4

w [m]

Rys. 4.12. Ugigcia ptyty grubej

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
. . 0 i
1 =
E\E\R ——MEB przybl. | |
W B MEB dok.
—A— COSMOS/M ||

Na rysunku 4.13 przedstawiono zbiezno$¢ ugigcia w srodku ptyty w zaleznos$ci od
liczby n wyrazow szeregow (3.27), przyjetych w przyblizonym rozwigzaniu podsta-
wowym. W tym przypadku zbieznos$¢ przyblizonych rozwiazan podstawowych osia-

gnicto dla 25 wyrazow szeregow (3.27).

X1 [m]

0 5 10 15 20 25
0 1 1 ] n
21 A .L—a—a—a—a—i
4 A8
6 A
13 —— MEB dokt.
12 A A MEB przybl. | |
14 \
w [m]
Rys. 4.13. Zbieznos¢ przyblizonego rozwiazania podstawowego
-0,06
’ - r
-0,04 L MEB przybl.
0
0,02 ‘ A—A—A—A——f ‘
0,04

Mi1 [kN]

Rys. 4.14. Moment zginajacy M;;

W tym przyktadzie obliczono rowniez moment zginajacy M, wzdhuz linii srodko-
wej. Warto§ci momentu porownano na rys. 4.14 z wynikami otrzymanymi metoda
elementoéw skonczonych w systemie COSMOS/M.
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Podobnie jak w przypadku ugie¢ zbieznos¢ rozwigzania uzyskano dla 25 wyrazow
szeregu (3.27). Wykres zbiezno$ci momentu zginajacego M;; w srodku plyty przed-
stawiono na rys. 4.15.

0,01 4
0,02 4 ALD
0,03 1 A
0,04
0,05
0,06

——MEB dokt.
A MEB przybl.

My [kN]

Rys. 4.15. Wykres zbieznosci momentu zginajacego My,

Warto tutaj podkresli¢ niemal identyczna zbiezno$¢ momentu zginajacego w po-
roOwnaniu z ugigciem, pomimo wystgpowania pochodnych przemieszczen w rozwia-
zaniu podstawowym momentu zginajacego.

4.7. Sferyczna powloka malo wyniosta

Rozpatrywana sferyczna powtoka mato wyniosta rozciaga si¢ na planie kwadratu
a = b =10 m. Wobec przyjetej krzywizny powierzchni srodkowej ky; = kry = 1/20 m
jej wyniostos¢ ¢ = 1,25 m (rys. 4.16). Powloka jest zamocowana na wszystkich kra-
wedziach i obcigzona ci$nieniem w kierunku x; — g3 = 1 kPa. Przyjeto stale materiato-
we: modut Younga E = 30-10° kPa i wspotczynnik Poissona v= 0.

Rys. 4.16. Schemat powloki sferycznej
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Punkty kolokacji sa rozmieszczone teraz na dwoch konturach zewnetrznych (rys. 4.17).
Na pierwszym konturze, blizszym krawedzi powtloki, spetnione sg trzy réwnania
(2.95) (dlaj =1, 2, 3), na konturze drugim natomiast tylko trzecie z tych réwnan
(dlaj =3).
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Rys. 4.17. Punkty kolokacji

Wykres skladowej przemieszczenia u; wzdtuz linii §rodkowej powtoki pokazano
na rys. 4.18. Zbieznos¢ przyblizonych rozwiazan podstawowych osiagnigto dla sied-
miu wyrazoéw szeregébw (3.35). Wartosci przemieszczen porownano z otrzymanymi
metoda réznic skonczonych (MRS) wedtug wlasnych algorytmow autora.

0 2 4 6 8 10
0,00E+00 . t t %q [m]
1,00E-05 g\s\e\ ——MEB przybl. /a'/e’q)
2,00E-05 o MRS
3,00E-05 \ /
4,00E-05
5,00E-05 =605 o 50
6,00E-05

uz [m]

Rys. 4.18. Przemieszczenie u; powloki mato wyniostej

4.8. Powloka walcowa

Rozwiazano powloke w ksztalcie potowy walca kotowego o parametrach @ = 1 m,
b=2m,0< 6 <7 (rys. 4.19) i grubosci # = 0,25 m. Powloka jest zamocowana wzdtuz
wszystkich krawedzi 1 obciazona rownomiernym ci$nieniem ¢; = 1 kPa prostopadtym
do jej powierzchni. Przyjeto stale materiatowe: modul Younga E = 30-10° kPa
1 wspotczynnik Poissona v=0,16.
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Rys. 4.19. Schemat powtoki walcowej

Rozktad punktéow kolokacji jest podobny jak w powtoce mato wynioslej i zostat
pokazany na rys. 4.20. Podobnie jak w powloce mato wyniostej trzy tozsamosci
(2.107) spetione sa na konturze pierwszym blizszym krawedzi powloki, a trzecia
z nich (dla j = 3) na konturze drugim.
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Rys. 4.20. Punkty kolokacji
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Rys. 4.21. Przemieszczenie u; powloki walcowej

Wykres sktadowej u; przemieszczenia powtoki w przekroju x, = 0 przedstawiono
na rysunku 4.21. Tutaj zastosowano sze$¢ wyrazow szeregow (3.40) przyblizonych

rozwigzan podstawowych. Wyniki poréwnano z wynikami uzyskanymi metoda ele-
mentdéw skonczonych (COSMOS/M).



5. Podsumowanie

W pracy przedstawiono zastosowanie metody elementow brzegowych w wybranych
zagadnieniach statyki dzwigarow powierzchniowych. Wyprowadzono brzegowe rownania
catkowe bezposredniej metody elementow brzegowych dla szerokiej klasy ptyt i powtok
opisanych réwnaniami rézniczkowymi o statych wspotczynnikach:

e plyt cienkich na podtozu sprezystym,

* plyt grubych,

¢ powtok mato wyniostych,

e wyniostych powlok walcowych.

W przypadku plyt cienkich na podiozu spr¢zystym i ptyt grubych wyprowadzono
doktadne rozwiazania podstawowe opisujacych je rownan rozniczkowych. Posta¢ tych
rozwiazan zawiera trudno dostgpne w systemach programowania funkcje specjalne.

Dla wszystkich wymienionych wyzej dzwigaré6w powierzchniowych zaproponowano
oryginalng metod¢ wyprowadzenia rozwiazan podstawowych. Rozwiazania te maja prosta
posta¢ szeregow potegowych. Wazna cecha tych szeregdéw jest ich nieskonczony promien
zbieznosci, co wykazano w p. 2.5.

Pokazano réwniez uzyteczno$¢ metody kolokacji Kupradzego w rozpatrywanych
zagadnieniach. Zbiezno$¢ rozwiazan przy uzyciu tej metody zbadano numerycznie na
przyktadzie plyty cienkie;j.

Przedstawiono testowe rozwiazania numeryczne, jakie otrzymano metoda elementow
brzegowych z zastosowaniem wyprowadzonych podstawowych rozwiazan przyblizonych
kazdego rozpatrywanego w pracy dzwigara powierzchniowego. Wyniki uzyskane
z wykorzystaniem przyblizonych rozwiazan podstawowych poréwnano z wynikami
otrzymanymi z zastosowaniem dokladnych rozwiazan podstawowych oraz z wynikami
uzyskanymi innymi metodami numerycznymi. Otrzymane w kazdym analizowanym
przyktadzie wyniki wskazuja na duza uzytecznos¢ praktyczna zaproponowanych podsta-
wowych rozwiazan przyblizonych. Warto réwniez zwrdci¢ uwagg na szybka zbieznosé
szeregbw przyblizonych rozwiazan podstawowych. W wigkszosci przypadkow wystarcza
niewielka liczba wyrazow szeregéw (mniej niz 10) do osiagnigcia zadowalajacej zbiezno-
$ci rozwigzania przyktadow z zastosowaniem przyblizonych rozwigzan podstawowych.
Szybka zbieznos$¢ zostaje rowniez zachowana w przypadku sit wewngetrznych, w ktorych
wystepuja wyzsze pochodne przyblizonych rozwiazan podstawowych, co zostalo wyka-

zane na przyktadzie ptyty grube;.
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Jako jedyna wadg przyblizonych rozwiazan podstawowych mozna poda¢ niemoznos¢
rozwigzania zagadnien w obszarach nieograniczonych, ale to dotyczy rowniez doktadnych
rozwigzan podstawowych opisywanych funkcjami specjalnymi, ktoére réwniez trzeba
przybliza¢ szeregami.

Zaproponowana metod¢ otrzymywania przyblizonych rozwigzan podstawowych
mozna tatwo uogdlni¢ na inne zagadnienia techniki, opisywane eliptycznymi réwna-
niami rézniczkowymi o statych wspotczynnikach.



Dodatek A
Uogolniona transformacja Fouriera

Transformacja Fouriera (prosta i odwrotna) funkcji dwoch zmiennych zdefiniowana
jest nastepujaco [19, 20, 22, 39]:

FLE(xux)]= [ [ f(%.%)e @ ax dx, = f(a.a,),

—00 —00

F_l[f(al,az)] (A.1)

1 77 —i(y X +oyX
:WI I f (o, )e (e ”)daldaz: f(X.,%).

—00 —00

Ponizej podano wlasnosci transformaty pochodnej czastkowej i laplasjanu oraz
splotu funkcji:

(A.2)

Wykorzystujac wilasno§¢ transformaty o Diraca, tatwo znalez¢ transformate
rozwigzania podstawowego N-tej potegi laplasjanu W, :

F[s]=1
(-1)" (A.3)

2n

P

F[V_Vn]:
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Przydatna jest rowniez transformata

= [ran:ci 1

p6n+1 ? (A 4)
c,-U I 1 |
To2n L (6)-D(6j-3)°(6j-5"
Warto zwroci¢ uwagg na zwiazek migdzy transformacja Hankela
H,[ t(r)]=[ ()3, (rp)rdr=f(p),
0 (A.5)

f(0)J,(rp)pdp=f(r),

Hy'[f(p)]=

O = 8

gdzie Jj jest funkcja Bessela, a dwuwymiarowa transformacja Fouriera funkcji osiowo
symetrycznej f(r)

(A.6)
Hy'[ f(p)]=2=F"[ f(p)]

Whasno$¢ ta jest szczegélnie przydatna przy odwracaniu transformat Fouriera
z wykorzystaniem tablic catek [25].



Dodatek B
Metoda HOormandera

Metoda Hormandera pozwala w prosty sposob sprowadzi¢ macierzowy uktad
rownan rézniczkowych do jednego réwnania skalarnego [13]. Rozpatruje si¢ uktad
rownan roézniczkowych w celu znalezienia macierzy rozwiazan podstawowych

L, =8,0. (B.1)

g
Zatézmy rozwiazanie podstawowe w postaci

i, =L,U, (B.2)

gdzie L'; — macierz dopetnien algebraicznych operatora Ly, a U — pewna nieznana
funkcja.

Po wprowadzeniu zaleznosci (B.2) do réwnania (B.1) oraz po skorzystaniu
z wlasnosci

Ly Ly =8, |Ly |, (B.3)
otrzymuje si¢
S| Ly |U = 8,0, (B.4)
czyli w konsekwencji rownanie skalarne
;|0 =5, (B.5)

po rozwiazaniu ktérego ze wzgledu na U otrzymuje si¢ ze zwiazku (B.2) macierz
rozwiazan podstawowych u, .

Metode Hormandera zilustrujemy prostym przyktadem tarczy w plaskim stanie
odksztalcenia. Macierz operatoréw rézniczkowych ma tutaj postac [29]
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| A=A+ o —(A+ w)0,0,
op = 5 | (B.6)
—(A+m)0,0,  —pA—(A+ u)o;
a macierz jej dopehien algebraicznych
— A — (A + )03 A+ 1)0,0
L;ﬂ{ HA=(A+ )0 (A+1)0,0, 2]‘ (B.7)
(A+ 10,0, —HA = (A + p)o,;
Roéwnanie skalarne (B.5) przyjmie postaé
wA+2u)AU = 6. (B.8)
Rozwiazaniem podstawowym tego rownania jest (2.8)
g 1 popr (B.9)

8ru(A+2u) A

Ostatecznie z zaleznoS$ci (B.2) otrzymamy macierz rozwiazan podstawowych

Atp  K-r _

Smu(A+2u) A+p  nn

_ 2(A+3) .l Anp(A+2u) r*

_ 8mp(A+2 7
i,y = 1,0 HA+20) 1y b
Atp - (B.10)
A+u  nn Smu(A+2u)

Amp(A+2u) r* 2443w It

nu(A+2u)

r:\/(xl _y1)2 +(x, _y2)2’ Ty =Xg = Vg



Dodatek C

Rozwiazania podstawowe Nn-tej potegi laplasjanu

Rozpatruje si¢ rozwigzanie podstawowe rownania

A"W, = 6. (C.1
Z réwnania
A™W, =A"(AW,,,) =0 (C2)
mozna wywies¢ zwiazek
AW, ,, =W,. (C3)

Zatdzmy rozwiazanie podstawowe rownania (C.1) w postaci

W (1) =20 (cn n— - DHJ. (C.4)
2n r

Wykorzystujac postac¢ laplasjanu w przypadku osiowo-symetrycznym

A=li(rij, (C.5)
rdr{ dr
ze zwiazku (C.3) tatwo otrzymac wzory rekurencyjne
C 1 (C
Chy=—%, D, ,=—|—+D, |. C.6
" 4n? : 4n2( n j (€6

Wobec znanej postaci rozwiazania podstawowego rdwnania harmonicznego

AW, =5, W,(r)=——In" (C.7)
2n 1,

znajdziemy warto$ci poczatkowe ciagu rekurencyjnego (C.6)
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C, =1, D =0. (C.8)

Wzory (C.6) i (C.8) mozna réwniez przedstawi¢ w postaci iteracyjnej [38]

1 1 ol
"4 =Din=D" " 4" (n=DI(n-1)! kle (€3



Dodatek D

Pochodne rozwigzan podstawowych n-tej potegi laplasjanu

Rozwiazanie podstawowe n-tej potegi laplasjanu ma postaé

— 1 2(n-1 1 2(n-1
W.(r)=—C. r*™Vn(ry—-—D, r*"™,
h(1) 5 (r) 2 On .1

r,=X,—Y, I=4nr,.
Aby znalez¢ dowolne pochodne czastkowe rozwiazania podstawowego (D.1)
wzgledem X,, wystarczy rozpatrzy¢ pochodne wyrazen r™ i r"In(r).
Zatozmy, ze pochodna r'" ma posta¢

akrm k mk . i
I,.m- I
7 :% e, (D.2)
1 I=

Zachodzi rowniez oczywisty zwiazek

ak+1rm k+1 m

a o :ZAk+lrlirmf(k+l+i)’ (D3)
X1 i=0
oraz
ak+lrm - o akrm ~ mk (ke 1)
X o, oxk AT ’
1 1 1
k=1 [ m m ) )
+Z{Ail(i+l)+Akl[m—(kﬂ—1)]}r;r‘“‘<k*'+” (D.4)
i=1

m

m
+ AL M = 2k = DIF T 4 A (m = 2k ),
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Poréwnanie wyrazen (D.3) i (D.4) prowadzi do nastepujacych wyrazen rekurencyjnych
okreslajacych wspotczynniki A:

m
0_1,
ki _ pk
A=A
AT = A+ + A M=k +i-1)], i=12,...,k-1, (D.5)
m m
A= Ak“ [m-(2k -1,
k+1 A( (m 2k)
W przypadku wyrazenia r"In(r) jego pochodne czastkowe zatozymy w postaci
Hr"in(r)| «
[ p ) ] szrlrm (k+i) +ln(r)z Ek i,.m- (k+|) (D‘6)
X

Zapiszmy tutaj wyrazenia analogiczne do (D.3)

akH rm 1n(r) k+1 m . k1l m )
—[ I J = Z Bik+1 rll pm-(k+l+) ln(r)z Eik+1 rl| pm-(k+1+) ’ (D.7)
X, i=0 i=0
oraz do (D.4)
o [ln(r)rm] 5 o [ln(r)rm]

m
=— =In(r){ Ef r™ & 4
X o o ( )< :

Z{ |+1(|+1)+E| 1[m (k+|_1)]} rm- (k+i+1) +
X m
+ B M=k =DIR ™ + B (m - 2k)r1k“rm-<2k+2>> + (D.8)

Bk m- WMZ{ ,+1(|+1)+Bk1[m (k+i—D]+EF } ripmokee

i=1

m m
+{Blfl[m—(2k—1)]+ Elfl} rm- (2k+1)+{B (m—2k) + E! } pk+ pm=(2k+2)
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Po porownaniu wyrazenia w nawiasach trojkatnych w (D.8) z wyrazeniem (D.4)
znajdziemy zalezno$¢

m m

Ef = A", (D.9)

a z pozostatej czesci (D.8), po uwzglednieniu (D.9), otrzymujemy zwiazek rekurencyjny

m
By =0,
m
Bk+l Bk
1
m
Bk+1 BX,(i+1)+ B,k Im—(k+i-D]+ A Loi=120 k-1, (D.10)
B = B Im- kD] + AL,
m m
B! = BE(m—2K)+ A"
Z uwagi na symetri¢ wyrazen " i r"In(r) ze wzgledu na zmienne X, i X,, czastkowe
pochodne mieszane przyjma postacé

m | m— (k+|)

k
— A,kr Alr m (k+|+|+j)
AN 2 AL

j=0

ak+| rm

X} OX,
m-— (k+|)

M r™n(ry| I
[ — :| ZBkrllz AI r2 rm- (k+|+I+J)+ (D.ll)
8x1 8x2 i=0 i=0

K m | m- (k+|) | m—(k+i)
+Z Z B r2 m (k+l+i+j) +1n(r)z AI r2 m (k+l+i+j)

i=0 j=0

1 ostatecznie mozemy zapisa¢ pochodng rozwiazania podstawowego

K+l — K 2(n- 1) | 2(n- 1) (k+i)
o'W, (r) _C, {Z B nZ Al -t

X\ Xy C2m
k 2(n- 1) | 2(n- 1) (k+|) | 2(n-1)- (k+|) o
+Z A“ r Z B r2 m (k+l+i+j) +1n(l’)z AI rz rm—(k+|+l+j) (D12)
j=0
k 2(n- l) 1 2(n=1)—(k+i)

Z A1 rlz AIr2 I,.m—(k+|+i+j).
T
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