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Streszczenie: W artykule przedstawiono zastosowanie mieszanek warunkowych rozktadéw
Poissona w regresji. Mieszanki tych rozktadéw stosowane sa wowczas, gdy zbior obserwacji
charakteryzuje sie nadmiernym rozproszeniem, bedacym wynikiem na przyktad pominigcia
jednej z waznych zmiennych objasniajacych. Celem referatu jest zbadanie wplywu wydatkow
na badania i rozwoj na liczbe przydzielonych patentdw w krajach Unii Europejskiej.

Stowa kluczowe: model mieszanek, niejednorodnosé, funkcja wiazaca.

1. Wstep

Mieszanki rozktadow warunkowych, w ktérych wyréznia sic wpltyw zmiennych
objasniajacych na zmienna objasniana i w ktorych mozliwe jest uwzglednienie
zmiennych towarzyszacych (wptywajacych na przynaleznos¢ obiektow do klas),
zwane sg mieszankami modeli GLM (generalized linear mixture models) [Leisch
2004]. Gdy analizowany zbior obserwacji jest zbiorem niejednorodnym, mieszanki
rozktadow wykorzystywane sa w analizie regresji w celu wyodrebnienie kilku pod-
zbioréw oraz oszacowania parametrow modeli dla kazdego z nich.

W artykule przedstawiono zastosowanie mieszanek rozktadéw Poissona do oceny
liczby przyznanych patentow w krajach UE. Na podstawie danych dla 27 krajow Euro-
py zbudowano model mieszanek rozktadéw Poissona, wykorzystujac pakiet Flexmix
programu R. Na podstawie kryteriéw informacyjnych (np. BIC) okreslono optymalna
liczbe Klas oraz zinterpretowano parametry oszacowanego modelu mieszanek.

2. Mieszanka rozkladow Poissona
Zaktada sig, ze kazda sktadowa mieszanki jest charakteryzowana przez warunkowy

rozktad prawdopodobienstwa, a zwiazek pomiedzy zmienna zalezna i zmiennymi
objasniajacymi jest okreslony za pomoca ztozonego modelu, czyli uogoélnionego
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modelu liniowego (GLM). Liczba podzbioréw, tj. rozktadoéw sktadowych mieszan-
ki (components of mixture model), moze by¢ rozumiana jako liczba segmentéw
rynku, w ktérych prawdopodobienstwa zakupu w zaleznosci od ceny czy reklamy
sa wyraznie rozne dla klientow kazdego z wyodrebnionych segmentéw. Zaleznie
od skali pomiaru zmiennej objasnianej wsréd mieszanek wyrdzni¢ mozna mie-
szanki modeli logitowych oraz mieszanki regresji Poissona. Poniewaz mieszanki
rozktadow Poisssona zostana wykorzystane w przyktadzie empirycznym, ponizej
przedstawiono 0g6lna posta¢ mieszanek tych rozktadow:

f(y X)X, 0) = 3 7, (7 @)Poisson (y,/4,), (1)
. iyi
Poisson (y;|4,) = PR 0

gdzie: Poisson (y; |ﬂis) — funkcja s-tego rozktadu Poissona,

y; - realizacja zmiennej zaleznej Y dla i-tej obserwacji,

xij — wektor realizacji zmiennych objasniajacych, xij = [Xit,.. Xim, 1.

Xi" — wektor realizacji zmiennych towarzyszacych, Xi" =[Xi; _ Xim,1,
®, - wektor parametréw rozktadu sktadowego P ,

® - wektor parametréw mieszanki rozktadéw, @ = (74, a,,0;),

7y — prawdopodobienstwo a priori — wartos¢ prawdopodobiefstwa, ze

dana obserwacja nalezy do podpopulacji
P, (7 (X7, @) 20 Y 7 (x7,0)=1),0, #©,Vs 1.

W praktyce zastosowan zaklada sie, ze wartos¢ przecietna jest rowna wariancji,
a zdarzenia sa wzajemnie niezalezne. Zatozenie rownosci wartosci przecigtnej i
wariancji sa czgsto naruszone, np. zbidr cechuje si¢ niejednorodnoscia, nadmier-
nym zréznicowaniem, rozproszeniem (overdispersion).

W przypadku, gdy zbiér danych jest zbiorem niejednorodnym, jednym z roz-
wiazan jest wykorzystanie mieszanek modeli Poissona, w ktdrych zaktada sie, ze:

a) zhidr wszystkich obserwacji ztozony jest z s klas (podzbioréw),

1 Zmienne towarzyszace wraz ze zmiennymi X, ..., X, biora udzial w szacowaniu parametrow

modelu mieszanek, na podstawie ktérego mozna bedzie dokona¢ klasyfikacji nowych obiektdw bez
udziatu zmiennych objasniajacych. Zmienne towarzyszace wykorzystywane sa czesto w badaniach
marketingowych, ekonomicznych, psychologicznych, w ktdrych pozyskanie zmiennych objasniaja-
cych jest bardzo kosztowne.
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b) kazda obserwacja z prawdopodobienstwem 7, przypisana jest do nieznanej
klasy, podzbioru P,. W literaturze mozna roéwniez spotka¢ si¢ z okresleniem, ze
obserwacja znajduje si¢ w stanie s (s =1,...,u) [Wang i in. 1998],

c) (X;,Y;) to zbior obserwacji (i=1,...,n), y; jest realizacja zmiennej loso-
wej Y, pochodzaca z rozktadu Poissona, zaobserwowana w danym okresie czasu,
a wektor X; = (Xij ,X{") tworza odpowiednio m, -wymiarowe, m, -wymiarowe re-
alizacje zmiennej objasniajacej i towarzyszacej,

d) dla zmiennej objasnianej Y , zaleznej od wektora zmiennych objasniajacych,
istnieje nieznana zmienna losowa IT, okreslajaca klase dla obserwacji (X;,Y;),
(Y ,IT) sa parami niezalezne,

e) [T ma rozktad dyskretny, a prawdopodobiefistwo P(I1=Ss) =, , gdzie

Is?

u .. .. i .
zs_lﬂ'is =1 dla i-tej obserwacji okreslone jest wzorem:

T =7 (X7, @) = f)_(lp(asxi ) ,s=1...,u-1, (3)
1+ exp(axy)
1=1
u-1
Tiu Eﬂ—u(xiw’a)zl_zﬂ'iw 4
=1

gdzie @ =(ay,...,a, )" oraz o, =(ag,...,aq ) dla 1<s<u-1sa niezna-
nymi parametrami mieszanki,
f) jezeli I1 = s, to zmienna losowa Y ma rozktad Poissona, ktoéry mozna zapi-
sac jako:
_ Ai
fs (Yi | XiJ !Bs) = Poisson(yi Mis) = |s| E)(p_lis ' ®)
y;!

a wartos¢ przecigtna rozktadu A jest zalezna od zmiennych objasniajacych X,
zaleznos¢ t¢ wyraza funkcja wiazaca (link function) dana réwnaniem:

ﬂ'is = ;ts (Xij ’Bs) = eXp(Bls Xij )! (6)

gdzie B=(py,....3,) oraz Bs =(By,....Bq,) dla L<s<u sa nieznanymi
parametrami mieszanki.
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Parametry modeli mieszanek szacuje si¢ najczesciej za pomoca algorytmu EM
[Dempster i in. 1977], a wyboru modelu optymalnego dokonuje sie na podstawie
kryteriow informacyjnych BIC, AIC i ICL [Frihwirth-Schnatter 2006].

3. Analiza empiryczna

Nad problemem zaleznosci pomigdzy wydatkami na badania i rozwoj (R & D) a
liczba przyznanych patentow zastanawiano si¢ juz wielokrotnie (m.in. [Cohen,
Levin 1989; Mairesse, Sassenou 1991]). Wang, Cockuburn i Puterman [1996] za-
proponowali, by do oceny parametréw modeli wyrazajacych zaleznos¢ pomiedzy
liczba patentéw a wydatkami na R & D, wykorzysta¢ mieszanki rozktadow.

Celem przyktadu jest pokazanie, jakie sa relacje miedzy wydatkami na badania
i rozwdj a liczba udzielonych patentow w krajach Unii Europejskiej.

Zaleznos¢ pomigdzy liczba patentow a wydatkami na R&D mozna zapisac za
pomoca ,,funkcji produkcji patentéw” o postaci: E(Y) = exp(p' X), gdzie Y oznacza

liczbe przyznanych patentéw, a X jest wektorem zmiennych objasniajacych.

Parametry funkcji produkcji patentow maja ciekawa interpretacje ekono-
miczna, informuja bowiem o efektach skali w zaleznosci od naktadéw na badania i
rozwoj. Trudnos¢ badania takiej zaleznosci polega na tym, ze dane bardzo czgsto
sa nadmiernie rozproszone. Z problemem tym prébowano sobie poradzié¢, szacujac
parametry modelu Poissona i jego réznych modyfikacji [Hall i in. 1986; Gourie-
roux i in. 1984]. Za gtéwna przyczyne tego problemu uznano brak ,,stabilnosci”
(instability problem) miedzy wydatkami na badania i rozwéj a liczba przyznanych
patentdw w pewnym przedziale czasowym.

W podanym dalej przyktadzie zatozono, ze zaréwno wspotczynniki przy
zmiennych objasniajacych, jak i wyraz wolny moga przyjmowaé wartosci rozne
dla kazdego z badanych krajéw UE. Naktada sie tu jednak pewne ograniczenia, tj.
kazdy z krajow moze sie znalezé w s (S=1,...,uU) roznych klasach lub ,sta-
nach”, odpowiadajacych roznym stopniom produktywnosci, np. ,,duzy”, ,,sredni”,
,,Niski”. Szacowane wiec sa ,,funkcje produkcji patentéw” nie dla kazdego krajow
z osobna, lecz dla klas, do ktorych naleza. Przyjecie tego rodzaju zatozen mozna
uzasadni¢ tym, ze wszystkie kraje maja dostep do takich samych technologii, ale
rézny, nieobserwowalny, potencjat innowacyjny (np. zwiazany ze struktura organi-
zacji). Alternatywnie mozna by zatozy¢, ze kazdy kraj ma taki sam potencjat inno-
wacyjny, mozliwosci zas technologiczne tych krajow sa rozne (niektore z nich pra-
cuja w obszarach wysokiej technologii, a inne nie).

W badaniu analizowano najbardziej aktualne dane (z roku 2003) dotyczace zalezno-
$ci pomiedzy wydatkami na badanie i rozwdj a liczba patentéw przyznanych 27 krajom
Unii Europejskiej. Dane pochodza z bazy Eurostatu [http://epp.eurostat.ec.europa.eu/].
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Wykorzystano nastepujace zmienne: Patenty — liczba przyznanych patentéw w
danym kraju; log(R & D) - logarytm wydatkéw na badania i rozwdj wyrazony w
milionach euro.

Szacowano parametry modelu mieszanek warunkowych rozktadéw Poissona.
Dla kazdej sktadowej takiego modelu mieszanek szacowano wigc parametry funk-
cji regresji Poissona, ktore sa zarazem funkcjami elastycznosci zdolnosci innowa-
cyjnej krajow, w zaleznosci od wydatkdéw na badania i rozwoj. Jezeli wspétczynni-
ki elastycznosci przyjmuja wartosci wicksze niz jeden, wtedy przyrost wydatkdw
na badania i rozwoj powoduje bardziej niz proporcjonalny wzrost ,,produkcji” pa-
tentdw (rosnace efekty skali).

Jednorodnos¢ zbioru obserwacji sprawdzono za pomoca statystyk Deana
[1992, s. 451-457]. Uzyskane wyniki potwierdzity, ze hipotezg zerowa o jednorod-
nosci zbioru obserwacji nalezy odrzuci¢ na kazdym poziomie ufnosci?.

W analizie uwzgledniono takze zmienna towarzyszaca (PZ) (concomitant va-
riable), tj. procent naukowcdéw oraz personelu dziatdbw R&D w stosunku do sity
roboczej i zatrudnienia ogétem w danym kraju.

W badaniu przyjgto nastgpujace zatozenia: liczba patentow uzyskanych przez
i-ty kraj jest funkcja zalezna od wektora:

X =(x/,x7), x! = (Llog(R&D)), X7 = (L,P2),

— liczba uzyskanych patentéw i-tego kraju jest niezalezna od liczby uzyskanych
patentow krajow pozostatych,
— zmienna zalezna (liczba uzyskanych patentow i-tego kraju (1<i<27)) ma

rozktad Poissona o wartosci przecietnej i prawdopodobienstwie a priori, okres-

lonych za pomoca wzoréw (3)-(6).

Optymalna liczbe rozktadéw sktadowych dla zbioru ,,patenty” wybrano za po-
moca kryteriow informacyjnych BIC, AIC oraz ICL. Dla kazdego z kryterium mi-
nimalna wartos$¢ uzyskano dla liczby klas rownej trzy. Parametry oszacowanego
modelu mieszanek funkcji regresji Poissona przedstawiono w tab. 1.

Tabela 1. Wyniki podziatu dla trzech klas

Klasa 7 Liczebnog¢ A
| 0,156 4 A =exp (-3,21+112log(R & D))
I 0,376 10 A, =exp (-5,12+1,25l0g(R & D))
n 0,468 13 A, =exp (3,07 +1,07log(R & D))

Zr6dto: obliczenia wiasne.

2 Dla kazdej z trzech statystyk Deana p-value < 2,2e-16.
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Obserwacije zostaty przypisane do klas o najwyzszym prawdopodobienstwie
a posteriori. Do klasy pierwszej przypisano: Niemcy, Luksemburg, Holandig i Fin-
landie. Do drugiej: Czechy, Danie, Estonie, Grecje, Hiszpanie, Francje, Polske,
Portugalie, Szwecje i Wielka Brytanie. Z kolei do klasy trzeciej pozostate kraje
UE, tj. Belgig, Butgarig, Irlandig, Cypr, Litwe, Lotwe, Wegry, Malte, Austrig, Ru-
munig, Stowacje, Stowenig.

Wplyw zmiennej towarzyszacej na prawdopodobienstwo przynaleznosci do
klas zilustrowano na rys. 1.

a) dla petnego zakresu PZ b) dla PZ z przedziatu (1; 3)

Rys. 1. Prawdopodobienstwo przynaleznosci firm krajow UE do trzech klas
w zaleznosci od zmiennej towarzyszacej

Zrodto: obliczenia wiasne.

Na rysunkach la i b mozna zauwazy¢, ze gdy procent 0séb pracujacych nad
postepem technicznym firm danego kraju jest niski, dominuja firmy krajéw klasy
trzeciej, co oznacza, ze gdy procent oséb zaangazowanych w badania jest niski,
prawdopodobienstwo przynaleznosci do Klasy trzeciej jest najwigksze. Wraz ze
wzrostem zatrudnienia prawdopodobienstwo przynaleznosci firm do klasy trzeciej
spada prawie do zera. Gdy procent 0s6b zatrudnionych zawiera si¢ w przedziale
1,4 <PZ < 2,4, prawdopodobiefstwo przynaleznosci do klasy drugiej jest naj-
wigksze. Nalezy stwierdzi¢, ze wraz ze wzrostem liczby osob pracujacych nad po-
stepem technicznym wzrasta prawdopodobienstwo przynaleznosci firm krajow UE
do klasy pierwszej, gdy PZ > 2,4, prawdopodobienstwo przynaleznosci do tej

klasy jest najwigksze (kraje nalezace do tej klasy to: Niemcy, Luksemburg, Holan-
dia, Finlandia).



210 Ewa Witek

W celu okreslenia jakosci dopasowania model mieszanek poréwnany zostat z kla-
sycznym modelem GLM (funkcja regresji Poissona). Model ten ma nastepujaca postac:

A =exp(-4,76+124log(R&D)),

a wartosci kryteriow AIC, BIC oraz ICL sa znacznie wyzsze niz w przypadku mo-
delu mieszanek. Obliczono takze reszty Pearsona. Na podstawie rysunkéw reszt,
ktorych nie zamieszczono ze wzgledu na ograniczenia objetosciowe pracy, widaé
wyraznie, ze jakos¢ dopasowania dla modelu mieszanek jest znacznie wyzsza niz
w przypadku pojedynczego modelu GLM.

Na podstawie oszacowanego modelu mieszanek wyznaczono réwniez oczeki-
wana liczbe patentow dla dwdéch krajow, w ktérych wydatki na badania i rozwoj
wynosza odpowiednio: 292 (mIn euro) i 1296 (mln euro). Jako hipotetyczne warto-
sci wydatkdw przyjeto wartosci wydatkdw na badania i rozwoj dwdéch krajéw kan-
dydujacych: Chorwacji oraz Turcji. Z prawdopodobienstwem 0,6 Chorwacja przy-
dzielona zostata do klasy 3, a oczekiwana warto$¢ patentéw, oszacowana na pod-
stawie modelu mieszanek, wynosi 21. Turcja z kolei z prawdopodobienstwem
rownym 1 przydzielona zostata do klasy 3, a oczekiwang wartos¢ patentow osza-
cowano na poziomie 42,

Poniewaz rzeczywista liczba patentéw w badanym roku jest znana (dostepna w
bazie Eurostatu), policzono takze btedy prognozy. W przypadku Chorwacji obser-
wuje sie niedoszacowanie 0 7, natomiast w przypadku Turcji — przeszacowanie o
21 patentow. Oczekiwana liczba patentdw wyznaczona na podstawie funkcji regre-
sji Poissona jest znacznie bardziej niedoszacowana niz dla modelu mieszanek, tj.
oczekiwana liczba patentéw wynosi: 2 dla Chorwacji oraz 4 dla Turcji (niedosza-
cowanie odpowiednio 0 26 i 17)3. Nalezy jednak pamieta¢, ze kraje te nie naleza
jeszcze do Unii Europejskiej. Musza spetnié szereg wymagan, by sprosta¢ oczeki-
waniom oraz kryteriom stawianym krajom wspolnoty. Dowodem tego jest rowniez
liczba patentow przyznawana w tych krajach — nadal nizsza (przypadek Turcji) niz
wartos¢ oczekiwana, oszacowana na podstawie modelu mieszanek.

4. Podsumowanie

Na podstawie oszacowanego modelu mieszanek zaobserwowano rosnace efekty
skali (wspoiczynnik elastycznosci dla zmiennej l10g(R & D) przyjmuje wartosci

wieksze od jeden) dla trzech oszacowanych ,,funkcji produkcji patentow”. Najwyz-
sze efekty skali zaobserwowano w przypadku krajow klasy drugiej (Czechy, Dania,
Estonia, Grecja, Hiszpania, Francja, Polska, Portugalia, Szwecja, Wielka Brytania).
Kraje klasy trzeciej (Butgaria, Belgia, Irlandia, Wtochy, Cypr, Litwa, Lotwa, We-
gry, Malta, Austria, Rumunia, Stowacja, Stowenia) charakteryzuja sie najnizszymi

3 Rzeczywista liczba patentéw w roku 2003 wynosi: 28 dla Chorwacji oraz 21 dla Turcji.
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efektami skali. Mozna by nawet nazwac je krajami o statych efektach skali (wspo6t-
czynnik dla zmiennej log (R & D) wynosi 1,07).

Najwiekszy wptyw na produkcje patentow w krajach UE ma stopa zwrotu z
wydatkdw na badania i rozwdj w krajach klasy drugiej. Nie bez znaczenia pozosta-
je réwniez liczba 0s6b pracujacych nad postepem technicznym. Zmienna ta (towa-
rzyszaca) ma zdecydowanie najwiekszy wplyw na przynaleznos¢ krajow do klasy
pierwszej (Niemcy, Luksemburg, Holandia, Finlandia).
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THE USE OF POISSON MIXTURE MODELS
IN THE EVALUATION OF THE NUMBER OF PATENTS
GRANTED IN THE EUROPEAN UNION COUNTRIES

Summary: The paper focuses on Poisson mixture models and their application in the re-
gression. These models are often used to capture overdispersion in the data which can occur
for example if important covariates are omitted in the regression. It is then assumed that the
influence of these covariates can be captured by allowing a random distribution for the in-
tercept. The goal of this paper is to analyze the relationship among patents and research and
development spending in the European Union countries.
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