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ZASTOSOWANIE METODY HELLWIGA
DO WYZNACZANIA WAG PROGNOZ
KOMBINOWANYCH

Streszczenie: W artykule przedstawiono propozycjg zastosowania metody wskaznikow po-
jemnosci informacyjnej Hellwiga do wyznaczania wag prognoz kombinowanych. Ilustracja
rozwazan o charakterze teoretycznym jest przyktad empiryczny, w ktéorym prognozy indy-
widualne oraz kombinowane wyznaczono dla zmiennej ekonomicznej wykazujacej wahania
sezonowe. Doktadno$¢ prognoz kombinowanych z wagami Hellwiga poréwnano z doktad-
nos$cia prognoz kombinowanych wyznaczonych za pomoca metody $redniej arytmetyczne;j
oraz wybranych metod ztozonych.

Stowa kluczowe: prognozy indywidualne, prognozy kombinowane, wskazniki pojemnosci
informacyjnej, wagi prognoz, btedy prognoz.

1. Wstep

W literaturze statystyczno-ekonometrycznej poswigconej prognozowaniu dominuje
podejscie polegajace na wyborze najlepszej metody predykcji lub najlepszego pre-
dyktora. Mozna jednak podac wiele przyktadow, gdy wybor ten nosi znamiona arbi-
tralno$ci. Jezeli dokona si¢ wyboru ,,najlepszego” rownania, to po uptywie okresu
prognozowanego czgsto okazuje sig, ze trafno$¢ zbudowanych na jego podstawie
prognoz jest nizsza niz na podstawie odrzuconych predyktoréw o nieznacznie gor-
szych wlasnos$ciach predyktywnych. Jednym z mozliwych wyjs¢ z tej sytuacji jest
budowa prognoz kombinowanych (laczonych, mieszanych, zlozonych) bedacych
kombinacjami prognoz indywidualnych otrzymanych za pomoca ré6znych metod lub
klas modeli. Najprostsza forma prognozy kombinowanej przyjmuje posta¢ sredniej
wazonej z wagami subiektywnie dobranymi przez prognostg badz tez jednakowymi.
Podstawowym zadaniem jest wyznaczenie warto$ci wag w taki sposob, aby otrzy-
mana prognoza kombinowana miata btad mniejszy od btedow jej prognoz sktado-
wych. Poniewaz w momencie wyznaczania prognozy kombinowanej nie wiadomo,
dla ktorej z prognoz indywidualnych bledy ex post beda najmniejsze, dlatego tez
bardzo czgsto doktadnos$¢ prognozy kombinowanej porownuje si¢ z doktadno$cia nie
najlepszej, lecz przecigtnej prognozy indywidualnej [Armstrong 2001; Greszta, Ma-
ciejewski 2005].



Zastosowanie metody Hellwiga do wyznaczania wag prognoz kombinowanych 293

W artykule zostanie przedstawiona propozycja zastosowania metody wskazni-
kéw pojemnoscei informacyjnej Hellwiga do wyznaczania wag prognoz kombinowa-
nych. W toku badan empirycznych zweryfikowana zostanie hipoteza méwiaca, ze
otrzymane w ten sposob prognozy kombinowane charakteryzuja si¢ wigksza doktad-
no$cia niz prognozy przecigtne bedace Srednia arytmetyczna ich prognoz sktado-
wych.

2. Metody badawcze

Niech f,;, f37» - [, beda réznymi prognozami indywidualnymi warto$ci zmien-
nej Y w okresie 7. Prognoza kombinowana wartosci y, bedaca liniowa kombinacja
m prognoz indywidualnych ma postac:

Jor = Z A fir (1)
i=1
przy zatozeniu:
A=, )
i=1
gdzie: i=1, 2, ..., m (m=2); f., —prognoza kombinowana; f,. — i-ta progno-

za sktadowa; A; — waga i-tej prognozy sktadowe;.
Jezeli wagi wszystkich prognoz sktadowych sa jednakowe, czyli wynosza:

2=1 3)
m

wowczas prognoza ztozona (1) jest $rednig arytmetyczna prognoz indywidualnych.

Metoda $redniej arytmetycznej (AM — Arithmetic Mean) obok mediany zaliczana jest

do prostych metod wazenia prognoz, ktére stosowane sa w oderwaniu od bledow

prognoz indywidualnych z poprzednich okresow, pozostate metody to tzw. metody

ztozone [Greszta, Maciejewski 2005].

Do grupy metod zlozonych nalezy m.in. metoda wariancji-kowariancji (VC —
Variance-Covariance) polegajaca na minimalizacji wariancji btedu prognozy kom-
binowanej [Bates, Granger 1969; Granger, Newbold 1974 |. Wagi wyznaczone za jej
pomoca dane sg wzorem:

|
A=—-, 4
1's™1 @
gdzie: ¥ — macierz wariancji-kowariancji bledéw prognoz sktadowych.

Szacujac macierz £ na podstawie proby, otrzymujemy estymatory jej elemen-
tow o postaci:
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-1

Zij = e.e 5

itC o
t=T-v

gdzie: e; — btad prognozy sktadowe; f;;

Oszacowanie wag prognozy kombinowanej metoda wariancji-kowariancji jest
rownowazne estymacji rownania regresji ERLS (Equality Restricted Least Squares):

=D AL+ ©)

za pomoca metody najmniejszych kwadratow przy warunku pobocznym (2) [Gran-
ger, Ramanathan 1984].
W sytuacji, gdy wagi wyznaczone za pomoca powyzszych metod przyjmuja war-
tosci ujemne, mozna zastosowac nastgpujace ich modyfikacje:
— metode Batesa i Grangera (BG) bedaca szczegdlnym przypadkiem metody VC
przy zatozeniu zerowej korelacji pomigdzy bledami prognoz sktadowych,
w ktorej wagi szacuje si¢ na podstawie wzoru:

£)
52e)

j=1
— metode regresji NERLS (Nonnegativity Equality Restricted Least Squares)
przy warunkach pobocznych:

220, 4 =1. )
i=1

Zaproponowana w niniejszym artykule metoda polega na wykorzystaniu do
oszacowania wag prognozy kombinowanej wskaznikéw pojemnosci informacyjnej
Hellwiga wyznaczonych na podstawie rownania regresji (6). W réwnaniu tym
zmienng objasniang jest zmienna prognozowana, a zmiennymi objasniajacymi sa
wygaste prognozy indywidualne. Liczba wszystkich mozliwych kombinacji ze zbio-
ru M prognoz indywidualnych, z ktérych mozna utworzy¢ prognozy kombinowane
zawierajace od dwoéch do M prognoz sktadowych, wynosi 2 — M —1.Dla kazdej
kombinacji prognoz sktadowych mozna wyznaczy¢ wskazniki ich indywidualnej
pojemnosci informacyjnej na podstawie wzoru:

2
I

i
my 2

1+Z ”,-j‘
i=1

i#]

by, =

1

©
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gdzie: & — numer kombinacji prognoz indywidualnych (k=1,2, ..., 2" =M —1;
M >2),
m, — liczba indywidualnych prognoz sktadowych w k-tej kombinacji
(m, {2, - M} ),

i — numer prognozy sktadowej w k-tej kombinacji (i =1,2,...,m, ),

h, — wskaznik indywidualnej pojemnosci informacyjnej i-tej prognozy
sktadowej w k-tej kombinacji,

r - — wspofczynnik korelacji liniowej migdzy i-ta prognoza skladowa
a prognozowang zmienna,

r. — wspolczynnik korelacji liniowej migdzy i-ta a j-ta prognoza sktadowa.

i
Dzielac wartosci wskaznikow indywidualnej pojemnosci informacyjnej po-
szczeg6lnych prognoz sktadowych w danej kombinacji przez wskaznik jej integral-
nej pojemnosci informacyjnej, otrzymujemy unormowane warto$ci z przedziatu
(0,1), ktore mozna przyjac jako wagi w prognozie kombinowane;:
h

By =2 (10)

k

gdzie: 1, — waga i-tej prognozy sktadowej w k-tej kombinacji,

H, — wskaznik integralnej pojemnosci informacyjnej Hellwiga k-tej kombi-
nacji prognoz sktadowych okre$lony wzorem:

my

Hy =Yl . (1
i=1

Nieujemne wartosci wag w prognozie (1) mozna interpretowac jako procentowe
udziaty prognoz sktadowych w prognozie kombinowanej. Wagi wyznaczone na pod-
stawie wzoru (10) zapewnia zatem, ze wigkszy udzial w prognozie kombinowanej
beda mie¢ prognozy indywidualne o wigkszej pojemnosci informacyjnej.

3. Przyklad empiryczny
3.1. Material badawczy

Modelowaniu predyktywnemu i prognozowaniu poddano koszty catkowite produkcji
betonu komoérkowego (KB) w przedsigbiorstwie A. Szereg czasowy warto$ci zmien-
nej KB (w tys. zt) obejmowat 60 miesigcy (lata 2000-2004). Ksztattowanie si¢ pro-
gnozowanej zmiennej przedstawiono na rys. 1.

Jako zmienne objasniajace w modelach przyczynowo-opisowych przyjgto: sprze-
daz (SP) oraz produkcje (PR) przedstawiajace odpowiednio sprzedaz oraz produkcje
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betonu komérkowego w przedsigbiorstwie A. Prognozowana zmienna KB oraz zmien-
ne objasniajace charakteryzuja si¢ wystgpowaniem wahan sezonowych. W tabeli 1
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Rys. 1. Ksztaltowanie si¢ zmiennej KB

Zroédto: opracowanie wlasne.

Tabela 1. Oceny wskaznikow sezonowosci zmiennych KB, PR i SP w okresie estymacyjnym
t=1,2,..36

Miesiac KB PR SP
I 73,98 47,20 75,51
11 73,55 51,68 57,36
il 77,03 56,65 69,15
v 79,48 83,79 74,25
\Y% 91,67 109,25 100,36
VI 102,32 110,30 112,16
VII 113,11 126,04 121,88
VIII 120,20 126,25 123,08
X 119,07 135,92 131,63
X 128,97 140,60 138,99
XI 118,84 108,65 109,42
XII 101,77 103,67 86,20
Maks. — min. 55,42 93,40 81,63

Zrodlo: obliczenia wlasne.
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zestawiono oceny wskaznikow sezonowosci badanych zmiennych za okresy mie-
siegczne. Wskazniki te wyznaczono dla okresu estymacyjnego ¢ =1, 2, ..., 36 przy
zatozeniu multiplikatywnego charakteru wahan sezonowych.

Zmienna prognozowana KB charakteryzuje si¢ silnym natgzeniem sezonowosci,
roéznica pomiedzy maksymalng i minimalna warto$cia ocen wskaznikow sezonowo-
sci wynosi dla niej 55,42 p. p. Koszty produkcji betonu komorkowego swoje maksi-
mum sezonowe osiagaja w pazdzierniku, a minimum w lutym.

Zmienne objasniajace PR oraz SP réwniez charakteryzuja si¢ silnym natgzeniem
sezonowosci, ich amplitudy ocen wskaznikéw sezonowosci wynosza odpowiednio
93,40 p. p. oraz 81,63 p. p. Zmienna SP swoje ekstrema sezonowe osiaga w tych
samych miesiacach co zmienna objasniana KB. Zmienna PR swoje maksimum sezo-
nowe rowniez przyjmuje w pazdzierniku, natomiast minimum w styczniu.

3.2. Prezentacja i ocena wynikéw badan

W procesie modelowania predyktywnego i prognozowania zmiennej KB wykorzysta-
no modele nalezace do szesciu klas: klasyczne (MK) i hierarchiczne (H) modele szere-
gu czasowego, klasyczne (P) 1 hierarchiczne modele przyczynowo-opisowe (PH), mo-
dele Holta-Wintersa (HWinaJy) oraz sztuczne sieci neuronowe (ANN). W etapie
wstepnym, na podstawie danych pochodzacych ze skroconego okresu estymacyjnego
obejmujacego 48 obserwacji, oszacowano rownania rozniace si¢ (w zaleznosci od
klasy modeli): zmienna objasniajaca, postacia analityczna trendu, rodzajem wahan
sezonowych, wielkosciami statych wygtadzania, struktura sieci neuronowych. Na pod-
stawie oszacowanych modeli wyznaczono prognozy wygaste dla horyzontu dwuna-
stomiesigcznego i poddano analizie ich doktadnos¢. Nastepnie z kazdej z szeSciu klas
modeli wybrano po jednym modelu o najlepszych whasnosciach predyktywnych. Byty
to: MKtp, H62tp, Ptsp/SP, PH26tsp/SP, HWin117 oraz ANN/SP (gdzie: ¢ — trend li-
niowy, s — stale parametry przy zmiennej objasniajacej, p — periodyczny sktadnik sezo-
nowy, SP — zmienna objasniajaca). Na ich podstawie wyznaczono prognozy ex post
(odpowiednio: f,,, f5,, fs» fu» f5» fo:) D@ 12 kolejnych okresow (£ =49, 50, ..., 60).
Stanowity one prognozy sktadowe 57 prognoz kombinowanych okreslonych wzorem
() dlam =2, 3, ..., 6. Oceny przecigtnych wzglednych btedow (MAPE,y.¢) indywidu-
alnych prognoz sktadowych zestawiono w tab. 2.

Tabela 2. Oceny btedow prognoz sktadowych

Prognoza sktadowa MAPE49.60 [%0]
A 13,04
5 13,49
f 5,42
fi 5,62
/s 7,60
fe 8,83

Zrodlo: obliczenia wlasne.
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Dla kazdej kombinacji m prognoz sktadowych wyznaczono prognozy kombino-
wane z wagami otrzymanymi na podstawie metody wariancji-kowariancji (VC), Ba-
tesa-Grangera (BG), regresji (NERLS), zaproponowanej modyfikacji metody Hellwi-
ga (mH) oraz $redniej arytmetycznej prostej (AM). Do oszacowania wag prognoz
kombinowanych (z wyjatkiem metody AM, w ktorej przyjmuje si¢ rowne wagi) wy-
korzystano dwa zrodta informacji: warto$ci prognoz ex post oraz ich bledow (wariant
W1) oraz wartosci teoretyczne modeli indywidualnych, na podstawie ktorych wyzna-
czono prognozy sktadowe i warto$ci ich reszt (wariant W2). Ze wzgledu na obszer-
nos$¢ wynikow w tab. 3 przedstawiono warto$ci wag dla wybranych prognoz kombi-
nowanych (Fc) (cyfra za skrotem nazwy metody oznacza wariant).

Tabela 3. Warto$ci wag dla wybranych prognoz kombinowanych

Fe VC1 BG1 NERLSI1 mH1 vC2 BG2 NERLS2 | mH2
4 -0,130 0,271 0,000 0,400 0,011 0,271 0,000 0,483
1,130 0,729 1,000 0,600 1,011 0,729 1,000 0,517

f3s 0,936 0,807 0,936 0,540 0,989 0,879 0,989 0,554
0,064 0,193 0,064 0,460 0,011 0,121 0,011 0,446

f123 0,000 0,206 0,000 0,296 0,000 0,205 0,000 0,328

0,000 0,180 0,000 0,267 0,000 0,165 0,000 0,322
1,000 0,614 1,000 0,437 1,000 0,630 1,000 0,350

1235 —0,064 0,191 0,000 0,257 -0,020 0,172 0,000 0,335
0,977 0,653 0,936 0,408 0,999 0,728 0,989 0,367
0,087 0,156 0,064 0,335 0,021 0,100 0,011 0,298

{1234 0,081 0,139 0,000 0,216 0,000 0,142 0,000 0,244
-0,176 0,121 0,000 0,193 0,000 0,114 0,000 0,240
1,023 0,414 1,000 0,303 1,000 0,437 1,000 0,260
0,072 0,326 0,000 0,288 0,000 0,307 0,000 0,256

fl245 0,129 | 0,203 0,000 0,222 0351 | 0,262 0,122 0,256
0,379 | 0,177 0,000 0,200 | -0355 | 0,183 0,000 0,244
1,184 | 0476 0,860 0,314 0,966 | 0,449 0,878 0,271
0,066 | 0,144 0,140 0,264 0,038 | 0,106 0,000 0,229

flaass | —0,060 | 0,120 0,000 0,166 0,026 | 0,145 0,000 0,202
1,242 | 0358 0,575 0,218 1,403 | 0,432 0,989 0,211
0,662 | 0,282 0,000 0,209 | -0,508 | 0,249 0,000 0,206
0,224 | 0,086 0,180 0,191 0,054 | 0,059 0,011 0,182
0,256 | 0,154 0,245 0,216 0,025 | 0,115 0,000 0,199

f123456 0,155 0,109 0,000 0,141 0,034 0,132 0,000 0,168
—0,363 0,095 0,000 0,127 -0,114 0,093 0,000 0,160
0,147 0,324 0,575 0,192 1,292 0,391 0,989 0,178
1,070 0,255 0,000 0,183 0,296 0,226 0,000 0,173
0,004 0,078 0,180 0,164 0,058 0,054 0,011 0,152
-0,013 0,139 0,245 0,193 0,026 0,104 0,000 0,169

Zrodto: obliczenia wlasne.
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Analizujac informacje zawarte w tab. 3, mozna zauwazy¢, ze wagi wyznaczone
dla tych samych kombinacji prognoz indywidualnych, lecz za pomoca réznych
metod, na ogoét przyjmuja rézne wartosci. R6znia si¢ rowniez wagi wyznaczone za
pomoca tych samych metod, ale na podstawie réznych zrodel informacji. Wagi
oszacowane za pomoca metod VC1 i VC2 w wigkszosci przypadkow sa ujemne
lub wigksze od jednosci. W pozostatych metodach zawsze otrzymano nieujemne
wagi, co wynika z definicji. W wielu przypadkach (glownie dla metod NERLS1
i NERLS2, sporadycznie dla VC1 i VC2) otrzymano predyktory kombinowane,
w ktérych pewne wagi wynosza 0, co de facto oznacza redukcje liczby ich prognoz
sktadowych. W skrajnych sytuacjach jedna z wag jest rowna 1, a pozostate wyno-
sza 0, w wyniku czego zbior prognoz indywidualnych ulega zredukowaniu do tylko
jednej sktadowej. Nie mozna wskaza¢ konkretnych kombinacji (jesli chodzi za-
rowno o liczbg, jak i o rodzaj prognoz sktadowych), w ktérych rozstgpy wartosci
wag zawsze bgda najmniejsze albo najwigksze. Potwierdza to konieczno$¢ budowy
prognoz zlozonych dla r6znych kombinacji prognoz indywidualnych. Duze zr6zni-
cowanie warto$ci wag wskazuje na zasadnos$¢ stosowania innych metod niz srednia
arytmetyczna, w ktorej przyjmuje si¢ jednakowe wagi dla wszystkich prognoz
sktadowych.

W tabeli 4 zestawiono przecigtne wzgledne btedy MAPE,9. ¢ prognoz kombino-
wanych. Na podstawie informacji zawartych w tabeli wyznaczono odsetki prognoz
kombinowanych o bledach nie wigkszych od bledow prognoz przecigtnych (tj. prog-
noz kombinowanych bedacych $srednimi arytmetycznymi tych samych prognoz skta-
dowych) dla poszczegdlnych metod oraz rozwazanych dwoch wariantow. Wyniki
zestawiono w tab. 5.

Z analizy informacji zawartych w ostatniej kolumnie tab. 5 (przedstawiajacej od-
setki dla wszystkich 57 wyznaczonych prognoz kombinowanych zawierajacych od
2 do 6 prognoz indywidualnych) wynika, Zze odsetki prognoz kombinowanych o btg-
dach nie wigkszych od btedéw prognoz przecigtnych sa bardzo wysokie dla wszyst-
kich metod z obu wariantdéw — przyjmuja one wartosci z przedzialu od 70,2% dla
metody VC1 do 100,0% dla metody mHI1.

W obu wariantach najwyzsze warto$ci odsetek otrzymano dla zaproponowanej
modyfikacji metody Hellwiga — wynosza one odpowiednio 100 i 98,2%. Oznacza to,
ze wszystkie lub prawie wszystkie prognozy kombinowane z wagami Hellwiga byty
bardziej (lub tylko w pojedynczych przypadkach tak samo) trafne niz prognozy
kombinowane bedace srednimi arytmetycznymi tych samych prognoz sktadowych.

Analizujac informacje zawarte w tab. 5, mozna ponadto zauwazy¢, ze w obu wa-
riantach odsetki prognoz kombinowanych z wagami wyznaczonymi za pomoca me-
tod BG i NERLS rosna wraz ze zwigkszaniem liczby prognoz sktadowych w kombi-
nacji. Dla m =5 1 m = 6 odsetki wynosza 100%, co oznacza, ze wszystkie prognozy
kombinowane wyznaczone za pomoca tych metod charakteryzowaty si¢ nie mniejsza
doktadnoscia niz prognozy przecigtne. W przypadku metody Hellwiga sytuacja taka
miata miejsce dla wszystkich kombinacji w wariancie W1 oraz dla kombinacji co
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Tabela 5. Odsetki prognoz kombinowanych o bigdach nie wigkszych od btedéw $redniej
arytmetycznej prognoz sktadowych

Wariant Metoda m=2 m=3 m=4 m=5 m=6 m=2-6

VCl1 53,3 80,0 80,0 66,7 0,0 70,2

Wi BG1 60,0 90,0 100,0 100,0 100,0 86,0
NERLS1 60,0 80,0 100,0 100,0 100,0 82,5

mHI1 100,0 100,0 100,0 100,0 100,0 100,0

vC2 53,3 75,0 86,7 100,0 100,0 75,4

W2 BG2 53,3 85,0 93,3 100,0 100,0 80,7
NERLS2 53,3 75,0 86,7 100,0 100,0 75,4

mH2 93,3 100,0 100,0 100,0 100,0 98,2

Zrédto: opracowanie whasne na podstawie tab. 4.

najmniej trzech prognoz indywidualnych w wariancie W2. Wynika stad, ze przy
szacowaniu wag za pomoca metody wskaznikow pojemnosci informacyjnej Hellwi-
ga (mH) nieznacznie lepszym zrodtem informacji niz teoretyczne wartosci modeli
indywidualnych byly wyznaczone na ich podstawie prognozy indywidualne.

4. Podsumowanie

Przeprowadzone badania empiryczne potwierdzily przydatno$¢ zaproponowanej
modyfikacji metody wskaznikow pojemnosci informacyjnej Hellwiga do wyznacza-
nia wag prognoz kombinowanych. W przeciwienstwie do metody $redniej arytme-
tycznej, w ktorej przyjmuje si¢ jednakowe wagi dla wszystkich prognoz sktadowych,
warto$ci wag oszacowanych za pomoca zaproponowanej metody byly zréznicowane,
co wskazuje na zasadnos¢ jej stosowania. Ponadto wyznaczone na podstawie metody
Hellwiga wagi zawsze (niezaleznie od liczby prognoz sktadowych w kombinacji)
nalezaty do przedziatu (0,1), natomiast dla zastosowanych metod ztozonych (warian-
cji-kowariancji i regresji) w wielu przypadkach otrzymano wagi réwne 01 1, w wy-
niku czego zbior prognoz sktadowych ulegat zredukowaniu (w skrajnych sytuacjach
nawet do tylko jednej prognozy indywidualnej).

Prognozy kombinowane z wagami wyznaczonymi na podstawie metody Hellwi-
ga charakteryzowaty si¢ duza dokladnoscia. W wigkszosci przypadkow okazatly sig
one bardziej trafne niz prognozy przecigtne. Ponadto sposrod wszystkich zastosowa-
nych metod najwyzsze odsetki prognoz kombinowanych o bledach nie wigkszych od
btedow prognoz przecigtnych otrzymano dla zaproponowanej modyfikacji metody
wskaznikow pojemnosci informacyjnej Hellwiga.
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THE APPLICATION OF HELLWIG’S METHOD TO THE
ESTIMATION OF THE WEIGHTS OF COMBINED FORECASTS

Summary: In the paper, the author presents the application of Hellwig’s method to the es-
timation of the weights of combined forecasts. The empirical example, in which individual
and combined forecasts are determined for economic variable with seasonal fluctuations, is
the illustration of theoretical considerations. The accuracy of combined forecasts with
Hellwig’s weights is compared with the accuracy of arithmetic mean of their component
forecasts.

Keywords: individual forecasts, combined forecasts, indicators of information capacity,
forecasts errors, forecasts weights.
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