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PREDKOSCI WIROWANIA
WEKTOROW EKONOMICZNYCH
NA STOZKACH PRECESJI

Streszczenie: W komentarzach analitykow gietdowych czgsto pojawiaja si¢ wypowiedzi
dotyczace trendéow bocznych, skrecania rynku itp. Wypowiedzi te zwykle bywaja podparte
geometrycznymi dwuwymiarowymi wykresami gieldowymi, na ktorych owe skrecenia sa
kompletnie niedostrzegalne. Zjawisko skrecenia rynku uwidacznia si¢ dopiero w przestrzeni
trojwymiarowej. W dhugich przedziatach czasu wirujace wektory gieldowe wyznaczaja tra-
jektorie wirowe bardzo nieregularne. Dodatkowo — rézniace si¢ kierunkami skrgtu, co
znacznie komplikuje probe opisu ruchu wirowego trendu, jakim w przysztosci moze poru-
sza¢ si¢ wektor x. Chaotyczny charakter tych trajektorii wskazuje na rodzaj ruchu, ktory
mozna okresli¢ mianem tzw. precesji nieregularne;j.

Stowa kluczowe: zmodyfikowany model pajgczynowy, stozki precesji, nieregularna prece-
sja rynkowa.

1. Wstep

Jednym z dwuwymiarowych modeli rownowagi ekonomicznej jest tzw. model
pajeczyny (cobweb model)'. Okazuje sig, ze w przypadku ,,dZwignigcia wymiaru o
jeden” do przestrzeni tréjwymiarowej R, = P x Q x T trajektorie, jakie tworza
wektory ekonomiczne o sktadowych: (cena, ilo$¢, czas); (inflacja, bezrobocie, czas),
sq trajektoriami wirowymi. Plaskie zygzaki widoczne na dwuwymiarowych wykre-
sach modeli pajeczynowych sa ortogonalnymi rzutami owych trajektorii wirowych.
Ksztatty ekonomicznych trajektorii wirowych wygladaja tak, jakby byly one nawija-
ne na powierzchnie boczne nieregularnych bryt obrotowych. Obserwacja kinematyki
(wyznaczanych przez rynek nieregularnych bryt) wskazuje, ze wiruja one w R’ tak,
jakby byly one poddawane prawom ruchu nieregularnej precesji.

! Stworzony przez trzech niezaleznych twércow: T. Hanau, R. Ricciego, J. Tinbergena.
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2. Zmodyfikowany model pajeczynowy

W modelu pajeczyny przyjmuje sig¢ zatozenie, ze konsumenci na dane zdarzenie
reaguja doktadnie w chwili jego zajscia na rynku. Producenci natomiast reaguja na
zmiany rynkowe po pewnym czasie, tj. z pewnym opoznieniem. W skrdocie — model
pajeczynowy wyjasnia procesy dostosowawcze w warunkach opo6znionej reakcji
producentdw na zmiany cen. Zmiany, o ktorych mowa, wystepuja wowczas, gdy
amplitudy nastepujacych po sobie faz wykazuja tendencje spadkowe, w efekcie cze-
go drgania cyklu przyjmuja coraz mniejsze wartosci, zmierzajac do zera. W przy-
padku tzw. oscylacji thumionych wspolczynnik elastycznosci cenowej popytu jest
wigkszy od wspotczynnika elastycznosci cenowej podazy (krzywa popytu jest bar-
dziej elastyczna od krzywej podazy). Jezeli np. bedziemy bra¢ pod uwage fakt, ze
rynek jakiego$ produktu x zostal wytracony ze stanu rownowagi, punkt przecigcia si¢
krzywych popytu i podazy E\ zacznie zmienia¢ swoje potozenie. Dzieje si¢ tak dla-
tego, ze cena produktu x wzrosta do poziomu P, przy ustalonej wielkosci podazy
i popytu, zrealizowanej na poziomie Qy. Wysoka cena produktu x zwykle w takich
sytuacjach sktania producentéw do zwigkszenia wielkosci produkcji dobra x w na-
stegpnym okresie do poziomu ;. Przy cenie produktu x na poziomie P, powstaje
nadwyzka wielkosci podazy nad wielkoscia popytu, co w efekcie doprowadza do
obnizenia ceny produktu x do poziomu P;. Punkt o wspotrzednych (P, O;) wyzna-
czy nowe polozenie rownowagi chwilowej. Zmniejszenie wielkosci ceny naktoni
producentéw do zmniejszenia produkcji w nastgpnym okresie do poziomu Q.
W takim przypadku mamy do czynienia z niedoborem wielkosci podazy wzgledem
wielkos$ci popytu, w sytuacji takiej cena dobra x wzro$nie do poziomu P, i nastapi
przesunigcie polozenia punktu rownowagi chwilowej do potozenia (P,, (»). Proces
wirowania polozen punktow rownowag chwilowych trwa tak dtugo, az nie ulegnie
krotkotrwatej stabilizacji (P,, O,) = E,. Proces wirowania wektora x = (p;, ¢;, t;) jest
procesem statym, praktycznie oznacza to, ze stany rownowag chwilowych sa krotko-
trwate. Stabilizowanie si¢ potozenia punktu (P,, O,) moze by¢ opisane zmiennymi
potozeniami wykresow funkcji popytu i podazy. W celu uproszczenia analizy proce-
su ptaskiego wirowania wektora x przyjmijmy, ze funkcje popytu d(p,) i podazy s(p;)
sa funkcjami liniowymi, gdzie zmienna jest cena p,, tj. o produkcie (wektorze) x my-
$limy, Ze jest to produkt gietdowy (akcja gietdowa lub indeks gietdowy). Ceny i wo-
lumeny tak rozumianego wektora x podlegaja bardzo dynamicznym zmianom.

d(pz)zadpz +bd’
S(pt):as +pt +bs7

P _ pty=c,[d(p,)~s(p,)].
dt

Zat6zmy dodatkowo, ze: a, <0, a, >0,b, >b_1c, >0.
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Trzecie z powyzszych rownan okreslane jest mianem postulatu cenowego Walra-
sa [Juzwiszyn, Rybicki 2006]. Jest to niejednorodne rdwnanie rézniczkowe o statych
wspotczynnikach. Parametr ¢,, moze by¢ nazywany parametrem wirowego dynami-
zmu rynku. Duza warto$¢ tego parametru $wiadczy o szybkich zmianach dynamiki
cen i wielkosci produkcji dobra (por. [Juzwiszyn 2001, s. 133-139]).

Wiadomo, ze wedtug Walrasa rynek jest w rdwnowadze ekonomicznej, gdy ist-
nieje r6wnos¢ migdzy popytem i podaza. Ta pozornie statyczna definicja w istocie
oparta jest na zalozeniu o dynamicznym charakterze — postulujacym istnienie ,,sit”,
ktore dzialaja na takie zmienne ekonomiczne, jak ceny i iloéci pewnych dobr. Wzro-
sty lub spadki cen w postulacie Walrasa wyrazaja nierownosci:

=p'(0>0<=d(p,)>s(p,),

7
ap
P () <0=d(p,)<s(p,),
dp
i '(0=0=p, <=d(p)=s(p)
Rynek jest zatem w rownowadze dla ceny rOwnowagi p., dla ktorej d ( pe) = ( D, )
b,—b,
Czyh aa'pe+b ape—l_bv’smcd P.=
a; — as

Funkcja ceny w modelu Walrasa jest postaci:
p(t)=(p, - p.)exple,(a, —a)]+ p,, p(0)=p, (M
(jezeli py = p,,to funkcja p(f)= p, =const.). Jesli natomiast wspolczynniki kie-
runkowe liniowych funkcji popytu i podazy spetniaja nieréwnosci:
a;<0,a,>01c,>0,to ¢, (a, —a,)<0,
wowczas

limexp[c, (a, —a,)t]=
t—x©
Stad
lim p(t) = (p, - p)limexplc, (a; —a,)t]+ p, = p,.

Wartos¢ granicy funkcji ceny wyjasnia tzw. dostosowywanie si¢ rynku w czasie
do poziomu rownowagi chwilowej (por. [Juzwiszyn, Rybicki 2006, s. 55-87]).
W modelu rynku zréwnowazonego (d(p,) = S(p,) ) powyzsza relacja graniczna ma
nastgpujaca interpretacje ekonomiczng. Jesli cena p, odbiegata w pewnym okresie od
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wyznaczonego poziomu rownowagi P, * P,.,to w wyniku oddziatywania rynku

bedzie ona samoczynnie dazy¢ do tego poziomu. Funkcja ceny (1) w modelu Walra-
sa jest rozwigzaniem niejednorodnego roéwnania rozniczkowego o statych wspot-
czynnikach (por. [Zylicz 1986, s. 214-231]):

d,
ﬁzp'(t) =Cw(ad _as)p(t)—i—cw(bd _bb‘)’

przy warunkach

a=c,(a; —a;)<0,

b=c,(b,—b,)>0, 2)
-b

pe =
a

Niejednorodne réwnanie rézniczkowe funkcji ceny jest postaci

dp
—=p'(t)=ap(t)+b.
" p(1)=ap(1)

Jego rozwiazanie przedstawia ciag ponizszych rownosci:
p(t)= _[b exp(—j adt)dt exp(j adt) +c exp(j adt),

p(t) = bjexp(—az)dt exp(at) + cexp(at),

p(t) =—-exp(—at)exp(at) + cexp(at),
a
p(t)= —+ cexp(at),
a

b
p(ty) = py» py = cexplat,) _;,

(po + %) exp(—aty) = c, p(t)=(py + S) exp(—aty)exp(at) - S

b b
p(t)=(po+—)e><pa(t—to)——- 3)
a a
Jezeli t, =0 1 P(0) =F,, torozwiazanie rownania (3) jest postaci:
b,—b b,—b
p(0)=(py +——>)expe, (a; —a)t ———>.
a; —da a; —a
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Rozwiazanie rozniczkowego réwnania jednorodnego ceny

‘;’l—f= p'(t) — ap (1) = 0 @)

jest postaci p(t) = p, exp(at).Latwo w tym miejscu zauwazy¢ podobienstwo migdzy
rozwigzaniem rownania (4) i rownaniem krzywej zwanej spirala logarytmiczna, kto-
ra zadana we wspotrzednych biegunowych (r,¢) jest okreslona rownaniem

r(¢) = aexp(i9),

gdzie: a,A>0, przy czym A=ctgy,  jest stalym katem, jaki tworzy dowolna
potprosta wychodzaca z bieguna spirali ze styczna. Jesli uwzgledni si¢ warunki (2),
réwnanie funkcji ceny przyjmuje posta¢ rownania (1). Nierownosci (2) sa spetnione
w modelu wirowo-spiralnym. Oznacza to, ze niezaleznie od tego, jak duza jest r6zni-
ca migdzy py a p., to zawsze spelniona jest rownos¢ graniczna tlgg p(t) =p,. Cena

wytracona z poziomu rownowagi p, powraca, wirujac w czasie do poziomu rowno-
wagi.
Zatozmy, ze istnieja dwie rdzne funkcje u(r) i v(¢), ktore sa rozwiazaniami row-

nania rézniczkowego j—p = p'(t) = ap(t) + b z warunkami poczatkowymi u(0) =u,,
t

v(0)=v,:
u(®) = (u, — p.)exple, (a, —a)t]+ p,,

V(t) = (VO _pe)exp[cw(ad _as)t] + pe‘

Granica bezwzglednej roznicy tych funkcji rowna jest

lim|u, —v, |exp[c, (a, —a,)t]=0.

t—w©
Zatem kazde dwa rozwiazania z uptywem czasu zblizaja si¢ do siebie — ich rdznica
duzych warto$ci ¢ maleje do zera. Prawdziwe jest tez jednostajne (stabe) oszacowanie
tej roznicy

|u(t) =v(2) =l uy — v, |exple, (a, —a)t]<luy — v, |, V120,

tzn. ze rdznica wartosci funkcji u (ZO) i v(to) w punkcie poczatkowym determinuje
wielkos¢ ich réznicy na calej dodatniej potosi czasowej. Dodatkowo mozna zauwa-
zy¢, ze jesli a=c, (a, —a,)>0 (jest to tzw. przypadek rynku burzliwego), to dla

P, # p, nie istnieje skonczona granica lim p(¢); wtedy nawet niewielka réznica
p—>0
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pomiedzy uy i vy spowoduje znaczny wzrost wartosci bezwzglednej rdéznicy

ju(e)=v (1)
LHturbulencyjng” dynamike cen wektora x (por. [Tadion 1999, s. 13-35]).

Na rysunku 1 zostal przedstawiony zmodyfikowany model pajeczyny. Jesli
spojrzymy na uklady plaskich trajektorii wirowych w dluzszej perspektywie cza-
sowej, to tatwo skojarzymy, ze ich ksztalty sa rzutami ortogonalnymi helis nawi-
nigtych na rozne stozki precesji regularnej, jakie tworza swobodnie wirujace ciata
sztywne.

, gdy t —> . W takiej sytuacji rynek bedzie wykazywat bardzo duza

Rys. 1. Trajektorie wirowo-spiralne wyznaczone kinematyka wektora x w zmodytfikowanym modelu
pajeczynowym

Zrodto: opracowanie wlasne.
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3. Stozki precesji. Nieregularna precesja rynkowa

Jesli cialo sztywne porusza si¢ w ten sposob, ze ruch chwilowy jest w kazdej chwili
ztozeniem dwoch obrotow wokol dwoch przecinajacych sig osi, z ktorych pierwsza /
jest nieruchoma w przestrzeni, druga zas m ma state potozenie w ciele, przy czym
predkosci katowe @,,®, tych obrotow sa stale co do wielkosci, to taki ruch ciala
sztywnego nazywamy precesja regularng (zob. rys. 2). Poniewaz z zatozenia osie /
1 m przecinaja si¢ w punkcie e, wigc ruch chwilowy ciata sztywnego jest obrotem
z predkoscia katowa @ = @, + @, wokot osi k przechodzacej przez punkt przecigeia
osi / i m. Zauwazmy, ze ruch chwilowy osi m jest obrotem chwilowym wokot osi /
z predkoscia katowa @, (obrot osi m wokot samej siebie nie wchodzi bowiem
w rachubg). Zatem o$ m obraca si¢ wokot osi / ze stalg predkoscia katowa @,. Punkt
przecigcia e obu osi jest wigc nieruchomy i kat zawarty pomigdzy osiami / i m jest
staly. Wynika stad, ze wektor @, a wigc i 0§ obrotu chwilowego k, tworzy state katy
z osiami / i m. O$ k zakre$la w przestrzeni obrotowy stozek precesji S°. Slad osi &
w ciele jest rowniez stozkiem obrotowym S”. Tak wigc: stozki osi obrotow chwilo-
wych, staly i ruchomy, sa stozkami obrotowymi o osiach /i m.

Rys. 2. Stozki precesji regularnej. Obroty ekonomicznego wektora x = (p,, g, t;) o sktadowych:
cena, ilos¢, czas, wokot linii rownowagi ekonomicznej wyznaczonej i przechodzacej
przez o$ stozka e w R*, = PxQxT. Model rownowagi wirowej wektora x

Zrbdto: opracowanie wilasne.
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Wektor przyspieszenia katowego & =@, x @ mozemy wyznaczy¢, biorac pod
uwagg fakt, ze @ =, + @,, tatwo wowczas dojdziemy do wniosku, ze & = &, x @,
(gdyz @&, x @, =0). Wektor przyspieszenia katowego & jest oczywiscie wektorem
prostopadtym do wektorow predkosci katowych: @,,®,.Znajac polozenie chwilo-
wej osi obrotu i sktadowe predkosci katowej ciata sztywnego wokot tej osi, moze-
my wyznaczy¢ wektor predkosci liniowej dowolnego punktu znajdujacego si¢ na
powierzchni ciata sztywnego (por. [Banach 1947, s. 350-357]).

i j Kk
I7=E)><17:a)p 0, |
p q

Wiadomo, ze wektor przyspieszenia liniowego d =d, +d, jest rOwny sumie
geometrycznej wektora przyspieszenia precesyjnego d, =& xr =(@, + @,)xF

i wektora przy$pieszenia doosiowego d, =& xV = (&, + @,)x V. Majac powyzsze na
uwadze, wyobrazmy sobie, ze stozek kolowy o kacie wierzchotkowym 2¢ :g

i dlugo$ci tworzacej $ciany boczne rownej A toczy si¢ bez poslizgu po poziomej
plaszczyznie OPQ. O$ stozka obraca sig ze stala predkoscia katowa precesji
wokol pionowej osi 07. Dla stozka tak poruszajacego si¢ po plaszczyznie mozna
wyliczy¢ zarowno predkosci, jak i przyspieszenia liniowe punktow A 1 B. Za-
16zmy dodatkowo, ze wierzchotek toczacego si¢ swobodnie stozka znajduje sig
w punkcie O0PQT. Dhugosci wektorow 04 i 0B przyjmuja odpowiednio wartosci

= %h(} +k\3), 7y = %h(f + %] + %ng/g), wartoséci wektorow predkosci katowych

rownaja sig¢ odpowiednio: @, = a)llg , 0= —a)ljx/g . Zatem predko$¢ ruchu wektora 4

Podobnie mozna wyliczy¢ predkos¢ ruchu wektora B

k
-1 0 wlﬁgzwlh(—%h%/?ﬁ), VB:ia)lh\/ﬁ.

3.1
1 = =43
22\/_

|
~.!

o
1]
]!
X
v°]
1]
S
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Wartos¢ wektora przyspleszenla katowego £ stozka wynosi

i k
E=axa=0 0 1o} a)lzf &= wlf
0 -1 0

Wartosci wektorow przyspieszen liniowych punktow 4 i B wynosza odpowied-
nio:

i k
—ExF, =0 -1 0 wfﬁ%:%wfh(—ﬁﬂ?ﬁ),
0 1 B
i j ok
i, =oxV,=[0 -1 0 2[”’:—- h(i + ki)
-1 0 0

i j ok
dp=Exrg=|1 0 0 w12\/§§:%w12h(_].+1€\/§)’

ERNE]

2 2
i j ok

Gy =ExVy=|0 -1 0 cofh\f:?wfh(fﬂ;g),
3 B
2

- - - 3.0
dg =djg +dyp =—a)121(5i +jZ).

Spojrzmy jeszcze przez chwilg na trajektorig wirowa w R’ = PxQxT, jaka wy-
znaczyt wektor x (indeksu WIG20) o sktadowych (p,, ¢;, 1,).
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Rys. 3. Trojwymiarowa trajektoria wirowa indeksu WIG20 GPW w Warszawie,
wyznaczajaca powierzchnie boczne bryl obrotowych (stozkow)

Zrodio: opracowanie whasne na podstawie danych: www.bossa.pl z okresu od 14.04.1994 r. do
26.11.2002 r.

4. Zakonczenie

Latwe do obliczenia warto$ci zardwno predkosci, jak i przyspieszen liniowych do-
wolnych punktow A4 i B lezacych na powierzchni stozka precesji regularnej, wyzna-
czonego przez o$ obrotu wirujacego ciata sztywnego, moga by¢ wykorzystywane
tylko wowczas, jesli trajektoria wirowa wyznaczy stozek w R’,. Z sytuacja taka,
w ktorej trajektoria wirowa wektora x wyznacza idealng powierzchni¢ stozka, mamy
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jednak do czynienia niezwykle rzadko. Powierzchnie wyznaczane przez trajektori¢
wirowg sa zblizone do powierzchni stozkéw. W dhugich przedziatach czasu wirujace
wektory wyznaczajq trajektorie wirowe bardzo nieregularne. Dodatkowo — rozniace
si¢ kierunkami skretu, co znacznie komplikuje probg opisu ruchu wirowego trendu,
jakim w przysztosci moze poruszac si¢ wektor x. Chaotyczny charakter tych trajekto-
rii wskazuje na rodzaj ruchu, ktéry mozna okresli¢ mianem tzw. precesji nieregular-
nej, oczywiscie precesji nieregularnej ciata niesztywnego! Powierzchnia boczna bry-
ly, ktora powstaje w wyniku chaotycznego, z zatozenia gtadkiego wirowania wektora
x, ma ksztatt nieregularnego gieldowego ,,rekawa” i jest petna przeréznych obszarow
wklgstosci 1 wypuktosei. Ztozonos¢ przedstawionej powyzej dynamiki chaotycznego
wirowania wektora x wydaje si¢ bardziej skomplikowana niz problem stabilno$ci
naszego Ukladu Stonecznego, ktérego rozwiazania podjal si¢ Poincare. Badajac zto-
zonos$¢ ruchu, zrozumial, iz popeit powazna pomytke w nagrodzonej przez krola
Szwecji Oskara Il pracy dotyczacej mechaniki nieba. Btad zostat szybko poprawio-
ny. Tym samym pojecie chaosu zostato lepiej zrozumiane, a sam proces lepszego
opisu chaosu trwa po dzi$§ dzien.
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SPEEDS OF WHIRLING OF ECONOMIC VECTORS
ON CONES OF THE PRECESSION

Summary: In commentaries of Stock Exchange analysts there are statements concerning
side trends, market screwing, etc. These statements are usually based on geometrical two-
dimensional Stock Exchange graphs, on which the screwing is not discernible. The pheno-
menon of screwing the market is seen only in three-dimensional space. In long time inter-
vals, whirling stock exchange vectors outline rotary trajectories in a very irregular way. Ad-
ditionally, they differ in directions of the turn which complicates the attempt of the descrip-
tion of a gyratory movement of the trend very much, with which x vector can move in the
future. Chaotic character of these trajectories shows the type of the move which can be de-
scribed as t. relation of the irregular precession.

Key words: modified model cobwebby, cones of precession, precession irregular market.
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