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ODPORNA ANALIZA SZEREGOW CZASOWYCH

Streszczenie: Obszar odpornych analiz szeregdw czasowych pojawiat si¢ w badaniach staty-
stycznych w ostatnich latach, ostatnie dekady to najwigksza aktywno$¢ na tym polu badaw-
czym. Przedstawimy najbardziej powszechne modele szeregow czasowych, nastgpnie typy
obserwacji odstajacych w szeregach czasowych oraz odporng estymacj¢ szeregdw czaso-
wych. Statystyczny termin ,,odporny” wykorzystywany jest w znaczeniu odpornej estymacji
wspotczynnika kierunkowego liniowej funkcji trendu.

Stowa kluczowe: szeregi czasowe, obserwacje odstajace, odporna estymacja.

1. Model ARMA (Autoregressive Moving Average Model)

Szereg czasowy jest ciagiem N zmiennych losowych Y, Y,, ..., Y obserwowanych
w jednakowych odstepach czasu. Czgsto obserwacje mozemy zapisac jako model:

Y=p+X  t=1,2,...,n (1)

gdzie Y jest parametrem potozenia, a X, wyznacza model (Autoregressive Moving
Average Model) o $redniej zero zapisywany jako ARMA(p, ¢). To oznacza, ze praw-
dziwe jest rownanie [1].

Xt _alXt—l _"'_apXt—p =€ _ﬂlet—l T Pyl g (2)

gdzie e, ma rozktad N(0, 6%). Nieznanymi parametrami sa: |, o oraz

a, b

a, _'Bq_

Lewa strona rownania nazywana jest czesciq autoregresyjng, poniewaz X, zalezy
od wczesniejszych wartosci X, ..., X, Prawa strona réwnania nazywana jest cze-
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Sciq sredniej ruchomej, poniewaz aktualny btad w czasie ¢ jest liniowa kombinacja
wyjsciowyche, e, , ..., € ktore nie moga by¢ obserwowane bezposrednio.

Model ARMA(p, ¢) jest trudny do estymacji, czgsto wystarczajace jest wykorzy-
stanie modelu AR(p), ktory jest prosty, poniewaz zawiera jedynie czg$¢ autoregre-
syjna. Taki model otrzymujemy, przyjmujac ¢ = 0

X, =a X,  +.+a,X,_, +e. 3)
Wykorzystujac biezace obserwacje, Y, = )l + X mozna zapisa¢
Y—pu=a(Y , —p)+..+a,Y_, - +te,

a po przeksztatceniu
Y=o +..+a_  +y+e, 4

gdziey=u(l —a,—... - ap).
Mamy n-p zestawow zbioréw zmiennych losowych Y, Y ,..., Y  rangowanych

wzglgdem 7 (od p + 1 do n), ktore moga by¢ wykorzystane do estymacji a, ..., 7,
W znaczeniu estymacji wspotczynnikow regres;ji.
Prostszy, ale czgsto wykorzystywany jest model AR(1)

Y=aY_ +..+a,)_  +y+e,. (5)

Dla spetnienia warunku stacjonarno$ci Y, warto$¢ bezwzgledna o, musi by¢
mniejsza niz 1.

2. Obserwacje odstajgce w szeregach czasowych

Odporne obserwacje w szeregach czasowych maja rézny charakter. Moga to by¢
jednorazowe obserwacje nietypowe stanowigce istotne odchylenie od przewidywa-
nej warto$ci badanego zjawiska tylko w jednym okresie. Mozemy tez wskazac takie,
ktére powoduja zmiang procesu generujacego dane zjawisko i zmiang trendu. Fox
[2] oraz Martin [S] rozwazali nastgpujace rodzaje obserwacji odstajacych, ktore
moga wystgpowac w szeregach czasowych.

Pierwsza klasg tworza innowacy jne obserwacje odstajace (innovation outliers),
ktore moga by¢ modelowane z wykorzystaniem wyjsciowego modelu ARMA, z wy-
jatkiem jednego zalozenia: rozktad e, nie jest normalny, charakteryzuje sig¢ grubymi
ogonami.

To implikuje, ze szczegdlny obserwowalny rozktad € > ktory jest odmienny,
odstajacy od innych obserwacji w szeregu (outlying) ma wptyw na X, , X, , oraz
X, ., 1td. Jednoczesnie nalezy dodac, Ze jest to efekt wygasajacy.

Rysunki 3 i 4 przedstawiaja wykresy analogiczne do rys. 1 i 2, ale pojawia sig
dodatkowo innowacyjna obserwacja odstajaca w czasie ¢,. Spogladajac na wykres
rozrzutu na rys. 4, zauwazamy, ze innowacyjna obserwacja odstajaca pojawia si¢ w
punkcie A= (Y, ,, YZ0 ), to jest obserwacja odstajaca w kierunku pionowym. Obser-
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Rys. 1. Wykres szeregu czasowego: brak obserwacji odstajacych

Zrédto: [11].
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Rys. 2. Wykres rozrzutu Y, wzgledem Y, : brak obserwacji odstajacych

Zrédto: opracowanie whasne na podstawie [11].

wujemy kolejne duze wartosci (Y, |, Y), ktore leza blisko wyjsciowego kierunku
opisu zmian liniowych oraz wyjsciowego wspotczynnika kierunkowego a,. Na wy-
kresie rozrzutu, innowacyjna obserwacja odstajaca ma zatem wplyw na jedna war-
to$¢ zmiennej objasniajacej oraz na pewien ciag ,,dobrych” wartosci wptywowych,
ktore majq szansg poprawi¢ doktadnos¢ estymacji wspofczynnika regresji a,. Kiedy
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si¢ stosuje metodg najmniejszych kwadratow, te ,,dobre” obserwacje moga skom-
pensowac efekt obserwacji odstajacej. W rzeczywistosci, jezeli rozktad dystrybuan-
ty e, o grubych ogonach ma wiasno$¢ symetrii, to mozemy uzyskac¢ estymatory a,
o wigkszej precyzji niz w przypadku normalnego rozktadu e,

Y,

ty t

Rys. 3. Wykres szeregu czasowego: innowacyjna obserwacja odstajaca w czasie

Zrédto: opracowanie whasne na podstawie [11].

Yia

Rys. 4. Wykres rozrzutu Y, wzgledem Y, : innowacyjna obserwacja odstajaca w czasie ¢,

Zrédto: opracowanie whasne na podstawie [11].
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Drugi rodzaj obserwacji odstajacych nazywamy addytywnymi obserwacjami
odstajacymi (additive outliers). Takie obserwacje odstajace pojawiaja sig, jezeli ob-
serwujemy pewne wartosci, traktowane jako zaburzenie, dodane do kazdej zmiennej
losowej Y. W rezultacie obserwacje nie moga by¢ zapisane z wykorzystaniem mo-
delu ARMA.

Formalnie

Y =REX ©

Dla wigkszosci obserwacji zachodzi V', = 0, ale zaktadamy, ze P(V, # 0) = ¢, gdzie
ta frakcja addytywnych obserwacji odstajacych jest dodatnia i nieduza. To jest sytu-
acja analogiczna do zaburzenia zastgpowalnego, ktore jest podstawowym opisem
dla prob skonczonych z wykorzystaniem podejscia punktu zalamania. Martin [5]
proponuje, aby szeregi czasowe zachowywaty (w praktyce) obserwacje odstajace,
dla ktorych wartos¢ € miesci si¢ pomiedzy 1 a 25%.

Zaktadamy, ze V maja takie same rozkfady i sq niezaleznymi zmiennymi loso-
wymi, ktore generuja model ,,izolowanych” lub ,,rozproszonych” obserwacji odsta-
jacych, pojawiajacych si¢ niezaleznie. Z drugiej strony szczegolna zalezno$¢ od
struktury ¥, moze by¢ wykorzystana do opisu obserwacji odstajacych.

Rysunki 5 i 6 przedstawiaja ilustracj¢ izolowanych addytywnych obserwacji od-
stajacych, ktore moga by¢ spowodowane przez wyjatkowe wydarzenie, ale tez moga

by¢ rezultatem blgdu zapisu lub pewnym wyjatkowym zachowaniem instrumentu po-
miarowego. Pojedyncza obserwacja odstajaca Y,0 pojawia si¢ w postaci dwoch nie-
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Rys. 5. Wykres szeregu czasowego: izolowane addytywne obserwacje odstajace

Zrodlo: opracowanie whasne na podstawie [11].
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zaleznych punktow na wykresie rozrzutu: punkt B = (Y, .Y, ), ktory jest wartoscia
odstajaca zmiennej objasniajacej oraz punkt C = (Y, .Y, ,, ), ktory jest ,,ztym” punk-
tem wptywowym. W modelu AR(p) otrzymujemy jedna obserwacj¢ odstajaca w kie-
runku pionowym oraz p punktéw wptywowych. Addytywne obserwacje odstajace
maja wicksze znaczenie w badanym szeregu czasowym niz innowacyjne obserwacje
odstajace, poniewaz wykorzystywana do estymacji metoda najmniejszych kwadra-
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Rys. 6. Wykres rozrzutu Y, wzgledem Y ;: izolowane addytywne obserwacje odstajace

Zrédto: opracowanie wiasne na podstawie [11].

Y,

Rys. 7. Wykres szeregu czasowego: grupa addytywnych obserwacji odstajacych

Zrédto: opracowanie wiasne na podstawie [11].



Odporna analiza szeregéw czasowych 177

tow nie jest odporna na punkty wplywowe, a wyznaczane estymatory sa obciazone.
W przypadku szeregu zaprezentowanego na rys. 5 i 6 estymacja metoda najmniej-
szych kwadratow wyznacza estymatory z obciazeniem zmierzajacym do zera [5].

Na rysunkach 7 i 8 przedstawiamy grupe addytywnych obserwacji odstajacych,
co nie jest rzadkoscia w badaniach empirycznych. Przyktadowo, tygodniowa sprze-
daz moze dodatnio by¢ zmniejszona (zaburzona) przez miesi¢czny rabat. Inny przy-
ktad to produkcja przemystowa, ktoéra czasowo jest zmniejszona (zaburzona) przez
strajk. Rezultat, ktéry widzimy na wykresie rozrzutu, jest niekorzystny, poniewaz
estymacja punktow wptywowych metoda najmniejszych kwadratow wyznacza esty-
matory z obciazeniem zmierzajacym do jednosci.

Y,

L34
*

L34
*0e o
N *

Y
Rys. 8. Wykres rozrzutu Y, wzgledem Y : grupa addytywnych obserwacji odstajacych

Zrédto: opracowanie whasne na podstawie [11].

Addytywne obserwacje odstajace pojawiaja si¢ w badaniach czg$ciej niz inno-
wacyjne obserwacje odstajace, powoduja powazniejsze problemy przy estymacji
modelu, poniewaz metoda najmniejszych kwadratow, wykorzystywana do estymacji
zadan regresji, nie jest odporna na punkty wptywowe. Takie zadania wymagaja od-
pornych analiz szeregow czasowych.

3. Wykorzystanie M- oraz GM-estymatorow
w szeregach czasowych

Jezeli model z procesem ARMA zawiera jedynie innowacyjne obserwacje odstajace,
to wykorzystujemy M-estymatory stosowane w odpornej analizie regresji [3; 7; 11].
Ograniczmy zatem zadanie do modelu AR(p) (zapisanego jako rownanie (4)).
W tym przypadku klasyczna metoda najmniejszych kwadratoéw odpowiada zadaniu:
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man(Yt _j;_dlytfl _"'_detfp )2' (7)

Zadanie powyzsze mozemy uogolnic¢ i zapisa¢ problem wyznaczenia M-estymatora
jako:

A A A 2

Y-y-af —-.—-a)Y_

minzp[ t — . pJ’ (3)

p.a o
gdzie 6 jest odpornym estymatorem parametru skali.
Estymator lokalny parametru potozenia [ jest wyznaczany jako:
- 4
= - 9

a l-a,—..—a ©)

P

Jezeli spetione sa klasyczne zalozenia modelu, jest to estymator zgodny o roz-
ktadzie asymptotycznie normalnym. Wyznaczone ograniczenie Rao-Cramera oraz
odporna efektywno$¢ znajdziemy w pracy Martina [6].

W ogo6lnym modelu ARIMA(p, ¢) klasyczna metoda najmniejszych kwadratow
odpowiada zadaniu

A\2
min2 7 (78.8) (10)
7Bt
gdzie: r, — reszty modelu,
7,a, 3 — estymatory parametrow modelu ARIMA(p, q).

Reszty r, sa nieliniowa funkcja parametréw, wigc mamy problem nieliniowej
estymacji w klasycznym zadaniu estymacji. W przypadku innowacyjnych obserwa-
cji odstajacych Martin [5] proponuje zastapi¢ powyzsze zadanie (10) przez zadanie
z wykorzystaniem M-estymatorow

min2P| — = | - (1)

dla pewnej funkcji p, gdzie & jest estymatorem parametru skali, a nastgpnie estymo-
waé | z wykorzystaniem estymatora (9). Otrzymujemy asymptotyczne wilasnosci
analogiczne jak w przypadku zadan autoregresji [4].

Zapisane M-estymatory nie sa odporne w przypadku addytywnych obserwacji
odstajacych. Wowczas nalezy wykorzysta¢ GM-estymatory, poniewaz zapewniaja
dodatkowo ograniczenie skali wptywu odstajacych obserwacji wptywowych, po-
przez wprowadzenie pewnej funkcji wagowej w. M-estymatory zapisane powyzej
zastepujemy GM-estymatorami [10].
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4. Podsumowanie

W analizie szeregdéw czasowych modele stochastyczne stosowane sa bardzo czgsto.
Modele regresji sa rowniez wykorzystywane w analizie ekonomicznych szeregdw
czasowych, a zwlaszcza danych finansowych. Model czynnikowy ma zastosowanie
w analizie portfelowej oraz w opisie ryzyka tego portfela. Podejscia te czgsto sa
wykorzystywane wspdlnie do petniejszego opisu zaleznosci (przyktadowo ryzyko
specyficzne i ryzyko systematyczne), a zwlaszcza do badania szeregu skorelowa-
nych reszt w modelu wielowymiarowej regresji. W rzeczywistych szeregach czaso-
wych nie unikniemy obserwacji odstajacych. Metoda najwigkszej wiarygodnosci,
tak jak metoda najmniejszych kwadratow, rowniez nie wyznacza estymatorow
odpornych parametrow estymowanych modeli. Wykorzystanie podej$cia odpornego
w estymowaniu [7; 9; 10] oraz testowaniu [8] parametrow modeli szeregdw czaso-
wych jest narzgdziem badan w ekonomii.
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ROBUST TIME SERIES ANALYSIS

Summary: The field of robust time series analysis has come into existence in the last decades.
We describe the most common used time series models together with main type of outliers in
time series. The last part of the paper presents application of well known M- and GM-estima-
tors for time series analysis.
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