PRACE NAUKOWE UNIWERSYTETU EKONOMICZNEGO WE WROCLAWIU nr 163
Ekonometria 30 2011

Beata ZmysSlona
Uniwersytet Ekonomiczny we Wroctawiu

UWAGI NA TEMAT WEASNOSCI ESTYMATOROW
WYZNACZANYCH NA BAZIE NIEPELNYCH DANYCH

Streszczenie: W praktyce w przypadku niepelnych danych wykorzystuje si¢ metody imputa-
¢ji rozumiane jako metody szeroko rozumianej predykcji brakujacych danych. Takie uzupet-
nione dane traktowane sa tak, jak gdyby byly obserwowalne, co powoduje niewlasciwe osza-
cowanie estymatora oraz wariancji estymatora, zwlaszcza jezeli mechanizm generowania
brakujacych danych jest nielosowy. W artykule pokazano przyktady wptywu imputacji na
wiasnosci estymatoréw. Pewnym rozwigzaniem jest zastosowanie metod wielokrotnego uzu-
petniania danych, ktore uwzgledniaja tzw. btad imputacji.

Stowa kluczowe: wnioskowanie statystyczne w przypadku niepelnych danych, macierz utra-
conej informacji na skutek brakujacych danych, blad imputacji, imputacja wielokrotna.

1. Wstep

W badaniach spoteczno-ekonomicznych stosunkowo czgsto wystgpuje zjawisko
braku danych. Niekompletne zbiory danych stanowig problem zarowno z praktycz-
nego, jak i z teoretycznego punktu widzenia. W celu przeciwdziatania niedogodno-
$ciom zwigzanym z wystgpowaniem brakujacych danych albo usuwa sig elementy
z proby z brakujacymi obserwacjami (w literaturze takie podejscie nazywane jest
analiza kompletnych przypadkow), albo wykorzystuje si¢ metody uzupetniania da-
nych, czyli metody imputacji (okreslane jako metody szeroko pojetej predykeji da-
nych). Analiza kompletnych przypadkéw sprawdza si¢ jedynie w przypadku, gdy
mechanizm powstawania brakujacych danych jest losowy. W przeciwnym wypadku
estymatory wyznaczane na bazie niekompletnego zbioru danych sa obciazone oraz
nieefektywne z powodu zredukowanego rozmiaru proby. Przy zastosowaniu metod
imputacji uzupetnione dane traktowane sa tak, jak gdyby byly obserwowalne. Mimo
iz metody te moga w istotny sposob zmniejszac¢ badz tez eliminowac obciazenie es-
tymatorow, maja jednak powazna wade¢ — zanizaja oceny wariancji estymatorow.
Powoduje to, ze konstrukcja przedziatéw ufnosci dla szacowanych parametréw oraz
testowanie hipotez sa obarczone btedem wynikajacym z tego niedoszacowania.
Metody wnioskowania statystycznego bazujace na tzw. technikach powigksza-
nia danych umozliwiaja wtasciwe oszacowanie wariancji przez uwzglednienie tzw.
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btedu imputacji. Jedna z metod powigkszania danych jest metoda imputacji wielo-
krotnej zaproponowana przez Rubina (por. [1996; 1987]). W artykule przedstawio-
no, w jaki sposob za pomoca metody imputacji wielokrotnej uwzglednia si¢ blad
imputacji przy wyznaczaniu wariancji estymatora bayesowskiego.

2. Wplyw analizy kompletnych przypadkow
oraz metod imputacji na whasnosci estymatorow

W dalszej czesci artykutu zostana przedstawione przyktady wptywu analizy tylko
kompletnych przypadkow oraz niektérych metod imputacji na obciazenie estymato-
ra oraz jego wariancje.

W pierwszym przyktadzie zaklada sig, ze wartosci y,, y,, ..., ¥, wylosowane do
proby sa realizacjami zmiennej losowej o rozktadzie normalnym, czyli Y ~ N(U, o),
przy czym przyjmuje sig, ze wariancja o° zmiennej losowej Y jest znana. Warto$ci
zmiennej losowej Y sa obserwowane jedynie dla k obserwacji (k < n). Bez straty
ogo6lnosci rozwazan zbior warto$ci zmiennej losowej Y dla n-elementowej proby
zostaje podzielony na dwa podzbiory {y,: 1= 1,2, ..., k} oraz g J=k+1,.., g},
gdzie pierwszy zbior odnosi si¢ do obserwowanych, a drugi odpowiednio do nieob-
serwowanych warto$ci zmiennej Y.

Estymatorem nieobciazonym parametru U jest §rednia arytmetyczna wyznaczo-

k
na na bazie obserwowanych danych: =3 = lz ¥, - Wariancja estymatora wy-
i=l1

. . . 2
raza si¢ nastgpujacym wzorem: s = E s ) - Jezeli nieobserwo-
pujacy Fose k(k )& (yk J’b)
wane wartosci zmiennej Y zostana zastapione $rednig arytmetyczna obliczong na

bazie obserwowanych wartosci, czyli y;_ =y, , wtedy estymatorem parametru [

wyznaczonym dla uzupetionego zbioru danych jest Srednia arytmetyczna

F=13y, (1)
n iz
wyznaczona dla n-elementowej proby. Jak tatwo zauwazy¢, $rednia ta jest rowna

sredniej arytmetycznej obliczonej tylko dla obserwowanych danych czyliy=y, .

( _1)2()/1 y) moze by¢

. . . . 2
Wariancja estymatora po uzupetnieniu danych s7 =

przedstawiona jako

S; :n(n#_l)(;(yki —)_’obs)z + /él(y; _)_}obs)zj- 2)
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Wariancje s2 mozna zapisaé jako s2 =k(k—_1)s3 ze wzgledu na to, ze drugi
y - (n _ 1) Yobs ’
sktadnik sumy jest rowny zeru. Poniewaz s§ < s;‘m , zatem wariancja $redniej jest
niedoszacowana. Nasuwa si¢ zatem wniosek, Zze uzupelnianie nicobserwowanych
danych $rednia arytmetyczna obliczona na podstawie obserwowanych danych nie
jest wlasciwa metoda, poniewaz wariancja estymatora jest niedoszacowana.

Drugi przyktad pokazuje wptyw zastosowanej metody imputacji na obcigzenie
estymatorow parametrow modelu liniowej regresji ¥ = B, + f,x + ¢ . Zaklada sig, ze
sktadnik losowy jest zmienna losowa o rozktadzie normalnym ¢ ~ N(0, o), wariancja
o? jest nieznana. Jezeli wszystkie warto$ci zmiennej Y oraz zmiennej X sa obserwo-
wane, wtedy estymatory parametrow /3, f, 0raz ¢ wyznaczone metoda najwigkszej
wiarygodnos$ci sa nieobciazone 1 wyrazaja si¢ nastgpujacymi wzorami:

A

ﬁo = )_/_ﬂ1fa

gdzie 3, = :éo + ﬁlxi‘

W analizowanym przyktadzie przyjmuje sig, ze warto$ci zmiennej niezaleznej X
sa obserwowane dla wszystkich elementéw w probie, natomiast warto$ci zmiennej
zaleznej Y sa obserwowane tylko dla k& jednostek. Zbior wartosci zmiennej losowe;j
X dla n-elementowej proby zostaje podzielony na dwa podzbiory {y, 1 =1,2, ..., k}
oraz {ygj: j=k+1, .. g}, gdzie pierwszy zbior odnosi si¢ do obserwowanych,
a drugi odpowiednio do nieobserwowanych wartosci zmiennej Y. Przypusémy, ze
zostata zastosowana metoda imputacji polegajaca na zastapieniu nieobserwowanych
warto$ci zmiennej Y $rednig arytmetyczng y,, obliczong na podstawie obserwowa-

.o 1&
nych danych, czyli y o) = Vobs = %Z Y, - Estymatory parametrow ), B, oraz o’ wy-
i=1

razaja si¢ nastgpujacymi wzorami:

Sk p— % —
ﬂO =yobs _ﬂl X,
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k n
z(xki _}_C)(yki _)_/"bs)+ z (xg/ _)_C)(y;f _)_}Obs)
ﬂl* _ =l _ Jj=k+1 ,

S (x5 -3 (3)

i=1

k 2 n . . 2
Yy -d) > (yg, —yg)
A2 =l j=k+1
6 = .
n—2
Warunkowe wartosci oczekiwane estymatorow danych wzorem wyrazaja sig¢ w
nastgpujacy sposob:

@

Jak tatwo zauwazy¢, estymatory sa obciazone.

W powyzszych dwoch przyktadach zaktadano implicite, ze mechanizm powsta-
wania brakujacych danych byt losowy. W kolejnym przyktadzie przyjmuje si¢ nielo-
sowy mechanizm powstawania brakujacych danych. Przyjmuje sig, ze proba losowa
pochodzi z rozktadu normalnego ze znang wariancja 0. Warto$¢ zmiennej Y nie jest
obserwowana, jezeli przekracza pewna stala c. Jesli zastosuje si¢ analize komplet-
nych przypadkow i przyjmie za estymator parametru [ $rednig arytmetyczng odpo-
wiadajaca tylko obserwowanym danym, to warto$¢ tego estymatora bedzie zanizo-
na. W takim przypadku powinna zosta¢ zastosowana taka procedura estymacji, ktora
uwzgledniataby mechanizm powstawania brakujacych danych.



Uwagi na temat wlasnosci estymatorow wyznaczanych na bazie niepelnych danych 87

Z wyzej przedstawionych przyktadow mozna wysuna¢ wniosek, ze proponowa-
ne w praktyce rozwiazania dotyczace analizy niepelnych danych nie daja w wielu
wypadkach wtasciwych rozwiazan (oceny estymatorow oraz ich wariancji sa zani-
zone badz zawyzone). Obcigzenie estymatoréw mozna eliminowac przez wykorzy-
stanie takich metod imputacji, w ktorych dane generowane sa z warunkowych roz-
ktadow brakujacych danych (np. metody wykorzystujace bootstraping). Natomiast
w celu poprawnego oszacowania wariancji w przypadku niekompletnych zbiorow
danych nalezy wzia¢ pod uwage blad wynikajacy ze stosowania okreslonych technik
uzupehiania danych, tzw. blad metody imputacji. Metoda imputacji wielokrotnej
umozliwia wzigcie pod uwage btedu imputacji.

3. Wnioskowanie bayesowskie metoda imputacji wielokrotnej

Przyjmuje sig, ze obserwacje Y,,Y,,....Y, sa realizacjami wektora losowego
Y, = Yil,Yiz,...,Yl.P) dlai=1, 2, ..., n. Rozklad wektora losowego zalezy od wektora
nieznanych parametrow 0 = ® € R?. W przypadku niepelnych danych wektor Y,
(abs),Yi(br) , gdzie pierwszy podwektor odno-
si sig do obserwowanych zmiennych, natomiast drugi do nieobserwowanych zmien-
nych dla i-tego elementu proby. Przy zalozeniu, Ze realizacje wektora losowego sa
niezalezne, funkcj¢ wiarygodno$ci mozna przedstawi¢ jako (por. [Rubin 1987; Scha-

fer 2000])
5
yi(obs)’e)’ ( )

0)
Yiter) y,.(n,,s),ﬂ oznaczaja odpowiednio rozktad prawdopodobienstwa pod-
wektora Yl.(obs) odnoszacego si¢ do obserwowanych zmiennych oraz warunkowy
rozktad prawdopodobienstwa brakujacych danych. W przypadku metod powigksza-
nia danych stosuje si¢ bayesowskie podejscie do wnioskowania statystycznego o
parametrach, w ktorym nieobserwowane wielkos$ci, tzn. parametry oraz nieobserwo-
wane wartosci zmiennych Y,,Y,,....Y, , sa traktowane jako zmienne losowe. Wnio-
skowanie o wektorze parametrow 0 bazuje na rozkltadzie a posteriori wyrazonym
nastepujacym wzorem (por. np. [Gosh, Delampady, Samanta 2006, s. 31]):

zapisuje si¢ symbolicznie jako Y, =(Y,

0)17 (yi(br)

p(v}8)= l:llp(y,-(m)

gdziey (lest macierza, ktorej wierszami sa wektory Y,,Y,,...,Y, . Wyrazenia P (yobs

oraz P

__p(v[e)p(6)
p(6ly)= [(v]6) p(0)d0" ©

gdzie p(0) jest rozktadem a priori wektora parametrow 0. Rozklad a posteriori ma
interesujace wlasnosci. Jedna z nich jest jego zbiezno$¢ do gestosci wielowymiarowe-
go rozktadu normalnego przy spelieniu ogolnych warunkow regularnosci typu Cra-
méra-Rao dla gestosci rozktadow prawdopodobienstwa ([DeGroot 1981, s. 175-190;
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por. Krzysko 2000, s. 55-62]). Oznacza to, ze wektor parametrow 0 ma asymptotyczny
d-wymiarowy rozktad normalny, gdzie wektor wartosci oczekiwanych tego rozktadu
odpowiada wektorowi 0 estymatorow najwigkszej wiarygodnosci wektora parame-
trow 0, natomiast macierz kowariancji jest rowna odwrotnej macierzy informacji
Fishera podzielonej przez n, co symbolicznie mozna zapisa¢ w nastgpujacy sposob

0—2 >N(6,Iy_ (9)} 7

n

o’ logp(y|9)

Elementami macierzy informacji Fishera [ (G) =F| - ,
' 0000

0 logp (y |9)
2000,
shera okreslona jest jako miara informacji o parametrze 0 zawarta w probie (por.

[Daniels, Hogan 2008, s. 41; Krzysko 2000, s. 57-58]).

W przypadku analizy niepelnych danych istotne jest ustalenie, jaka czg$¢ infor-
macji o szacowanym parametrze jest utracona na skutek brakujacych danych. Ma-
cierz brakujacych informacji definiowana jest zgodnie z zasada Orcharda i Wood-
bury’ego w nastgpujacy sposob (por. [Orchard, Woodbury 1972]). Zdefiniujmy macierz

o’ lo 10
Fishera dla obserwowanej czedci danych jako 7, (0)=E [—%J . Dru-

J sa drugie

pochodne logarytmu funkcji wiarygodnos$ci . Funkcja informacji Fi-

ga pochodna logarytmu funkcji wiarygodno$ci wyraza sig jako

Ologp(yle)  logp(y,,.[0) &logp(y,
0000 0000 0000

Wartos¢ oczekiwana wyrazenia wyznaczona wzgledem warunkowego rozktadu
brakujacych danych jest postaci

Your0) ®)

_Iaz log p(y]6) (
9000 o
I 0’ logp Yo 9) . o logp(ybr

a 5000 0000

yabs’e)dybr =

)
,0
yobs )]p(ybr yobs’e)dybr

Na bazie warto$ci oczekiwanej formutuje si¢ zasadg, ze macierz informacji Fi-
shera 7,(8) jest suma macierzy informacji Fishera dla obserwowanych danych /, , ()
oraz macierzy utraconej informacji na skutek brakujacych danych 7, (), a zatem
spetniona jest nast¢pujaca rownos¢ (por. [Schafer 2000, s. 62-63]):

1,(0)=1, (0)+1, (0). (10)
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We wnioskowaniu bayesowskim mozna dodatkowo uwzgledni¢ trzeci sktadnik
macierzy informacji Fishera, a mianowicie informacj¢ uzyskana z rozktadu a priori
[Schafer 2000, s. 66-67]. W dalszych rozwazaniach ten sktadnik pomija sig, przyj-
mujac, ze dla duzych prob rozktad a posteriori zalezy coraz bardziej od funkcji
wiarygodnosci, a w coraz mniejszym stopniu od rozktadu a priori.

Oszacowanie macierzy kowariancji wektora estymatoréw parametrow 0 jest
roOwnoznaczne z wyznaczeniem macierzy kowariancji rozktadu a posteriori, przy
czym macierz informacji Fishera wyraza si¢ wzorem.

4. Procedura wyznaczania estymatora bayesowskiego
metodg imputacji wielokrotnej

Procedura wyznaczania bayesowskiego estymatora wektora parametrow 0 sktada si¢
z czterech krokdw, ktore sa wykonywane iteracyjnie ([Rubin 1996; 1987; Schafer
2000, s. 104-118]). W pierwszym kroku generowane sa m-krotnie probki pseudolo-
sowe z warunkowego rozktadu brakujacych danych Vi(or) ~ p(yb, ‘Yobs =Yoo 0,
gdzie Yy, Jest wartoscia dla k-tej zmiennej odpowiadajaca i-temu elementowi
proby w j-tym zbiorze danych, natomiast én]. jest realizacja wektora losowego wy-
generowanego z rozktadu a posteriori wyznaczonego dla j-tego zbioru danych
(Onj ~ p(en Yobs = y()bs’Ybr = Yir) )

W drugim kroku tworzonych jest m kompletnych zbioréw danych przez uzupet-
nienie kazdej nicobserwowanej warto$ci m razy. Kompletne zbiory danych oznaczo-
ne sa przez y©,y@,...y™. )

W kroku trzecim dla kazdego zbioru danych wyznaczany jest estymator @, dla
i=1,2, .., m. '

Ostatecznie estymator bayesowski wyznaczany jest zgodnie z formuta

— 1 34 A
0 =—S 0 . 11
” mZ (11)

Kolejnym etapem analizy jest wyznaczenie wariancji estymatora .

5. Procedura wyznaczania wariancji estymatora bayesowskiego

W procedurze wyznaczania wariancji estymatora w przypadku niepetnych danych
powinno si¢ uwzgledniac, oprocz tzw. btedu probkowania, btad wynikajacy z zasto-
sowania metody uzupehiania danych (czyli metody imputacji). W procedurze tej
wykorzystuje si¢ wnioski z nastgpujacego twierdzenia.

Twierdzenie 1
Niech Y,,Y,,...,Y, bedzie ciagiem wektoréw losowych. Zatézmy, Ze dana jest
funkcja tych wektorow f, (Y,,Y,,....Y,) oraz wektory losowe Z i &, e R?. Jezeli
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wektory \/;(Z” - (YL Y,,.Y, )) oraz \/;(f,, (Y,.Y,....Y,) —én) maja asymp-
totyczne d-wymiarowe rozklady normalne

n(Z, - £,(Y,.Y,,... Y, ))—2>N(0,X))

: (12)
I (£, (%Y, Y, ) =8, ) —"=>N(0,2,)

wtedy
Jn(Z, -&,)—2>N(0,%, +£,). (13)

Dowdd twierdzenia znajduje si¢ w pracy [Nielsen 2003].

Przez 0, oraz 0, oznaczmy odpowiednio wektor estymatorow wyznaczany na
bazie m uzupelionych zbiorow danych dany wzorem oraz wektor prawdziwych
warto$ci parametrow. Wektor (6,,, - 90) mozna zapisa¢ jako nastgpujaca sume
dwoéch wektorow (ﬁm - én ) + (én -0, ) , gdzie ﬁn oznacza wektor estymatorow wy-
znaczony tylko na bazie obserwowanych danych. Na bazie wlasno$ci asymptotycz-

nego rozkladu a posteriori wektora parametrow @ mozna przedstawi¢ macierz ko-
wariancji wektora Jn (Om - 90) jako nastgpujaca sumg [Nielsen 2003]

(0.0 (4B(0. ) (o, o)) o

Pierwszy sktadnik sumy odnosi si¢ do zmiennos$ci zwigzanej z zastosowaniem
metody imputacji (tzw. btad imputacji), natomiast drugi sktadnik sumy odnosi si¢ do

tzw. zmiennoéci probkowej. Macierz kowariancji wektora /i én —00) jest rowna
odwrotnej macierzy informacji Fishera odpowiadajacej obserwowanym danym,
czyli Iy‘l, (8). Problemem pozostaje wyznaczenie macierzy kowariancji wektora
Jn (ﬁm —6 ) Krokiem posrednim do wyznaczenia tej macierzy jest wyznaczenie
macierzy kowarlanql dla wektora \/n 9 - 0 , gdzie 9 jest wektorem wartosci
estymatorow wyznaczonym dla j-tego ZblOI'u danych y(J) (dlaj =1,2,...,m). Wektor
wartos$ci parametrow 0 ; uzyskuje sig przez rozwiazanie nastepujacego rownania

o alogp(y(j) |9) o

0 (15)

(-):(:)m.
Jezeli pochodna logarytmu funkcji wiarygodnosci zostanie rozpisana zgodnie
z twierdzeniem Lagrange’a o warto$ci sredniej, wtedy rownanie mozna przedstawic¢
W nastepujacy sposob

810gp(y(j) |9)
Jn 00

. . \|?logp y(j)|9
+JZ(9W.—9") aea(e' ) - (16)

0=0, 0=0,,

~

gdzie 92,- jest punktem posrednim pomigdzy én oraz énj, takim ze én < (A):;j < ﬁnj).
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Funkcje wiarygodnosci p(y(j) |9) dla j-tego zbioru danych mozna przedstawié¢
jako sume dwoch sktadnikéw (por. [Tan, Tian, Wang Ng 2010, s. 36-37])

p(y(l)|9):p(y0b> 0)+p(y§n{) yabs’e)’ (17)
gdzie pierwszy sktadnik sumy odnosi si¢ do obserwowanych danych, natomiast dru-

gi do uzupetnionego j-tego zbioru danych. Poniewaz funkcja wiarygodnosci jest
suma wyrazona wzorem, zatem rOwnanie przybiera postac

dlog p(y.,,19) dlog p(¥5)'[¥,1,-9)
\/;[ o9 J A +n o0 ’
w -5, (18)
AN logp(yo s 0) o’ IOgP(Ygi) yobs’e)
(0, -6,) R 0000 =0
0=0,

Pochodna logarytmu funkcji wiarygodnosci dla obserwowanych danych obli-
czona w punkcie 0 =0, rowna jest zeru, a zatem pierwszy sktadnik sumy jest rowny
zeru (por. [Schafer 2000, s. 58]). Logarytm funkcji wiarygodnos$ci wyznaczony dla
j-tego zbioru danych wygenerowanych z rozkladu zaleznego od wektora parame-
trow éjn zgodnie z twierdzeniem Lagrange’a o warto$ci $redniej jest rowny

5 élogp(y;,;) )
(/) N (/) 4
a1l My .0 NN 1Y 05,0
N ng(ya:a Yoinr0) (6,4, ogpa(eyge'YI )
0=0,, 0=0,

Podstawiajac prawa strong wyrazenia za drugi sktadnik sumy oraz uwzglednia-
jac fakt, ze pierwszy sktadnik jest rowny zeru, otrzymujemy:

S ) .\ @ logp(yi)]y..-0)
Jn P +\/;(9n —Oj,,) 2000
0=0,, 0=07,
' (20)
NN IGh logp(yo ’ G) o’ logp(yg,’,) YObs99)
wn(6, -0, 08" 000 =0
0=0"

nj

W powyzszych rozwazaniach przyjmuje si¢, ze model kompletnych danych oraz
model obserwowanych danych spetniaja warunki regularnosci w sensie Craméra-
-Rao. Wiadomo, ze wektor Jn fﬂn -0, ) ma asymptotyczny rozktad normalny
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o wartosci oczekiwanej rownej wektorowi zerowemu, a macierzy kowariancji row-
nej odwrotnej macierzy informacyjnej Fishera dla obserwowanych danych (por.
[Gosh, Delampady, Samanta 2006, s. 6-8, 15; Nielsen 2003]).

Wykorzystujac opisane powyzej zalozenia odnosnie do rozktadow, mozna poka-
za¢, ze wektor Vn|0,, —0, ) ma asymptotycznie rozktad normalny o wartosci ocze-
kiwanej rownej wektorow1 zerowemu, a macierzy kowariancji rownej odwrotnej
macierzy informacyjnej Fishera dla obserwowanych danych minus odwrotnej ma-
cierzy informacyjnej I, (0) , 0 mozna zapisa¢ jako

Jn(8,-8,)—2> N (0(1), (0)-1,(9))). (21)

Na bazie estymatorow 0 énz,...,énm wyznaczonych dla m uzupehionych zbio-

nl»
, . = 1 <o -
row danych wyznacza sig estymator 0,, = —Zﬂnj. Wektor v/n (Gm -0, ) ma asymp-
m=“
Jj=1

totyczny rozktad normalny o nizej podanych parametrach [Nielsen 2003]

Jn(8, ‘én)—D"N(O’i(Iy_jbs (6)-1,' (9))} 22)

m

Blad imputacji jest mierzony zatem za pomoca wariancji rozktadu . Ostatecznie
S

wariancja estymatora 9, = ;Z@maia si¢ jako suma sktadnika odnoszacego si¢ do

zmiennosci probkowej oraz btedu imputacji, co mozna zapisac jako [Nielsen 2003]

n D -1 1 —1 -1
Jn(0,-0))—>N (O,IM (0) +;(1y0bs (0)-1, (e))j. (23)

W metodzie imputacji wielokrotnej macierz kowariancji jest szacowana zgodnie
z podang nizej procedura. Najpierw dla kazdego zbioru danych oblicza si¢ macierz
kowariancji U(j). Macierz kowariancji reprezentujaca S$rednia zmienno$¢ we-
whnatrzgrupowa oznaczamy przez [_Jm =lZfJ( ;) » hatomiast macierz kowariancji

m ;- 1 m ;A — \T /A —
reprezentujaca zmiennos¢ migdzygrupowa przez B, = —IZ(B( 9, ) (9( »—9, )
m—1=

Estymator macierzy kowariancji rozktadu jest suma dwoch macierzy, a mianowicie

T,=U, +(1+m "B, (zob. [Rubin 1996; 1987]).

6. Podsumowanie

Stosowane w praktyce metody zastgpowania brakujacych danych pewnymi warto-
$ciami oraz traktowanie tych wartosci tak, jak gdyby byty obserwowane, powoduje,
Ze oceny estymatoréw parametrOw oraz wariancje tych estymatoréw sa zle oszaco-
wane (albo przeszacowane albo niedoszacowane). Pewnym rozwiazaniem tego pro-
blemu jest zastosowanie metod bazujacych na wielokrotnym uzupetnianiu danych.
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Metoda imputacji wielokrotnej w niektorych wypadkach przeszacowuje btad
wynikajacy z imputacji, szczegolnie wtedy, gdy mechanizm generowania brakuja-
cych danych jest nielosowy (przyktady przeszacowania tego btedu podane sa w pra-
cy [Nielsen 2003]). W takiej sytuacji dokladniejsze oszacowanie btedu imputacji
uzyskuje si¢ za pomocg metody symulacji parametrycznej. W metodzie symulacji
parametrycznej zarOwno ocena estymatora parametru, jak i macierz kowariancji es-
tymatora sa wyznaczane na bazie wygenerowanych za pomoca metody Monte Carlo
wartosci wektoréw parametrow énj z rozkladu a posteriori. Otrzymany w taki spo-
sob estymator bayerowski oraz jego wariancja sa estymatorami Rao-Blackwella
warto$ci oczekiwanej i macierzy kowariancji rozktadu a posteriori (por. [Congdon
2003; Gosh, Delampady, Samanta 20006, s. 13-14; Tan, Tian, Wang 2010, s. 23-25;
Tanner, Wong 1987; Schafer 2000, s. 89-104]).
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NOTES ON THE ESTIMATORS PROPERTIES IN CASE
OF IMPUTED DATA SETS

Summary: In current surveys practice the most common method for handling non-response
item is simple imputation. The simple imputation methods are the prediction methods for
missing data. The imputed values are treated as if they were observed. This results in under or
overestimation of the estimator variance, especially if the missing data mechanism is non-
random. Simple imputation is inappropriate when the goal is to construct test statistics and
confidence of intervals. The paper shows examples of the impact of imputation on the estimates
properties. One solution is to use multiple imputation methods that take into account the
so-called imputation error.
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