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POROWNANIE WEASNOSCI
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WIELOWYMIAROWYCH

BINARNYCH LICZB PSEUDOLOSOWYCH

Streszczenie: W artykule rozwazono dwie popularne procedury generujace ciagi wektorow
pseudolosowych o wielowymiarowym rozkladzie zero-jedynkowym z korelacja, zapropo-
nowane przez Leischa i in., a takze przez Parka i in. Zaprezentowano wyniki symulacji
przeprowadzonych w celu poréwnania obu procedur pod wzgledem zgodnosci momentoéw
rozktadu generowanego ciagu z momentami zadanymi. Pokazano, ze dla pierwszej z nich
moga wystapic¢ istotne rozbieznosci migdzy rozktadem generowanym i rozktadem zadanym.

Stowa Kkluczowe: liczby pseudolosowe, wielowymiarowy rozklad zero-jedynkowy, warto$é
oczekiwana, wspotczynnik korelacji liniowe;.

1. Wstep

Problem generowania wektorow liczb pseudolosowych o wielowymiarowym roz-
ktadzie zero-jedynkowym z zadana macierza korelacji ma istotne znaczenie prak-
tyczne. Sztuczne dane wygenerowane przy uzyciu odpowiedniej procedury nume-
rycznej znajduja bowiem zastosowanie w tak réznorodnych dziedzinach, jak seg-
mentacja danych marketingowych, symulacyjne analizy toksykologiczne, modelo-
wanie wystgpien rozmaitych schorzen w sasiadujacych organach (stomatologia,
oftalmologia), konstrukcja schematow losowania prob w metodzie reprezentacyj-
nej, losowanie podpréb dla estymacji wariancji w pewnych wariantach metody
bootstrap czy tez symulacyjne badanie wlasnosci estymatorow dla zlozonych mecha-
nizmoéw opisujacych niekompletnos¢ danych w probie statystycznej. Od procedur
realizujacych to zadanie wymaga sig, z jednej strony, prostoty implementacji i
znacznej szybkosci dziatania, a z drugiej, spetnienia przez generowany ciag szere-
gu wlasnosci, wsrod ktorych nalezy wymieni¢ dhugi okres, brak autokorelacji i
zgodno$¢ generowanego rozkladu z zadana specyfikacja, a szczegodlnie rownosé
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momentow rozktadu generowanego ciagu z momentami zadanymi przez uzytkow-
nika. Konstrukcja procedur generujacych sztuczne dane o wielowymiarowym roz-
ktadzie dwupunktowym jest zadaniem bardziej ztozonym niz w przypadku takich
rozktadow, jak rozktad normalny, ze wzglgdu na to, iz wariancje (kowariancje) po-
szczegolnych zmiennych losowych tworzacych sktadowe wektora zaleza od ich
wartosci oczekiwanych. Zagadnienie to bylo juz w literaturze przedmiotu wielo-
krotnie omawiane i doczekalo si¢ licznych prob rozwiazania, wérod ktorych warto
wymieni¢ m.in. prace takich autoréw, jak Bahadur [1961], Emrich oraz Piedmonte
[1991], Lee [1993], a takze Gange [1995]. Obecnie do popularnych rozwiazan na-
leza algorytmy, ktore zaproponowali Leisch i in. (1998), a takze Park i in. [1996].
Pierwszy z nich opiera si¢ na odpowiednim przeksztalceniu wektora losowego o wie-
lowymiarowym rozktadzie normalnym i zyskal popularno$¢ ze wzgledu na duza
szybko$¢ dzialania oraz dostgpno$¢ implementacji w pakietach statystycznych, a
zwlaszcza w pakiecie R. Zaleta drugiego z wymienionych algorytmoéw, opierajacego
si¢ na funkcjach sumy zmiennych losowych o rozktadzie Poissona, jest brak ko-
niecznosci przyblizonego rozwiazywania na drodze iteracyjnej uktadu réwnan lub
zadania optymalizacji, dzigki czemu algorytm ten powinien si¢ charakteryzowac
niewielka skala btedow numerycznych oraz relatywnie niska ztozonoscia oblicze-
niowa, zwlaszcza w sytuacji, gdy wymaga si¢ generowania ciagoéw wektorow pseu-
dolosowych o kazdorazowo réznych parametrach rozktadu. W niniejszej pracy obie
wymienione procedury poréwnano pod wzgledem zgodnosci generowanych ciagdéw
liczb pseudolosowych z zadanym rozktadem na drodze symulacji komputerowe;.

2. Procedury generujace liczby pseudolosowe

Wektor binarnych zmiennych losowych X = [Xi, ..., X]’ € {0,1}* moze w ogdlnym
przypadku przyja¢ 2" roznych wartosci. Dla duzych k jest to ogromna liczba, co
utrudnia wyczerpujaca specyfikacje i generowanie realizacji wektora X przy uzy-
ciu klasycznych metod odwracania dystrybuanty lub réwnomiernego rozbicia
przedziatu opisywanych m.in. przez Zielinskiego i Wieczorkowskiego [1997]. Dla-
tego tez zazwyczaj do celow generacji okresla si¢ jedynie wektor prawdopodo-
bienstw brzegowych m = [my, ..., my], gdzie m;=P{X;=1} dla =1, ..., k, czyli
E(X) = m, oraz macierz tacznych prawdopodobienstw M = [m;;] o wymiarach k X £,
gdzie m; =P{X.X;} =1 dlai,j=1, .., k. Macierz ta zawiera drugie momenty mie-
szane wektora X, czyli E(X’X) = M. Alternatywne sformutowanie powyzszej spe-
cyfikacji mozliwe jest poprzez okreslenie macierzy kowariancji

C=[¢;] =E(X-m)" (X—m))=M-mm’ (M

lub macierzy korelacji R = [r;], gdzie
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ml.j —mimj
v, = .
L m=m)m (1-m))

Macierz C musi przy tym by¢ symetryczna i nieujemnie okre$lona [Goldberger
1975], a wspotczynniki korelacji ;; powinny spetniac relacje [Emrich, Piedmonte 1991]:

2)

3)

dla i,j=1, ..., k. Zgodnie z procedura zaproponowana przez Leischa i in. [1998],
kazda pseudolosowa realizacj¢ X = [ X}, ..., X;] wektora X wyznacza si¢ na podstawie
realizacji Y =Y, ..., ¥;] wektora pseudolosowego Y o k-wymiarowym rozkladzie
normalnym z pewnym wektorem wartosci oczekiwanych my i macierza kowariancji
Cyn, przyjmujac X; = 1, gdy Y; > 0 oraz X; =0 w przeciwnym wypadku. Dziatanie al-
gorytmu opiera si¢ na doborze my i Cy w taki sposob, aby spetnione byly warunki:

m =P(¥,>0) = [ p(y)dy, @)

m; =P(Y,>0.Y,>0)= [ p(y)dy, (5)
Z;

b

gdzie: y=[y, .., »]’eR,
o(y) — funkcja gestosci k~~wymiarowego rozkltadu normalnego o wektorze
warto$ci oczekiwanych my i macierzy kowariancji Cy,
Z;={yeR" y;> 0},
Z;={yeR"y,>0,y,>0}.

Wartosci my i Cy otrzymuje si¢ z wykorzystaniem iteracyjnej procedury, przy
czym dla r6znych ich kombinacji warto$ci powyzszych wyrazenh wyznaczane sa
droga numerycznego catkowania funkcji ¢(y). Gdy generowanych jest wiele reali-
zacji binarnej zmiennej losowej o tym samym rozktadzie, wystarczy ze my i Cy
zostang wyznaczone tylko jednokrotnie. W przedstawionych dalej obliczeniach
wykorzystano implementacjg tej procedury 7mvbin’ dostgpna w module ‘bindata’
pakietu statystycznego R. Bgdzie ona skrétowo oznaczana symbolem LWH.

Procedura Parka i in. [1996] wykorzystuje znany fakt, ze zmienna losowa o
rozkladzie Poissona moze zosta¢ wyrazona jako suma innych zmiennych o rozkta-
dzie Poissona. Niech (i) =1, gdy i€A oraz I,(/) =0 w przeciwnym wypadku.
Generowanie wektora binarnego X = [Xj, ..., Xi]’ o wektorze prawdopodobienstw
brzegowych m oraz macierzy korelacji R o nieujemnych elementach odbywa sig
poprzez sekwencyjna realizacje nastgpujacych krokow:
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Krok 0: Oblicz a.; = log(l+ 7, (1 - m) " m " (1- m, )03 m_;o's) dlal<ij<k.
Niech e = 0.

Krok 1: Nieche=e+ 1.
Niech T.= {a;: a;>0, 1 <i,j < k}.
Niech S, bedzie najmniejszym elementem zbioru T..
Niech S, bedzie najliczniejszym zbiorem indeksoéw zawierajacych
{r, s}, dla ktérego a;> 0 dla i, jeS..

Krok 2: Dla wszystkich a; > 0 zastap a; przez o; — f.. Gdy o; =0 dla 1 < i,
Jj <k, przejdz do
kroku 3, a w przeciwnym wypadku do kroku 1.

Krok 3: Wygeneryj Y,(51), ..., Ye(f.) 0 rozktadzie Poissona z parametrami 3, ..., fe.

Dlai=1, .., kniech Z, = ij(ﬁj)[S.(i) oraz X, =1,,(Z,).
=

Procedura ta bedzie dalej skrotowo oznaczana symbolem PPS. Na potrzeby
eksperymentow symulacyjnych zostata ona zaimplementowana w pakiecie staty-
stycznym R.

3. Wyniki symulacji

Celem przeprowadzonego eksperymentu symulacyjnego bylo porownanie wlasno-
sci ciagobw wektorow pseudolosowych bedacych wynikiem dziatania procedur
LWH i PPS oraz ocena ich zgodnosci z zadanymi parametrami generatorow, repre-
zentowanymi przez arbitralnie dobrany wspolny wektor warto$ci oczekiwanych
m = [0.4, 0.5, 0.6] i arbitralnie dobrana, wsp6lna macierz kowariancji:

1 02 03

R=[02 1 04| (6)
03 04 1

Pozadane prawdopodobienstwa tacznych wystapien jedynek dla poszczegdl-
nych par zmiennych opisuje omawiana wczesniej macierz M = [m;], ktorej ele-
menty na podstawie (2) mozna wyznaczy¢ jako:

my =mm, + 1, Jm,(1—=m)m;(1=m,). (7)

Macierz ta przyjmuje postac:
0.4000000 0.2489898 0.3120000

M =| 0.2489898 0.5000000 0.3979796 |. ®)
0.3120000 0.3979796 0.6000000
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Eksperyment symulacyjny polegal na wygenerowaniu ciagu obejmujacego
1,8 miliona wektorow przy uzyciu kazdej z dwoch omawianych procedur. Na podsta-
wie rozktadu empirycznego obu procedur zliczono nastepnie wystapienia wartosci 1
dla kazdej ze sktadowych generowanego wektora, otrzymujac wektor czestosci:

wrwn = [719201 900289 1080980] 9)
dla procedury LWH oraz
wpps = [720293 900180 1080487] (10)

dla procedury PPS, co odpowiada wektorom frakcji jedynek w rozkladzie empi-
rycznym kazdej ze zmiennych rownym odpowiednio:

fLwu=1[0.3995561 0.5001606 0.6005444] (11)
dla procedury LWH oraz
frps =[0.4001628 0.5001000 0.6002706] (12)

dla procedury PPS. Dla kazdej ze sktadowych generowanego wektora zweryfiko-
wano nastgpnie, z wykorzystaniem doktadnego testu parametrycznego opartego na
wzorze Bernoulliego, prawdziwo$¢ hipotezy stanowiacej o tym, ze wartos¢ ocze-
kiwana w rozktadzie empirycznym jest rowna odpowiednio 0.4, 0.5 i 0.6. P-warto-
sci (istotnosci) tego testu odpowiadajace obustronnemu obszarowi krytycznemu
tworza wektor:

pLwr = [0.2244122, 0.6671444, 0.1361553] (13)
dla procedury LWH oraz:
pres = [0.6557524, 0.7890205, 0.4591870] (14)

dla procedury PPS, co oznacza, ze wartosci oczekiwane poszczego6lnych sktado-
wych generowanego wektora nie roznily sig istotnie od zakladanych. Nastepnie
zliczono przypadki tacznego wystapienia wartosci 1, prezentujac je w formie ma-
cierzy W = [w;], gdzie w; oznacza zarejestrowang liczbg zdarzen polegajacych na
wystapieniu jedynki dla i-tej oraz j-tej sktadowej wektora X rownoczesnie (w;; od-
powiada oczywiscie omawianej wyzej liczbie jedynek dla i-tej zmiennej). Dla pro-
cedur LWH 1 PPS otrzymano odpowiednio macierze:

719201 447078 560287
W,own =| 447078 900289 718675 (15)
560287 718675 1080980

oraz
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720293 448072 561808
W, =| 448072 900180 715951 |, (16)
561808 715951 1080487
ktorym odpowiadaja frakcje jedynek w rozktadzie empirycznym odpowiednio
réwne:
0.3995561 0.2483767 0.3112706
F, y; =|0.2483767 0.5001606 0.3992639 (17)
0.3112706 0.3992639 0.6005444

oraz
0.4001628 0.2489289 0.3121156
0.2489289 0.5001000 0.3977506 |. (18)
0.3121156 0.3977506 0.6002706

F,

PPS —

Za pomoca doktadnego testu parametrycznego opartego na wzorze Bernoullie-
go zweryfikowano nastgpnie prawdziwos¢ hipotezy stanowiacej, ze frakcje rowno-
czesnych wystapien jedynek dla kazdej pary zmiennych sa réwne odpowiednim
elementom macierzy M. Uzyskane p-wartosci testu dla obustronnego obszaru kry-
tycznego wynosza odpowiednio:

0.2244122 0.0571643 0.0346601
P . =]0.0571643 0.6671444 0.0004330 (19)

LWH —

0.0346601 0.0004330 0.1361553

dla procedury LWH oraz
0.6557524 0.8509721 0.7379097
P, =| 0.8509721 0.7890205 0.5304156 |. (20)
0.7379097 0.5304156 0.4591870

Tak wigc dla procedury PPS nie wykryto istotnych réznic, natomiast dla proce-
dury LWH zarejestrowane czestosci acznych wystapien jedynek réznia sig istotnie
od pozadanych dla pierwszej i trzeciej zmiennej, a takze dla drugiej i trzeciej
zmiennej. Aby to zjawisko doktadniej zilustrowac, na rys. 1 przedstawiono warto-
$ci empirycznych ocen 7,,, 5, ,; wspotczynnikow korelacji liniowej Pearsona
migdzy poszczegdlnymi zmiennymi obliczane w kolejnych iteracjach eksperymen-
tu symulacyjnego dla wszystkich wygenerowanych wczesniej danych. Wykres
obejmuje trzy serie danych dla iteracji 4, 5, 6, ...1800000, czyli tacznie ponad
5 miliondéw punktéw (dane z pierwszych trzech iteracji pominigto ze wzgledu na
zerowe warto$ci odchylen standardowych zmiennych). Zaznaczono tez pozadane
warto$ci wspolczynnikow korelacji odpowiednio rowne ;= 0.2, r13= 0.3, r;3=0.4.
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Rys. 1. Wspotczynniki korelacji 7,, 75, 7, migdzy zmiennymi binarnymi generowanymi za pomoca

procedury LWH, wyznaczane w kolejnych iteracjach eksperymentu

Zrodto: opracowanie wiasne.

Wykres na rys. 1 wyraznie wskazuje na to, ze wspotczynniki korelacji reje-
strowane w kolejnych iteracjach bardzo szybko stabilizujq si¢ na poziomie wyraz-
nie roznym od zadanych warto$ci parametrow, co jest najbardziej widoczne dla

ciagu ocen 7,, , znaczaco wigkszych niz zadana wartos¢ 0.4.

4. Podsumowanie

Przedstawione wyniki symulacji wskazuja, ze procedura PPS generuje ciagi wektorow
pseudolosowych o parametrach rozktadu, ktore nie r6znia si¢ istotnie od zadanych war-
tosci. W przypadku procedury LWH stwierdzono natomiast istotne réznice migdzy
niektérymi zaobserwowanymi parametrami rozktadu empirycznego (wspotczynnikami
korelacji) i ich zadanymi wartosciami. Wydaje sig¢, ze znieksztalcenia te moga by¢
konsekwencja numerycznego wyznaczania wartosci catek niewtasciwych przez te¢ pro-
cedure. Efekt taki zaobserwowano takze po ponowieniu symulacji dla tej samej proce-
dury w polaczeniu z innymi kombinacjami zadanych parametréw rozkladu, cho¢ jego
nasilenie i kierunek obserwowanych znieksztatcen byly zmienne. Dla procedury PPS
w powtorzonych dla innych wartosci parametréw symulacjach nie obserwowano tak
silnych odstgpstw od zadanych warto$ci parametrow.
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Warto doda¢, ze przy generowaniu dlugich ciagdw wektoréw o jednakowym
rozktadzie prawdopodobienstwa procedura LWH dostepna darmowo w pakiecie R
charakteryzuje si¢ kilkakrotnie wigksza wydajnoscia od testowanej implementacji
procedury PPS, co pozwala realizowa¢ obliczenia w znacznie krotszym czasie.
Wynik poréwnania czasu pracy algorytmoéw zalezy od rozmaitych uwarunkowan
technicznych, nalezy go wigc traktowaé z duza ostroznoscia. Szczegélnie za$ spo-
strzezenia co do réznicy wydajnosci algorytméw moglyby si¢ okaza¢ mylace w
wypadku generacji wektoréw pseudolosowych o kazdorazowo réznych parame-
trach rozktadow.

Z praktycznego punktu widzenia istotnym ograniczeniem procedury PPS jest
brak mozliwosci generowania wektorow o skladowych skorelowanych ujemnie.
Od ograniczenia tego wolna jest procedura LWH.
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COMPARISON OF SOME PROCEDURES
FOR GENERATING MULTIVARIATE PSEUDO-RANDOM
BINARY DATA

Summary: This paper deals with the problem of generating sequences of correlated pseudo-
random binary numbers. Two popular procedures proposed by Leisch et al and by Park et al
are considered. Results of a simulation study aimed at assessing their consistency are pre-
sented. It is shown that significant discrepancies between desired parameters and parameters
of the empirical distribution of random vectors occur for the first procedure.
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