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WSTEP

W  praktyce badan statystycznych mamy czesto do czynienia z potrzeba
krotkookresowego prognozowania niestacjonarnych szeregéw czasowych. Tego typu
zagadnienia pojawiaja si¢ np. przy analizach zwiazanych z rynkiem kapitalowym, a w
szczegblnosci z problemami prognozowania kurséw walutowych lub cen akcji. Wystepuja tutaj
jednak ktopoty przy konstrukeji prognoz, gdy trend analizowanego szeregu czasowego zmienia
niespodziewanie kierunek. Wtedy stosuje si¢ specjalne procedury prognozowania zwane
adaptacyjnymi, co oznacza, ze majg one wlasno$¢ dynamicznego przystosowywania si¢ do
zmian kierunkéw trendu w sensie szybkiego spadku bledéw prognozowania po wystapieniu
takiej nieprzewidzianej zmiany.

Glownym celem pracy jest zastosowanie odpowiednich testow statystycznych do
wspomagania analizy jakosci procedur prognozowania oraz racjonalnego wyboru jednej
spos$rod nich. Jako$¢ predyktora jest gléwnie badana z punktu widzenia obcigzonosci
otrzymywanych za jego pomoca prognoz. Uwaza si¢, ze predyktor daje nieobcigzong
prognoze¢ na dany okres, gdy warto$¢ oczekiwana btgdu predykceji jest rowna zeru. Wiasnosc¢ ta
jest weryfikowana za pomoca odpowiednio konstruowanych testow. Weryfikowane sg rowniez
hipotezy o nieobcigzonosci ciaggu kolejno otrzymywanych prognoz. Do tego celu sa
przeznaczane testy statystyczne, ktorych sprawdzianami sg ilorazy dwoch odpowiednich form
kwadratowych wektorow obserwacji zmiennej. Zwykle w liczniku znajduje si¢ forma
kwadratowa wektora bledow predykcji, a w mianowniku forma kwadratowa reszt trendu.
Woéwezas hipoteze o nieobcigzonosci btedéw predykceji odrzuca si¢, gdy warto§¢ sprawdzianu
jest istotnie duza. Ktopot polega na tym, ze brane pod uwagg sprawdziany sg ilorazami form
kwadratowych, ktore sg od siebie zalezne. Wdwczas rozktad takiego ilorazu bynajmniej nie jest
znanym rozkladem Fishera-Snedecora. Rozklad ten ma skomplikowane funkcje gegstosci i
dystrybuanty, bo zwykle da si¢ je tylko przedstawi¢ w postaci odpowiednich szeregéw
nieskonczonych lub wyrazen calkowych. Po to, by oblicza¢ wartosci dystrybuanty tych
sprawdzianow nalezy uzywaé odpowiednich metod numerycznych.

Pierwszy rozdziat pracy jest po$wigcony podstawowym wiadomosciom z dziedziny
predykcji. Znajdziemy tu m.in. pewne rozwazania dotyczace oceny dokladnosci predyktorow
wektorowych, wykorzystujagce wlasno$ci macierzy wariancji i kowariancji wektora bledow
predykcji. Ponadto szeroko sa analizowane wihasnoséci znanego wskaznika janusowego, ktory
jest uzywany do oceny przydatnosci predyktora z punktu widzenia wielkosci bledoéw predykcji
jakie byty popetnione przy jego stosowaniu. Wprowadza si¢ tu pewne modyfikacje tego
wskaznika. W koncu analizowany jest szeroko problem gictkosci predyktora. Badano tu
rowniez rozktad wspotczynnika janusowego i jego mutacji, ktory sprowadza si¢ do rozktadu



opisywanego juz wyzej ilorazu dwodch form kwadratowych wektora o sferycznym
wielowymiarowym rozktadzie normalnym.

Metody wyznaczania trendu szeregu czasowego sa prezentowane w drugim rozdziale.
Reszty trendow zapisywano jako liniowe funkcje obserwacji zmiennej. Przedstawiono tu
réwniez wybrane zagadnienia testowania zgodnosci ocen trendéw z rzeczywistym przebiegiem
trendu. Do tego celu wykorzystywano sprawdziany bedace funkcjg wektora reszt. Reszty
wyznaczanych trendéw sa wykorzystywane do oceny wariancji sktadnika losowego trendu,
wzgledem ktorej sa porownywane formy kwadratowe btgdow predykcji, a wsrod nich tzw.
wariancji predykcji ex-post. Tre$¢ tego rozdzialu ma charakter pomocniczy zwlaszcza w
stosunku czwartego rozdziatu dotyczacego juz szczegotow weryfikacji hipotez o bledach
predykcji.

Prezentacj¢ wybranych procedur prognozowania adaptacyjnego znajdujemy w trzecim
rozdziale. Wyprowadzono podstawowe wlasnosci rozktadu wektoréow bledow predykceji.
Przedstawiono roéwniez tzw. test-predyktory, czyli procedury prognozowania, ktorych parametry
ustala si¢ na biezgco w zalezno$ci od wynikow weryfikacji hipotezy o nieobcigzono$ci wcezesniej
formutowanych prognoz.

Czwarty rozdziat jest najwazniejszym z punktu widzenia celu realizowanej pracy. Tu
wlasnie sg formulowane hipotezy o niecobcigzono$ci pojedynczej prognozy badz ciggu prognoz.
Nastepnie sa konstruowane sprawdziany testow jako ilorazy odpowiednio okreslanych form
kwadratowych. Niektore z nich sg funkcjami wczesniej analizowanego wspotczynnika janusowego
badz jego modyfikacji. Inne sprawdziany sg ilorazami formy kwadratowej wektora btedow
predykcji przez form¢ kwadratows reszt powstalych przy ,,wygtadzaniu” ciggu btedow predykc;ji.
Rozktady wigkszosci z analizowanych sprawdziandw nalezy wyznacza¢ za pomocg odpowiednich
metod, ktore sa prezentowane w Dodatku do pracy stanowigcym ostatnig jej cze$é. Do testowania
formutowanych hipotez sugerowano réwniez wykorzysta¢ nieparametryczne testy, ktorych szeroki
przeglad mozna znalez¢é w pracy Domanskiego (1979, 1990). Wielka zaletg tych testow jest to, iz
nie wymagaja one zatozenia o normalno$ci rozkladu zmiennych tworzacych szereg czasowy.

Tre§¢ Dodatku do pracy zawiera opis metod analizy rozkladu form kwadratowych
wektorow o rozkladzie normalnym niekoniecznie sferycznym lub nieosobliwym. Zamieszczone
tu wiadomosci pochodza z pracy Mathai i Provosta (1992). W szczego6lno$ci przedstawiono
metody wyznaczania momentéw takich form kwadratowych. Opisano wybrane sposoby
reprezentacji rozkladu prawdopodobiefistwa formy kwadratowej wektora losowego o
rozkladzie normalnym. Przedstawiono takze wybrane sposoby reprezentacji dystrybuanty
rozktadu prawdopodobienstwa ilorazu takich form kwadratowych i niektore sposoby
aproksymacji wartos$ci tej dystrybuanty.

Wigkszo$¢ otrzymanych wynikdw pracy moze by¢é wykorzystana przy krétko-
terminowym prognozowaniu za pomocg analizowanych procedur. Otrzymane tutaj rezultaty
winny utatwi¢ racjonalny wybor predyktora. Opisane metody beda przydatne tam, gdzie mamy
do czynienia z prognozowaniem niestacjonarnych szeregéw czasowych. W szczegolnosci
powinny one m.in. wzbogaci¢ metodologi¢ tzw. analizy technicznej kursow akcji, walut itp.

Wigkszo$¢ wykorzystywanych w pracy do celéw podniesienia jakosci predykceji testow
statystycznych wymaga ostrych zatozen o badanym szeregu czasowym. Postuluje sie, aby
zmienne losowe tworzace szereg czasowy byly niezalezne i aby kazda z nich miala rozktad
normalny o tej samej wariancji. Wprawdzie w przypadku dostatecznie diugich szeregéw
czasowych mozna te zatozenia probowac weryfikowaé za pomocg odpowiednich testow
statystycznych, co jest rzecza co najmniej ucigzliwa. W tej sytuacji mozna wykorzystaé testy
nieparametryczne, ktorych stosowanie nie wymaga juz, by te zmienne miaty normalny rozktad
prawdopodobienstwa. Wydaje si¢ wige, ze w tym kierunku mozna rozwija¢ zagadnienie
wspomagania procesu konstrukcji prognoz poprzez weryfikacje hipotez o bledach predykcji za



pomoca jeszcze innych testow nieparametrycznych od tych, ktore juz do tego celu adaptowano
W niniejszej pracy.

Konstruowane w pracy metody analizy jakosci predykcji mozna takze rozwijaé z
innego punktu widzenia. W wielu przypadkach bedzie to tylko polegato na uwzglednieniu
innych predyktorow w skonstruowanych juz ogélnych procedurach weryfikacji doktadnosci
stawianych prognoz.

W niniejszej pracy byt podejmowany tylko wycinek problemu konstrukcji prognoz
statystycznych. Sugerowane tu procedury postgpowania maja by¢ przyczynkiem do
podniesienia trafno$ci prognozowania niestacjonarnych szeregdw czasowych. Nie ujete
zagadnienia mozna znalez¢ w innych pracach. Problemy podstaw prognozowania ilosciowego
sa wyktadane m.in. w pracach Chowa (1995), Cieslak i in. (1993), Czerwinskiego i Guzika
(1980), Hellwiga (1973), Pawlowskiego (1973, 1974, 1982), Theila (1961, 1966) i Zeliasia
(1984). Z kolei szczegdlne zagadnienia prognozowania jak predykcja na podstawie danych
przekrojowo-czasowych byla podejmowana m.in. w pracach Bolfarina i Zacksa (1992),
Grabinskiego, Maliny i Zeliasia (1990). Problem prognozowania zjawisk przestrzennych byt
podejmowany przez Cressiego (1993), Grabinskiego i in. (1979, 1983). Zmianami w czasie
warto$ci parametrow strukturalnych modeli ekonometrycznych zajmowali si¢ m.in. Kudrycka
(1984) i Zelias (1979). Milo (1992,1995) zajmuje si¢ stabilnoscig i wrazliwoscia predyktorow.
Zagadnienie prognozowania na podstawie modeli autoregresyjnych byto analizowane m.in w
pracach Boxa i Jenkinsa (1983) oraz Talagi i Zielinskiego (1986).

Wiele cennych uwag dotyczacych tresci i formy tej pracy przekazali mi profesorzy
Czestaw Domanski i Aleksander Zelia$ za co im bardzo dzigkuje.

Prace wykonano w ramach projektu badawczego nr 1P 11004306 pod tytulem
Weryfikacja hipotez o biedach prognozowania adaptacyjnego finansowanego przez Komitet
Badan Naukowych.



1. OCENA DOKLADNOSCI PROGNOZ

W niniejszym rozdziale prezentujemy tylko te sposréd ogdlnie znanych wihasno$ci
procedur prognozowania, ktére beda przydatne w dalszej analizie, a zwlaszcza zagadnienia
weryfikacji hipotez o btgdach predykcji.

1.1. Podstawowe definicje i oznaczenia
1.1.1. Predykcja jednowymiarowej cechy

Przedmiotem niniejszej analizy jest proces stochastyczny  {Yi,...,Ymn}
charakteryzujacy si¢ nastgpujacymi parametrami:

E(Yt ) = My D? (Yt ) = O-t2 ' COV(YtYm ) =G,

gdzie t=1,..., n + m. W szczego6lnosci beda brane pod uwage nastepujace modele:
Model A: sktadowe ciggu {Y;} maja wiclowymiarowy i nicosobliwy rozktad
normalny:

N 262 i N (1.1)

_ 2
Ct,’[_G P

gdzie p, jest nazywany wspotczynnikiem autokorelacji rzedu t. Proces ten charakteryzuje si¢
wigc stacjonarnoscig wariancji i wspotczynnikow autokorelacji. Te ostatnie sg zalezne tylko od
réznicy okresow 1. Dopuszcza si¢ wigc tylko mozliwo$¢ niestacjonarnosci nadziei
matematycznej. Zwykle bedziemy zaktadaé, ze cigg okreséw (badz momentdw) czasowych
t=1,..., n+m dzieli si¢ na podciagi {ti} = {ti1 yeeesli } , gdzie 1< m; <n i=0,..., g<n+m oraz

me=n, w ktérych nadzieje matematyczne sg stacjonarne, badZ ich warto$ci zmieniajg si¢
liniowo.
Model B. W stosunku do modelu A dodatkowo zaktadamy, ze:

N T =0 1.2)
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Niech Y1 bedzie zmienng losows, ktorej warto$¢ jest prognozowana w okresie T-tym, przy
czym m>T>n>1. Zadanie polega na ocenie wartosci zmiennej Yt (T=n+l,..n+m) na
podstawie wartosci dotychczas obserwowanych zmiennych Yy, ..., Y,. Pawlowski (1973, s. 15)
przez predykcje (ekonometryczng) rozumie ,,0g6t zasad i metod wnioskowania w przyszto$¢ na
podstawie odpowiedniego modelu ekonometrycznego natomiast konkretny wynik tego procesu
whioskowania” nazywa mianem prognozy badanej zmiennej. Pawlowski (1973, 1982) podaje
rowniez definicje predyktora, ktorej podstawa jest pojecie modelu ekonometrycznego®. Z racji
tego, ze przedmiotem niniejszej pracy bynajmniej nie sg podstawy teorii prognozowania
bedziemy postugiwaé sie uproszczonym pojeciem predyktora, ktére definiujemy nastepujaco:
Predyktorem warto$ci zmiennej Yt jest kazda statystyka Y1p=Ff(Y4,...,Y}), ktora jest funkcja
wczesniej obserwowanych zmiennych losowych Y;,...,Y,. Warto$¢ yp predyktora Y p jest
prognoza warto$ci yr zmiennej Y.

Przedstawione okreslenie jest w pewnym sensie bliskie definicji predyktora parametru
tzw. nadpopulacji wprowadzane m.in. przez Cassela, Sarndala i Wretmana (1977) oraz
Bolfarine'a i Zacksa (1992).

Btad prognozy okresla wzor:

Ur=Yr-Yqp (1.3)
Warto$é oczekiwana tego bledu jest nazywana obcigzeniem predykeji badz predyktora®:
Ay :E(UT):HT_ST (1.4)

przy czym:
8y = E(Yy,)

Predyktor jest nieobcigzony® gdy A, =0 i wtedy moéwimy, ze stawiana prognoza nie
jest obcigzona bledem systematycznym. Z kolei gdy A, #0, to przy predykcji wystepuje blad
systematyczny.

Wariancj¢ ex-ante bledu predykcji mozna zdekomponowac w nastepujacy sposob:

D? (Ur) = D? (Y7) + 2 Cov (Y1, Y,) + D* (Yqp) (1.5)
gdzie DZ(YTP) jest wariancjg predyktora, D?(Y7) jest wariancja zmiennej prognozowanej i

Cov(Yr, Y1p) jest kowariancja zmiennej prognozowanej i jej predyktora.
Blad $rednio-kwadratowy predykcji ex-ante ma postaé *:

VSR(UT)=E(U%)=D2(UT)+A2T (1.6)

! Por. takze poglady na problem definicji poje¢cia: predykcji, predyktora i prognozy m.in. autorow Czerwinskiego
i Guzika (1980), Hellwiga (1973), Waszkiewicz (1976), Zeliasia (1979).
Por. rowniez definicje nieobcigzonoéci predyktora w pracy Cassela i in. (1977).
3 Por. np. Pawtowski (1973).
Tamze.
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Pierwiastek z bledu Sredniokwadratowego predykcji jest oceng przecigtnego rzedu
spodziewanego odchylenia prognozy od warto$ci zmiennej prognozowanej. W szczegdlnosci
gdy predyktor jest nicobcigzony, to:

Vsr (Ur) = D*(Uq)

Podobnie jak w przypadku estymacji parametréw populacji® bedziemy moéwili, ze
wariancja bledu predykcji mierzy precyzj¢ predykcji, natomiast blad $redniokwadratowy
doktadnos$¢ predykeji. Zatem mimo duzej precyzji predykcji jej blad moze by¢ duzy, jesli
wystepuje znaczne obcigzenie predykcji.

Wzgledny btad $redni predykeji ex-ante okresla wzor postaci:

V(Ur)="—r— @

Niech U=[Up.1...Upem | bedzie wektorem btedoéw predykcji z okresow T=n+1,...,n+tm.

Przez Yp=[Yns1p.... Ynemp] 0znaczony jest wektor predyktorow. W koncu niech Y=[Y,Yq],
gdzie Y =[Y1...Yol, Yi=[Ynet... Ynem ] Zatem:

U=Yn-Y, (1. 8)

Zaktadamy, ze prognozy sa obliczane zgodnie z zasada (regula) predykcji
nieobcigzonej. Oznacza to, ze jesli np. predyktor jest konstruowany na podstawie estymatora
trendu dla okresow t=1,...,n, z ktérych pochodzg dane oraz gdy w okresach t=n+1,...,ntm
posta¢ analityczna trendu nie zmienia si¢, to jego ekstrapolacja na okresy prognozowane
stanowi wiagnie regule (zasade) predykeji nieobciazonej®.

Bedziemy méwili, ze predyktor Y%), daje doktadniejsze prognozy na okres T-ty niz
predyktor Yﬁ) , jesli Vg (Y%),) <Vgr (Yﬁ,)) .

Ocena blgdu S$redniokwadratowego ma kluczowe znaczenie bowiem pozwala
stwierdzi¢, czy budowane prognozy sa dopuszczalne w sensie nieprzekroczenia przez ten btad
zalozonego z gory poziomu. Wartosci oczekiwane okre§lonych wektorow oznaczamy

nastepujaco:

p=EX); pn=E(Yn); um=E(Yn); 8=E(Yp); A=E(U); czyli A=pn-8
Macierze wariancji i kowariancji tych wektoréw oznaczamy nastgpujaco:

V(Y) = E(Y-E(Y))(Y-E(Y)) =2

% Por. np. Jessen (1978).
% por. np. Pawlowski (1973) lub Cieslak i in. (1993), s. 41.
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przy czym:
5 [Znn Zom } (1.9)
Z1’I11'1 me
gdzie:
V(Yn)=Znn, V(¥m) = Zmm
V(Y Yo) = Z0m= 2k,
V(Yp) = Zpp
V(U) = Zimm-Zmp - Zpm + Zep (1.10)
gdzie:
Zp =V (Y Yp) = Zp (1.11)

Macierz drugich momentéw zwyktych wektora bledow predykcji zapisujemy wzorem postaci:

p(U) =E(UTU) =V (U) + ATA (1.12)

Predyktory pozwala porzadkowaé nastepujace okreslenie: Predyktor Y%)p jest nie gorszy od

predyktora Yﬁ) w okresach T=n+1,...,n+m, gdy’:

A Vsr (Y%ﬁ) < Vsr (Y{"ZP)) (1.13)

t=n+1....n+m

Predyktor Y%g jest lepszy od  predyktora Yﬁ) w okresach T=n+1,...,n+m,

jezeli jedna z powyzszych nieréwnosci jest ostra.

1.1.2. Predykcja wektora cech

Zagadnieniem prognozowania wektora cech zajmowali si¢ m.in. Lutkepohl (1993),
Pawtowski (1982), Stolarska (1987) i Zelias (1984). Wprowadzone wczesniej pojecia mozna
uogélni¢ na przypadek prognozowania wektora cech. Niech: Y=[Y;], jest macierza o
wymiarach kx(m+n) zmiennych losowych, ktorg w sposob blokowy zapisujemy nastepujaco:
Y = [Yn Yul, gdzie Y, =[Yil, Yo=[Yil, przy czym i=1,..k, j=1,..n, h=n+1,...,n+m. Inne

Yl*
zapisy macierzy Y sa postaci: Y=[Yx1...Ysnim ], gdzie: Y*? =[ Yy..Ygl, Y=| ... |, gdzie:
Yk*

"Por. sposob porzadkowania predyktorow wprowadzony np. przez Cassela i in. (1977).
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Yir=[Yi1..Yin Yins1..Yinsml.  Predyktor — wektora zmiennych Y. oznaczamy przez
Yxjp=f(Yej1,... Yar), przy czym:

Y*ij: ,j:n+1,...,n+m

Macierz takich predyktorow oznaczamy Y,=[Y;,] 0 wymiarach kxm, przy czym
Jj=n+1,...n+m. Macierz btedow predykeji U=Y,-Y; mozna wigc zapisa¢ wzorem postaci:

U=Yn-Y, (1.14)
Przyjmijmy takze, iz U=[Ux ns1....Unim ], gdzie: U = Yaj- Yajp, lub

U,
U=| L , gdZie Ui = Y« - Yi*,p
Uy,

Zaktadamy, ze wektory kolumnowe tworzace macierz Y=[Y«...Yxn:m] sa niezalezne
i kazdy z nich ma nieosobliwy k-wymiarowy rozklad normalny, a zatem:

/\ Y%~ N(pe;.2) (115)

j=n+1,....n+

Przeksztatémy macierz Y=[Y ;... Yuq... Yspig... Ysnim] W Wektor postaci:

_Y*l T
L
Y# = Y*n
Y*n+1
L
_Y*n+mJ
Wtedy Y ~N(w, X4), gdzie:
K
Ma = L ;2#:In+m®z
Han+m

przy czym ln.m jest macierza jednostkows stopnia n+tm, natomiast ® jest tzw. iloczynem
macierzy Kroneckera, a zatem:



™M

*+

1l
o o M
O M o
~N A~ A
M o o

przy czym przez 0 oznaczono macierz zerowg o wymiarach kxk.
Y, Yu
Przyjmijmy, ze Y#=[ fin } ., gdzie Yu=| ... |,
Y#m Y
#n

Y in~N(psn, 1n®Z), Yin~N (L, I ).

Y im=

Y=l‘n+l

Y,

*n+m

Wtedy

Podobnie jak macierz Y przeksztalcono w wektor Yy teraz macierz Y, przeksztal-

camy w wektor Y, ktory ma postac:
Yiip

Yy, =

Y,

*mp

Wtedy Y#p ""’N(S# y EPP)'

Zamiast macierzy wektorow btedow U=[Uup.q...Usem] @analizujemy wektor postaci:

U*n+1
Uy = =Yy, — Yep
U*n+m
Wtedy:
U:~N (A# ) ZUU);
gdzie:
Ay= W g - O
2uu = Iy @Z—Zpp—Zpm+Zpp
przy czym:

Zmp =E(Yim - i) (Yip - 84), Zom= Z p
Macierz btgdow sredniokwadratowych predykeji ma wige postaé:
Ver(Up)=Zu+As AL
Zatem jesli predykcja jest nieobciazona, to:
Vsr (Ug) = Zuy
W szczegolnosci btad predykeji U~N(A+;, V(Ux)), gdzie:

A*] = H*] = 8*]

(1.16)

(1.17)

(1.18)

(1.19)

(1.20)
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V(U)=V(Yj -Ypp)
V(U*J) = Z'V(Y*, Y*]P) -V(Y*Jp Y*J)'I'V(Y*Jp) (121)
Wtedy takze mamy:

Ver (U)=V(Us) + A, AT, (122)

Na gtownej przekatnej macierzy Vgr(U+j) znajdujemy wigc bledy $redniokwadratowe predykcji
poszczegodlnych zmiennych tworzacych wektor Y+ ; dla j>n.
Przypusémy, ze celem predykcji jest kombinacja liniowa zmiennych postaci:

ZT:a.T Y (123)
gdzie:

(X.Tz [(11. - (lk]

Do predykcji mozna wigc uzy¢ nastepujacej statystyki:

Zrp=a Yy, (1.24)
Wtedy Zr, ~ N(8z1, D*(Zr,)), gdzie:
877= a'dur (1.25)
D*(Z1p)= o' V(Y+jp)a (1.26)
Btad predykcji kombinacji ma postaé:
Uzt =Zr- Zy, (1.27)
Uzr= OLT(Y*T - Yarp) (1.28)
Wtedy: Uzt ~ N (Azr; D?(U7), gdzie:
Azt = ol (per - 857) = @' Asy (1.29)
D*(Uz7) = o' V(Us) @ (1.30)
Vsr(Uzr) = D*(Uzr) + (a'Ax)? (1.31)

Przypusémy, ze wektor wag o nie jest znany lecz spetnia warunek a'o=1. Wowczas
ze znanych twierdzen o wartosciach wlasnych macierzy wynika, ze:

max imum{aTV(U T )a} = agV(U T )ao =M7 (1.32)

a a=l
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Przez \it oznaczono maksymalng warto$¢ wlasng macierzy wariancji i kowariancji btedow
predykcji U.r. Wariancja predyktora Ztp przyjmuje wigc maksymalng warto$¢, gdy wektor
wag a = o | ag o = 1. Zatem wektor ay jest najmniej korzystnym systemem wag z punktu
widzenia wariancji predykcji. Wynik ten ma wazne znaczenie praktyczne, poniewaz
umozliwia ocene dopuszczalnosci prognoz kombinacji liniowej Zr= o' Y« nawet wtedy, gdy
wektor wag a nie jest znany lecz spetnia warunek o'o = 1.

W wielu praktycznych zagadnieniach trudno zadaé¢ by wektor wag spelniat warunek
a'o=1. Przypusémy, ze warunek ten nie jest spelniony, wowczas zamiast wariancji bledu
predykcji Uzt mozna analizowaé wzgledny wskaznik zréznicowania btedow predykeji, ktory
okreslamy nastepujaco:

D*(U 47
v?(Uzr /oc):¥ (1.33)
o o

Wskaznik y(U 7T /ot) mozna nazwa¢ wspotczynnikiem zmiennosci bledu  predykeji

wzgledem wektora wag a. Liczba y100% wskazuje jaki procent dtugosci a o wektora wag

o stanowi odchylenie standardowe bledu predykcji D(Uzt). Niech B = \/a_ , wowczas
T
o a
wspotezynnik y(Uzr/a) mozna zastapi¢ przez v (Uzr/B), ktory ma postaé:
Y(Uzr/B) = B'V(U.1)B (1.34)

Przy czym B'B = 1. Podobnie jak to mialo miejsce w przypadku wzoru (1.32) dochodzimy do
wniosku, ze:

dar= BV (Uen)B, = maximum {y*(U/B)} (1.35)
BB =1

gdzie: A;1 jest maksymalng warto$cia wlasng macierzy wariancji kowariancji V(U«r). Z kolei z
rownania _ & =B, réwnowaznym réwnaniu o a=(at'B,)’> Wyznaczamy najmniej korzystne
a’a

wektory a,, dla ktorych okreSlony wzorem (1.33) wzgledny wskaznik zréznicowania btedow
prognoz przyjmuje najmniej pozadang maksymalng wartos¢.

Dodajmy, ze jesli prognozowane zmienne s wyrazone w tych samych jednostkach, to
do oceny doktadnosci predykcji wektora Y.t mozna zaleci¢ $Sredniokwadratowy promien
predykcji definiowany nastepujaco:

piR (Usr) = trVeg(Usr) (1.36)

Ze wzoru (1.22) wynika wiec, ze:
k
PSR (U= p? (Un)+ 3 Al (137)
i=l

gdzie:
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k
p? (Uw)=trV(Uer)= Y, D*(Ui) (1.38)
i=1
Air=pir-8; 7=E(U; 1) (1.39)
Parametr psr(Ux«7) okresla $rednig odlegto$¢ wartoéci predyktora wektorowego (czyli prognozy
wektorowej) Y1 p 0d realizacji wektora prognozowanego Y.

Nastepnym parametrem umozliwiajgcym ocene doktadno$ci prognozy wektorowej
jest wyznacznik z macierzy bteddéw sredniokwadratowych, ktéry oznaczamy nastepujaco:

gsr(Uxr) = detVsg (Usr) (1.40)
Ze wzoru (1.22) wynika, ze:
gsr(Usr) = det(V(Usy) +A,pALT) (1.41)

Na podstawie dowodzonego przez Wywiata (1990 b) twierdzenia o wyznaczniku
sum macierzy nieujemnie okre§lonych wnioskujemy, ze:

gsr(U+t) 2 g(Uxr) (1.42)

g(U-r) = det(V(U-1)) (1.43)

gdzie:

jest uogolniong wariancja wektora U«r. Zatem w szczegolnosci jesli predykcja wektora Ysr
jest nieobcigzona, czyli A« = 0, to:

gsr(U»1) = g(U-r)

Parametr gsg(U«1) jest proporcjonalny do objetosci elipsoidy, ktorej srodek znajduje si¢ w
punkcie A«=E(U+), a jej pOlosiami sg odpowiednie wartoSci wiasne macierzy bledow
sredniokwadratowych Vsg(Us7). Podobnie interpretujemy uogoélniong wariancje wektora
btedoéw U.r, lecz w tym przypadku Srodek elipsoidy jest w poczatku uktadu wspdirzednych.
Parametr ten moze wigc stuzy¢ do oceny precyzji prognoz w postaci elipsoidalnych obszarow
ufnosci.

1.2. Wskazniki dokladnosci prognoz

Okreslone w poprzednim podrozdziale parametry doktadnosci ex-ante prognoz
pozwalajg jedynie okresli¢ hipotetyczne poziomy bleddéw prognozowania. Otrzymywano je
zakladajac, ze analizowany proces losowy bedzie przebiegat w okresach prognozowanych przy
tych samych zalozeniach, co w okresach wczeéniejszych.
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W rzeczywistosci doktadno$é sformutowanych prognoz mozna tylko oceni¢ w sensie
ex-post, czyli po realizacji warto$ci zmiennej prognozowanej. Przedzial czasowy, sktadajacy

si¢ z kolejnych okreséw o numerach t = n + 1,..., n + m, w ktorych jest oceniana doktadnosé
prognoz nazywamy przedziatem empirycznej weryfikacji prognoz.

1.2.1. Klasyczne wskazniki doktadnos$ci ex-post prognoz
Btad prognozy ex-post jest warto$cig nastepujgcej zmiennej losowe;:
UT = YT - YTP (144)

Wzgledny btad prognozowania dla T-tego okresu jest wartos$cig zmiennej losowe;j:

W = T 100% (1.45)
Y

Sredniokwadratowy btad prognozy ex-post jest definiowany wzorem:
5 1 n+m 5
Sy =— > Ufg (1.46)

mr_p4

Parametr ten mozna zdekomponowac nast¢pujaco:

— =2
$2 = (Y - Yp) +82+8} -28,S,r (1.47)
gdzie:
) 1 ntm — _ ] nfm
S2=— > (Yr-Y), Y=— Y Yq (1.48)
m oy M T=p4
) ] nfm = 2 _ 1 ntm
Sp=— Z (Yrp _Yp) > Yp = Z Yrp (1.49)
m oy M 7=
Ccly,Y
= u (1.50)
S,Sp
1 n+m . _
C(Y,Yp) = — YT -Y YT -Y (151)
m T=Zn+1( )( P p)

Zatem poziom btedu $redniokwadratowego prognozy ex-post jest wprost proporcjonalny do
kwadratu roznicy miedzy $rednig rzeczywistych obserwacji cechy a $rednig prognoz tej cechy.
Ponadto jest on odwrotnie proporcjonalny do dodatniej wartosci wspotczynnika korelacji
miedzy realizacjami zmiennej prognozowanej a ich prognozami.
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1.2.2. Wspotczynnik Theila

Theil (1961), (1966) proponuje nastgpujacy wzgledny wskaznik jakosci prognoz:

2
=My (1.52)

n+m

> Vi

T=n+1

Korzystajac ze wzoru (1.47) wspotczynnik ten mozna zdekomponowaé do nastepujacej postaci:

=17 +13+13 (1.53)
gdzie:
— — \2
mY-Y
I = u (1.54)
n+m
> Yi
T=n+l1

2
153 = m(sy—_SP) (1.55)

n+m

Y vi

T=n+1

2o 2mS,Sp(1-r1)

n+m

IRG

T=n+1

(1.56)

Bliskie zeru wartosci kazdego z okreslonych wyzej wskaznikow $wiadcza o duzej doktadnosci
prognoz. Warto$ci poszczegdlnych wspdtczynnikoéw wskazujg na inne zrédlo powstawania

btedu prognozowania. Wskaznik 112 ocenia wplyw obcigzonosci oceny wartosci $redniej
zmiennej prognozowanej. Z kolei wskaznik I, $wiadczy o stopniu braku elastycznosci metody
prognozowania, czyli nieodgadnigcia wahan zmiennej prognozowanej. W koncu I% ocenia

wplyw niedostatecznej zgodnosci prognoz z rzeczywistymi realizacjami zmiennej
prognozowanej na doktadno$¢ prognozowania.
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1.2.3. Wspotczynnik janusowy

Gadd i Wold (1964) zaproponowali® tzw. wspotczynnik janusowy, ktory ma postaé:

2
_Su

J__
S

(1.57)

przy czym Sﬁ jest okreslonym wzorem (1.46) $rednim kwadratowym bledem prognoz ex-post,

natomiast s§ jest wariancja resztowg dopasowania modelu np. trendu do szeregu czasowego z
okresow poprzedzajacych przedzial empirycznej weryfikacji prognoz, a zatem®:

1 n
st=—Ye (1.58)
o

gdzie: e, = ¥, — ¥,, przy czym ¥, jest tzw. wartoécia ,teoretyczng” szacowanego trendu. Im
mniejsza jest warto$¢ wspotczynnika J, to tym bardziej sa trafne prognozy. Przyjmuje sie, Ze sa
one ostatecznie doktadne jezeli warto$¢ wspotczynnika janusowego jest mniejsza od jednosci.

Niech U=[U;...Uy], natomiast e=[e;...e;]. Wtedy wspotczynnik janusowy mozna
przepisa¢ nastepujaco:

j=2R (1.59)
m
gdzie:
T
R = UUT
ce

Zalozmy, ze wektor bledow predykcji oraz wektor reszt sa kombinacjami liniowymi
odpowiednio wektorow: Y=[ Y, Y] i Y, (por. punkt 1.1.1 niniejszego rozdzialu), co w
macierzowy sposob zapisujemy nastepujaco:

e=Y,A (1.60)
U=YB (1.61)

gdzie macierz A ma wymiary nxm, natomiast macierz B ma wymiary (n+m)xm. Wtedy
wspotczynnik janusowy mozna zapisa¢ nastepujaco:

Ty T
my AATY]

8 Por. prac¢ Pawtowskiego (1973).

o W niektorych przypadkach (np. gdy trend jest wyznaczany metoda najmniejszych kwadratow) zamiast liczby
reszt bierze si¢ pod uwagg liczbe stopni swobody, czyli n-k, gdzie k jest liczba szacowanych parametrow trendu.
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Stad i z faktu, ze Y=[ Y, Y, ] wynika, ze wspotczynnik janusowy jest ilorazem dwoch zwykle
zaleznych form kwadratowych.

Zatozmy, ze Y~N(w;X), gdzie wektor p=[u, pm], @ macierz wariancji i kowariancji
okresla wzor (1.9). Wtedy z ogélnie znanych wilasnosci wielowymiarowego rozktadu
normalnego wynika, ze wektor [eU] ma (n+m) wymiarowy rozktad normalny rzedu r<n+m,
ktory oznaczamy przez N(ug;2s), gdzie pg=[E(e) E(U)], przy czym:

E@)=umA, EU)=pB (1.63)
Tee Z

T :[ e } (1.64)

2 ue z uu

gdzie:

Te=A'Z,A (1.65)
*.=B'ZB (1.66)
Zeu = AT[ Zn 2Znm | B (1.67)

W szczegblnosei, gdy =6l pim, t0:

Ze.=ATA (1.68)
Z.=B'B (1.69)
T.=A"B, (1.70)

B
gdzie B, jest pierwszym blokiem o wymiarach nxn macierzy B = [B " } .
m

W celu znalezienia rozktadu prawdopodobienstwa i momentéw wspolczynnika
janusowego skorzystamy z ogoélnych wynikow zamieszczonych w pracach Mathai i Provosta
(1992) oraz Provosta i Rudiuka (1993), ktére zreferowano w Dodatku do niniejszej pracy.
Punktem wyj$cia obliczenia dystrybuanty:

m
F;(x) = P{J <x;=P{R{(—x;p=P{R{(c; =Fy|(c
TRV RN ER NS CEING
jest okreslona wzorem (5.28) macierz S.. W naszym przypadku b¢dzie ona miata postac:

T T
S, =|Bm Bm  Bm By (171)
° |B, BL B, Bl —cAAT

n

Zgodnie z procedurami opisanymi w podrozdziatach 4 i 5 Dodatku mozna juz teraz w sposob
przyblizony obliczy¢ dystrybuante Fr(c)=F;(x).
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1.2.4. Zmodyfikowany wspotczynnik janusowy

Analize ograniczamy do przedzialu empirycznej weryfikacji prognoz. Sumg
kwadratow bledow prognoz dekomponujemy nastgpujaco:

m m -
ms2=> (Gr-¥,) = Z (er + 7 —¥ )
T=1 T=1

gdzie: e, = ¥, — ¥, jest reszta, natomiast ¥ jest ocena trendu w T-tym okresie. Wtedy mamy:

m

w
ZE 2Z(n—n eT+Z - v )

Roéznice migdzy trendem ¥,, a prognoza Yy, mozna traktowa¢ jako oceng obciazenia

F_u

predykcji trendu i oznaczamy przez:

Ve =¥y —Vr,
mS? = E er +2 2 Voeq + 2 Vi (1.73)
T=1
Niech:
- 1 m
e=—Yep (1.74)
m 1o
_ 1] m o —
V=—3y V;=¢-U (1.75)
m -
— 1 m
U=—3U; (1.76)
m 7

Przez ¢ oznaczono $rednig reszte, a przez U S$redni btad predykcji, natomiast przez V
srednie obcigzenie predykcji trendu. Wtedy:

mS? = 3 (e ) +m&” 42 5 (Vy ~V)er —8)+meV+ 3 (V- V) +mV>  (L77)
T=1 T=1 T=1

Przyjmujac, ze Ur=et+(Ut-e7) na podstawie wzoru (1.46) otrzymujemy nastepujaca
dekompozycje sumy kwadratow bledoéw predykeji:

mS?2 =T21(UT —eT) +2 ZIUTeT zle% (1.78)
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lub
mS, =¥ Vi +2 Y Uger — ¥ et (1.79)
T=1 T=1 T=1
lub
, m —\2 =5 = m —= N )
mS; = ¥ (Vr - V) +mV?+20V+2 5 (Ur - U)fer -8)- 3 (e-7) -¢ (1.80)
T=l1 T=1 T=1
Ze wzoru (1.73) wynika, ze wspolczynnik janusowy mozna zapisa¢ w nastgpujacej
postaci:
2 2y (Vee)+ pp(V
J=S_l21=1+ b ’e)2 ha(V) (1.81)
Se Se
gdzie:
Sg = L 2.t
m T

Gdy srednia reszt € =0, jak to ma miejsce np. w przypadku, gdyby parametry trendu

byly szacowane metoda najmniejszych kwadratow oraz V =0,czyli predykcja trendu jest
nieobcigzona, to:

ta(V, €) = Se Syp (&) (1.82)
w(v)=s; (1.83)

Wowczas:
J=1+22—Zp(e,V)+§ (1.84)

\4

Sy .. .
Stad wynika, ze wspdtczynnik J jest rosngcg funkcjg ilorazu S i jest wprost proporcjonalny
[
do wspodtczynnika korelacji p(V,e). Nalezy oczekiwaé, ze w praktyce ten wspotczynnik
korelacji bedzie raczej przyjmowal wartosci dodatnie, bo nalezy si¢ spodziewaé, ze duzym
btedom oceny trendu beda odpowiadaty duze obciazenia predykcji trendu.
Na podstawie wzoru (1.79) mamy:
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V)+2u;,(U,e
7= (V) + 21 )_1 (1.85)

S2

€

GdyzaloZymy,Ze,\_/=0 U=0,lube=0,to:
i Sy +28,Sep(Use)

2
Se

1 (1.86)

Stad, migdzy innymi wynika, ze wskaznik J jest wprost proporcjonalny do warto$ci
wspotczynnika korelacji migdzy btedami predykeji i resztami trendu.
Stopien obcigzenia predykcji trendu oceniamy za pomoca nastgpujacego wskaznika:

L=

S vol

7, = = (1.87)

0

Jesli w1 (U,e) =0, to ze wzordw (1.85) 1 (1.87) wynika, ze J,=J+1.
Wskaznik J, nazwiemy szczegdlnym wspotczynnikiem janusowym, bowiem pozwala
on oceni¢ rozmiar wystgpowania tylko systematycznego btedu predykceji jakim jest obcigzenie.
Przyjmujemy, ze predyktor i estymator trendu sa liniowymi funkcjami wektora
losowego Y. Wtedy:

e=Yn,B (1.88)
V=Y,A (1.89)
Stad i ze wzorow (1.59) i (1.81) mamy:
Y, BB'Y,]
J=—2 0 1.90
Y, AATY! (1:90)

Dodajmy, ze wariancja resztowa wystepujaca w mianowniku statystyki J moze by¢ zastgpiona
przez wariancj¢ resztowg rozszerzong o dane z okreséw wczesniejszych, od tych z empiry-
cznego przedzialu weryfikacji prognoz. Ta wariancja moze by¢ réwniez obliczana tylko
na podstawie danych poprzedzajacych okresy prognozowane.

Wskaznik J, nazwiemy szczegdlnym wspolczynnikiem janusowym bowiem pozwala
on oceni¢ rozmiar wystgpowania tylko systematycznego btedu predykceji jakim jest obcigzenie.

Zatozmy, ze Y, ~ N(p,m,zmm). Wtedy dystrybuante wspolczynnika Jg

wyznaczamy na podstawie ogoélnych wzorow zamieszczonych w podrozdziale 4 Dodatku.
Sprowadza si¢ to do wyliczenia prawdopodobienstwa Fy(c):P(J0<c):P{VTMCV<O}. W naszym
przypadku, wystepujaca we wzorze (5.31), macierz M, ma postac:

M. = AAT-cBB' (1.91)

Nastepne kroki prowadzace do wyliczenia dystrybuanty F(c) opisano w paragrafie 4 Dodatku,
a sposoby aproksymacji w podrozdziale 5 Dodatku.
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1.2.5. Skorygowany wspotczynnik janusowy

Formy kwadratowe tworzace okreslony wzorem (1.62) wspotczynnik janusowy mozna
zapisa¢ nastepujaco :

T T T
Q1= YBBY = [Y,Y,] [B” B% B B?}[YT] (1.92)
B, B, B, B,|Y,
TOT AAT O y!
Q= Y,AA'Y, =[Y,Y,] mm (1.93)
Oan OIIlXHl Ym

Zatézmy, ze wektor Y ma (n+tm) wymiarowy nicosobliwy rozktad normalnej: Y~N(u,X).
Przyjmujac, ze macierz BB' jest nicosobliwa na podstawie znanych twierdzen algebry liniowej
(por. np. Rao (1982)) wnioskujemy, ze istnieje taka nieosobliwa macierz G, iz:

Y=2G (1.94)
oraz
n+m n
Q=Y 2z ,Q=Ya;z} (1.95)
i=1

i=1

przy czym a; > 0 dla i = 1, ..., n oraz istnieje przynajmnej jeden wskaznik k=1,...,n , ze ay > 0.
Wtedy rowniez Z~N(p,G'1, G2 (GH"). Analiza rozkladu ilorazu takich form jest  wigc
dos¢ ztozona, aczkolwiek przeprowadzono ja w poprzednim rozdziale. Problem ten mozna
upro$ci¢ poprzez zastapienie macierzy obu form kwadratowych innymi (por. Wywiat (1982)).
Wtedy mamy jednak do czynienia juz z inng postacig wspotczynnika janusowego i dlatego
nazywamy ja zmodyfikowana, a definiuja ja wzory:

J, = n Quu (1.96)
m Q.
gdzie:
Q.y =UZy, U’ (1.97)
Q. =eX_ e’ (1.98)

gdzie Xy, Zee sa macierzami wariancji i kowariancji wektoré6w odpowiednio btgdow predykeji
U ireszt trendu e. Z kolei Xyyi Zg. sa pseudoodwrotnosciami macierzy odpowiednio
2, Zee. Zatem:

ZyyZyvZuu = 2Zuu (1.99)

2 Eale =2 (1.100)

€e
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Przypomnijmy, ze wektor bledow predykcji U okresla przeksztatcenie liniowe, dane
wzorem (1.61), a wektor reszt e transformacj¢ okre§lona wzorem (1.60). Utrzymujemy
zatozenie, ze U~Np (1, Zuu) 0oraz e ~ Ny (e, Zee)-

Gdy macierze X, lub Zyy sa nieosobliwe, to pseudoodwrotnosci tych macierzy
wystepujace we wzorach (1.97) 1 (1.98) zastepujemy macierzami odwrotnymi.

Laczny rozktad wektorow [Ue]~N(us,Xs), gdzie wektor pg i macierz g okreslaja
odpowiednio wzory (1.63) i (1.64)—(1.70) .

Na podstawie twierdzen dowodzonych przez Rao i Mitrg (1971) wnioskujemy,
72eQ«y |1 Q« majg niecentralne rozktady chi-kwadrat z parametrami niecentralno$ci
odpowiednio:

— — T. _ - T
Ku=PyZyyHy | Ke= PeZecHe

oraz z liczbami stopni swobody odpowiednio:
Iy =R<EI_JU); e =R(Ze_e)

W ogolnosci formy kwadratowe Q.y i Qs bedg mialy zalezne rozktady. Wynika to
z zaleznosci rozkltadéw wektorow U i e. Dalej jednak takze bedziemy mieli do czynienia
z przypadkami, gdy rozktady wektorow U i e bedg niezalezne. Wowcezas przy zalozeniu,
ze E(e)=0 rozklad zmodyfikowanego wspotczynnika janusowego bedzie niecentralnym
rozktadem Snedecora-Fishera.

W ogoélnym jednak przypadku rozklad wspotczynnika J. bedzie ilorazem dwoéch
zaleznych form kwadratowych, z ktorych kazda ma centralny rozktad chi-kwadrat przy
zatozeniu, ze py=0 i pe=0. Wowczas dystrybuante tego rozktadu wyznaczamy na podstawie
ogoblnej procedury opisanej w podrozdziale 4 Dodatku. Wtedy jednak na podstawie wzorow
(1.97) 1 (1.98) oraz (1.60) i (1.61) statystyke Q«y zapiszemy nast¢pujgco:

Q.u =YBZyB'Y" (1.101)
Aze_eAT Onm T
Q.=Y o o Y (1.102)

Stad i z ogélnego wzoru (5.28) wyznaczamy macierz postaci:

S = BmZ{JUBL Bmz{JUBIT (1103)
© |B.ZuuBn  B,ZyuBp —cAZ AT

przy czym B=[B,, B,]. Wtedy dystrybuanta ma postac:

Py ()= P () = p{%&gx} ; p{%&@} CPR(=Fr() (1104

*e *e
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Dystrybuante Fy (c) obliczamy juz numerycznie wykorzystujac macierz S; i odpowiednie

procedury opisane w podrozdziatach 4 1 5 Dodatku.

Autor (1990a) zaproponowat, aby zalezne wektory U i e przeksztaci¢ w wektor W,
ktory bedzie niezalezny od wektora U. Na podstawie ogdlnych wynikow zamieszczonych
w pracy Rao i Mitry (1971) mamy:

e, =e—UZ 2, (1.105)

przy czym: e, ~ N(py,Z4.), gdzie:
Bre =B(es)=He —RuZyuZue (1.106)
z:#e :Zee _ZeUZ(JUZUe (1107)

Ponadto wektory e; i U sa niezalezne. Wowczas dana wzorem (1.97) forma kwadratowa Qxy
bedzie niezalezna od nastepujace;:

Que = €42 5.€4 (1.108)
Zalozmy, ze pg= 0. Wtedy iloraz:
), =0 Qu (1.109)
m Q#e

bedzie miat niecentralny rozktad Snedecora-Fischera z ry :R(ZBU) oraz rye = R(Z;e)

stopniami swobody. Parametr niecentralno$ci wynosi:

m _
K:;“UZUUHITJ

Latwiej, jak si¢ wydaje, bedzie mozna przyja¢ zalozenie, ze wektor wartosci
oczekiwanych reszt E(e)=0, a nie, ze wektor skorygowanych reszt E(ey) = 0. W zwigzku z tym
nalezatoby preferowac transformacj¢ postaci:

Uy, =U-eX_ Xy (1.110)
Wtedy: U, ~N(pyy, 240 ), gdzie:
Husu =Hu _uezgeZeU (1111)

Zyu =Zyy ~LyeZeeZeu (1.112)
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Wowczas wektor skorygowanych bledow predykcji U ma rozklad niezalezny od wektora
reszt e oraz forma kwadratowa:

Quu =U,Z,; U} (1.113)

ma rozktad niezalezny od rozktadu formy kwadratowej Qx.
Przyjmijmy, ze u. = 0. Wtedy iloraz:

5, =t Qi (1.114)

Tyu Q*e

ma niecentralny rozklad Snedecora-Fishera z r, =R(de) i Ty =R(E;U) stopniami

swobody oraz parametrem niecentralnosci k¥ =y X, Uy, Przy czym statystyke Q- okresla
wzor (1.98).

Wskazniki J. i J; sg funkcjami skorygowanych wektoréw odpowiednio reszt i bledow
predykcji. Dlatego wiasnie nazwiemy je skorygowanymi wspdtczynnikami janusowymi.

1.2.6. Regresja prognoz wzgledem zmiennej prognozowanej

Theil (1966) analizuje problem badania doktadnosci ciggu prognoz w czasie, poprzez
wykorzystanie do tego celu liniowej funkcji regresji II rodzaju prognoz wzgledem zmienne;j
prognozowanej™’. Nalezy bowiem oczekiwaé, ze wspolczynnik kierunkowy tej regresji
powinien by¢ rowny jednosci, a wyraz wolny (stala) zeru.

Niech YTp beda prognozami zmiennych Y1 dla T=1,2,....m. Wtedy regresja prognoz

wzgledem zmiennych prognozowanych ma postac:

Yy, =aYy +b+ey (1.115)

Przyjmijmy najpierw, ze b = 0. Wtedy estymator otrzymamy metoda najmniejszych kwadratow
parametru a ma postac:

m
Z YTp YT
A= (1.116)
2 Y7
T=1
Mozna go przeksztatci¢ do postaci:
2. YrUg
7 =1 +1 (1.117)
> Yy
T=1

19 por. Melich (1974).
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gdzie przypomnijmy Ut =Y —YTp jest btedem predykeji. Stad wynika, ze do testowania

hipotezy H,, ze a = 1 mozna uzy¢ sprawdzianu postaci:
Z=a-1=12"L__ (1.118)

Istotnie rozne od zera warto$ci sprawdzianu Z begda $swiadczyty przeciwko hipotezie H,.

Z technicznego punktu widzenia wyprowadzenie rozkladu statystyki Z bedzie
ztozonym problemem. Zatem mozna go zastapié, jak si¢ wydaje prostszym sprawdzianem,
ktéry ma postaé:

m
Z, =YY, U; (1.119)

T=1

Istotnie r6zne od zera warto$ci Sprawdzianu Z; $wiadcza przeciwko hipotezie H,. Sprawdzian
Z, jest z formalnego punktu widzenia drugim momentem zwyklym zmiennej prognozowanej i
btedow predykeji. Staje si¢ on kowariancja tych wielkosci, gdy $rednia btedow predykeji jest
réwna zeru, co Wynika ze wzoru:

2y=3Y1(Ur-U)-mYU (1.120)
T=I
gdzie:
— 1 & = 1 &
U=—2Ur, =— 2 Yy
m - Mmoo

Stad wyciagamy wniosek, ze warto$¢ sprawdzianu Z, zalezy od stopnia skorelowania wartosci
zmiennej z bledami ich prognoz i $redniej zmiennej prognozowanej i S$redniej bledow
predykcji.

Rozktad sprawdzianu Z; nie bedzie, jak si¢ wydaje, tatwy dla wyprowadzenia w
ogblnym przypadku. Mozna jednak przy zatozeniu, ze E(ﬁ) =0 problem oceny zaleznoSci

liniowej miedzy warto§ciami zmiennej obserwowanymi w kolejnych okresach (momentach)
czasu, a bledami ich prognoz zastgpi¢ oceng skorelowania rang tych wielkosci. Niech {A;, Bi}
beda rangami wartosci par {Y1, Ur}. Wtedy wspotczynnik korelacji rangowej Spearmana ma
postac:

Rg=1--1=! (1.121)
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Istotnie rozne od zera wartosci wspotczynnika R beda wigc swiadczyly przeciwko hipotezie
Ho:a=1. Tablice wartosci krytycznych testu na brak korelacji rangowej wykorzystujacej
sprawdzian Rs znajdujemy np. w pracy Zielifiskiego (1972) dla m<10. Dla m>10 stosuje si¢ do
weryfikacji postawionej hipotezy nastepujacy sprawdzian:

22 =V1’1’1—1RS (1122)

Gdy jest prawdziwa hipoteza o braku Kkorelacji, to Z, ma w przyblizeniu rozktad normalny
standardowy. Dodajmy, ze zamiast wspotczynnika korelacji rang Spearmana mozna uzyc
wspotczynnik korelacji rangowej Kendalla (1955).

Hipoteze H,: a=1 mozna réwniez testowaé za pomocg nieparametrycznego testu
Theila opisanego przez Domanskiego (1979).

Rozpatrzmy teraz ogolniejszy przypadek dopuszczajac, ze okreSlony we wzorze
(1.115) parametr b moze by¢ rézny od zera. Wtedy otrzymane metodg najmniejszych
kwadratéw estymatory parametréw a i b majg postac:

'
E?:i[?rp T ¥ =7

&= T (1.123)
gdzie:
1 _ 1]
YP__ZYTP' Y:_ZYT
T=I m 7
b=V,—a¥ (1.124)
Statystyke € mozna przeksztalci¢ do postaci:
m
&= m—ﬁm({rf,,— V) - (7~ F) + (% - P)) @ - )
gdzie:
2 —\2
$I=—>(Yr-Y)
m o
Po odpowiednich prostych przeksztatceniach mamy:
(1.125)
~ Si-"-
G=—c= Ty +1
r
oAy
=0+ g Ty
(1.126)

gdzie:



— — — 1 m
U=Y,-Y=—>U;
m
m
szziz(UT—U)2
m
S(U,Y

S(U.Y) =+ i(UT ~U)(Yr -Y)

Ze wzoru (1.125) wynika wigc, ze teraz problem weryfikacji hipotezy H,: a=1, sprowadza si¢
do testowania hipotezy, ze zmienna prognozowania i bledy jej prognoz sa od siebie liniowo
niezalezne. Hipotez¢ t¢ mozna testowa¢ posrednio poprzez weryfikacje hipotezy o tym, Ze
wspotczynnik korelacji rang wartosci zmiennej prognozowanej i rang bleddow ich prognoz jest
rowny zeru. W tym celu nalezy uzy¢ wspotczynnika korelacji rangowej Spearmana.
Hipoteze H;): b =0 nalezaloby testowaé za pomocg statystyki:

Zy= Jm-1 (1.127)

SU.

W ogblnym przypadku nawet gdy zmienne Yy,...Y, majg rozktad wielowymiarowy normalny,
to nie nalezy si¢ spodziewac, ze sprawdzian Z3; ma rozktad Studenta poniewaz sktadowe ciagu
Uj,...Un sa od siebie zalezne. W tej sytuacji nalezaloby najpierw przeksztalci¢ wektor U w
wektor W skladajacy si¢ z niezaleznych zmiennych. Pamietajac, ze E(U)=p,, natomiast
macierz wariancji i kawariancji wektora U oznaczylismy przez X, zalozmy, ze jest ona
nieosobliwa. Wtedy mozna znalez¢ takie przeksztalcenie liniowe:

U=WG (1.128)

ze G'G=X,, oraz W~N(py,;6° Im), gdzie p,=pG. Wowezas jesli p=0pm, t0 py=0p. Podkreslmy
jednak, ze twierdzenie odwrotne nie jest prawdziwe.

Otrzymany rezultat pozwala nam skonstruowac¢ test dla hipotezy H‘0 :b =0, ktéry ma

postac:
m-—1 (1.129)

gdzie:



Statystyka Z, ma niecentralny rozktad Studenta z (m-1) stopniami swobody oraz parametrem
niecentralno$ci:
S = w GJy (1.130)

gdzie: J,, jest kolumng sktadajacg si¢ tylko z m-jedynek. Gdy hipoteza H0 jest prawdziwa, to
Z, ma centralny rozktad Studenta z (m-1) stopniami swobody. Zatem przeciwko hipotezie H0

$wiadczg istotnie rozne od zera warto$ci sprawdzianu Z,.

1.2.7. Gigtko$¢ predyktora

Trend analizowanej cechy moze podlega¢ zmianom w sensie zmiany postaci
analitycznej opisujacego go wyrazenia funkcyjnego. W szczegodlnosci moze wystapi¢ zmiana
jego postaci wyktadniczej na liniows itp. Jesli trend jest liniowy, to jego kat nachylenia do osi,
moze zmieni¢ si¢, a w szczegolnosci trend rosnacy moze przej$sé w trend staly badz malejacy.
Zmiany te mogg wystapi¢ badz to przy zachowaniu ciagtosci funkcji trendu badz nie bedzie
mozna wykluczy¢ zerwania tej ciggtosci.

Wykrycie zmian trendu jest rzecza utrudniong z racji tego, ze s3 obserwowane nie jego
warto$ci, ale realizacje zmiennej podlegajace wahaniom przypadkowym, ktére moga by¢
przyjmowane za symptomy zmiany kierunku trendu. W wielu przypadkach mozemy jednak
spodziewac si¢, ze obserwowane zjawisko w czasie winno zachowywaé si¢ monotonicznie.
Wtedy okres czasu, w ktorym ta monotoniczno$¢ zostata przerwana jest nazywany punktem
zwrotnym.

Pawlowski (1973), s. 51, pisze, ze ,,punktem zwrotnym realizacji zmiennej jest taki
punkt (okres) t;, w ktorym nastepuje, choéby tylko lokalnie, zmiana dotychczasowego kierunku

realizacji tej zmiennej. Oznaczajac przez Ztl zdarzenie losowe polegajace na wystapieniu

punktu zwrotnego w okresie t;, méwimy, ze zdarzenie to realizuje si¢ wtedy i tylko wtedy, gdy
zajdzie jedna z nastg¢pujacych par nieréwnosci:”

Yy Yy oz Y, )Yy
lub (1.131)
Yy (Yoo oraz Yy, (Yen

Wydaje sig, ze wystapienie tak okreslonego punktu zwrotnego bynajmniej nie musi §wiadczy¢
0 zmianie Kierunku trendu, jesli traktujemy jego poziom jako warto$¢ oczekiwang zmiennej
losowej. Bowiem wtedy okreslone wyzej nierdwnosci mogg by¢ zdarzeniami wystepujacymi z
dodatnimi prawdopodobienstwami nawet wowczas, gdy dotychczasowy kierunek funkcji trendu
(,zwtaszcza gdy jest funkcjg statg) nie zmienit sie. Z tego powodu w niniejszej pracy bedziemy
mowié o wystgpieniu punktu zwrotnego trendu, jesli w wyrazeniu (1.131) realizacje zmiennych
Z,astapimy ich wartosciami oczekiwanymi. Wtedy jednak trzeba wyraznie podkreslaé, ze mamy
do czynienia z punktem zwrotnym trendu, a nie realizacji wartosci zmiennej.
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Theil (1961) okresla btedy pierwszego i drugiego rodzaju, jakie mozna popetni¢ przy
predykcji punktow zwrotnych realizacji zmiennej prognozowanej. Blad pierwszego rodzaju
polega na tym, ze przewidywano wystapienie punktu zwrotnego, gdy on nie wystapit. Z kolei
jesli wystepuje punkt zwrotny mimo, iz tego nie prognozowano, to mamy do czynienia z
btgdem drugiego rodzaju. Theil okresla takze wskazniki czestosci pojawiania si¢ bledow
pierwszego lub drugiego rodzaju, ktére omawia m.in. Pawtowski (1973).

Zachodzi potrzeba analizy zachowania si¢ w czasie dokladnosci predykcji wraz z
oddalaniem si¢ w przeszto$¢ ostatniego z zaobserwowanych punktow zwrotnych. W tym celu
Pawtowski (1973), s. 125—126, definiuje wskaznik ex-post gietkosci predyktora rozpoczy-
najac od definicji zbioru I numeréw okreséw (momentow) czasu, spelniajgcych nastepujace
warunki:

a) tely, czyli okres t-ty nalezy do wczesniej okreslonego przedziatu empirycznej weryfikacji
prognoz,

b) w okresie t-tym wystapit punkt zwrotny realizacji zmiennej prognozowanej,

¢) na odcinku (t,t+j>, gdzie j jest z gory ustalong liczba naturalna nie byto punktu zwrotnego.

Wtedy Pawlowski gietkos¢ predyktora Yy, analizuje za pomocg nastepujacej
statystyki:

2
Z (Yt+j _Yt+j,p)
18
g2 == (1.132)
m;

przy czym m; jest licznoscig zbioru I,. Przez k oznaczamy liczbe okresow czasu migdzy

najdalej odlegtymi od siebie punktami zwrotnymi, czyli my=2. Zalezno§¢ wskaznika SI%J- od

parametru j jest nazywana gigtkoscia predyktora. Gdy Sf,j jest monotonicznie malejaca funkcja
j, to analizowany predyktor jest nazywany normalnym.

Zatézmy, ze dla wybranego predyktora Yy, warto$ci oczekiwane E(S%j) $3 nierosnaca
funkcjg parametru j, wowczas taki predyktor nazwiemy oczekiwanie normalnym. Ponadto
zatlozmy, ze istnieje takie h, ze E(Slz,j)=const dla j=h. Wtedy predyktor nazwiemy

oczekiwanie h-gietkim. Oznacza to, ze po h-okresach od wystgpienia punktu zwrotnego
oczekiwany poziom wariancji predykcji stabilizuje si¢ na poziomie pewnej statej. Dodajmy, ze
jest on réwniez (h+1) gigtkim bo E(S%j)=const dla j=h+1. Przypomnijmy, ze k jest liczba
okresOw czasu miedzy najdalej odlegtymi od siebie punktami zwrotnymi. Zaktadamy, ze kazdy
predyktor jest przynajmniej oczekiwanie K-gietki, czyli h<k. Wtedy algorytm wyznaczania
wskaznika h-gigtkosci predyktora jest nastgpujacy. Najpierw weryfikujemy hipotezc;Hf)k_l)
gloszaca, ze predyktor jest oczekiwanie (k-1)-gictki wzglgdem hipotezy alternatywnej
H%k_l) gloszacej, iz predyktor jest oczekiwanie k-gictki. Hipotezy te sg formulowane

nastepujaco:

<, B(S2 ) —E(s2)

(1.133)
(k-1). 2 2
HEE(S2, ) B(s2y )
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Jesli przy ustalonym poziomie istotnosci o 0drzucamy hipoteze sprawdzang H f)k_l) na korzysé
alternatywnej, to bedziemy mowili, ze predyktor jest oczekiwanie k-gietki. Wobec tego
konczymy poszukiwanie parametru gigtkosci predyktora. Dodajmy, ze prawdopodobienstwo
tego, iz predyktor jest k-gietki wynosi a. W przeciwnym przypadku, gdy nie odrzucimy

hipotezy Hgk_l), to nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy, ze predyktor jest h<k-1 gigtki.
Dlatego wigc procedure testowania kontynuujemy przechodzac do testowania hipotezy H f)k 2,
ze predyktor jest (k-2)-gigtki. Jesli teraz okaze sig, ze hipoteze Hf)k_z) nalezy odrzuci¢, to
znaczy, ze predyktor nie jest (k-2)-gietki lecz (k-1)-gietki, czyli h=k-1. W przeciwnym
wypadku nalezy przejs¢ do testowania hipotezy Hf)k%) itd. Za sprawdzian hipotezy

H{ przyjmujemy nastepujaca statystyke:

F.oopil (1.134)
Shi

2
> (Yt+j—1 - Yt+j—1,p)
teijfl m]

Fi= (1.135)

2 m.
> (Yt+j _Yt+j,p) U
tel,,

W ogolnym przypadku sprawdzian F; bedzie ilorazem dwoch zaleznych form kwadratowych,
wowczas jego dystrybuant¢ mozna wyznaczy¢é za pomoca jednej z procedur opisanych w
dodatku niniejszej pracy.

Zaproponowana teraz procedura wyznaczania predyktoréw h-gietkich ma pewne stabe
punkty. Przez o oznaczono prawdopodobiefistwo popetnienia btedu pierwszego rodzaju, ktore
jest subiektywnie ustalane przez statystyka. Praktycznie poza jego kontrolg pozostaje moc testu
czyli prawdopodobienstwo niepopetniania btgdu drugiego rodzaju, ktory w naszym przypadku
oznaczalby przyjecie hipotezy HgJ) , ze predyktor jest nie wigcej niz j-gictki, gdy w
rzeczywistosci nie jest ona prawdziwa. Moc testu jest w tym przypadku trudna do oceny i
nalezy si¢ spodziewaé, ze bedzie ona mala dla matych liczebnosci m;. Czyli dla duzych
parametréw j nalezy si¢ spodziewaé, ze z duzym prawdopodobienstwem popetnienia bledu

drugiego rodzaju nie odrzucimy hipotezy ng). Tym samym przejdziemy do testowania

hipotezy ng_l), co w konsekwencji moze doprowadzi¢ do wyznaczenia parametru h

oczekiwanej gigtkosci predyktora na zbyt optymistycznym, czyli malym poziomie.
Niech analizowany predyktor Yy, bedzie oczekiwanie normalnie gigtkim predyktorem

w przedziale empirycznej weryfikacji prognoz I, czyli, ze E(S%,j) jest nierosnaca funkcja

parametru j. Wowczas predyktor Yy, nazwiemy wystarczajaco w-okresowo gigtkim jeslitt

Y por, Pawtowski (1973), s. 126.
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2 2 ; 2 2
E(Spu)<E(Sy) i E(Spua)>E () (1.136)
Zatem nalezy oczekiwaé, ze po w-Okresach czasu btad Sredniokwadratowy predykcji spadnie

co najmniej do poziomu oczekiwanej wartosci wariancji ex-post predykcji. Parametr w mozna
okresli¢ podobnie jak poprzednio poprzez testowanie hipotezy postaci:

H:E(Sh )= E(s})
?j) ” ; (1.137)
H{:E(s)> E(S} )

przy czym j=1,...k, gdzie k jest maksymalna odlegtoscia migdzy kolejnymi punktami
zwrotnymi. Je$li przy wybranym poziomie istotnosci hipoteza HE)I) nie jest odrzucona na

Jkorzy$¢ H,, to uznajemy, ze predyktor moze by¢ 1-okresowo wystarczajaco gietkim, a w

przeciwnym przypadku testujemy hipoteze ng) . Gdy jej nie odrzucimy, to tym samym nie ma
podstaw do odrzucenia hipotezy o0 2-okresowo wystarczajacej gigtkosci predyktora. W
przeciwnym przypadku, gdy H (()2) zostanie odrzucona, to nalezy przej$¢ do testowania hipotezy

Hff), itd. W ogodlno$ci nie odrzucenie hipotezy Hf)j) oznacza nie odrzucenie o0 j-

okresowej wystarczajacej gigtkosci predyktora. W przeciwnym przypadku odrzucamy hipotezg
0 j-okresowe] wystarczajacej gigtkosci z prawdopodobienstwem popetnienia btedu réwnym
zatozonemu poziomowi istotnosci a. Wtedy to nalezy przejs¢ do weryfikacji hipotezy

Hf)j”) itd. Do testowania hipotezy ng) uzywamy nastepujgcego sprawdzianu:

2
_ Spj

F..=
2
SP

oi (1.138)

Wobec specyfikacji hipotezy alternatywnej ng) obszar krytyczny testu nalezy budowaé

prawostronnie. Podobnie jak w przypadku statystyki F; okreslonej wzorami (1.134) lub (1.135)
sprawdzian Fy; jest ilorazem zwykle dwoch zaleznych form kwadratowych wektorow o
rozkladzie normalnym. Zatem dystrybuante jego rozkladu nalezy wyznaczaé jedna z metod
omowionych w Dodatku do niniejszej pracy.

Dodajmy, ze predyktor wystarczajaco gi¢tki mozna jeszcze inaczej definiowaé. Niech
I~ = 1y - I, gdzie Iy, jest zbiorem okreséw bedacych punktami zwrotnymi. Zatem zbior I
sktada si¢ z wszystkich okreséw empirycznego przedziatu weryfikacji prognoz oprécz tych,
ktére sg punktami zwrotnymi. Wtedy okres§lamy nastepujaca statystyke:

$2 == ¥ (Y, -Y,) (1.139)

m, thp*
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przy czym m. jest liczba elementéw tworzacych zbidr I,.. Zastgpujac w wyrazeniach (1.136)

wariancj¢ predykcji s? przez statystyke Slzy, otrzymujemy zmodyfikowana definicjg

p
predyktora wystarczajaco w-gietkiego. Dokonujac tej samej zamiany we wzorach (1.137) i
(1.138) dochodzimy do reguty wyznaczania parametru w.

Pawlowski (1973), s. 126 wprowadza pojecie predyktora najbardziej gigtkiego.
Modyfikujac jego okre$lenie wprowadzamy nast¢pujgcg definicje predyktora w.-okresowo
wystarczajaco najbardziej gietkiego. Niech IT={m,} bedzie zbiorem predyktoréw w przedziale
empirycznej weryfikacji prognoz I, przy czym w jest parametrem wystarczajacej w-okresowej
gietkosci. Wtedy predyktor m. nazwiemy najbardziej w.-okresowo wystarczajgco gietkim
predyktorem, jesli dla niego jest spetniona nierowno$¢ okreslona wzorem (1.136) oraz

W, =min imum{w} (1.140)
w,, €Il

Nalezy wigc spodziewac si¢, ze po wystapieniu punktu zwrotnego predyktor m« Srednio rzecz
biorac najszybciej osiggnie poziom wariancji ex-post predykcji.



2. WYBRANE METODY ESTYMACJI TRENDU

2.1. Zalozenia o szeregu czasowym

Szereg czasowy traktujemy jako cigg zmiennych losowych Yy,...,Y, indeksowanych
numerami okresow badz momentéw czasu. Wartosci oczekiwane, wariancje i kowariancje tych
zmiennych losowych oznaczamy odpowiednio symbolami:

E(Yt)=Htv Dz(Yt)=Gt2’ COV(YtaYh)=Cth=GtGhPth

przy czym py, jest wspotczynnikiem autokorelacji miedzy zmiennymi Y oraz Y.
W niniejszej pracy bedziemy analize szeregu czasowego prowadzili przy
nastepujacych zatozeniach:

_/\ Yi=p+e A E(et)=0 (2.1)

AN E(Y)=re, DH(Y,)=D(s)=0 22)
oraz
N py = Cov(et,eh) =0 2.3)

Zatem zaltozyliSmy, ze sktadnik losowy ma statg wariancj¢ w czasie. Ponadto sktadniki losowe
nie sa parami skorelowane.

Przyjmujemy, ze funkcja p = f(t), t = 1,...,n tworzy systematyczna skladowa szeregu
czasowego {Y}. Szeroko nie zajmujemy si¢ problemem wyodrgbniania sktadowej periodycznej
szeregu czasowego oprocz prostego przykladu testowania braku addytywnie naktadajacych si¢
wahan periodycznych, ktory jest analizowany w 6smym podrozdziale niniejszego rozdziahu.

Zatem koncentrujemy si¢ na badaniu przebiegu funkcji trendu lub jego aproksymanty fie)
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ktora jest funkcja zmiennych tworzacych szereg czasowy. Wtedy dywergencja lub ciggiem reszt
s3 nazywane roznice:
g=Y.—ft), t=1..n
(2.4)
Postuluje si¢ aby ciag {&} spelial okre§lone wlasnosci®?, a m.in. aby E(e)=0 dla kazdego
t=1,....n.

Gtownie beda analizowane dwa nastgpujace modele szeregu czasowego. Pierwszy
m.in. zaktada stato$¢ nadziei matematycznej:

wr E(Y)=paD*(Y,)=D*(s)=0 ACov(Y,,Y,)=0 (2.5)

txh E(Y,)=at+b A D*(Y)=c% Cov(Y,Yy)=0 (2.6)

W dalszej analizie bedziemy takze zwykle zaktadali, ze ciag zmiennych losowych {Y} ma
facznie wielowymiarowy rozktad normalny, co wobec wyzej pojawiajacego si¢ zalozenia, ze
Cov(YYp) =0dlat...h=1,..n oznacza, ze sktadowe ciagu {Y} beda niezalezne.

2.2. Metoda najmnieiszych kwadratéw

Przyjmuje si¢, ze trend mozna opisa¢ za pomoca analitycznie zadanej funkcji gtadkiej.
Najprostsza jest funkcja liniowa, czyli:

f(t)=at+b; t=1,.,n (2.7)

Inne najczesciej pojawiajace si¢ w praktycznych analizach funkcje to wielomian, funkcja
potegowa, wyktadnicza, logarytmiczna, logistyczna, ktore okreslaja kolejno wzory:

()= St 29
k=0

f(t) = bt® (2.9)

f(t) = e (2.10)

12 Por. artykul Hellwiga (1967), gdzie m.in. sa okreslane wiasnosci, jakie winna mie¢ dywergencja szeregu, aby
mozna byto uzna¢ trend za dobrze wyodrebniony.
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f)=alnt+b (2.11)
f(t) = ﬁ (2.12)
c

Przeglad innych funkcji oraz metod oceny ich parametréow mozna znalez¢ w pracy Stanisza
(1986).

W niniejszej pracy koncentrujemy si¢ na analizie liniowej funkcji trendu, chociaz
otrzymane tu wyniki, bez wigkszych klopotow, mozna przenies¢ na te funkcje trendu, ktore za
pomoca prostego przeksztalcenia np. logarytmicznego, daja si¢ sprowadzi¢ do postaci liniowej.
Dotyczy to wiec funkcji okreslonych wzorami (2.9)—(2.12).

Parametry liniowej funkcji trendu zwykle szacuje si¢ znang metoda najmniejszych
kwadratow, ktora daje kolejno nastgpujace estymatory parametréw a i b:

(t-1)Y, 6% (2t-n-1)Y,
==l (2.13)

(t _E)2 n(n2 —l)

M=

>
|

|
M= |L

1

-
Il

M=

2 (2n - 3t +1)Y,
B,=Y-A,t=-" 2.14
n n n(n _ 1) ( )
gdzie:
_ 1a& _ o1&
Y=-YY, t=ly-ntl (2.15)
0 ey 2
Wtedy oceng trendu (nazywang jego warto$cia teoretyczng) otrzymujemy nastepujaco:
Y,=At+B,, t=1..n (2.16)
Wiadomo, ze jesli jest prawdziwy model dany wzorem (2.6), to:
E(\?t ): at+b= f(t), t=1,.n (2.17)

Zatem statystyKi YAt daja nieobcigzone oceny wartosci trendu liniowego.

A A

[1 1]
Niech: Y,=[Y1..Y Joraz kn 11, e:[el...én].Wtedy:

é=YM (2.18)
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gdzie:
M=1,-X(X'X)* X' (2.19)

jest macierza idempotentng, czyli M = M? natomiast I, jest macierza jednostkowa stopnia n.
Do oceny wariancji sktadnika losowego o? uzywa sie wariancji resztowej:

gz 1 82 (2.20)
n - 2 t=1

lub

S2 = LYn MY (2.21)
n-2

Statystyka 3e przy prawdziwosci zatozen danych wyrazeniem (2.6) jest nieobcigzonym esty-
matorem wariancji sktadnika losowego.

Otrzymane tutaj wyniki sg przydatne przy konstrukcji innych metod wyodrebniania
trendu. Oceny trendow liniowych z danych pochodzacych ze spdéjnych podokresow sa
wykorzystywane w zaproponowanej przez Hellwiga (1967) procedurze wyrownywania
szeregoOw czasowych nazwanej metoda trendu pelzajacego. Z kolei Waszkiewicz (1976)
analizuje tzw. metode trendu odcinkowego™.

2.3. Metoda wykorzystujaca Srednie ruchome

W literaturze jest dobrze znana metoda wygladzania szeregu czasowego polegajaca na
przypisywaniu danemu okresowi czasu wartosci $redniej z obserwacji otaczajacych go. Niech k
bedzie liczbg sktadnikow tej $redniej, ktéra takze jest nazywana (por. Cieslak i in. (1993)) stala
wygtadzania. Wtedy jesli k jest liczbg nieparzysta to:

= 1& k+1 k-1
Yt(k) = EZYt+i—(k+1)/2 dla t= T,...,H—T (222)
i=l
W przypadku gdy k jest liczbg parzysta, to:
= 1 15 k k
Yi(k) == (Yiokn + Yerk2) + — 2 Yigikz  dlat=—+L..,n-=  (2.23)
2k ki3 2 2

Jesli trend jest funkcja stata, to E(Y(k))=p dla kazdego t oraz k. Z kolei gdy spelnione
sg zalozenia dane wyrazeniem (2.6), to dla k parzystego i k nieparzystego mamy:

13 por. rowniez artykut Zadory (1969).
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E(Y, (k) =at +b

Zatem $rednia ruchoma jest nieobcigzonym estymatorem odpowiedniej wartosci trendu
liniowego. Ponadto dla k nieparzystego mamy:

2

D*(Y(K))="~ (2.24)
Dla k parzystego mamy:
Dz(?t (k)) - % 2 (2.25)

Kowariancje dla k nieparzystego oraz t=h sa nastepujace:

iz_h'cz dla |t—h|<k
k

Cov(Y: (k). Vi (K)) = - (2.26)
0 dla |t-h|>k

Dla k parzystego mamy:

k_|t2_h| 2 dla fi-h/<k
k
Cov(Y: (k). Vi (K)) = 4 1 da -tk (2.27)
4k
0 dla  |t—h|>k

Reszty estymatora trendu wyznaczonego metodg $rednich ruchomych maja postac:
e (k) =Y, - Y (k) (2.28)

Dla k nieparzystego mamy:

D*(e,(K))= (1 - 3 o? (2.29)

Dla k parzystego mamy:
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D*(e, (k) = (1—1— L) o2 (2.30)

Kowariancje reszt dla k nieparzystego oraz t = h sg postaci:

t=h[ ,
Cov(et(k)),eh(k)= - kz c” dla 0<|t—h|$ k (2.31)
0 dla  |t—h|>k

Dla k parzystych mamy:

_(l+|t_h|}52 dla 0<fi-b|<
kg2 ?
|t—2h| 2 g pen=k
" 2
) e ' 2.32
OV(et( ))eh( ) < (l—h h|]‘52 dla E<|t_h|<k o
k k2 2
1
4k_202 dla  |t—h|=k
0 dla |t_h|>k

Niech Y=[Y;...Y,] oraz }7(k) = [?p (k)..?r (k)], gdzie w zalezno$ci od tego czy stata

k jest nieparzysta badz parzysta numery okresow p i r sg okreslone we wzorach odpowiednio
(2.22) badz (2.23). Wtedy mamy:

Y (k)= YG" (k) (2.33)
przy czym jesli k jest nieparzyste, to:
Gy (k)
G(k)=| ... (2.34)
G: (k)

1 T
Gt(k)=E[0t_p aT o, (2.36)
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1
YG;F (k) = E [Ot—p Yt—p+1 .- 'Yt+k—p 0 r—t

gdzie t=p,...,r, natomiast przez 0, oznaczono r-elementowy wektor wierszowy sktadajacy si¢ z
samych zer, a przez J, r-elementowg kolumne sktadajgcg sie tylko z jedynek.
Jesli stata wygladzania k jest parzysta, to:

k k
=—+], r=n-— 2.37
p=7 5 (2.37)

1 1.vr 1
Gt(k)=E[ot_p 7k Eor_t} (2.38)

T 1 1 1
YG, (k) = E|:0t—p EYt—p+1Yt—p+lYt—p+2Yt—p+3'"Yt+p—2 EYt+p—l Or—t:|

przy czym t = p,...r. Dodajmy, ze jesli k jest parzyste, to macierz G(k) ma wymiary (n-k)xn, a
gdy k jest nieparzyste, to wymiary (n-k-1)xn.
Wektor reszt ma postac:

e(k) = YM™ (K) (2.39)
gdzie:
M(K) = I(K) - G(k)
Gdy k jest nieparzyste, to:
1(K) = [Oioxp Tk On) x (ke1yr2] (2.40)

gdzie p okresla wyrazenie (2.35), Op.y jest macierza o wymiarach mxh, natomiast Iy jest
macierzg jednostkowa stopnia (n-k). Jesli k jest parzyste, to:

1(K) = [O-k1xp Tkt Ognk-nyx izl (2.41)

przy czym p okreSlono w wyrazeniu (2.37). Macierz wariancji i kowariancji reszt mozna
wyznaczy¢ z relacji:

Zeo(k) = E(e"(K)e(K)) = M(KV(YTY)M(K) (2.42)

Jesli V(YTY) = 1,6% to elementy macierzy Ze.(k) okreslaja wzory (2.29)—(2.32).
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2.4. Metoda wyrownywania wykladniczego

Jedng z popularniejszych metod wygladzania szeregdw czasowych jest tzw. metoda
wyrownywania wykltadniczego zaproponowana przez Browna (1959) i (1963). Uproszczona
wersje tej metody (por. np. Pawtowski (1973)) okresla wzor postaci:

Y (@)=aY, +0-a) (a) t=12.. (2.43)

gdzie: 0<a<l jest tzw. parametrem wygladzania wyktadniczego oraz ¥,(a)=Y;. Ocena trendu
W okresie t+1 jest wigc Srednig wazong obserwacji z tego okresu i oceny trendu w okresie t-tym.
Wyrazenie (2.43) mozna rozwingé nastepujgco (por. np. Cieslak i in. (1993) lub Siedlecka
(1993)):

t+1

Yala)=ad ™Y, t=12..n1 (2.44)
h=1

gdzie =1-a.
Niech prawdziwy bedzie model trendu statego okreslonego wzorem (2.5). Wowczas ze
wzoru (2.44) wynika, ze:

t+1 t+1

(@)= s> = S
h=1 h=1

Korzystajac ze znanego wzoru na sum¢ wyrazow postepu geometrycznego mamy:

EW,..()= aﬂ% = ui-p) (2.45)

Jesli wige t—oo, to £ (Fers(@)) = H Zatem w rozwazanym przypadku statystyka Fers (@)
nie doszacowuje nadziej¢ matematyczna p. Dopiero gdy wskaznik t oraz parametr o sg

dostatecznie duze, to statystyka ¥r+1(2) daje nieobcigzone oceny wartosci oczekiwanej .
Niech ¥ = [¥z{a) ... ¥ ()], Wowezas:

Y(ar)= YA (@) (2.46)
gdzie:
A, (oc)
Al)=| ... (2.47)
An(2)

jest macierzg o wymiarach (n-1)xn, ktorej kolejne wiersze sg nastepujace:
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At(a)=a[BtBH...B 1 0n_t_1} (2.48)

Macierz wariancji i kowariancji wektora ¥/(or) okresla wzor:
Zyy(a) = AT()V(YTY)A() (2.49)

Przyjmujac, ze V(YY) = 6°l, mozna wyznaczy¢ poszczegblne elementy macierzy Zyy(ol):

0°(7(@))-3 5 + 5

Korzystajac ze znanego wzoru na sumg¢ skoficzonego postepu geometrycznego mamy:

2t+1
D2y _ a+2(1—a) 250
(o) = 5= @50
Dla c > 1 mamy:
covlY, (&).Y,.. (@)= D2V, () (25)
Wektor reszt okresla wzor:
e(a) = YB'(o) (2.52)

gdzie:
B(o) =T, — A() (2.53)

przy czym I:H jest macierza blokows, ktorej ogdlna postac jest nastepujaca:

I% = [Obxa beb] (2.54)

Macierz lyy = |, jest macierzg jednostkowg stopnia b, natomiast Oy jest macierzg zerowa o
wymiarach axb.

Macierz wariancji i kowariancji reszt ocen trendu metoda wyréwnywania
wyktadniczego okresla wigc wzor:

Zee () = B(o) V(YY) BY(a) (2.55)
Po odpowiednich przeksztalceniach algebraicznych i uproszczeniach mamy:

D?(e,) = B*[1 + D*(¥,(a))] (2.56)
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2 2 1 2t—1
lub D%eJ:M (2.57)

2—a

Covie. e..c) :.EE[D:(}?f{a:]) - Et:] (2.58)
lub

Covie. ey p) =_3f+:ﬂ:{}?r—1{“j) (2.59)

2.5. Metoda trendu pelzajacego

Hellwig (1967) zaproponowat do wygladzania szeregu czasowego tzw. trend
pelzajacy, ktory wyznacza sie¢ w nastepujacy sposob. Na podstawie m obserwacji zmiennych
Y, Y1, gdzie k=1,..,n-m+1 jest wyznaczany trend liniowy za pomoca zwykltej metody
najmniejszych kwadratow™*:

Y, =Ah+B, (2.60)

gdzie po odpowiednich przeksztatceniach algebraicznych:

Ay = i(Zt —m=1)Yy (2.61)
m(m V=
2 m
Bk = In(m—_l)é(zm -3t +1)Yk+t—l (262)

przy czym h = 1, 2...,n. Nastgpnie sa wyznaczone dla ustalonego okresu h srednie warto$ci ocen
trendow wyliczane m.in. na podstawie h-tej obserwacji. Zatem:

lh
— A h+B
hvzzl( DB h=1..m-I
1 h
~ — A h+B
g, = mvzgm(ﬂv "B gl hemmtl..n-msl (2.63)
1 n—-m+]
_— Z(A h+B ) dla h=n-m+2,...n
n-— h+1vhm+l

1 Hellwig takze proponuje do oceny parametrow tego trendu tzw. metodg dwoch punktow.
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Statystyke Y, mozna takze zapisaé w postaci:

Y, =A,h+B, (2.63)
gdziedlah =1,...,n-m+1:

Ay = 3 —1) Yy 2.65
h mg( —m—1)Y g (2.65)

m —_—
B, = #z(m =3t+1)Yyypo (2.66)
m(m—l)t=1
przy czym:
1 h
- Y
hz= v dla  h=1..m-1
1 h
Y, = ; z M dla h=m,...,n—-m+1 2.67
Yy, o
Y, dla h=n-m+2,..,n
n-— h+1vzil

Statystyka ?h jest $rednig ruchoma zdefiniowana wzorami (2.22) i (2.23). Zatem okreslona

wzorem (2.64) warto$¢ trendu petzajacego w okresie h-tym jest ocena trendu liniowego
wyznaczona metoda najmniejszych kwadratow na podstawie odpowiedniego podciagu
kolejnych $rednich ruchomych.

Zatézmy, ze szereg czasowy posiada trend liniowy okreslony wyrazeniem (2.6). Wtedy
okreslona wzorem (2.60) statystyka daje nieobcigzone oceny trendu. Stad i z faktu, ze trend
petzajacy jest Srednig arytmetyczng takich ocen wynika, ze daje on rowniez nieobcigzone oceny
trendu.

Rownanie (2.64) mozemy réwniez zapisa¢ w postaci nastgpujacej liniowej kombinacji
$rednich ruchomych:

6h 2 L

Y, = m(m2 _I)Z(Zt—m )Y, h- 1+m2(2m 3t+1)Y (2.68)

t=1

przy czym h=1,...,n-m+1. Wygodnie jest estymatory dane wzorem (2.68) zapisa¢ w ujeciu
macierzowym. Niech:

=[%1- %] (2.69)

_=[?1...?n] (2.70)
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przy czym elementy macierzy YiY okreslaja odpowiednie wzory (2.63) i (2.67).
Wprowadzamy nastepujace macierze, kazda o wymiarach nxn:

G(m) = Ga(m) + Gg(M) (2.71)
gl
G m)=—— cee 2'72
am) m(m2 -1) ( :
SAn
gdzie:
Oaz=[0,1 1I-m  2-m...m-2 m-1 Opnmz+1]
) gn1
G = —— cee 273
p(m) m(m —1) 279
Bn
gdzie:
08:=[0z1 2Mm-2  2m-5... 1-m Oy e
Wtedy:

Y=YG"(m) (2.74)

Niech wektor J, bedzie wektorem kolumnowym o wymiarze zx1 sktadajacym si¢ z samych
jedynek. Okreslmy macierz:

gol
G,(m)=| ... (2.75)
gon
gdzie:
gOZ:[JI On_z] dlaz=1,..m-1

8oz = [Omfz J; Onfmferl] dla z=m,...,n-m+1

n—z+l

gozz[oz JT ] dlaz=n-m+2,...,n

Zauwazmy, ze okre$§lony wzorami (2.67) i (2.70) wektor $rednich ruchomych jest nastgpujaca
liniowg funkcja wektora Y = [Y1...Y,]:

Y=YG!(m) (2.76)

Sktadajac to przeksztatcenie z okreslong wzorem (2.74) transformacja otrzymujemy:
Y =YH"(m) (2.77)
gdzie:
H = G(m)G,(m) (2.78)
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Jesli spelnione sg zalozenia okre§lane wzorem (2.6), to wektor Y jest nieobcigzonym
estymatorem wartosci trendu liniowego, a jego macierz wariancji i kowariancji ma postac:

T 6 HyH (M) (2.79)
Reszty trendu pelzajacego okreslamy rownaniem:

*cc *n—m+l

gdzieh=1,..., n-m+ 1. Zapisujemy je wektorowo nastepujaco: ¢ = [él e ] , przy czym:

T=YM} (2.81)
gdzie:
My =I™! | —H(m) (2.82)

n-m+l

przy czym macierz blokowa Inm__;l 41 okresla wzor (2.54). Wtedy jesli sa prawdziwe zatozenia

okreslone wyrazeniem (2.6), to E(Te) =0, _,,., hatomiast macierz wariancji i kowariancji tego

wektora ma postaé:

2(€)=c"MyM} (2.83)

2.6. Metoda regresji nieparametrycznej

Skladowe wektora p=[p...un] traktujemy dalej jako warto$ci oczekiwane funkcji
regresji, czyli p=f(t)=¢;, gdzie & jest sktadnikiem losowym. Do estymacji wartosci funkcji
trendu f(t) mozna uzy¢ nieparametrycznych metod. Obszerny przeglad tych metod mozna
znalez¢ m.in. w pracy Hérdlego (1991). Jedna z nich jest kernelowski estymator, ktérego jedna

z najprostszych odmian ma postac:
Tl
I|l_,| t = Z }ti.arj.
j=1

(2.84)
gdzie:

a,=—" ° (2.85)
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przy czym przez h>0 oznaczono tzw. parametr wygladzanla aprzez g{.} funkcj¢ gestosci
standardowego rozktadu normalnego. Niech B = [y fal oraz A= [a]. Wowezas:

Eo=var (2.86)

Wektor reszt nieparametrycznej funkcji regresji okresla wzor:

e=Y—j (2.87)
lub
e=YB' (2.88)
gdzie:
B=1Iy-A (2.89)

przy czym I, jest macierza jednostkowa stopnia m. Rzad macierzy B wynosi'®: R(B)<m-
R(A)<m.
Poniewaz wektor e jest liniowa funkcja wektora Y~N(p, I,) to e~N(A, ), gdzie:

A=pB’ (2.90)
% =BB' (2.91)

Macierz wariancji i kowariancji Z. jest rzedu* R(Z¢)=R(B)<m. Zatem wektor e ma osobliwy
rozktad normalny. Sktadowymi wektora pA' sa wartoéci oczekiwane nieparametrycznej funkcji
regresji wyjasniajacej zmiany trendu. Przyjmujemy, ze pA'=p, co na podstawie wzoru (2.86)
prowadzi do réwnoéci A=0. Wtedy e~N(O; Z.).

2.7. Weryfikacja hipotezy o wystepowaniu trendu liniowego

Analizowane w uprzednich podrozdzialach oprocz 2.4 metody wyréwnywania
szeregow czasowych dawaty nieobcigzone oceny trendu liniowego. Wtedy reszty otrzymywane
jako réznice migdzy oceng trendu a rzeczywistag warto$cig zmiennej mialy zerowe warto$ci
oczekiwane. Fakt ten postuzy do weryfikacji hipotezy o liniowosci trendu. Niniejesze
rozwazania ograniczymy do przypadku, gdy trend jest szacowany metoda najmniejszych
kwadratow opisang w drugim podrozdziale niniejszego rozdziatu. Otrzymane tu wyniki daja si¢
przenie$¢ rowniez na przypadek pozostatych z rozwazanych tu metod oceny trendu.

5 por, np. Rao (1982), s. 48.
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2.7.1. Test Tietjena-Moora

Zatézmy, ze obydwa parametry trendu zaleza od numeru h okresu czasu, a oznaczamy
je przez oy, Br (h=1,...,n). Sprawdzana hipoteza ma wigc postac:

Hop: N op=a i Br=P (2.92)
h=l,..,n
wobec hipotezy alternatywnej:
Hl:h VvV {opnza lub BB} (2.93)
=L...,n

Rozwazmy nastgpujaca szczegotows hipoteze w stosunku do Hj:

H,. ay =a® i By =B" dla h=L..,n (2.99)
a, =a® i B, =p? dla h=n,+L...,n
Hipoteza H, glosi wigc zmiane kierunku trendu liniowego lub przesuniecie jego przebiegu.
Przedstawiong hipotez¢ sprawdzang H, bedziemy weryfikowaé na podstawie wektora
Y. W tej sytuacji korzystamy z pewnej transformacji liniowej wektora Y.
Pierwsza transformacja jest adaptacja przeksztatcenia Csorgo i Seshadriego (1970) i
ma postac:

- R 1 .
Un = 5z Yo~ o D=1 Y (2.95)

przy czym h=1,...,n-1. Niech U = [T, ... [7,,_,] . Wtedy zapisany uklad réwnan wyrazamy
réwnaniem macierzowym:

U=¢c¢"¥ (2.96)
gdzie:
G=[G;...Gu4] (2.97)
_Jh .
G,=| h |———, h=l,..n-1 (2.98)

ot Jah+1)

Mozna wykazaé, ze jesli Y~N(BJ,, Gzln), to e~N(0p.1, 62|n_1).

18 70b. Wywiat (1988 a; 1989).
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W przypadku, gdy sa prawdziwe zalozenia okre§lone wzorem (2.6), to mozna wykazac,

ze sktadowe wektora U sg niezalezne i wariancja kazdej z nich wynosi o?,  natomiast
warto$¢ oczekiwana jest rowna:

ay = %a,/h(h+1) . h=1,.n-1 (2.99)

Niech A" = [a;...a,,], wtedy U~N(A o’I,_y), Wprowadzmy przeksztalcenie liniowe postaci:

Op =2 Shuq 0= Goor, heln2 (2100)
gdzie:

h
by = ! Yaj =%hw/(h+1)(h +2 (2.101)

Aph4 =l

h

c, =>al+bp, :%h\/(h +1)(h +2)(h +3) (2.102)
i=1

Niech U :[ﬁl...ﬁn_z], wtedy przeksztatcenie (2.100) w ujgciu macierzowym przyjmuje

postac: N
0=p8"U (2.103)
gdzie:

Ch
B! =[a,...a;, —b,,,0...0]
przy czym kazdy wektor B, ma wymiar 1x(n-1).
Mozna wykazaé, ze jesli jest prawdziwa hipoteza H,, to U ~ N(on_z,czln_z). W

przypadku, gdy jest prawdziwa hipoteza alternatywa H; dana wzorem (2.94), to sktadowe
wektora U sg niezalezne i wariancja kazdej z nich wynosi 62, natomiast wartosci oczekiwane:

{E(Uh)=0 dla h=1l...n, -2 (2.104)

E(U,)=A, dla h=n,-L...,n
gdzie:

1 ! 1
A, =gch{(2h—3n1 +3)+5n1(n1 +1)3 —E(n1 —1)ny(n, +1)5,, + n1(2h—3n1+3)65}

przy czym:
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8o=a®-a® ~ §;=p"-p? (2.105)

Na podstawie wzoréw (2.103) i (2.96) otrzymujemy:

U=FY (2.106)
gdzie:
F=B'G' (2.107)

Przeksztacenie (2.106) pozwala zastapi¢ hipotezy H, i H, odpowiednio przez:

H): E(U)=o0,, (2.108)

E(ﬁh)=o dla  h=1,...,n, -2

H E(04)=4y dla h=n,-1,.,n-2

(2.109)

gdzie Ay, okresla wzor (2.97).

Do weryfikacji sformutowanej hipotezy proponuje si¢ uzy¢ testu Tietjena-Moora
(1972), ktérego opis wraz z tablicami wartosci krytycznych mozna znalez¢ w pracy Smoljaka i
Titarienki (1980). W naszym przypadku test ten jest uzywany dla k<n-n;-2. Przed obliczeniem

sprawdzianu testu cigg obserwacji zmiennych losowych U,,..., U, _, tak porzadkujemy, aby

otrzymac ciag oo, 002, ktérego kolejne elementy spelniaja nierownosci:

‘ﬁ(‘) _Ul<[o® —ﬁ‘ <K s‘ﬁ(“‘z) —G‘
przy czym:
_ 1 n-2_
U= U
n-2 g '

n-2-k .
Z (ﬁ(l) UK)
z, == — (2.110)
(0:-0)
i=1
gdzie:
_ 1 n-x-2 X
U~ = > u®

n-xk-2 i=1

Obszar krytyczny przedstawionego testu jest budowany lewostronnie.



54

2.7.2. Test na stato§¢ nadziei matematycznych ciggu zmiennych losowych

Hipoteze H{ wzgledem hipotezy alternatywnej H5 mozna weryfikowa¢ za pomoca
testu skonstruowanego przez autora (1987, 1988). Sprawdzian tego testu ma postac:

Zg= Zln(Uz)Jrln(ZU J (2.112)

n-2 i=1 i=1

Istotnie duze wartosci statystyki Zg $wiadcza przeciwko hipotezie Hy, a wige obszar

Krytyczny testu jest prawostronny.

. . -3 -4 . L
Niech m=n-2 i m'’ =nT,m” = n2 . Wtedy przy zatozeniu, ze prawdziwa jest

hipoteza H, sprawdzian Zg ma nastgpujace momenty:

m’ .
222 ! . dla m =35,
EZg)={ ™. (2.112)
21n(2)+2— dla m =24,
r=1T
42 Sl gl mo=3s
2 r 1(21‘—]) 2m
D*(Zy) (2.113)
ziz— —3 2 dla m =24,
r=1T
m’ 1 m2 .
163 —14&,(3) dla m =35,..
3Zg)=1 (2r =D (2.114)
22--2@(3) dla m =24,...
r= 11'
przy czym £(3) ~ 1.202.
M4(Zo) = AZo) + 3D*(Zo) (2.115)
gdzie:
m' 3 — N
965 — 1 L Let dla m =35,
Mzg)=y Tl (2.116)

m o] 3-15 .
—4—m 3 n dla m =24,...
=T 15m
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Przyblizone warto$ci tych momentow okreslaja nastepujace wzory:

E(z@) ~In(2(n —2)) + % + ﬁ =o(n) (2.117)

DAZg) 18_25 _ﬁ - O(n_z) (2.118)
12828 8 (

n3(z@)~(n_2)2—(n_2)3_o(n ) (2.119)
81409 48 4

A(Z@)~(n_2)3 o —O(n ) (2.120)

W przypadku duzych rozmiaréw prob mozna rozktad standardowej postaci statystyki
testujgcej aproksymowaé za pomocg standardowego rozktadu normalnego. Gdy liczebno$é
proby nie jest wystarczajaco duza, to rozktad sprawdzianu testu mozna aproksymowac na
podstawie jego momentéw za pomoca krzywych Pearsona’’ .

Moc testow wykorzystujacych sprawdziany Zgi)z i Zg badano na podstawie wynikow
symulacji komputerowej'® . Gtowne wnioski byly nastepujace: Dla matych warto$ci parametru

K test ch—)z miat zwykle wigkszg moc od mocy testu Zg. Z kolei test Zg byt mocniejszy od
Z(K)

no brzy liczebnosci k zblizajacej si¢ do polowy rozmiaru proby i zwlaszcza wtedy, gdy

oczekiwane warto$ci sktadowych wektora U byly silnie zroznicowane.

2.8. Weryfikacja hipotezy o wystepowaniu wahan cyklicznych

Przebieg zmian badanego w czasie zjawiska reprezentowanego szeregiem czasowym
moze charakteryzowaé si¢ wahaniami cyklicznymi. Zachodzi wiec potrzeba wczesniejszego
sprawdzenia, czy takie wahania wystepuja. Przeglad wybranych sposobow weryfikacji
hipotezy o wystgpowaniu wahan periodycznych mozna znalez¢ np. w pracy Z. Zielinskiego
(1979). Do tego celu s3 adaptowane testy analizy wariancji  oraz niektore testy
nieparametryczne, a wsrdd nich rangowy test Kendalla (1955). Tutaj przedstawiamy metode
weryfikacji wykorzystujacg wlasnosci rozktadu wektora reszt & okreslonego wzorem (2.18).

Na podstawie wlasnosci wektora reszt szacowanego modelu regresji liniowej
wnioskujemy, Ze warto$¢ oczekiwana okre§lonego wzorem (2.18) wektora reszt & jest rozna od

7 W celu obliczenia przyblizonych wartosci kwantyli sprawdzianu mozna wykorzysta¢ rozwini¢cie Cornich-
Fihera, ktorego opis znajduje si¢ np. w pracy Kendalla i Stuarta (1966).
18 70b. Wywiat (1988 a; 1991).
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zera wtedy 1 tylko wtedy, gdy trend nie jest liniowy badz wystepuja warto$ci oddalone, badz
wystepuja wahania cykliczne' . Sposoby wykrywania dwoch pierwszych z wymienionych
przyczyn rozwazano w podrozdziale 2.2. Teraz przedstawimy dwie metody wykrywania wahan
periodycznych na podstawie wektora reszt.

Glownie po to, aby uprosci¢ zapis przyjmujemy, ze wystepuja wahania addytywne o
dhugosci cyklu réwnym dwom numerom biezagcym elementow populacji uporzadkowane;.
Wtedy hipoteze sprawdzang H, okresla wzor (2.92), natomiast alternatywng okreslamy wzorem:

Hy: E(v,)=(br @ 0= (2.121)
B, dla h=i+l

przy czym i=1,2,.... oraz By # B,
Przeksztatémy wektor Y=[Y1..Y,], na wektor U okreslony wyrazeniem (2.106).
Wtedy mozna wykazac, ze sformutowana hipoteza Hz sprowadza si¢ do postaci:

Hj: E(ﬁh)io (2.122)

Hipoteza sprawdzana H,, dana wzorem (2.92) jest wtedy rownowazna hipotezie H[ danej
wzorem (2.108). Wobec tak sformulowanej hipotezy H{ mozna do jej weryfikacji wzgledem
hipotezy H% uzy¢ testu Tietjena-Moora, ktoéry opisano w punkcie 2.7.1. Podczas obliczania

sprawdzianu tego testu parametr k nalezy ustali¢ na poziomie liczby spodziewanych cyklow
wahan.

W  publikowanych juz pracach rozwazano inny sposob weryfikacji hipotezy
0 wystepowaniu wahan cyklicznych zmiennej wyjasnianej klasycznym modelem regresji
liniowej wielu zmiennych® . W analizowanym przypadku zapis tej procedury nieco upraszcza
si¢, poniewaz mamy do czynienia z jedng zmienng objasniajagca w modelu trendu. W wektorze
reszt & okreslonym wzorem (2.18) wyrézniamy dwa podwektory €. i .., przy czym
podwektor & o wymiarze n.x1, gdzie 1<n.<n, powinien zawiera¢ reszty o numerach,
ktérym odpowiada ten sam numer elementu wewnatrz danego cyklu. Przyktadowo zgodnie
ze specyfikacjg hipotezy Hs, danej wzorem (2.121), wektor & powinien byé utworzony z reszt:
45,8, 82y, badZ 85,84, 85  Elementy podwektora reszt B..; O Wymiarze n,, x1 sa
tymi elementami wektora &, ktérych nie wlaczono do #.;. Przez My (My) o0znaczmy
podmacierz otrzymywang z macierzy M, danej wzorem (2.19), poprzez skreslenie w niej
wierszy i kolumn o numerach bedacych numerami pierwotnymi reszt tworzacych wektor &..

(8.). Z kolei niech M;,=M 2Tl bedzie podmacierza macierzy M pozostalg po skresleniu w niej

wierszy o numerach réwnych numerom reszt tworzacych wektor €.. i po skresleniu w M
kolumn o numerach réwnych indeksom reszt tworzacych wektor &. .Przez Y. i Y.. 0znaczamy
podwektory wektora Y, ktore sa utworzone z jego elementow o numerach zgodnych z

19 70b. Wywiat (1986; 1990 c).

Tamze.
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numerami teszt wchodzacych odpowiednio w sktad wektorow .. i #.... Wtedy rozklad
wektora .. jest niezalezny od rozkladu wektora:

&, = & — MM 5, (2.123)
Wprowadzmy formy kwadratowe:

Q. = &L(M,, — M,;M;')é, (2.124)

Q.. = eLMz e, (2.125)

Sprawdzian hipotezy H, wzgledem Hz ma postac:

_ Quw Ny —2
Qs Ny

F

(2.126)

Gdy jest prawdziwa hipoteza H,, to statystyka F ma znany rozklad centralny
Snedecora-Fishera z n,. i n, - 2 stopniami swobody. W przypadku, gdy jest prawdziwa hipoteza
Hs, zmienna losowa ma niecentralny rozklad Fishera z tymi samymi stopniami swobody co
rozktad centralny, a parametr niecentralno$ci ma postac:

2
a

62 = JI*MZZSJ** (2127)

G N,y

gdzie a = |B; - B2l jest amplituda wahan, natomiast J.. jest kolumna jednostkowa. Obszar
Krytyczny testu jest prawostronny.

Ze wzoru (2.127) wynika, ze w naszym przypadku moc rozwazanego testu ro$nie wraz
ze wzrostem amplitudy wahan periodycznych, czego nalezalo oczekiwac.

Podkreslmy, ze wyzej przedstawiono jedynie dwa sposrod wielu testow pozwalajacych
weryfikowaé¢ hipoteze o liniowosci trendu. Dodajmy, ze Azzalini i Bowman (1993)
wykorzystuja do tego celu interesujacy sprawdzian konstruowany jako iloraz formy
kwadratowej reszt trendu liniowego i reszt regresji nieparametrycznej. Z kolei Domanski (1979,
1990) sugeruje do weryfikacji hipotezy o liniowosci trendu uzy¢ testu serii i testu na réwnos¢
stosunku korelacyjnego i wspotczynnika korelacji. Pierwszy z wymienionych testow ma
szczegllng zalete polegajaca na tym, ze mozna go stosowac przy dowolnym cigglym rozktadzie
reszt. W naszym przypadku sprawdzianem testu moze by¢ ogdlna liczba serii znakoéw

obserwacji kolejnych elementéw wektora losowego U okreslonego wzorem (2.106) lub
dlugos$¢ najliczniejszej serii znakow tych obserwacji. Hipoteze o losowosci ciggu tych znakow
odrzucamy, gdy liczba serii badz dtugos¢ serii jest istotnie duza. Wowczas takze nalezy
odrzuci¢ hipotezg o liniowosci trendu. Analizowana hipotez¢ mozna weryfikawac oprocz testow
serii za pomoca rowniez innych testow losowosci ciagu obserwacji, ktorych przeglad
znajdziemy w pracy Domanskiego (1979).
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2.9. Testowanie zgodnosci postulowanego modelu trendu z rzeczywistym trendem

Posta¢ analityczna funkcji trendu badz stata wyrownywania wyktadniczego moze by¢
nietrafnie wybrana. Swiadczy¢ o tym moze wysoka wartos¢ wariancji resztowej, badz zbyt
dhugie serie tylko dodatnich badz tylko ujemnych reszt trendu. Wtedy wartosci oczekiwane
reszt trendu mogg rézni¢ si¢ od zera. Domanski (1979, 1990) proponuje do testowania
dla weryfikacji hipotezy o roéwnej wektorowi zerowemu wartoéci oczekiwanej wektora reszt
klasycznego modelu regresji liniowej uzyé testow nieparametrycznych jak np. testu serii.
Z kolei autor (1986, 1987 i 1990a, b) analizowat inne testy, ktore mozna réwniez wykorzystaé
w haszym przypadku, gdy hipotetyczny trend jest liniowy lub sprowadzalny poprzez proste
transformacje do postaci liniowej. Przy konstrukcji sprawdzianu tego testu wykorzystuje si¢
jednak ograniczajace zalozenie, ze przynajmniej w spdjnym podciggu okresOw czasu szeregu
czasowego rzeczywisty trend jest zgodny z hipotetycznym.

Teraz przedstawimy test, ktory nie bedzie wymagal tego krepujacego zalozenia,
zwlaszcza z powodu trudnos$ci zwiazanych z wyrdznieniem takiego podciagu okreséw szeregu
czasowego.

Niech e=[e;...e;] bedzie wektorem reszt trendu otrzymanego okreslang metodg
estymacji np. jedng z opisanych na poczatku niniejszego podrozdziatu. Zaktadamy jednak,
ze wektor e jest liniowa funkcja zmiennych tworzacych szereg czasowy Y=[Y1...Yy], N> n.
To przeksztatcenie oznaczamy nastepujaco:

e=YP' (2.128)

gdzie P jest macierza ustalonych wspotczynnikow o wymiarach Nxn i rzedu 1<R(P)<n.
Ponadto zaktadamy, ze Y~Ny(u, |N62). Wektor warto$ci oczekiwanych oraz macierz wariancji
i kowariancji wektora e oznaczamy odpowiednio poprzez:

8. =puP", T =o’PP' (2.129)

Zatem e~N(Se, Zce).

Gdy postulowana postaé trendu jest zgodna z rzeczywista, to zachodzi rownos¢ 8.=0,
natomiast w przeciwnym przypadku, gdy rzeczywisty trend odbiega od zaktadanego, to moze
zaj$¢ nierdwnos¢ 8+0. Zatem analizowane hipotezy mozna zapisa¢ nastgpujaco:

Hyo:8.=0; H;:8#0 (2.130)

Odrzucenie hipotezy H, przy =zalozonym poziomie istotnosci bedzie $wiadczylo o
wystepowaniu niezgodnosci trendow rzeczywistego i postulowanego.

Sprawdzian testu skonstruujemy jako iloraz pewnej formy kwadratowej reszt e
hipotetycznego trendu przez forme kwadratowg reszt bedgcych wynikiem wygladzania wlasnie
reszt e. Wygladzanie reszt e ma na celu wyznaczenie ewentualnie wystepujacej funkcji
opisujacej zmiany wartos$ci oczekiwanych reszt. Przyjmujemy, ze ta metoda wyr6wnywana jest

liniowa wzgledem reszt trendu hipotetycznego e, czyli niech € =[€1...€n] natomiast L niech
bedzie macierza o nielosowych elementach i wymiarach nxn oraz rz¢du 1<R(L)<n. Wtedy:

€=el' (2.131)
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Reszty powstate z odjecia od reszt hipotetycznych ich odpowiednich postaci wygtadzonych
oznaczamy nastgpujaco:

W=e—7¢ (2132)

Reszty W nazwiemy wtérnymi w stosunku do € hipotetycznego trendu. Wtedy ze
wzoru (2.131) wynika:

W =eMy, (2.133)
gdzie:
My =1, L (2.134)

Z zalozenia, ze Y~N(L; czl) oraz ze wzorow (2.131), (2.132) wynika, ze:
wW=YP My, (2.135)
EW)=8,, Z,, =c"MPP'My, =M= M, (2.136)

Wowczas W~N(8y, ;Zyw)-

Zalozmy, ze przyjeta metoda wyrOwnywania reprezentowana macierza L daje
nieobcigzone oceny warto$ci oczekiwanych reszt €, a zatem, ze spetniona jest rownos¢ E(W)=0,
czyli:

§.=8LT i uP My =0 (2.137)

Otrzymane rezultaty pozwalaja nam sformutowac nastepujace sprawdziany testu dla weryfikacji
hipotezy, danej wzorem (2.130):

T
F, = ‘;;T (2.138)
5 T
F, = e—eT (2.139)
W, W

Przy czym przez X, i X, 0znaczono pseudo-odwrotnosci macierzy odpowiednio Zee i Zyyy.

Na podstawie wcze$niej otrzymanych wlasnosci reszt hipotetycznych e oraz reszt typu W, dalej
nazywanych wtérnymi, mamy:

YPTPYT
Fl=—— (2.140)
YP'"M ML PY
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Ty— T
YPTs_ PY

F, =
YPTMY =3wMy PYT

(2.141)

Laczny rozktad wektora [eW]~N(8;X), gdzie 8=[8, O],

zo| 7 2] 2142
Zwe 2"WW

przy czym Zee i X,y okreslajg wzory odpowiednio (2.129) i (2.136), natomiast:
Zew =E(e~E(¢))' (W-E(W))=c’PMYL (2.143)

Rozktady statystyk F; i F, sg ilorazami dwoch zaleznych form kwadratowych wektora Y.
Sprawdzian F, jest ilorazem dwoch zaleznych zmiennych, z ktérych kazda ma rozktad y°, przy
czym liczba stopni swobody tych zmiennych nie przekracza liczby elementow szeregu
czasowego. Gdy jest prawdziwa hipoteza sprawdzana, dana wzorem (2.130), to §=0 i wtedy
statystyki F; i F, maja centralne rozkltady. W przypadku, gdy jest prawdziwa hipoteza
alternatywna, to nalezy oczekiwac, ze 8=[8, 0]. Wowczas formy kwadratowe tworzgce liczniki
utamkow definiujgcych statystyki F; i F, bedg miaty warto$ci oczekiwane odpowiednio dane
wzorami:

E(eeT|H1):E(eeT|HO)+8€8g >E(eeT|HO) (2.144)
E(ezgeeT|H1) - E(ez;eeT|H0) 18,567 > E(ez;eeT|H0) (2.145)

Zatem istotne duze wartosci statystyk F; i F, beda $wiadczyty przeciwko hipotezie Hy: E(€)=0, a
wigc w konsekwencji przeciwko hipotezie o zgodnosci postulowanego trendu z rzeczywistym.

Rozkladow statystyk F; i F, nie mozna okre$li¢ w prosty sposéb. Ich rozktady sg
szczegldlnymi przypadkami ilorazu dwoch zaleznych form kwadratowych wektora losowego o
rozktadzie normalnym, ktoérego wilasnosci obszernie prezentuja Mathai i Provost (1992).
Potrzebne tu rezultaty pochodzace z ich pracy zamieszczono w Dodatku, gdzie rowniez opisano
metody, ktore w przyblizony sposdb pozwolg wyliczy¢ dystrybuanty statystyk F; i F» w
przypadku, gdy jest prawdziwa hipoteza sprawdzana.

Pozostat jeszcze jeden problem w jaki sposob wybra¢ metody wygtadzania reszt
hipotetycznego trendu. Do tego celu mozna, m.in. wykorzysta¢ metodg¢ $rednich ruchomych lub
trendu pelzajacego. Wtedy jednak liczba elementéw wektora W, danego wzorem (2.133), moze
by¢ mniejsza od liczby n elementéw wektora e. W tym jednak przypadku réwnosé 8, = 0 nie

koniecznie musi by¢ spetniona, chociaz male wartosci parametru K=8w8£\1 nie powinny

istotnie wptyna¢ na rozktad statystyk F; i F, w stosunku do przypadku, gdy «=0.
Mozna réwniez reszty e wygladza¢ za pomocg tzw. regresji nieparametrycznej, ktora
opisano w podrozdziale 2.6.



3. PODSTAWOWE WELASNOSCI WYBRANYCH PREDYKTOROW

Niniejszy rozdzial prezentuje konstrukcje wybranych predyktorow i ich podstawowe
wilasnos$ci. Zatem, m.in. znajdziemy tu wzory na ich bledy $redniokwadratowe oraz macierze
wariancji i kowariancji bledow predykcji. Oprocz klasycznej metody predykeji polegajacej na
ekstrapolacji oszacowanego trendu liniowego sg brane pod uwage predyktory konstruowane na
podstawie modeli adaptacyjnych. Pawlowski (1973, s. 237) wskazuje, iz "duze ich znaczenie
praktyczne polega na tym, ze nadaja si¢ do efektywnego budowania prognoz nie tylko w
warunkach ustabilizowanego rozwoju interesujacych nas zjawisk ekonomicznych, lecz takze i
wtedy, gdy rozwoj ten przebiega w sposob nieregularny, a nawet czgsto skokowy, prowadzac
do niespodziewanych zalamywan si¢ dotychczasowych trendéw lub do zakldcenia regularnosci
wystepujacych w przeszto$ci wahan sezonowych". Ponadto Pawlowski pisze, predyktor
konstruowany na podstawie modelu adaptacyjnego powinien charakteryzowaé si¢ wysoka
doktadnoscia i duza gigtkoscia. Wiecej informacji o wiasnosciach predyktorow adaptacyjnych i
ich zastosowaniu podaja m.in. Hellwig (1967, 1982), Fijalkowska w pracy pod redakcja
Pawlowskiego (1979), Makridakis i Wheelwright (1989), Pawlowski (1973, 1974, 1976 i
1982), Zadora (1970,1973), Zelia§ (1984) i autorzy artykutdéw w pracy pod redakcjg Hackla i
Westlunda (1991).

3.1. Srednie ruchome
Przyjmujemy, iz s3 wazne zalozenia o szeregu czasowym okreslone wzorem (2.5).
Bodajze najprostszym predyktorem wartosci zmiennej Yt (T=1,...,n) jest obserwacja zmiennej z
okresu wczesniejszego, czyli:
YTpl = YT -1 (31)
Predyktor ten jest nazywany naiwnym (por. np. Cieslak i in. (1993)). Jego wariancja wynosi:
D*(Y1p1) = D(Yr1.) = &° (3.2)

Wobec przyjetych zalozen, jest on nieobcigzony. Wariancje i kowariancje btedow predykeji
majg postac:

DUy 1) = D*(Y1 - Y1.1) = 26%, T=2,..., n+l (3.3)
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—c? dla c=1
0 dla c>1

Cov(UyrUyT4c) ={ (3:4)

Przypusémy, ze wartosci oczekiwane zmiennych prognozowanych sa zgodne z liniowym
trendem. Wtedy:

A
) E(Y,)=at +bAD?*(Y;)=0% ACov(Y,Y},)=0 (3.5)
t#h=l,...,n
Woweczas:
E(UlyT)=a, T:Z,..., n+1 (36)
E(UiT)zzcs2 +a? 3.7)

Zatem prognozy sg nicobciagzone tylko wtedy, gdy a=0.

Przedstawiany predyktor z powodzeniem byt stosowany do prognozowania kurséw
walut, akcji i innych zmiennych charakteryzujacych rynek papieréw wartoSciowych na co
wskazuje m.in.? Makridakis (1988 i 1989).

Drugi predyktor jest $rednig arytmetyczng z k-najSwiezszych obserwacji (por. np.
Ciedlak i in. (1993) lub Kohler i College (1988):

T-1

1
Yorpo(k )_E sz o T=ktl,.., n+l (3.8)

t
Woéweczas jesli sa spetnione zalozenia okre$lone wyrazeniem (2.5), to:

2

c
E(Vr(k) = D (Yo (k) == (3.9)
KT g, H-T|<k
COV(YTpZ (k)’ YHpZ (k)) = k2 (310)
0 dla [H-T|>k
Zatézmy, ze prognozujemy tylko na najblizszy z przysztych okreséw. Wtedy:
Uz'r(k) = YT - Ytpz(k) (311)
D*(U, (k) = (1 + 362 (3.12)

2 Wiadomos$¢ t¢ podajemy za Cieslak i in. (1993), gdzie prezentowano rdéwniez inne metody naiwnego
prognozowania.
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~SH-Tio? dha 0<[H-T|<k

Cov(U,r (k). Up (k) = (3.13)
0 dla  |H-T|>k
Gdy wartosci oczekiwane wykazuja trend liniowy (por. wyrazenie (2.6)), to:
k+1
E(Uzr(K))=2a —~ (3.14)

Zatem w przypadku wystgpowania trendu liniowego predyktor Yp,(k) jest obciazony.
Dodajmy, ze szczegolnym przypadkiem predyktora Yy, jest predyktor naiwny Yy
okreslony wzorem (3.1).
Z poréwnania obciazen obu predyktoréw wynika, ze predyktor naiwny Yy daje mniej
obciazone prognozy od predyktora Yy (k), k>2, w przypadku wystepowania liniowego trendu.
Niech Yp2 = [Yi+ 1p2... Yn + 102]- Wiedy ze wzoru (3.8) mamy:

Y,, = YG; (k) (3.15)
gdzie:
| g (k)
Gyl = - (3.16)

gn(k) (n—k+1l)xn
gt(k)z[ot,k JTo,.], t=k..n (3.17)

Wektor btedoéw predykeji definiowanych wzorem (3.11) oznaczamy przez U,=[Uy s1...Uzn +1]:

Uz=Ys.1 B (3.18)
gdzie:
Yna=[Y1..Yne =LY Ynid]

BZ = [O(n»k+1)xk| In—k+1] - [G(k) | 0(n-|<+1) xl] (319)

Przyjmujac zatozenia okreSlone wzorem (2.5) mamy nastgpujacy wektor wartosci
oczekiwanych btedow predykeji oraz ich macierz wariancji i kowariancji:

E(U,)=0, .= 0°ByB) (3.20)
Dodajmy, ze w pracach Cieslak i in. (1993), Levy'ego (1948) i Siedleckiej (1993)

przedstawiono uogolnienie prezentowanej tutaj procedury predykcji, ktdre jest nazywane
metoda wazonych $rednich ruchomych.
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3.2. Prognozowanie poprzez ekstrapolacje trendu liniowego

Analityczng metod¢ oceny liniowego trendu przedstawiono w podrozdziale 2.2.
Zwykly predyktor ocen wartosci cechy w okresach T=n+l,..n+m otrzymujemy poprzez
przyjecie we wzorze (2.16), ze t=T, a zatem:

Yrps = AT +B (3.21)

przy czym statystyki A i B okre$lajg wzory (2.13)—(2.15). Predyktor ten mozna rowniez zapisa¢
jako kombinacje¢ liniows:

2 n
=— T)Y 3.22
Tp3 n(n—l);cr( ) t ( )
gdzie:
3T
¢(M=—-Ct—n-D+2n-3t+1 (3.23)
n+1

Wariancje i kowariancje bledoéw predykcji Uz 1=Y1-Y 3 53 postaci®®:
12h(n +h —1)+2(n —1)(2n —1)

D*(Us;)=0?|1+ 3.24
(Uar) (0= Un(n+1) (329
przy czym: T+n+h, h=1,....m,
Cov(U3 U, k) _ 12hk +6(n —1)(h + k) +2(n —1)(2n — 1) 2 (3.25)
’ ’ (n—Dn(n+1)
przy czym: T=n+h; K=n+h; hk+1,...m; hzk.
Nastepny predyktor ma postac:
Ytp4:AT»l+BT—l: T:n+1,...,N+m (326)

przy czym statystyki Ar; i By otrzymujemy ze wzordw (2.13—(2.15) zastepujac w nich
wskaznik n przez T-1. Zapisany predyktor daje prognozy na nastepny okres w stosunku do
tego, z ktorego dysponujemy danymi. Parametry btedéw predykcji wyznaczone na podstawie
rezultatow otrzymanych przez Browna i in. (1975) sa postaci®*:

D2<U4T):(1+ 4n +4h 2 jczzloz
’ (m+h-)(n+h-2 (3.27)

COV(U4,T,U47K) = 0
przy czym T#K=n+1,...,n+m.

2% Por. np. Wywiat (1990).
Tamze.
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Trzeci predyktor daje prognoze na jeden okres w przyszitos¢ poprzez ekstrapolacje
trendu liniowego wyznaczanego metoda najmniejszych kwadratow na podstawie n
naj$wiezszych obserwacji:

YtpSZAn,T»1T+Bn,T-1; T:n+1,...,n+m (328)

gdzie statystyki A, 1.1 i By1.1 okre$laja wzory (2.60—(2.62) dla h=n+1, K=T-1 oraz m+n. Na
ich podstawie predyktor mozna zapisa¢ nastgpujaco:

2 n
Y15 = 3t—n -2)Y 3.29
Tps n(n—1) Z}( n ) T-t-2 ( )

Przyjmujac zalozZenia okreslone wyrazeniem (2.5) mamy®:

5 C@+Dm+2) 5 (. 2n+D))
D <U5’T>_—n(n—l) c _(1+—n(n_l))o (3.30)

- 2 — 2 — 2
2c(3c 9‘2‘”7“ 04D 524297 gla 0<[T-K <n
n“(n-1) n

Cov(Usr,Usy) = (3.31)

0 dla |T-k|>n

przy czym T#K=n+l,...,n+m, natomiast parametr c jest liczba tych samych zmiennych Y,
ktorych funkcjami s jednoczesnie Yrgs i Yips.

Wektor predyktoréw Y ps=[Yni1ps.... Ynimps] Wektora Yon=[Yqs1...Ynim] Wyznaczamy z
nastepujacego rOwnania:

Y,s = YG; (3.32)
gdzie:
81,5
5= 2 (3.33)
n(n-1)
gm,5
9is = [0i1 Np On.ia] (3.34)
N.=[1-n 4-n 7-n ..2n-8 2n-5 2n-2] (3.35)
Niech:
Bs=[Omxnl In]-Gs (3.36)

Wtedy wektor btedow predykcji Us=Y,-Y5 mozna zapisa¢ jako nastepujaca kombinacje
liniowa wektora Y

25 .
Tamze.
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Us = YBs (3.37)

W konsekwencji wektor wartosci oczekiwanych oznaczamy przez 8s=E(Us), natomiast ich
macierz wariancji i kowiariancji przy zatozeniu danym wzorem (2.5) ma postac:

»® - BIB,c? (3.38)

Zaktadajac, ze model szeregu czasowego jest zgodny z zatozeniami danymi wyrazeniem (2.6),
mozna wykazaé, ze wszystkie z analizowanych w niniejszym podrozdziale predyktoréw sa
nieobcigzone.

3.3. Metoda wyréwnywania wykladniczego

Prognoza stawiana prostg metodg wyréwnywania wyktadniczego ma postac¢ (por. np.
Cieslak i in. (1993) lub Siedlecka (1993)):

Yro6 = YAT—:L (0{) (3.39)

przy czym YT—1 (0{ ) jest oceng trendu otrzymang prosta metoda wyrownywania wyktadniczego,
ktérg okresla wzor (2.43) lub wzory (2.44), (2.46) i (2.47). Na podstawie tych wzorow
zapisujemy wektor predyktorow jako liniowa funkcje zmiennych Y=[Y;...Y1.m] W nastgpujacy
Sposob:

Y6 = YA (0)) (3.40)

przy czym macierz A(o.) okreslono wzorami (2.46)—(2.48).
Wektor btgdoéw predykeji Ug=Yn-Y ps mozna zapisa¢ nastgpujaco:

U, = YB{ (o) (3.41)
gdzie:
Be(0)=[0m x 1l m]-A(c) (3.42)

Wektor wartosci oczekiwanych oznaczamy przez 8=E(Y ), @ macierz wariancji i kowariancji
przez:

2 = Bg(o)B(o)o’ (3.43)

Gdy model szeregu czasowego wyjasnia wyrazenie (2.5), to stawiane opisang
procedura prognozy sa nieobciazone.

Opisana metoda predykcji jest uwazana za uproszczong w stosunku do metody Browna
(1959) 1 (1963), ktorej opis jest prezentowany m.in. przez Pawlowskiego (1973), (1982) i
Zadore (1970), (1973). Tutaj przedstawimy szczegdlng postaé tego predyktora opisang, m.in. w
pracach Pawlowskiego (1982) lub Zeliasia (1979). Ma on nastgpujaca postac:
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YTp7 =Yr, (a)+ (YT—l (a)—YT_2 (05)}] (3.44)
gdzie h jest tzw. wyprzedzeniem czasowym predykcji. Dalej przyjmujemy, ze h=1, czyli
stawiamy prognoze na najblizszy okres, a zatem:

A ~n

Yip7 = 2Yr (@)-Y; (@) (3.45)

Na podstawie wzorow (2.44)—2.47) i (3.40) zapisujemy wektor predyktorow Y,; jako
nastgpujaca funkcje wektora zmiennych Y=[Y1...Y 1.

Y,; =Y ,A, (3.46)

gdzie wektor Y, wyjasnia wzor (3.40) natomiast A, jest macierza o wymiarach (m-1)xm
postaci:

2 -1 0 0 0 O
0o 2 -1 0O 0 O
Ag = (347)
0 0 O 2 -1 0
.0 2 -1
Zatem: ) _
Y,; = YA, (o) (3.48)
gdzie:
Ao(a)=AA(c) (3.49)

przy czym Y,z ma wymiar (m-1)x1 natomiast Aq(ct) ma wymiary (m-1)x(m+1). Wektor bledow
predykcji U;=Y m1-Y 7 da sig zapisa¢ nastgpujaco:

U, = YB](a) (3.50)

gdzie:
B7(a):[0(m-1)x2 Im-l]'Ao((x) (3.51)

Wtedy macierz wariancji i kowariancji wektora btgdow predykcji ma postaé:
=) = B;(a)B] (a)o” (3.52)

Wektor wartosci oczekiwanych (czyli obcigzen predykceji) oznaczamy przez 8; = E(U-).

Opisana procedura wyznaczania prognoz zostata juz znacznie rozbudowana, poprzez
m.in. uwzglednienie przy wyznaczanych prognozach dotychczasowych obserwacji bitedow
predykcji. Naleza do nich m.in. metoda Holta i Wintersa, ktdrej opis mozna znalez¢ np. w pracy
Cieslak i in. (1993).
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3.4. Prognozowanie metoda wag harmonicznych

Hellwig (1967) zaproponowal metode tzw. wag harmonicznych® wyznaczania
prognoz na podstawie m.in. trendu pelzajacego, ktory tutaj opisano w podrozdziale piatym
drugiego rozdziatu. Korzystajac z wprowadzonego tam macierzowego zapisu wyznaczamy
wektor przyrostow trendu petzajacego W=[W, Ws...W,] nastepujaco:

w=YD"' (3.53)

przy czym wektor Y okreslaja wzory (2.69)—(2.77) natomiast D jest macierza o wymiarach
(n-1)xn postaci:

-1 1 00 .. 0 0
0 -1 1.0 .. 0 0
D=[0 0 -1 1 .. 0 0
00 0 0 .. -1 1

Oznaczmy wektor tzw. wag harmonicznych wzorem:

c(n) = [cz(n) cs(n)...ca(m)] (3.54)
gdzie:
1 &1
Cha(M)=——2 — (3.55)
n—-lign-i
przy czym h=1,...n-1. Teraz wazong sume¢ przyrostow okresla wzor:
W = c(n)W' (3.56)
W koncu prognoze na okres T-ty wyznacza rownanie:
Yops =Y, +(T-m)W (3.57)
lub
Yrps =Y, +(T —n)e(n)DY’ (3.58)
Na podstawie wzorow (2.71)—(2.74) mamy:
Y, =Yg' (3.59)
gdzie:
9=9an*0en (3.60)

2 Waszkiewicz (1976) analizuje tzw. uproszczona metod¢ wag harmonicznych.
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Z kolei ze wzorow (2.76)—(2.78) wynika:
Y, =YG!g" =gG, Y' (3.61)
Podobnie na podstawie wyrazen (2.71)—(2.78) uzyskujemy:
W =c¢(n)DHmM)YT = YH (m)D e (n) (3.62)
Zaktadajac, ze T=n+1 ze wzorow (3.61), (3.62) 1 (3.58) wynika:

Yrps = YP§ (3.63)

gdzie:
Py =gG, + c(n)DH(m) (3.64)

Mozna wykazaé, ze jesli szereg czasowy ma liniowy trend oraz sg spetnione zatozenia
dane wyrazeniem (2.6), to Yy daje nieobciazone oceny trendu w T-tym okresie, a jego
wariancja wynosi:

Dz(YTpS)ngPHGZ (3.65)

Modyfikacje opisanej metody prognozowania lub pokrewne do niej procedury
znajdziemy np. w pracach Bartosiewicza (1970 i 1975), Czerwinskiego i Guzika (1980) oraz
Waszkiewicz i Waszkiewicz (1971) lub Waszkiewicz (1976).

3.5. Test-predyktory

Dalej ograniczamy analiz¢ predyktorow do tych, ktore daja prognozy na jeden okres w
przyszto$¢é w stosunku do ostatniego okresu, z ktorego pochodza obserwowane dane. Ponadto,
dla ustalenia uwagi, analizujemy dalej tylko dwie metody wyznaczania prognoz, co nie
umniejsza otrzymywanych tutaj rezultatow, poniewaz mozna je przenie$¢ na inne procedury
konstrukcji prognoz. Pierwsza z analizowanych metod konstrukcji prognoz to procedura
wykorzystujaca $rednie ruchome, a drugi sposob wyznaczania prognoz polega na ekstrapolacji
liniowego trendu. Przyjmujemy jednak, ze liczba danych, na podstawie ktorych sa wyznaczane
prognozy moze by¢ zmienna. Gdy prognoza na okres T-ty jest stawiana poprzez ekstrapolacjg
trendu wyznaczanego na podstawie najswiezszych k danych, to predyktor ten wyznaczamy ze
wzordw (3.29) lub (3.32)—(3.35) przez zastgpienie liczebnosci danych n liczbg k. Wtedy:

Yips(K)=Ygr9(K|0); n<T<n+m (3.66)
gdzie:
2
gro(kl0) = m[oT—k—l Ny Opnginp k<n (3.67)

Z kolei $rednia ruchoma wyznaczang z k naj§wiezszych obserwacji oznaczamy przez:

Ya(K) = Yare(KiL);  n<T<n+m (3.68)
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gdzie:?’

1
gro(D = 0r iy I Oyinicia (369)

Wowczas wektor sktadajacy si¢ z predyktorow Y (K) lub Yis(K) 0znaczamy symbolem:

Yo =YGy (3.70)
gdzie:
Gy =[gre(km)],  T=n+l,..,n+m (3.71)

przy czym n=0, gdy uzyjemy predyktora Ys(K), natomiast n=1, jesli jest wykorzystywany
predyktor Yipy(K).
Wektor bledow predykcji Ug=Yn-Y pg mozna zapisa¢ nastepujaco:

UQ:YBQ (372)
gdzie:
Bo=[0mxn| 1n]-Ge (3.73)

Wektor wartosci oczekiwanych wektora btedow predykcji i jego macierz wariancji i
kowariancji sg postaci:

E(U) =8, = =BJlByc? (3.74)

Pozostaje problem sposobu podejmowania decyzji o wyborze predyktora, za ktdrego
pomocg ma by¢ obliczana prognoza na t-ty okres. W przypadku niestacjonarnego przebiegu
szeregu czasowego, gdy mamy do czynienia ze zmianami kierunku trendu mozna
zaproponowaé, by podejmowac decyzj¢ na podstawie obserwacji najswiezszego bledu
predykcji w okresie T-1.

Przypus¢my, ze prognozy obliczamy tylko poprzez ekstrapolacje oceny liniowego
trendu na najblizszy przyszty okres. Zatem uzywamy do tego celu predyktora Y o(K)=Y s, przy
czym dopuszczamy mozliwo§¢ zmiany rozmiaru k proby, na podstawie ktorej jest szacowany
trend. Przypusémy, ze dopuszczalny btad predykcji zostal ustalony na poziomie d. Niech
prognoza na okres T-ty bedzie stawiana za pomocg predyktora Yis(k). Wtedy jesli
zaobserwowany w T-tym okresie btad prognozy ug1<d, to prognozy na okres T+1 stawiamy na
podstawie predyktora Yr.1ps5(k+1), bedacego funkcja oceny trendu wyznaczanego na podstawie
k+1 najswiezszych danych. Prognoza na okres T-ty byla wyznaczona na podstawie k danych,
czyli o jedng mniej niz prognoza na kres T+1. Wzrost liczebno$ci danych powoduje spadek
wariancji ex-ante btedu predykcji, co wynika ze wzoru (3.30). Nalezaloby wiec zwickszac
liczebnos$¢ proby, na podstawie ktorej jest oceniany pozniej ekstrapolowany trend, poniewaz
nalezy si¢ spodziewac spadku wariancji predykeji ex-ante. Tego nalezy jednak oczekiwacé tylko
wtedy, gdy trend badanego zjawiska jest liniowy i nie zmienia w czasie kierunku. Gdy zmiany
kierunku trendu wystepujg, to wowczas prognozy beda obciazone, czyli 61=E(UsT1)#O0.

Wowczas takze wzrosnie blad sredniokwadratowy predykeji E(U 5T )2 =D? (U 5T ) + 62T .

Wtedy nalezy spodziewaé sig, iz prognoza moze by¢ niedopuszczalna, czyli ust>d. W tej

2 Por. wzory (3.15) — (3.17).
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sytuacji nalezy liczy¢ si¢ z ewentualng zmiang kierunku trendu. W tym przypadku prognoze na okres
T+1 mozna wyznaczy¢ w dwojaki sposob. Pierwszy jest radykalny i polega na wykorzystaniu
predyktora naiwnego Y.y, analizowanego na poczatku niniejszego rozdziatu. Drugi sposob
otrzymywania prognozy bedzie polegal na ekstrapolacji trendu wyznaczonego na podstawie
zmniejszanej liczby obserwacji. Mozna poming¢ jedna najstarsza obserwacje¢ z dotychczas
wykorzystanych do oceny trendu. Zatem wykorzystuje si¢ predyktor Y r.150(K-1)= Y141p5.

Mozna oczywiscie stosowac inny rzad redukcji danych. Trzeba przy tym jednak
pamigta¢, ze zmniejszenie liczebnoséci danych powoduje wzrost wariancji ex-ante predykcji,
natomiast wtedy predyktor Y yo(k) powinien w przyszltych okresach szybciej zaadaptowac si¢ do
zmiany kierunku trendu w tym sensie, ze w szybkim tempie winno si¢ zmniejszy¢ obcigzenie
predykcji zmiennej. Radykalne podejscie winno wige zapewni¢ duza gietkos¢ predyktora.
Nalezatoby wicc je zaleca¢ zwlaszcza wtedy, gdy zaobserwujemy znaczne przekroczenie btgdu
dopuszczalnego predykcji. Wowczas wydaje sie, ze jest to silny sygnal znaczacej zmiany
kierunku trendu. Wtedy aby predyktor Ye(k) szybko zaadaptowat si¢ do trendu, ktory bedzie
przebiegat w innym niz dotychczas kierunku, nalezy stawia¢ prognozy na najblizszy okres za
pomoca predyktora naiwnego badz Yri1p9(2), badZz Yriip9(3). Wowcezas gdy wyznaczona
prognoza na okres T+1 jest dopuszczalna, to dodajemy najswiezsza obserwacj¢ zmiennej
prognozowanej do zbioru danych jednocze$nie nie pomijajac najstarszej obserwacji z
dotychczasowego zbioru danych. W nastgpnych okresach powtarzamy opisana procedure
ustalania liczby k danych, na podstawie ktorych jest wyznaczany predyktor.

Przedstawiona tu procedura predykcji jest podobna do metody prognozowania na
podstawie tzw. liniowego trendu odcinkowego wprowadzonej przez Waszkiewicz (1976). W
tym przypadku liczbe obserwacji, na podstawie ktorej jest oceniany liniowy trend powieksza si¢
sukcesywnie do momentu zaobserwowania czterech kolejnych reszt trendu o tym samym
znaku®. Wowczas nastepna oceng trendu wyznacza si¢ na podstawie dwoch najéwiezszych
obserwacji szeregu czasowego, potem trzech obserwacji itd., az do momentu ewentualnego
pojawienia si¢ znow czterech reszt o tym samym znaku. Wtedy znéw prowadzi to do redukcji
danych, na podstawie ktorych wyznacza si¢ trend, a potem prognozy badanej zmienne;.

Zauwazmy, ze seria czterech kolejnych reszt trendu o tym samym znaku staje si¢
bardziej prawdopodobna wraz z wydluzaniem si¢ szeregu czasowego, na podstawie ktorego sa
oceniane parametry trendu liniowego. Dlatego nalezy znalez¢ regule ustalania ilosci kolejnych
reszt trendu o tym samym znaku, przy ktorej bedzie nalezato uznaé, ze te reszty nie uktadaja si¢
losowo, co moze $wiadczyé o zmianie kierunku przebiegu trendu. Do tego celu mozna
wykorzystaé test serii®. Wowczas przy zadanym poziomie ufnosci znajdujemy krytyczna
dtugo$¢ serii. Gdy zaobserwowana najdtuzsza liczba kolejnych reszt o tym samym znaku jest
wigksza od tej wartosci krytycznej, to nalezy uznal, ze ciag reszt nie jest losowy przy
wybranym poziomie istotnosci testu i wtedy nalezy zmniejszy¢ ilo$¢ kolejnych obserwacji
szeregu czasowego, na podstawie ktdrego jest szacowany trend. Z kolei jesli zaobserwowana
najdtuzsza liczba kolejnych reszt o tym samym znaku jest mniejsza od wartosci krytycznej
dtugosci serii znakow, to nie ma podstaw do uznania reszt jako ciagu niclosowego. Wowczas
nalezy wiaczy¢ najswiezsza obserwacje szeregu czasowego do danych, na podstawie ktérych
jest szacowany trend uzywany dalej do prognozowania.

Opisane sposoby sprawdzania dopuszczalno$ci otrzymanych prognoz mozna zastapic¢
testowaniem istotnosci odchylen od zera obserwowanych bledow prognoz lub innymi stowy

28 Por. artykut Zadory (1969).
20 Szczegdtowy opis tego testu oraz odpowiednie tablice znajdziemy np. w pracach Domanskiego (1979 i 1990).
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weryfikacji hipotezy gloszacej, Zze obcigzenie predykcji jest rowne zeru, co zapisujemy
nastepujaco:

Hq: 87 =0; H;:8:#0 (375)

Gdy przy przyjetym poziomie istotnosci nie bedzie podstaw do odrzucenia hipotezy Hy, tO
prognoz¢ na okres T+l obliczamy za pomocg predyktora Yr.ip(k+1). W przeciwnym
przypadku, gdy przy zalozonym poziomie istotno$ci odrzucimy hipotezy Hy na korzy$¢ Hy, to
nalezy zastanowi¢ si¢ nad problemem o ile zredukowaé liczbe danych k, aby stosowany
predyktor okazal si¢ w przysziosci dostatecznie gietkim. Podejmowanie decyzji o wyborze
predyktora, co w tym przypadku sprowadza si¢ do ustalenia wartosci parametru k, odbywa si¢
poprzez testowanie hipotezy Hy i dlatego wilasnie tak okreslony sposdb wyznaczania prognozy
bedziemy nazywali test-predyktorem®. Do tego typu metod predykcji nalezy rowniez zaliczyé
wyzej opisang procedur¢ wykorzystujaca test serii do ustalania liczby obserwacji szeregu, na
podstawie ktorego jest wyznaczany trend liniowy i prognozy.

Konstruowang teraz procedur¢ prognozowania mozna wzbogaci¢ poprzez
uwzglednienie predyktora Yip(k) bedacego $rednig ruchoma. Jest on w pewnym sensie
szczegoOlny do predyktora Y(k), poniewaz $rednia ta jest oceng wyrazu wolnego (statej)
liniowego trendu. Ten predyktor zaleca si¢ stosowaé woOwczas, gdy w przebiegu szeregu
czasowego wystepuja okresy stacjonarne w tym sensie, ze trend jest funkcjg stala. Aby
zidentyfikowac ten stan rzeczy, nalezatoby zbadac istotno$¢ odchylen od zera wspotczynnika
kierunkowego trendu wyznaczanego na podstawie v < k najswiezszych danych. Sformutowana
hipoteza sprawdzana i do niej alternatywna maja wiec postac:

Ho:a=0; H;:a=0 (3.76)

przy czym hipoteza H, ma obowiazywa¢ na odcinku czasu t=T-v,..,T; v<k. Podstawa
konstrukcji sprawdzianu testu bylaby wigc statystyka A, r, okreslona wzorami (2.61) i (3.28).
Przypusémy, ze hipoteza Hy przy ustalonym poziomie istotnosci nie zostata odrzucona dla v<v,,.
Wtedy mozna na okres T+1 stawia¢ prognoze¢ za pomoca S$redniej ruchomej Ypo(Vo), @ nie za
pomocg predyktora Yis(k). Trzeba jednak zaznaczy¢, ze dla matych v, nie tylko moc
stosowanego testu bedzie niska z racji wlasnie malej liczby danych, ale takze z tego samego
powodu wariancja predykcji bedzie duza. Chociaz z drugiej strony gdyby szereg czasowy
zachowalby si¢ w przysztosci stacjonarnie, to nie wystgpitoby obcigzenie predykc;ji.

Opisany test-predyktor mozna zastapi¢ innymi. Przyktadowo mozna rozwazy¢ metode
wag harmonicznych Hellwiga, ktorej podstawa bylby trend pelzajacy o zmiennym segmencie
wygtadzania®. Mozna takze wzia¢ pod uwage metode wyrownywania wyktadniczego. W tym
przypadku parametr wyrownywania wyktadniczego nalezatoby zwickszaé, gdy wystapitby
niedopuszczalny blad predykcji, a ewentualnie zmniejszaé, gdy szereg zachowywalby sie¢
dostatecznie dtugo stacjonarnie w sensie statosci trendu.

Zagadnienie sprawdzania dopuszczalno$ci prognoz mozna rozszerzy¢ poprzez
sprawdzanie nieobcigzono$ci ciggu prognoz otrzymanych dla kolejnych okresow
poprzedzajacych okres biezacy. Do tego celu mozna wykorzysta¢ odpowiednie testy
analizowane w nastepnym rozdziale.

0 por. pojecie test-predyktora wprowadzone w artykule Bankrofta (1975).
3 Trend ten opisano w pracach Hellwiga (1984) i Siedleckiej (1993).



4. WERYFIKACJA HIPOTEZ O NIEOBCIAZONOSCI
PREDYKCJI

4.1. Nieobciazonos¢ pojedynczej prognozy

Niech Yy bedzie predyktorem wartosci zmiennej losowej Yr. Predyktor ten jest
funkcjg wektora zmiennych losowych Y=[Y1...Yy], przy czym T>n. Btad predykcji oznaczamy

przez Ur=Y1-Yy, a jego parametry przez: dt=E(Ur) oraz G%T =D2(UT). Ponadto zakta-

damy, ze zmienne losowe Y i YT maja tacznie wielowymiarowy rozklad normalny i sa
niezalezne oraz Y~N(u;162), Y1~N(u;c?).

4.1.1. Testowanie na podstawie reszt modelu trendu

Przedmiotem rozwazan bedzie weryfikacja hipotezy o nieobcigzonosci predyktora Yy,
ktéra zapisujemy nastepujaco:

HoZ 8T=OZ H1 38T¢0 (4.1)

Niech Q jest formg kwadratowg wektora Yy = [Y1...Yn], h < T, ktéra ma centralny rozklad y? z
k stopniami swobody. Woéwczas sprawdzian testu okreslamy nastepujaco:

z, =91k (4.2)

CT\/a

gdzie parametr ¢t wynika z rownosci:
2 2 2 2
D*(Ur) =0y =c10

Statystyka Q bedzie konstruowana w trojaki sposob. Po pierwsze moze by¢ funkcja reszt oceny
trendu w okresach t=1,...,n<T. Oznaczajac te reszty wektorem e=[es...es] mamy:

Q(e)=eM e’ 4.3)

przy czym M- jest pseudo-odwrotnoscig macierzy M, ktora okresla wzor:
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M=Me=c"2E(e-E(e))(e-E(e))"
Jesli wektor reszt e i blad predykcji Ut sg niezalezne 2 oraz E(e)=0, to statystyka:

Zpo=—o1 _\k (4.4)

© Qo)

ma niecentralny rozktad Studenta z k stopniami swobody i parametrem niecentralno§ci Ae
okreslonym wzorem:

62
k=R(M¢), A} =5 (4.5)
cTo

przy czym R(M.) jest rzedem macierzy M. Rozklad statystyki Zre wyprowadza si¢
nastgpujaco: c}lUT ~ N(C}IST;GZ). Forma kwadratowa Q(e) jest niezalezna od Ut oraz ma

rozktad Xﬁ z k = R(M,) stopniami swobody, por. Rao (1962) lub Rao i Mitra (1971). Stad i ze

znanej definicji rozktadu Studenta wynika juz, ze Zte ma niecentralny rozktad Studenta z
parametrem niecentralnosci okreslonym w wyrazeniu (4.5).

Jesli hipoteza H, jest prawdziwa, to Zte ma centralny rozktad Studenta. Zatem istotnie
duze lub mate wartosci sprawdzianu Zt beda swiadczyty przeciwko hipotezie Ho gloszacej, ze
prognoza wyznaczona na T-ty okres jest nicobcigzona. Obszar krytyczny testu jest wigc
dwustronny.

Trzeba tu podkresli¢, Ze statystyke Zte mozna stosowac tylko wtedy, gdy zostat trafnie
dobrany trend, w tym sensie, ze spelniona jest rownos¢ E(e)=0.

W szczegolnosei, gdy prognozy sa obliczane poprzez ekstrapolacje¢ liniowego trendu
za pomoca predyktora Yis, okreslonego w podrozdziale 3.2, to blad predykcji Ust ma

niezalezny rozktad od reszt trendu liniowego € =[€,..., ], n<T, por. Rao (1982) lub Wywiat

(1982). Wtedy na podstawie wzoru (3.24) okreslona wzorem (4.4) statystyka przyjmuje
nastepujaca postac (por. Chow (1995), str. 87):

2, =—91_ 2 (46)
C \/ee'

gdzie:

L 120 +h 1) +2n D2 -

(n —Dn(n +1) (“.7)

c%:l

przy czym T = nth, h > 0, a reszty okreslaja wzory (2.18) i (2.19). Statystyka Zte ma
niecentralny rozktad Studenta z (n-2) stopniami swobody i parametrem niecentralnosci danym

wzorem (4.5), przy czym wystgpujacg w nim wielko$¢ C% okresla teraz wzor (4.7).

32 Warunki niezaleznogci formy liniowej i formy kwadratowej wektora losowego o rozktadzie normalnym podano
w Dodatku do niniejszej pracy.
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Trzeba podkresli¢, ze analizowany teraz sprawdzian ma rozktad Studenta, gdy w
okresach t=1,...,n rzeczywiscie trend jest liniowy.

W przypadku, gdy prognoza jest formutowana za pomocg $redniej ruchomej Yrp2(k)
okreslanej wzorem (3.8), to statystyka Zre przyjmuje postac:

U,
Zre =3 |oag (4.8)
gdzie:

" T-h _ h
- S, - )Z,YJZ
k— -1 15« k —h-

przy czym h>1 jest czasowym wyprzedzeniem predykcji. Zapisany teraz sprawdzian ma
niecentralny rozktad Studenta z (k-1) stopniami swobody i parametrem niecentralno$ci:

Ay =83672 (4.9)

k+1

Statystyke okre$lona wzorem (4.8) mozna stosowaé tylko wowczas, gdy w okresach

t=T-h-Kk,...,T-h trend szeregu czasowego jest staly. W przeciwnym przypadku statystyka &
miataby niecentralny rozklad y2, a co za tym idzie zmienna losowa Zre nie miataby rozktadu
Studenta.

W przypadku wielu predyktorow moze okaza¢ si¢, ze btad predykcji nie bedzie
niezalezny od reszt trendu, na podstawie ktorego byl on tworzony. Przypu$émy, ze laczny
rozktad wektora [Ur, €]~N(8; X), gdzie 8=[5, 0] ,

b
ch{l; : } (4.10)

ee

gdzie: c?6?=D?(Ur), b jest wektorem kowariancji bledu U z elementami wektora reszt e.
WprowadZmy nastepujaca transformacje (por. Rao (1982)):

Wy =U; —eZ_b' (4.11)

Wtedy: Wy ~N(8,;d%c?), gdzie:

d2 =67 °D*(W;)=c—bZ_b' (4.12)

Korzystajac z otrzymanych przez Rao (1962) oraz Rao i Mitre (1971) wlasnosci rozktadow
form kwadratowych wektora losowego o ewentualnie osobliwym rozktadzie normalnym
wnioskujemy, ze:

Q(e) = eZ e’ (4.13)
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ma niezalezny od Wt rozklad Xﬁ z k stopniami swobody pod warunkiem, ze E(e)=0, przy
czym K=R(Zee). Otrzymane rezultaty prowadza do nastgpujacego sprawdzianu:

Vp, = ~Wr K (4.14)

d, Qe

Gdy E(e)=0, to zmienna losowa V1 ma niecentralny rozktad Studenta z k stopniami swobody i
parametrem niecentralnosci:
62
Ay =T (4.15)
! o?d?

Przyktadowo zat6zmy, ze prognoza na T-ty okres jest stawiana opisang w rozdziale 3
metodg wag harmonicznych. Z kolei w okresach t=1,...n jest wyznaczany tzw. trend pelzajacy,
zaprezentowany w drugim rozdziale. Dla T=n+1 btad predykcji okresla wzor:

Ur=Y1- Y1ps (4.16)

gdzie: Yrpg okreslaja wzory (3.53)—(3.58). Z kolei wektor reszt trendu pelzajacego € i jego
macierz wariancji i kowiariancji wyjasniaja wzory (2.81)>—2.83). Blad predykcji na okres
T=n+1 ma postac:

U8,n+1 =Ynu— YP#T (4.17)
lub
U8,n+1 = Yn+lB;§[ (4.18)

gdzie:
Yoo = [Yn Yn+l]

Bs=[-Px 1] (4.19)

przy czym wektor Py okresla wzor (3.64). Ze wzorow (2.81), (2.83) wynika macierz wariancji i
kowariancji wektora [Ug,,; €], dana wzorem ogélnym (4.10), przy czym:

T.=M M} (4.20)
b=-M,P;} (4.21)
c=1+P,P; (4.22)

Rezultaty te pozwalaja juz nam wyznaczy¢ sprawdzian Vre okreslony wzorami (4.11)—(4.14).
Niech Yni1~N(u;6%ln+1), przy czym p=[ui...un+1], p=at+b dla t=1,...,n. Wowczas mozna na
podstawie  wilasnosci  trendu  pelzajacego  wykazaé, ze  wektor jego  reszt

€~ N(OH;GZM HME). Stad i z wczesniej opisanych wiasnosci statystyki Ve wynika, ze

bedzie ona miata niecentralny rozktad Studenta z parametrem niecentralnosci okreslonym przez
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wzory (4.15) i (4.12). Rozklad ten jest centralny, gdy bedzie prawdziwa hipoteza o
nieobcigzonosci prognoz w okresie T=n+1, a zatem istotnie duze®, co do modulu wartosci
sprawdzianu beda swiadczy¢ przeciwko tej hipotezie.

Drugi przyktad dotyczy problemu testowania hipotezy o nieobcigzonosci prognozy na
T-ty okres stawianej za pomoca predyktora Yrps, danego wzorem (3.39), bedacego
uproszczonym sposobem budowy prognoz na podstawie trendu otrzymanego metodg
wyréwnywania wyktadniczego. Przyjmijmy, ze T=n+1. Wtedy wariancja btedu predykcji:

Un+l,6:Yn+1'YnAn((l) (4.23)

ma postac:
D*(Uurg) = [1+ A, (@)A" (a)]0” = dio (4.24)

w

gdzie: An(a) wyjasnia wzor (2.48). Z kolei na podstawie wzordw (4.23) i (2.52), (2.53) mamy
nastepujacy wektor kowariancji btedu predykciji Uns16 | wektora reszt e(o):

Cov(e(a),U,,;)=b" =(I,_ + A(@)A, (o) (4.25)

przy czym wystepujace w powyzszym wyrazeniu wektory i macierze wyjasniaja odpowiednio
wzory (2.54), (2.47) 1 (2.48). Otrzymane wyniki pozwalaja juz wyznaczy¢ wszystkie
komponenty tworzace sprawdzian okre$lony wzorem (4.14). Mozna go wtedy uzy¢ do
testowania hipotezy gloszacej, ze predyktor Ys dal nieobcigzong prognoze szeregu czasowego
w okresie T=n+1.

Dotychczas analizowane testy byly konstruowane przy zalozeniu, ze wartosci
oczekiwane reszt trendu, na podstawie ktdérego wyznaczono prognozy, sg réwne  zeru.
Swiadczy to o trafnym wyborze postaci trendu, a przede wszystkim ma znaczenie techniczne,
bo zapewnia nam, to iz statystyki Q(e) tworzace mianownik sprawdzianow Zte lub V1 maja
centralny rozklad 2. Jak sobie jednak radzi¢ wowczas, gdy mamy uzasadnione podejrzenia, ze
nicktore wartosci oczekiwane trendu nie s3 réwne zero. Jesli bedzie to spowodowane tzw.
warto$ciami oddolnymi, to mozna te obserwacje usungé ze zbioru danych, na podstawie
ktorych jest oceniany trend.** Inny sposéb bedzie polegat na skréceniu szeregu czasowego do
ciggu najswiezszych danych, ktére winny odzwierciedla¢ najnowsza tendencje rozwojowq i
oczywiscie nie zawieraja wartosci oddalonych, czyli odbiegajacych istotnie od okreslonego
trendu. Wreszcie w wypadku podejrzenia, ze reszty nie majg zerowych wartosci oczekiwanych
mozna zaproponowac¢ wygtadzanie ich za pomocg jednej z metod nieparametrycznych. W tym
jednak przypadku nie wydaje sie to zbyt wlasciwe, bo przeciez mozna byto od razu wygtadzaé
szereg czasowy metoda nieparametryczng, a otrzymane ta droga reszty wykorzysta¢ do
konstrukeji statystyki tworzacej mianowniki opisanych wezesniej sprawdzianow.

Opisane tutaj metody testowania obcigzono$ci pojedynczych prognoz wydaja si¢ by¢
zwlaszcza przydatne przy stosowaniu test-predyktorow. Pozwolg one m.in. racjonalnie dobraé
liczbe najswiezszych danych, na podstawie ktorych sa wiasnie wyznaczane predyktory.

33 Rozumiemy przez to, ze przy ustalonym poziomie istotnosci warto$¢ sprawdzianu testu wpada do obszaru
krytycznego.
34 problem ten byt juz omawiany szerzej w podrozdziale 2.7.
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4.1.2. Testy wykorzystujace wczesniej obserwowane btedy predykeji

Przypusémy, ze dysponujemy obserwacjami ciggu bledéw predykcji Umia=[Um
Unim+1],  Um=[Un+1...Unsm]. Wektor ich wartos$ci oczekiwanych 8=E(Um+1)=[81...0m+1], @
macierz wariancji i kowariancji wektora Un ma postac:

P.. P.|
I o . 4.26
w =0 |:P1,m Py (420

Przypusémy, ze predyktor dajacy prognozy na okresy T=n+1,..., ntm+1 jest liniowa funkcja
obserwacji t=1,...,T-1. Wtedy wektor btedow predykcji Um+1 mozna zapisa¢ jako nastgpujaca
liniowg funkcje wektora Y=[Y1...Yn +m+1]:

Uns1= YBT (4.27)
gdzie:
bl
Bm

B{ }: @.28)

bm+1 bm+1
bt: [an+t.1 -1 Om-t +1] (4.29)
an+[:[an+t BN an+t-1,n+t.1] (430)

Zatem wektor warto$ci oczekiwanych bledow predykcji wynosi:
E(Um +1)=E(Y)B"=8m+1 (4.31)
a bloki okreslonej wzorem (4.26) macierzy wariancji i kowariancji sa postaci:
P, =B Bl P, =B,bl =b, . bl (4.32)
m,m mm> m,1 m Ym+1> P11 m+1Ym+1 :
Gdy wektor losowy Y ma sferyczny (n+tm+1) wymiarowy rozktad normalny czyli
Y~N(;6%1nm+1), 10 Un~N(8;Zuu).

Przedmiotem dalszej analizy jest weryfikacja hipotezy okre$lonej wzorem (4.1) dla
T=m+1. Sprawdzian testu konstruujemy w nastepujacy sposob:

XT
Vp=—=2Lt Lk (4.33)
", o(uy,)

gdzie:

Xr=Ur _UmPr;lum,l (4.34)
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1 ,
d,z( =G—2D2(XT):P11 -P PP, (4.35)

QU,)=U,P. Uy (4.36)

przy czym k=R(Pmm) natomiast P_ . jest pseudoodwrotno$cig macierzy Pmm. W szczegdlnoscei,
jeslik=m, to P, =Pl .
Podobnie, jak w uprzednim punkcie, mozna wykaza¢, ze jesli Umn+1~N(8, Zuu) | 8=[01xn

dm+1], to sprawdzian Vr ma rozktad Studenta z k stopniami swobody i parametrem
niecentralnos$ci:

1 8.

Zm+l (4.37)
o’ d?

2 _
T =

Gdy dodatkowo zatozymy, ze okreslona wzorem (4.1) hipoteza H, jest prawdziwa, to Vr ma
centralny rozktad Studenta z k-stopniami swobody. Zatem istotnie duze co do modutu warto$ci
sprawdzianu Vt $wiadcza przeciwko hipotezie Ho, a na korzys¢ Hi.

W szczego6lnosci, gdy blad Ur, gdzie T=n+m+l1, jest niezalezny od formy
kwadratowej® Q(Unm), to statystyke testowa VT mozna zastgpié nastepujaca:

\ Y K (4.38)
drQ(U,)
gdzie:
dt =py (4.39)

Woéwcezas V1y ma rozktad Studenta z parametrem niecentralnos$ci:

m+n+l (440)

Obie wyzej analizowane statystyki mozna uzy¢ do testowania hipotezy o
nieobcigzonosci predykcji na T-ty okres, gdy E(Um)=0, co oznacza, ze wyznaczone prognozy w
m okresach poprzedzajacych T-ty okres byly nieobcigzone. Nie zawsze tak musi byé. W
zwigzku z tym mozna ograniczy¢ liczbg okreséw do tych, w ktérych otrzymano nieobciazone
prognozy.

Drugie wyjscie polega na wygtadzeniu szeregu btedow predykcji tworzacych wektor
Um. Mozna to uczyni¢, za pomocg tzw. regresji nieparapetrycznej®®. Ten sposob wygtadzania
moze by¢ liniowg funkcja niezaleznych zmiennych tworzacych wyjsciowy szereg i na dodatek
majacych ten sam poziom wariancji. Bynajmniej macierz bledow predykcji ¥y nie spetnia

35 Warunki niezaleznosci form liniowych i kwadratowych wektora losowego podano w Dodatku do niniejszej
pracy.

36 Mozna réwniez probowaé uzy¢ do tego celu $rednich ruchomych wygtadzania wyktadniczego, czy trendu
pelzajacego.
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tych warunkéw. Dlatego nalezy najpierw znalez¢é takie przeksztatcanie liniowe, ktore
przeprowadzi wektor btedow predykeji Un W wektor G=[G;...G] sktadajacy si¢ z niezaleznych
zmiennych losowych, przy czym Gi~(ni;o?). Przeksztalcenie takie istnieje (por. np. Rao (1982)
lub Rao i Mitra (1971)), a okre$la go wyrazenie:

G=UnF" (4.41)
przy czym:
F=DICT (4.42)

Macierz C o wymiarach mxk sktada si¢ z kolumn bgdacych wektorami wtasnymi macierzy Pmm
odpowiadajgcymi jej kolejnym wartosciom wlasnym Ag,...,Ak, bo pozostate Ai=0 dla i=k+1,...,m.
Z kolei D jest macierza diagonalng stopnia k z elementami diagonalnymi réwnymi kolejnym
warto$ciom wiasnym Ai. i=1,...,K.

Niech G = [@1 @k] bedzie wygtadzeniem otrzymanym metodg nieparametrycznej
regresji wektora G. W szczeg6lnosci jedna z najprostszych wersji tej procedury opisuje
roOwnanie liniowe postaci:

G=¢A" (4.43)

gdzie elementy macierzy A=[ajj] wyjasnia wzor (2.85). Reszty powstate ta droga wygtadzania
oznaczamy nastgpujacymi symbolami:

e =6-G (4.44)

-~

€s

G, —A") (4.45)
Przyjmijmy, ze E(€;) =0 wtedy macierz wariancji i kowariancji ma postac:
Zog =~ AT —AT) (4.46)

Rezultaty te pozwalajg sprawdzian Vr, dany wzorem (4.33), zastapi¢ nastepujacym:

X
Vig = — 22—k (4.47)
d xV Q($G )
gdzie Xr i dx okreslaja odpowiednio wzory (4.34) i (4.35), natomiast:
Q(€c) = ecZecer (4.48)

Forma kwadratowa @(&:) ma, przy utrzymaniu wezesniejszych zatozen o rozkladzie wektora

Y, rozklad Xlz( z k stopniami swobody. Zatem V1¢ ma rozklad Studenta z k stopniami

swobody i parametrem niecentralnos$ci okreslonym wzorami (4.35) i (4.37).

Wektor btedow predykcji Um, na podstawie ktorego jest weryfikowana hipoteza o
nieobcigzono$ci predykcji w okresie T-tym moze sklada¢ si¢ z bledow uznanych za
dopuszczalne. Kryteria dopuszczalnosci sa réznie konstruowane lecz najczgéciej uznaje si¢
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prognoze za dopuszczalng, gdy nie przekracza ustalonego poziomu modul obserwacji
wzglednego btedu predykcji okreslanego wzorem:

U
h, :Y—t, t>n (4.49)

Wtedy mozna juz uwazac¢, ze w tym okresie predykcja byta wystarczajaco doktadana.
Z drugiej strony wektor U, mozna tworzy¢ sukcesywnie dotgczajac do niego te bledy
predykcji, dla ktorych hipoteza o zerowosci ich nadziei matematycznej nie zostata odrzucona.
Uogdlnieniami zaprezentowanych w niniejszym podrozdziale metod na weryfikacje
hipotezy o nicobcigzonosci prognoz w kolejnych okresach czasu zajmiemy ci¢ w nastgpnym
podrozdziale.

4.2. Weryfikacja hipotezy o nieobciazonosci ciggu prognoz

Rozwijamy tu analizowany w podrozdziale 4.1 problem weryfikacji hipotezy o
nieobcigzonosci na ustalony okres. Tutaj hipoteza sprawdzana glosi, ze prognozy wyznaczane
na kolejne kilka okresow sa nieobcigzone. Niech 8=[81...0m]=E(U). Wtedy sformutowane
hipotezy zapisujemy wyrazeniem:

Ho:6=0; Hi:8+0 (4.50)

Do weryfikacji tych hipotez uzyjemy przede wszystkim wspoétczynnika janusowego i jego
modyfikacji, ktére opisano w pierwszym rozdziale.

Dodajmy, ze prezentowane dalej testy sa rowniez wazne dla przypadku, gdy jest
weryfikowana nieobcigzono$¢ pojedynczej prognozy. W tym jednak przypadku sprawdzania
nieobcigzonoéci pojedynczej prognozy jest lepiej stosowaé testy wykorzystujace statystyke
Studenta opisang w poprzednim rozdziale, bo umozliwia to formulowanie na rézne sposoby
hipotez alternatywnych.

4.2.1. Testowanie za pomocg wspotczynnika janusowego i jego modyfikacji

Zatézmy, ze dane o szeregu czasowym rozdzielajg si¢ na dwa spojne podzbiory. W
pierwszym z nich obserwujemy wartosci zmiennych Yi,..Yn, na podstawie ktérych jest
wyodrebniany trend. Obserwacje te wraz z obserwacjami zmiennych losowych Yn+1...Ynem
stuzg do wyznaczania prognoz wartosci Yt dla T=n+1,...,n+m. Zaktadamy, ze szacowany trend
dla okreséw t=1,...,n zostal trafnie wybrany w tym sensie, ze wektor wartosci oczekiwanych
jego reszt jest wektorem zerowym. Wowcezas hipotez¢ Ho okreslong wzorem (4.50) mozemy
weryfikowa¢ za pomoca trzech sprawdzianéw. Pierwszy sprawdzian jest ilorazem wariancji
predykcji ex-post przez wariancj¢ resztowa, a okreslaja go wzory (1.57)—(1.62). Zatem w tym
przypadku statystyka jest wspotczynnikiem janusowym okreslonym zgodnie z jego pierwotng
definicja. Istotnie duze warto$ci tego wspotczynnika beda §wiadczyty przeciwko hipotezie Ho.
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Wtedy bowiem nalezy spodziewaé si¢ wystgpowania prognoz obcigzonych. Wystepuja tu
jednak powazne trudno$ci ze znalezieniem wartos$ci krytycznych sprawdzianu przy ustalonym
poziomie istotno$ci. Zwigzane to jest przede wszystkim z tym, iz nalezy zwykle spodziewac si¢
zaleznosci lacznego rozktadu obu statystyk tworzacych licznik i mianownik sprawdzianu.
Ponadto, gdyby nawet byly one niezalezne, to bynajmniej nie nalezy spodziewac sie¢, ze
zwlaszcza statystyka tworzaca licznik sprawdzianu bedzie miata rozktad %2 co ulatwiloby
znacznie dalsze wnioskowanie.

Zalozmy, ze Y~N(u;6%ln+m). Oznacza to, ze wektor Y ma sferyczny n+m wymiarowy
rozktad normalny. Wtedy ze wzorow (1.60) i (1.61) wynika ze: parametry rozktadu tacznego
wektorow reszt e i bledow predykeji U sg postaci: [e U]~N(us;Zs), gdzie ps=[01xn 8u], bo
zatozylismy, ze E(€)=01xn

p > T T
Z$ — ce cu — ? ? A Tlm (4.51)
T X B KA BB
gdzie:
K:[In Onxm] (452)

Wynik ten oraz wyrazenie (1.71) umozliwia skorzystanie z procedur opisanych w podrozdzia-
fach 4 i 5 Dodatku, ktore umozliwiaja obliczenie wartosci dystrybuanty sprawdzianu testu przy
zatozeniu, ze jest prawdziwa hipoteza sprawdzana Ho. To pozwoli juz nam obliczy¢ tzw.
obserwowany poziom istotnosci, czyli prawdopodobienstwo tego, ze sprawdzian przyjmie
warto$¢ wigksza od jego zaobserwowanej realizacji przy prawdziwos$ci hipotezy Ho. Z kolei to
umozliwi nam podjecie decyzji o odrzuceniu, badz nieodrzuceniu hipotezy sprawdzanej bez
wyznaczania warto$ci krytycznej testu, co w tym przypadku byloby rzecza uciazliwa, z racji
tego, ze byloby trudno skonstruowaé¢ odpowiednie tablice obejmujace wszystkie przypadki
charakteryzujace wyj$ciowy rozktad wektora [e U].

Rozktad sprawdzianu testu, danego wzorami (1.96)—(1.98) jest, przynajmniej z
formalnego punktu widzenia, prostszy. Ma on bowiem rozktad taki jak iloraz dwoch zaleznych
zmiennych losowych, z ktérych ta znajdujgca sie w liczniku ma niecentralny rozktad 2,
natomiast statystyka tworzgca mianownik tego ilorazu bedzie miata centralny rozktad 2.
Liczba stopni swobody tych rozkladéw zalezy od rzedu macierzy form kwadratowych
tworzacych licznik i mianownik statystyki testowej. W przypadku, gdy jest prawdziwa hipoteza
0 nieobcigzono$ci ciggu postawionych prognoz, to statystyka tworzaca licznik sprawdzianu
testu bedzie miata centralny rozklad x2 Zatem, podobnie jak uprzednio duze wartosci
sprawdzianu §wiadcza przeciwko hipotezie o nieobcigzonosci ciggu postawionych prognoz.
Ocen¢ wartosci dystrybuanty sprawdzianu przy zatozeniu, ze hipoteza sprawdzana o
nieobcigzono$ci prognoz jest prawdziwa, otrzymujemy wykorzystujac wzory (1.103) i (1.104)
oraz odpowiednio procedury opisane w Dodatku do niniejszej pracy.

Mozna spodziewaé si¢, ze predyktory bedace np. funkcja trendu beda dawaly
prognozy, ktorych btedy beda miaty rozktad niezalezny od reszt trendu. Wowczas rozwazany
sprawdzian J. bedzie miat znany rozktad Snedecora-Fishera. Tablice z kwantylami tego
rozktadu sg, jak wiadomo, ogolnie dostgpne. W szczegdlnosci je§li prognozy bylyby
wyznaczone za pomoca predyktora okreslonego wzorem (3.26), to ich bledy bedg niezalezne
od reszt bazowego liniowego trendu. Wtedy sprawdzian J« upraszcza si¢ do postaci (por.
Wywiat 1982):
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m 2 Zdh_ZUj,l'H-h
J,=—2=°o 2 (4.53)

* AAT

m ee

gdzie € jest wektorem reszt okreslonym wzorami (2.18) i (2.19), a przez dﬁ 0znaczono

wariancj¢ ex-ante btedu predykcji Uan+n, ktora okresla wyrazenie (3.27). Statystyka ta przy
wprowadzonych wczesniej zalozeniach ma niecentralny rozktad Snedecora-Fishera z
parametrem niecentralnosci:

AYED W
h=1

Zatem, istotnie duze wartosci sprawdzianu J« $wiadczg przeciwko hipotezie o nieobcigzonosci
prognoz otrzymanych za pomoca predyktora Ypa.

W koncu wydaje sig, ze najwygodniejszym do uzywania w praktyce jest sprawdzian
okreslony wzorem (1.114). Charakteryzuje si¢ on tym, ze ma niecentralny rozktad Snedecora-
Fishera nawet wtedy, gdy rozklad bledow predykcji jest zalezny od wektora reszt. W
przypadku, gdy jest prawdziwa hipoteza o nieobcigzonos$ci ciaggu analizowanych prognoz, to
sprawdzian ma rozktad centralny Snedecora-Fishera, ktorego warto$ci krytyczne, jak wiadomo,
sg stablicowane.

Metoda predykcji szeregu czasowego nie koniecznie musi by¢ ,,spokrewniona” z
procedurg wyodrgbniania trendu. Przykladowo moze byé wyznaczony trend petzajacy, a
prognozy stawiane metoda test-predyktora. W tym przypadku rozmiary poszczegoélnych
btedow predykcji beda zaleze¢ od sposobu zachowania si¢ statystyka przy napotkaniu w
danych na punkt zwrotny szeregu czasowego, w ktorym moze wystapi¢ znaczny biad
predykcji. Moze on uznaé istotno$¢ roznicy od zera biedu predykcji za silny sygnat
wystgpowania punktu zwrotnego trendu, a zwlaszcza wtedy, gdy obserwowany poziom
istotnosci stosowanego testu jest bardzo niski. Wowczas mozna zadecydowaé by prognoze na
nastepny okres oblicza¢ na poziomie warto$ci aktualnie obserwowanej zmiennej. Jest to skrajna
decyzja, bo by¢ moze nalezatoby jednak prognoz¢ wyznacza¢ poprzez ekstrapolacje liniowego
trendu wyznaczanego na podstawie dwodch, badz trzech najswiezszych obserwacji. Mozna
rowniez ekstrapolowa¢ trend wyznaczony na podstawie danych, sposrod ktorych
wyeliminowano nietypowe dane (te, ktorym odpowiadaja nieproporcjonalnie duze reszty). Z
drugiej strony, gdy istotnos¢ odchylenia od zera btgdu predykcji nie jest duza w tym sensie, ze
obserwowany poziom istotno$ci nie jest zbyt niski, to nalezaloby uzna¢ wystgpowanie
obciazenia predykcji za przypadkowe lub za sygnal wystgpowania tagodnej zmiany kierunku
trendu. W tym przypadku wystarczytoby przy budowaniu prognozy poprzez ekstrapolacje
liniowego trendu wyznaczy¢ ja na podstawie oceny trendu obliczanej z najSwiezszych danych
lecz w liczbie pomniejszanej o jedng i to t¢ obserwacj¢ najstarszej zmiennej (w stosunku do
okresu biezacego). W tym jednak przypadku nie mozemy wykluczy¢, ze trafniejsza prognoze
otrzymaliby$my przy skroceniu ciggu danych o dwie lub trzy najstarsze obserwacje zmiennej.

Mamy wiec dwie skrajnie rézne strategie test-predyktora. Pierwsza polegataby na
skracaniu do jednej obserwacji danych, na podstawie ktorych wyznacza si¢ prognoze w
przypadku napotkania istotnie roznego od zera btedu predykcji. Druga skrajna strategia polega
na wyznaczaniu ekstrapolowanego trendu z danych skroconych o tylko jedna najstarsza
obserwacje¢ cechy. W praktyce nalezaloby zaleca¢ posrednig strategi¢ konstruowang we
wczesniej opisany sposob.
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Pojedyncze btedy predykcji moga nieistotnie r6znic si¢ od zera, natomiast ich podciagi
moga nies¢ warto$ci umiarkowanie duze i tego samego znaku. Wowczas nalezatoby to uznaé
za sygnal wystepowania punktu zwrotnego. Aby sprawdzi¢ istotno$¢ odchylen od zera takich
podciggdéw bledow predykcji mozna uzy¢ jednej z wersji wspotczynnika janusowego.

4.2.2. Tloraz form kwadratowych btedow predykcji i reszt funkcji wygladzajacej btedy
predykcji

Azzalini i Bowman (1993) zaproponowali test hipotezy o liniowosci funkcji regresji z
jedna zmienna niezalezng. Szkic jego budowy przedstawiono w podrozdziale 2.7. Idea tej
procedury jest tutaj podstawa konstrukcji testu dla hipotezy gloszacej, ze uzywany predyktor
daje ciag nieobcigzonych prognoz. Tak okreslona hipoteza jest rownowazna hipotezie
gloszacej, ze warto§¢ oczekiwana wektora bledow predykceji w kolejnych okresach czasu jest
rowna wektorowi zerowemu i okresla ja wzor (4.50). Zatem predyktor w badanych okresach
czasu jest nieobcigzony. W celu zweryfikowania postawionej hipotezy wyznacza si¢
nieparametryczng funkcje regresji bledow predykcji jako funkcje numerdéw okresow
prognozowanych. Jest to wigc nieparametryczny trend bledoéw predykcji. Naturalnie, wtedy
sprawdzian testu nalezy zbudowac¢ jako iloraz sumy kwadratow bledow predykcji przez sume
kwadratow reszt nieparametrycznego trendu tych btedéw. Dodajmy, ze zamiast nieparame-
trycznej regresji mozna uzy¢ innej metody wygtadzania btedow predykcji. Naleza do nich
metody opisane w drugim rozdziale niniejszej pracy. Wsrdd nich na uwage zastugiwalyby
$rednie ruchome, trend petzajacy czy metoda wyréwnywania wyktadniczego.

Niech Yq,....Y, Yii10 Yem bedzie ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o

rozktadzie normalnym Y~N(p,,6). Prognozujemy wartosci zmiennych Y, dla T=n+1,...,n+m.

Predyktor oznaczamy przez Y1 i zaktadamy, ze jest on liniowa funkcjg ciggu zmiennych
Y=YM (4.54)

przy czym Y=[Y im1-- YY1l , @ macierz M ma wymiary mx(n+m-1). Bledy predykcji
oznaczamy przez:

Ur=Yy-Yq T=n+l..n+m (4.55)
Bledy te tworzg wektor: U=[U,,1...U ], ktory jest nastepujacg funkcja wektora Y:
U=yw" (4.56)
gdzie:
W=S-M, S=[l, Omx(n_l)] (4.57)

przy czym |, jest macierza jednostkowa stopnia m, natomiast Omx(n_l) jest macierzg zerowg o
wymiarach mx(n-1). Wtedy U~N(3,%,), poniewaz U jest liniowa funkcja wektora zmiennych
Y, ktore tacznie majg rozktad normalny. Ponadto ze wzoru (4.56) wynika, ze:
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3, =c2wwT (4.58)

Predyktor YT,p jest nieobciazony w okresach T=n+1,...,n+m, gdy 8=0, co jest przedmiotem
analizowanej hipotezy sprawdzanej H, okreslonej wzorem (4.50).
Niech X, bedzie macierza dodatnio okreslong. Wtedy istnieje taka macierz Z, ze

ZTz= pI I Wowczas:
X=UZT (4.59)

ma rozktad normalny N(y; czlm), gdzie:
y=98Z" (4.60)

Wektor X reprezentuje niezalezne zmienne losowe otrzymane w wyniku liniowego
przeksztalcenia btedow predykc;ji.

Sktadowe wektora & mozna traktowa¢ jako wartosci oczekiwane funkcji regresji
bledéw predykeji wzgledem okresow prognozowanych, czyli d4=f(T)+eq, gdzie ep jest
sktadnikiem losowym. Do estymacji wartosci funkcji f(T) mozna uzy¢ nieparametrycznych
metod. Jedna z nich jest juz wczesniej uzywany kernelowski estymator, ktory w tym przypadku
ma postac:

Onti = Z?‘n:l Un+ja; (4.61)
gdzie:
__gli=j/h} (4.62)
2.g{i-j)/h}

=

ij

Przez h>0 oznaczono tzw. parametr wygtadzania, a przez g{.} funkcje gestosci standardowego
rozktadu normalnego. Niech & = [6,51 ... 6psm] Oraz A=[a;]. Wtedy:

8 = UAT (4.63)
Wektor reszt nieparametrycznej funkcji regresji okresla nastgpujacy wzor:
e=U-34 (4.64)

lub
e=UBT (4.65)

gdzie:
B=1,A (4.66)
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przy czym I, jest macierza jednostkowa stopnia m. Rzad macierzy B wynosi®’: R(B)<

m-R(A)<m.
Poniewaz wektor € jest liniowa funkcja wektora U~N($,Z,), to e~N(A,Z,), gdzie:
A= 8BT (4.67)
3, =Bz BT (4.68)

Macierz wariancji i kowariancji Zg jest rzgdu® R(Zg)=R(B)<m. Zatem wektor e ma osobliwy

rozktad normalny. Sktadowymi wektora SAT sg wartoéci oczekiwane nieparametrycznej funkcji
regresji wyjasniajacej zmiany bledow predykcji. Przyjmujemy, ze 8A=8, cO na podstawie
wzorow (4.67) i (4.69) prowadzi do réwnosci A= 0.

Do weryfikacji hipotezy Hy: 8=0 uzyjemy nastgpujacego sprawdzianu:

uu’
lub
T
R, = UUCUUT (4.70)
gdzie:
C=BB" (4.71)

Istotnie duze warto$ci sprawdzianu R §wiadcza przeciwko hipotezie Hy,.

Rozktad prawdopodobienstwa statystyki R nalezy do klasy ilorazu dwdch zaleznych
form kwadratowych wektoréw losowych o rozktadzie normalnym. Dystrybuanty rozkladu
zmiennej R mozna obliczy¢ na podstawie nastgpujacych transformac;ji:

T
F,(r)=P(R, <T) =P[ L . <rJ =P(U(1m U’ <0)
ucu

Zatem:
F(=P(Q4(r)<0) (4.72)
gdzie:
Q,(N=UG(NU’ (4.73)
G(r)=I-rC (4.74)

Stad i ze wzordw (4.56) i (4.57) wynika, ze dang wzorem (4.70) statystyke¢ mozna
zapisa¢ nastepujaco:

37 por. np. Rao (1982), s. 48.
38 Tamze.
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YwwTyT
Rj=—r (4.75)
YWCW'Y
Wtedy okreslona wzorem (4.73) forma kwadratowa przyjmuje postaé
QuN=YLOYT (4.76)
gdzie:
L(r) = WG(r)WT (4.77)

Prawdopodobienstwo F;(r)=P(Q;(r)<0) Azzalini i Bowman (1993) obliczajag w przy-
blizeniu poprzez aproksymacje rozktadu statystyki Q(r) krzywymi Pearsona. Szczegoty

sposobu przyblizonego obliczania warto$ci dystrybuanty tego rozkladu znajdziemy w
podrozdziatach 4 i 5 Dodatku do niniejszej pracy.

Transformacja (4.59) prowadzi do wyznaczenia niezaleznych btedéow predykeji
reprezentowanych wektorem X~N(y;02|m). Kernelowski estymator wektora y ma postac:

?nﬂ' = E?lan+j'aij' ,i:1,...,m (478)
gdzie: ajj sa wyjasniane przez wzor (4.62). Zatem jezeli ¥ = [Py+1 - Po+p], tO:

y = xAT (4.79)

Wektor reszt ma wigc postac:
£ =XB' (4.80)
gdzie B okresla wzor (4.66). Wtedy wektor btedow §~N(a);2§), gdzie:
o=yBT (4.81)
Z§=GZC (4.82)

gdzie macierz C okresla wzor (4.71).
Hipoteza sprawdzana jest formulowana wyrazeniem: H{: ®=0, a hipoteza

alternatywna: H/ : 0=0. Do weryfikacji hipotezy H{ uzyjemy nastgpujacej statystyki:

XXT
P T

(4.83)

lub
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xx"'
R, = = (4.84)
XCX
lub
vz 'uT
R,=—-% (4.85)
uzcz'u"

Rozktad sprawdzianu R, jest wyznaczany podobnie jak rozktad statystyki Rq, danej
wzorem (4.69). Dystrybuante statystyki R, zapisujemy nastepujaco:

F,(r) = P(Q,(r)<0) (4.86)
gdzie:
Q,(r) =XG(n)X" (4.87)

przy czym G(r) okresla wzor (4.74).
Nalezy oczekiwac, ze analizowane tu testy beda réznily si¢ moca.

4.2.3. Modyfikacja statystyki Bartletta

Celem analizy jest w dalszym ciggu weryfikacja hipotezy Ho okreslonej wzorem
(4.50), a gloszacej, ze warto$ci oczekiwane sktadowych wektora btedéw predykeji U=[U1...Un]
sa rowne zeru. Do tego celu uzyjemy nastgpujacej procedury opisanej przez Wywiata (1982).
Niech U~N(8y; Zu), przy czym detZ>0, wtedy korzystajac z przeksztalcenia, danego wzorem
(4.59), otrzymujemy wektor X~N(y;c%lm), gdzie y okresla wzor (4.60). Z racji tego, ze macierz
Z, wystepujaca we wzorze (4.59), jest nieosobliwa, to y=0 wtedy i tylko wtedy, gdy 8u=0, co
wynika z réownania (4.60). Wowczas hipotezy okreslone wzorem (4.50) mozna zastgpic
hipotezami postaci:
Hy:y=0; H{:y=0 (4.88)

Do testowania sformutowanej hipotezy wykorzystujemy nastepujacy sprawdzian:

G, = ——iln(\/vf) (4.89)
gdzie:
> X, (4.90)

. - 1
Mozna wykazaé, ze Gm osiaga minimalng warto$¢, gdy Z; = — dla kazdego t=1,...m.
m

Zatem duze wartosci sprawdzianu Gpn $§wiadcza przeciwko hipotezie H0 Obszar krytyczny
testu jest wiec prawostronny. Wywiat (1988) wykazal, ze standardowa posta¢ statystyki Gm ma
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przy prawdziwosci hipotezy Ho i przy m — oo rozklad normalny standaryzowany. Zbieznos¢ jej
rozktadu do rozktadu normalnego nie jest szybka. Dlatego tez sugeruje si¢ aby rozklad tej
statystyki, a wlasciwie potrzebne jej kwantyle, wyznacza¢ w sposob przyblizony. Pierwszy
sposob polega na wykorzystaniu do tego celu znanych krzywych Pearsona. W tym celu oblicza
si¢ wspotczynniki skosnosci i kurtozy, ktére odpowiednio okreslajag wzory postaci:

VB(Gm) V4(Gm)
_ , = Yaldm) 4.91
P D*(G,,) P D*(G,,) (49D

przy czym momenty statystyki Gn sa takie same jak momenty statystyki Z@, a okreslono je
wzorami (2.105)—(2.116). Para wartosci tych wspotczynnikow pozwala juz wyznaczy¢
potrzeby kwantyl rozktadu krzywej Pearsona na podstawie specjalnie do tego celu utworzonych
tablic, ktore zamieszczono, m.in. w pracach Pearsona i Hartley'a (1972) lub Zielinskiego
(1972).

Kwantyle statystyki Gm mozna réwniez wyznaczy¢ na podstawie tzw. rozwinigcia
Cornish-Fishera, ktorego opis zapozyczamy z pracy Kendalla i Stuarta (1966), s. 229—233. W
naszym przypadku ma ono postaé:

1 ) 1 1
x=C+— =1)+—(B, -3)\E-3)C——(20-5 4.92
G B (€7 1)+ 5 (B2 3)(e -3 -5 (26 -5k (4.92)
gdzie:
— gm — E(G m)
D(G )
natomiast & ~ N(0, 1). Wowczas potrzebny kwantyl rzedu o zmiennej Gn wyznaczamy ze
wzoru (4.92), w ktorym w miejsce & wstawiamy kwantyl tego rzedu zmiennej losowej €.
Przyktad weryfikacji hipotezy o nieobcigzono$ci ciggu prognoz mozna znalezé w
pracy autora (1995).

4.2.4. Przyklady weryfikacji nieobcigzonosci predyktorow

Szereg czasowy trendu moze by¢ prognozowany za pomocg tzw. naiwnego
predyktora, ktory okresla wzor (3.1). Niech Y:=[Y...Y,;m]. Wtedy wektor biedow predykcji

Ui=[U; 41U naml, 9dzie Up =Y - Y 1,T> Mmozna zapisa¢ nastgpujaco:

U, = Y;B] (4.93)
gdzie B, jest macierza o wymiarach (m+1)xm postaci:
(1 -1 0 0 ... 0 O]
01 -1 0 0 0
B, = o o0 1 -1... 0 O (4.94)
-1 0
. 1 _1_
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Wtedy macierz BlT B, ma wymiary (m+1)x(m+1) i ma postac:

(1 -1 0 0 ... 0 O]
-1 2 -1 0 0 0
0 -1 2 -1 ... 0 0
BB, = (4.95)
0 0 0 0 2 -1
0 0 0 0 -1 1

Utrzymujac zalozenia wprowadzone w uprzednim punkcie wnioskujemy, ze wektor bledow
predykcji U;~N(8,,X;), gdzie:

(1 -1 0 0 0 0]
-1 2 -1 0 0 0
0 -1 2 =1 ... 0 0
¥, =c’B,B] =c* (4.96)
0 2 -1
i 0 -1 1|

160 1
140 +
120 1
100 T

[ = ]

80 +
60 +
40 1

—— 0 x o

20 ¢

123 456 7 8 91011121314 151617 18 19 20
Notowania

Rys. 1. Notowania kursow akcji Browaru Zywieckiego

Opisang metode predykcji uzyto do prognozowania kursu akcji Browaru Zywieckiego.
Notowania tych akcji z 23 sesji od 22.10.1992r. do 04.02.1993r. ilustruje rysunek 1.
Prognozowano kursy od sesji z dnia 29.10.1992r do 28.01.1993r. za pomoca predyktora
naiwnego. Obserwacje btedow predykcji oraz wygladzone ich poziomy za pomoca regresji
nieparametrycznej prezentuje rysunek 2. Z kolei niezalezne bledy predykcji otrzymane w
wyniku przeksztatcenia (4.59) i ich wygtadzone wartos$ci prezentuje rysunek 3.
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btedy predykciji — — — wygtadzone btedy predykcji
Rys. 2. Bledy predykcji metody naiwnej

niezalezne btedy predykcji — — — wygtadzone niezalezne btedy
predykcji

Rys. 3. Niezalezne btedy predykcji naiwnej

Weryfikujemy hipotezg Hy: E(U)=0 o nieobcigzonosci analizowanego predyktora.
Obliczono warto$ci, danych wzorami (4.70) i (4.83), sprawdzianow testow: r;=1.2061,
r,=1.8293. Wartosci dystrybuant tych statystyk sa nastepujace: F;(r{)=0.2179 i F,(r,)=0.2388.
Obliczono je za pomocg komputerowego programu. Stad, Ze obserwowane poziomy istotnosci
bedace prawdopodobienstwami 1-F;(r1)=0.7821 i 1-F,(r,)=0.7612 wynika, iz warto$ci obu

sprawdziandw testow nie wpadaja do obszarow krytycznych. Zatem nie odrzucamy hipotezy o
nieobcigzonos$ci stosowanego predyktora akcji w badanych sesjach.
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Gdy szereg czasowy ma trend, to Henschel (1979), s. 31, proponuje® nastepujacy
predyktor:
Yor=Yr1+(Y11-Yrp), T=n+l..n+m (4.97)
Niech Y,=[Y, 1 Y} ... Ypim], wtedy wektor bledow predykcji ma postac:

U, =Y,B] (4.98)

gdzie B, ma wymiary (m+2) x m i jest postaci:

I =2 1 0 0 0 0 0
01 =2 1 0. 0 0 0
00 1 =21...0 00
B, = (4.99)
00 0 00 121
000 0 0 0 2 1]

Macierz B, B, ma wymiary (m+2)x(m+2) i ma postac:

1 2 1 0 0 0 0
2 5 -4 1 0 0 0
4 6 —4 0 0 0
0 1 4 6 ... 0 0 0
B,B, = (4.100)
0 0 0 O 6 —4 1
0 0 0 0 4 5 2
0 0 0 0 1 -2 1]
Ponadto U,~N(3,,Z,), gdzie:
(6 -4 1 0 0 0 0 O]
4 6 —4 0 0
1 4 6 41 ... 0 0 0
¥, =6°B,B] =c* (4.101)
0 0 0 0 0. 4 6 —4
(0 0 0 0 0 1 -4 6|

39 Wiadomos¢ te podajemy za Cieslak i in. (1993).
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btedy predykcji — — — wygtadzone btedy predykcji
Rys. 4. Bledy predykcji naiwnej z uwzglednieniem przyrostu

niezalezne btedy predykcji ~— — — wygtadzone niezalezne btedy
predykcji

Rys. 5. Niezalezne btgdy predykcji naiwnej z uwzglednieniem przyrostu

Za pomoca opisanego predyktora wyznaczono prognozy akcji Browaru Zywieckiego.
Btedy predykcji i ich wygladzenia prezentuja rysunki 4 i 5. Hipotez¢ o nieobcigzonosci
predyktora weryfikujemy za pomoca, danych wzorami (4.70) i (4.83) sprawdzianow R, i R,,
ktére przyjmuja nastgpujace wartosci r;=1.0618 i r,=1.0616. Obliczone wartosci dystrybuant
wynosza: F;(r{)=0.3071 i F(r,)=0. Stad juz wnioskujemy, ze nie ma podstaw do odrzucenia
hipotezy o nieobcigzonosci rozwazanego predyktora w badanych okresach.
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10 +

btedy predykcji — — — wygtadzone btedy predykcji
Rys. 6. Bledy predykceji metoda $redniej ruchomej z parametrem wygtadzania k=2

niezalezne btedy predykcji — — — wygtadzone niezalezne btedy
predykciji

Rys. 7. Niezalezne btedy predykcji metoda $redniej ruchomej z parametrem wygtadzania k=2
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btedy predykgcji — — — wygtadzone btedy predykcji
Rys. 8. Bledy predykcji metoda $redniej ruchomej z parametrem wygladzania k=3

-10 +

151

niezalezne btedy predykcji ~— — — wygtadzone niezalezne btedy
predykcji

Rys. 9. Niezalezne btedy predykcji metoda sredniej ruchomej z parametrem wygtadzania k=3
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20 T

— — — wygtadzone btedy predykcji

20 = bledy predykcii
Rys. 10. Btedy predykcji metoda $redniej ruchomej z parametrem wygtadzania k=5

20 T

— — — wygtadzone niezalezne btedy
predykcji

niezalezne btedy predykciji

Rys. 11. Niezalezne bledy predykcji metoda $redniej ruchomej z parametrem wygtadzania k=5

Predykcj¢ na podstawie srednich ruchomych opisano w podrozdziale 3.1.

Podobnie jak uprzednio weryfikujemy hipotez¢ o nieobciazonoséci predykcji za
pomoca $rednich ruchomych o parametrach wygladzania odpowiednio 2, 3 i 5. Wykresy
btedow predyke;ji i ich wygtadzen prezentujg rysunki 6—11. Warto$ci sprawdzianow obu testow
prezentuje tablica 1.
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Tabela 1. Wartosci sprawdziandw i ich dystrybuant.

Liczba Parametr r Fi(ry) ry Fy(ry)
okresow | wygtadzania

prognoz.

18 2 1.2735 0.4772 1.9739 0.2279
17 3 13154 0.4748 1.5088 0.3016
15 5 13384 0.4692 1.3508 0.3551

Na podstawie wynikéw zamieszczonych w tabeli 1 wnioskujemy, Zze nie ma podstaw do
odrzucenia hipotezy o nieobciazono$ci rozwazanych predyktorow.

Wartos$ci  krytyczne uzywanych testow da si¢ rowniez wyznaczy¢ w Sposob
symulacyjny. W tym celu za pomoca odpowiedniego programu komputerowego wyznaczano
symulacyjnie rozktad sprawdzianu R;. Generowano 3000 prob prostych skladajacych si¢ z

pseudolosowych liczb o rozktadzie normalnym. Kazdg takg liczbe obliczono jako standardowa
posta¢ sumy 12 liczb pseudolosowych o rozkladzie jednostajnym, ktére otrzymywano za
pomoca odpowiedniej instrukcji jezyka komputerowego PASCAL. Nastgpnie na podstawie
tych prob obliczano wartosci statystyki Ry. Tym sposobem otrzymano 3000 obserwacji tego
sprawdzianu przy zalozeniu prawdziwosci hipotezy gloszacej, ze ciag prognoz jest
nieobcigzony.

3.6
3.2
2.8
2.4
2
1.6
1.2

k=2 k=3 k=4 k=5 k=10

X
—@—a=01 —ll— a=0.05 —A— a=0.01
Rys. 12. Wartosci krytyczne testu

Histogramy rozkladu sprawdzianu dla wybranych poziomow liczebnosci n proby i
liczby k skladnikow $redniej ruchomej prezentuja rysunki 13—16. Charakteryzujg si¢ one
prawostronng asymetrig. Oceny wartosci krytycznych testu dla pozioméw istotnosci a=0.1;
0.05; 0.01 prezentuje tabela 2 oraz rysunek 12.
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Rys. 13. Rozklad sprawdzianu R1 dla n=20 i k=2

110 1.20 1.30 1.40 150 1.60 1.70 1.80 1.90

1.95

6009

5001

4001

3000

2000

1004

B R R R N A N N R T T R E e
Do R D B s G P e e N D B s

Rys. 14. Rozklad sprawdzianu R1 dla n=20 i k=3
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5001
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Rys. 15. Rozklad sprawdzianu R1 dla n=20 i k=4

1000

8000

6000

4000

2000

1.00 1.25 1.50 1.75 2.00 2.25 2.50 2.75 3.00 3.25
1.13 1.38 1.63 1.88 2.13 2.38 2.63 2.88 3.13 3.38

Rys. 16. Rozklad statystyki R1 dla n=20 ik=5

Na podstawie tablic 1 i 2 wnioskujemy, Ze wartoSci sprawdzianu R4 nie przekraczajg zadnej z

warto$ci krytycznej dla kazdej z rozwazanych liczby k sktadnikéw $redniej. Zatem, nie ma
podstaw do odrzucenia hipotezy, Ze stawiane ciagi prognoz sa nieobcigzone. Otrzymalismy
wigc ten sam wynik jak wezesniej, gdy o prawdziwosci hipotezy sprawdzanej decydowalismy
na podstawie przyblizonej oceny dystrybuanty sprawdzianu testu.
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Tabela. 2. Wartosci krytyczne sprawdzianu testu otrzymane
metoda symulacyjng. Liczba symulacji 3000.

Liczeb. | Licz. Poziomy istotno$ci
proby | sktad.
$redn.
0.10 0.05 0.01
10 5 2.539 3.259 6.945
10 4 2.247 2.760 3.866
10 3 1.843 2.165 3.229
10 2 1.532 1.706 2.082
20 2 1.295 1.359 1.516
20 3 1.463 1.554 1.837
20 4 1.597 1.751 2.095
20 5 1,722 1.913 2.316
20 10 2.051 2.422 3.602

4.3. Weryfikacja hipotezy o r6wnowaznos$ci dwoch predyktorow

Prognozy cechy w danym okresie mozna formulowaé za pomoca roéznych
predyktoréw. Wybdr optymalnego predyktora zalezy gldwnie od przyjetego kryterium.
Zwykle, preferuje si¢ ten predyktor, ktéry ma najmniejszg warinacj¢ ex-ante. Wydaje si¢
jednak, ze bardziej bedzie rozsadnym wybdr tego predyktora, ktoéry sprawdzit sie w
przynajmniej kilku wczeséniejszych okresach w tym sensie, ze odpowiadajagca mu wariancja
predykcji ex-post nie przyjmuje istotnie duzych wartosci. Swiadczy to bowiem o niewystepo-
waniu obcigzonych prognoz. Nalezaloby wigc wybra¢ ten predyktor sposrod dwoch
analizowanych, ktory miatby istotnie mniejszy poziom wariancji predykcji ex-post.

Precyzyjniej stawiamy problem formutujemy zaczynajac od potwierdzenia waznosci
zatozen wprowadzonych na poczatku rozdziatu drugiego (wzoru 2.6). Dodatkowo zatézmy, Ze
wektor Y~N(u;6%lnm), gdzie p=[p1...pun+m], @ W szczegodlnosei pw=at+b. t=1,...,n+m. Wektor
warto$ci oczekiwanych rozbijmy na dwa podwektory postaci [pn pm]>u, gdzie: pn=[p1...ptn], @
pUm=[tn+1...Unem]. Niech Ypa, Yps beda dwoma predyktorami wektora Ym=[Yn+1..Ynem]. Bledy
predykcji oznaczamy przez Uat=Yt-Ytpa | Upr=Y7-Y1ps, a wektory z nich zlozone
odpowiednio przez Ua i Ug. Niech ponadto: 8,=E(Ua) oraz 8g=E(Ug), a Za i Xg beda
macierzami wariancji i kowariancji odpowiednio wektorow Ua i Ug. Wtedy hipoteze o rowno-
waznosci obu predyktoréw formujemy nastepujaco:

H,:E(S%)=E(S3) (4.102)

H,:E(S%)#E(S3) (4.103)

40 Inaczej formutuje ten problem autor (1986).
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przy czym SZA i SzB sg tzw. wariancjami ex-post obu predyktorow a okreslaja je wzory:

1 m

SA=—U,Uy=—YU3%, (4.104)
m t=1

2 1 T & 2

St =—UzUL =—> U, (4.105)
m m T

Niech Ga=Ua-8a oraz Gg=Ug-0s. Wtedy E(Ga)=E(Gg)=0 oraz

E(si\):itrzA +i8A5} (4.106)
m m
lub
1 m
E(S3)=—2(D*(U,)+8%,)
m
2 1 1 T
E(S3)=—tr¥y +— 8,84 (4.107)
m m
lub

E(S3) =L 3 (D2 (U ) +83,)

m o

Zatem warto$¢ oczekiwana wariancji ex-post predykcji zalezy od sumy wariancji ex-ante
predyktora w poszczegélnych okresach prognozowanych oraz od sumy kwadratow obcigzen
stawianych prognoz. W szczego6lnosci, gdy obydwa predyktory beda dawaly nieobcigzone
prognozy, to wariancje predykcji ex-post be¢da zaleze¢ tylko od wariancji ex-ante danych
predyktorow.

Do testowania hipotezy Ho uzyjmy nast¢pujacego ilorazu:

Sz
R, ="%& (4.108)
Sk
przy czym:
2 2
S4 >Sj

Duze wartosci sprawdzianu R; beda $wiadczyly przeciwko hipotezie Ho. Aby jednak
oceni¢, czy otrzymana warto$¢ sprawdzianu jest istotnie duza, trzeba wyznaczy¢ jego rozktad
przy zatozeniu, ze jest prawdziwa hipoteza H,. Dlatego upro$émy analize przyjmujac, ze
obydwa predyktory sa liniowymi funkcjami wartosci dotychczasowych zmiennych. Wtedy
bledy predykcji sa rowniez liniowymi funkcjami wektora Y=[Y1...Yn+m], ktore mozna napisaé
nastepujaco:

UA = YCA, UB = YCB (4.109)

Stad i ze wzoréw (4.104), (4.105) i (4.108) mamy:
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R, - YC,C Y

1 - (4.110)
YC;CrY
Stad wigc wynika, ze statystyka R jest ilorazem dwoch zaleznych form kwadratowych.

Najpierw analizujemy prostszy przypadek hipotezy Ho, gdy 8a=8s=0. Wtedy
sprawdzian Ri mozna zapisa¢ jako iloraz kombinacji liniowch zmiennych o centralnym
rozktadzie %%, co wynika z Dodatku do niniejszej pracy, gdzie réwniez podano metody
wyznaczania dystrybuanty zmiennych losowych, ktérych szczegdlnym przypadkiem jest
analizowany tu sprawdzian. Pozwoli to wyliczy¢ wartosci krytyczne testu lub obserwowane
poziomy istotnosci.

Gdy 8,20 i 88=0, to procedura wnioskowania nie zmienia si¢, bo réwniez teraz
istotnie duze warto$ci statystyki Ry $wiadczg przeciwko hipotezie Ho. Dlatego takze w tym
przypadku potrzebne kwantyle statystyki Ri lub obserwowane poziomy istotnosci mozna
wyliczy¢ przy zalozeniu, ze 4=6g=0.

Sprawa komplikuje sie, gdy nie mozemy utrzymaé zatozenia o nieobcigzonosci obu
rozwazanych predyktorow, a zatem wowczas, gdy 8a=0, i 8s20. W tym jednak przypadku
wyprowadzenie rozktadu sprawdzianu testu bez znajomosci ocen obu wektoro6w obciazen
predykcji nie jest mozliwe. Wydaje sig, ze w tej sytuacji mozna by obcigzenia obu predyktorow
ocenia¢ za pomocg réznicy miedzy prognozami a odpowiednimi ocenami trendu otrzymanymi
na podstawie np. nieparametrycznej regresji.

Wtedy rozklad sprawdzianu R; mozna aproksymowaé juz tym razem za pomocg
ztozonych metod, ktére mozna znalez¢ w pracy Mathai i Provosta (1992).

Ze wzoréow (4.106) i (4.107) wynika, ze rownowazno$¢ dwoch predyktorow zalezy od
ich btedéw ex-ante i od obciazen stawianych prognoz.

Rownowazno$¢ dwoch predyktorow mozna takze rozumie¢ jako rownos¢ ich wartosci
oczekiwanych w analizowanym ciggu okreséw czasu. Autor (1986) analizuje nast¢pujace
hipotezy:

Ho : E(Ypa)=E(Ype)=pm (4.111)
Hy : E(Ypn)#E(Yop8)=pm (4.112)

Przez pm=[E(Yn+1)...E(Yn+m)] oznaczono wartosci oczekiwane prognozowanych zmiennych.
Hipoteza sprawdzana H, glosi, ze obydwa predyktory nie tylko, ze sg rownowazne w sensie
rownos$ci ich wartosci oczekiwanych, to jeszcze obydwa sa nieobcigzone. Z kolei hipoteza
alternatywna glosi, ze jeden z analizowanych predyktoréw jest nieobcigzony, co jest bardzo
silnym zatoZeniem 1 trudno sprawdzalnym. Do testowania tej hipotezy proponuje si¢
sprawdzian konstruowany na podstawie nastepujacych statystyk:

Qp :UBZUBUE (4.113)

gdzie wektor btedow Ug~N(0;Zusc?).
Wprowadza si¢ nastgpujaca zmienna:
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Uppg=U,s —UgZypZpy (4.114)

przy czym X g jest pseudoodwrotnoscia macierzy wariancji i kowariancji Zug wektora btedow

Us, a Zpa jest macierzg kowariancji wektorow bledow Ua i Us. Wowczas Uas~N(8a;6°Zam),
gdzie:
Za=2Zar —2ApZpplpa (4.115)

przy czym Zaa jest macierza wariancji i kowariancji bledow Ua. Wprowadzimy nast¢pujaca
forme kwadratowa:

Qam =UnpZasUas (4.116)

Woéwczas sprawdzian testu dla hipotezy Ho okreslanej wzorem (4.111) wzgledem alternatywne;j
H; ma postac:

F, = Quam kg (4.117)
Qp kam

przy czym Kap=R(Zar) i Ke=R(Zgs). Przy zatozeniu, ze prawdziwg jest hipoteza H, Statystyka
F2 ma znany rozktad Fishera-Snedecora z Kas i Kg stopniami swobody. Gdy prawdziwg jest
hipoteza Hi, to sprawdzian F; ma niecentralny rozktad Fishera-Snedecora. Zatem istotnie duze
warto$ci §wiadcza przeciwko hipotezie Ho.

Opisana procedura weryfikacji bedzie jednak miala bardzo ograniczone znaczenie
praktyczne z uwagi na to, ze nalezy mie¢ juz nieobcigzony predyktor rozwazanej cechy. Wtedy
istota analizowanego problemu polega na testowaniu czy inny predyktor jest takze
nieobcigzony. Je$li w wyniku weryfikacji opisanym testem nie odrzucimy hipotezy o
rownowaznosci obu predyktoréw, to w konsekwencji mozna nastgpne prognozy stawiaé za
pomoca kombinacji liniowej (ze wspotczynnikami sumujacymi si¢ do jedynki) obu
predyktoréow. Pamigtajmy jednak, ze jeden z analizowanych predyktorow z zatozenia ma by¢
nieobcigzony, co jest, jak juz wspomniano, trudnym do przyje¢cia warunkiem z praktycznego
punktu widzenia. Z tego powodu przeanalizujemy teraz przypadek nie wymagajacy tego bardzo
krepujacego zalozenia.

Hipoteze o rownowaznosci dwoch predyktoréow formulujemy nastepujaco:

Ho : E(YTpA)-E(YTpB):SAB: 0 (4118)
Hi : 8as#0 (4.119)

Sprawdziany testu okre$lonych hipotez beda budowane za pomoca nastgpujacych statystyk
Uas~N(8+a8,06°ZsaB), przy czym:

Uas=Y1pa-Y1p8 (4.120)

Zxpp=XraatZxaptZ aatZ-ap (4.121)
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przy czym Z«aa (Z+gg) jest macierza wariancji i kowariancji wektora Yrpa (YTpe), natomiast
Z«Ba jest macierzg kowariancji obu tych wektorow.
PrzezY = [V, ... Voeml, gdzie 1<h<n+1 oznaczamy oceny trendu badanej cechy, zaktadamy,

7 E(Y) = 1t =1y Mn+m], co oznacza, ze ¥ daje nieobcigzone oceny trendu. Przez
2 =Y — Y oznaczamy reszty trendu, przy czym @ ~ N(0;02X,.), wowczas konstruujemy
statystyki postaci:

Qap = UABZ;AAU};B (4.122)

Q. =éx_.&T (4.123)
gdzie Z_.(Z.Ap)jest pseudoodwrotnoscia macierzy wariancji i kowariancji reszt @ (rdznic

Uag). Rezultaty te prowadza do nastepujacego sprawdzianu:

:QAB ke
Q. kap

; (4.124)

gdzie: ke = R(Zee), kae = R(Zag). Formy kwadratowe tworzace licznik i mianownik statystyki
F3 beda zwykle zalezne. Powoduje to koniecznos¢ siggnigcia po metody wyznaczania rozktadu
ilorazu zaleznych form kwadratowych, ktore opisano w Dodatku do niniejszej pracy. W
zwigzku z tym konstruujemy nowy sprawdzian, ktoérego obliczenie wymaga wigcej operacji
numerycznych, lecz za to istnieje mozliwo$¢ korzystania z ogoélnie dostgpnych tablic przy
uzyskaniu wartosci krytycznych. Przy jego konstrukcji wykorzystujemy nastepujace statystyki:

Uspre = Usp — €EcEopp (4.125)
przy czym Xeag jest macierzg kowariancji wektorow @ i Uag. Ponadto przy wprowadzonych
wezesniej zatozeniach Uagie~N(8as,62Zags), Przy czym 8ag specyfikuje hipoteza Ho dana
wzorem (4.118) oraz:

Z AB/e = Z4AB ~ L ABe D ce X eAB (4.126)

W koncu konstruujemy statystyke postaci:

— T
Qan/e =UapeZ apre U abre

Wyniki te prowadza do nastgpujacego sprawdzianu:

F4 — QAB/e ke (4128)
Qe kAB/e

przy czym Kagre=R(Zage). Mozna wykazaé na podstawie ogdlnych twierdzen prezentowanych
przez Rao (1962) lub Rao i Mitra (1971), ze sprawdzian F4 ma rozktad Snedecora-Fishera z
Kagre i Ke stopniami swobody i parametrem niecentralnosci:
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k
A= s N AB/eSIAB (4.129)

k AB/e

Jesli wiec hipoteza Ho, dana wzorem (4.118) jest prawdziwa, to Fs ma rozktad
centralny Snedecora-Fishera z tg samg liczbg stopni swobody. Zatem obszar krytyczny testu
nalezy budowaé prawostronnie.

Zaznaczmy, ze przy konstrukcji tego testu mozna wykorzystywaé rézne procedury
wyznaczania trendu. Wydaje si¢ jednak, ze nalezatoby sie postugiwaé tylko tymi metodami,
ktore sa ,gietkie” na ewentualne zmiany kierunku trendu. Naleza do nich np. metoda
wyréwnywania wyktadniczego, Srednich ruchomych Iub nieparametryczna.

W szczegblnosci mozna testowaé rownowaznos¢ metody naiwnej predykeji z metoda
wyrownywania wykladniczego. Drugi przyklad dotyczy testowania réwnowaznos$ci metody
predykcji na podstawie $rednich ruchomych o réznych iloéciach sktadnikéw. W konicu mozna
rowniez sprawdzi¢ réwnowazno$¢ predykcji metoda wyréwnywania wykladniczego przy
roéznych jej parametrach.

Na zakonczenie przedstawiamy jeszcze inny sprawdzian hipotezy Ho, okreslonej
wzorem (4.118). Wykorzystywany do tego celu bedzie tylko wektor réznic btedow predykcji
Uas, danej wzorem (4.120), przy czym niech Uag ma nieosobliwy rozktad normalny

Unag~N(8+a8,06%Zsas). Wtedy istnieje taka macierz C ze CCT =X, 5p i

W = UppCT (4.130)
oraz W~N(8w;6%Im), przy czym:

Buw =8+2sCT (4.131)

Do estymacji wektora 8 mozna uzy¢ nieparametrycznej regresji. Jedng z najprostszych odmian
tej metody prezentuje wzor:

8, =waAT (4.132)

przy czym elementy macierzy A = [a;] wyjasnia wzor (4.62). Reszty tej funkcji regresji okresla
WZOr:

e, =W-3§, (4.133)
lub
e, = WBy,
gdzie:
Bw=1In-A
Stad i ze wzoru (4.130) mamy:
e, =U,;C'BY (4.134)

Macierz wariancji i kowariancji reszt ma postaé:
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2. =B,CZ,,zsC"B! (4.135)

Zaktadamy, ze E(ew)=0, a wiec ew~N(0,Zag). Macierz korelacji reszt i przeksztalconego
wektora reszt okresla wzor:
ZQWZCBWz*AB (4136)
Wprowadzmy nastgpujacy wektor losowy:
W,.=W-e X 2 _. (4.137)
Witedy wektory W, oraz ey s3 niezalezne oraz We~N(Sw;0%Zwre), przy czym:
z“w/e = Im _zwezgezew (4138)

Otrzymane rezultaty pozwalaja skonstruowac nastgpujacy sprawdzian:

Fs = —QQw/e —kke (4.139)
e wle
przy czym Ke=R(Zwre), Ke=R(Zee) Oraz
Qw/e = WeZ;v/eWeT (4140)
Q. =W.Z W/ (4.141)

Przy okre$lonych zatozeniach statystyka Fs ma rozktad Snedecora-Fishera z kwe i ke stopniami
swobody. Gdy okre$lona wzorem (4.118) hipoteza H, jest prawdziwa to Fs ma rozklad
centralny Snedecora-Fishera. Zatem istotnie duze warto$ci sprawdzianu Fs $wiadczg o
nierownowaznosci obu predyktorow.

4.4. Testowanie nieobciazonosci prognozy wektorowej

Niech Y = [Y;;] bedzie macierza losowa o wymiarze mxn. Przez Y, oznaczmy t-ta
kolumng macierzy Y, ktorej wartosci sa obserwacjami m cech w t-tym okresie czasu. Przez Y;,
oznaczamy i-ty wiersz macierzy Y, czyli obserwacje i-tej cechy w n okresach czasu. Podobnie
okre$lamy macierz losowa e = [e;;] oraz wektory e;,=[€j;..€jn], €xt = [€11---Emi] -

Model szeregu szacowego i-tej cechy z trendem liniowym zapisujemy w nastepujacej

postaci:
Yit = ailt + ai2 + eit, tzl,...n
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Niech a=[a;] bedzie macierza o wymiarach mx2 wspolczynnikow trendu. Pierwsza
kolumna tej macierzy zawiera wspolczynniki kierunkowe trendéw i oznaczmy ja przez a,q.
Wyrazy wolne trendow tworza elementy drugiej kolumny a,, macierzy a. Przez ai.=[ai aiz]

oznaczono i-ty wiersz macierzy a. Wtedy model m wymiarowego szeregu czasowego Z
trendami liniowymi mozna zapisa¢ w nastepujacy sposob:

Y s ttante,,  t=1,.,n (4.142)
lub
Yi*:ai*TT'l'ei*, i=1,...,m (4143)
gdzie:
1T [t
21 t
T= =] 2
n 1 t,

Zaktadamy, ze dla kazdego t=h=1,...,n wektory e,,, e, sa niezalezne i ,,~N(0;C), gdzie
C= [Cij] jest macierzg wariancji i kowariancji sktadnikow losowych cij:E(eitejt), zatem Y 4~
N(l;;C), gdzie l=a t+a,,, t=1,..,n. Trend i-tej cechy w okresie t ma wigc postac:
E(Y;)=l;=a1t+a;5. Niech w okresie n+h (h>0) wektor Y., ma rozklad niezalezny od macierzy
Y oraz Y., ~N(811,:C).

Wektor wartosci oczekiwanych E(Y,,)=8,,, nie koniecznie musi by¢ rowny
wektorowi | ,,=a,,(n+h)+a,,. Zatem dopuszczamy mozliwo$¢ wystepowania w okresie t=n+h

odchylenia dotychczasowych trendéw od wartosci oczekiwanej przynajmniej jednej z cech.
Parametry a;.=[a;; aj,] i-tego trendu szacujemy zwykla metoda najmniejszych
kwadratow. Ich estymatory majg postac:

a,. =Y. T(T'T) ™ (4.144)
Wektor reszt i-tego trendu wyznacza rownanie:

€. =Y. M=e¢e.M (4.145)
gdzie:
M =1 -T(TTT) 17T (4.146)

jest macierza idempotentna, czyli M2 = M, natomiast I, jest macierza jednostkowg stopnia n.
Ze znanych wlasnosci rozktadu reszt (por. np. Theil (1979)) wiadomo, ze dla kazdego
i=1,...m E(€.) = 0, a macierz wariancji i kowariancji ma posta¢:

V(&) = a’M (4.147)

gdzie:
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o? =D?%(e,), dlakazdego t=1,2,...
Kowariancj¢ wektorow ;. oraz , &;, dla i#j=1,...,m okresla wzor:
Cov(e;. , ;) =E(@;. &;. ) = ¢M

Ponadto:
E(e..2].) = (n-2)c;;

Nieobcigzonym estymatorem macierzy wariancji i kowariancji C jest macierz:

C = [&]
gdzie:
T
J’i:

1

Cij = E €;.e
Stad 1 ze wzordw (4.145) 1 (4.146) wynika, Ze:

(n—2)C = [&;.&]] =e.Me], =eMe”

Wtedy:

(o :nT12eMeT
Predyktor warto$ci i-tej cechy ma postaé (por. np. Theil (1979)):
Vin-n = @u(n+h)+ a;
Jest wygodniej zapisa¢ go w nastgpujacy sposob:
?i,m—h = NthE

gdzie:
thtn+hA

t.n=[n+h 1],  A=(TTT)ITT
Wtedy wektor predyktorow Y,,,;, Wektora losowego Y+ Ma postac:

Y., =[N, Yi. . N, Y]

n+h =

Wektor btgdow predykeji okresla wige wzor:

Uh:Yn+h - Yn+h

(4.148)

(4.149)

(4.150)

(4.151)

(4.152)

(4.153)

(4.154)

(4.155)

(4.156)

(4.157)
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Warto$¢ oczekiwana predyktora wynosi:
E(Yoen) = axg(N+h) +axp= Iy (4.158)

Lemat 4.1: Przy okreSlonych zalozeniach modelu szeregu czasowego danego
wzorami (4.142) lub (4.143) parametry wektora btedow predykcji sg nastepujace:

E(Uh):Ah:8n+h'|n+h (4159)
V(U,) =wC (4.160)

gdzie:
W= L+t y(TTT) T (4.161)

Dowdd: Wzor (4.159) wynika bezposrednio ze wzorow (4.157), (4.58) i zalozenia,
ze Ypn~(0,41:C). Wyprowadzenie wzoru (4.160) przebiega nastgpujaco. Z niezaleznosci

rozkladu wektora Y, oraz wektorow Y,..Y, wynika, ze wektory Y, i Y, sa takze
niezalezne, wtedy:

V(Up) = V(Yo = Youn) = V) +V(Yign) = C+ V(Yyap) (4.162)
Na podstawie wzorow (4.143) i (4.152)}—(4.154) mamy:
Yinen = taan (T'D 7T (Tag +ef) =aj(n+h) +a;, + Nyep
Stad i ze wzoru (4.156)—(4.158) mamy:
Y, E(Yp4n) = [Npe T
neh —E(Ypqn)=[Npep...Npe ]

Stad i z faktu, zZe N e = e;:N| wynika, Ze:

V(Y,n) = E[Nyel...Nyel.1'[e.Nj...e,.Nj]= E[N E(efe;.)Nj |=

=E[N}, (¢ L,)Np 1=[egNy Ny 1= [ejity o (TTT) "t 1= [(w —Dey]=(w - )C
Stad i ze wzoru (4.162) otrzymujemy natychmiastowo wyrazenie (4.160).

Lemat 4.2: Rozktad wektora btedéw predykcji U, jest niezalezny od rozktadu

wektorow reszt €14,...,8 4.

Dowod: Stad, ze wyszczegblnione wyzej wektory majg lacznie wielowymiarowy
rozktad normalny wystarczy wykazaé, ze COV(Ui,n+h’ejk):0 dla kazdego i,j=I,...m oraz
k=1,...,n. Stad, ze E(ejk)=0 dla kazdego j=1,....m i k=1,...,n mamy:
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COV(Ui,n+h’ejk) = E(Ui,n+hejk) = E(Yi,n+h - thehA Y‘I )(YJ,k - tkA YJT* )

Stad i na podstawie wzoru (4.143) mamy:

COV(Ui,n+h’ejk) =
=E[ajy(n+h) + ajp + € nen-tusnA(T e + e )][3j0K + 3 + €t AT a s +€,)] =
= E(ei’n+h - tn+hA e;l;)(ej"k - tkA e};) =- tn+hAE( e;l; ejk) + tn+hAE( e;l; ej*)AT tE =

= - 4pALD...0 ¢ 0..0]T + ¢ty (TTT) 2 ¢ =~ Citarn(TTT)™ [k 2]+

* Ciitaan(TT 2 6 = 7 Citan(TTT) 2t ¥ Gty (TTT) Lt = 0

Przedmiotem analizy jest weryfikacja hipotezy gloszacej, ze dany wzorem (4.156)
predyktor wektorowy Y,,, daje nieobcigzone prognozy wektora zmiennych Y +n Czyli

E(Yyin )=E(Y+). Tak okreslona hipoteza jest rownowazna hipotezie Hg gloszacej, ze dany
wzorem (4.157) wektor btedow predykcji U, ma warto$¢ oczekiwang rowng wektorowi
zerowem, czyli Hy: E(U,,,)=0 wobec hipotezy alternatywnej H;: E(U,,,,)#O0.

Do testowania postawionej hipotezy uzyjemy dwoch sprawdzianéw. Pierwszy z nich

ma postac:
n—2
G =

[VESPY o | S (4.163)

gdzie: macierz € okresla wzor (4.151), a wspolczynnik w wzor (4.161).
Twierdzenie 4.1: Statystyka G ma niecentralny rozktad Hotellinga z m oraz n-m-1
stopniami swobody i parametrem niecentralno$ci:

2=81 5, ., (4.164)

n+h

Dowoéd: Przy wyprowadzeniu statystyki H jest przydatne nastgpujace twierdzenie:
Twierdzenie 4.2. Rao (1982), s. 535—6: Jesli kolumny macierzy losowej X=[X;...X]
sg niezalezne i X;~N(8;X) dla kazdego i=1,...,n, to warunkiem koniecznym i wystarczajacym na
to, zeby forma kwadratowa XTAX miata centralny rozktad Wisharta jest, by macierz A byta
idempotentna i A6 = 0.
W naszym przypadku statystyka (n — 2)C =eMe’ ma centralny rozklad Wisharta z n-

2 stopniami swobody, bo macierz M jest idempotentna i jest rzedu n-2, natomiast kolumny
macierzy e sa niezalezne i kazda z nich ma rozktad N(0;C). Z kolei z lematu 1 wynika, ze
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1 . A
wektor losowy EUh ma rozklad N(x,.,,C), gdzie x,,, = \75‘
definicji statystyki Hotellinga wynika juz twierdzenie 4.1.
W praktyce bedzie wygodniej korzysta¢ ze znanej transformacji statystyki Hotellinga,
ktéra w naszym przypadku przyjmuje nastepujaca postac:

. Stad i ze znanej

~n-m-1

N o <2
“mn=2) G ~F(m,n-m-1,72) (4.165)

1

Statystyka G; ma znany rozktad Snedecora-Fishera z m oraz n-m-1 stopniami swobody i
parametrem niecentralnosci 2,

Obszar krytyczny testu wykorzystujacego sprawdzian G badz G; nalezy budowac
prawostronnie. Zatem istotnie duze wartosci sprawdzianow G i G; $wiadcza przeciwko
hipotezie H gloszacej, ze wektor prognoz jest nieobcigzony.

Do weryfikacji tej hipotezy mozna takze uzy¢ transformacji statystyki Hotellinga (por.
np. Rao (1982), s. 541), ktéra w naszym przypadku prowadzi do nastepujacego sprawdzianu:

G\ det(C)
G2 = (1 + n— 2) -

- 1 T
det (€ + U, U] (4.166)

Gdy hipoteza Hg jest prawdziwa to statystyka G, ma rozklad beta B(n_m_Lﬂ). Teraz
2 2

s

istotnie mate warto$ci statystyki G, $wiadcza przeciwko hipotezie Hy. W tym wiec przypadku

obszar krytyczny jest lewostronny.

Na podstawie danych pochodzacych z Rocznikéw Statystycznych oszacowano trendy
produkcji wegla i elektrycznosci w Polsce w latach 1970—1979. Trend produkcji wegla (mln t)
prezentuje nastgpujace rownanie:

Ywt = 6.8303t+ 130.7333
(02031)  (1.2602)

Trend produkcji energii elektrycznej (mld kWh) okresla wzor:

Yo = 61515t+ 592667
(02023)  (1.2551)

Odchylenie standartowe reszt trendu produkcji wegla wynosi s,,=1.8447, a trendu produkgji
elektrycznosci  s,=1.8373. Wspolczynniki determinacji obu trendow wynosza 99.1%.
Wspolczynnik korelacji liniowej reszt trenddw wynosi -0.652. Uzywajac graficznych procedur*

4 Wykorzystano tutaj procedury zaprogramowane w komputerowym pakiecie statystycznym SPSS.
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nie odrzucono hipotezy o normalnosci rozktadu sktadnikow losowych obu trendow. Test
Studenta odrzuca hipoteze o zerowos$ci poszczegdlnych parametréw trendow. Na podstawie
statystyki Durbina-Watsona d,,=1.3804 (dla produkcji wegla), d,,=1.3631 (dla produkcji
elektrycznosci) nie odrzucamy hipotezy o braku autokorelacji rzedu pierwszego sktadnikéw
losowych obu trendow.
Zadanie polega na obliczaniu prognoz produkcji wegla i elektrycznosci za pomoca
wektorowego predyktora. Nastgpnie nalezy sprawdzié, czy ten predyktor jest niecobcigzony.
Na podstawie wzorow (4.152)—(4.156) otrzymujemy nastgpujaca prognoze wektorowa

Ye1980 1269

produkcji wegla, a drugi eclement to prognoza produkcji elektrycznosci. Wektor

5% 205.9 .
na rok 1980: ¥,9g0 = [waso} =|: } przy czym pierwszy element wektora to prognoza

193
zaobserwowanych rzeczywistych pozioméw produkcji tych dobr wynosi: yjgg0 =|:122]

129 . L
Zatem realizacja wektora btedow predykcji ma postaé: u; = |:4 9:| . Ocena macierzy wariancji i

_[3.0248 —1.9643
kowariancji reszt trendow ma postaé: ~ 1—1.9643  3.0005 . Wartos¢ okreslonego
wzorem (4.161) wspotczynnika wynosi w=1.4667. Z kolei wartos¢ danej wzorem (4.163)
statystyki Hotellinga wynosi g=857.5311, a warto$¢ okres$lonej wzorem (4.165) statystyki
wynosi g,=375.1698. Stad i na podstawie tablic rozkladu Snedecora-Fishera wnioskujemy, ze
hipoteze o nieobcigzonosci predyktora dajacego prognozy produkcji na rok 1980 nalezy
odrzuci¢ 1 to przy poziomie istotnosci 0.001. Do tego samego wniosku prowadzi test
wykorzystujacy statystyke G,, dang wzorem (4.166). Zatem w roku 1980 nastgpil istotny

spadek poziomu produkcji przynajmniej jednego z analizowanych débr.



5. DODATEK. ROZKLADY ZALEZNYCH FORM
KWADRATOWYCH

Ten rozdzial pracy napisano glownie na podstawie ksiazki A. M. Mathai i S. B.
Provosta (1992).

5.1. Reprezentacje form kwadratowych

Niech wektor losowy XT:[Xl...Xp] ma warto$§¢ oczekiwang p=E(X) i macierz
wariancji i kowariancji X rzedu R(Z)=r<p. Analizujemy dalej form¢ kwadratowa:

Q(X)=XTAX (5.1)

Zatbzmy, ze macierz X jest nieosobliwa, czyli R(Z)=p. Niech kl,...,kp beda

warto$ciami wlasnymi macierzy z12Az12, przy czym 2312 — 5 Przez UT:[Ul---Up]

oznaczamy wektor losowy, ktorego wartos¢ oczekiwana jest wektotrem zerowym, a macierz
wariancji i kowariancji jest macierza jednostkowa. przez P oznaczamy taka macierz

ortogonalng, ze PPT=I. Ponadto niech bT:[bl...bp]:PTZ'llzp.. Wtedy zakladajac, ze A=AT
mamy (por. Mathai i Provost (1992), s. 29):

p
QX) =34 i(U;+b;), gdy w0 (5.2)
=

p
QX)=Y2;U %, gy p=0 (5:3)
j=1

Zatozmy teraz, ze macierz X jest osobliwa, czyli R(Z)=r<p. Wtedy przyjmujac, ze
A=AT, istnieje taka macierz B o wymiarach pxr, ze 2=BBT i BTAB#0. Przez P oznaczamy
taka macierz ortogonalna, ze PPT=1 i PTBTABP:diag(kl...?\.r). Ponadto niech bT=[b1...br]=p.
TABP oraz a=uTAu. Przez ZT=[Z,..Z,] oznaczamy wektor losowy, ktdrego warto$é

oczekiwana jest wektorem zerowym, a macierz wariancji i kowariancji jest macierzg
jednostkowa. Wtedy (por. Mathai i Provost (1992), s. 36) jesli u+0, to:
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QX)=a+2YbZ;+ Y1z} (5.4)
i=1 =1

r b 2 r bz.
QX)=Y | Z;j+2| +a-Y L (5.5)

=l Aj =Y

Gdy p=0, to:
QX) = X1Z3 (5.6)
=1

5.2. Momenty form kwadratowych

Mathai i Provost (1992), s. 49 podaja:
Twierdzenie 5.1: Niech Q(X)=XTAX, A=AT, E(X)=p, Cov(X)=2>0. Wtedy dlar=1,2,...
zachodzi:
rp

p T rp)
T E(Vl Vi (5.7)

. rIA)A
EQX)"'= %

[+, =1

gdzie kl...kp sg warto$ciami wlasnymi macierzy 2AZV2 Jub AZ, Vj:(Uj+bj)2, przy czym
dla kazdej pary i#=1,...,p Ui Oraz uj sa nieskorelowane i E(Uj)=0 oraz D2(UJ-):1. Ponadto
niech bT=[b1...bp]=uTZ'1/2P, gdzie P jest macierzg ortogonalng taka, ze PTP=I.

W szcezegdlnosci E(XTAX)=trAZ+uTAp.

Twierdzenie 5.2 (Mathai i Provost (1992), str. 53): Niech X~Np(u;2), >0, Q(X)=XTAX,
A=AT. Wowczas:

=1y 1 r,—1 -1
E(Q(X)) r — Z (r ]g(r—l—r]) Z (rl Jg(r]—l—rz) . (58)
r,=0 n ,=0 )
gdzie:
g® = 2Kk 1itr(AZ) ! + (k+ DT (AZ)® A}, k=0,1,2.... (5.9)
W szczegolnosci:
E(Q(X))= tr(AZ)+puTAp=y (5.10)

E(Q(X))2= 2[tr(AZ)2+2uT AS AT+ [tr(AZ)+uT AuP=1, (5.12)
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E(Q(X))3= 8[tr(AZ)3+3uT (AZ)2Au]+6[tr(AZ)2+2uTAZ][tr(AZ)+pT Ap]+

+[tr(AZ)+uT AplP=p; (5.12)

E(Q(X))*= g®)+3g@p; +3gDp,+3gWpg=p, (5.13)

Mathai i Provost (1992), s. 55, stwierdzaja, ze powyzsze cztery wzory na momenty
formy kwadratowej Q(X) sg rowniez wazne dla przypadku, gdy rozktad wektora X jest
osobliwy, czyli p(Z)<p. Na podstawie wzoréow (5.10)—(5.13) mamy:

D2(Q(X))= 2tr(AZ)2+4uTAZAp (5.14)
n3(Q(X))= 8[tr(AZ)3+3puT(AZ)2p] (5.15)
n4(Q(X))= 48[tr(AZ)*+4uT(AZ)3Ap]+3D2(Q(X)) (5.16)

5.3. Momenty ilorazu dwéch form kwadratowych

Niech X;, i=1,...,py, Yj, J=1,...p5 i Zy, k=1,..,p3 bedg trzema zbiorami wzajemnie
niezaleznych zmiennych losowych, gdzie: X, Yj, Z,, maja rozklady chi kwadrat ze stopniami
swobody odpowiednio: I;, m;, ny.

Niech:
P P
Q] =ZaiXi+chZj (517)
i=l i=l
P> P
Qy=2b;Y; +2.d;Z; (5.18)

i=1 j=1

gdzie niektore sposrod wspotezynnikow c;, dj dla j=1,2,...,p5 mogg by¢ rowne zeru. Zatoézmy,

7 Q>0 i R =%. Wtedy Morin-Wahhab (1985) podaje nastepujacy*? wzér na momenty
2
ilorazu R:
| o=y -
E(R®)= > al(26) I'ly—o) "

! ! !
oy 48,45, =a O Lo O, .81...6p3 ' IT(y)

42 Wiadomosé te podajemy za Mathai i Provostem (1992), s. 146—147.
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r(n—k +6k)d:’k/2_5k
2
()
2

20101 2bp0-12d0-1 2d, 0-1 (5.19)
" 2b, 0

my mp
xFD(ya;,...,2,+61,..., +0

m
Ps y
2 272 2 P2 2b,0

N peees

2d,0 2d,,. 6

gdzie: a jest dodatnig liczba naturalng mniejsza od vy, przy czym:

P2 mJ Ps ny
y=z—+z —+8k (520)
A1 2oaN 2

Wielko$¢ 0 powinna by¢ tak wybrana aby bj9>0.25 dla kazdego j=1,...,p, i d,6>0.25 dla
kazdego k=1,...,p3. Przyczynia si¢ to do doktadniejszej oceny wartosci funkcji Lauricella Fp,

ktora okresla nastepujacy wzor ogolny3:

Fp(a;by,...,bp;¢Xp500,Xp) = [

1
= Fare v 0T e ey e (5:21)

0

przy czym |xj|<I dla kazdego i=1,...,n; Re(a)>0, Re(c-a)>0

m m
(a)m]+...+mn (b)ml+...+m“ Xp Xy

(5.22)

o0 [e o]
Fp(@;b1,...,b 56X 00 X)) = Dot D,

! |
ZET Ouem, mieom

dla [x;<1, i=1,...,n, przy czym np.: (8),=a(a+1)...(a+m-1), a,=1.

5.4. Dystrybuanta rozkladu ilorazu dwoéch form kwadratowych

Forma kwadratowa wektora losowego o rozktadzie normalnym ma rozktad centralny,
gdy warto$¢ oczekiwana tego wektora jest wektorem zerowym. Do analizy rozkladu wilasnie
takich form kwadratowych ograniczamy niniejsza analiz¢. Provost i Rudiuk (1991)
zaproponowali#4: Niech [XT YT ZT]~N(0;%), gdzie macierz X jest rzgdu r<p, przy czym p jest
wymiarem macierzy X. Wektory X, Y, Z maja wymiary odpowiednio sx1, tx1,ux1l. Niech

43 Prezentujemy ja na podstawie pracy Mathai i Provosta (1992), s. 331.
4 Tamse, 5. 152-153.
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A:AT:[Aij] bedzie macierza blokowa, gdzie blok A;; ma wymiary sxs, Aj, :Agl ma
wymiary sxt oraz macierz A,, ma wymiary txt. Macierz B:BT:[Bij] jest rowniez blokowa,
przy czym: Byy, B, :Bgl i By, sa blokami o wymiarach odpowiednio txt, txu i uxu.
Przedmiotem analizy jest iloraz:

R=Q (5.23)
Q
gdzie:
T Tl X
Q, = [x Y ]A{ } (5.24)
Y
Y
Q, = [YT ZT]B[ } (5.25)
Z
Dystrybuant¢ zmiennej losowej R przeksztalcamy nastgpujaco:
Fr(c) = P{R<c}=P{Q;-cQ,<0}=P{WTS W<0}=P{Q<0} (5.26)
gdzie:
WT=[XT YT ZT] (5.27)
Anl A 0
Se=| A1z Ap—cByy —cBy (5.28)
0 _CB]Z —CB22

Wektor W, jak juz okre$lono, ma rozktad normalny W~Np(0,2), p( X)=r<p. Wiadomo, ze

istnieje taka macierz L o wymiarach pxr, ze Z=LLT. Wtedy wektor W mozna przeksztatci¢ w
wektor V o wymiarach rx1 za pomoca transformacji:

W=LV (5.29)
Wektor V~N,(0,1), wtedy wyprowadzenie (5.26) kontynuujemy nastgpujaco:

Fo(€)=P{VTM_V<0}=P{Q<0} (5.30)
gdzie:
M, =M! =L"S L

Istnieje taka macierz ortogonalna P, ze PPT=1 i

V=ZP (5.31)
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PTM P=D, (5.32)
gdzie: D, jest macierza diagonalng sktadajaca si¢ z wartosci wtasnych macierzy M. Niektore
spos$rod nich sg dodatnie, a inne ujemne badz réwne zero. Przyjmijmy, co nie umniejsza
ogolnosci wynikoéw, ze D=diag(dy,....dg,-dg1q,.--0;), Przy czym d>0 dla i=l,...,r. Wowczas
réownanie (5.30) jest rtOwnowazne nast¢pujacemu:

Fr(c)=P{Z"D,Z<0} (5.33)
przy czym Z~N(0,1,). Przyjmujac, Ze:
P S
zt=3%dZi, Z7 = 3diZ; (5.34)
i=1 i=e+l

gdzie: Z; ma rozktad 2 z jednym stopniem swobody, mamy:
Fr(c)=P{Z*-Z"<0} (5.35)

Wiadomo (por. np. Fisz (1967)), ze U; = diZi2 ma rozklad gamma z parametrami aj>0 oraz

b;>0, i=1,...,p. Wtedy wprowadzajac oznaczenia postaci:

e p
Ut =3U; U~ = YU; (5.36)
i=l1 i=e+l
mamy:
Fr(c)=P{U*-U <0} (5.37)

Imhof (1961) wyrazit dystrybuante Fg(c) w postaci catkowej*>. W naszym przypadku
prowadzi to juz do wyznaczenia danego wzorem (5.30) prawdopodobienstwa P{Q<0} poprzez
zastosowanie odpowiednich metod numerycznych do obliczenia nastepujacej catki niewtas-
ciwej:

FR(c)=P{Q(r)<0}=P{VTMCV<O}=l—lTMdv (5.38)
2 py vrv
gdzie:
{W=1 27 0.v) (5.39)
i=1

y(v) = ﬁ V14232 (5.40)
i=1

45 Wiadomosé te podajemy za Mathai i Provost (1992).
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przy czym przez Aj 0znaczono i-ta warto$¢ wlasna macierzy M., ktorg otrzymujemy ze wzoru
(5.32). Zapisang catke niewlasciwa przybliza si¢ z zadang doktadnoscia d poprzez zastapienie
w niej nieskonczonej granicy przez liczbe x, ktéra tak wyznacza sie aby“:

X : m -1 _m
lj‘mdv <£l[n\/ﬂ} x 2 =d (5.41)
Ty Vr(v) m 7\

X .

Calke lj‘ %dv nalezy obliczy¢ w przyblizeniu stosujac odpowiednig metod¢ numery-
To

cznego calkowania, ktorg moze by¢ znana metoda Simpsona opisana np. w pracy Demidowicza

i Marona (1965) lub Burdena i Fairesa (1985).

Imhof (1961) podaje catkowy wzor na dystrybuante formy kwadratowej wektora
normalnego w przypadku, gdy warto$¢ oczekiwana tego wektora nie jest wektorem zerowym.
Inne sposoby catkowej reprezentacji dystrybuanty rozktadu takiej formy kwadratowe;j
zaproponowali m.in.47 Martynov (1975) i Rice (1980).

Provost (1989) otrzymat nastepujaca reprezentacje funkcji dystrybuanty?8:

S QL v T(pp+py+v+w+j) _ ;
FR(C)=ZZZK\/K (py+pr+v+w J)Z (P, +P,+VHWH]) (5.42)

w
v=0w=0 j=0 (P1 + V) j41

gdzie:

—a. V.
L J(aj)ijjJ

K,= > I (5.43)
Vi+tv,=v j=1 Vj T(py +V)
—-a. W,
. pou; @y v
K, = > NPT S I (5.44)
Wy Fot W, =W j=r+1 Wi 'T(py +w)
1. bj 1 )
c=l-— i p;=—>— dlaj=1,..r,..,
Y " Hj 02 ] p
p1=a1+...+ar, p2=ar+l+...+ap
Symbol (a),,, wyjasnia wzor:
(@)p=a(a+l)...(atm+1), (a)y=1 (5.45)

46 W6t ten podajemy za Koertsem i Abrahamsem (1969).
47 Prezentowane s3 one rOwniez w pracy Mathai i Provosta (1992).
48 Tamze, s. 149.
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W praktyce obliczanie dystrybuanty Fg(c) bedzie wigzalo si¢ jednak z konieczno$cia
aproksymacji sum nieskonczonych wystepujacych we wzorze (5.42).

Mathai i Provost (1992) przedstawiaja jeszcze inne sposoby pozwalajagce wyznaczy¢
dustrybuante Fg(c). Wsrdd nich nalezy wspomnie¢ rozwijang przez Imhofa (1961) i Mathai
(1983) metod¢ wyznaczania dystrybuanty formy kwadratowej wektora normalnego poprzez
przedstawienie jej w postaci liniowej kombinacji dystrybuant zmiennych losowych, z ktorych
kazda ma rozktad chi kwadrat o parzystej liczbie stopni swobody.

5.5. Metody przyblizonego obliczania dystrybuanty formy kwadratowej
Analizowany w  uprzednim  podrozdziale rozklad formy kwadratowej

I
Q= VIN'E ZdiZiz mozna aproksymowaé za pomocg metody proponowanej przez
i=1
Pearsona (1959). Polega ona na aproksymacji rozktadu zmiennej losowej Q przez kombinacje
liniowg zmiennej losowej U,, o rozktadzie chi kwadrat z v stopniami swobody:

Q~cU,+b (5.46)
gdzie:
2
0, 03
03
v= —j (5.48)
03
SN k
0, =Y dX =trA (5.49)
=1
Wtedy:
P{Q<q}~P{U,<u} (5.50)
gdzie:
P Gl RV (5.51)

7

Solomon i Stephens (1978) zaproponowali przyblizenie rozktadu formy kwadratowej
Q za pomocg krzywych Pearsona. W tym celu nalezy obliczy¢é wspolczynniki skosnosci i
kurtozy:

2
n n

Br=—3 By=—3 (5.52)
2
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Momenty centralne n,, ng, 1, formy kwadratowej Q okreslaja wzory (5.14)—(5.16). Niech
,_Q-EWQ
D(Q)
wyznacza si¢ jako funkcj¢ pary (Bq,8,) na podstawie specjalnych tablic opracowanych przez
Pearsona i Hartley'a (1972). Wtedy z réwnania qu= Zo D(Q)+E(Q) wyznacza si¢ kwantyl rzedu
o formy kwadratowej Q. Gdy danej pary (84,8,) nie ma w tablicach, to Solomon i Stephens
(1978) sugeruja, ze wykorzystanie liniowej interpolacji daje dostatecznie dobre przyblizenie
szukanego kwantyla. Bouver i Bargmann (1974) opublikowali specjalny program napisany w
jezyku komputerowym FORTRAN pozwalajacy wyznaczy¢ nie tylko kwantyle, ale i obliczy¢
prawdopodobienistwa o dla dowolnego g.

, wowczas dla ustalonego prawdopodobienstwa o=P{Z>z.} kwantyl 2z

5.6. Warunki niezaleznoS$ci formy kwadratowej i liniowej wektora losowego

W niniejszym podrozdziale prezentujemy twierdzenie i jego szczegdlne przypadki
dotyczace niezaleznosci form kwadratowej i1 liniowej. Sa one zwlaszcza wazne dlatego, ze
iloraz formy liniowej i1 pierwiastka z formy kwadratowej wektora losowego o rozktadzie
normalnym ma znany rozktad Studenta wlasnie przy spetnieniu warunku o niezalezno$ci tych
statystyk.

Twierdzenie?® 5.3: Niech X~N,(1,2), przy czym det=>0. Niech Q=XTAX+XTa;+d; i
A=AT oraz L:XTa2+d2. Wtedy warunkiem koniecznym i wystarczajacym na to aby Q i L byty
niezalezne jest spelnienie nastgpujacych rownosci:

>A%a,=0 (5.53)
(a;+2Ap) T2a,=0 (5.54)

W szczegolnoscei, gdy wyznacznik detZ>0, to rownanie (5.53) redukuje si¢ do postaci AZa,=0.
Jesli detZ>0 i p=01i a,=0, to AZa,=0 jest jedynym warunkiem niezaleznosci analizowanych
statystyk.

#pochodzi ono z pracy Mathai i Provosta (1992), ktorzy wskazuja, ze jest ono szczegblnym przypadkiem
ogolniejszego twierdzenia dowodzonego przez Gooda (1963) i Shanbhaga (1966). Dodajmy, ze tym problemem
zajmowat si¢ juz Lukacs (1952).
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SUMMARY

A prediction of a nonstationary time series is considered. The time series is treated as
a sequence of independent and normally distributed random variables and each of them has the
same variance. Their expected values are treated as values of a trend function. It is assumed
that the trend can suddenly change its direction or it is discontinuous.

In this situation, the so called flexible predictors should be used to make forecasts.
These predictors are able to adapt to changing directions of a trend. The properties of the
predictors based on the following estimators of a trend are considered: moving average,
crawling trend, exponential smoothing of a time series and the estimator of a linear trend
based on the variable size of data.

The main purpose of this book is presentation of procedures which lead to choice a
reasonable predictor. We say that a predictor is good if it provides a sequence of unbiased
forecasts. The forecast is unbiased if the expected value of the prediction error equals zero. The
well known Student statistic is used to test unbiasedness of a forecast. This statistic is
proportional to the ratio of the prediction error and the square root of the residual variance of a
trend's estimator.

The basic problem is more general and deals with testing the hypothesis that the
expected value of the vector of prediction errors is equal to the null vector. The test statistics
are constructed as a ratio of two random quadratic forms usually dependent on each other. The
numerator is a quadratic form of the vector of prediction errors. The denominator is a
quadratic form of the vector of residuals obtained as the result of smoothing the observed time
series.

Particularly, the well known janus coefficient, defined as the ratio of ex-post
prediction variance and the residual variance, is considered. The significantly large value of
that statistic leads to the rejection of the hypothesis that the calculated forecasts are unbiased.
Then, in this situation the predictor is inadmissible.

Usually, the introduced test statistic has a rather complicated distribution function
dependent on the matrix of the quadratic forms of vectors of normally distributed random
variables. Moreover, these quadratic forms usually have dependent probability distributions.
The appropriate numerical methods have to be used to approximate the distribution function of
these ratio statistics. A large review of properties of distribution of these statistics can be
found in the book by Mathai and Provost (1992).

Let us suppose that the hypothesis on unbiasedness of forecasts is rejected. Then,
either the method of prediction or the parameters of the predictor should be changed. For
example, let us assume that forecasts are obtained through an extrapolation of the least-square
estimator of the linear trend based on n-size data. If the hypothesis on unbiasedness of a
forecast is rejected, we can expect that the trend is changing its direction. Hence, the next
forecast can be obtained through an extrapolation of the linear trend estimated on the data of
the size smaller than n. If the test does not reject the hypothesis on unbiasedness of a forecast,
the next forecast can be made through an extrapolation of the linear trend estimated on the
basis of data of the size bigger than n. The presented procedure is called the test-predictor.



s

ISBN 83-04-04307-6



	Spis treści
	Wstęp
	1. Ocena dokładności prognoz
	1.1. Podstawowe definicje i oznaczenia
	1.1.1. Predykcja jednowymiarowej cechy
	1.1.2. Predykcja wektora cech

	1.2. Wskaźniki dokładności prognoz
	1.2.1. Klasyczne wskaźniki dokładności ex-post prognoz
	1.2.2. Współczynnik Theila
	1.2.3. Współczynnik janusowy
	1.2.4. Zmodyfikowany współczynnik janusowy
	1.2.5. Skorygowany współczynnik janusowy
	1.2.6. Regresja prognoz względem zmiennej prognozowanej
	1.2.7. Giętkość predyktora


	2. Wybrane metody estymacji trendu
	2.1. Założenia o szeregu czasowym
	2.2. Metoda najmnieiszych kwadratów
	2.3. Metoda wykorzystująca średnie ruchome
	2.4. Metoda wyrównywania wykładniczego
	2.5. Metoda trendu pełzającego
	2.6. Metoda regresji nieparametrycznej
	2.7. Weryfikacja hipotezy o występowaniu trendu liniowego
	2.7.1. Test Tietjena-Moora
	2.7.2. Test na stałość nadziei matematycznych ciągu zmiennych losowych

	2.8. Weryfikacja hipotezy o występowaniu wahań cyklicznych
	2.9. Testowanie zgodności postulowanego modelu trendu z rzeczywistym trendem

	3. Podstawowe własności wybranych predyktorów
	3.1. Średnie ruchome
	3.2. Prognozowanie poprzez ekstrapolację trendu liniowego
	3.3. Metoda wyrównywania wykładniczego
	3.4. Prognozowanie metodą wag harmonicznych
	3.5. Test-predyktory

	4. Weryfikacja hipotez o nieobciążoności predykcji
	4.1. Nieobciążoność pojedynczej prognozy
	4.1.1. Testowanie na podstawie reszt modelu trendu
	4.1.2. Testy wykorzystujące wcześniej obserwowane błędy predykcji

	4.2. Weryfikacja hipotezy o nieobciążoności ciągu prognoz
	4.2.1. Testowanie za pomocą współczynnika janusowego i jego modyfikacji
	4.2.2. Iloraz form kwadratowych błędów predykcji i reszt funkcji wygładzającej błędy predykcji
	4.2.3. Modyfikacja statystyki Bartletta
	4.2.4. Przykłady weryfikacji nieobciążoności predyktorów

	4.3. Weryfikacja hipotezy o równoważności dwóch predyktorów
	4.4. Testowanie nieobciążoności prognozy wektorowej

	5. Dodatek. Rozkłady zależnych form kwadratowych
	5.1. Reprezentacje form kwadratowych
	5.2. Momenty form kwadratowych
	5.3. Momenty ilorazu dwóch form kwadratowych
	5.4. Dystrybuanta rozkładu ilorazu dwóch form kwadratowych
	5.5. Metody przybliżonego obliczania dystrybuanty formy kwadratowej
	5.6. Warunki niezależności formy kwadratowej i liniowej wektora losowego

	Literatura
	Summary

