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WSTEP

W praktyce badan reprezentacyjnych zwykle mamy do czynienia z problemem wnio-
skowania o wielu parametrach analizowanych cech populacji. Rzadko celem takiego badania
jest ocena wartosci jednego parametru, chociaz temu wiasnie przypadkowi jest gtdwnie po-
Swigcana wigkszos$¢ prac metodologicznych z metody reprezentacyjnej. Bynajmniej nie ozna-
cza to, iz te prace mijajg si¢ z praktycznymi potrzebami badan statystycznych, poniewaz otrzy-
mywane wyniki dotyczace wnioskowania o pojedynczym parametrze jednowymiarowej cechy
mozna w wielu zagadnieniach bezposrednio uogoélni¢ na przypadek wielowymiarowy. W tej
dziedzinie sa jednak problemy jednoczesnego wnioskowania o wielu parametrach, ktore wy-
magaja szczegolnego podejscia. Naleza do nich problem sposobu oceny doktadnosci estymacji
wektora parametréw oraz interpretacja uzywanych do tego celu wskaznikow. Kluczowe zna-
czenie ma takze usystematyzowanie podstawowych wiadomos$ci pozwalajacych na poréowny-
wanie doktadnosci estymatorow wektorowych. Nastepna kwestia dotyczy optymalizacji badan
probkowych, a zwlaszeza optymalizacji rozmiar6w prob ztozonych, gdy wystepuja ograniczone
naktady na badania reprezentacyjne oraz zgdania spetnienia wymaganej doktadnosci oceny pa-
rametrow.

W ogolnosci wlasnie wymienionym problemom po§wigcona jest niniejsza praca. Pre-
zentowano w niej gléwnie zagadnienia dotyczace jednoczesnej estymacji wielu parametrow
cech w populacji. Nacisk potozono na prezentacje oryginalnych wynikow otrzymanych przez
autora. Tre$¢ niniejszej pracy jest wynikiem kontynuacji badan autora nad wielowymiarowymi
problemami wystepujacymi w metodzie reprezentacyjne;.

W pracy ograniczono si¢ gtownie do analizy problemu estymacji wektora warto$ci
$rednich w populacji. Otrzymane na tym polu wyniki mozna jednak tatwo przenie$¢ na zagad-
nienie oceny innych waznych z punktu widzenia praktyki parametrow, takich jak suma warto$ci
cechy w populacji, ilo$¢ elementdow z cechg wyrdzniong w populacji, czesto$¢é wzgledna wyste-
powania okre$lonego zjawiska w populacji.

W pierwszym rozdziale przedstawiono podstawowe definicje zwigzane z rozktadami
cech w populacji ustalonej, jak i w tzw. nadpopulacji. Szczegotowiej potraktowano problem
interpretacji miar zréznicowania wartosci wielowymiarowej zmiennej. Oprocz podstawowych
wiadomosci o whasnosciach planéw i schematow losowania przedstawiono szczegdtowo specy-
ficzne plany losowania zalezne od cech pomocniczych. Uwzgledniono roéwniez plany losowania
prob z populacji przestrzennych zalezne od potozenia wzgledem siebie elementow populacji.
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Podstawowym wiadomo$ciom o wlasno$ciach estymatorow wektorowych poswigcono
drugi rozdziat. Prezentowane tu sg definicje i twierdzenia, ktore zwykle sa bezposrednimi
uogdlnieniami na przypadek wielowymiarowy odpowiednich okreslen znanych z przypadku
wnioskowania o0 jednowymiarowym parametrze. Szczegdlny nacisk potozono na problem po-
réwnywania doktadnosci estymatorow wektorowych.

W trzecim rozdziale podstawiono podstawowe wiasnosci wektora $rednich z proby
prostej. Analizowano tu takze problem wyznaczania niezbgdnej liczebnosci proby. Korzystano
m.in. z wprowadzonego tu uogolnienia nieréwnosci Czebyszewa.

Podstawowe parametry rozktadu wektora znanych estymatoréw Horvitza-Thompsona
s prezentowane w czwartym rozdziale. Wyznaczano tu rowniez w przyblizony sposob warian-
cje tego estymatora dla wybranych planéw losowania zaleznych od cech pomocniczych.

Piaty rozdziat jest poswigcony wektorowym estymatorom regresyjnym, ilorazowym i
iloczynowym. Prezentowane sa ich macierze wariancji i kowariancji w przypadkach, gdy 10s0-
wana jest proba prosta badz podwdjna. Gdy estymatory te sa wyznaczane na podstawie obser-
wacji cech badanych i pomocniczych w probie podwojnej, formutowano i rozwigzywano zada-
nia optymalnego ustalania liczebnosci obu prob sktadowych proby podwajnej.

W szostym rozdziale prezentowano podstawowe wilasno$ci rozktadu wektora estyma-
torow z proby warstwowej. Konstruowano i rozwigzywano zadania optymalnej lokalizacji prob
w warstwach. Zagadnienie optymalnego tworzenia warstw w populacji ograniczono do proble-
mu wykorzystania formalnych metod grupowania na podstawie obserwowanych cech w popu-
lacji do wyodregbniania w niej warstw. Wskazano takze na mozliwos¢ wykorzystania takich me-
tod do warstwowania proby prostej wylosowanej z populacji. Z tak utworzonych warstw w na-
stepnym kroku sa losowane proby proste, w ktorych juz obserwuje si¢ cechy badane. Problem
ten jest podobny do znanego zagadnienia warstwowania proby po jej wylosowaniu.

Podstawowe parametry rozktadu wektora $rednich z proby grupowej prezentowano w
rozdziale siddmym. Parametry te przedstawiono jako funkcje tzw. wspotczynnikow korelacji
wewnatrzgrupowej. Podjeto problem optymalnego wyrézniania grup w populacji badz w wylo-
sowanej probie prostej na podstawie obserwacji cech pomocniczych. Podobnie jak w uprzed-
nim punkcie, do tego celu wykorzystano formalne metody grupowania zbiorow.

Rozdziat 6smy dotyczy estymacji wektora srednich w populacji na podstawie wektora
Srednich z préby dwustopniowej. Oprocz podstawowych wihasnosci rozkladu wektora tych
estymatorow zaprezentowano rozwigzania zadan optymalizacji rozmiarow prob sktadowych
préby dwustopniowe;.

Dziewiaty rozdzial poswiecono wybranemu zagadnieniu estymacji wektora §rednich
cech w okresie biezagcym na podstawie estymatora bedgcego funkcjg statystyk wyznaczanych z
préb losowanych w okresach biezagcym i wyjsciowym badania. Formutowano i takze rozwigzy-
wano zadania dotyczace optymalizacji liczebnosci losowanych prob.

Rezultaty otrzymane w pracy powinny przyczyni¢ si¢ do racjonalizacji badan repre-
zentacyjnych populacji. Prezentowane wtasnosci estymatorow wektorowych i planow losowa-
nia prob winny utatwi¢ wybdr najodpowiedniejszych sposréd nich w praktyce badan staty-
stycznych. Celem optymalnego tworzenia warstw badz grup w populacji jest w konsekwencji
zwigkszenie doktadnosci oceny parametrow na podstawie prob warstwowych badz grupowych.
Zastosowanie tych procedur przyczyni si¢ rowniez do oszczgdnos$ci naktadow przeznaczanych
na badania reprezentacyjne. W tej kwestii zwlaszcza majg bezposrednie znaczenie analizowane
w pracy zagadnienia optymalnego ustalania liczebnosci prob zlozonych z uwzglgdnieniem
kosztow badania i zadanej doktadnosci ocen parametrow.



1. PODSTAWY PROBKOWANIA

Przedmiotem badan metody reprezentacyjnej jest analiza wlasnos$ci charakterystyk
zbioru obiektow zwanego populacja. W praktyce zwykle nie interesujg nas wszystkie poziomy
cech przypisane poszczegolnym elementom populacji, lecz tylko pewne ich funkcje, nazywane
funkcjami parametrycznymi, ktére majg syntetycznie charakteryzowa¢ wiasnosci populacji.
Zaliczamy do nich np.: warto$¢ $rednig i wariancj¢ cechy, wspdtczynnik korelacji, parametry
regresji. Wielko$ci te sg rowniez nazywane parametrami cechy?,

Gdy parametr populacji jest ustalony, to mowi si¢ o wnioskowaniu klasycznym pro-
wadzonym na podstawie populacji ustalonej?, a gdy jest losowy, mamy do czynienia z mode-
lowym podej$ciem do wnioskowania o parametrach opisowych populacji. W drugim przypad-
ku trzeba wprowadzi¢ zalozenia o rozkladzie prawdopodobienstwa zmiennej losowej wielo-
wymiarowej, ktorej realizacja jest parametr populacji. Zbior realizacji tej zmiennej jest nazy-
wany nadpopulacja w stosunku do rozwazanej podczas badania populacji obiektow. Podejscie
modelowe jest takze nazywane wnioskowaniem na podstawie modelu nadpopulacji czy super-
populacjis.

1.1. Populacja z parametrem ustalonym

Najprostszy model populacji jest okre$lany przez Cassela i in. (1977), s. 4, na-
stepujaco:

Definicja 1.1: Zbiér obiektow Q {®a,....,o n}, N < o jest nazywany populacjg skon-
czong N-elementowa.

Dla wygody nazwe populacja skonczona i ustalona skrocimy do stowa populacja.

L por. np. prace Hellwiga (1987), s. 99.
2 Ang. design approach.
8 Ang. model approache lub superpopulation approach.
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Definicja 1.2: [Cassel i in. (1977)]: Méwimy, ze elementy populacji Q sg identyfiko-
walne, jesli moga by¢ jednoznacznie ponumerowane od 1 do N i gdy kazdy element odpowia-
dajacy danemu numerowi jest obserwowalny.

Definicja 1.3: Wektor liczb rzeczywistych y' = [yi...yn] jest parametrem populacji
Q, jesli kazdemu elementowi 1€Q jest przyporzadkowany i-ty element wektora y.

Symbolem Y oznaczmy przestrzen parametru populacji. Zwykle jest ona N wymia-
rowa podprzestrzenia przestrzeni kartezjanskiej, czyli p/ € RN.

Definicja 1.4 [Bracha (1987)]: Cecha (zmienng) w populacji nazywamy przyporzad-
kowanie y : Q—R!takie, ze dla kazdego i=1,...,N zachodzi, iz y(w1)=Y1.

Zmienng m-wymiarowa oznaczamy przez Y=[yi..ym], a jej wartosci sa elementami
macierzy y=[yi], i=1,...,N, j=1,...m, przy czym yj; jest wartoscia j-tej zmiennej przypisang i-
temu elementowi populacji.

Whnioskowanie o parametrach populacji mozna znacznie polepszy¢, jesli sa o niej do-
stepne informacje dodatkowe. W szczegolnosei sg to z gory znane badaczowi obserwacje tzw.
cech pomocniczych (wspomagajacych). Wektor tych cech oznaczamy przez X={X,....,Xp}, @
macierz ich warto$ci przez X=[Xij], ktéra ma wymiary Nxp.

1.2. Podstawowe parametry opisowe populacji

W praktyce przedmiotem wnioskowania nie jest parametr populacji, lecz jego funkcje
charakteryzujace wlasnosci zmiennych.

Definicja 1. 5: m - wymiarowym parametrem opisowym populacji lub okre$lonej na
niej cechy m wymiarowej y nazwiemy taka funkcje wektorowg 0 = [01...0m] definiowang na
przestrzeni 7/ parametru populacji, ze 6 : Y~ — R™

Do najczgéciej uzywanych parametrdw opisowych nalezy wektor wartosci $rednich

zmiennych w populacji ¥ =[¥;...5,,1" . gdzie:
y=N'yloy (1.1)

Przez Jy oznaczono wektor jedynkowy o wymiarze Nx1. Szczegdlnym przypadkiem wartosci
sredniej danej zmiennej jest czestos¢ wzgledna wystepowania wyrdéznionego poziomu cechy w
populacji.

Wektor warto$ci globalnych zmiennych w populacji ma postac:

y=Ny (1.2)

Jego szczegblnym przypadkiem jest liczba elementdéw populacji z cechg wyrézniona.

Przeglad parametréw zréznicowania zmiennej wielowymiarowej rozpoczynamy od
macierzy wariancji i kowariancji wektora cech y=[yi...ym], ktéra oznaczamy przez: Cx(y)=[Cx;]
(t,j=1,...,m), gdzie:
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N
cg=C(Ye i) = (N-1) D (vie = YO(Y5 = V) (1.3)
i=1
przy czym wariancj¢ oznaczamy przez v=(y;) = cx(Y;, ¥j)-
Macierz wspotczynnikow korelacji wektora zmiennych y w populacji oznaczamy
przez R = R(y) = [rg] (t, J=1,...,m), gdzie:

_ (i ¥ (1.4)

T va(r)ve(7)

Definicja 1.6: Sredni promien rozktadu zmiennej m wymiarowej y okreslamy jako
pierwiastek z sumy wariancji poszczeg6lnych jej sktadowych, czyli:

qx(y) = {rCy () (1.5)

gdzie przez tr oznaczono $lad macierzy.

Parametr g«(y) jest pierwiastkiem ze $redniej kwadratow odlegtosci punktow o wspot-
rzgdnych bedacych obserwacjami cechy y od punktu, ktérego wspotrzednymi sg wartosci sred-
nie tych cech.

Definicja 1.7 [Wilks (1932)]: Uog6lniong wariancja rozktadu m wymiarowej zmien-
nej y jest wyznacznik z jej macierzy wariancji i kowariancji, czyli

g(y) = det(C+(y)) (1.6)

Z geometrycznego punktu widzenia uogélniong wariancje mozna interpretowaé na
kilka sposobow. Niech e = y«j - Iy ?j bedzie wektorem odchylen obserwacji j-tej zmiennej od

jej $redniej. Anderson (1958), s. 167 wykazuje twierdzenie:

Twierdzenie 1.1: Uogdlniona wariancja g(y) jest proporcjonalna do kwadratu objeto-
Sci rownoleglo$cianu rozpigtego na wektorach zaczepionych wspdlnie w poczatku uktadu
wspotrzednych oy 1 konicach w punktach e,...,exm W przestrzeni N wymiarowe;j.

Niech m(Ysi .-, Y«i - ¥+, )bedzie objetoscia (miarg) m wymiarowg réwnoleglo-

scianu rozpigtego na wektorach wspolnie zaczepionych w punkcie ys o koncach w punk-

tach ys« ,...,yx , ktora okresla wyrazenie® :
M TR M
l’Il(y>x<i1 ""y*im ’y*im+1 ) =|det| oooerrrinnennnn. (17)
Y+ T Y

Z Kolei niech m(ys ,....Yx_,y) bedzie objetoscig m wymiarowg rownolegloscianu rozpigte-
go na wektorach wspolnie zaczepionych w punkcie y ikoncach w punktach ys ...y« -

Anderson (1958), s. 168-170, wykazuje nastepujacg wlasnos¢:

4 Definicj¢ t¢ podajemy za Cramerem (1958) i Fiszem (1967).
5 Por. np. prace Borsuka (1976). Dodajmy takze, ze decyzja o wyborze, ktory punkt sposrdd danej kombi-

nacji m+1 punktow jest punktem zaczepienia wektorow, a ktore punkty ich konficami, jest dowolna.
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Twierdzenie 1.2: Uogodlniona wariancja q(Y) jest proporcjonalna do sumy kwadratow
objetosci rownolegloscianow rozpinanych na wektorach wspolnie zaczepionych w punkcie y i
koncach w punktach, ktérych wspdtrzednymi sa m elementowe kombinacje bez powtdrzen
wierszy obserwacjiy, co okresla wyrazenie:

q*(y):me 2z mz(y*il ,...y*im,y) (18)

{il a--’im }

przy czym sumacja przebiega po wszystkich m elementowych kombinacjach bez powtérzen
numerow wierszy macierzy Y.

Twierdzenie 1.3 [Wywial (1989 b); (1992 a)]: Uogoélniona wariancja q(y) jest propor-
cjonalna do sumy kwadratow objgtosci réwnolegltoscianéw rozpinanych na kombinacjach
(m+1) punktow o wspotrzgdnych bedacych wierszami macierzy obserwacji cech y, o okresla
rownanie:

N—m—l

ST m(yaan Y oY) (1.9)

Lot}

q=(y)=

m+1

przy czym sumacja przebiega po wszystkich (m+1) elementowych kombinacjach bez powtoé-
rzen numerow wierszy macierzy Y.

Uogolniona wariancja moze wigc stuzy¢é do oceny stopnia zréznicowania obserwacji
zmiennej wiclowymiarowej traktowanych jako wspoétrzedne punktéw w przestrzeni cech lub
obiektow. Jej warto$¢ jest proporcjonalna do kwadratow objetosci odpowiednio rozpinanych
na tych punktach réwnolegtoscianow. Jesli q(y) = 0, to obserwacje m wymiarowej zmiennej
leza na pewnej co najwyzej (m-1) wymiarowej hiperptaszczyznie, co wykazuje Anderson
(1958).

Oznaczmy przez A; (j=1,...,m) pierwiastki charakterystyczne (wartosci wlasne) macie-
rzy wariancji i kowariancji C«(y), przy czym niech A; > A, > ..> Am. Na podstawie znanych
wilasnosci tzw. gtownych sktadowych oraz warunkow prostopadtosci hiperptaszczyzny i pro-
stej wnioskujemy® , ze jesli detC+(y)>0, to dla kazdej wartosci A istnieje taka (m-1) wymiaro-

. m .
121]2]: Zag)xk =0, ze $rednia suma kwadratow odlegtosci od niej
k=1
punktéw e« = yix - y (i=1,...N) jest rowna A;. Taka hiperplaszczyzn¢ Pearson (1901) nazywa

wa hiperplaszczyzna H

hiperptaszczyzng regresji ortogonalnej’ . W szczegolnosci gdy Am = 0, to wszystkie punkty e
leza na hiperplaszczyznie Hr(nm% W przypadku gdy A > 0, dla j=1,..., mo-1 oraz A; = 0 dla
j=mo, mp +1,....m, to punkty = (i=1,...,N) leza na pewnej hiperplaszczyznie (mo -1) wymiaro-
" Parametr A;j jest rowny wariancji j-tej gtownej sktadowej, ktorej wartosci sa wyzna-
czane z réwnania: uj; =a(j)ei1; (i=1,...,N), gdzie: ald :[a?)...ag)] oraz a®(C«(y)-lmA;)=0m
czyli a®) jest wektorem wlasnym macierzy C~. Wektor wartosci j-tej gtéwnej skladowej ozna-

czamy przez Uj = [usj...Unj]". Z geometrycznego punktu widzenia przeksztatcenie przeprowa-
dzajace zmienne pierwotne w gltéwne sktadowe jest takim obrotem uktadu wspotrzednych, w

6 por. np. Anderson (1958), C.R.Rao (1982), Wilks (1962).
" Wiadomogé te podajemy za Cramerem (1958), s. 298.
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——
wyniku ktorego otrzymane glowne sktadowe sa do siebie prostopadte, czyli wektory oyu; i

-— m

onu; (#t=1,..,m) sg do siebie prostopadte. Wowczas wyznacznik det C.(y)=]]2 j Stad
J=1

wnioskujemy, ze uogodlniona wariancja jest rowna kwadratowi m wymiarowej objetosci pro-

-—
stopadioscianu rozpigtego na wektorach oyu; (j=1,...,m), przy czym diugos¢ j-tego wektora

WYynosi \/X_J

Przecigtny poziom niezerowych warto$ci wiasnych macierzy wariancji i kowariancji
okre§lamy za pomocg $redniej geometrycznej w nastgpujacy sposob:

A=m }'[zlx_l (1.10)
W szczegolnosci, gdy wszystkie pierwiastki charakterystyczne macierzy C«(Yy) sa dodatnie, to
srednia A jest rowna pierwiastkowi m-tego stopnia z uogolnionej wariancji g=(Y).
Maksymalna warto$¢ pierwiastka charakterystycznego macierzy kwadratowej jest
nazywana® jej promieniem spektralnym, czyli promief spektralny macierzy C«(y) wynosi A1.
Definicja 1.8: Parametr p(y) = \/7“_1 bedziemy nazywaé promieniem spektralnym

rozktadu zmiennej y.

Niech z = [z1...zn]" bedzie wektorem warto$ci zmiennej z, ktory jest kombinacjg li-
niowg kolumn macierzy obserwacji y zmiennych vy, a przez b = [bs...bm]™ 0znaczamy wektor
wspbtczynnikow tej kombinacji, przy czym zaktadamy, iz b"b = 1. Wtedy z = yb. Po odpo-
wiednich operacjach algebraicznych otrzymujemy wariancj¢ zmiennej z:

v(z) = bTC«(y)b

Na podstawie znanych wiasnoéci form kwadratowych® wnioskujemy, ze jesli b = by,
gdzie b; jest unormowanym wektorem wlasnym odpowiadajagcym maksymalnej wartosci wia-
snej A1 macierzy C«(y), to

W(2) = maximum{bTC*(y)b} = (111)
bb=1

gdzie z; jest zmienng, ktorej wartosci wyznacza transformacja: zi=yb;. Promien spektralny
rozktadu zmiennej y jest wiec réwny odchyleniu standardowemu 1/v(zl) zmiennej bedacej
kombinacja liniowg wartosci wyjsciowych zmiennych. Wspodtczynniki tej kombinacji sa ele-
mentami wektora b, tak wybranego, by parametr v(z;) osiagat warto$¢ maksymalna.
Przykladowo niech p = [p1...pm]" bedzie wektorem cen m dobr, ktore sg miesiecznie
kupowane przez i-te (i=1,...,N) gospodarstwo domowe w ilosci yij (j=1,...,m). Przez b ozna-
czymy wektor cen unormowanych tak, ze b = a’lp, gdzie a? = p"p. Woéwcezas wektor by jest

8por. np. prace Ralstona (1975).
%Por. np. prac¢ Rao (1982), s. 811 587.
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najmniej korzystnym wektorem cen unormowanych w tym sensie, ze wariancja miesigcznego
wydatku z; = yb: osiaga warto$¢ nie mniejsza od warto$ci wariancji otrzymanej przy innym
wektorze cen b. Ponadto:

v(z)) = v(yby) = a2 v(yp) = a 2v(w)

gdzie 0112 = plTpl , hatomiast wi = yp; okresla rzeczywiste wydatki przy najmniej korzystnym
uktadzie reprezentowanym wektorem cen p: = o?bi. Zatem odchylenie standardowe
V(Zl) mozna w tym przypadku takze interpretowac jako specyficzny wspdiczynnik zmienno-

Sci rozktadu wydatkéw rzeczywistych wyliczany jako iloraz ich odchylenia standardowego

1[V(Wl) przez dtugosé o, wektora cen pi.

Definicja 1.9 [Frish (1929)]: Wspoétczynnik rozrzutu (rozsiewu) wielowymiarowej

zmiennej okresla wzor'?
u(y) =4/detR(y) (1.12)

Wspotczynnik u(y) przyjmuje warto$ci z przedziatu <0;1>. Jesli u(y) = 0, to obserwa-
cje zmiennej m wymiarowej y leza na co najwyzej (m-1) wymiarowej hiperptaszczyznie, a za-
tem sg zalezne liniowo. Gdy u(y) = 1, to sktadowe wektora cech y = [y1...ym], sa nieskorelowa-
ne, czyli liniowo niezalezne. Przyjmuje si¢, ze zalezno$¢ liniowa migedzy sktadowymi wektora
y jest tym silniejsza, im warto$¢ wspotczynnika u(y) jest blizsza zeru.

Searle (1966) proponuje nastepujaca dekompozycje uogdlnionej wariancji przy zato-
Zeniu, ze jest ona dodatnia®® :

g(y)=u (YT (y) (1.13)

%) =y 12 () (114)
j=1

jest $rednig geometryczng wariancji sktadowych zmiennej y. Uogélniong wariancj¢ g=(y) zapi-
sano wiec w postaci iloczynu czynnika wskazujacego stopien zroznicowania warto$ci poszcze-
gblnych cech i czynnika okreslajacego site zaleznos$ci liniowej migdzy nimi.

Kowal (1971) krytycznie ustosunkowuje si¢ do uzywania uogdlnionej wariancji jako
parametru okres$lajacego stopien zréznicowania rozkladu wielowymiarowej zmiennej. Przede
wszystkim dlatego, ze parametr ten jest funkcjg wariancji zmiennych, ktérych warto$ci maja
rozne miana. Niepokoi go takze dekompozycja (1.13). Uwaza, ze poréwnan zrdéznicowania
rozktadow zmiennych mozna dokonywac tylko wtedy, gdy majg te same miana i gdy u(y) jest
réwne lub bliskie jednosci. Obawy te wydaja si¢ nieuzasadnione w przypadku wartosci wspot-
czynnika rozsiewu w konteks$cie przyjetej jego interpretacji jako wskaznika stopnia wspotli-
niowo$ci obserwacji zmiennych. Wydaje sig, ze w ostateczno$ci dwa rozktady mozna poréw-
na¢ osobno z punktu widzenia stopnia skorelowania cech za pomoca wspotczynnika rozsiewu i
z punktu widzenia $redniej wariancji zmiennych wyliczanej na podstawie wzoru (1.14), lecz
rzeczywiscie tylko wtedy, gdy maja te same miana.

gdzie:

10 Definicj¢ t¢ podajemy za Cramerem (1958) i Fiszem (1967).
1 Wiadomosé te podajemy za Kowalem (1971).
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Whnioskowanie o wzglednym zréznicowaniu rozktadu cechy wielowymiarowej mozna
prowadzi¢ na podstawie nast¢pujacej macierzy wspotczynnikoéw zmiennosci:

y(y)=(diag ) C« (y)(diagy) ! (1.15)

przy czym zaktadamy, ze kazda sktadowa wektora $rednich y jest rozna od zera. Przez diagy

oznaczono macierz diagonalng, ktorej elementy diagonalne tworzg kolejne sktadowe wektora
y . Na podstawie macierzy y«(y) mozna definiowa¢ syntetyczne wspotczynniki zréznicowania

zmiennej podobne np. do wprowadzonej wyzej uogdlnionej wariancji.

1.3. Modele nadpopulacji

Koncepcj¢ wnioskowania na podstawie modelu nadpopulacji wprowadzali poczatko-
wo Cochran (1939; 1946), Deming i Stephan (1941) oraz Madow i Madow (1944), co podaje-
my za Casselem, Sarndalem i Wretmanem (1977). Do zwolennikow tej metody nalezy m.in.
Barnard (1971).

Przyjmijmy, ze okre$lony uprzednio definicja 1.3 parametr populacji y jest realizacja
pewnej macierzy losowej Y = [Yjj] (i=1,...,N; j=1,...,m). Wtedy przestrzehn parametru Y staje si¢
przestrzenig prob macierzy losowej Y. Oznaczmy przez F(y) dystrybuante rozktadu prawdopo-
dobienstwa macierzy Y. Cassel i in. (1977) podaja nastgpujace okreslenie modelu nadpopula-
cji:

Definicja 1.10: Modelem nadpopulacji jest nazywany zespot warunkow lub parame-
trow definiujacych klase rozktadow prawdopodobienstwa, do ktorej nalezy dystrybuanta F(y).

Dodajmy, ze populacja ustalona jest szczegdlnym przypadkiem nadpopulacji, bowiem
jej parametr y bedacy zarazem macierza wartosci cech wystepuje z prawdopodobienstwem
jeden.

Model nadpopulacji okreslany dystrybuanta F(y) stanowi dodatkowa wiedzg o popu-
lacji obok informacji niesionych przez tzw. zmienne pomocnicze, co stwierdza m.in. Basu
(1971).

Wartos$¢ oczekiwang, wariancje 1 kowariancj¢ funkcji macierzy losowej y 0znaczamy
przez £(.),0°(.) ¢ @(.), a W szczegblno$ci mamy:

(Y3) = wi, 22(Y3) = &(Yi - i)’ = o

&(Yij, Yi) = E(Yij - pi)) (Yke - pie) = Ok jt
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Niech Y = [Y«1...Y«n], gdzie Y*Tj: [Y3y...YN] (=1,...,m). Realizacja wektora losowego Y+
stanowi obserwacj¢ j-tej cechy w populacji. Cassel i in. (1977) przedstawiaja model transfor-
macyjny nadpopulacji dla jednowymiarowej cechy, ktory w naszym przypadku dla j-tej cechy
okreslamy dystrybuantg Fxj(y«j/as,b~,u,6,0) (G=1,...,m). Sktadowe wektorow ax=[a;...anj]"
(@20 dla kazdej pary i,j) oraz b« = [byj...onj]" sg parametrami transformacji:

Y. —b::
U:=—23 i=1,.N (1.16)

1
j ag

Parametry skltadowych wektora Uxj = [Usj...Un;j]" s3 nastepujace:

£(Zij) = n, 2°(Uij) = % @(Ujj,Uig) = po® (1.17)
przy czym
(N-1)t<p<1 (118)

Stad i ze wzoru (1.16) wynika, ze:
ey =aju+bj
D (Y;j) =ajc’ (1.19)
@Y.V ) =a jjagipc”

Opisany model oznaczamy symbolem Gt i uogbélniamy na przypadek tacznego roz-
ktadu m cech. Okreslajaca go dystrybuant¢ oznaczamy przez F(y|a,b,p,c,p), przy czym
a=[a*1...a*m] i b = [b~...bxm]. Macierzy losowej Y odpowiada macierz U = [U;] (i=1,...,N;
j=1,...,m), ktorej sktadowe okre§la wzor (1.16). Parametry elementow macierzy U okre$laja
wzory (1.17) oraz dla j, t=1,....m, i # k = 1,...,N rOwnania:

@W(Uij,Uiz)=Pjt52

CoU ;U ) =po® dla ik ' (1.20)
iUkt =po a 1+ oraz J#t

Z kolei parametry rozktadu sktadowych macierzy Y okre$lajg rownania (1.19) oraz dla
jt=1,....m, izk=1,...,N wzory:

2
{éw(Yij,Yn) =2ijaiPjto (1.21)

GYii. Vi) =ajapo” dla izk, j=t

Macierz korelacji wektora Up=[Ui1...Uim] (i=1,...,N) oznaczmy przez R=[pijj].
Niech P=pJ mJ;. Wprowadzmy wektor Us=[U1~ ... Un+]". Wtedy na podstawie wyrazen
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(1.17) i (1.20) wnioskujemy, ze macierz korelacji R~ wektora U~ jest stopnia Nm i ma na-
stepujaca postac¢ blokowa:

RP..P
PR ..P
R. =
PP ..R

Twierdzenie 1.4 [Wywiat (1992)]: Jesli det(R+)>0, to wspodtczynnik korelacji p spet-
nia nieréwnosci:

- ! <p<— ! (1.22)

(N-1)JLRI,, JIRI,

a gdy m=1, to nierowno$¢ ta redukuje si¢ do danej wzorem (1.18).
Szczegdlny w stosunku do opisanego wyzej jest model nadpopulacji warstwowej.
Oznaczmy przez Qn wzajemnie rozlgczne podzbiory elementdw populacji Q, przy czym
L
Q= UQy, On. Podzbior Oy jest nazywany warstwa, a jego liczebno$¢ jest oznaczana przez Nh.
h=1
Przyjmijmy, ze dla kazdego i € Qn rozktad wektora Yi= ma taki sam wektor wartosci oczeki-
wanych i t¢ sama macierz wariancji i kowariancji, co oznacza, ze we wzorze (1.19) nalezy
przyjaé, iz ajj = axj oraz bjj = by, dla kazdego i,k € QnWprowadzone zatozenia charakteryzujg
wlasnie model nadpopulacji warstwowej.
Przyjmijmy, ze dla kazdego i=1,...,N oraz j=1,...m bjj = 0 oraz ajj = 1, a takze p = 0.
Wtedy okreslony wyrazeniami (1.19) i (1.21) model nadpopulacji znacznie upraszcza si¢. Do-
datkowo zaktadajac, ze wektory Yix,...,Y«\ sa parami niezalezne, mamy do czynienia z mode-
lem powszechnie rozwazanym w klasycznej statystyce matematycznej, ktory jest rtOwnowazny
definicji prostej proby statystycznej, por. np. prace Fisza (1967) i Pawlowskiego (1976). Przy
dodatkowym zatozeniu, ze kazda ze zmiennych Yi+ ma rozktad normalny, otrzymany model
bedziemy nazywac prostym modelem normalnym nadpopulacji.
Zalozmy, ze jest dostgpna macierz X = [Xif] (i=1,...N: t=1,...p) obserwacji p zmiennych

pomocniczych x=[x1...Xx,] w populacji. Wprowadzmy takze oznaczenia: X'= [xﬁxﬁ* , gdzie
Xi= = [Xit..Xip] Oraz X = [X=1..Xxp], gdzie x}t =[Xy;...Xn¢ J-Przyjmijmy, Ze wystgpujacy w

uprzednio prezentowanym wzorami (1.16)-(1.19) modelu transformacyjnym parametr u = 0
oraz dla kazdego i=1,...N; j=1,....m.

E(Yi) = bij = xiB; (1.23)
gdzie Bj = [Baj...Ppi] " jest wektorem parametrow strukturalnych regresji liniowej j-tej cechy re-

prezentowanej wektorem Y= wzgledem zmiennych pomocniczych. Rozwazane rdéwnania
syntetycznie da si¢ zapisac nastgpujaco:
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E(Y) =b=xp (1.24)

gdzie B = [B1..-Bm]-
Oznaczmy przez U = Y - E(Y) tzw. macierz resztowa. Wowczas macierz losowa Y,
reprezentujacg model regresyjny, zapisujemy roéwnaniem:

Y=xB+U (1.25)

Momenty centralne drugiego rzgdu sktadowych macierzy U okreslaja wzory (1.19) i (1.21).
Dodajmy, ze wystgpujace w tych wzorach wspotczynniki proporcjonalnosci aj; sa zwykle okre-
Slane takze jako funkcje cech pomocniczych. Okreslony model w uproszczonej wersji dla m=1
i p=0 byl m.in. studiowany przez Royalla (1970).

1.4. Plany i schematy losowania préby

1.4.1. Definicje i wlasno$ci podstawowe

Wszystkie prezentowane nizej definicje pochodza z pracy Cassela, Sarndala i Wret-
mana (1977).

Definicja 1.11: Ciag s = {ki,...,kn}, gdzie ki € Q, nazywamy probe uporzadkowana,
przy czym n jest liczebnoscig proby. Zbior S=5(Q) wszystkich prob typu s nazywamy prze-
strzenig tych prob.

Definicja 1.12: Liczba niepowtarzajacych si¢ w probie s elementow jest oznaczana
przez v < n i nazywana efektywna liczebnoscia proby s .

Pomijajac w probie s porzadek elementéw oraz informacje o ich powtarzaniu si¢
otrzymujemy zbior:

s={k:kes}

Definicja 1.13: Niepusty podzbior s populacji Q nazywamy probg nieuporzgdkowang
badz po prostu probg, ktorej liczebno§¢ oznaczamy przez n. Symbolem S o0znaczamy prze-
strzen préb typu s.

Préba s o liczebnos$ci n jest n elementowa kombinacjg bez powtorzen wybrang z popu-

. . . N
lacji Q, a zatem zbior S sklada si¢ z ( j prob.
n

Definicja 1.14: Planem losowania proby uporzadkowanej S nazywamy taki rozktad
prawdopodobienstwa P(s) okreslony na zbiorze S, ze dla kazdej proby se_S zachodzi, iz

P(s)>0i 2 P(s)=1 (1.26)
ses
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W szczegdlnosci bezzwrotnie losowang probe z populacji charakteryzuje plan P(s)>0

dases~csi D> P(s)=1.
SES.

Definicja 1.15: Planem losowania proby nieuporzadkowanej s nazywamy rozktad
prawdopodobienstwa P(s) okreslony na przestrzeni S, ktory dla kazdej s € S spelnia warunki:

PE) =0 i T PGs) =1

SES

Zauwazmy, ze plan losowania P(s) mozna utworzy¢ z planu P(§), gdzie s € S«
nastepujaco

P(§) (1.27)

przy czym S«(s) jest zbiorem wszystkich wariancji bez powtdrzen 8, jakie mozna utworzy¢ jed-
noczesnie na podstawie wszystkich elementéw zbioru s, czyli kazde dwie proby wchodzace w
sktad S«(s) sa utworzone z elementdw zbioru s, a r6znig si¢ porzadkiem wystgpowania elemen-
tow proby s.

Probg uporzadkowang s = {Ki...,Kn} mozemy traktowac jako realizacj¢ zmiennej loso-
wej n wymiarowej S = {Kj,...,Kn}. Jej rozktad prawdopodobienstwa w uproszczonej notacji
P(s) = P ( S) = s okres$la definicja 1.15. Kazda sktadowa K; (i=1,...,n) zmiennej losowej S
przyjmuje warto$ci sposrdd liczb naturalnych {1,...,N}, ktére sg jednocze$nie numerami (ety-
kietami) elementow populacji. Podobnie probe nieuporzadkowana s mozna traktowac jako rea-
lizacj¢ zbioru losowego S.

Okreslamy zbior:

A(K,...k) = {s: ki € s, dlai=1,...,r}

Definicja 1.16: Prawdopodobienstwo my x wyboru (inkluzji) rzedu r-tego, czyli

prawdopodobienstwo wyboru do proby s elementéw populacji ki,...,kr wyliczamy na podstawie
wzoru:

Tk = 2 PO (1.28)
seA(k;..k,)

Definicjal? 1.17: Jesli do proby s (s) dobierane sg indywidualnie elementy z popula-
cji oraz P('s) = const (P(s) - const) dla kazdej s € S (S € S), t0 S (s) jest nazywana prostg
préba uporzadkowang (nieuporzadkowang).

Plan losowania prostej proby uporzadkowanej ma postac:

12 por. Kish (1965), s. 38-40.
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/\ Pis)=N" (1.29)
€S

Drugi plan losowania uporzadkowanej proby prostej przyporzadkowuje dodatnie
prawdopodobienstwa tylko probom charakteryzujacym sig¢ stalg liczebnos$ciag efektywna n, czy-
li nalezacym do zbioru \§:

A\ Py =W (1.30)
ses. N!

Przypomnijmy, ze zbidr 6+ < & zawiera n elementowe wariancje bez powtdrzen elementéw
wybranych z populacji Q. Plan P, nazywamy planem losowania proby uporzadkowanej z usta-
long liczebnos$cig efektywna n.

Plan losowania prostej proby nieuporzadkowanej otrzymujemy poprzez zawezenie
przestrzeni prob 6+ do przestrzeni §. Plan ten przyporzadkowuje state wartosci elementom

zbioru & w nastepujacy sposob:

1
/\P3(s)=— (1.31)
n

Prawdopodobienstwa wyboru kazdego elementu populacji do proby w przypadku pla-
now P; i P3 sa takie same i wynosza:

1@ =n® =2 dai=1,..N (1.32)
N

natomiast w przypadku planu losowania P1 dla kazdego i=1,...,N:
ngl) =1-(1-N"Hn (1.33)

Czerniak (1971) wyprowadzil prawdopodobienstwa inkluzji drugiego rzedu dla planu
P1. Prawdopodobienstwa losowania elementow populacji o numerach ki,...,K; do proby n ele-
mentowej (n > 1) dla plandéw P; i Ps. wyprowadzit Herzel (1986). Dodajmy, ze Stam (1978 i
1986) bada rdznice miedzy planami Py i P3 na gruncie teorii informacji.

W pracy beda takze rozwazane nieproste plany losowania., ktore charakteryzujg sie
tym, ze nie sg rownomiernymi rozktadami prawdopodobienstwa. Plany tego rodzaju konstruuje
si¢ wtedy, gdy istniejg racjonalne przestanki réznicowania prawdopodobienstw wyboru po-
szczegolnych prob, ktore powinny prowadzi¢ do podniesienia doktadnosci wnioskowania o
parametrach opisowych®3.W tym celu wykorzystuje sie z gory znane informacje o populacji, co
zwykle sprowadza si¢ do obserwacji wszystkich wartosci cech pomocniczych, silnie

13 Obszerny przeglad planéw losowania mozna znalez¢ w pracach Brewera i Hanifa (1983), Koopa (1963) i
Vosa (1980).
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zwigzanych z cechami badanymi. Zaznaczmy jednak, ze do informacji pomocniczych nie be-
dziemy zalicza¢ zdobytej podczas losowania proby wiedzy o parametrze y populacji. Plany lo-
sowania takich prob sa nazywane nieinformatywnymi lub niesekwencyjnymi, ktore doktadnie
okreslaja Cassel i in. (1977) oraz Basu (1971), s. 207. Tego typu plandow w niniejszej pracy nie
bedziemy analizowac.

W praktyce czasem jest wygodniej doktadnie nie okresla¢ planu losowania proby, lecz
poprzesta¢ na ustaleniu prawdopodobienstw doboru poszczegdlnych elementdéw populacji do
proby przynajmniej pierwszego rzedu. Pozwala to juz na wykorzystanie odpowiednich metod
estymacji parametrow opisowych, chociaz pojawia si¢ tu nastgpny problem wyznaczenia planu
proby na podstawie zalozonych uprzednio prawdopodobienstw inkluzji. Zagadnieniem tym
zajmowali si¢ m.in. Brewer i Hanif (1983), Chaudhuri (1971), Chaudhuri i Vos (1988), Sinha
(1973) oraz Gabler i Schweigkoffer (1990). Dotychczas okreslilisSmy plan losowania proby,
czyli prawdopodobienstwa, z jakim powinny by¢ wybierane zestawy elementow populacji na-
zywane probami. Teraz nalezy ustali¢ taki mechanizm losowania, ktory umozliwi wybor proby
z populacji wedhug ustalonego planu probkowania. Proba jest tworzona poprzez kolejne losowe
wybory poszczegolnych elementow populacji, a zatem jest rzecza naturalng traktowac ja jako
ciag uporzadkowanych elementow s o liczebnosci n. Przez p(ki) 0znaczamy prawdopodobien-
stwo wylosowania do proby ki-tego elementu populacji za pierwszym razem, natomiast przez
p(ki | Ki-1 ,...,k1) oznaczmy prawdopodobienistwo wyboru elementu ki populacji w i-tym loso-
waniu (i=2,...,n) pod warunkiem, ze uprzednio do proby juz wylosowano elementy o nume-
rach: Ki.1,...,k1, przy czym (ki=1,...,N dla i=1,...,n). Zatem:

P(kl)rn[ Akilkizy,-... ki) = P(s) (1.34)
=2

przy czym ki=1,...,N oraz i=1,...,n.

Definicja 1.18 [ Cassel i in. (1977)]: Mechanizm losowania realizujgcy plan wyboru
elementoéw populacji do proby s wedtug danych powyzszym wzorem prawdopodobienstw wa-
runkowych nazywamy schematem losowania proby lub schematem probkowania.

Schemat losowania proby umozliwia wigc techniczng realizacje zalozonego planu lo-
sowania proby.

Twierdzenie 1.5 [T.V.H. Rao (1962)]: Dla kazdego planu probkowania P(s) istnieje
przynajmniej jeden schemat losowania préby realizujacy tenze plan.

Schemat losowania proby prostej, ktorej plan losowania okresla wzor (1.29), polega
na zwrotnym losowaniu elementéw z tym samym prawdopodobienstwem wynoszacym N2,
Opisany schemat losowania proby nazywamy wariantem zwrotnym schematu losowania indy-
widualnego i nicograniczonego ze statymi prawdopodobienstwami wyboru elementéow do pré-
by lub schematem losowania niezaleznej proby prostej**. Dalej bedziemy schemat ten nazywaé
schematem zwrotnego losowania proby proste;.

Schemat losowania proby realizujacy plany Pa( s ) lub Ps(s) okre$lone odpowiednio
wzorami (1.30) i (1.31) polega na wyborze bezzwrotnym kolejnych elementow do proby, tak
aby prawdopodobienstwo wylosowania elementu o numerze ki w i-tym losowaniu pod warun-
kiem, ze wczeéniej juz wybrano elementy ki,...,Ki-1 wynosito:

14 por. np. prace Pawtowskiego (1972).
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1
Ahkilkeigenky) = Noitl (1.35)

Przedstawiony schemat jest nazywany wariantem bezzwrotnym schematu losowania indywi-
dualnego i nieograniczonego ze statymi prawdopodobienstwami wyboru elementéw populacji
do proby lub schematem losowania zaleznej proby prostej. Dalej takze bedziemy go nazywac
schematem bezzwrotnym losowania proby proste;.

Wrtasnosci innych popularnych schematow losowania mozna znalez¢é w kazdym pod-
reczniku z metody reprezentacyjnej. Tutaj ograniczymy si¢ do prezentacji szczegdlnych sche-
matoéw losowania tzw. prob przenikajacych si¢ i planéw losowania prob zaleznych od cech
pomocniczych.

1.4.2. Schematy losowania prostych préb wielokrotnych

Prébe wielokrotng nieuporzadkowang traktujemy jako zbiér prob pojedynczych takze
nieuporzadkowanych i oznaczamy symbolem: s™ = {s;,...,sn}. Sktadowe s; (i=1,..,h) proby s®
moga by¢ wybierane bezposrednio z catej populacji badz dana préba moze byé¢ losowana z
uprzednio juz wybranej proby si1. W efekcie sktadowe proby s™ moga byé zalezne albo nieza-
lezne.

Zatézmy, ze proba prosta $1 jest losowana bezzwrotnie z calej populacji €, a nastgpna
proba prosta S» o liczebnos$ci nz < ny jest losowana sposrod elementdw zbioru s; bedacego nie-
uporzadkowang proba utworzong z uprzednio juz dobranej proby uporzadkowanej s1. Z kolei
probe sz losujemy sposrdd elementdéw proby s, itd. W koncu otrzymujemy probe wielokrotng
okre$lang ciggiem®®: s = {ss,...,sn}. Plan losowania pierwszej proby ma postaé:

— |
A pep= S

568, (@

Warunkowe plany losowania pozostatych préb sg dla i=2,,...,h postaci:

n._;—n;)!
/\  PGifsis) = (“—") (1.36)
5 eéni(si—l) Mg

Stad wynika juz plan losowania proby wielokrotne;j:

A s )sz( st )=IZZIM (137)

s eS.. = N !
gdzie: so=Q, no=N, a &« jest przestrzenig prob sktadajacy sie z ciggow s™ = {s1,...,5n},

15 Zob. Wywiat (1988 b).
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gdzie s; jest ni elementowg wariacjg bez powtorzen wybrang sposrdd elementéw zbioru si1 0
liczebnosci nj.1 2 n;.

Wywiat (1992) analizowat rozklady brzegowe poszczegdlnych prob (i ich par) skta-
dowych proby wielokrotnej. Pomijajac porzadek elementéw populacji tworzacych proby skia-
dowe wielokrotnej s™= {s;,...,sn} otrzymujemy ciag préb nieuporzadkowanych w postaci:
s = {s1,...,sn}. Stad, ze P(si) = ni!P( si) oraz z wzoru (1.36) otrzymujemy dla i=1,...,h warun-
kowe plany losowania prob:

-1
s es/(\ )P(§i|§i_1,...,§1) = (nri_lj (1.38)
1 « Si-1

1
¢

oraz plan losowania proby wielokrotnej s®:

A PS(s(h)) _ H[“:] e q”! (1.39)

Mes, =l
gdzie: S+={sW:s;cs,c..csh},no=N

Z konstrukcji ciagu s™ lub s™ wynika, ze te proby mozna réwniez nazywaé ciggami
prob zawierajacych sie lub krotko probami zawierajacymi sie 6.

Przedstawiamy teraz schemat losowania ciagu nieuporzadkowanych préb prostych,
ktory jest rézny od opisanego wyzej, chociaz realizuje ten sam plan losowania okreslony wyra-
zeniem (1.39)Y.

Proby sktadowe ciggu s®™={s,...,sn} losujemy niejako w odwrotnej kolejnosci do po-
przednio okreslonej. Oznacza to, ze najpierw z populacji Q jest bezzwrotnie losowania probka
prosta sp o liczebno$ci nn. Potem ze zbioru Q-s, losujemy takze bezzwrotnie probe prosta sf,_; i
dotaczamy ja do proby sn tworzac ta droga probe prostasy_j; =sf_jUsh o liczebnosci
Nn=nf_; +np . Trzecia probg otrzymujemy podobnie losujac rowniez bezzwrotnie probke
prosta sj_, o liczebnosci nf_, sposrod elementéw zbioruQ—sy —sj_; =Q—s,_;i potem
dotaczamy ja do zbioru sh1 otrzymujac probg sho=sf_p Usp_j0 liczebnosci nn
2=nf_p +1np_;. Procedur¢ t¢ powtarzamy az do uzyskania proby si=s{ Us, o liczebnosci
ni=nj +n, . Wtedy warunkowy plan losowania proby dla i=1,...h ma postac:

1
VAN P(ST VU sin[Sigreosn) == (1.40)
Si ESni(Q - ) 1

i+1

gdzie:

16 Koniczak (1995) nazywa je probami zstgpujacymi.
17 Zob. Wywiat (1988 b).
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N—l’li

+1 —

Wi=[ , ni—ni+1=n{20, nh+1—0, Si=S{USi+1
N —MNjyg

Stad juz otrzymujemy plan losowania préby s®:

h
P(S(h)) =[Iwi'=w"' (1.41)
() s i=i

gdzie:
s={sW:sics,c..cshh, =N

Wywiat (1992) wykazal, ze okre§lone wyzej schematy losowania prob s™ = {sy,...,sn}
realizujg ten sam plan Ps losowania okre$lony wyrazeniem (1.39).

1.4.3. Schemat losowania dla planu proporcjonalnego do $redniej z proby

Przyjmijmy, ze warto$ci nieujemnej zmiennej pomocniczej bedace elementami  wek-
tora X=[X1...Xn] sa jednoznacznie przyporzadkowane elementom populacji Q={1,...,N}. Przy-
N
pomnijmy, ze przez Xy =— » X} | X=— » X} oznaczamy wartoSci $rednie zmiennej po-

kes k=1
mocniczej X obserwowane odpowiednio w probie i w populacji. Zaktadamy, ze w probie nie
wystepuja powtdrzenia elementow, czyli n jest liczebnoscig efektywna.
Przyjmijmy, ze plan losowania proby jest proporcjonalny do sumy warto$ci zmiennej
pomocniczej w probie, czyli P(s) o nX, . Doktadne wyrazenie okre$lajace plan losowania pro-

by ma postac:

nx
Pc(s) = §
6(®) X X,

S€S

Prawdopodobienstwa planu losowania dla kazdej proby s € § maja postaé [por. Ko-
nijn (1973), s. 250]:

Pg (s) = (1.42)
N

Prawdopodobienstwo wylosowania proby s jest wigc proporcjonalne do udzialu sumy wartosci
cechy pomocniczej obserwowanej w probie do sumy wartosci tej cechy w populacji.

Wywial (1991b i 1992) wyprowadzit prawdopodobienstwa inkluzji dowolnego rzedu
oraz prawdopodobienstwa warunkowe charakteryzujgce schemat losowania proby, ktore po-
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nizej przytaczamy.Prawdopodobienstwo wylosowania do proby s za pierwszym razem elemen-
tu k-tego populacji wynosi:

N-n X, (n-=1)

P = N NE T AN

(1.43)

p(k) jest takze prawdopodobienstwem wylosowania k-tego elementu populacji niekoniecznie
za pierwszym razem, lecz w dowolnym i-tym losowaniu (i=1,...,n). Zatem prawdopodobien-
stwo wejécia do proby s k-tego elementu wynosi m=np(k), co po odpowiednich prostych prze-
ksztatceniach zapisujemy nastgpujaco:

- -1 _ -
re=nn X 0ol D NER XemX o g
(N-DN X N

N-1Nx N-1

Stad wnioskujemy, ze prawdopodobienstwo wylosowania k-tego elementu populacji do proby
zalezy od odchylenia k-tej obserwacji zmiennej pomocniczej od jej $redniej. Gdy odchylenie to
jest dodatnie (ujemne), to prawdopodobienstwo dostania si¢ do proby k-tego elementu jest
wigksze (mniejsze), niz by to byto w przypadku losowania proby prostej realizujacej plan P;
dany wzorem (1.30).

Prawdopodobienstwa inkluzji rzedu drugiego sa nastepujace:

(n- )N -1 xy +x, _ (n-1)n-2)

= + 1.45
NN NR (NS1)(N-2) (49
lub
~“1)(N = 9% _
pe = BZUIN=D) xy g 2% (- ) (146)
(N-2)(N-1)N X N(N-1)
Prawdopodobienstwa warunkowe charakteryzujace schemat losowania proby:
T
(N=n)} x; +N(n-1)Xx

p(k,[Kppenn kp) = = (1.47)

r—1 N
(N=n)2 xy +N(n—-r+1Dx
i=1

przy czym k; # krq # ki = 1,...,N oraz r = 2,...,n. Prawdopodobienstwo wylosowania danego
elementu populacji do proby za pierwszym razem okresla wzor (1.43).

Dodajmy, ze Lahiri (1951) proponuje inny schemat losowania realizujagcy rozwazany
tutaj plan wyboru proby.
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1.4.4. Schemat losowania dla planu proporcjonalnego do nicobserwowanej w probie sumy
warto$ci zmiennej

Wywiat (1992) analizuje wtasnosci planu losowania proby proporcjonalnego do sumy
wartosci cechy X nie obserwowanych w probie, czyli P (§)aNi—ni§. Plan ten mozna prze-

ksztatci¢ do postaci:
NX —nXg

Pr(s) = ————— (1.48)
N® (N -n)x
Stad i na podstawie wzoru (1.42) wnioskujemy, Ze:
n
P;(s)= - Pg (s
7(s) N_D® N-n 6(s)
nX
P;(s)=——| 1- Sj 1.49
7(8) D™ ( = (1.49)
Prawdopodobienstwa inkluzji do drugiego rzedu wiacznie:
T = n  nXxy  (n—-Dn (1.50)
N-n (N-DNx (N-1)(N-n)
(T R — ( —X—kj b my =3(1— Xk"‘_} (1.51)
N-1 Nx N (N-Dx
-1
ry = —20—D (1—"1‘“1) (152)
(N-DH(N-2) Nx
lub iy = 0= (1—("1‘ —0* X _X)) (1.53)
N(N-1) (N-2)x
Prawdopodobienstwa warunkowe schematu losowania:
T
Nmn-1)X—-|(N=-n)) x; +(n-r)NX
1 0
plk k. k) = - (1.54)

r—1
! Nn-r-Dx- ((N —n)Y x +(n- r)NiJ

i=1
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przy czym ki = kp # ... ke = k; = 1,...,N; 1> 1. Prawdopodobienstwo wylosowania za pierw-
. . 1
szym razem k-tego (k = 1,...,N) elementu populacji do proby wynosi: p(k) =—m .
n

1.4.5. Schematy losowania dla plandw zaleznych od obserwowanej w probie sumy
kwadratow odchylen warto$ci zmiennej od jej Sredniej w populacji

Kwadraty odchylen warto$ci zmiennej pomocniczej od jej $redniej w populacji

—\2 . .. , . . . . . .

oznaczne przez zy = (xk - x) mozna traktowac jako warto$ci nowej zmiennej pomocniczej.
Wowczas wariancje cechy pomocniczej sa rowne odpowiednim $rednim cechy z:

N
ZZk =z

1 _5 1 _ 1Y 2
A% = — X — X =— Zy =Z¢, V=— X — X =
#s nés(k ) HZ k = Zs Ng,l(k )

kes

Zatdézmy, ze v > 0. Zadanie polega na wyznaczeniu planu losowania proby proporcjonalnego
do stopnia zréznicowania zmiennej pomocniczej mierzonego wariancjg vis, Czyli
Ps(s) o Vis= Z..

Rownosci vy =7z ,v=2Z pozwalaja na natychmiastowe wnioskowanie o wlasno-
$ciach planu losowania Pg( s ). Na podstawie wzoru (1.42) mamy:

1 v
Pg(s) = #s

5y (1.55)

Korzystajac ze wzordw (1.28) i (1.44) wyliczamy prawdopodobienstwo inkluzji rzgdu pierw-
szego dla k=1,...,N
_ N-n (x; -%)° ,n-!

N-1 Nv N-1

Tk

_ N-n (xg —i)z —V+£
(N-1N v N

lub T (1.56)

Stad wynika, ze prawdopodobienstwo doboru do proby k-tego elementu populacji moze by¢
mniejsze lub wigksze od warto$ci % , ktora jest prawdopodobienstwem inkluzji rzgdu pierw-

szego dla proby prostej losowanej bezzwrotnie. Szanse wejscia k-tego elementu do proby sa
tym wigksze, im bardziej k-ta warto$¢ zmiennej pomocniczej rézni si¢ od wartosci Sredniej w
populacji.

Prawdopodobienstwa inkluzji rzedu drugiego, jak i prawdopodobienstwa warunkowe
schematu losowania proby wyliczamy na podstawie wzordw (1.45)-(1.47), zastepujac w nich
obserwacje cechy pomocniczej x przez kwadrat jej odchylenia od $redniej w populacji.

Plan losowania Pg daje wigksze szanse doboru prob, ktore charakteryzujg sie duzym
zrdéznicowaniem warto$ci zmiennej pomocniczej wzgledem jej sredniej w populacji.
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Drugi plan losowania jest proporcjonalny do nie obserwowanej w probie sumy
kwadratow odchylen wartoéci cechy pomocniczej od jej $redniej w populacji, czyli
Po('s) o NV - nvgs. Wtedy:

_ 1 3 nv#sj
PO= (1 N (1.57)

Podstawiajac we wzorach (1.50)-(1.53) w miejsce Xk i X odpowiednio wielkosci (xy —i)z iv
wyliczamy prawdopodobienstwa inkluzji do drugiego rz¢du.

1.4.6. Schemat losowania dla planu proporcjonalnego do wariancji z proby

Wariancj¢ z proby zmiennej pomocniczej 0znaczamy przez
1 —\2
V§:VSZ—Z(Xk —x) lub Vig = Vag = ——
e

Niech e, =xy — x dla k=1,...,N. Wtedy wariancj¢ w populacji zmiennej pomocniczej mozna

zapisaé w postaci:
3 2 J 2
v=—z:ek lub Ve=——D e =—V

Singh i Srivastava (1980) zaproponowali plan losowania proby proporcjonalny do wa-
riancji vy, czyli Pjg(s)av,. Jego doktadna postac jest nastgpujaca:

nN-1) vy 1 vy
Nm-DN® v N v,

Pyo(s) = (1.58)

Odpowiadajacy rozktadowi prawdopodobienstwa P1g(S) plan losowania proby nieupo-
rzadkowanej P1o(s) ma postac: P1o(S)=n!P1o( s ), a zatem

1 v
Po® =g,
)

Singh i Srivastava (1980) okreslili dwa schematy losowania realizujace plan P1o(S).
Nizej prezentujemy inny schemat losowania proby realizujacy obydwa plany Pio( 8 ) i P1o(S)
oraz prawdopodobienstwa inkluzji dowolnego rzedu wyprowadzone przez Wywiata (1992).
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Prawdopodobienstwo doboru dowolnych elementow populacji ki# ko#,...,#k=1,...,N
w pierwszych r losowaniach ma postac:

T

N-r-2)! \?
p(kl,...,kr):ﬁ{(N—n)((n—l)(N—r+1)—2(r—1)i§%(xki —x) +

r r — —
~(N=n)(N=n—-1)>" > (x. - X)X, = %) +(n=1)(N - D((n=DHN-1) - r)v*} (1.59)
i) =1
Prawdopodobienstwa inkluzji do drugiego rz¢du sg nastepujace:

_(-D(N-D-1  (N-n) (% -x)?

Tk
(N-DN _ (N-D(N-2) .
2
lub S N‘n{(xk"‘) —l} (1.60)
N N-2|(N-Dve N

Z kolei prawdopodobienstwa inkluzji rzedu drugiego dla elementow populacji
k #t=1,....,N maja postac:

(N -4)!
Nlvs

Tkt =

‘(N —n)((n = DN =) +2)((xj —%)* +(x 0D +

=2(N =n)(N —n = D)(xj = X)(x; = X) +2n =2)(N=D)((n =H(N =2) = T)v«} (1.61)

Prawodpodobienstwa warunkowe P(kr| Kr1,...K1) schematu losowania realizujacego
plan P1g wyboru proby mozna tatwo obliczy¢ na podstawie wzoru (1.59).

1.4.7. Schemat losowania dla planu proporcjonalnego do funkcji wariancji z proby i
populacji

Rozwazmy plan losowania proby proporcjonalny do réznicy miedzy suma kwadratow
odchylen wszystkich obserwacji zmiennej x od jej $redniej w populacji i sumg kwadratow od-
chylen wartosci zmiennej pomocniczej w probie od jej Sredniej w tej probie, czyli:

P11 (s) aNv-nvs=a(s)

Niech u=Q-s, natomiast u niech bedzie szczegdlng permutacja elementdéw zbioru u.
Wykazemy, ze a( s )>0:
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a® =a(s) = X ((xi ~ %)+ (% D))" + T ~ %) +(Fy ~ %) = Txie ~ %) =
k kes

kes eu
=n(X -2+ Y (xp X2 +(N-n)(X, %)% 20
keu

Stad wnioskujemy, ze:

S a(s) = (N=DHN®v, —(n =Ny, = (N —n)NDy,
seS

Dalej juz mamy:
N-1  (n=Dvy
(N=n)N® (N -n)N®y,

Pii(s) = (1.62)

Prawdopodobienstwo doboru do proby w r ustalonych losowaniach elementow populacji o
numerach Ka,...,kr okresla wzor:

N-1({(N-1)! n-1 )
kp,...k,) = - K,....k 1.63
p( 1 r) N—n( NI N_1p20( 1 r) ( )

Na podstawie otrzymanego wzoru mozna wyliczy¢ juz prawdopodobienstwa warunkowe
p(kiKr-1,...,K1) schematu losowania realizujacego plan P11.
Prawdopodobienstwa inkluzji rzedu pierwszego dla k=1,...,N okreslaja wzory:

BT o (8 TS 0% (1.64)
KON N=2IN (N=Dv, '
2
lub L [1-“‘“”}
N N(N-2) v

Prawdopodobienstwa inkluzji rzgdu drugiego sa postaci:

_ n(n-1) _n-1 )

NN N (1.65)

Tkt

przy czym k #t=1,...,N, natomiast, przez nf{lto) 0zNnaczono prawg strone rownania (1.61).
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1.4.8. Schemat losowania dla planu proporcjonalnego do kwadratu odchylenia miedzy
$rednimi z proby i z populacji

2
Zgodnie z powyzszym tytulem szukamy planu losowania proby P12(§)a(is —i) .

Wtedy mamy:

2
% (%-%) =072 [Zek] =S N (1.66)

SES seS \kes

Stad wynika, ze
Nn (X —%)?

(N-mN® v« (o7

Pia(s) =

Wyprowadzimy teraz prawdopodobienstwo p(Ki,...,Kr) dobrania do préby podczas r
ustalonych losowan elementéw populacji: Kki,...,K.. Wyznaczamy je zaktadajac, co nie zmniej-
szy og6lnosci wyniku, ze mamy do czynienia z pierwszymi r losowaniami, w wyniku ktérych
sg dobierane do proby elementy populacji o kolejnych numerach: 1,..,r. Niechu =s - {1,...,r}.
Wtedy definiujac zbiory:

AL,..n={s:ies, dai=1,..,r}

AlL,..n={s:ies, dlai=1,.,r}

mamy:
2
p(L....,t)= Y Pp(=(m-1)! D> Ppi=c Y [Z(xk - )?)J =
seA(l,...r) seA(L,...,r) seA(l,...,r) \kes
2
=c 2 [ZekJ
seA(l,...r) \kes
. N(n —r)!

przy czym:

- n(N - n)N®y,

2 2
I T )y
p(L....,t)=c D, ( ey + Zekj =c (Zekj +2X e Dy + et +
r) \k=l keu I) k=l keu keu

seA(l,.. seA(l..., k=l

+ ZZeketJ =C{(N—_rrj(éleka +2(N—r—1jzf:ek %ek +[N_r_1) %eﬁ +

Kteu n n—r—1)1 5 “ySa \n-r—KkJ 20,



N-r-2) N XN N (& ) (N-r-i r N r
+ ) > Zeket}=c( J e | +2 e Dew—Der [+
D=1 =2/ kimr4l =T/ \k=1 n-r=Ug "\ kal

Lor)Ee g Lo B - £

k=1 k=l k=r+l1

2
(N=1r=-2)!(N—-n) r r s )
c (N-=n)!(n—1)! {(N n-— (kz::lek] —(n—- r)kzz:lek +(n—-1)(N=1)vs« } —

:M{( “n- I)(i:(xk—i)jz—(n—r)i(xk ~%)> +(n-1)(N-D)va }

n(N-1)!vs &=

Uogolniajac otrzymany wynik wnioskujemy, ze prawdopodobienstwo wyboru elementéw po-
pulacji ki = k2 # ... kr w dowolnych ustalonych r losowaniach wynosi:

2
p(kp... k) = M[(N—n—l)(Z(xki —i)] ~(-DY (x, ~0*+

+(n —1)(N =1)vs) (1.68)
Niech

I'izg

X0=1¥x, Va(0) = 3 (x, =50
i=1

przy czym ki = kj=1,..,N dlai=j=1,..,r <n Wowczas mamy:

(i(xk, ‘i)]z = [i(in —i<r>)+(i<r>—i)J2 = [i(xki —i(r))}2 +

i=1 i=l i=1

+2r(X(r) - i)i (xg, —X() +17 (X(r)-%)*

i=1

T
Stad, ze Y (x), —X(r)) =0 wynika, iz
i=1



35

[i(xki —X)Jz =12 (X(n)-%)* (1.69)

Z kolei:
. 2

Zr:(xki -3)? = Z((in - i(r)) + (i(r) - i)) = Zr:(xki —X(r))% -

i=l i=1 i=1

-2(X(r) = X)X (x, —X(1)) +r(x(r) - x)°
i=l
W koncu otrzymujemy:

Er:(xki —%)2 = (r=Dv«(r) +1(X(r) - X)? (1.70)

i=1

Podstawiajac wzory (1.69) i (1.70) do (1.68) po odpowiednich przeksztalceniach otrzy-
mujemy:
p(ky,.... k)=

= M(r(Nr —nr —n)(X(1) = %)% +(n=1)(r = Dv«(r) + (n = r)(N = 1)v*) a7y
n(N =1)!vx«

Na podstawie otrzymanego wyrazenia badz wzoru (1.68) juz tatwo obliczamy praw-
dopodobienstwa warunkowe p(ki Kr-1,...,K1) schematu losowania realizujacego plan P12 wyboru
proby.

Prawdopodobienstwa inkluzji rzedu pierwszego sa postaci:

N-2n (x-%)? n-1

Tk = +
(N-D)(N=2) v.  N-2
lub
n  N-2n [(Xk —i)z J
L 1 (L.72)
N NN-2)| v

przy czymk =1,...,N.
Prawdopodobienistwo doboru pary k#t=1,....N elementow populacji do proby wynosi:

_(=D(N-n-Dxg —X+x, =%’ @-Dn-2(x, %> +(x -%)’
- (N =1)(N =2)(N = 3)v« (N =1)(N =2)(N = 3)v«

3

L (=Dn-2) (1.73)
(N-2)(N-3)



36

1.4.9. Schemat losowania dla planu proporcjonalnego do malejacej funkcji kwadratu
odchylenia migdzy $rednimi z proby i populacji

Studiowany tutaj plan losowania proby P13( S ) jest proporcjonalny do rdéznicy mig¢dzy

sumg kwadratow odchylen wartosci zmiennej pomocniczej od jej $redniej w populacji i n-
krotng warto$cia kwadratu odchylenia $redniej z proby zmiennej pomocniczej od jej sredniej w
populacji, czyli

P3(s)ou(N = vs —n(X —%)*

Nierowno$¢ P13( s ) > 0 wykazujemy podobnie jak uprzednio nierownos¢ a(s)>0. Na podstawie
wzoru (1.66) wyliczamy, ze

> ((N —1)vx —n(Xg — i)z) _ Ny, w

se$
Stad wynika, ze
- — 2
Py(9=— D nN(Xs %) (1.74)
(N(N=2)+n)N® N (N(N-2)+n)v«
lub
P3(g) = — D NN b (L75)

(N(N-2)+n)N™ " N(N-2)+n

przy czym plan Pi2( s ) okresla wzor (1.67).

Prawdopodobienstwa doboru do préoby w r ustalonych losowaniach elementéw popu-

lacji ki,...,kr Obliczamy za pomoca wzordéw (1.67), (1.71), (1.74) i (1.75) nastepujaco:

pkp,.... k)= 2P =m-1! 3 P3(s)=

seA(l,...,r) seA(L,..r)

N(N-D(N-1®"  N-n
B - P
(N(N-2+mN®  N(N-2)+n §€é§n,r) 12(5)

B (N=71)!
" (N(N=2)+n)(N =2)!

2
- (N-n)(N-r-2)! o r .
n(N(N =2)+n)(N =) !vx {(N n D(E (X, x)] +

p(ky,... k)

(n- r)i(xki -%)2 +(n=1)(N =D)v« } (1.76)

i=1
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Stad mozna juz obliczy¢ potrzebne prawdopodobienstwa warunkowe schematu losowania
realizujacego plan losowania P1s.
Prawdopodobienstwa inkluzji sg nastepujace:

2
- =%_ (N —n}N—2n) [(Xk —X) J k=1,..N L.77)
(NN=2D+m(N=-DN| v

D (N—mr1?
pp =T DZ T g N (1.78)
N(N-2)+n

przy czym przez nf{ltz) 0znaczono prawg stron¢ wzoru (1.73).

Plan losowania proby P13 w przeciwienstwie do planu Py, preferuje wybor proby, z
ktérej $rednia cechy pomocniczej mato odchyla si¢ od $redniej tej zmiennej w populacji.

1.4.10. Plany losowania proby zalezne od sgsiedztwa elementéw w populacji przestrzennej

Zatozmy, ze wzajemna pozycja elementow populacji w przestrzeni jest okreslona.
Przyktadowo, geograficzne utozenie gmin wzgledem siebie jest ustalone. Utozenie elementow
populacji mozna identyfikowa¢ za pomoca macierzy sasiedztwa, ktora oznaczamy symbolem
A=[ajj]. Jesli elementy populacji o numerach (i,j) sasiaduja (nie sgsiadujg) ze soba, to aj=1
(2;=0).

Rozwazmy nastgpujaca populacje:

2
5 1 3
4
Wtedy macierz sasiedztwa ma postac:
o1 1 1 1]
1 1 1 0 1
A=1 1 1 1 0
1 0 1 1 1
11 0 1 1]

Przestrzen trojelementowych prob nieuporzadkowanych ma postac:

S={(1,2,3); (1,2,4); (1,2,5); (2,3,4); (2,3,5); (3,4,5); (1,2,4); (2,4,5); (1,4,5)}
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Macierz sasiedztwa dla elementéw tworzacych probg oznaczamy przez A(s)=[aij(s)]. Wtedy dla
przestrzeni prob S mamy:

11 1 1 1 1 1 1 1
A(123)=|1 1 1; A(124) =1 0l; A(l25)=|1 1 1
11 1 1 0 1 1 1 1
1 1 0 1 1 1] 1 1 0
AQR34)=|1 1 1|; AR35=|1 1 O0f; AGB4S5=|1 1 1
0 1 1 1 0 1] 0 1 1
1 1 1 (1 0 1] 1 1 1
A(135=(1 1 0f; AQRA45 =0 1 1f; A(145 =1 1 1
1 0 1 11 1 1 1 1

Zamierzamy tak losowaé probe, by preferowac wejscie do niej elementéw sasiaduja-
cych ze sobg. Odpowiadajacy temu postulatowi plan losowania mozna sformutowac nastepuja-
CO:

Z a;;(S)
_ 1>]
P14 (S) = —Z Zaij ) (1.79)

seS i>]

Wtedy:
P14(1,2,3):P14(1,2,5):P14(1,3,4):P14(1,4,5): %

P14(1,2,4):P14 (2,3,4):P14 (2,3,5):P14 (3,4,5):P14 (1,3,5):P14 (2]4,5): %

Prawdopodobienstwa inkluzji pierwszego i drugiego rzedu sg nastgpujace:

2 7
T =— y T2=T3=T4=Tl5— —
1 7 1
T12=T13=T14=T015= —, T23=T025=T034=Tl45—= — ; T24=T35= —
3 24 4

W przypadku zwrotnego losowania prawdopodobienstwo wylosowania danego cle-
mentu populacji ustalamy proporcjonalnie do sumy elementow, z ktorymi graniczy analizowa-
ny element, a wigc:
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N
22
P1s(k) = 2 — (1.80)
ZZaij

i=1 j=I

W przypadku rozwazanej wyzej populacji mamy:
5 4
Pis) =57 P15(2)=P1s (3)=P1s (4)=P1s (5)= 71

Zalézmy teraz, ze wybierana proba ma by¢ tak losowana, aby bylo preferowane wej-
Scie do niej elementéw nie sgsiadujgcych ze sobg. Plan losowania takiej proby okresla wigc na-
stepujace wyrazenie:

P16(S)a%(n2 —n)+oc—2atj

i>]

Parametr oo wprowadzono po to, by P1s(s) > 0. Zatem:

1
5n(n—l)+(x—2atj

i>]
WIS
a {2 n(n-— )+}+B

ln(n—l)+0c—[3P1

(N)F n(n—1)+oc}+|3
n/| 2

B=22 ay

seSi>]

Pis(s) =

(1.81)

Pis(s) = (1.82)

gdzie:
Latwo mozna wykazaé, ze wraz z nieograniczonym wzrostem o plan Pig zmierza do
planu losowania proby prostej losowanej bezzwrotnie. Zatem
. 1
lim P16 =
oa o (N)
n

W przypadku wczesniej rozwazanej przyktadowej populacji dla o = 0.1 mamy:

(1.83)
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P16(1,2,3) = P16(1,2,5) = P16(1,3,4) = P16(1,4,5) = %

1
P16(1,2,4) = P16(2,3,4) = P16(2,3,5) = Pls 2(3,4,5) = P16(1,3,5) = P16(2,4,5) = g

17357 27T T,
13 23 33
751227513:7514:“15:%, “2327525:“34:“45%! “24:“35:%

Gdy a.= 0.5, to
1
P16(1,2,3) = P16(1,2,5) = p16(1,3,4) = P16(1,4,5) = Z

P15(1,2,4) = P16(2,3,4) = P15(2,3,5) = P16(3,4,5) = P15(1,3,5) = Ple(2,4,5) = %

) TC2=TC3=TC4=TCS=§

1
TE1=E

5 7
Ty = T3 = Ty = Ty =Z; T3 =Tp5 = N34 =7T45=Zi T4 = T35 :Z

W przypadku losowania zwrotnego prawdopodobienstwa wyboru do proby poszcze-
golnych elementow populacji mozna okresli¢ tak, by wigksze szanse dostania si¢ do proby

miaty elementy nie sasiadujace ze soba:
N
t=1 (1.84)

N N
N(N+D=D > ay
k=lt=1

pi7(k) =

W przypadku rozwazanej populacji mamy:

1 2
17(1)= —; 17(2)= p17(3)= p17(4)= p17(5)= =
p()9, p()p()p()p()9
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1.4.11. Wybrane plany losowania z populacji uporzadkowane;j.

Graficznie N-elementowa populacje uporzadkowang prezentuje rysunek:

[ 1 [ 2] 3] .. [N1] N |

Charakteryzuje ja nastgpujaca macierz sasiedztwa:

1100 ..00
1 10

000O0..11

00O0O0 .. 11

Plan preferujacy wejscie do proby elementéw sgsiadujacych ze sobg konstruujemy
nastepujgco. Oznaczmy przez s=(i1,...,in) probe, przy czym ustalmy, co nie umniejsza otrzyma-
nych dalej wynikéw, ze i1 < iz < ... <in. Niech:

6.(8)_ 1, gdy ij—ij+1=1
P00, gdy ij-ijg>1

Wtedy postulowany plan okreslamy wyrazeniem:

n—1

Pig(s)ae+ ) 3;(s) (1.85)
=1

Zatem:
n-1
e+ 2.8(s)
=1
Pig(s) = ) (1.86)

(njg"‘ 2 nZ_:ISj(S)

s€S$ j=1

W szczegolnosci niech n=2. Wtedy:

. e+l, gdy i;-ip =1
P18(S)OLP18(11alz)ael(s):{ '

€, gdy il —iz >1
Wtedy:

N-1)(2+N
TR
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W koncu:
2(g+1)

Py ()= (N—1)2(§+N8)

(N-1)(2+Ne)

, gdy ij—ip =1
(L87)

. gdy il—i2 >1

N 2(Ne+1-¢) (L58)

1 =P1g(1,2)+ ) P (1,1)= , T =T
1=Pig( )i; 18 (1,1) (N-1)(2+Ne) 15N
k=2 N
. . 2(2+Ne—¢)
1 =Pgkk+D)+Pg(k—Lk)+ Y Pgk)+ Y Pg(k,i)= —or =8 (1.89)
18 18 El 18 i=§£ 18 (N-DQ2+Ne)

przy czym k=1,...N-1.
Plan losowania preferujacy wybdr do proby elementéw nie sasiadujacych ze soba

konstruujemy nastepujaco:

n-1
Pg(s)ae+n—1-23(s), £>0 (1.90)
e

Zatem:

n—1
a+n—128j(s)
=1
Pjg= . = (1.92)
( j(n+s)— 2. 2859
n seS j=I
W szezegolnosei, gdy n=2, to
2(e+1 .
(N—1)((Ns+)N—2)’ gdy 1i=ip =1
Pio(s)= 2e (1.92)
, gdy il—iz >1

(N—1)(Ne+N-2)

Prawdopodobienstwa inkluzji rzgdu pierwszego sa nastepujace:

o _28(N=D+2(N-2) (L93)
INT (N=1)(Ne+N=-2) '

) _ 2e(N-D+2(N-3) (1.99)
(N=1)(Ne+N—-2)
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1.4.12. Plany losowania zalezne od sasiedztwa elementow populacji przestrzennej i obserwacji
cechy dodatkowej

Podobnie jak w dwoch ostatnich punktach zaktadamy, ze ustalone jest sasiedztwo
elementéw populacji. Ponadto zaktadamy, ze dysponujemy obserwacjami cechy dodatkowe;j
przypisanymi poszczegdlnym elementom populacji przestrzennej. W szczegélnosci, gdy ele-
mentami populacji sa grunty, to cecha dodatkowa moze by¢ poziom sprzedazy nawozoéw
sztucznych w poszczego6lnych gminach lub pwierzchnia gruntéw ornych przeznaczonych pod
uprawe zboz itp. Wowczas mozna spodziewac sig, ze niektore sposrod analizowanych cech be-
da wykazywaly autokorelacj¢ przestrzenna. Rozumiemy ja w tym sensie, ze wartosci cechy dla
sasiadujacych ze soba elementéw populacji beda dodatnio (ujemnie) skorelowane.

Rozwazmy nastepujacy model nadpopulacji. Zatézmy, ze i-temu (i = 1,...,u) elemen-
towi populacji jest przypisana zmienna losowa X; oraz ze

A\ EX{)=n; 2’ (X;) =0 (1.95)
i=1,.N

Niech A = [ajj] bedzie macierzg sgsiedztwa okreslong w punkcie 1.4.10. Dodatkowo zal6zmy,
7€

A ew(Xi,Xj) =

i#j=L...N

dy a; =1
{p 8 G (1.96)

0 gdy a;=0

Niech dla kazdego i = 1,...N:

N
I
<
!
X

(1.97)

ol

X

Mz

1
dzie: =
g N &

j

Zatozmy, ze w przeprowadzanym badaniu statystycznym sg obserwowane wartosci
wszystkich zmiennych losowych X; (i=1,...,.N). Wtedy dysponujemy ciggami wartoSci:

{i={Xi,... xn} i {zi} = {zi,...20}.

Pierwszy z analizowanych tutaj planéw losowania okreslamy nastepujaco:

Pao(s) abi () =c+ Y (xi —xp) ay (1.98)
k,hes

Jesli proba ma by¢ losowana bezzwrotnie, to:

2
et (X —xXp) Ay,
k,hes

N
C(n)-'- Z Z(xk —Xh)zakh

se$ k,hes

PZO (S) = (199)
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przy czym c>0 jest stata wprowadzong po to, aby zapewnic, iz P(s)>0 dla kazdej s€. 6.
Drugi plan ma posta¢

Py (S)aby(s) =c+ D (2 +2n) aw (1.100)
k,hes

Wtedy przy bezzwrotnym losowaniu mamy:

Cc+ Z(Zk +zh)2akh
Py () = khs (1.101)

( )C-i— Z Z(Zk +zh)2akh
n

se$ k,hes

Zaktadajac zwrotne losowanie proby wystarczy okresli¢c prawdopodobienstwa wylo-
sowania poszczegdlnych elementéw z populacji w pojedynczym ciaggnieniu. Wtedy mozna
okresli¢ je nastepujaco:

N
2
c+ D (X —Xp) agy

— h=l1
P2 (k) = N N (1.102)

Nc+ Z Z(Xk - xh)zakh
k=lh=1

N
2
c+ D (zx —zp) Ay

pa3(k) = —=L (1.103)

Nc+ Z Z(Zk - zh)zakh
k=lh=1

przy czym ¢ > 0.

Zapisane wzory okreslajace plany losowania mozna przedstawi¢ w prostszej postaci
wtedy, gdy zostanie ustalona konkretna posta¢ macierzy sgsiedztwa.

Po to, aby oceni¢ wptyw przestrzennej autokorelacji na proponowane plany losowa-
nia, wyznaczamy ich oczekiwane wartosci, przy okreslonych wzorami (1.95) i (1.96) zatoze-
niach modelu nadpopulacji

£(Bi(s)) ¢ + NknG?2 (1- p) (1.104)

&(B2(s) =c + nkns? (1 + p) (1.105)

przy czym przez ng, oznaczono ilos¢ sgsiadujacych ze sobg w probie elementow. Stad wynika,
ze w przypadku wystepowania ujemnej autokorelacji plany P2y bgdg preferowaty wejscie do
proby sasiadujacych ze sobg elementow. Z kolei plany P21 i P23 bedg sprzyjaty wejsciu do pro-
by sgsiadujacych ze sobg elementow, gdy wspotczynnik atokorelacji bedzie dodatni.
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1.5. Dane o parametrze populacji i statystyki

Wezesniej wprowadzono pojecie parametru populacji jako macierzy rzeczywistej y o
wymiarach N x m. Kazdy wiersz tej macierzy jest jednoznacznie przyporzadkowany jednemu
elementowi populacji. Z kolei elementy kazdej kolumny tej macierzy sa traktowane jako war-
tosci (realizacje) jednowymiarowej zmiennej (cechy).

W wyniku obserwacji elementéw populacji o numerach ke s otrzymujemy dane o rea-
lizacjach m wymiarowej cechy, ktore zapisujemy wektorami wierszowymi: Yie = [Vk1...Ykm].-
Oznaczmy przez ys macierz o wymiarach n x m sktadajaca si¢ z wierszy: yy « =[Y,i---Yikm]

i=1,..,n obserwowanych na kolejnych elementach tworzacych probe uporzadkowang
s={Ki,...,kn}, a zatem

Oznaczenia te wykorzystujemy do bezposredniego uogdlnienia wprowadzonego przez Cassela
i in. (1977) pojecia danych o wektorowym parametrze populacji (o jednowymiarowej zmien-
nej) na przypadek macierzowego parametru lub, innymi stowy, danych o wielowymiarowe;j
zmiennej:

Definicja 1.19: Dang identyfikowalng o parametrze y populacji (0 m wymiarowej
zmiennej) obserwowang w probie uporzadkowanej s nazywamy macierz d = [s : ys).

Przypomnijmy, ze przez s oznaczono probe¢ nieuporzadkowana, ktora uzyskuje si¢ z
proby S poprzez pominigcie w niej powtarzajacych si¢ elementéw i zaniedbanie porzadku, w
jakim one byly losowanie. Basu (1971) nazywa probe s jadrem proby s. Dane d = [s : ys] sta-
nowia wigc jadro danych d.

Dane mozna traktowac¢ jako realizacje pewnej macierzy losowej D badz D.

Definicja 1.20 [Cassel i in. (1977), s. 20]: Przestrzenig prob zmiennej losowej D
przyjmujacej wartosci d jest zbior:

D=dseS8(Q) yeV} (1.106)

gdzie )} € R jest przestrzenig parametru populacji. Przestrzenia proéb Y macierzy losowej D
jest zbior:

D={dseSQ), yeV} (1.107)

Zbiory » 1 O sa wiec przestrzeniami prob danych d i d.

Macierz losowa D mozna zapisa¢ w sposob blokowy jako D =[S : ys ], gdzie:
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YK, *
S={K,....Ky}, yg =
YK, *
a jej warto$¢ d = [s : ys], gdzie s = {Ka,...,Kn} jest realizacjg proby losowej S = {Kj,...,Kn}.
Statystyk czesto dysponuje obserwacjami cech, lecz bez informacji o numerach ele-
mentéw populacji, ktorym sg one przypisane. Zatem zaszta potrzeba wprowadzenia pojecia
danej nieidentyfikowalnej. Dana nieidentyfikowalna i nieuporzadkowana Ys (uporzadkowana
Ys) jest realizacjg zmiennej losowej Ys (Ys) otrzymanej z macierzy losowej D (D) po pominie-
ciuw niej wielkosci S (S). Zatem zmienna losowa Ys (Ys) niesie mniej informacji ze sobg
niz D (D), poniewaz nie sg znane numery elementoéw populacji, ktorym sg przyporzadkowane
poszczegblne wartosci zmiennych losowych ys (ys).
Cassel i in. (1977), s. 20 wprowadzili pojecie statystyki, jako funkcji danych o zmien-
nej jednowymiarowej, ktore jest takze wazne dla przypadku cechy wielowymiarowe;j.
Definicja 1.21: Statystyka jest nazywana kazda funkcja rzeczywista Z = u(D) okre-
$lona na przestrzeni 2 taka, ze dla danej s € & warto$¢ u(d) zalezy od parametru y tylko po-
przez te obserwacije yi=, dla ktorych k € s.

Szczegbdlnymi przypadkami statystyk sa m.in. estymatory parametrow cech populacji,
ktére analizowane sg w dalszej czgSci pracy.



2. PODSTAWY TEORII ESTYMACJI

2.1. Estymacja parametréw populacji ustalonej

2.1.1. Podstawowe wilasnosci strategii probkowania

Celem estymacji jest okreslony definicja 1.5. wektor 0=[01...0m] funkcji parametrycz-
nych (parametréw opisowych populacji) zaleznych od parametru populacji y.

Estymacj¢ parametrow 0 prowadzi si¢ na podstawie realizacji d macierzy losowej D
danych o cechach populacji, ktorg okresla definicja 1.19. Zaktadamy, ze obserwacje cech ele-
mentéw populacji wchodzacych do proby sa bezbtedne. Rozktad prawdopodobienstwa macie-
rzy D zalezy od parametru populacji Y oraz od planu losowania proby ustalonego mniej lub
bardziej subiektywnie przez statystyka. Niech ® eR™ bedzie zbiorem mozliwych warto$ci wek-
tora parametréw opisowych 6 = 0(y), a zatem 0: }”—0. Bartoszewicz (1989, s. 145) wprowa-

dza precyzyjna definicje estymatora parametru 6 na gruncie klasycznej teorii statystyki. Korzy-
stajac z jej uproszczenia uzywanego przez Zielinskiego (1990, s. 10) formutujemy ja nastgpu-
jaco.

Definicja 2.1: Wektor statystyk to=[tp1...tom] przyjmujacy wartosci ze zbioru ® na-
zywamy estymatorem wektora parametréow opisowych 0 € ©.

Podobnie okreslamy estymator tp jako funkcj¢ danych D z proby uporzadkowanej S.

W niektorych pracach z dziedziny metody reprezentacyjnej uzywa si¢ zamiast oznaczen esty-
matorow tp, tp Symboli odpowiednio ts, tg. Te ostatnie rowniez bgdziemy stosowaé w ni-

niejszej pracy. Podkreslmy, ze estymator ts jest zmienna losowa zalezna od wynikow obserwa-
cji cech w probie losowej S, natomiast ts jest wartoscig statystyki ts obliczong na podstawie
obserwacji pochodzgcych z konkretnej realizacji s proby S.

W celu otrzymania oceny parametrow 0 nalezy wybra¢ odpowiedni estymator i plan
losowania proby. Te dwa czynniki wplywaja na doktadno$é oceny wnioskowania. Zatem jest
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wygodnie podczas porownywania dokladnosci réznych sposobow estymacji postugiwac si¢
pojeciem strategii (probkowania) wprowadzonej przez Cassela i in. (1977).

Definicja 2.2: Ustalong par¢ uporzadkowang {ts, P(s)} lub {t§,P(§)} nazywiemy stra-

tegia estymacji parametrow opisowych populacji 6.

W przypadku gdy szacowany parametr 0 jest skalarem, to btad estymacji jest defi-
niowany 8 jako réznica miedzy estymatorem i parametrem 0. Ta definicja jest przenoszona
bezposrednio na przypadek wektorowej estymacji. Zatem blad estymacji okresla wzor:

B=B(t, 0) =ts- 0 2.1)

Definicja ° 2.3: Estymator ts daje nieobcigzone oceny wektora 6 wtedy i tylko wtedy,
gdy:
/\ Etg) = T t,P(s)= 0 2.2)
yey se\s

gdzie przez Y/ i § oznaczono odpowiednio przestrzen parametru populacji i przestrzen prob.

Zaznaczmy, ze estymator nieobcigzony wzgledem wybranego planu losowania proby
moze by¢ jednak obcigzony wzglgdem innego planu.

Definicja 2.4: Estymator ts daje € nieobcigzone oceny wektorow 0(Y), jesli dla kazde-
goy € Y idla ustalonego bledu dopuszczalnego estymacji € > 0 zachodzi, ze

V A\ [Bts)-0;|<e 23)

ny<N i=l,.,m

Liczba ¢ (ktérag mozna ustala¢ na réznym poziomie dla kazdej sktadowej wektora 0
jest interpretowana jako dopuszczalny poziom obcigzenia wektora estymacji i € moze zaleze¢
od liczebnosci proby. Zwykle ¢ jest okreslane za pomoca wielkosci O(n™) (r > 0), czyli wraz ze
wzrostem liczebnosci proby n obcigzenie € maleje tak jak ciag {n"}. Gdy obcigzenie estymato-
ra jest rzedu mniejszego niz O0(nl), to taki estymator jest nazywany prawie nieobcigzonym?.

Przeglad innych definicji nieobcigzonosci estymatorow i definicji ich zgodno$ci moz-
na znalez¢ np. w pracy Wywiata (1992).

Niech macierz A ma wymiary m x m, natomiast b jest wektorem wierszowym o wy-
miarze 1 x m, natomiast Jy jest kolumna jedynkowa o wymiarze N x 1. Przez D i D' oznaczo-
no dane o populacjach charakteryzowanych odpowiednio parametrami y i y', przy czym
y'=yA+Jnb.

Definicja 2.5: Estymator tp nazywamy niezmienniczym liniowo wtedy i tylko wtedy,
gdy dla kazdej transformacji y = yA + Jnb i kazdej danej D zachodzi:

tD' =b+ tbA (24)

18 por. np. Pawlowski (1976).
19 por. definicje nieobcigzonosci Basu (1971), s. 208.
20 por. H.P. Singh i in. (1985).
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Gdy A = Iy oraz b = om, gdzie om jest m elementowym wektorem zerowym o wymia-
rze 1 x m, to tp jest nazywany estymatorem niezmienniczym wzglgdem przesunigcia parametru
populacji. W przypadku gdy A jest macierza diagonalng o dodatnich elementach jej glownej
przekatnej i b = om , to tp nazywamy niezmienniczym wzgledem zamiany skali. W koncu gdy
b # om i A jest diagonalng o dodatnich elementach, to tp nazywamy niezmienniczym wzgledem
przesunigcia i zamiany skali.

2.1.2. Mierniki rzedu doktadnos$ci estymacji

W przypadku jednowymiarowym do oceny dokladno$ci estymacji wybranego parame-
tru zwykle uzywa sie tzw. bledu $redniokwadratowego estymacji tego parametru?, ktory jest
réowny drugiemu momentowi zwyktemu btgdu estymacji. Sposob ten jest przenoszony na przy-
padek estymacji wektorowej. Niech Vsr(tp) = Vsr(ts) = E(B'B), gdzie wektor bledow estyma-
cji B o wymiarze 1 x z okres$la wzor (2.1). Macierz Vsr(ts) drugich momentéw mieszanych
btedow estymacji nazywamy macierza btedow sredniokwadratowych oceny wektora parame-
trow 0 na podstawie estymatora ts. W szczegolnosci jej element o numerze (i,k) (i,k=1,...,m)
wyliczamy wedtug wzoru:

E(BiBK) = D (tis —0i)(tys — 01 )P(s) (2.5)
SeS

W przypadku jednowymiarowym do oceny precyzji estymacji uzywa si¢ wariancji
estymatora ?2. W przypadku wielowymiarowym precyzje estymatora wektorowego ts charakte-
ryzujemy przy pomocy jego macierzy wariancji i kowariancji V(ts) = E(ts-E(ts))"(ts-E(ts)).
Wowczas tatwo sprawdzamy, ze

Vsr(ts) = V(ts) + ET(B)E(B) (2.6)

Stad wnioskujemy, Ze jesli estymator ts jest nicobcigzony dla 0, to Vsg(ts) = V(ts).

Zwykle rzad doktadnosci estymacji parametrow 0 prowadzony na podstawie statysty-
Ki ts jest charakteryzowany za pomocg btedow sredniokwadratowych poszczegdlnych sktado-
wych wektora ts, czyli [E(B1)2..E(B,)?], ktéry redukuje sic do wektora wariancji
[V(t1s)...V(tzs)], jesli estymator ts daje oceny nieobcigzone parametrow 6.

Drugi sposob oceny doktadnosci polega na obliczeniu $ladu macierzy btedoéw sred-

niokwadratowych 2, ktory oznaczamy przez q2g (ts)=trVsg (tg) i nazywamy sredniokwadra-

towym promieniem estymacji wektora 0 za pomocg estymatora ts. Parametr qéR (tg) wskazuje

poziom $redniego kwadratu odlegtosci punktu, ktorego wspotrzednymi sg realizacje wektora
ts, od punktu, ktérego wspotrzednymi sg elementy wektora parametrow ©.

A Ang. mean sguare error. Por. np. Cochran (1963), Kish (1965), Jessen (1978). Kordos (1987;
1988) uzywa do oceny doktadnosci estymacji pierwiastka z bledu $redniokwadratowego estymacji, ktory
Kisch (1965) nazywa btedem ogdlnym (total error).

2 Tamze.

2 por. np. Rao (1982).
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Parametr q(ts)=_/trV(tg) nazwiemy $rednim promieniem estymatora wektorowego ts, i

interpretujemy jako $rednig odlegto$¢ punktu, ktorego wspolrzednymi sa skladowe wektora
E(ts), od punktu, ktérego wspotrzednymi sa elementy wektora ts. Parametr g(ts) stuzy do oce-
ny precyzji estymacji wektorowe;j.

Jesli E(ts) = 0, to gsr(ts) = g(ts).

Kolejnymi parametrami stuzagcymi do oceny rzgdu doktadnosci i precyzji estymacji
wektora 0 s odpowiednio wyznaczniki: gsr(ts) = detVsr(ts) i g(ts) = detV(ts),
z ktorych pierwszy nazwiemy uogdlnionym bledem $redniokwadratowym estymacji
parametréw © na podstawie wektora ts, natomiast drugi Wilks (1932) nazwat?* uogélniong wa-
riancjg estymatora ts.

Korzystajac z ogolnych wynikéw zamieszczonych w pracy Wilksa (1962), s. 546
wnioskujemy, ze:

gsr(ts) = 9(ts) (1 + E(B)VH(ts)ET(B)) > g(ts) 27)

Stad wynika, ze jesli ts daje nieobcigzone oceny parametrow 0, czyli E(B)=0, to gsr(ts)=g(ts).

Przypomnijmy [por. np. Ralston (1975)], ze promien spektralny danej macierzy jest
réwny jej maksymalnej warto$ci wlasnej. Niech psr(ts) i p(ts) beda promieniami spektralnymi
poprzednio zdefiniowanych odpowiednio macierzy bledow s$redniokwadratowych Vsgr(ts) i
macierzy wariancji i kowariancji V(ts). Niech tos = tsw', gdzie w = [wi...wn] i ww'= 1 oraz
weR? - {om}.

Statystyka tos estymuje kombinacje liniowg: 0, = OW' z btedem $redniokwadratowym:
Vsr(tos) = E(tos - 00)? = WVsr(ts)W'. Podobnie D?(tes) = WV/(ts)w'. Na podstawie znanych wia-
sno$ci wartosci wlasnych macierzy [por. np. C.R.Rao (1982)] wnioskujemy, ze:

pSR(tS) = maximum{WVSR(ts)WT}
ww' =1

p(ts) = maximum {wV(ts)w'} (2.8)
ww' =1

Stad wynika®®, ze psr(ts) jest bledem $redniokwadratowym estymacji kombinacji liniowe;
00=0W" za pomocg statystyki tos = tsw' przy najmniej korzystnym uktadzie wektora wspot-
czynnikéw W+ w tym sensie, ze psr(ts)=E(ts wa - 0w )2 >E(tsw™-0w")?, dla ktorych ww'= 1,
wewa =11 w,wxeR™-{om}. Podobnie interpretujemy parametr p(ts), poniewaz p(ts)=psr(ts),
gdy ts jest nieobcigzonym estymatorem parametrem 6.

Parametr psr(ts) nazywamy $redniokwadratowym promieniem spektralnym estymacji
parametrow 0 na podstawie wektora ts. Z kolei p(ts) nazywamy promieniem spektralnym es-

tymatora ts. Parametry psr(ts) i p(ts) stuzg do oceny odpowiednio doktadnosci i precyzji wek-
tora parametrow © przy pomocy estymatora ts.

24 Wiadomos¢ te podajemy za Cramerem (1958).
%5 por, Rao (1982).
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2.1.3. Poréwnywanie strategii

Wprowadzane dalej definicje pozwalajace porzadkowac strategie z punktu widzenia
doktadnosci 1 precyzji dawanych przez nie ocen parametréow sformutujemy na podstawie spo-
sobu mierzenia zréznicowania warto$ci wielowymiarowej zmiennej prezentowanego w pracy
Borowkowa (1984), s. 99-103.

Niech Xi, X2 beda dwoma 1 x m wymiarowymi wektorami losowymi o réznych roz-
ktadach prawdopodobienstwa. Przez a, o 0znaczamy wektory rzeczywiste o wymiarze
1xm, natomiast przez om wektor zerowy o wymiarze 1xm. Stopien zréznicowania roz-
ktadu  prawdopodobienstwa  wektora X; (i=1,2) jest okreslony parametrem

eiz(a, a)= E(XiaT —aa’ )2 , (i=1,2). Wspotczynnik eiz (a,o) mierzy przecigtny stopien zroz-
nicowania rozktadu realizacji wektora Xij Wokot punktu o wspotrzgdnych a.
Definicja 2.6. [Borowkow (1984), str. 99]: Mowimy, ze $redniokwadratowe zroznico-

wanie rozktadu zmiennej losowej X; wokot ustalonego punktu o € R™ jest nie wigksze od
zroznicowania rozktadu wektora X» , jesli dla kazdego a € R™ - {om}.

e% (a,oc)zE(XlaT—ccaT)2 SE(XzaT —ocaT)2 =e% (a,a) (2.9)

Jesli przynajmniej dla jednego wektora acR™ zachodzi, ze e% (a,(x)<e% (a,a), to méwimy, ze
rozktad wektora Xj jest mniej zroznicowany wokot punktu a niz rozktad wektora Xo.

Niech Ci (&) = E(Xi- )T (Xi- @), i=1,2.

Lemat 2.1. [Borowkow (1984), s. 100]: Sredniokwadratowe zréznicowanie rozktadu
zmiennej losowej X1 wokot ustalonego punktu aeR™ jest nie wigksze od zréznicowania wek-
tora X; wtedy i tylko wtedy, gdy r6znica macierzy (Cz(a)-Ci(a) ) jest nieujemnie okreslona.

Wprowadzmy oznaczenie: li(A,a)=E(Xi-a)A(Xi-a)", i=1,2, przy czym macierz A jest
kwadratowa stopnia m.

Lemat 2.2 [Borowkow (1984), s. 101]: Macierz Cy(ct)-Ci(e) jest nieujemnie okreslo-
na wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej nieujemnie okreslonej macierzy A (z wyjatkiem macie-
rzy zerowej) zachodzi nierownosc:

lL(A0) < (A, ) (2.10)

Cramer (1958) proponuje? poréwnywaé rozrzut wartoéci wielowymiarowych zmien-
nych za pomoca elipsoidy koncentracji rozktadu wielowymiarowego. Zatézmy, ze kazdy wek-
tor losowy X; (i=1,2) o wymiarach 1 x m ma nieosobliwy rozktad z wektorem warto$ci ocze-
kiwanych E(X;) = i oraz macierzg wariancji i kowariancji Vi.

Definicja 2.7: Elipsoid¢ koncentracji (rozrzutu) rozkladu wektora losowego X
okresla wyrazenie:

Z(X)={a:(a-p) Vi'@-p)T<z+2 aeRY (2.11)

gdzie Vi jest macierza wariancji i kowariancji wektora Xi.

26 por. Borowkow (1984), s. 101-102.
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Elipsoida R(X;) stuzy do geometrycznej prezentacji rozrzutu (zréznicowania) realiza-

cji wektora X oraz ma nast¢pujaca wiasno$¢: Jesli wektor losowy Ui ma jednostajny rozktad
na elipsoidzie &(X;), to wektory Ui, X; maja wspdlne wektor wartosci oczekiwanych i macierz
wariancji i kowariancji.

Lemat 2.3 [ Borowkow (1984), s. 102]: Jesli wektory losowe maja rozktady nicoso-
bliwe, to sredniokwadratowe zroéznicowanie rozktadu wektora X; wokot E(X1) nie jest wigksze
od zroéznicowania X2 wokot E(Xz) wtedy i tylko wtedy, gdy elipsoida koncentracji Z(X1) za-
wiera si¢ w elipsoidzie Z(X2).

Strategi¢ estymacji nalezy tak wybra¢, aby dawata najlepsze oceny wektora parame-
trow 0. Zagadnienie to w przypadku szacowania skalarnego parametru opisowego populacji
jest sprowadzone do wyboru strategii, dla ktorej btad Sredniokwadratowy oceny parametru jest
najmniejszy. W przypadku estymacji wektora parametrow 0 kryterium wyboru strategii nie jest
juz tak oczywiste. W tym przypadku mozna zadac¢, by najlepsza strategia dawata np. mozliwie
maty uogélniony blad $redniokwadratowy badz maty Sredniokwadratowy promien oceny pa-
rametrow. Okazuje si¢, ze m.in. wymienione kryteria sa szczegdlne w stosunku do kryterium
pozwalajacego porzadkowaé wektorowe strategie estymacji (ts,P(S)) w pewnym zbiorze ¢ po-
przez poréwnanie dokladnosci estymacji liniowej kombinacji @a’ za pomoca tsa', gdzie
a=[a;...am] € R* - {Om}.

Niech (t(sl) , PO(s)), (t(sz) , P@(s)) bedg dowolnymi strategiami estymacji wektora pa-
rametrow © = [6;...0m].

Definicja?” 2.8: Méwimy, ze strategia (t(sl) ,PA(s)) wektora B(y) jest nie gorsza (lep-

sza) od strategii (t(Sz) P@(s)) wtedy i tylko wtedy, gdy zréznicowanie $redniokwadratowe w
sensie definicji 2.6 rozkladu wektora losowego tg) wokot wektora O(y) nie jest wigksze

(mniejsze) od zréznicowania $redniokwadratowego rozktadu wektora t(s2) dla kazdego yey.
Stad i na podstawie lematu 2.1 natychmiast wynika wlasnos¢:
Twierdzenie 2.1: Strategia (t(sl), P((s)) parametru B(y) jest nie gorsza (nie lepsza)

od (t(sz) , PA(s)), wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego ye}” roznica macierzy:
R=Vsg( t(sz) ,PA(s))-Vsr( t(sl) ,PA(s)) jest nieujemnie (niedodatnio) okreslona. Gdy przynajm-
niej dla jednego wektora ye)” macierz R jest dodatnio (ujemnie) okreslona, to strategia ( t"
P()(s)) jest lepsza (gorsza) od (t(sz) , PA(s)).

Szczegb6lng w stosunku do definicji 2.8 jest nastgpujaca:

Definicja 2.9: Dla ustalonego planu losowania proby statystyka tg)jest nie gorszym

nie lepszym) estymatorem parametréw 0(y) od statystyki t? wtedy i tylko wtedy, gdy zroz-
S

2 Definicja ta jest adaptowana, do potrzeb estymacji parametrow opisowych populacji ustalonej, forma
odpowiedniego okreslenia Borowkowa (1984). Porownaj rowniez przypadek jednowymiarowy rozwazany przez Cas-
selaiin. (1977), s. 39.
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nicowanie rozktadu wektora losowego t(sl) wokot punktu O(Y) jest nie wigksze (mniejsze) od

wektora t(sz) dla kazdego yey.

Wprowadzony sposob porownywania strategii staje si¢ bardzo zasadny w niektorych
sytuacjach praktycznych. Przypusémy, ze pewne decyzje sg podejmowane na podstawie oceny
funkcji 0a", przy czym z gory nie jest znany wektor wspotczynnikow a.Wowcezas okreslone
definicja 2.9 i twierdzeniem 2.1. kryterium pozwala wybra¢ sposréd dwéch estymatoréw wek-
torowych ten, ktory bedzie szacowat parametr 8a' z mniejszym btedem, przy nie znanym z go-
ry wektorze a.

Przypu$émy, ze strategie (t(si) PO(s)) (i=1,2) s nieobcigzone oraz nicosobliwe, czyli
det V[t))> 0. Wowczas na podstawie definicji 2.7, 2.8 1 lematu 2.3 wnioskujemy, ze jesli
N p ] jemy J

strategia (t(sl) ,PA(s)) jest nie gorsza od (t(sz) ,P@(s)), to elipsoida koncentracji &( t(sl)) zawiera

si¢ w elipsoidzie &( t(sz) ).

Zwiagzek miedzy okreslonym definicjg 2.8 sposobem porzadkowania strategii a wia-
sno$ciami miar syntetycznych doktadnosci estymacji wektorowej okresla twierdzenie:

Twierdzenie 2.2 [Rao (1982)]: Je$li nieosobliwa strategia estymacji (t(s) ,PB(s))

parametrow O(Y) jest nie gorsza od strategii ( tgz) ,PA(s)) w sensie definicji 2.8, to:

ase (0. PO 9) s ase (. PO ) (2.12)
(t“) P(l)(s))<g R(t( ) P(Z)(s)) (2.13)
( ¢ P(l)(s))<pSR(t(2) P(2>(S)) (2.14)

/1\ ( Q) p® (s)) <ver (t(s?,P(z) (s)) (2.15)

Oznaczmy przez At zbidr estymatorow ts parametru 0(y), gdzie y € V. Klasa A
charakteryzuje si¢ zwykle pewna wtasnoécia, jak np. nieobciazonos¢ czy liniowos¢.
Definicja 2.10: Strategia (tg ,P*) €A, wektora parametrow 0(y) jest nazywana stra-

tegia dopuszczalng w klasie Ay wtedy i tylko wtedy, gdy w klasie Ay nie ma od niej lepszej
strategii estymacji w sensie definicji 2.8.

Woprowadzone pojecie jest uogdlnieniem na przypadek wielowymiarowy znanej defi-
nicji dopuszczalnosci strategii skalarnych. Wtasno$é dopuszczalnosci estymatora okazuje sig¢
niewystarczajaca z punktu widzenia wyboru dobrej strategii, poniewaz w danej klasie strategii
zwykle jest wiele strategii dopuszczalnych. Zatem to kryterium nie prowadzi do jednoznaczne-
go wyboru strategii.

Okres$lmy teraz najsilniejsze kryterium wyboru estymatora w klasie <At estymatorow

nieobcigzonych wektora parametréw opisowych populacji 0(y), takiego, ze yey. Powszech-
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nie znang definicj¢ efektywnos$ci estymatora uogoélniono na przypadek wektorowych estyma-
torow poprzez adaptacj¢ pojecia efektywnosci estymatorow wektorowych wprowadoznej przez
Borowkowa (1984), s. 109.

Definicja 2.11: Statystyka ts@ € Ay, jest efektywnym estymatorem wektora parame-
trow opisowych O(y) w klasie nieobcigzonych estymatoréw A przy ustalonym planie loso-
wania proby wtedy i tylko wtedy, gdy tg@ jest nie gorszy w sensie definicji 2.9 od kazdego es-
tymatora tse SAw, dla kazdego yey.

Rzecza wazng staje si¢ okreslenie warunkow, przy ktorych istniejg estymatory efek-
tywne. Godambe i Joshi (1965) wykazali, ze dla prowadzacego do badania wyczerpujacego
planu losowania nie istnieje efektywny estymator w klasie A nieobcigzonych estymatorow

skalarnego parametru 6(y).

Z drugiej strony sg okreslane zbiory estymatorow, w ktorych jest mozliwe wyodreb-
nienie estymatora efektywnego. Estymatory takie istnieja, gdy plan losowania proby uporzad-
kowanej s spetnia nastepujgce warunki podane przez Cassela i in. (1977), s. 71:

a) kazda proba uporzadkowana, jakg mozna wylosowaé, liczy stalg liczbg elementéw populacji
i elementy te nie powtarzajg si¢ w probie,

b) n! prob uporzadkowanych, z ktorych kazda jest permutacjg ustalonej proby nieuporzgdko-
wanej n elementowej, ma takie samo prawdopodobienstwo wylosowania,

¢) mk>0 dlakazdego k=1,...,N.

Wymienione trzy postulaty znajduja si¢ wsrod zalozen szczegdtowych o istnieniu es-
tymatorow efektywnych, ktore przytaczamy w nastgpnym rozdziale.

2.2. Ocena parametru opisowego populacji jako zagadnienie predykcji

W niniejszym paragrafie uogélniono definicje i twierdzenia zwigzane z problemami
oceny wartosci sredniej w nadpopulacji na przypadek wektorowy.

Zadanie polega na ocenie wektora parametrow opisowych populacji 8(y) 0 wymiarze
1xm, przy czym teraz macierz y o wymiarach Nxm jest realizacja macierzy losowej Y, ktorej
rozktad prawdopodobienstwa jest okreslony zalozonym modelem nadpopulacji. Stad wynika,
ze parametr O(Y) jest realizacjg zmiennej losowej ®=0(y). Z omawianych wczesniej wlasnosci
modeli nadpopulacji wynika, ze rozkltad macierzy Y moze zaleze¢ od wektora parametrow
Y=[y1...Ya]. Zatem rozktad zmiennej losowej ® moze posrednio zaleze¢ od parametrow ¥.

Przyjmijmy, ze plan losowania daje proby z ustalong liczebnoscia. W wylosowanej
probie  s={Ki,....kn} sa obserwowane realizacje [Yk,.¥k, ] zmiennych  losowych

[Yk, ¥k, ]tworzacych podmacierz macierzy y. W paragrafie 1.5 zdefiniowano pojecie danych

o parametrze populacji. Wprowadzono m.in. dane identyfikowalne z préby nieuporzadkowa-
nej D={(k, y«), keS} i jej realizacje d= (K, yk),kes}. Teraz dodatkowo wprowadzamy da-
ne o nadpopulacji: 2={(k,Y«), keS} z proby nieuporzadkowanej S oraz dane o nadpopulacji
D={(k,Y«), kes} z realizacji proby s. Zauwazmy, ze dana d jest realizacjg danej D.
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Zaktadamy, ze plan losowania proby jest nieinformatywny (niesekwencyjny), co
Oznacza, ze wybdr elementdw do proby s nie zalezy od rozkladu prawdopodobienstwa
obserwowanych w niej zmiennych losowych Yk, --- Yk, - Wtedy rozktad prawdopodobienstwa

zmiennej losowej Q) jest zapisywany [por. Cassel i in. (1977)] nastgpujaco:
PO =d)=P(S=9s)P (Y=Y« dla kes) (2.16)

Warto$¢ parametru opisowego 0(Y) jest oceniana poprzez predykceje realizacji zmien-
nej losowej ® = O(Y) 2. Predyktor wektora losowego @ jest statystyka t(Q)), ktora bedziemy
takze oznaczac¢ przez Ts. Dla ustalonej proby s predyktor jest funkcjg danych D, czyli Ts=t(D).
Z kolei dla ustalonych obserwacji zmiennych w probie otrzymujemy realizacje¢ danych d, kto-
rej funkcja jest wartos¢ predyktora ts = t(d).

Pare uporzadkowang (Ts,P), gdzie P=P(S) jest ustalonym planem losowania proby,
nazywamy strategia predykcji parametru ©.

Definicja 2.12 [Cassel i in. (1977), s. 92]: Strategi¢ predykcji (Ts,P) nazywamy & nie-
obcigzong dla ® wtedy i tylko wtedy, gdy dla danego rozktadu prawdopodobienstwa & macie-
rzy losowej Y zachodzi réwnanie:

E(Ts-0)=0 (2.17)
Strategia predykc;ji jest P-& nieobcigzona dla @ wtedy i tylko wtedy, gdy:
EE(Ts-0)=0 (2.18)
Stad oraz z zalozenia o nieinformatywnos$ci proby wynika, ze:
EE(Ts-0)=0 (2.19)

Doktadnos$¢ strategii predykcji jest charakteryzowana za pomoca wartosci oczekiwa-
nej macierzy mieszanych momentéw zwyktych rzedu drugiego sktadowych wektora bltgdow
predykcji: Bs = Ts - @, ktorg okresla wzor:

E[Vsr(Ts)] = EE(Ts - ©)(Ts - ©) (2.20)

Oznaczmy przez Y(Ts) = E(Ts E(Ts)]"[(Ts - E(Ts)] & macierz wariancji i kowariancji, a przez
JBB(Ts) = E[Ts - E(Ts)] € obciazenie strategii predykeji Ts dla ustalonej proby s.
Twierdzenie 2° 2.3.: Jedli (Ts, P) jest dowolng strategia predykcji wektora @, to dla

kazdego rozktadu prawdopodobienstwa & i kazdego nieinformatywnego planu losowania proby
P zachodzi:

EVsr(Ts) = EY(Ts) + EBA(Ts) + Y(B)- 2£{0 - £(O@)}E{Ts - £(@)} (2.21)

% Wartoécig zmiennej losowej @ jest wlasnie parametr Q(y).
® Twierdzenie jest bezposrednim uogélnieniem na przypadek predykcji wektorowej lematu o dekompozy-
cji btedu $redniokwadratowego predykcji, ktory podaja Cassel i in. (1977), s. 94.
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W szczegolnoscei:
a) jesli Ts jest P nieobcigzony, to:

EV(Ts) = EW(Ts) + EBX(Ts) - V(O) (2.22)
b) jesli Ts jest P-& nieobciazony, to:

EV(Ts) = EY(Ts) - Y(O)
(2.23)

Podobnie jak to miato miejsce w przypadku studiowanego w rozdziale 2.1 zagadnie-
nia estymacji parametrow populacji skonczonej i ustalonej do oceny doktadnosci strategii pre-
dykcji wykorzystujemy miary syntetyczne takie, jak $redni promien strategii {Ts, P} predykcji
wektora @:

qsr (Ts)=yEVsr (Ts) (2.24)

Uogolniony btad sredniokwadratowy strategii predykcji:
gsr(Ts)=det EVsr(Ts) (2.25)

Sredni promien spektralny strategii psr(Ts) jest rowny maksymalnej wartosci wiasnej
macierzy EVsr(Ts).

Przyjmijmy, ze wlasnosci nadpopulacji opisuja rozktady prawdopodobienstwa & ma-
cierzy losowej Y zalezne od wektora parametréw y = [y1...ya]. Klas¢ tych rozktadow oznaczmy
przez oam.

Zgodnie z definicja 2.6 wnioskujemy, ze rozktad btedu predykeji Bsi=Ts:-® ma nie
wigksze zroéznicowanie od bledu Bsy=Ts»-® wokot wektora zerowego wtedy i tylko wtedy,
gdy:

/\  EE(Bsie)? < EE(BseT) (2.26)
ecR”—{o,)

Jesli przynajmniej dla jednego wektora wierszowego e € R* zapisana wyzej nierownos¢ staje
si¢ ostra, to mowimy, ze rozktad Bs; jest mniej zréznicowany od Bs, wokot wektora zerowego.
Dodajmy, ze po odpowiednich prostych przeksztalceniach nierownos¢ (2.26) daje si¢ sprowa-
dzi¢ do postaci:

VAN eEVsr(Ts1,P1)e’ < eEVsr(Ts2P2)e” (2.27)
eeR”*—{o,}
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Definicja *° 2.13: Strategia predykcji {T1, P1} jest nie gorsza od {T,P2}, jesli dla
kazdego &N zachodzi nierownos¢ (2.26) lub (2.27), czyli gdy zréznicowanie rozktadu bie-
du predykcji Bsi wokot wektora zerowego jest nie wigksze od takiego zréznicowania rozktadu
bledu Bsz. Gdy istnieja takie eeR™ i £, ze nierdwnosci (2.26) i (2.27) staja si¢ ostre, to
mowimy, iz strategia predykcji {Ts1, P1} jest lepsza od {Tsz, P2}.

Z lematu 2.1 wynika nastepujaca wlasnosc:

Twierdzenie 2.4: Jesli dla kazdego rozktadu &ea¥), macierz L=EVsr(Ts2,P2)-
EVsr(Tsy,P1) jest nieujemnie okreslona, to strategia predykcji {Tsi,Pi} jest nie gorsza od
{Tsz,Pz}.

Strategi¢ predykcji {Tsi,P} nazwiemy nieosobliwg wtedy i tylko wtedy, gdy oczeki-
wana macierz btedu sredniokwadratowego predykc;ji jest nicosobliwa, czyli: detE€Vsr(Ts,P)>0.

Podobnie jak twierdzenie 2.2 mozna wykaza¢ nastgpujace:

Twierdzenie 2.5: Jesli nieosobliwa strategia predykeji {Tsi,P1} daje nie gorsze pro-
gnozy realizacji wektora parametrow © od strategii predykcji {Tsz,P2) w sensie definicji 2.12
dla kazdego & € an, to:

E0qsr(Ts1,P1) < Eqsr(Ts2,P2) (2.28)
EQsr(Ts1,P1) < E9sr(Ts2,P2) (2.29)
Epsr(Ts1,P1) < Epsr(Ts2,P2) (2.30)

2.3. Uwagi o budowie przedzialow i obszaréw ufnosci

Estymacja przedzialowa jest w pewnym sensie uzupetniajagcym w stosunku do esty-
macji punktowej sposobem oceny parametréw opisowych populacji. Podstawy teorii estymacji
przedzialowej wprowadzil Neyman (1937), co podajemy za Wilksem (1962). W przypadku
estymacji skalarnego parametru 6(y) € < 01; 02 > przedziat ufnosci okre$lamy nastgpujaco:
Dla zadanego poziomu ufnosci ye(0;1) wyznaczamy takie statystyki T-(D) i T+(D), ze:

P{T.(D) < 0(y) < T+(D)| 0} = (2.31)

Przedziat (T.(D); T+(D)) nazywamy przedziatlem ufnosci dla parametru opisowego populacji
0(y).

Do oceny precyzji estymacji obok wspotczynnika ufnosci stuzy dlugos$é przedziatu
ufnosci oznaczana przez A = T+ - T. Zmierza si¢ do tego, by znalez¢ przedziat ufnosci o naj-
krotszej dlugosci przy ustalonym poziomie ufnosci. Formalne metody wyznaczania takich
przedzialow ufnosci sg prezentowane np. w pracach Borowkowa (1984) i Wilksa (1962). Sa

% Okreslenie to jest rozszerzeniem na przypadek predykcji wektorowej odpowiednich pojeé wprowadzo-
nych przez Cassela i in. (1977), s. 93.
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one jednak konstruowane w ramach klasycznej koncepcji wnioskowania i zwykle jest trudno je
przenie$¢ na grunt estymacji wykorzystujacej proby losowane z ustalonych i skonczonych po-
pulacji. Z tego powodu ograniczymy si¢ do podania pewnej ogdlnej formuty okre$lajacej prze-
dzial ufnosci dla parametru opisowego 6(y) populacji ustalonej. W tym celu niech t(D) bedzie
nieobcigzonym estymatorem punktowym parametru 6(y). Przez v(t(D)) oznaczamy wariancj¢

. 1
statystyki t(D), a przez z, jej kwantyl rzedu E(1+y)=1>(t(D)<zy).Wtedy przedzial ufnosci

Wyznaczamy z wyrazenia:
P{t(D)—zy V(D)) <6(y)<z, AV(t(D)) +t(D)}2y (2.32)

Gdy wariancja v(t(D)) nie jest znana, to zastgpujemy ja przez odpowiedni estymator. Okreslo-
ny przedzial ufnosci jest czesto stosowany w metodzie reprezentacyjnej [por. np. Cochran
(1963); Konijn (1973)], gdy liczebnos¢ proby jest bardzo duza i statystyka t(D) jest przynajm-
niej asymptotycznie nieobcigzonym estymatorem parametru 6(y) i jest znany jej rozktad gra-
niczny, co pozwala obliczy¢ wartosc¢ z,.

Niech zbior losowy L(D) zalezny od danych D bedzie okreslony uktadem nieréwno-
sci: Gi(D,0(y)) <gi (i=1,...,h). Zalézmy, ze kazda funkcja G;j jest okreslona na iloczynie karte-
zjanskim przestrzeni f3e={0: 0=0(y), y €Y} wektorowych parametréow 0 i przestrzeni prob Q)
macierzy losowej D, za wyjatkiem podzbioru miary zero. Ponadto niech rozktad kazdej z tych
funkcji nie zalezy od parametrow 0.Wowczas [por. np. Borowkow (1984) i Wilks (1962)]
L(D) nazywamy zbiorem (obszarem) ufnosci dla wektora 6, gdy

P{6 < L(D)|0} >y (2.33)

W niniejszej pracy rozwazane sg obszary ufnosci w ksztatcie prostokata badz elipsoi-
dy. Niech 1xm wymiarowy wektor t(D) bedzie nieobcigzonym estymatorem parametrow 0.

Przez nieosobliwg macierz V(t(D)) oznaczamy nieobcigzony estymator macierzy wariancji i

kowariancji V(t(D)). Wtedy zbior ufnoéci w ksztalcie elipsoidy dla wektora 8 wyznacza wyra-
zenie:

P{Q(D) <[ 0} >y (2.34)
gdzie:

QD) = (¢(D) - 6) V™ (tD))((D) - 6)" (2.35)

Precyzja estymacji jest okreslana za pomoca objgtosci elipsoidy [por. np. Cramer (1958)]:

H = cq,"*E{det™ V[t(D)]} (2.36)
gdzie:
c= o (2.37)
(0.5m +1)

natomiast V(t(D)) jest macierzg wariancji i kowariancji wektora estymatorow t(D).
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Przy spelieniu pewnych ogélnych warunkéw dowodzi si¢, ze statystyka Q(D) ma
asymptotycznie rozktad 2 z m stopniami swobody.
Prostokatny obszar ufnosci wyznacza wyrazenie:

Pi(t;(D) - Zy YVt (D) <8;(y) < Zy YVt (D) + (D) 2y (2.38)

przy czym m dla kazdego i=1,...,m statystyka tj(D) jest nieobciazonym estymatorem parametru
0i(y) sktadowego wektora 0. Niech Z; = (ti(D) - 6;)/ /v(t;(D)). Wtedy zwiazek migdzy kwan-

tylem z. oraz poziom ufno$ci ma postac:
m
Pl (Zi| <z, ) p 27
i=1

Zwykle w praktyce mozliwe jest jedynie wyznaczenie rozktadu asymptotycznego zmiennych
losowych Z1,Z;,...,Zm przy dostatecznie duzej liczebnos$ci prob. Precyzja estymacji na podsta-
wie prostokata ufnosci jest mierzona jego objetoscia:

H, =2m 70 'i:,/v(ti(D)) (2.39)

Boki okreslonego prostokata ufnosci sa réwnolegte do odpowiednich osi ukladu
wspolrzednych. Dodajmy, ze prostokat ten mozna takze konstruowacé tak, aby znalazl si¢ w in-
nej pozycji w stosunku do tych osi. Moze to doprowadzi¢ do zmniejszenia obj¢tosci prostokat-
nego obszaru ufnosci.

2.4. NieobcigZone estymatory uogolnionej wariancji

Mikhail 1 Mir (1981) zaproponowali nieobcigzone estymatory uogoélnionej wariancji z
proby prostej losowanej zwrotnie. Otrzymane wezesniej wyniki pozwalajg teraz na konstrukcje
nieobcigzonych estymatoréw uogdlnionej wariancji, lecz dla bezzwrotnego wariantu losowania
proby proste;j.

Niech x=[x; j] bedzie macierzg o wymiarach mxN warto$ci m-zmiennych objasniaja-

cych w populacji N-elementowej. Przez X:{j =[X{j--Xmj] (=1....,N) oznaczamy obserwacj¢ m-
wymiarowej zmiennej poczyniona na j-tym elemencie populacji. Wektor Xj.=[Xj1...XjN] (=1,

..., m) sktada sie z obserwacji warto$ci i-tej zmiennej. Zatem macierz obserwacji X mozna
okresli¢ nastepujaco:
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X= [X*]_ XD wee X*N] lub x =|:X1*:|

m*
Obserwacja m-wymiarowej zmiennej w probie s skladajacej si¢ z n-elementdéw jest
wektor X =[Xyj ..Xxj ], przy czym s={j1, --in}-

Niech z=[x;

- .- 1N .
i—xi} gdzie xi= EZIXU , (i=1,...m) oraz z =24, - Z4j 1,
J:

gdzie Z;rjk =[(xyj, = XK Xpj, = Xm)], (k=1,..,n). Niech u=[x;—-Xi(s)], gdzie

_ 1 _ . _ _
xi(s)=EjZE:1xij . Ponadto: ug=[uxj ..uxj ], gdzie u =[(x15, = X))+ Xpyj, =X ],
(k=1,..., n). Zatem zg i Ug s3 podmacierzami odpowiednio macierzy z i u. Otrzymujemy je po-
zostawiajac w macierzach z i U kolumny o numerach elementow populacji wchodzacych do
proby s. Uogdlniong wariancj¢ w populacji definiuje wzor:

g=N"M [zT| (2.40)
a uogo6lniong wariancje¢ z proby s wzor:

gs=N"" |usus |
(2.41)

Niech sy, bedzie m-elementowym podzbiorem proby nieuporzadkowanej s sktadajacej

si¢ z n-elementow. W pracach Andersona (1958) lub Mostowskiego i Starka (1977) znajduje-
my dekompozycje wyznacznika macierzy, ktorg przy naszych oznaczeniach mozna zapisa¢ na-

stepujaco:
2

z (2.42)

5>

ZS ZS
S €S

gdzie sumacja odbywa si¢ po wszystkich m-elementowych kombinacjach sy, wybieranych z n-

Sm

elementowego zbioru s. Podobnie otrzymujemy, Ze:

(2.43)

Niech sp+1={K1, .-, K1} T Sm={K1, ..., Km} beda podzbiorami proby s, czyli
SmCSm«1CS. Miarg (objetos¢) m-wymiarowg rownolegloScianu rozpigtego na uktadzie wekto-
réw wspolnie zaczepionych w punkcie o wspolrzednych XK1 i koncach w punktach o

wspolrzednych Xiqo - Xk definiuje wzor (por. np. Jefimow i Rozendorn (1974), s. 262):

o) =

X, —X J7r ? (2.44)
S Ky m '
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gdzie: Jpy, jest m-elementowa kolumna jedynek.

Na podstawie otrzymanych przez Wywiata (1989b i 1992a) rezultatéw dotyczacych
wlasnosci wyznacznikéw macierzy w szczegdlnosci mamy, ze:

1
uoul == X q(sme) (2.45)
n Sm+] €8
Nez'|= X atsme) (2.46)
Sm+l eU

Korzystajac ze wzoru (2.45) mamy:

guu n'guus n'Z Y aGm)= @-D1Y XqGma)
N . es SES s, €

Otrzymang sume rozdzielamy na powtarzajace si¢ skladniki. Dla ustalonego zbioru sp4+1

sktadnik q(sy+1) powtarza si¢ tyle razy, ile mozna dobra¢ (n-m-1) elementowych kombinacji
bez powtdrzen tworzacych zbiory s-Sm .1 sposrod elementow zbioru U-sy41. Zatem:

N —
gusuﬂ =(n-1) !(n o J Y qsma1) (2.47)

mt1 €U

Stad i z wyrazenia (2.46) mamy:

guu

guu (n—l)[N m- l]NmHg (2.48)

-m-—1

=(n-1) [N me 1) N‘ZZT‘

-m-1

Korzystajac ze wzoru (2.41) mamy:

T T
ijszs =n!§Jzst =n! zg
ses B S SES s, €8

W otrzymanej sumie dla ustalonego zbioru sy, sktadnik |sz |2 pojawia si¢ tyle razy ile,

mozna dobra¢ r6znigcych si¢ od siebie (n-m) elementowych kombinacji bez powtorzen s-spy,
wybranych spoérod elementéw zbioru U-sp,, a zatem:
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2

>

ses

T =n![N_mJ 3 |z,

Z 2
= s n—m
seU

Wtedy na podstawie wzoru (2.43) mamy:

s|=n !(N B m] ‘z ZT‘ (2.49)
n—-m

Przypomnijmy, ze plany losowania proby prostej uporzadkowanej i nieuporzadkowa-
nej okreslaja odpowiednio wzory:

ARe=""D A b= (2.50)

ses N! ses (N)
n

Rozwazmy nastepujace statystyki:

U = [220 (2.51)

(2.52)

przy czym macierz zq i ug zdefiniowano w pierwszym punkcie tej pracy. Wtedy mamy:
Twierdzenie 2.6: JeSli proba prosta jest losowana bezzwrotnie, to statystyki

Osi Og sanieobcigzonymi estymatorami uogdlnionej wariancji g, danej wzorem (2.40).
Dowdd: Ze wzorow (2.49), (2.50) i (2.51) wynika, ze E(Q)=g, poniewaz:

A

WEP z —Z|ZSZST|P1(S)=
(=)

7 Z(N—mj
n—-m

E@) =
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) 2o (o)

n—m

Izz T ‘(N B m) ; =
n—m (N]
n!

n

Podobnie réwnos¢ E(g) =g wynika ze wzordow (2.50), (2.52) i (2.48):

L

E@=m

E usuST

P (s) =

_[N—m—ljs
n—-m-—1

N —m-1
n| N
n N-m-1}_ .. 1
= (n—1)! N =

—_— n_ | [
(N—m— j n—-m-—1
n-m-1

W)

Otrzymane tu nieobcigzone estymatory uogélnionej wariancji mozna uzy¢ do oceny
objetosci elipsoidalnego obszaru ufnosci wyznaczonego z proby prostej losowanej bezzwrot-
nie. Objetos¢ ta jest traktowana jako wskaznik precyzji estymacji na podstawie elipsoidalnego
obszaru ufnosci, ktorego ogdlng zasade konstrukeji przedstawiono w uprzednim paragrafie.

n—m-—1

chdu.



3. WEKTOR SREDNICH Z PROBY PROSTEJ

3.1. Parametry rozkladu wektora $rednich

Przypomnijmy, ze przez Yy=[y; ... ¥y | 0znaczyli$my okreslony wzorem (1.1) wek-
tor $rednich w populacji. Z kolei przez yg =[yig ---Yms ] 0znaczamy wektor $rednich
Z proby prostej, przy czym:

_ 1
YiS:_ZYk (3.1)
Nges

Wektor y¢ daje nieobcigzone oceny parametrow 'y , gdy proba S jest prosta.

Gdy proba jest losowana bezzwrotnie zgodnie z danym wzorem (1.31) planem 10so-
wania, to macierz wariancji i kowariancji estymatoréw y, ma postac:

N-n
Nn

V(¥s:P3)=——Cs (32)

gdzie C. jest okre$long wzorem (1.3) macierzg wariancji i kowariancji cechy y w populacji.
Gdy losowanie proby prostej jest zwrotne i zgodne z planem danym wzorem (1.29), to

V(s P) = NN—;IC* = ﬁc 33

Nieobcigzone estymatory zapisanych macierzy wariancji i kowariancji otrzymujemy zastepujac
w nich elementy ich odpowiednimi wariancjami i kowariancjami z proby prostej.
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3.2. Wyznaczanie niezbe¢dnego rozmiaru proby przy ustalonych
bledach Srednich szacunku

Przypomnijmy, ze przez Y=[y; .Y 1 i ¥s =[¥ig --Yms ] 0znaczalismy wektory $rednich
m cech odpowiednio w populacji i w probie prostej. Niech d; bedzie dopuszczalnym poziomem
btedu szacunku i-tej $redniej, czyli D(?is)sdi (i=1,...,m). Rozwigzujac te nierownosci dla wa-

riantu bezzwrotnego losowania proby otrzymujemy cigg niezbednych liczebno$ci obserwacji:

-1
nzn=(d2v 24N sl (3.4)

Zwykle liczebnosci n; (i=1,...,m) nie s3 réwne. W tej sytuacji jest wybierana najwaz-

niejsza z punktu widzenia celu badania zmienna i odpowiadajaca jej liczebnos¢ obserwacji
przyjmuje si¢ takze za rozmiar proby, jakkolwiek moze on by¢ niewystarczajacy do spetnienia
zadanych poziomow doktadnosci oceny parametrow innych cech. Dlatego powinno si¢ ustala¢

niezbgdny rozmiar proby na poziomie najwigkszej liczebnosci obserwacji, czyli n = max{r_l i} .

i=L..,m
W praktyce liczebnosci n; (i=l,...,m) nalezy ocenia¢ w podobny sposoéb, jak to juz miato
miejsce wczesniej, gdzie wyznaczano niezbgdng liczebo$¢ proby przy estymacji jednej wartos$ci
$redniej.

3.3. Wyznaczanie niezbednego rozmiaru préby przy ustalonym
poziomie ryzyka estymacji punktowej

Dla uproszczenia otrzymywanych wynikéw ograniczamy rozwazania do przypadku
estymacji na podstawie proby losowanej zwrotnie. Symbolem r, 0znaczamy ryzyko dopusz-
czalne.

m

Niech funkcja ryzyka ma postaé r=2aiD2(§/is), gdzie a; jest stratg jednostkowa

i=1

spowodowang niedoktadnoscig szacunku i-tej $redniej. Przyjmujac, ze proba jest losowana
zwrotnie mamy:

r(n):—ZkiVi (35)

Wtedy na podstawie nierownosci r(n) < r, otrzymujemy:
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1 m
HZI_IZ—ZkiVi (36)
To i=1

Niech teraz funkcja ryzyka bedzie rowna uogoélnionej wariancji estymatora wektoro-
wegoyg, ktorg juz oznaczono symbolem g(yg). Wowczas na podstawie nieréwnosci

r,<g( ¥g )=n""det(C) mamy:

n>n= ro_ldet(C) (3.7

Uogolniona wariancja estymatora wektorowego jest funkcja objetosci elipsoidalnego
obszaru ufno$ci wyznaczanego na podstawie tego estymatora (por. rozdziat 2). Pozwala to w
sposob bezposredni wykorzystaé otrzymane wyniki wyznaczania niezbednej liczebno$ci proby
do otrzymania elipsoidalnego obszaru ufnosci o zadanej objetosci. Uogdlniong wariancjg
det(C) mozna ocenia¢ za pomocg nieobcigzonych estymatorow analizowanych w czwartym
paragrafie uprzedniego rozdziahu.
Ryzyko estymacji mozna okresli¢ jako promien spektralny estymatora yg , ktory w rozdzia-
le 2 oznaczono symbolem p(¥g ). Parametr ten jest rowny maksymalnej warto$ci wlasnej ma-
cierzy wariancji i kowariancji v(yg) = nC. Zatem z nieréwnosci ro > p( ¥s ) wynika, ze:

nZg:ro_lkl (3.8)

gdzie przez A, oznaczono maksymalng warto$¢ wlasng macierzy C.
Wyznaczana wyzej liczebno§¢ niezbedna n jest funkcja elementow macierzy wa-

riancji i kowariancji C. Zastepujac wariancje i kowariancje ich nieobcigzonymi ocenami wy-
znaczanymi z proby wstepnej losowanej zwrotnie otrzymujemy estymator ng parametru n.

Statystyka ng jest zgodnym estymatorem liczebnosci n, co mozna wykaza¢ na podstawie

znanego twierdzenia Shuckiego o zbieznoS$ci stochastycznej rzeczywistych funkcji zmien-
nych losowych, ktére mozna znalez¢ np. w pracach Fisza (1967) lub Rao (1982).

3.4. Minimalizacja ryzyka calkowitego estymacji wektora Srednich

Zaktadamy, ze proba jest losowana zwrotnie. Funkcje ryzyka catkowitego wniosko-
wania formutujemy w nastgpujacy sposob:

r. (n) =r(n) + nk, (3.9

przy czym pierwszy sktadnik jest kwadratows funkcja ryzyka estymacji wektora Yy okreslona

wzorem (3.5), natomiast k, jest kosztem jednostkowym losowania elementu populacji i ob-
serwacji zmiennych. Wyliczamy, ze r¢ (n) osigga minimum dla n = n, gdzie:
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1 m
n= —Zaivi (310)
kn i=1

Zatem liczebno$¢ niezbedna jest malejacg funkcja kosztow jednostkowych losowania
i obserwacji, a rosngcg wzgledem poszczegdlnych wspotczynnikow straty.

Dodajmy, ze funkcja ryzyka r(n) moze by¢ uogodlniong wariancjg, promieniem spek-
tralnym macierzy wariancji i kowariancji wektora estymatorow itp.

3.5. Wyznaczanie niezbednej liczebnoS$ci proby przy ustalonym prawdopodobienstwie
przekroczenia bledu dopuszczalnego estymacji

Przez d; oznaczmy dopuszczalny btad estymacji i-tej $redniej, czyli |§’is —?i|£di

(i=1,...,m). Postulat okreslajacy spetnienia zadanej doktadnosci estymacji wszystkich srednich
formutujemy w postaci nast¢pujacej alternatywy zdarzen:

P{G(Wis —§i|2di)}3a (3.11)

i=1

Zatem z prawdopodobienstwem nie wigkszym od o moze wystapi¢ przekroczenie dopuszczal-
nego bledu estymacji przynajmniej jednej sposrod szacowanych $rednich. Wywiat (1992) ko-
rzystajac z podanego przez Godwina (1964) uogodlnienia nierdéwnosci Czebyszewa otrzymat,
ze:

m mn2/=
P{U(I?is —§i|>di)}sz%2ys)s(x (3.12)

i=1 i=1
Przyjmujgc, ze proba prosta jest losowana zwrotnie z populacji mamy:

12 v
nznp=—>y —

s (3.13)
Q j=1 d;

Stad wigc m.in. wynika, ze niezbedna liczebnos¢ proby jest odwrotnie proporcjonalna do
prawdopodobiefistwa a, z jakim moze by¢ przekraczany dopuszczalny btad estymacji.

Przypu$émy, ze celem estymacji jest kombinacja liniowa z([}):yﬁT, gdzie
B=[B1..Bm] i PB'=1. Do oceny parametru Z(B)uzyjemy statystyki Z (B)=yB'. przy czym
Y, jest wektorem nieobcigzonych estymatorow wektora y. Z ogolnie znanej nieréwnosci Cze-
byszewa mamy:
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P{7(B)-(p)| > ¢} < w (3.14)

Nieré6wnos¢ ta jest rOwnowazna nastepujace;j:
P{|(ys ~9)82 d} < BV~ (3.15)
Stad i ze wzoru (2.8) wynika, ze
BVE BT <p(¥s)= m%%igglllm{ﬁV(is )BT}
Stad i ze wzoru (3.15) otrzymujemy nast¢pujgce uogdlnienie nierownosci Czebyszewa:

P{‘(ys_y)ﬁT‘zd}S% (3.16)

gdzie: przez p(y,) oznaczono promien spektralny (czyli maksymalng warto§¢ wtasna) macie-
rzy wariancji i kowariancji V(y,). W przypadku jednowymiarowym, gdy m = 1, to wyrazenie
(3.16) redukuje si¢ do nier6wnosci Czebyszewa.

W podobny sposéb otrzymujemy, ze

PH(yS_y)BT‘<d}>1—% (3.17)

Zatozmy, ze Y jest wektorem $rednich z proby prostej losowanej zwrotnie. Wtedy ze
wzoru (3.16) mamy:

Pﬂ(ys—y)ﬁT‘Zd}sile (3.18)

gdzie: A; jest maksymalng warto$cig wlasng macierzy wariancji i kowariancji C. Zatem ograni-
czenie prawdopodobienstwa tego, ze btad oceny kombinacji liniowej wektora Srednich (przy
nieznanych warto$ciach wspotczynnikow B kombinacji lecz spetniajacych rownos¢ BBT=1)
przekroczy dopuszczalny poziom, jest wprost proporcjonalne do promienia spektralnego ma-
cierzy wariancji i kowariancji, a odwrotnie proporcjonalne do liczebnosci proby.

Postulujac, aby okre$lone wyrazenieniem (3.18) prawdopodobienstwo bylo mniejsze
od poziomu a, otrzymujemy:

_ M

n=>n=
ad?

> (3.19)
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Zatem niezbg¢dna liczno$¢ proby jest malejaca funkcja postulowanego prawdopodobienstwa a
oraz dopuszczalnego btgdu d oceny kombinacji liniowej $rednich.

Koszty obserwacji warto$ci poszczegdlnych cech w probie moga by¢ bardzo zr6zni-
cowane. W zwigzku z tym mniej obserwacji mozna zebra¢ w probie tych cech, ktorych pomiar
jest bardzo kosztowny, a wigcej obserwacji tych zmiennych, ktorych pomiar jest tanszy. Pro-
blemem optymalizacji liczb obserwacji poszczegdlnych cech w probie prostej zajmowat si¢
Wywiat (1988b, 1992).



4. WEKTOR ESTYMATOROW HORVITZA-THOMPSONA

W niniejszym rozdziale przedstawimy najwazniejsze wlasnosci estymatora Horvitza i
Thompsona (1952). Estymator ten jest wyznaczany na podstawie  proby losowanej z rézny-
mi prawdopodobienstwami doboru do niej elementow, ktore sa zwykle funkcja wartosci
zmiennych pomocniczych obserwowanych w catej populacji. Dla wybranych schematéw lo-
sowania proby wyprowadzono przyblizone warto$ci wariancji. Pozwala to na wybor planu 10-
sowania proby optymalnego z punktu widzenia wlasnosci populacji charakteryzowanej spo-
dziewanym uktadem parametréw zmiennej badanej i cech pomocniczych. Wyznaczono takze
macierz wariancji i kowariancji tych estymatoréw.

4.1. Wlasnosci podstawowe

Przyjmijmy, ze z populacji jest losowana bezzwrotnie proba S o ustalonej liczebnosci
n. Niech a=1, gdy k-ty element populacji nalezy do proby, czyli keS, natomiast a=0, gdy
keS. Wtedy mamy [por. np. pracg Cassela i in. (1977)]:

N
Tck:E(ak), nki:E(akai), kz_:lnk:n,

Dz(ak)znk(l—nk), Cov(ak,ai)znki —TK T

Horvitz i Thompson (1952) zaproponowali estymator $redniej ¥ w populacji ustalonej, ktory
ma postac:

N
1 «—ayy
tars=— > 2k (4.)
NS mx

Statystyka tHTs jest nieobcigzonym estymatorem parametruy . Jej wariancja jest postaci:
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1 X 2
Dz(tHTS) = Fgl[z_ij T‘k(l_nk) N2 ZZ i (Ttkl — T Ttk) 4.2)

k=i=1 Tk

Alternatywny sposob wyliczania wariancji podaja Sen (1953) oraz Yates i Grundy (1953):

2
DZ(tHTS) =z ZZ(ﬂkm nkl)(yk yIJ (4.3)

k<i=l T T

Do estymacji parameru D? (tHTS) jest uzywana statystyka:

2

= 10 y 1 XN VoY T — T

DZ(tHTS):_gzak(_kj (I-m )+ X Yaea; — Mkl (4.4)
N \my N k=t T T Tk

ktéra jest nieobciagzonym estymatorem wariancji D*(tyrs), chociaz w pewnych sytuacjach moze
przyjmowaé wartosci ujemne z prawdopodobienstwem wickszym od zera.

Jesli m m - mg > 0 dla kazdego k = i = 1,..,N, to tzw. estymator  Se-
na-Yatesa-Grundy'ego przyjmuje tylko warto$ci nieujemne i ma postaé:

2
D(tyrs) = — ZZa 2L 2 = B i[y—k—ﬁ) (4.5)

k>ii=1 Tfkal Tk Ty T

Zaléozmy, ze proba o ustalonej liczebnosci n jest teraz losowana zwrotnie.

Niech py bedzie prawdopodobienstwem doboru k-tego elementu populacji do proby. Przez

0<ng<n oznaczmy krotno$¢ pojawienia si¢ k-tego elementu w probie S, przy czym
N

n:ZnSk . Wtedy E(ng)=mx = npx [por. np. Konijn (1973), s. 240], natomiast estymator
k=1

Horvitza-Thompsona przyjmuje postac:

% kMsk (4.6)

Statystyka t,;s jest nicobcigzonym estymatorem S$redniej y , a jej wariancj¢ okresla wzor
[por. Konijn (1973), s. 240]:

Dz(tHTS)_ Z Z(yk ylj PkPi (4.7)

Nisi =1\ g T

Z kolei nieobcigzonym estymatorem zapisanej wariancji jest statystyka [por. np. Ko-
nijn (1973), s. 241]:



2
. 1 N _
D2(t (—k—t j n 4.8
(HTS) n(n_l)kZ:l T HTS sk (4.8)
=2(z 1 SO (Ve Vi ’
lub D (tHTS)ZMIéé[E_“_J NgiNgk (4.9)

Przeprowadzimy teraz analiz¢ wplywu losowania proby z dowolnymi
prawdopodobienstwami inkluzji pierwszego rzgdu na warto$¢ oczekiwana zwyklej $redniej z
proby. Niech ygbedzie $rednig z proby losowanej bezzwrotnie. Wtedy:

_ 1 1 XN 1 X
E(¥s)=E| = 2y [ =E| = Xviay | == 2yiTk =
N ke n =) n =

- ?—?(h%ﬁ)%v(y)v(g)p(y, ¢ (4.10)

gdzie: g to zmienna, ktérej realizacjami sa prawdopodobienstwa inkluzji pierwszego
rzedu, a p(y,9) jest wspotczynnikiem korelacji liniowej miedzy zmiennymi y i g. W przypadku
proby losowanej zwrotnie mamy:

1Y 1N
=2V [ = = X ykpk =
n - Ny

E(ys) = E(l ZYank) = E(
N kes

=y+Nv(»)V(p)p(y, p) (4.11)

gdzie: p jest zmienna, ktorej realizacjami sa prawdopodobienstwa, z jakimi sg losowane
zwrotnie poszczegblne elementy populacji do proby. Zatem p(y,p) jest wspotczynnikiem ko-
relacji tej zmiennej ze zmienng badang .

Ze wzorow (4.10) i (4.11) wynika, ze zwykla §rednia z proby moze daé¢ obcigzone
oceny przecietnej w populacji, gdy proba jest losowana z réznymi prawdopodobienstwami
inkluzji  rzedu pierwszego.

Statystyka tyrs jest szczegolnym przypadkiem studiowanego przez Cassela i in.
(1977) vogdlnionego estymatora réznicowego.

Godambe i Joshi (1965) wykazali, co nastgpuje:

Twierdzenie 4.1: Dla kazdego planu losowania zm,>0 /k=1,.,N/ estymator
tyrs jest dopuszczalny w  klasie SA, wszystkich nieobciazonych estymatorow $redniej y .

Z twierdzenia tego wynika, ze w szczegdlnosci estymator tyrs jest dopuszczalny w
klasie Ay wszystkich nieobcigzonych i liniowych estymatorow $redniej ¥, co  wcze-

$niej  udowodnili niezaleznie od siebie Godambe (1960) oraz Roy 1 Chakravarti
(1960).
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Godambe i Joshi (1965) udowodnili, ze dla kazdego planu losowania proby z
nie ustalong efektywng liczebnoécia proby statystyka t,rs jest niedopuszczalnym esty-
matorem $redniej yw klasie A wszystkich estymatorow.

Z kolei Joshi (1965, 1966) wykazat nastgpujace twierdzenie:

Twierdzenie 4.2: Dla kazdego planu losowania proby z ustalong efektyw-
na liczebno$cig proby estymator tyrs jest dopuszczalny w klasie A wszystkich esty-
matorow redniej y .

Niech (¥, bedzie zbiorem strategii (ts ,P), gdzie P jest planem losowania z usta-
long na poziomie n oczekiwang efektywng liczebnos$cig proby, natomiast ts jest nieobcia-
zonym estymatorem Y .

Twierdzenie 4.3 [Ramakrishnan (1975)]: Kazda strategia estymacji (turs,P) jest do-
puszczalnaw ¥, dlasredniejy .

Twierdzenie 4.4 [Sarndal (1976)]": Dla kazdego planu losowania proby uporzadko-
wanej spetniajagcego warunki: a/, b/, ¢/ okreslone na koncu punktu 2.1.3 estymator tyrs ma
najmniejsza wariancj¢ w klasie nieobcigzonych estymatorow Sredniej y zaleznych od da-
nych tylko poprzez nieuporzadkowany zbior wielkos$ci:

Wk xes
NTCk ’

Na zakonczenie dodajmy, ze Hartley i Rao (1968, 1969) podjeli  studia
nad warunkami, przy ktorych statystyka Horvitza-Thompsona jest estymatorem me-
tody najwigkszej wiarygodnosci.

4.2. Estymacja wskaznika struktury

o . M ..
Czestym celem estymacji jest wskaznik —struktury a:ﬁ elementow populacji

z cecha wyrdzniong. Niech 8 =1, gdy K-ty element populacji posiada wyrdézniong ceche,
natomiast 8y = 0, gdy jej nie posiada. Wtedy populacje Q = {@,} mozna roztozy¢ na ta-
kie dwa roztaczne podzbiory Qg i Q;, zZe
QuQ=Q i Qp={ox:axeQ i =0} oraz OQ;={ox : wxe Qi d=1}. Wtedy parametr
o mozemy zapisac¢ nast¢pujaco:

| N
oa=—)>298
Ng‘lk

1Szczegc’)lne twierdzenie w stosunku do cytowanego wykazat takze Sarndal (1972).
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Nieobcigzonym estymatorem parametru o z proby losowanej bezzwrotnie jest
statystyka bedgca  szczegdlnym  przypadkiem estymatora Horvitza-Thompsona, danego
wzorem (4.1). Ma ona postaé:

1 ay
Oyrs =— 2 — (4.12)
N ke, Tk
Jej wariancj¢ otrzymujemy ze wzoru (4.2):
- - T
D*(ctjrps) =N 2[ Y i+ Z¢—M2} 4.13)
ke, k=1 Tk T

Nieobcigzony estymator zapisanej wariancji otrzymujemy ze wzoru (4.4) lub (4.5) za-
stgpujac w nich zmienna yg przez ¢ (k=1,...,N).

W szczegolnoscei jesli bezzwrotnie losowana proba S o liczebnosci n jest proba prosta,
to estymator ayrs redukuje si¢ do zwyklej czestosci wzglednej z proby:

mg 1
QAg=—""=— 23
n n k§)|

(4.14)

gdzie ms jest ilo$cig elementoéw z cechg wyr6zniong w probie S.
W  przypadku zwrotnego losowania ze wzoru (4.6) mamy nastgpujacy esty-
mator:

(4.15)

gdzie nge  (k=1,...,N) jest zmienng losows, ktoérej wartosci to mozliwe (0<ng<n) krotno-
$ci pojawienia si¢ k-tego elementu w probie S. Wariancje statystyki oygOraz jej es-
tymator mozna wyliczy¢ ze wzorow (4.8) Iub (4.9).

Jesli S jest prosta proba losowang zwrotnie, to estymator oygg redukuje si¢ do

znanej postaci:

_ 1 M
og == D2 Nge =—
N koo, n

(4.16)

Podobnie, jak to mialo miejsce wczesniej w przypadku estymacji wartosci  $redniej
zbadajmy wplyw losowania proby z rdéznymi prawdopodobiefistwami na warto$¢ oczeki-
wang estymatorow osi o . Na podstawie wzorow (4.10) i (4.11) mamy:
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E((ls)_ Zﬂik o— O(.(l——TCl)
kEQ]

(4.17)

| . . . . .. .
gdzie 7T1=ﬁ an jest srednig arytmetyczng prawdopodobienstw inkluzji (rzedu pierw-
keQ,

szego) przypisanych elementom populacji z cechg wyrdézniona.

(@) = TPy =a-all-NB,)

ke,

(4.18)

gdzie p, = ﬁ D> py Jest srednig arytmetyczng prawdopodobienstw zwrotnego losowa-
keQ,

nia elementéw populacji z cechg wyrdzniona.

4.3. Parametry rozkladu wektora estymatorow

Zatdézmy, ze proba jest losowana bezzwrotnie z populacji ustalonej. Oznaczmy przez
thrs=[thris.-thrms] Wektor estymatoréw $rednich Y = [)71A Vm] m cech w populacji usta-
lonej, przy czym:

m .
tHTiS—%Z , 1=1K.,m
k=1 Tk

Stad, ze E(turis)=y; dla kazdego i=1,..,m, wynika, ze wektor tyris jest nieobciazonym estyma-
torem wektora y.
Kowariancje par sktadowych wektora tyris wyprowadzit Wywiat (1992):

N v v. N N v,y
_ YikY jk — Yik¥ jh
Cov(tyris-tutjs) = N> X —5-D*(a) +2N7 33 == Cov(a.ap) (4.19)
k=1 T k>h=1  TkTh
Stad otrzymujemy:
YmY¢

2
Cov(tyrissturis) =N~ 2 —5—
k=1 TCk

T (-1 ) +
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N N YikVi
N2 yy Ok (min — me7y) (4.20)
k>h=l T Ty
lub:
o S (Yie Y |[ Yk Y
Cov(tyrisstyrjs) =N ? 22X (y;k—y;h)[ K th(nkrch —nkh) (4.21)
k>h=l Ty TR /\ Ty Ty

Po to, by w sposob syntetyczny zapisa¢ macierz wariancji i kowariancji wektora
estymatorow tyrs, wprowadzamy nastepujgce oznaczenia. Przez G, 0znaczamy macierz diago-
nalng stopnia N z elementami gldwnej przekatnej rownymi kolejno prawdopodobienstwom
g (k=1,..,N). Niecha= [a;..an]i II= [m...nty]. Wiedy:

tirs -y~ & 2oy )| - a-my

k=1 Tk
Stad juz otrzymujemy:
V(tirs) =N?y" G;'V(a)GLly (4.22)

przy czym V(a)=[E(a; a;)] jest macierza wariancji i kowariancji elementéw wektora a.

Jesli dla kazdego k=h=1,..,N zachodzi, ze m,>0, to nicobcigzonym estymatorem ko-
wariancji sktadowej macierzy V(tyrs) jest dla i,j=1,..,m statystyka [ por. np. Konijn (1973),
s. 235]:

2 YikYjk
Cov(tymis, tms) =N 22 —{l-m)a +

k=1 Tfk

N N v.v. -
N2 3y YikY ik (T nknh)akah (4.23)

k>h=l Tk Th Tkh

Drugi estymator jest rozszerzeniem na przypadek kowariancji okreslonego wzorem
(4.5) estymatora wariancji Yatesa-Grundy’ego. Dla i,j=1,..,m ma on postac:

COV(tHTISltHTJS)_ ZZ M(y_lk Ihj(yjk yjh)akah (4.24)

k>h=1 T ih Tk Th/\Tg Ty

Zatdézmy teraz, ze proba jest losowana bezzwrotnie. Przez t.rg=[tymis tytmsl

oznaczamy wektor estymatoréw $rednich y , gdzie:

1 Jyis

fre = (4.25)
HTIS Nn =i
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gdzie, przypomnijmy, ncs jest czgstoscia pojawienia si¢ k-tego elementu populacji w
probie, a px prawdopodobienstwem wyboru za kazdym razem do proby k-tego elementu
populacji.

Na podstawie wynikow z uprzedniego paragrafu wnioskujemy, ze wektor statystyk

tyrs jest nieobcigzonym estymatorem wektora y. Macierz wariancji i kowariancji tego
wektora otrzymujemy na podstawie wyrazenia (4.19), w ktorym kowariancje i wariancje
sktadowych wektora a=[a; ...ay ] nalezy odpowiednio zastapi¢ przez kowariancje i wariancje
elementow wektora  czestosci Ng =[Nys ...Nns 1, czyli D*(Nis)=npi(1-pw), Cov(Nis,Nns)=-NPx
pn k=h=1,...,N. Podobnie otrzymujemy macierz V(t,;s) zastgpujac we wzorze (4.22) ma-
cierz V(a) przez V(ns) = [Cov(nks ,Nks)]-

Nieobcigzonym estymatorem kowariancji dla i#j=1,...,m jest statystyka:

— 1 Ny - Yik -
COV(IHTiS 'tHTjS): n(n—l)NZ kzl(nl:_tHTiSJ[an_tHTSjn kS (4.26)

ktora da si¢ sprowadzi¢ do postaci:

— N N i Vi Vi
Cov(tHTis , tHTjS) _—— 2( Zt_'h)[i - ijn ks (4.27)
h

(Nn)? ( 1) icnhal\m T T

Jesli proba jest pobierana z nadpopulacji, wowczas macierz btedow sredniokwadrato-
wych predykcji wektora Y prowadzonej przy pomocy wektordw Trs, Turs OtrZymujemy

wyznaczajac warto$¢ oczekiwang odpowiednio macierzy V(THTS), V(THTS) po rozkladzie

prawdopodobienstwa, ktory okresla przyjety model nadpopulacii.

4.4. Parametry przyblizone rozkladu wektora estymatorow
przy wybranych planach losowania préby

W niniejszym paragrafie wyznaczamy przyblizone wariancje i kowariancje okreslo-
nego w uprzednim paragrafie wektora estymatoréw tyrg dla wybranych planéw losowania

proby zaleznych od warto$ci zmiennych pomocniczych. Otrzymane ta droga charakterystyki
estymatorow zalezg w rozny sposob od parametrow populacji. W szczeg6lnosci na podstawie
wyprowadzanych wariancji estymatora Horvitza-Thompsona wnioskujemy, ze dla danego pla-
nu losowania proby wariancja ta przyjmuje minimalng warto$¢, dla specyficznych wihasnosci
populacji reprezentowanych momentami obserwowanych w niej zmiennych. W konsekwencji
utatwia to dla spodziewanego ukladu momentéw zmiennych w populacji wybra¢ optymalny
plan losowania proby.
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4.4.1. Aproksymacja kowariancji estymatorow

Zatdézmy, ze proba jest losowana bezzwrotnie. Kowariancj¢ dang wzorem (4.20) roz-
wijamy w szereg Taylora wzgledem argumentow my 1 my, (k:th: LK ,N) wokot punktow
T=— i —M Wowczas pierwsz raz tego rozwinigcia wynosi N_nc po

k N kh N(N—l). p y Wyl g € Wy Nn *j
niewaz przyjete wartosci prawdopodobienstw doboru elementéw do proby odpowiadajg sche-
matowi bezzwrotnego losowania proby prostej. Po to, by wyznaczy¢ nastepny wyraz rozwinig-
cia, obliczamy pierwsze pochodne czgstkowe:

6C0"(tHTiS tHTjS) 1 YikYj 1 3 T
’ jk Z kh
ony N*  my N k=h T Th

aCOV(tHTiS ; tHTjS) 1 I X yiyin

1
2
Oty N* k=h=1 TkTh

Podczas wyliczania tych pochodnych bylo wygodnie kowariancj¢ sprowadzi¢ do postaci:

1 (N YikYin Ten | — —
COV(tHTiS’tHTjS)=_2[Z +2 2 VikYih — | = ¥iYj
N“ \k=1 Tk k# h=1 TkTh

Na podstawie wyliczonych pochodnych rozwijamy kowariancj¢ w szereg Taylora z doktadno-
$cig do jego dwoch pierwszych sktadnikow:

N-n 1Y n 2 n
COV(tHTiS’tHTjS) = Cij— 3 ZYiijk[Tck - —) -2 ZYiijh(ﬁk - —) +
Nn n? () N/ n? k=h=1 N

+L22 ZYiijh(“k - ;j[ﬂkh - n(n_ll))J (4.28)

0% jzh=l N(N-

Zalézmy, ze dla kazdego k=h=1,...N m=O(N?) i m=O(N?). Wtedy mozna wykazaé, ze dwa
ostatnie sktadniki wzoru (4.28) sa rzedu nie wyzszego od O(N™). Przy duzej liczebnosci N po-
pulacji sktadniki te powinny mie¢ maty wptyw na warto§¢ kowariancji i dlatego pomijamy je
w dalszej analizie. Korzystajac z rdéwnosci yiy ik :[(Yik —?i)+§1i] [(ij —?j)+§/j] tak
przeksztalcamy drugi z kolei sktadnik wyrazenia (4.28), ze
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N-—n 1Y _ _ [ nj __ N( n)
C t ot . = —Cyji — — o S JE—— V- J——
OV( HTiS> HTJs) Nn Cuxij 2 [](Z=](YII( Y1)(yjk Y_]) Tk N +y1kaZ=ll Tk N +
— N — n — N — n -
+Yi Z(yjk - )’j)(nk - EJ +yj Z(yik - yi)(nk - EJJ + O(N l) (429)
k=1 k=1

przy czymi,j=1,...,m. Stad wnioskujemy, ze w szczegdlnoéci dla i=j=1,...,m zachodzi:

Nn

2
N-—-n 1| X _ n 1 N n
Dz(tHTiS)z V*i_n_z{ (Yik—Yi) (nk—§)+—_22(nk_ﬁ)+
1

k= Yi k=1
— N — n -1
+2¥; (Vi —yi)[nk ——D +O(N7h (4.30)
k=1 N

4.4.2. Plany losowania prob zalezne od sumy wartosci zmiennych pomocniczych

W pierwszym rozdziale opisano wilasnosci planu Pg( S ) losowania proby uporzadko-
wanej. Prawdopodobiefistwo wylosowania proby S jest proporcjonalne do obserwowanej w
niej sumy wartosci dodatniej zmiennej pomocniczej. Z kolei prawdopodobienstwo wylo-
sowania pojedynczego elementu populacji badz pary do proby okreslajg wzory (1.44) i
(1.46). Podstawiajac je do wzoru (4.29) otrzymujemy:

N-— 1
Cov(t yrsi>tursj»Ps) = N—nn {C*(yi’yj)_ E(C*m(yzvyj-,x)+

+yic*(yj,x)+yjc*(yi,x) )} +0N7, (4.31)

przy czymi,j=1,...m.
W szczeg6lnosci wariancja estymatora tyrs sktadowego wektora tyrs ma postac’:32 :

D2(t 75 Pe) » NN—nn {V*(y) - é(c*21 (v.x)+ 2§c*(y,x))} (4.32)

ktora jest rOwnowazna wyrazeniu:

2por. Wywiat (1993).
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- 1 -
) “w(y){l——y(x)(nm(y,xmv l(y)p(y,x))} (433
n n

przy czym y(.), jest wspolczynnikiem zmiennosci, n(.) momentem centralnym zestandaryzowa-
nym, a p(.) wspotczynnikiem korelacji liniowej.

Na podstawie otrzymanego wyrazenia wnioskujemy, ze wraz ze wzrostem liczebnosci
proby wariancja strategii estymacji (tyrs ,Ps ) zmierza do wariancji $redniej z proby prostej
losowanej bezzwrotnie. Wariancja strategii (turs, Ps ) maleje, jesli wspotczynnik zmiennosci
cechy pomocniczej ro$nie przy ustalonych pozostatych parametrach i przy nie zmieniajacej si¢
liczebnosci proby. Podobnie wariancja ta maleje, gdy modut warto$ci wspotczynnika ko-
relacji p(x,y) rosnie i iloczyn y(y)p(y,x)>0. Interesujagcym jest wpltyw trzeciego mieszanego
momentu centralnego zestandaryzowanego m,:(Y,x) na warto$¢ wariancji. Wywiat (1983) wy-
kazat, ze wraz ze wzrostem modutu z warto$ci tego momentu roénie takze $cisto$é zalez-

nosci w sensie regresji liniowej drugiego rodzaju migdzy kwadratami odchylen (yj —?)2 a
réznicami (xy —X).

Whiosek 4.1: Strategia estymacji (turs, Ps) Sredniej w populacji ¥y jest lepsza od stra-
tegii (yg,P,), nazywanej krotko srednia z proby prostej losowanej bezzwrotnie, gdy drugi
sktadnik znajdujacy si¢ w nawiasie wasiastym wyrazenia (4.33) jest dodatni.

Przypomnijmy, ze okreslony wzorami (1.48) lub (1.49) plan P, preferuje podczas lo-
sowania te proby, w ktorych obserwowana suma warto$ci zmiennej pomocniczej nxXg jest ma-

fa w stosunku do globalnej wartosci tej cechy w populacji. Na podstawie wzorow (1.51) 1
(4.30) wyznaczamy przyblizong warto$¢ kowariancji migdzy estymatorami tyris  Oraz tyrjs
(i,j=1,..,m):

N-n
Cov(tyris:taris,P7) = WC*(%J’J‘) +
1 _ _
+EY(X)(C*111()’,':)’],X)+ Yic*(yj’x)'i' ch*(yi'x)) (4.34)
W szczego6lnosci wariancja ma postac:

N-—n
n

D2(tyr7s.P7) = (100 + 27 W) (439)

n

Interpretacja otrzymanego wyniku jest podobna do wnioskoéw wysnutych ze wzoru
(4.33). Dodajmy tylko, Ze tym razem ujemna zalezno$¢ liniowa migdzy zmiennymi X i (y — y)2
przyczynia si¢ do spadku wariancji estymatora tyris .

Zatdézmy teraz, ze proba pochodzi z nadpopulacji, w ktoérej cechy (x,y) maja dwu-
wymiarowy rozklad normalny. Korzystajac ze wzorow (4.33) i (4.35) wyznaczamy bledy
$redniokwadratowe strategii predykcji (Tyrs,Ps ) | (Thrs ,P7 ) dla wartosci $redniej p w nadpo-
pulacji. Korzystajac z faktu, ze dla dwuwymiarowego rozktadu normalnego En:(y,x)=0, po
odpowiednich obliczeniach otrzymujemy:
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ED*(Ty7s,Pg) » NN‘ - c%y)(l - zv(x)v‘lmp(y,x)) (4.36)
n n
ED " (Tyrs,P7) = Nn ° W) +—c MYy~ Mp(y.x) (4.37)
n nN

Whiosek 4.2: Przyjmujemy, ze y(X)>0 i y(y)>0. Woweczas, gdy p(y,x)>0, to efektyw-
niejsza od strategii predykcji (Yg,P, ) [bedacej $rednia z proby prostej losowanej bezzwrot-
nie] jest strategia (Tyrs ,Ps ). Z kolei gdy p(y,x)<0, to lepsza od (Yg,P,) jest strategia (Tprs
,P7). Zatem obie strategie (Twrs,Ps) | (Thrs,P7) uzupelniajg sie.

4.4.3 Plany losowania prob zalezne od sumy kwadratow odchylen cechy pomocniczej od jej
sredniej w populacji

W pierwszym rozdziale skonstruowano dwa plany losowania proby Pgi Py . Pierwszy
z nich, dany wzorem (1.55), preferuje wybor tej proby, ktorej odpowiada duza obserwowa-
na w probie suma kwadratow odchylen zmiennej pomocniczej od jej sredniej w populacji
x .W przeciwienstwie drugi plan Py losowania, okreslony wzorem (1.57), daje wieksze szanse
wylosowania takiej proby, dla ktorej ta suma kwadratoéw odchylen jest mata w stosunku do
sumy kwadratow tych odchylen w populacji.

W przypadku gdy préba jest losowana zgodnie z planem Pg, na podstawie wzoréw
(1.56) i (4.30) mamy:

N-n A
Dz(tHTs,Pg) ~ Nn V*(y)[l - ;) (438)
gdzie:
A = 122y, X)-1+ 2y (Y)N12(y.X) (4.39)

Gdy proba jest losowana zgodnie z okreslonym wzorem (1.57) planem Py, to

D (trs.Po) = v (O 2+ ) (4.40)

Gdy A>0, to Dz(tHTSaP8)<D2(?»P2)=NN_th(Y)' Z kolei jeSli A<0, to
n

D(t HTS,P9)<D2(?, Pz). Zatem strategie (t z77s,Pg) i (tzrs.Py) uzupekniaja sic.
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Zatézmy, ze proba jest dobierana z nadpopulacji opisanej modelem normalnym.
Wowezas mozna wykazaé™, ze bledy sredniokwadratowe predykcji redniej Y w populacji
sg postaci:

ED*(tyrs.Pg)~ NN_n“ c(y)(1—§p2(y,x)) (4.41)
2 2 N-n 2 5
gD (tHTS,Pg)zG (y)( o +Ep (y,x)) (4.42)

Gdy rozmiar populacji jest nieograniczony, czyli jesli N — oo, to

gDz(tHTS,Pg)z%G(y)(l—gpz(y,x)) (4.43)
5D2(tHTS,P9)z%cz(y)=5D2(?s,P2) (444)

Stad wnioskujemy, ze w przypadku predykcji wartoéci sredniej w nadpopulacji opi-
sanej prostym modelem normalnym strategia predykcji (t HTs,Pg)jeSt lepsza od klasycznej
strategii (?S,P2) gdy p(y,x)#0. Z kolei $rednia z proby (S_(S,Pz) dla p(y,x)=0
jest doktadniejsza od strategii (t HTs,Pg) i dopiero w populacji o nieograniczonym rozmiarze
obie te strategie sa rownie doktadne.

Whiosek 4.3: Sposrdd trzech strategii predykeji: (S_{S ,P2) , (tHTs,Pg) i (tHTs,Pg) na-

lezy preferowac ostatnia.

4.4.4. Plany losowania zalezne od wariancji zmiennej pomocniczej w probie

W rozdziale 1 konstruowano plany losowania prob Pig i Py, ktore okreslaja odpo-
wiednio wzory (1.58) i (1.62). Pierwszy z nich jest proporcjonalny do wariancji cechy po-
mocniczej w probie, a drugi preferuje proby o matej wariancji cechy wspomagajacej w probie
w stosunku do wariancji tej cechy w populacji.

Na podstawie rownan (1.60) i (4.30) otrzymujemy:

3 podczas dowodu wykorzystujemy znana rowno$é naa(y,X)=1+2p%(y,x), ktora zachodzi dla przypadku
dwuwymiarowego rozkladu normalnego, por. np. Kendall i Stuart (1966), s. 133.
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N-n

V*(y)(l -
n

(N - l)A)

"N —2) (4.45)

2
D%(tyrs,Pio) »

przy czym wielko$¢ A okreéla wyrazenie (4.39). Z kolei z réwnania (4.30) i wzoru (1.64) wy-
nika:

D (t s, Pyp) = V*(y)( NN_ =+ (nz_ N -1 A] (4.46)
n o p2N(N-2)

Otrzymane wyrazenia sg zblizone do wariancji odpowiednich strategii estymacji rozwaza-
nych w uprzednim podpunkcie. Podobne réwniez wyciggamy wnioski.
Gdy proba jest losowana z nadpopulacji opisanej prostym modelem normalnym,

to bledy sredniokwadratowe predykcji przecietnej Y sa postaci:

N- 2(N-1
ED*(Tyyrs,Pig) = c%y)(l—nEN—_z))pZ(y,x)] (4.47)
2 _ 2 N-n 2(11—1)(N—1) 2
ED (Turs, P) =0 (Y)[ No (N —2N p (y,x)J (4.48)

Przy N—>co parametry £D*(Tyrs,P10) | ED*(Thrs,P11) sa réwne prawym stronom odpowiednio
rownan (4.43) 1 (4.44).

Whiosek 4.4: W przypadku gdy proba jest losowana z nadpopulacji normalnej ze
wspotczynnikiem korelacji p(y,X)=0, to sposrod planéw losowania proby Pyg , P1y i P, nalezy
uzy¢ pierwszego z wymienionych, poniewaz w przyblizeniu ma najmniejsza wartos¢ bledu
$redniokwadratowego predykcji przecigtnej Y.

4.4.5. Plany losowania zalezne od kwadratu btedu szacunku $redniej zmiennej pomocniczej
w populacji

Rozwazmy teraz plan losowania proby P, okreslony wzorem (1.67). Podstawiajgc odpo-
wiednio wyrazenie (1.72) do wzoru (4.30) otrzymujemy:

N—n_(N—Zn)(N—l)AJ @.49)

D2(tyrq,Ppp) = v
(tprs,Pr2)=v (y)( Nn N(N-2)
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przy czym wielko$¢ A jest wyjasniana przez wzor (4.39). Stad wnioskujemy, Ze strategia
estymacji (tyrs,P12) jest lepsza od sredniej z proby prostej losowanej bezzwrotnie ( yg,P2 ),

gdy n<§ i A> 0, badz gdy n>g iA<O.

Gdy proba jest losowana z nadpopulacji o rozktadzie normalnym, to btad $redniokwa-
dratowy predykcji przecietnej Y prowadzonej na podstawie strategii (Tyrs,P1, ) ma postaé:

Y [N—n_2(N—2n)(N—l) 200 )
ED(Tyrs, Pro) ® o7() No N(N-2) p(x,»)
(4.50)

agdy N — oo, to przyblizong warto$¢ btedu Sredniokwadratowego okresla wzor (4.43).
Na podstawie wzorow (4.30) i 1.77) wyliczymy przyblizony poziom wariancji stra-
tegii (Tyrs , P13), gdzie plan Py3 okresla wzor (1.74). Po odpowiednich obliczeniach mamy:

N-n N-1

D*(tyyrs, Pi3) = va()) + — Vs()(A +2) (4.51)
n Nn

gdzie A wyjasnia wzor (4.39).
Gdy proba pochodzi z nadpopulacji o dwuwymiarowym rozktadzie normalnym, to
btad s$redniokwadratowy strategii (tyrs, P13) W przyblizeniu wynosi:

N-—-n
ED(ty7s, Pi3) =
Nn

() +2n_2[1 + 03, y)]cs2 (4.52)

Stad wynika nastgpujaca konkluzja:

Whniosek 4.5: Gdy proba jest losowana z nadpopulacji o dwuwymiarowym roz-
ktadzie normalnym i gdy p (X,y) =0, to strategia predykcji (tyrs ,P12) jest lepsza od $redniej z
proby prostej ( Y,P, ), a ta z kolei jest lepsza od strategii (tyrs, P1s).

4.5. Predykcja Sredniej w modelu nadpopulacji z zaleznymi zmiennymi

Przyjmijmy nastgpujace zalozenia modelu nadpopulacji:

YiEutZy i EZ=0 i D2(Zy)=c" oraz £(ZyZ))=c%py dlakzl=1,...,N
Przyjmujac, ze Y T=[Y1,..YN] | Z=[Z1...ZN], mamy:

Y=uzZ, &(2)=0, D2(2)=c2V
Prawdopodobiefistwa inkluzji rzedu pierwszego oznaczmy wektorem ’TET:[TC]_...T[N]. Z

kolei niech prawdopodobiefistwa inkluzji rzedu drugiego my| beda elementami spoza glownej
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przekatnej macierzy I'=[ny], przy czym niech myy=m. Ponadto niech aT:[al...aN] oraz

E(ax)= nk, E(akay)= ng.
Zadanie polega na predykcji Sredniej w populacji:

Tyrs =— 2. —ay (4.53)
ktora w sposob macierzowy mozna zapisac¢ nastgpujaco:
Tyrs = %YTdiag_l(n)a (4.54)

Mozna wykazaé [por. np. Cassel i in. (1977)], ze:

E(Trps) =Y (4.55)
E(Trus) = % J7diag ™ (r)a (4.56)
EE(THTS)=M1 (4.57)

przy czym Jy jest N-elementowg kolumng jedynkowa.
Zatem statystyka T1g jest p-nieobcigzonym oraz p-& nieobcigzonym predyktorem

parametréw odpowiednio Y i p.
Wariancje statystyki TTg mozna zapisa¢ nastgpujgco:

1 X vy
D*(Tyrs)=—5 XX Al —— (4.58)
N k=11=1 Tk
gdzie:
_ Tkl — Tk T dla k#1 (459)
B2 r d=-n)  dla k=1 '

Niech A:[Ak|]:F—nnT oraz

B=diag-1(m)Adiag-1(n) (4.60)
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Wtedy w zapisie macierzowym:
D2(TH1s)=N2YTBY (4.61)
Pozwala to sprawniej wyprowadzi¢ warto$¢ oczekiwana:
ED2(THTs)=N25(YTBY)=N-2rB£(YYT)

EYYT)= EIN*2)(INFD) T=12ININ) THo2V

Zatem:
ED2(THTs)=N"2(u2(IN) TBIN) +o2trBV (4.62)
gdzie:
N N 1 | 2
JﬁBJszz(———j (mm—mq) (4.63)
k=1=1\Tk 7]

Jesli losujemy bezzwrotnie probe prosta, to wiadomo, ze

Tk = n(n—l) , k#1=1,..,.N
N(N-1)

n
k=
N

Wowczas wyliczamy, Ze elementy macierzy B=[b; j] s3 postaci:

N-n
n

dla i=j

N-n
n(N-1)

dla i# j

Ten wynik pozwala macierz B zapisa¢ nastepujgco:

N(N-n) 1 T
- M, M=Iy——J\J 4.64
n(N=1) N ININ (4.64)
przy czym Il jest macierza jednostkowa stopnia N. Wtedy mozna wykazaé, Ze (JN)TBJN=0
oraz na podstawie wzoru (4.62), ze

o2(N—-n)

2 =
ED (Tyrs) = Nn(m—1)

(trV— %JEVJN) (4.65)
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W szczegolnoscei, jesli V=1, to

N-n
ED*(Tyrs) = o’ (4.66)
Nn
Niech:
lLpp P
1p...
v|P PP (4.67)
ppp...1
Witedy:
N -
ED*(Tyrs) =—— c2(1—p) (4.68)
Nn

Stad i z faktu, ze -(N-l)'1<p<1 [por. Rao (1982)], wynika, ze wzrost wartosci p przyczynia si¢
do wzrostu precyzji predykcji.

Niech:
i 3 -2 -1]
1 p pr P NN

p 1 p  pr o pNT N

V= pz N 1 o .”pN—4 pN—3

_pN—l N-2 N-3 pN—4 1 |

Wtedy mamy:
N-n 2 N-1

ED?(Tyre) = 62[1— N -k kj 4.69
( HTS) Nn N(N-1) kZ:l( P ( )

Stad wynika, ze jesli wspotczynnik autokorelacji p jest dodatni i rosnie, to precyzja predykeji
réwniez zwigksza sig.



5. WEKTOROWY ESTYMATOR REGRESYJNY

W niniejszym rozdziale uwagg koncentrujemy na whasnosciach wektora znanych es-
tymatoréw regresyjnych. Ten sposéb oceny parametrow populacji wykorzystuje dostepne in-
formacje o warto$ciach tzw. zmiennych dodatkowych. Przyczynia si¢ to do podniesienia do-
ktadnosci estymacji, jesli cechy dodatkowe sa dostatecznie silnie skorelowane ze zmiennymi
badanymi.

W badaniach probkowych oprocz estymatorow regresyjnych sa polecane takze i inne
estymatory wykorzystujace wlasnosci cech dodatkowych. Chodzi tu o estymatory ilorazowe
oraz iloczynowe, o ktérych podstawowe informacje znajdziemy w kazdym podreczniku z me-
tody reprezentacyjnej i dlatego pomijamy tu ich prezentacje.

Dodajmy, ze ciekawe ich wlasno$ci analizowali m.in. Herzel (1989), Murthy (1964),
Rao i Mudholkar (1967), Sengupta (1981), Shah i Gupta (1987), Shukla (1976), Singh (1989),
Srivastava (1983), Srivastava, Shukla i Bhatnagor (1981). Estymatorami tego typu zaleznymi
od wielu cech dodatkowych zajmowali si¢ John (1969), Lynch (1978), Olkin (1958) i Tripathi
(1976). Z kolei Wywiat (1992) przedstawil podstawowe wilasnosci wektora estymatorow ilora-
zowych i wektora estymatorow iloczynowych.

5.1. Wektorowy estymator réznicowy

Uogolnienie na przypadek wektorowy znanego estymatora roznicowego przebiega
nastepujaco. Niech A bedzie macierza rzeczywista o wymiarze zxm, gdzie m jest liczba
szacowanych $rednich tworzacych elementy wektora y=[y;..y,]. Z kolei z oznacza ilo$¢
sktadowych wektora X=[X;...X,]$rednich cech pomocniczych. W koncu przez ygi Xg0zna-

czamy wektory $rednich z proby prostej losowanej bezzwrotnie. Wtedy wektorowy estyma-
tor réznicowy ma postac:
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tas =ys +(Xg —X)A (5.1)

Estymator tas daje nieobcigzone oceny wektora $rednich y, a jego macierz wariancji i ko-
wariancji ma postac:

N-n
Nn

V(tAs) = (C*yy + C*yXA + ATC*Xy + ATC*XXA) (52)

Stad wynika, ze bez dodatkowych zatozen jest trudno poréwnywaé precyzje estymatora tas 2
precyzja sredniej z proby. Staje sie to dopiero mozliwe, gdy zatozymy, iz m=z=1. Wtedy es-
tymator tas redukuje sie do postaci:

tys =Y¥s +b(xXs —X) (5.3)
Jego wariancja jest nastepujaca:
N-n
D(tgs) =~ (V*(y) +2b Ve (X)Va ()1 (CE, ) — bV*(x)) (5.4)
Witedy:
N-—-n

D%(y5) - D2 (tyg) =

v*(x)v*(y)b[zr(x, 1) —b V*(x)]
V()

Zatem przy planie P3losowania bezzwrotnego proby prostej estymator réznicowy tgs —jest

V) _ 0D i y)=0 badz 2r(x,y) V*_EY; b0

lepszy od $redniej yg, gdy 0<b<2r(x.y)
ve(X)  v2(x) v (x
i r(x,y)<0

Analiza wlasnoéci estymatora rdznicowego tqs uprosci sie, jezeli zatozymy, ze |b| =1.
Wowczas po to, by ocenia¢ warto$¢ y, trzeba dodatkowo znaé tylko warto$¢ s$rednig X

zmiennej wspomagajacej. Wtedy D®(Jg)>D(tys), gdy r(x,y)<—% /V*—Exil b=1 badz
V(Y

Vv (x)
V()
Whnioskujemy wige, ze gdy |b|=1, estymator roéznicowy tys nalezy stosowaé zamiast
$redniej ygwtedy, gdy cechy x i y sa silnie skorelowane oraz wariancja cechy pomocniczej

i b=-1.

1
r(x,y)>—
(xy) >

jest mata w stosunku do wariancji zmiennej Y.
W praktyce badan metoda reprezentacyjng nie zawsze mozna dysponowaé informacja
o wartosci $redniej cechy pomocniczej w populacji. Wtedy do estymacji wektora y mozna

uzy¢ wektora estymatoréw réznicowych z proby podwéinej, ktory ma postaé® :

3 Wiasnosci tego estymatora w przypadku jednowymiarowym studiowali m.in. Raj (1965) i Konijn (1973).
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tas = Vs, +()_(Sz ~Xg, )A (5.5)
przy czym S = {S; ,S,} jest proba podwdjna, ktorej plan wyboru Ps opisano w rozdziale 1.
Przypomnijmy, ze S, jest proba prosta o liczebno$ci n, losowana bezzwrotnie z uprzednio juz

wylosowanej rowniez bezzwrotnie proby prostej S; 0 rozmiarze n;>n,. Wektor f,g jest nieob-
cigzonym estymatorem parametroOw y , a jego macierz wariancji i kowariancji ma postac:

V(tas) = Es, (Vs2 (EAS|Sl = 51)) + Vg, (Es2 (fAS|Sl = 51)) =

N-n,
Nn,

_Ni—ny T T
e (Cuyy + CryxA+ ATCoy + ATC A) +

C*yy

Znaczenie praktyczne estymatora t,g jest ograniczone, poniewaz decydujac sie na ob-

serwacje cech w dostatecznie duzych probach sktadowych proby podwojnej mozna znalez¢ in-
ne lepsze estymatory, ktore rozwazamy dalej.

Na zakonczenie sygnalizujemy, ze Raj (1965) proponuje pewng modyfikacje anali-
zowanego tutaj estymatora réznicowego dla pojedynczej wartosci $redniej wyznaczanego z
proby prostej pojedynczej badz podwojnej. Proponowana przez niego statystyka jest kombi-
nacja liniowa estymatorow roznicowych éredniej zmiennej y wyznaczanych wzgledem kolej-
nych cech wspomagajacych. Zaktadajac, ze wspotczynniki tej kombinacji sumujg si¢ do
jedynki Raj wyznacza ich wartoéci optymalne. Ponadto wykazuje, ze szczegdlnym przypad-
kiem jego estymatora jest wielowymiarowy estymator ilorazowy Olkina (1958).

5.2. Wlasnosci wektorowego estymatora regresyjnego

Zagadnieniem estymacji wartosci $redniej w populacji ustalonej za pomocg estymato-
row regresyjnych zajmowali si¢ m.in.: Bracha (1978, 1979, 1982, 1983), Cochran (1963),
Gren (1969, 1970), Konijn (1962, 1973), Murthy (1977), Tripathi (1973) i Wywiat (1992).
Zastagpmy w wyrazeniu (5.2) macierz A przez

B=-C,ICy,  det(Cy)>0 (5.6)

co prowadzi do wektora estytmatorow regresyjnych w postaci:

tgs = yg +(Xs —X)B (5.7)
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Elementami wektora tzs=[tgis...tams] sa znane w metodzie reprezentacyjnej estymatory regre-
syjne wyznaczane z proby prostej S losowanej bezzwrotnie. Wektor tgs daje nieobcigzone oce-
ny wektora y, a jego macierz wariancji i kowariancji wynika ze wzoréw (5.6)1(5.2):

N-n
Nn

V(tes) = ~{Cayy ~Coyy CrtyCoyy (5.8)
Oznaczmy przez A zbior wszystkich estymatorow réznicowych tas réozniagcych si¢ od siebie

elementami macierzy A, ktorej funkcja jest wektor estymatorow okreslony wzorem (5.1).
Twierdzenie 5.1 [Wywiat (1988)]: Jesli proba prosta jest losowana bezzwrotnie, to
estymator tgs jest efektywny w klasie A estymatoréw roéznicowych.

Z twierdzenia 5.1 wynika, ze indeks efektywno$ci estymatora tgs W klasie &4 spetnia
nierownos¢: e(tgs /SA)<1. W szezegodlnosei indeks efektywnoscei wzglednej estymatora tgs W

stosunku do wektora $rednich z proby prostej ygma postac:

det(Cy, —Cy CixCyy)
det(C

ew(tBs/ys)IdetV(tBs)detVfl(ys)z )
yy

Oznaczmy przez ry , i=1,...,m'=min(m,z), wspotczynniki korelacji kanonicznej mie-
rzace zalezno$¢ liniowa miedzy wektorami cech X=[X;...X; ] | Y=[Y1...Ym ]. Zalezno$¢ migdzy

wektorami y i X zwigksza si¢ wraz ze wzrostem wartoéci parametrow r&i <1 (i=1,....m). Wiel-
kosé rgi jest otrzymywana jako i-ty pierwiastek charakterystyczny macierzy C;}I,nyC;iCXy
[por. np. Anderson (1958) i C.R.Rao (1982)]. Wtedy po odpowiednich przeksztalceniach alge-
braicznych otrzymujemy:

detV(tas) = det(Cuy) [T(1-13) (5.9)
i=1
ey (tps /¥5) =10 -15) (5.10)
i=1

Whiosek 5.1: Dla proby prostej losowanej bezzwrotnie efektywno$é wektora tgs
wzgledem wektora $rednich yg ro$nie wraz ze wzrostem zaleznosci migdzy wektorami zmien-

nychy i X mierzonej wspotczynnikami korelacji kanonicznej.
Dodajmy, ze z twierdzen 2.2 i 5.1 wynika, ze q(tss) < q(Yg) oraz p(tss) <p(¥g).
Symbolem vy riz (i=1,..,m) oznaczmy diagonalne elementy macierzy CuyxCuyxCryy,

przy czym 0 <r; <1 jest znanym w statystyce wspotczynnikem korelacji wielorakiej mie-
rzacej Scisto$¢ zaleznosci migdzy cechag y; oraz zmiennymi X = [X;...X;] traktowanymi }acznie.

Z kolei wielko$¢ riz jest nazywana wspoélczynnikiem determinacji, ktory okresla, jaka czgsc
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zmiennosci zmiennej Y; zostala wyjasniona przez cechy X za posrednictwem funkcji regresji
liniowej. Stad na podstawie wzoru (5.8) 1 znanych wlasno$ci §ladu macierzy mamy:

S =2
q(tgs) =q(ys)Vl-r (5.11)
gdzie:
2N 2
7= g1 (5.12)
i=l
-1
m
gF"{ZViJ
i=1
Przez T2 oznaczono $redni wazony wspdlczynnik determinacji, ktéry spetia nierowno$¢

0<r?<l, poniewaz 0<((tgs)<q(Yyg). Na podstawie wzoru (5.11) mamy:

Whiosek 5.2: Sredni promien wektora tgs maleje wraz ze wzrostem sily zaleznosci
miedzy cechami y i X mierzonej $rednim wspotczynnikiem determinaciji.

Przypusémy teraz, ze statystykowi sa znane warto$ci skladowych wektora §rednich
X cech w populacji. Pozostaje jeszcze problem zdobycia informacji o macierzy parametrow B.
Jej elementy szacujemy na podstawie obserwacji cech y i X w losowanej zwrotnie probie pro-
stej o liczebnosci n, za pomocg macierzy statystyk:

B=—CipCuyy (5.13)

gdzie: (Nj*xyi Cy 83 macierzami wariancji i kowariancji z proby. Zastepujac we wzorze (5.6)

macierz B przez B mamy:
s =¥s +(Xs —X)B (5.14)

Mozna wykazaé nastepujaca wlasnosc:

Whiosek 5.3: Estymator tgg jest asymptotycznie nieobcigzony, natomiast jego ma-
cierz wariancji 1 kowariancji w przyblizeniu okresla wzor (5.8), ktéra oceniamy poprzez
zastapienie w tym wzorze momentow c«(X;y;) (i,j=1,....,m) przez ich estymatory nieobcigzo-
ne, ktorymi sa odpowiednie momenty c«s(X;,y;) z proby prostej losowanej bezzwrotnie.

Zaktadamy teraz, ze jest nieznana nie tylko macierz B, od ktorej zalezy wektor es-
tymatoréw regresyjnych, lecz takze wektor X $rednich w populacji cech wspomagajacych.
W tej sytuacji zachodzi potrzeba estymacji tych parametrow. W tym celu wedtug okreslonego
wzorem (1.39) planu Ps losujemy bezzwrotnie prosta prob¢ podwdjng S={S; ,S,}. W probie
prostej S; losowanej bezzwrotnie z calej populacji sag obserwowane warto$ci cech pomocni-
czych, a w probie prostej S, losowanej bezzwrotnie ze zbioru s; sa jeszcze obserwowane war-
tosci wektora zmiennych y. Nastgpnie na podstawie tych obserwacji sa wyznaczane nieobcig-

zone estymatory C,yy =[<‘;*(yi,xj )] Coux =[(‘:*(xi,xj)] odpowiednio macierzy Ciyx, Cuxx.

przy czym:



93

(‘:*(yi,Xj) "1 kZS: (yik ~Vis, )(Xjk —7152)
&2

. (xix;) = n21—1 P (X =i, J(Xie = %5,
&2

Wtedy przy zatozeniu, ze det(E*XX) >0, okreslamy estymator danej wzorem (5.6) macierzy B
za pomocy statystyki:
B=- jx C*xy

Podstawiajac ten wzor do wyrazenia (5.7), w ktorym takze wektor X zastepujemy przez Xs,
otrzymujemy estymator wektora y :

tgs = Vs, +(Xs, —Xs, )B (5.15)

Parametry wektora tgg wyprowadzit Wywiat (1988 i 1992):

E(tgs) =y +0(n; ) +0(n;") (5.16)
- N-n n, —n _ N ~ .
V(igs) = N, LCuyy + :11—%2(6*yy - c*yxc*ixc*xy) +0(nY) +0(nz2) +0(n;tn5Y)  (5.17)

Korzystajac z definicji Sredniego promienia estymatora oraz ze wzorow (5.17), (5.11)
i(5.12) dochodzimy do réwnania:

=2 =2
2= r 1-71 1
q (tss)=tr(C*yy)[n—l+ - _NJ (5.18)

przy czym parametr T okresla wzor (5.12).

5.3. Optymalizacja liczebnosci préb skladowych préby podwéjnej
przy ustalonych kosztach obserwacji cech

Niech k; bedzie kosztem jednostkowym obserwacji cech dodatkowych, a k, kosztem
jednostkowym obserwacji zmiennych, ktorych $rednie sa przedmiotem estymacji. Naktady
przeznaczane na obserwacj¢ wszystkich cech oznaczamy przez K. Liniowa funkcje¢ kosztow
okresla wzor:

k(ny,n,) = kiny + kony (5.19)
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Ponizej formutujemy i rozwigzujemy zadania majace na celu wyznaczenie liczebnosci
prob, ktore przy ustalonych kosztach dopuszczalnych obserwacji zmiennych minimalizuja
wybrang funkcje ryzyka estymacji. Wigkszos$¢ konstruowanych tutaj zadan optymalizacji li-
czebnosci prob byta rozwigzywana przez autora (1988).

Rozmiary prob sg oczywiscie liczbami naturalnymi. Jednakze podczas poszukiwania
ich pozioméw optymalnych traktujemy je jako liczby rzeczywiste, co pozwala stosowac
wygodny rachunek rozniczkowy do poszukiwania ekstremow funkcji.

5.3.1. Minimalizacja kwadratowej funkcji ryzyka estymacji
Kwadratowa funkcje ryzyka okreslamy jako sume¢ wazonych wariancji sktado-

wych wektorowej strategii (tgg, Ps) , okreslonej wzorem (5.15), ktora zapisujemy rownaniem:

us(ng,nz) = iai D (tgs, Ps) (5.20)
i-1

przy czym a = [a;...am] € R™ - {Om}. Ze wzoru (5.18) wynika, ze:

D? (tgis: Prs) = V*(Yi)(riznfl +(1_ riz)nil - Nfl) (5.21)
a zatem:
-2 22
us(ny,nz) = ¢° (r_ + = i} (5.22)
1'11 Il2 N
gdzie:
P m
qQ”=2a;va(n) (5.23)
i=1
m
= rfwi, w; = g ava(ys) (5.24)
i=1

Parametr 72 Jjest wigc wazong wartoscig Srednig kwadratow wspotczynnikdéw korelacji wielo-
rakiej r; (i=1,...,m). Przypomnijmy, Ze r; mierzy site zalezno$ci korelacyjnej miedzy zmienng Y; i
cechami pomocniczymi x oraz jest i-tym z kolei elementem glownej przekatnej macierzy
CixC ;,}x C.yy- Stad i z faktu, ze dla kazdego i=1,...,m zachodzg nierownosci 0<ri<1, 0<wi<l,
wynika, iz 0<T1 <1.Wspotczynnik 72 mozna réwniez traktowaé jako wazong S$rednig wspol-
czynnikow determinacji riz i(i=1,...,m).

Nasze zadanie polega na takim ustaleniu liczebnosci prob sktadowych proby podwoj-

nej, aby okre$lona funkcja ryzyka osiaggneta minimum przy ustalonych kosztach dopuszczal-
nych obserwacji wszystkich cech, co §cislej zapisujemy wyrazeniem:
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{ uy(ny,n,) = minim (5.25)

k(l’ll,nz) < K, 2< n, < ny <N

przy czym funkcje kosztéw okresla wzor (5.19).
ky
11tK2

Wywial (1992) wykazuje, ze jesli 3ki+2k<K i T>r1e= ,to funkcja u(nu,ny)

osigga minimum dla pary liczebnos$ci (ny,n,):

.. ) *
n, = mmlmum{N,nl,nl
. (5.26)
n, = maximum{nﬁ,znz
przy czym:
K-k L _K-NK , K gt ntg 1-72
1=—’ 2= N = 1= r—— 2=
ky ko ki +kj Jkq ko
gdzie:

o ik, + /(1—f2)k2

Ponadto strategia (tgg, Ps)jest nie gorsza od (¥s,P3), w sensie kwadratowej funkcji

ryzyka, jesli jest spetniona nieréwno$¢:

uj(ny.n, )<uy(n)=k;'K-N""' (5.27)
ktora zachodzi:

a) dla pary (n.n; )=(nf.n3 ), ooy

Jk ik
122 52 (5.28)

ki

rzy czym r, =
przy czy k1+k2

b) dla pary (gl,gz)z(N,né),jes’li:

_ kik,
2 Tex = N P 5.29
rr \/K[N(k1+k2)—K]>r0 (5.29)

c) dla pary (r_ll,r_lz):(ni,Z) , jezeli:
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T2 Ty = >r, (5.30)

Whiosek 5.4: Warunkami koniecznymi optacalnoéci stosowania wektorowej strategii
regresyjnej (fBS, Ps)zamiast wektora $rednich z proby prostej (iS,P3) sa aby: koszt jednost-
kowy k;, obserwacji zmiennych badanych y byt wigkszy od kosztu jednostkowego k; obserwacji
zmiennych wspomagajacych X oraz by warto$¢ pierwiastka ze $redniego wspotczynnika deter-
minacji byta wigksza od poziomu r, , okreslonego wzorem (5.28).

Na zakoniczenie dodajmy, ze jesli wszystkie elementy wektora a=[a; ...a, ] parame-
trow funkcji ryzyka, danej wzorem (5.20), sg rowne liczbie jeden, to zadanie (5.25) staje si¢
problemem minimalizacji warunkowej kwadratu $redniego promienia strategii estymacji
(fBS, Ps)- Za$ w przypadku gdy a; =y; 2 (i =LK ,m), funkcja ryzyka staje si¢ sumg kwa-

dratéw wspotezynnikéw zmiennosci poszczegdlnych estymatoréw sktadowych wektora tgg .

5.3.2. Minimalizacja uogdlnionej wariancji

W rozdziale 2 uzasadniano, ze uogo6lniona wariancja estymatoréw wektora parame-
trow jest monotoniczng funkcja miary objetosci elipsoidalnego obszaru ufnosci dla tych
parametréw. Dlatego uogolniona wariancja stuzy do oceny rzedu precyzji estymacji prowadzo-
nej na podstawie takiego obszaru ufnosci. Nalezy wigc tak wyznaczy¢ liczebnosci prob, by
uogodlniona wariancja osiagata minimum przy ustalonych kosztach dopuszczalnych obserwacji
cech. Traktujac uogdlniong wariancje jako funkcje liczebnosci préb sktadowych préby po-

dwojnej oznaczamy ja symbolem us(ny,n;)=detV (tgs,Ps), gdzie estymator fgs i macierz
\Y (fBS, P5) okreslaja odpowiednio wzory (5.15) i (5.17). Zadanie optymalizacyjne formutujemy
wyrazeniem:
us(n;,n,)=minim
s(nr.n2) (5.31)
k(l’ll,nz) < K, 2L n, < n <N

przy czym funkcje kosztow okresla wzor (5.19).

Zatdézmy, Zze macierz wariancji i kowariancji C.yy jest dodatnio okre$lona. Wowczas
na podstawie znanego twierdzenia algebry liniowej [por. np. Rao (1982), s. 52] dotyczacego
jednoczesnej diagonalizacji dwoch macierzy, z ktérej przynajmniej jedna jest dodatnio okre-
Slona, wnioskujemy, ze istnieje nicosobliwa macierz kwadratowa Q stopnia m taka, iz

QTQ=C*yy i QTRQQ= C*yxC;ixC*xy , przy czym Rg jest macierza diagonalna, ktorej elemen-

ty diagonalne oznaczamy przez réi, i=1LK m. Wtedy wyznacznik us(n;,n, ) na podstawie
wzoru (5.17) zapisujemy nastepujaco:
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1 1 1
us(ny ,“2)=det{QT(n—lRQ +n_(lm—RQ)_§lmJ Q}

2

Na podstawie znanych wlasnoséci wyznacznika iloczynu macierzy mamy:

m
us(ny,ny )= de{c*yy_]‘[lf*i] (5.32)
1=

gdzie:
2 2
15;  1-15;
fu =1} _i, £ Q7 Q0

1
N n; nj)

Elementy diagonalne macierzy Rq mozna rowniez wyznaczy¢ jako pierwiastki nastgpujacego
réwnania wyznacznikowego [por. np. prace Rao (1982), s. 580]:

det(Cayx Cify Cgy —13Cityy ) =0

Element diagonalny 0< r611 <1(i=1,..,m) jest kwadratem tzw. wspolczynnika korelacji

kanonicznej, ktory mierzy $cistos¢ zaleznosci miedzy wektorem cech y i zmiennych wspomaga-
jacych x.

Podczas wyznaczania rozwigzania bedzie pozytecznym nastepujacy lemat:

Lemat 5.1 [Wywial (1992)]: Funkcja us(ng,ny) jest S$cisle wypukla w obszarze

D={(n1,n2):0<n<n;<N}.
Wywiat (1992) wykazuje, ze punkt optymalny é(r_ll,r_lz) znajduje si¢ na odcinku o
koncach A'(n'y,n',) i A"(n",n"), przy czym:

( K -2k
nj =min{—2,N}
ky

, K - Nk;
n5 =maxy2,————
] 2 (5.33)
” K
n =
kl +k2

Dodajmy, ze odcinek A’A" zawiera sie w prostej kin;+kon, =K.
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Korzystajac ze znanej metody czynnikow nieoznaczonych Lagrange'a mozna

r . . . * * /4 4
wykazaé, ze rozwigzanie (nl ,n2) uktadu rownan:

2 2
m r~. .
n = cw/i 2 ny=c|—Y (5.34)
kpia B izl T

gdzie:

stanowig wspotrzgdne punktu A (nT,n; ), w ktérym funkcja us(ng,n;) osigga minimum na

odcinku A™A", gdzie A"'=A"" (K kl_l ,0). Jesli A, eA”A” 1 A=A", to rozwigzanie zadania
(5.31) okresla wyrazenie:

. *
n,; = min n{,nl}
n, = max{nb,n, 539
22 = 2512

Stad wynika, ze po to, by otrzymac liczebno$ci optymalne, nalezy najpierw wyznaczy¢
rozwigzanie (nT,n;) nieliniowego uktadu rownan (5.34), ktore nalezy wyliczy¢ jedna z
przyblizonych procedur, do ktérych naleza opisywane przez Demidowicza i Marona (1965)
metody gradientowa, Newtona i iteracyjna. Zastosujemy ostatnig z wymienionych, przy
czym dodatkowo bedziemy zakladaé, ze liczebnos¢ populacji jest nicograniczona. To uprosz-
czenie powoduje, ze gdy N — oo, to fiy — f; dla kazdego i=1,...,m, przy czym funkcje fs; , f;
okre$lono przy definiowaniu wyrazenia (5.32). Uwzgledniajac to dzielimy drugie z kolei
rownanie uktadu (5.34) przez pierwsze. Nastepnie po wprowadzeniu podstawienia n, =wn;
otrzymujemy™ :

w = p(w) (5.36)

gdzie:

(5.37)

% Zabieg ten przy rozwiazywaniu innego zadania optymalizacyjnego zastosowali Gren i Kozniewska
(1964).
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hj = wrd; +1-14; i=1,..m (5.38)

Theil (1979) proponje, aby sit¢ zalezno$ci liniowej miedzy dwoma wektorami okresla¢ za
pomoca wartosci $redniej wspotczynnikow korelacji kanonicznej, ktora ma postaé:

2 1 & 5 1
rQ — — rQ- = —Itr(C* Ci  Cx ) (539)
= i§=l i VX XX Ry

przy czym m' = min{m,z} gdzie, przypomnijmy, literg z oznaczono ilo$¢ zmiennych wspoma-
gajacych. Zatem im blizsza jednosci jest warto$¢ Sredniej fé , tym silniej sg skorelowane ze

sobg wektory zmiennych y i x.
' k .
Lemat5.2 [Wywial (1992)]: Jesli —— i3 >k—l 10 0<w<1 i ny>n,.
m 2
Rozwigzanie rownania (5.36) otrzymujemy z nastgpujacego procesu iteracyjnego:
W= p(w;), j=0,1.2,.. (5.40)

przy czym startowe rozwigzanie wy wybiera si¢ tak, aby 0<wg <1. Wywial (1992) wykazal, ze
proces iteracyjny (5.40) jest zbiezny z rozwigzaniem doktadnym w., rownania (5.36) niezalez-
nie od przyblizenia poczatkowego zye(0;1).

Demidowicz i Maron (1965), s. 117 podaja sposdb oceny dokladno$ci rozwigzania w
j-tej iteracji, co w naszym przypadku okresla nierownosc¢:

| W =W | <28 | wy - | (5.41)

Po obliczeniu w;=p(wy) mozna wiec tatwo wyznaczy¢ niezbedng ilo$¢ iteracji zapewniajaca
otrzymanie rozwigzania z zgdang doktadnoscia.
Po oszacowaniu przyblizonej warto$ci pierwiastka w,., wreszcie oceniamy pare

. , . * * . , , .
szukanych liczebno$ci (n;,n, ) na podstawie rownan ny = wn; i kiny+kon,=K. Wtedy:

* K * *
nj=—————-, Ny = Wiy (5.42)
kl + W*kz
Wywial (1992) sugeruje, aby rozwiazanie w, rownania (5.36) wyznaczy¢ znang
metoda siecznej lub tzw. rownego podziatu, ktdére opisuja m.in. Demidowicz i Maron (1965)

oraz Rice (1983).
Whiosek 5.5: Jesli wektor wartosci $rednich w populacji jest oceniany na podstawie

obszaru ufno$ci konstruowanego za pomocg strategii estymacji regresyjnej (fBS,P5) to do

minimalizacji objetosci tego obszaru ufnosci prowadzi rozwigzanie zadania (5.31). Optymalne
liczebnosci prob sktadowych prostej proby podwojnej okreslajg wyrazenia (5.35) i (5.33). Z
lematu 5.2 wynika, ze takie liczebnos$ci mozna wyznaczyé, jesli sg spetnione dwa warunki. Po
pierwsze, gdy koszt jednostkowy k; obserwacji cech pomocniczych x jest mniejszy od kosztu
jednostkowego k; obserwacji zmiennych y, ktorych srednie w populacji sg przedmiotem naszej
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estymacji. Po drugie, sita zalezno$ci mierzona $rednig kwadratow wspolczynnikow korelacji
kanonicznej miedzy zmiennymi X i Yy musi by¢ na tyle duza, aby nierdéwno$¢ wystepujaca w
zatozeniu lematu 5.2 byla spelniona. Nalezy wigc tak dobiera¢ cechy X, aby byly one silnie
skorelowane ze zmiennymi y oraz by koszt jednostkowy obserwacji zmiennych x byt znacznie
nizszy od takiego kosztu k, dla cechy.

5.3.3. Optymalizacja celowa liczebnos$ci prob

Formutowane tutaj zadania naleza do klasy tzw. celowych zadan programowania
wielokryterialnego, ktorych ogoélne wiasnosci badano m.in. w pracach Konarzewskiej-Gubaty
(1980) oraz Galasa, Nykowskiego i Zotkiewskiego (1987). Wyrdznia sie tutaj dwa rodzaje
probleméw. Pierwszy polega na znalezieniu optymalnych rozwigzan czastkowych osobno ze
wzgledu na kazda funkcje kryterium. Nastgpnie tak wyznacza si¢ rozwiazanie, by bylo ono
bliskie w okreslonym sensie otrzymanym wczesniej rozwigzaniom optymalnym. Drugi sposob
polega na obliczeniu wartosci optymalnych poszczegoélnych funkeji kryteriow, ktore sa nazy-
wane rozwigzaniem idealnym lub utopijnym, lecz w przestrzeni kryterialnej. Potem poszukuje
si¢ jednego rozwigzania, dla ktorego wartosci funkcji celow beda wykazywaé duza zgodnos¢ z
ich optymalnymi warto$ciami. Zatem okreslanie tego typu zagadnien mianem celowych znajdu-
je uzasadnienie w dazeniu do uzyskania rozwiazania najbardziej zgodnego z docelowymi
rozwigzaniami idealnymi, ktére zwykle nie moga by¢ jednoczesnie osiagnicte. Dodajmy, ze
mozna na wiele sposobéw formutowac kryteria zgodnosci miedzy osiagganym rozwigzaniem a
rozwigzaniami czastkowymi lub idealnymi.

Niech (ny,ny), i=1,...,m, beda optymalnymi liczebnosciami otrzymanymi jako rozwia-
zania zadania:

{k ugi(ny,ny) = min (5.43)

1n1+k2in2SK, 2SH2<I]1 <N

przy czym uei(nl,nz):Dz(fBis,Pg,) okresla wzor (5.21). Rozwigzanie optymalne postawio-
nego zadania jest szczegdlnym przypadkiem rozwigzania (ny;, Ny ) zadania (5.25) dla m=1, i
ko=kyi, a okreslajg je wzory (5.26), przy czym wystepujace w nich wielkosci ky; i T nalezy
zastgpi¢ przez odpowiednie parametry ky; oraz r;, gdzie ostatni z nich jest wspotczynnikiem
korelacji wielorakiej miedzy cechg y; i zmiennymi pomocniczymi X.

Otrzymane tg droga pary liczebnos$ci (ng, Ny ), i=I1,...,m beda na og6t roznity sig
miedzy sobg. W celu wyznaczenia rozwigzania kompromisowego wprowadzamy dodatkowe
kryterium:

m m
Us(nu.Nz) = 3 (s —p)? Wi + 2 (0 —np) W (5.44)

i=1 i=1

m

przy czym » wy; =1 orazw Wy > 0 dla kazdego i=1,..,m, h=1,2. Przyjmujemy je za funkcje
i=1

celu zadania optymalizacyjnego postaci:
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{k ug(ng,n,)=minimum (5.45)

1n1+k2n2 SK, ZSH2 <I’IISN

m

przy czym k, = szi . Postulujemy wiec znalez¢ takie liczebnos$ci (ny,Nny), ktore beda najbliz-
i=1

sze rozwigzaniom czastkowym (Ny;, Ny ), i=1,..,m w sensie wazonej sumy kwadratow odchylen.

Wywial (1992) podaje rozwiazanie zadania (5.45), gdy nT<n’ i n; >n', gdzie

K .
n'= , natomiast
ki +k,
* — % _
np=mj+cky,  np =m0 +ck; (5.46)
gdzie:
K-kin,-k»n m
:%! 0 =20 W dlak=1,2
ki +k3 i

Wtedy, mozna wykaza¢, ze rozwiazanie zadania (5.45) okresla wyrazenie (5.26), przy czym
tym razem wystepujace w nim liczebnosci ( nT ,n; ) sg dane wzorem (5.46).

Niech Ugi (nyi ,nyi )=Us dla i=1,...,m bedzie minimalng wartoscia funkcji celu zadania
(5.43). Wtedy wektor Us=[Us;...Usm | jest rozwigzaniem idealnym w przestrzeni Kkryterialnej
zadania jednoczesnej i warunkowej minimalizacji wektora wariancji estymatorow regre-

syjnych sktadowych wektora tgg, ktore sformutowano w podpunkcie drugim. Wspot-
czynnik efektywnosci wzglednej okreslamy wzorem:

S i=1,...,m (5.47)
1= ) Ly .
ugi(ny,ny)

Sume odwrotnosci tych wspotezynnikow przyjmujemy za funkcje celu zadania optymalizacyj-
nego w postaci:

uy(ny,n,)=minimum
(5.48)
k1n1+k2n2 SK, 231’12 <H1SN
gdzie:
- 1
uz(ny,ny) = Z— (5.49)
i=1€i

Sformulowane zadanie jest szczegolnym przypadkiem problemu optymalizacyjnego
(5.25), poniewaz zastgpujac we wzorze (5.20) wektor a parametrow przez wektor odwrotnosci

Y61 Yem
wyzej zapisang funkcje u;. Zatem rozwigzanie zadania (5.48) wynika ze wzorow (5.26).

- . L . 1 1 .
sklfadowych minimalnych warto$ci wariancji, czyli przez a= |:——:|, otrzymujemy
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5.4. Minimalizacja kosztéw obserwacji cech przy ustalonym ryzyku estymacji
5.4.1. Ustalony poziom dopuszczalny kwadratowej funkcji ryzyka

Zaktadamy, ze zostala okreSlona dopuszczalna warto$¢ u, funkcji ryzyka us(ng,ny),
danej wzorami (5.20)-(5.24), czyli u;(ny,n,)<u,. Nierownos¢ ta jest rtOwnowazna nastepujacej

-2 -2

r -1
U«(ng,ny) = —+

n; np

<uy

L . 1
gdzie r okresla wzor (5.24), natomiast u*:ﬁ+u—‘2’ , przy czym q2 okresla wzor (5.23). Przy
q
tak wprowadzonym warunku nalezy zminimalizowa¢ funkcj¢ liniowa kosztow, dana wzorem
(5.19). Po uwzglednieniu ograniczen wynikajacych ze sposobu losowania prostej proby po-
dwojnej wybieranej bezzwrotnie mamy zadanie:

k(n;,n)=min
u*l(nl,nz)Su* (550)
ZSI’IZ <ny <N

Wprowadzamy nastepujace oznaczenia:

=2 =2
1—
np= 2r — . N(a-r 3’ ar e L (5.51)
U, +1° =1 Nu, —1 Uy
- -2
ol —e—l, i = [T (5.52)
ﬂkl k2
gdzie:
tk; +1-12)k,
= (5.53)
Uy
. D o of1 1 .
Wtedy np. w pracy Wywiata (1992) znajdujemy, ze jesli q 5+ﬁ >Ug, |
_ ky . . . .
r>r« = ———, {0 rozwigzanie naszego zadania ma postac:
ki +k,

n, :max{n’z’,2,n§*} .
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Ponadto Wywiat (1992) wykazuje, ze jesli ki<k,, to koszt obserwacji cech x i y przy postugi-
waniu si¢ strategig estymacji (EBS, P5) nie jest wigkszy od kosztu obserwacji cechy y przy uzyciu

strategii (is, P3) , gdy liczebnosci (1_11 ,1_12) , dane wzorem (5.54), spetniajg nierownosé:

k(gl,gz)sk—z (5.55)

Use

5.4.2. Ustalone bledy szacunku $rednich poszczegdlnych cech

Zadanie polega na takim wustaleniu liczebno$ci prob sktadowych proby podwoj-
nej, by dana wzorem (5.19) funkcja kosztow k(ny, n,) osiggneta minimum przy zatozeniu, ze
wariancje estymatoréw sktadowych wektora tgq nie przekrocza z gory ustalonych pozioméw,
czyli ze Dz(fiBS, Ps) < di2, i=1,...,m. Te nieréwnosci na podstawie wzoru (5.21) sa rownowaz-
ne nastepujacym: u;(ng,Ny)<d,;, i=1,...,m, gdzie:
riz 1- riz d;

1
ui(ny,ng) = —+ Ay = +—
|( 1 2) n, n, *] V*(Yi) N

Formutowane zadanie ma wigc postac:

k(n;,n,) =min
ui(nl,nz)Sd*i, i=1,...m (556)
2L n, <nj <N

Obszar Q) rozwigzan dopuszczalnych zadania jest iloczynem zbiorow QYi, a wigc
m
D= H@i . Kazdy nie pusty zbior Q; jest wspdlna czescia simpleksu danego nieréwnosciami
i=1
2<n,<m<N i obszaru wypuklego ograniczonego hiperbola o rownaniu u;(ng,n, )=dx.
Obszar © jest wypukly, bo jest wspodlng czgscia zbiorow wypuktych Qi (i=1,..,m).
Punkt Pj(nyij,nzij) przecigeia dwoch hiperbol uj(ng,nz)=dx, Uj(ny,nz)=d (i#j=1,...m) ma wspol-
rzedne:

2,2 2
I (rjd*i -1 d*])

" (i —rid)—( —rf)[rjz(l 1) =1 —m-z)]

n (557)

ij
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2 2
I'j d*i -1 d*_]

n =
rfd-r?)-rf1-1})

2ij (5.58)

Zalézmy, ze zbior Q) nie jest pusty. Wtedy z wypuktlosci obszaru rozwigzan dopusz-
czalnych © i liniowosci funkcji celu wynika, Ze rozwiazanie optymalne postawionego
zadania znajduje si¢ na brzegu zbioru 2. Rozwiazaniem sa wspotrzgdne jednego z wierz-
chotkéw obszaru Q2 lub punkt styczno$ci prostej kin;+kon,=ky, z jego krawedzia bedaca od-
cinkiem odpowiedniej krzywej uy;(ng,np)=d+ (i=1,..,m), gdzie k., oznacza warto$¢ funkcji ce-
lu w punkcie stycznosci. Sposréd wymienionych potencjalnych punktéw rozwiazaniem na-
szego zadania jest ten, dla ktorego funkcja celu osiagnie warto§¢ minimalna.

Whiosek 5.6: Algorytm wyznaczania tego rozwigzania jest nastepujgcy: W pierwszym
kroku obliczamy rozwigzania zadania (5.56) osobno dla kolejno ustalanych wskaznikow
i=1,...,m. W ten sposob otrzymujemy rozwigzania P;(ny;,n;)=Pi zadania w obszarach 2;,
i=1,....m. Dodajmy, ze przy obliczaniu wspotrzgdnych punktow P; zaktadamy, ze 2d+<1 oraz
ri>r«=ky/(Ki+ky). Wowcezas wspotrzedne punktow P; otrzymujemy jako szczegodlne rozwigzanie
problemu optymalizacyjnego (5.50) dla m=1 i a=I, ktére obliczamy na podstawie wzorow
(5.51)-(5.54) zastepujac w nich parametry T, u., q° odpowiednio przez r, ds i Vv«(y;).
Oznaczmy przez 2y, zbior tych punktow wsrod {P; ,i=1,...,m}, ktore speiniaja wszystkie
ograniczenia zadania (5.56). Nastepnie obliczamy wszystkie punkty P (i=1,..,m) przecigcia si¢
hiperbol wedtug wzorow (5.57), (5.58) i wybieramy sposrod nich zbior @Y, tych punktow,
ktére spelniaja wszystkie warunki ograniczajace zadania (5.,56). W koncu wyznaczamy pare
(ng,n, ) liczebnosci optymalnych wedlug wzoru:

k(gl,g2)= min imum{k(nl,nz)} (5.59)
(nlvnz)e@nu@b

Otrzymalismy wigc liczebnosci prob skltadowych proby podwojnej minimalizu-
jace funkcje kosztow obserwacji przy ustalonych dopuszczalnych wariancjach estymato-
row regresyjnych wektora $rednich w populacji ustalone;.

5.4.3. Ustalony poziom dopuszczalny uogdlnionej wariancji

Zaktadamy, ze jest ustalona objetos¢ elipsoidy ufnosci, na podstawie ktdrej jest
szacowany wektor warto$ci $rednich w populacji. Jesli elipsoida jest budowana na podsta-

wie wektora estymatorow regresyjnych tgg, to jej objetosé jest proporcjonalna do uogélnionej
wariancji tego wektora statystyk. Zatem poziom dopuszczalny objetosci elipsoidy ufnosci
mozna zastapi¢ warunkiem detV(tgg,Ps)=Us(n3,n,)<d, gdzie d jest poziomem dopuszczalnym
uogélnionej wariancji strategii ( tgg,Ps). Zadanie polega na takim ustaleniu liczebnosci (n;,N,)

prob sktadowych proby podwojnej, by dana wzorem (5.19) funkcja kosztow k(ny,n,) osiagneta
minimum, a wiec:
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{ k(ny,n,) =min (5.60)

u5(n1,n2)Sd, 23112 <nj <N

przy czym funkcje¢ us W dogodnej postaci okresla wzor (5.32).
Wywial (1992) wykazuje, ze rozwiazanie optymalne naszego zadania ma postac:

{r_llzmin{N,ni',nT} (5.61)

n, =max{2,n5 ,n; }

Sposob wyliczania liczebnosci n{ 1 nj wyjasnia wyrazenie (5.51), natomiast przez

* * . . 7 A
(n;,n,) oznaczono rozwiazanie ukladu rdéwnan:

{a(nl,nz):—k]kzz (562)
u5(n1,n2)=d
gdzie:
Fi(ng,ny)
n,)=— 5.63
a(ni.n2) F(ny,ny) 559

Przez F; i F, oznaczono pierwsze pochodne czastkowe funkcji uwiktanej F(ng,ny)= us(ng,ny)-
d=0 wyznaczone odpowiednio wzglgdem argumentéw ny in, .

Rozwigzanie postawionego problemu istnieje, je$li obszar rozwigzan dopuszczal-
nych nie jest pusty, a wigc gdy n5 <N i gdy n; > n,.

Przy zatozeniu, ze N—oo, rozwigzanie uktadu (5.62) nieco upraszcza si¢ i przebiega
podobnie jak szukanie pierwiastka uktadu rownan (5.34). Wprowadzamy podstawienie n,=wn;
oraz pierwsze rownanie uktadu (5.62) przeksztalcamy do postaci danej wzorem (5.36), a drugie
réwnanie do postaci:

2
1 nlo, I-rg;
——det Coyy [] [r C+ =d (5.64)
vy Qi
ny" i=1 w
Warto$¢ w. bedaca rozwigzaniem rownania (5.36) mozna z zadang dokladnoscig wyliczy¢

iteracyjnie na podstawie wzoru (5.40). Wtedy na podstawie wzoru (5.64) i roOwnania n,=wn;
otrzymujemy:

2
* 1 m 2 1- rQi
m= g et Gy H{rQi T (5.65)

i=1 *
* *
Ny =Wl

Zaznaczmy, ze warunki, przy ktorych zachodzi nieréwnos¢ 0<w<l1, okresla lemat 5.2.
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5.5. Minimalizacja ryzyka calkowitego estymacji

Niech kwadratowa funkcja ryzyka catkowitego w naszym przypadku ma postac:
ug(nl,n2)=u1(n1,n2) + k(nl,nz) (566)

przy czym funkcje kosztéw obserwacji cech k(ng,n,) okresla wzor (5.19), natomiast kwadrato-
wa funkcje ryzyka wzory (5.20)-(5.24). Rozwazane tutaj zadanie optymalizacyjne ma postac:

ug(ny,n,)=min
g(ny,n) (5.67)
2S1’12 <l’11SN
Wprowadzmy oznaczenia:
. qf " 1-72
n = i n, =q = (5.68)

Wywiat (1992) wykazuje, ze obszarem dopuszczalnym /, rozwigzan zadania (5.67) jest troj-
kat o wierzchotkach Ay(N,2), Ax(N,N) i Ag(2,2) bez odcinka A,A;. Jesli do tego zbioru
nalezy punkt A*(nf,n; ), to jego wspotrzedne stanowig szukane liczebnosci optymalne
A(ny,ny). W przeciwnym razie jesli punkt A, nie nalezy do /, 10

a) A = (n;,2), jesli 2<n} <N i n3<2

b) A= (N,n5), jezeli n;>N i 2<n5<N

¢)A=(N,2),gdy n;>N i n><2

d) A nie istnigje, jezeli nT<2 i n; <2, badz nT>N i n; >N.

Wywial (1992) rowniez porownuje rozwazane tu ryzyko z podobnie definiowa-
nym ryzykiem catkowitym estymacji na podstawie $redniej z proby proste;.



6. WEKTOR SREDNICH Z PROBY WARSTWOWEJ

6.1. Wiadomosci wstepne

Zaktadamy, ze populacja Q jest podzielona na niepuste podzbiory O, (h=1,..,H) zwane

H
warstwami oraz Q= UQh . Liczbe elementdéw populacji tworzacych h-ta warstwe oznaczmy
h=1
H
przez 0<N;<N, przy czym N=ZN}1 . Niech w;=N;N™. Przez S, oznaczmy probe prosta o
h=1

liczebnosci 0<ny <Nj, losowang bezzwrotnie z h-tej warstwy. Plan losowania bezzwrotnego
proby warstwowej [por. Wywial (1992)] ma postac:

-1
H (N
h
P, (s)= H[ ] (6.1)
h=1\'h
a przy losowaniu zwrotnym:
H
P, ()=TIN;™ (6.2)
h=1
WprowadZmy oznaczenia:
_ 1N
Yih = —— 2 Yihk Vah (Vi) = Can (Vi 1)
Nh k=1

15 _ _
Can (V1)) = 2 Vink = Yin)¥ jhk = Yijn)
Ny ko
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Yo =[¥nil Yaml G =[x (yi,y;)]

Nieobcigzonymi estymatorami parametrow yy, | Cs, sa odpowiednio statystyki:

Vs =[Vis, L Yms, 1 1 Css, =lcas, (vi.yj)],  gdzie:

1 _ _ _ 1
2 (Vink = ¥is )Y jhk = Yjs, ) ; Yis, == 2 Yihk (6.3)
np =l N} KsS,

Cas, iyy) =

Wektor $rednich ycech w populacji jest nastgpujaca funkcja wektoréw Srednich

zmiennych w poszczego6lnych warstwach.

H
=2 Wi¥n
h=l

Znanym w metodzie reprezentacyjnej nieobcigzonym estymatorem wektora y wartosci
srednich cech w populacji jest statystyka:
H
(6.4)

Yws =2 Wh¥hs
h=1

Jej macierz wariancji i kowariancji ma postaé [por. np. Gren (1963); Ghosh (1963a)]:

H H
_ _ Ny —n
V(s Pu)= L WR Vs, )= Xwi — - Ca, (6.5)
h=1 h=l1 h'h

Wariancjg¢ i-tego estymatora sktadowego wektora y g okresla wzor:

D2(§,:5, P _ w2 Nomnn - 6.6
Ywis> Pw) = th Npng Van (i) (6.6)
h=1

W przypadku zwrotnego losowania prob:
J

V(yws ’PW )= Z _W%Ch
h=1 Dp

(6.7)

N
Cp= 111\1 Cpy

gdzie:
Nieobcigzony estymator macierzy wariancji 1 kowariancji V(¥g,Py) Otrzymu-
jemy zastepujac we wzorze (6.5) macierze Cs,(h=1,.,H) odpowiednio macierzami
Cus, =[Cxs, (7;,))], ktorych sktadowe okresla wzor (6.3).
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Problemem optymalnej lokalizacji prob w warstwach poczatkowo zajmowat si¢
Neyman (1934). Otrzymane przez niego wyniki dotycza optymalizacji liczebno$ci prob  w
przypadku estymacji $redniej pojedynczej cechy w populacji. Zaproponowat, by przy ograni-
czonej sumie liczebnosci wszystkich prob losowanych z warstw tak wyznaczy¢ liczebnosci
tych prob, aby wariancja estymatora osiggneta minimum. Tym sposobem obliczane rozmia-
ry prob sa nazywane lokalizacja Neymana® | ktéry sugeruje, Ze jego sposob otrzymywania
liczebnosci jest takze uzyteczny w przypadku jednoczesnej estymacji $rednich wielu
cech. Proponuje, aby optymalizowa¢ liczebnosci prob na podstawie cechy najsilniej skore-
lowanej z pozostatymi. Uwaza tez, ze ta cecha z punktu widzenia celu badania powinna by¢
najwazniejsza.

W niniejszym rozdziale koszty obserwacji zmiennych traktujemy jako funkcje¢ linio-
w3 liczebnoS$ci prob w poszczegdlnych warstwach postaci:

H
k(n)=k(ny,...,ng) =Y kyny (6.8)
h=1

gdzie, n=[n;..ny,], natomiast k;, jest kosztem jednostkowym obserwacji cech w h-tej war-

stwie. Koszty stale obserwacji pomijamy, poniewaz ich uwzglednienie nie ma istotnego
wplywu na otrzymywane rozwigzania formutowanych dalej zadan optymalizacyjnych. Do-
puszczalny koszt zmienny obserwacji cech oznaczamy przez K.

Dodajmy, ze Beardwood, Halton i Hammersley (1959) proponowali nieliniowa funk-
cj¢ kosztow, ktora rozni si¢ od wyzej zapisanej tym, ze zamiast liczebnosci ny(h=1,..,H)
bierze si¢ ich pierwiastki. Wspotczynnik kj, interpretuje si¢ jako koszt jednostkowy dojazdu
do obiektow bedacych elementami h-tej warstwy.

6.2. Lokalizacja proporcjonalna préb w warstwach

Ponizej uogolniono na przypadek estymacji wektorowej znane wtasnosci podstawowe
proporcjonalnego sposobu wyznaczania liczebnosci prob przy estymacji pojedynczej wartosci
Sredniej.

Przez n oznaczamy sume liczebnosci prob losowanych ze wszystkich warstw, czyli

H

n=2nh. Wtedy liczebno$¢é ny, elementow losowanych z h-tej warstwy jest proporcjo-
h=1

nalna do frakcji ilo$ci elementow populacji w h-tej warstwie, gdy:

ny, =nwy, h=1,..H (6.9)

% Cochran (1963), s. 97 sygnalizuje, Ze to rozwiazanie juz wezesniej otrzymal Tschuprow (1923).
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Plan losowania prob prostych z tak ustalanymi liczebno$ciami elementow losowanych
z poszczego6lnych warstw oznaczamy przez P,. Wtedy na podstawie wzoru (6.5) wnioskujemy,
ze macierz wariancji i kowariancji strategii estymacji (¥s,Pp) W przypadku bezzwrotnego

losowania proby przyjmuje postac:

_ N-n &
V(T Pp) =t 3w, Co (6.10)
Nn 5

W przypadku losowania zwrotnego prob prostych sktadowych ciggu S mamy:

H
_ vy 1
V(ywS 9Pp)=E zwhch (611)
h=1

Jesli funkcja kosztow obserwacji, dana wzorem (6.8), jest ograniczona kosztem do-
H

puszczalnym K, to na podstawie wzoru (6.9) wnioskujemy, ze nZkhwh <K. Stad wynika, ze
h=1

H -1
n<K] Zkhwh .

h=1

Twierdzenie 6.1 [Wywial (1992)]: Jezeli liczebnosci prob prostych losowanych
zwrotnie z warstw sg ustalane w sposob proporcjonalny do odpowiednich frakcji elemen-

tow populacji w warstwach, to strategia estymacji (Y ,P\',V) jest nie gorsza od strategii
(¥s,Pp).

Whiosek 6.1: Z twiedzen 2.2 i 6.1 wynika, ze miary precyzji estymacji, takie jak $red-
ni promien strategii estymacji wektorowej lub jej uogdlniona wariancja, osiagaja w przypadku
strategii (Yws ,P\',v ) wartosci nie wigksze od wartosci tych parametréw w przypadku (yg,Py) .

Twierdzenie 6.1 jest rowniez prawdziwe dla wariantu bezzwrotnego losowania prob,
lecz pod warunkiem, ze liczebnos$ci warstw sg dostatecznie duze.
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6.3. Optymalizacja liczebno$ci prob na podstawie funkcji kwadratowej ryzyka i funkcji
kosztéw obserwacji cech
6.3.1. Warunkowa minimalizacja funkcji kwadratowej ryzyka

Analizujemy tu nastgpujaca funkcj¢ kwadratowa ryzyka estymatora wektoro-
Wego Yy,,s , ktora ma postac:

£1(n)="a;D? (tyis,Ps) (6.12)

i=1

gdzie a; > 0 dla kazdego i=1,...,m, natomiast D2(§WiS,P5) okresla wzor (6.4). Po prostych

przeksztatceniach otrzymujemy:

H 2.2 H
fl(n)=zwh—bh—i > wpby (6.13)
ho1 bp Ni5
gdzie:
) m
by =22a;vap ) (6.14)

i=1

Stad wnioskujemy, ze gdy a; = 1 dla kazdego i = 1,...,m, to fi(n) i jest rowny kwadratowi
Sredniego promienia strategii estymacji (Yys,.Pyw) -

Nasze zadanie polega na takim ustaleniu wektora liczebnosci n = [n;...ny ], aby przy
ustalonych kosztach zmiennych K funkcja ryzyka osiggala minimum, co syntetycznie zapisu-

jemy wyrazeniem:
| (n) = minium
{ 1(m) (6.15)

k(n)<K,o0, <n<Nw

Przy czym k(n) jest okreslong wzorem (6.8) funkcja kosztow, oy jest zerowym wektorem

wierszowym o wymiarze 1 X m, natomiast w wektorem frakcji, czyli Nw = [N;...Ny ]

Postawione zadanie w nieco ogdlniejszej postaci jest rozwiazywane przez Hughesa i
Rao (1979). Ich algorytm wyznaczania rozwigzania w naszym przypadku ma nastgpujaca po-
sta¢. Najpierw obliczamy wyrazy:

by
Ap=—2b_ h=1..H
Nk,

Przyjmujemy, co nie zmniejsza ogélnosci wynikow, ze ciag {Ap} jest nierosnacy. Nastepnie
wyznaczamy wielkoSci:
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H
Glz_zwhbh\/g

1
A pD

H i
1
Gi+1=A { Zthh\/E]ﬂLthkhNh

i+l \ h=i+1

(6.16)

Wskazniki te liczymy do momentu, gdyKe(G,;G,,(), gdzie z=0,1,..,.H-1 oraz Go=0 i
H

Gy, = ZkhNh . Wowczas rozwigzanie optymalne ma postaé:
h=1

n, =Ny dla h=1,...,z
Whbp

Jo

(6.17)

n, =c, dlah=z+1,..,.H

gdzie:

z

K-> kpNy,
]

H
thbh\/ﬁ

h=z+1

C0:

Whiosek 6.2: Optymalna liczebno$¢ proby losowanej z h-tej warstwy jest rowna
liczebno$ci tej warstwy badz jest wprost proporcjonalna do iloczynu frakcji wy 1 parametru
by, a odwrotnie proporcjonalna do pierwiastka z kosztu jednostkowego obserwacji w nigj
zmiennych. Warto$¢ minimalna funkcji kryterium zadania przyjmuje postaé:

z 11 n 2 H
fl(r_n){K—thhNhJ { thbhﬂl L > wpbi (6.18)
=1

h=z+1 N7

Kazda z liczebnosci prob bedzie mniejsza od ilosci elementéw warstwy, z ktorej jest
losowana (czyli np < Ny, dla kazdego h = 1,...H), je$li N, —> oo dla kazdego h=1,...,H lub

K 143
N >—+1—— >k =ng (6.19)
ko kopg

gdzie k, =min imum{kh } Prawa strona nieréwnosci okresla maksymalng liczno$¢ proby,
h=L...H

jaka mozna uzyskaé, gdyby losowano tylko jedng probe z jednej warstwy przy minimal-

nym koszcie obserwacji. Zatozenie (6.19) jest uzyteczne, poniewaz znacznie upraszcza roz-

wigzywanie wielu dalej formutowanych zadan. Ponadto begdzie ono w praktyce badan staty-

stycznych spetnione, gdyz zwykle warstwy sg bardzo liczne, a koszty dopuszczalne mate.
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Jeéli liczba cech m=1 i wektor a redukuje si¢ do liczby 1, to otrzymujemy wspomniang
wczesniej lokalizacj¢ Neymana (1934) prob w warstwach, czyli liczebnosci prob, ktore
minimalizuja wariancj¢ estymatora wartosci $redniej zmiennej jednowymiarowe;.

Szczegdlnym przypadkiem funkcji ryzyka fi(n) jest kwadrat $redniego promienia
q2 (Yws-Pw), ktory otrzymujemy przyjmujac we wzorze (6.13), ze ai=1 dla kazdego
i=1,...,m. Dodajmy jednak, ze uzycie parametru q(y,s,Py, )za Kryterium optymalizacyjne za-
dania (6.15) jest nierozsadne, gdy badane zmienne sg mierzone w réznych skalach. Wowczas
Gren (1964) proponuje zastapi¢ kwadrat Sredniego promienia wektora Y5 sumg kwadratow

wspOlczynnikow zmiennosci jego sktadowych. Podejscie to jest rownowazne zatozeniu,

A4S ai=% dla kazdego i=1,...,m.
Yi

Dodajmy, ze J.K.Ghosh (1963) zagadnienie wyboru liczebnosci prob losowych z
warstw traktuje jako gre statystyczng. Wywiat (1992) rozwaza minimalizacj¢ innej funkcji
ryzyka uwzgledniajacej prawdopodobienstwo przekroczenia bledow estymacji. Ponadto Wy-
wiat (1992) analizuje problem efektywnosci lokalizacji proby optymalnej wzgledem
proporcjonalnej. Wykazuje, ze optymalny wariant ustalania liczebnos$ci prob daje nie gorsze
oceny wartosci $rednich cech (w sensie $redniego promienia estymatora y,g) od wariantu

proporcjonalnego wyznaczania tych liczebnosci. W koncu zaznaczmy, ze Mukerjee i Rao
(1985) wyznaczaja kres dolny ilorazu wariancji sredniej dla optymalnej lokalizacji proby w
warstwach przez wariancj¢ tej $redniej wyznaczong dla dowolnej lokalizacji préb w war-
stwach. Ograniczenie to nie przekracza liczby jeden i jest tym mniejsze, im bardziej rdznig
si¢ od siebie ilorazy liczebno$ci prob dowolnie ustalanych przez odpowiadajace im liczebnos$ci
optymalne. Sugeruje sie, ze ten wynik jest przydatny podczas analizy kompromisowych lokali-
zacji proby w warstwach.

6.3.2. Minimalizacja kosztow obserwacji cech przy ustalonym ryzyku estymacji

Formutujemy problem minimalizacji kosztow obserwacji cech przy ustalonym po-
ziomie dopuszczalnym funkcji kwadratowej ryzyka za pomoca wyrazenia:
k(n) = minimum
(6.20)
fi(m)<fy,0, <n<Nw

Uzyte tutaj symbole wyjasniono wczesniej przy formutowaniu zadania (6.15). Rozwigza-
nie tego zadania jest szczegdlnym przypadkiem rozwiazania ogélniejszego zagadnienia
optymalizacyjnego otrzymanego przez Hughesa i Rao (1979). Ograniczymy si¢ wiec do
przedstawienia algorytmu dochodzenia do rozwigzania zadania (6.20). Najpierw obliczamy
wielkosci:

Nykp

By, ,h=1,..H (6.21)

by
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przy czym parametr by, okre§la wzor (6.14). Przyjmijmy, co nie zmniejsza ogdlno$ci wyni-
kow, ze ciag {Bp} jest niemalejacy. Nastgpnie wyznaczmy parametry:

1 2 a W%lb}zl
Fi= 2Vknwpby— > —— (6.22)
Bii n5H1 hsitl Np

Liczenie tych wielkosci kontynuujemy do momentu, gdy f e(F;Fq4],9=0.1,...,H-1,

przy czym fo = 0. Wtedy rozwigzanie optymalne ma postac:

n, =Ny dlah=1,...,q
(6.23)

n, =c; WnOh dla h=q+1,..,H
vkn

gdzie:

H
Z\/Ewhbh

_ h=q+1
=
wpnb
fo"r z M
h=q+1 Nn

€1

Whiosek 6.3: Gdy f, € (O,F1],to q=0 i wtedy liczebno$¢ proby losowanej z h-tej
warstwy jest wprost proporcjonalna do iloczynu wyby, , a odwrotnie proporcjonalna do pier-
wiastka z kosztu jednostkowego obserwacji cech w tej warstwie.

6.3.3. Minimalizacja funkcji ryzyka catkowitego

Funkcja ryzyka catkowitego w naszym przypadku jest sumg funkcji kosztow k(n)
danych wzorem (6.8) i funkcji kwadratowej ryzyka f;(n), danej wzorem (6.13) i ma postac®”:

H

H

Ny, —n

f3(n)=Y kpny+ > ——Dwiby (6.24)
h=1 =1 Npnp

przy czym parametr b}zl okre$la wzor (6.14).
Nasze zadanie polega na takim wyznaczeniu liczebnos$ci n, aby wartos¢ funkcji f3(n)

byla minimalna przy zalozeniu, ze on<nN<Nw. Problem ten rozwigzal Yates (1960) dla
przypadku losowania zwrotnego prob.

37 Kryterium to zaproponowat Blythe (1945), co podajemy za Daleniusem (1957).
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Wywiat (1992) otrzymuje liczebnosci optymalne:

ny, :minimum{whbh ,Nh} (6.25)

i

Whiosek 6.4: Jesli liczebno$¢ optymalna proby losowanej z h-tej warstwy nie jest
réwna rozmiarowi tej warstwy, to jest ona wprost proporcjonalna do stopnia zréznicowania
cech mierzonych wspotczynnikiem by, , a odwrotnie proporcjonalna do pierwiastka z kosztow
jednostkowych obserwacji cech.

6.4. Optymalna lokalizacja préb w warstwach przy ustalonej dokladnosci estymacji po-
szczegolnych wartosci Srednich

Rozwazany teraz problem polega na takim ustaleniu liczebnosci prob, aby
funkcja kosztow obserwacji zmiennych osiggneta minimum przy z gory ustalonych po-
ziomach  btedow dopuszczalnych szacunku s$rednich poszczegdlnych cech. Zagadnienie to
sformulowat Dalenius (1957) i rozwiazat dla przypadku losowania zwrotnego prob z
dwoch warstw podczas estymacji srednich dwoch zmiennych. W przypadku ogdlnym, lecz
dla zwrotnego wariantu losowania prob problem ten rozwigzywali m.in.: Gren (1963) i
(1966), Hartley (1965), Huddleston, Claypool i Hocking (1970), Jaganathan (1965) i (1965
a), Kokan (1963), Yates (1960), a w sposob wyczerpujacy dla zwrotnego i bezzwrotnego
wariantu losowania proby zadanie to rozwiazali Kokan i Khan (1967), ktore teraz stre§cimy.
Zadanie optymalizacyjne ma postac:

k(n) = minimum

D%(yyis)<e;, i=1,...,m (6.26)
1th SNh, h,...,H

przy czym funkcje kosztow okresla wzor (6.8), natomiast wariancje D*(.) wyrazenie (6.6). Po-

. L . - 1
stawione zadanie jest transformowane poprzez wprowadzenie podstawienia xj =—,
iy
h=1,...,H, do postaci:

z(X) = minimum
ux! <es,i=1,...,m (6.27)

1
—SXh Sl,h=1,...,H
Ny

przy czym:
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H

k
x=[x1...xH], z(x) = Z—h, u; =[w12V*1(yi)...w%IV*H(yi)]
h=1%h

J
exi =¢; +— 2 Wi Var ()
N5

Zbior rozwigzan dopuszczalnych otrzymanego zadania jest simpleksem. Zatem jego
rozwigzanie stanowig wspotrzedne pewnego punktu X wspolnego hiperboloidy z(x) = z(x) ze
$ciang, krawedzig badz wierzchotkiem simpleksu. Kokan i Khan (1967) zaproponowali zbiez-
ny algorytm dochodzenia do rozwiazania.

Zadaniem dualnym do (6.30) zajmowat si¢ Chatterjee (1968). Z kolei Bethel (1989)
proponuje uproszczong metode rozwigzywania tego zadania oraz bada wrazliwos¢ jego roz-
wigzah na male zmiany parametréw ¢; (i=1,...,m) okreslajacych postulowang doktadnos¢ es-
tymacji odpowiednich warto$ci srednich.

Na zakonczenie sformutowany przez J.K. Ghosha (1963) problem optymalizacyjny w
pewnym sensie szczegdlny w stosunku do zadania (6.26) zapisujemy wyrazeniem:

k(n)=minimum
D? (Fwis)D 2 (Fyis)<1,i=1,...,m (6.28)
1S1’1h SNh ,hzl,...,H

Pierwsze (m-1) nieréwno$ci okre$laja dopuszczalny poziom wariancji i-tej zmiennej w sto-
sunku do pierwszej. Zatem ograniczenia te okreslaja wzgledny stopien waznosci cech. Jesli
pierwsze (m-1) nieréwnosci sprowadzimy do rowno$ci oraz przyjmiemy, ze r; =1 dla kazdego
i=2,..,m, to warunki ograniczajace zadania odzwierciedlaja zadanie estymacji wektora srednich
ze stalg doktadnoscig. Zasygnalizujmy jeszcze, ze jes$li H<m, to tak okre$lone warunki ograni-
czajace zadania moga byc¢ ze sobg sprzeczne.

6.5. Optymalizacja na podstawie promienia spektralnego wektora estymatorow

Kwadrat promienia spektralnego strategii estymacji wektorowej (¥,g,P, ) jest row-
ny maksymalnej warto$ci wlasnej macierzy wariancji i kowariancji V(¥g,Py, ), danej wyra-

zeniem (6.5). Parametr ten bedziemy dalej oznacza¢ symbolem f(n), jako funkcje liczebnosci
n=[n;...ny ]. Problem nasz polega na znalezieniu rozwigzania zadania optymalizacyjnego w po-
staci:

{f(n) = minimum (6.29)

k(n)<K, og <n<Nw

gdzie: w = [wy...wy].
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Funkcje celu mozemy zapisaé jako maksymalng warto$¢ pierwiastka wiclomianu
charakterystycznego macierzy V(¥,s,P,, ), ktory zapisujemy rownaniem:

m
F(n,f)=> g;f' (6.30)
i=0
gdzie:
(")
gi= 2.8  gm=I (6.31)

=l

Wspotczynnik g; jest [por. Demidowicz i Maron (1965)] roéwny sumie wszystkich minoréw
gtownych stopnia (m-i) macierzy V(ys,Py, ), ktore oznaczono przez g

Problem (6.29) mozna wigc sprowadzi¢ do zagadnienia szukania ekstremum warun-
kowego funkcji uwiktanej F(n,f) =0, ktérego rozwigzanie wymaga stosowania jednak dosé¢
zlozonych metod numerycznych. Dlatego przedstawimy uproszczenie tego zadania® . Promien
spektralny f(n) jest z gory ograniczony funkcja r(n) w postaci® :

r(n)—% 2 No=0h 6.32
=2.Wy N P(Cap) (6.32)
h=1 hh

gdzie pz(C*h)jest kwadratem promienia spektralnego macierzy C«, wariancji i kowariancji
cech w h-tej warstwie. Wowczas zadanie optymalizacyjne ma postac:

{r(n) = minimum (6.33)

k(n)<K,0, <n<Nw

Rozwigzanie tego zagadnienia otrzymujemy podobnie jak rozwigzanie zadania
(6.15), a okresla je wyrazenie (6.17), w ktorym wielkosci by, nalezy zastapi¢ odpowiednio
przez p(Cqy,) , k=1,...,H.

Zadanie polegajace na minimalizacji kosztow obserwacji przy ustalonym poziomie
dopuszczalnym warto$ci funkcji 1(n) ograniczajacej promien spektralny wektora y,g0raz przy
zatozeniu, ze Oy < n < N,, , rozwigzujemy podobnie, jak problem optymalizacyjny (6.20) za-
mieniajac wystgpujace w nim wielkosci by, na parametr p(Cyy ), h=1,....H.

Wprowadzmy nastepujaca forme kwadratowa macierzy V(¥,s,Py ),

q(e.m)=aV(Yys.Py )" (6.34)

%8 Zob. Wywiat (1988a).
% Whynika to bezposrednio z wlasno$ci norm macierzy, ktéra jest rowniez jej promiefi spektralny. Por.
np. Ralston (1975),s. 427 428.
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gdzie: a=[a; ..oy ] jest dowolnym lecz niezerowym wektorem rzeczywistym. Ze znanych
twierdzen algebry liniowej wiadomo, ze

f(n,0)= max tq(a.m)} (6.35)

aa =1

Parametr ten, jak juz wspominano, jest wariancjg kombinacji liniowej inaT , przy najmniej
korzystnym uktadzie wspotczynnikéw a, tzn. przy takim, ze wariancja kombinacji jest maksy-
malna.

W celu znalezienia drugiego przyblizonego sposobu rozwigzania zadania (6.29) Wy-
wiat 1 Konczak (1994) wykorzystuja tzw. metode iteracyjng [por. Demidowicz i Maron (1965)].
Korzystajac z wyrazen (6.34) i (6.35) formutuja zadanie:

minmax {r(a, n)}

neB aeA
B={n:Jn' =n, >0} (6.36)
A={ooo =1}

Rozwiazanie zadania przebiega nast¢pujaco:

r(d, M) = max min {r(a,n)} (6.37)
aeA neB

Przy ustalonym wektorze o funkcja r(a,n) osiaga minimum w  punkcie
n(a)=[n;(a)...n ()], gdzie:

np ()= w, /3, (@), h=12..H (6.389)
q(a)
gdzie:
H
qn(@)=aCha’, q(a)=hzwh\/qh(oc) (6.39)
=1
Wtedy

r(a,ﬁ)=f(a)=$q2(a>

Funkcja Lagrange'a ma postacé :
F(a,A)=r(a, i) —A(aa T —1) (6.40)
Warunek konieczny istnienia ekstremum okreslajg wzory:

a_inq(a)@_xazo (6.41)
oo ng oa
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oq 1
—=a—-G(a
oo, 2G( )

H
Glo)=Y ——r_c,

h=1y/qn(o)

Mnozac rownanie (6.41) obustronnie przez a.' mamy:

X:Lq(a)aG(a)aT
ng

Podstawiajac ten wynik ponownie do (6.41) mamy:

gdzie:

a=oP(a)

G(a)

P(a)= T
aG(a)a

Wynik ten prowadzi do nastepujacego wzoru iteracyjnego:

a =0 P(a,), t=12,..

(6.42)

(6.43)

(6.44)

(6.45)

(6.46)

(6.47)

Otrzymane tg droga przyblizenie wektora o podstawiamy do wzorow (6.38) i (6.39),

ktore dajg oceny liczebnosci, oznaczane dalej symbolem ny, (ot;) . Proces wyliczania wektora

n, =[n(y)... ny(a,)] zatrzymujemy, gdy odlegtos¢ miedzy n; i N jest mniejsza od z gory

przyjetej liczby lub gdy dopuszczalna liczba iteracji zostanie przekroczona.
Wywial i Konczak (1994) porownuja lokalizacje¢ proby w warstwach przy réznych

postaciach macierzy wariancji i kowariancji w probach. Liczebno$¢ prob, ktore maja by¢ lo-
sowane z poszczegdlnych warstw, otrzymano jako: a) dokladne rozwiazanie poprzez wylicza-
nie warto$ci funkcji celu dla wszystkich rozwigzan dopuszczalnych, b) przyblizone rozwigzanie
otrzymane ze wzoru (6.47) i c¢) przyblizone rozwigzanie pomocniczego zadania (6.33). Okaza-
fo sig, ze obie przyblizone metody rozwiazywania zadania dawaly podobne lokalizacje prob w
warstwach, ktore nie odbiegajg znacznie od doktadnego rozwigzania zadania (6.29) optymali-
zacji liczebnosci prob losowanych z warstw.
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6.6.Wyznaczanie liczebnosci prob wykorzystujace
czastkowe lokalizacje optymalne Neymana

Na podstawie wczesniejszych wynikow mozna wyznaczy¢ optymalng lokalizacj¢ pro-
by w warstwach proponowang przez Neymana (1934) jako szczegblny przypadek rozwiazania
zadania (6.15). Optymalng lokalizacj¢ Neymana wyznaczana ze wzglgdu na i-ta ceche okresla
wyrazenie (6.17), w ktorym wielko$¢ by, nalezy zastapi¢ przez odchylenie standardowe i-tej

cechy w h-tej warstwie, czyli przez /v, (y;) . h=1,.,H. Otrzymane w ten sposob wektory
liczebnosci optymalnych oznaczamy przez n (i=1,...,m). Dokonujac réwniez zamiany parame-
trow by , h=1,...,H, na \/v,,(y;) we wzorze (6.18) otrzymujemy wartos¢ minimalng wa-
riancji estymatora i-tej cechy (i=1,...,H) przy optymalnym dla niej wariancie lokalizacji
proby Q('), ktorg oznaczamy przez fy; =f;; (n : ).

Poszukiwaniem rozwigzania kompromisowego problemu lokalizacji proby na pod-
stawie optymalnych rozwigzan czgstkowych n ! (i=1,...,m) zajmowali si¢ m.in. Dalenius (1953
i 1957), Geary (1949), Gren (1963, 1963a, 1964), Kish (1961), Neyman (1934), Mahalano-
bis (1944), Srikantan (1963). Proponowane przez nich sposoby optymalizacji liczebnosci
prob polegaja na minimalizacji warunkowej okreslanej funkcji mierzacej stopien rozbieznosci
mi¢dzy szukanym rozwigzaniem optymalnym a rozwigzaniami czastkowymi Q' , i=1,..,m.

Gren (1964) formutuje nastgpujacy problem™ :

H m
(D\21, e
ny—n kj, = minimum
hZ::] ;( h™Zh ) h (6.48)
k(n)<K, o, <n<Nw

Przyjmujac, ze N—oo, mozna wykazac, iz lokalizacj¢ kompromisowa prob w warstwach okre-
slaja wzory:

H
K - Y ki,

— t=I
n,=n, +——— 6.49
n, =ny — (6.49)

gdzie:

_ 1 & 3) - 1 H
f_1h=—2nh , k=—>ky

m i H{D

Prawie wszyscy z wymienionych autorow zajmowali si¢ zagadnieniem okreslanym wy-
razeniem:

40 W oryginalnej postaci problem ten jest okreslony prosciej dla przypadku ustalonej sumy liczebnosci
prob losowanych z warstw.
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E: 1
i=1 € (6.50)
k(m) <K, Jf <n<Nw
gdzie przez €; oznaczono wspotczynnik efektywnosci wzglednej estymacji wartosci $red-
niej i-tej cechy przy dowolnej lokalizacji proby wzgledem lokalizacji optymalnej Q(I), ktory
definiuje wyrazenie:
£ (n®
=) (65)
D (YWiS)

przy czym wariancj¢ D2(§wiS,PW) okresla wyrazenie (6.6), a fi(.) wzor (6.13), w ktorym pa-
rametry by, zastepujemy przez /v,y (y;) . Szukana lokalizacj¢ prob otrzymuje si¢ prawie tak

samo jak rozwigzanie zadania (6.15), a okre$la ja wyrazenie (6.17), w ktorym nalezy przyjac,
ze dla kazdego h=1,....H

by =7 @)Y van ) (6.52)

i=1

Na zakonczenie dodajmy, ze mozna tworzy¢ réwniez inne zadania optymalizacyjne
prowadzace do lokalizacji bliskiej rozwiazaniom czgstkowym Neymana* . Do tego celu moz-
na wykorzysta¢ pewne ogélne metody tworzenia tzw. zadan celowych lub kompromisowych,
ktorych whasnosci sa studiowane m.in. w pracach Konarzewskiej (1980) lub Galasa, Ny-
kowskiego i Zotkiewskiego (1987).

6.7. Estymacja wektora $rednich na podstawie elipsoidy ufnosci

Elipsoidalny obszar ufnosci konstruujemy zgodnie z ogdlng zasada wyjasniong w
rozdziale 2. Przypomnijmy, Ze przez y oznaczono poziom ufnos$ci, natomiast przez Qs forme
kwadratowg postaci:

Qs=Fuws—N)Vs " (Fus)Tus " (6.53)

przy czym przez Vg(Ys,Py )o0znaczono macierz wariancji i kowariancji z proby warstwo-

wej losowanej zwrotnie, ktorej elementy wyjasniajg wzory (6.7). Elipsoidalny obszar ufnosci
dla wektora y okresla wigc wyrazenie:

P{Qs=<qy}=v (6.54)

4 Por. np. interesujace zadanie sformufowane i rozwiazywane przez Melaku (1987).
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przy czym ¢, jest kwantylem rzedu y rozktadu formy kwadratowej Qs. Przy dostatecznie duzych
liczebnos$ciach prob prostych losowanych z warstw oraz liczebno$ci tych warstw zmienna lo-

sowa Qs ma rozktad X; z m stopniami swobody. Wynika to z uogdlnionych na przypadek

wielowymiarowy twierdzen Lindeberga-Levy'ego [por. np. Fisz (1967)] i twierdzenia o
zbieznosci rozktadu prawdopodobienstwa cigglych funkcji wektorow losowych [por. Rao
(1982), s. 143].

6.7.1. Minimalizacja uogolnionej wariancji przy ustalonych kosztach obserwacji cech

Miarg precyzji estymacji na podstawie elipsoidalnego obszaru ufnosci jest jego obje-
tos¢, ktora jest proporcjonalna do m-tej potegi z pierwiastka uogdlnionej wariancji wektora
estymatorow Yy, . Zatem po to, by otrzymac¢ obszar ufnosci o minimalnej obj¢tosci przy usta-
lonych kosztach dopuszczalnych obserwacji cech, wystarczy minimalizowa¢ uog6lniong
wariancj¢, ktora oznaczamy przez fy(n)=detV(y,s,Ps ). Tak sformutowane przez Daleniusa

(1953) zadanie okreslamy precyzyjniej wyrazeniem:
f, (n) = minimum
4(m) (6.55)
k(n)<K, o, <n<Nw

przy czym funkcje kosztow okresla wzor (6.8).

Rozwigzaniem postawionego problemu zajmowat si¢ S. P. Ghosh (1958), ktory pro-
ponowal pewne iteracyjne postgpowanie optymalizacyjne, przy czym warunek kosztowy byt
zastegpowany prostszym, okreslajacym dopuszczalng sumg¢ liczebnosci prob losowanych z
warstw. Dowdd zbieznosci tej metody podali Gren i Kozniewska (1964) lecz dla szczegdlne-
go przypadku, gdy h=m=2 i Couyis,Yuos.P5)=0.

Metode gradientowq42 do poszukiwania rozwigzania zadania stosowali Arwanitis i
Afonia (1971) dla dowolnej liczby warstw, lecz przy jednoczesnej estymacji najwyzej
trzech wartosci §rednich zmiennych. Zanim opiszemy algorytm poszukiwania rozwigzania
uproszczonej wersji postawionego zadania dla dowolnej ilosci cech, wykazemy najpierw twier-
dzenie.

Lemat 6.1 [Wywiat (1989) i (1992)]: Jesli przynajmniej jedna z macierzy wariancji i
kowariancji wewnatrzwarstwowej C«, (h=1,..,H) jest dodatnio okreslona, to uogélniona wa-
riancja f4(n) jest scisle wypuklta w obszarze @)y, dla bezzwrotnego wariantu losowania prob

prostych z warstw, natomiast w obszarze @y, dla przypadku losowania zwrotnego, przy czym:

Dy ={n: 0y <2n <Nw} (6.56)

2R é7ne odmiany tej metody mozna znalezé w pracach opisujacych metody numeryczne lub programo-
wanie nieliniowe: Demidowicz i Maron (1965), Dryja i Jankowscy (1988), Findeisen, Szymanowski i Wierzbicki
(1967), Grabowski (1982), Kreglewski, Rogowski, Ruszczynski i Szymanowski (1984), Martos (1983), Rice
(1983), Wit (1986).
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D.={n: n>o4} (6.57)

Wywial (1992) wykazuje, ze rozwigzaniem optymalnym analizowanego zadania sa
pierwiastki nastgpujacego uktadu réwnan:

Loy T ofsm) oy
ky onp  ky ony %
k(n)=K

Pierwsze pochodne czastkowe funkcji f; mozna wyliczy¢ na podstawie wzoru ogol-
nego na pochodng wyznacznika macierzy zamieszczonego w pracy Kubika i Krupowicza
(1982), s. 445-446, ktory w naszym przypadku ma postaé™® :

V]l V12 V]m
2
ofy(n wp o
£=——2“Zdet Chil  Chi2 -+~ Chim (6.59)
anh ny, =l
_le Vm2 - me_

przy czym przez v oznaczono elementy macierzy V(ys,Py,), natomiast przez cy=c(yiy;)
elementy macierzy Cy, wariancji i kowariancji cech w h-tej warstwie.

6.7.2. Minimalizacja kosztéw obserwacji przy ustalonym poziomie dopuszczalnym uogolnione;j
wariancji

Przypusé¢my, ze okre§lono dopuszczalng objetos¢ elipsoidalnego obszaru ufnosci,
co determinuje poziom uogoélnionej wariancji wektora estymatorow ¥, . Pojawia si¢ wigc te-

raz problem takiego ustalenia liczebno$ci n warstw, aby minimalizowaly koszty obserwacji
zmiennych w prébach przy ustalonym poziomie uogdlnionej wariancji. Zagadnienie to dla
przypadku losowania zwrotnego prob prostych badz losowania bezzwrotnego takich prob z
warstw o nieograniczonej liczbie elementow w sposob peiny okresla wyrazenie:

{k(n) = minimum (6.60)

fa(n)<f,, o, <n

przy czym liniowa funkcje kosztow okresla wzor (6.6), natomiast fy(n)=det V(¥s), gdzie
macierz V(yg) jest dana wzorem (6.5).

“3 Inny sposob liczenia tych pochodnych proponuje Wywiat (1989) Iub (1992).
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Wywiat (1992) otrzymuje nastepujacy uktad rownan:

Lfih(n)=k—h, h=1..,H (6.61)
mf, - k(m

Rozwigzanie otrzymanego uktadu rownan jest szukanym wektorem liczebnosci opty-
malnych n. Niestety ukfad ten jest nieliniowy, a wiec do jego rozwigzania trzeba uzy¢ odpo-
wiednich metod numerycznych.

6.8. Warstwowanie populacji

W poprzednich paragrafach uzasadniono, ze estymacja wartosci $rednich na podstawie
proby losowanej z warst jest na ogot efektywniejsza niz np. ocena na podstawie proby proste;j.
Precyzja estymacji byla znaczna zwtlaszcza wtedy, gdy zréznicowanie cech wewnatrz poszcze-
golnych warstw bylo mate, a miedzy nimi duze. Zatem warstwy w populacji nalezy tak wyr6z-
niaé aby rozproszenie cech bylo male wewnatrz nich. Nie zawsze jest to mozliwe, po-
niewaz w praktyce zazwyczaj mamy do czynienia z naturalnym podzialem populacji na
warstwy lub podzialem wynikajacym z dostgpnosci operatu losowania. Najczesciej sg two-
rzone operaty losowania, ktore sg listami elementow warstwy. W tym przypadku odpada
zmartwienie zwigzane z poprawnym tworzeniem warstw, gdyz one juz sa dane.

W sytuacji, gdy istnieje mozliwo$¢ tworzenia warstw, Kish (1965) podaje nastgpujace
uwagi praktyczne dotyczace ich konstruowania: Warstwy w populacji wyr6znia si¢ zwykle na
podstawie informacji dodatkowych o badanym rozktadzie cech, a sa one badz jakosciowymi,
badz ilosciowymi zmiennymi okreslonymi na elementach populacji. Z racji tego, ze te cechy sa
wykorzystywane do faktycznego wyrdzniania warstw, nazywane sg zmiennymi warstwujacymi.
Postuluje sig, aby byla dostgpna informacja o wzajemnie jednoznacznym przyporzadkowaniu
elementow populacji i wartoéci cech warstwujacych. Je§li zdarzy si¢, ze w pewnym pod-
zbiorze populacji nie jest doktadnie znane przyporzadkowanie mi¢dzy warto§ciami zmiennych
porzadkujacych i elementami populacji, to podzbior ten nalezy potraktowaé jako osobng war-
stwe. Gdy operat losowania jest sumg roztacznych list ze spisami elementow populacji, to zbio-
ry odpowiadajace tym listom mozna uznaé za warstwy populacji.

Podczas wyboru zmiennych warstwujacych lub przy tworzeniu warstw nie jest wyma-
gana ani regularnos$¢, ani obiektywnos$¢. Zaleca si¢ korzysta¢ z opinii wielu niezaleznych spe-
cjalistow zajmujacych si¢ badanym problemem. W zwigzku z tym preferuje si¢ mniej formalng
procedur¢ warstwowania na podstawie wskazywanych przez ekspertow wielu zmiennych, za-
miast wyczerpujacej i niejednokrotnie finezyjnej z metodologicznego punktu widzenia analizy
wykorzystujacej tylko jedng zmienng. Proponuje si¢ wybieraé tylko jedng spo$rod dwoch sil-
nie skorelowanych cech warstwujacych. Preferuje si¢ cechy warstwujace stabo zalezne li-
niowo miedzy soba, lecz silnie zwigzane ze zmiennymi, ktorych parametry sg przedmiotem es-
tymacji. Obserwowane cechy pomocnicze moga by¢ takze wykorzystane do podniesienia do-
ktadnosci ocen parametréw poprzez uzycie ich jako zmiennych wspomagajacych, np. w esty-
matorach regresyjnych i ilorazowych.
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Oprocz wymaganego postulatu jednorodnosci rozktadu cech wewnatrz tworzonych
warstw, nalezy dazy¢ do tego, by wartosci $rednie zmiennych migdzy warstwami byly moz-
liwie silnie zroznicowane, gdy jest stosowany wariant proporcjonalnego ustalania liczebnosci
prob losowanych z warstw. W przypadku wariantu optymalnego wyliczania rozmiaréw tych
prob pozadane jest duze zréznicowanie miar rozproszenia wewnatrzwarstwowego.

W przypadku silnie zréoznicowanego rozktadu cech w populacji zwykle zmierza si¢ do
tworzenia duzej liczby warstw. Gdy z kazdej warstwy jest losowany tylko jeden element, to po-
jawia si¢ klopot z ocena wariancji estymatorow wartosci $rednich, ktory jest rozwiazywany
przez faczenie rownolicznych warstw, czym zajmuje si¢ m.in. Cochran (1963).

Jesli warstwowanie populacji moze si¢ okazac przedsigwzigciem zbyt kosztow-
nym, to mozna zastosowal znang procedur¢ tzw. warstwowania po wylosowaniu proby. Po-
lega to na na tym, ze na podstawie wybranych zmiennych pomocniczych jest warstwowana
realizacja proby, ktora wylosowano z catej populacji. Z tak wyodrgbnionych warstw w probie
pierwotnej w nastgpnym etapie losowane sa probki, w ktorych dopiero obserwuje si¢
zmienne, ktorych parametry sa przedmiotem wilasciwego wnioskowania.

Dalenius (1957), s. 159-194 przywiazuje duza wage do problemu warstwowania popu-
lacji, poniewaz od wlasnosci rozkladu cech w warstwach w znacznej mierze zalezy jakos$c
dalszego wnioskowania statystycznego. Kwesti¢ t¢ uznaje za tak wazna, ze dobry podziat
populacji na warstwy utozsamia z prawidlowo postawionym problemem badawczym, zga-
dzajac si¢ z Robbinsonem (1952), ze zwykle lepiej mie¢ rozsadne rozwigzanie dobrze posta-
wionego problemu niz rozwiazanie optymalne zle sformutowanego problemu®. Dalenius pod-
chodzi do zagadnienia warstwowania populacji w sposoéb bardziej formalny wyr6zniajac
kwestie: a) wybor cech warstwujacych, b) wybdr liczby warstw, c) okreslenie sposobu war-
stwowania, d) wybor optymalny liczebnosci proéb z uwzglednieniem wcezesniejszych trzech
probleméw. W niniejszej pracy nie zajmujemy si¢ problemem warstwowania przez po-
dziat obszaru zmienno$ci cechy badanej. Tym zagadnieniem zajmowali si¢ m.in. Bracha
(1991), Cochran (1963), Dalenius (1957), Hess, Sethi i Balakrishnan (1966), Jonin, Jonina i
Zurawlew (1978), Serfling (1968).

6.8.1. Warstwowanie po wylosowaniu proby

Problemem warstwowania po wylosowaniu proby najpierw zajmowat si¢ Neyman
(1938)* | nastepnie Cochran (1963). Nizej problem ten referujemy opierajac sic glownie
na wynikach zaczerpnietych z artykutu J.N.K.Rao (1973).

Nich S' bedzie proba prosta o liczebnosci n' losowana z populacji. W tak otrzyma-
nej probie sg identyfikowane elementy populacji nalezace do poszczegdlnych warst po-
przez obserwacje odpowiednich cech warstwujacych. Niech S', bedzie zbiorem elementow

h-tej warstwy populacji zidentyfikowanych w probie S', czyli s}, €Q;, . Przez o<ng <n
h

4 W oryginale: "[...] it is often better to have reasonably good solution of the proper problems than
optimum solution of the wrong problems".
4 Wiadomos¢ te podajemy za Cochranem (1963), s. 328.
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H 1
(h=1,...,.H), Zns*h =n' oznaczamy liczebnosci zbioru S'y. Niech wi, =—ng , natomiast
h=1 n "

Wh :% dla h=1,..,H. Z Kkolei przez S, (h=l,..,H) oznaczamy prob¢ prosta o liczebnosci

ng losowana bezzwrotnie sposrod tych elementow zbioru s'y o licznosci nj, =1, ktére na-
H
leza do h-tej warstwy. Niech ng, =Vphg gdzie 0< vy, <1 dla h=1,..,H oraz hz_:lnsh =n.
Okreslony plan losowania proby S={S'S; ,...,S;} 0znaczymy przez P'.
Wszystkie nizej prezentowane wyniki otrzymano przy zatozeniu, ze rozmiar n' pro-

by S' jest na tyle duzy, ze P{ns-h,>0}=1dla kazdego h=1,...,H.

H
Do estymacji wartosci $redniej y= thyh w populacji jest uzywana statystyka46:
h=1
v H —
Yus = 2. WhYs, (6.62)
h=1

Strategia estymacji (yws,P’) daje nieobciazone oceny $redniej y , natomiast jej wa-

riancja ma postac:

H S EW, )V, g'B
DZ(‘); ,P,) _ zwhv h Z h h +2= (663)

e hot v o Ny n’

gdzie:
H '
_ _ N-n

B=Y wu(¥, - )% g'=
lub

1 1 How e, (1
D2 (Yys, P’ :(———jv*+ M[——l}
(yWS ) n' N hgl n' i

Jesli plan P', daje proporcjonalng lokalizacje prob {Sp} w realizacji proby S', czyli

gdy vy, = D dia kazdego h=1,...,H, to w przyblizeniu [Cochran (1963), s. 330]:
n

g'B

= (6.64)

v 1 H
D?(YusiP) & — D Vap +
N no;

“Bracha (1991) wykazuje, ze statystyka ‘);ws da sig zapisa¢ jako estymator regresyjny $redniej y zalez-

ny od zero-jedynkowych cech dodatkowych identyfikujacych warstwy w populacji skoficzonej.
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Jesli n' jest na tyle duze, ze P{nsv 22}:1 dla kazdego h=1,...,H, to nieobcigzonym
h

estymatorem wariancji Dz(yws, P’) jest statystyka:

N-183(Ns =1 ny—1)w N-n o v
d = h h_ hv* +———S W, (Vs — Yus)?
STTN hZ_Zl{ A1 N-1 Sh N(n‘—l)hZ::l h(Ys, = Yus)

lub:

1 |IN-1H 1 N-n'
dé:—,{ - ZnS'hV*Sh(v__) (Z thk n\);vz;sj}
h

Nn"in"=1p5 1Vh KeS,

Przy zalozeniu, ze z gory sa znane wszystkie frakcje wy elementdw populacji w po-
szczegolnych warstwach, Cochran (1963), s. 135 proponuje procedurg estymacji polegajaca na

H
pominigciu etapu wyboru podprob z powarstwowanej proby prostej S'= |JS{, losowanej na
h=1
poczatku z populacji. Uzywa do tego celu estymatora:
H
ws = 2 Wh¥s (6.65)
h=1

Statystyka ta daje nieobciazone oceny $redniej y a przyblizony wzor na jej wariancje
ma postaé:

D2(V, )zuiw Ve + ——— 2(1 Wy, Ve (6.66)
wS NA h:1hh ()2 h)V*h .

Rao (1973) rowniez formuluje i rozwigzuje zadanie optymalizacyjne dotyczace usta-
lania rozmiaréw prob sktadowych proby S={S',S;,...,Sp}.

6.8.2. Wykorzystanie metod grupowania danych do warstwowania populacji
Rozwazmy nastgpujacy model regresyjny nadpopulacji:

Yk=oc0+axk+Uk, kzl,...,N (667)
przy czym:

a=[oyKa,l] aa’ =1, XE =X K X ]

g(Uk|Xk)=07 Z(Yk|xk)=yk, (Uk|Xk @(Uk, J|Xk, )=

gdzie k=j=1,..,N.
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Srednig Y cechy w nadpopulacji oceniamy przy pomocy strategii predykcji
( wsan) , gdzie:

H

= - - 1

Yus=2 WhYnss  Yhs=— D Ynk (6.68)
h=1 Nj keS

Blad $redniokwadratowy wyliczono na podstawie wzoru (6.6):

_ H H
EDA(V 5. P = Sw2 EVa WL oy 0] (6.69)
h=1 ny No

Przyjmijmy, ze ogélny rozmiar proby jest ograniczony i wynosi n<Njy dla kazdego
h=1,...,H. Wtedy jesli liczebnosci préob sa losowane z warstw w sposob proporcjonalny do
ich liczebnosci, czyli ny =nwy,, to:

2.5 N-—-n H
ED"(Yus, Pp)=—1—— 2 W EVe ()] (6.70)
0 p=g

Po odpowiednich przeksztatceniach otrzymujemy [por. Wywiat (1992)]:

—n

£D? (Ys:Pp) = N [P(X,0)+c7] (6.71)
Nn
gdzie:
H
p(X.a)=a > w,Copar (6.72)
h=1

przy czym C,y jest macierzg wariancji i kowariancji cech dodatkowych w h-tej warstwie. Z ko-
lei X=[X;...Xy] jest macierza blokowa obserwacji cech wspomagajacych w poszczegdlnych
warstwach. Podmacierz X, o wymiarach z xN; sktada sie z N, kolumn obserwacji z-
wymiarowe]j zmiennej wspomagajacej w h-tej warstwie. Kolumny macierzy X sa wiec wza-
jemnie jednoznacznie przyporzadkowane elementom populacji tworzacym h-tg warstwe. Za-
tem macierz blokowa X reprezentuje podziat na warstwy populacji.

Ze wzoru (6.71) wynika, ze blad $redniokwadratowy predyktora ?WS przy propor-
cjonalnej lokalizacji prob prostych w warstwach jest najmniejszy, gdy funkcja p(X,a)
Osiaga minimum. Wektor parametrow a nie jest jednak znany. Najrozsadniej bedzie wigc
przyja¢ takg warto$¢ wektora a=a, dla ktorego funkcja p(X,a) = maximum, przy ustalonym
podziale populacji na warstwy. Nalezy zatem szukac¢ takiego podziatu populacji reprezen-
towanego macierza blokowa X oraz wektora a, aby byt spetniony warunek:

p(X,o) =minimum max imum{p(X, OL)} (6.73)
2 Xew

oo’ =1

przy czym X jest zbiorem wszystkich dopuszczalnych podzialow populacji na warstwy.
Na podstawie definicji 1.8 promienia spektralnego rozktadu zmiennej wielowymiarowe;j i
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twierdzen podanych przez Rao (1982), s. 81, wnioskujemy, ze parametr p(X,a) jest promie-

niem spektralnym macierzy wariancji i kowariancji wewnatrzwarstwowej, ktora zapisujemy
H

jako macierz C,, (X)=thC*h formy kwadratowej (6.72). Zatem parametr p(X,a) jest
h=1

maksymalng warto$cig wlasng macierzy C, (X).

Whiosek 6.5: Gdy populacja zostanie tak podzielona na warstwy, ze promien spek-
tralny macierzy wariancji 1 kowariancji wewnatrzwarstwowej cech pomocniczych osiagnie
warto$¢ minimalng, to biad $redniokwadratowy strategii (Yy,g ,P,) jest najmniejszy przy naj-

mniej korzystnym uktadzie unormowanych parametrow a=[ay...c,] funkcji regresji modelu
nadpopulacji.

Procedure grupowania populacji na warstwy wedlug kryterium (6.73) mozna skon-
struowac poprzez adaptacj¢ algorytmu grupowania populacji minimalizujacego uog6lniong
wariancj¢ wektora cech, ktdra proponowat Friedman i Rubin (1967). Ich procedura polega na
przemieszczaniu kolejno kazdego elementu populacji z jednej warstwy do innej, az do
uzyskania pozadanej wartosci funkcji kryterium. Zatézmy, ze numery kolumn macierzy ob-
serwacji X, bedace jednocze$nie numerami elementdéw populacji, nie zmieniaja si¢ podczas
przemieszczania ich z jednej warstwy do innej. Algorytm wyrdzniania warstw rozpoczynamy
od arbitralnego podziatu populacji na warstwy, ktéry oznaczamy przez X©. Kazda nastepna
iteracja algorytmu jest dzielona na N operacji. Przez X®* oznaczamy stan podziatu populacji
na warstwy otrzymany w wyniku k-tej operacji e-tej iteracji, podczas ktorej nalezy najpierw
znalez¢ numer warstwy zawierajacej k-ty element populacji. Przypusémy, ze tym numerem
jest indeks v. Nastepnie k-ty element populacji reprezentowany obserwacja Xy przemieszcza-
my z v-tej warstwy kolejno do pozostatych warstw reprezentowanych macierzami X
(h=1,..,H), za kazdym razem wyliczajac warto$¢ funkcji:

p(x &R afxy €Xp)= maxiglum{p(X(&k) Jofxy €Xp )} (6.74)
ao =1

co sprowadza si¢ do obliczenia maksymalnej wartosci wlasnej macierzy CW(X(e’k)) . Po-
tem wyznaczamy tak wskaznik t warstwy aby:

p(x (&1 afxy €X,)= m}iln imum{p(X(e’k) Jofx eXy )} (6.75)
=L,...H

.....

Jesdli =v, to k-ty element populacji pozostaje w v-tej warstwie, natomiast gdy t=v,
to k-ty element populacji nalezy przemiesci¢ z v-tej wartwy do t-tej. Na tym konczy sie
k-ta operacja i nalezy przej$¢ do (k+1) operacji powtarzajac wyzej opisane czynno$ci. Gdy
wskaznik k osiggnie warto§¢ N, to konczy sie e-ta iteracja. Wtedy ewentualnie mozemy
rozpoczaé (e+1) iteracje ponownie, ustalajac wskaznik operacji na poziomie k=1. Dodajmy,
ze je$li podczas danej operacji natrafimy na zbidr jednoelementowy, to nie przemieszcza-
my go do zadnej innej warstwy, lecz przechodzimy do nast¢pnej operacji. Ta decyzja nie dopu-
$ci do wystgpienia zbioru pustego podczas procesu grupowania.
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Opisang procedurg zatrzymujemy, jesli napotkamy iteracje, podczas ktorej nie wy-
stapi zadne przemieszczenie elementu z jednej warstwy do innej. Druga regula stopu algo-
rytmu polega na arbitralnym ustaleniu dopuszczalnych liczby iteracji.

Promien spektralny macierzy wariancji i kowariancji wewnatrzgrupowej cech pomoc-
niczych jest majoryzowany przez §lad tej macierzy. Zatem warstwowanie populacji minima-
lizujace $lad tej macierzy mozna traktowaé jako procedur¢ pokrewna wzglgdem wyzej opi-
sanej. W tym przypadku do tworzenia warstw mozna wykorzysta¢ ogoélnie znany algo-
rytm grupowania zwany metoda k-§rednich. Ponadto mozna uzywaé metody Warda (1963),
najblizszego sasiada itd*’.

6.8.3. Warstwowanie po wylosowaniu proby poprzez jej grupowanie

Korzystajac z oznaczen wprowadzonych w uprzednim punkcie zat6zmy, ze na elemen-
tach wstgpnej proby prostej S’ o liczebnosci n wylosowanej z populacji obserwujemy zespot
cech pomocniczych w probie. Ich zwigzek ze zmienng badana Y opisuje model regresyjny
wprowadzony w uprzednim punkcie. Na podstawie tych cech grupujemy zbiér S’ na H roztacz-

nych, wyczerpujacych zbiér S’ podzbioréw Sil , h=1, ..., H o licznosci n'y. Do tego celu mozna
wykorzystaé wybrany algorytm grupowania. Przez Sy, h=1,...,H oznaczamy proby proste loso-
wane bezzwrotnie z warstwy S'h .

3 , . Lo 1Y . .
Do predykcji wartosci $redniej w populacji Y = — . Yy uzyjemy statystyki:

N2

- Ho

Yos = 2 WhYs, (6.76)

h=1
gdzie:
Lt g
Wh=—"" Yg =— XYk
n h kes,

Warto$¢ oczekiwang predyktora \?ws Wyznaczamy nastepujaco:

E(Yws) =EsEg/s (Yus)

- H _ Hniooo o
Esis (Yus) = 2~ Esis(Ys, )= 2~ 1Y =VYs
h=1 N h=1 "
E(Yus) = Es (Vo)=Y (6.77)

Zatem predyktor \7W5 jest p-nieobcigzony.
Btad $redniokwadratowy predykcji wyznaczamy nastepujgco:

47 Opis tych procedur mozna znalez¢ m.in. w pracach Grabinskiego i in. (1989) oraz Kolonki (1980).
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ED? (Yuus) =EE(Yys — Y)? =EEsEgs (Yus — Y)? (6.78)
Esis Yus = Y)? =Eg/5[(Yus — Yo ) + (Yo - Y)I* =

=Egis (Yus — Ys)? +2(Ys - V)Eg/s (Vs — Yo ) + (Yo = Y)?
Esis (Yas — Y)? =D%/s (YuslS =5)+ (Y - Y)? (6.79)

gdzie z uwagi na to, ze proby proste Sp, h=1,...,H sa losowane z odpowiednich ustalonych zbio-

rOw (warstw) sp', mamy:

D25 (VuglS =) = 3 (wp)2 2o s, (YF) (6.80)
h=1 nhnh

Przyjmijmy, ze liczebnosci np prob sp, h=I,..,H s3 ustalone proporcjonalnie do frakcji
M

wj, =—, azatemny =w; n. Wtedy:
n

= . n-nH ,
D/s (YuslS =8)=—— > Wi, (Vi) (6:81)
nn "
Wariancje Vas, (Y|s") zaleza od wylosowanej proby s' i otrzymanego w wyniku grupowania
podziatu jej na warstwy sj,...,sj; - Zatem:

EsDds(VuslS =5) = ﬁu D thv*s (Yi) (6.82)
»

NN gecsha1

gdzie S jest przestrzenig prob typu s'. Stad i ze wzoru (6.79) dla proporcjonalnego wariantu
proby warstwowej mamy:

Dg(\?ws)— 1 o ”z ZWhv*S (V) + X"y (v) (6.83)

( j s'eS h=1
n

Przyjmujac zatozenia regresyjnego modelu nadpopulacji mamy:
E[V*s'h (Ylsl)} =aC,,(s)a’ + c%, 5[V*(Y|S')] =aC,a’ +o°

Stad i ze wzoru (6.83) mamy:
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ED?,( ws) = (1) nn nn > thaC*h(S Y+ NNnn aC.a' — NN_nn o> (6.84)
s'eS h=1
n,

lub
) 1
ED ( ) (Nj Es y(s) - (6.85)
o
gdzie:
n'-n 51 n' -
\|/(s')=o{ ' th *h(s)+ C*Ja (6.86)
n s'es h=1

W szczeg6lnosci zadajac podziatu zbioru s' na réwnoliczne warstwy mamy:

v(s)= a[ (s X j T (6.87)

s'es h=1
Stad wynika, ze

s'eS

ED}(Yus ) < s 006 )— (6.88)
(n'j

gdzie p(s) jest promieniem spektralnym macierzy formy kwadratowej (s') danej wzorem
(6.87). Zatem funkcja p(s') moze by¢ stosowana jako kryterium grupowania na réwnoliczne
warstwy pierwotnej proby s' wedtug cech dodatkowych.

Dodajmy, ze algorytm grupowania moze by¢ adaptacja procedury tworzenia warstw
opisanej w uprzednim paragrafie przy zatozeniu, ze tworzone warstwy maja by¢ rownoliczne.
Zatem w kazdym kroku opisanego tam algorytmu przemieszczajac dany element populacji np. z
h-tej warstwy do I-tej warstwy trzeba jednoczes$nie takze jeden element przenies$é¢ z 1-tej wartwy
do h-tej warstwy.

Na zakonczenie poréwnajmy precyzj¢ predyktora Y, ws ze $rednia Yg z proby prostej
o liczebnosci n. Przyjmujac we wzorze (6.83), ze warstwy sa rownoliczne, mamy:

2(g y-_1 1n- N-n
D}(Yus) = Nj FRe ES hzlv*s (YIs)+ gV (6.89)
n
Wtedy mozna sprawdzié, ze
' H _ 2
(n'=)vag (V)= (ﬁ_ ]zv,,s (Y|s'—s)+ﬁz(ysg —st) (6.90)

h=1
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Stad mamy:

, L, H 2
. 1V*S(Y) )zz:( sh ')

Zv*s (Y[S'=5)= = T

Podstawiajac ten wynik odpowiednio do wzoru (6.89) mamy:

H-1 n‘—n N-n

2\?Ws)=(%—z > (%, - o)t | BT Rt oy (6.91)

)nH(n H) 5o n—H n'n

)
Stad wynika, ze
0%(¥%) - D3 (Vo) =| T3 - 1) - B I I (A 692)

j nH(n H)SeSh -1

n

Zatem predyktor ?Ws moze by¢ efektywniejszy od $redniej ?S, gdy $rednie wewnatrzwar-

stwowe sg silnie zréznicowane lub ilo$¢ warstw jest mata.

W szczeg6lnos$cei niech liczebno$ci n' oraz q sa duze.Wowczas na podstawie wzoru

(6. 90) mamy:
" H 2
N'Vag (Y) = ﬁ ZV*S (Y[$'=s)+ ﬁhz:l(YSf‘ -Yy)
Stad mamy:
1 Ejv (Y[S'= ) % Vay (V) = — E“(? _Y. )2
H = *s) o) T Vg H = sh s

Wtedy podstawiajac otrzymany wynik do wzoru (6.89) mamy:

D;‘;(\?Ws)z%v*(Y)— (1j po ES th( Yo (6.93)
o

Stad wynika, ze

D?(Vs) - D3(Yas ) = 7 s I AAL (6.94)
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Zatem gdy rozmiar n' proby S' jest dostatecznie duzy i liczba warstw H mata, to nalezy spo-
dziewaé sig, ze predyktor Y,s jest precyzyjniejszy od Yg. Przeprowadzone poréwnanie pre-
cyzji predyktoréw ma sens, gdy koszty losowania proby S' i obserwacji w niej cech sg znikome.

Pozostanmy przy zatozeniach, ze liczba warstw H jest mata oraz rozmiar proby S' jest
duzy. Oznaczmy wariancj¢ dang wzorem (6.93) jako funkcje liczebno$ci n i n'. Niech koszt
jednostkowy losowania préby S'i obserwacji w niej cech pomocniczych wynosi ky, a koszt

jednostkowy obserwacji cechy badanej y wynosi ky. Niech dopuszczalna suma naktadow na

losowanie prob i obserwacji w nich cech wynosi K. Wtedy zadanie optymalizacji liczebnosci
prob n in' formutujemy nastepujaco:

f(n,n") = min imum
0<n<n'<N (6.95)
kyn'+kyn<K

Uzywajac znanej metody czynnika nieoznaczonego Lagrange'a i przy duzym rozmiarze N po-
pulacji optymalne rozwigzanie postawionego problemu ma postac:

/ k
ni=c l; n,=c,|———— (6.96)
kx V*(Y)—T]

K
c=
ke + fky (va(Y) - m)

gdzie:

S—— %(? Yy)?
11 Y,
N] Hieng ™
n'

Wtedy minimalny poziom wariancji wynosi:

D2c(Yus) =F(nim:) = (Vo + Y, () =) = () (697)

Przy predykcji na podstawie $redniej z proby prostej optymalna liczebno$¢ wynosi mzk— , a
y

_\ k ~
warto$¢ jej wariancji: D%(Ys):?yv* (Y)—%v*(Y). Wtedy predyktor Y, jest precyzyjniej-

szy od $redniej Yg, gdy
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D% (Ys) - D3c(Yius ) = ﬂkyv* (Y) - (m + iy (v. (V) - n)ﬂ >0 (6.98)

Nieréwno$¢ ta zachodzi, gdy

2
ky () =yve(¥)-m) (6.99)
n

ky

Stad wynika, ze predyktor ?WS optaca si¢ stosowaé zamiast sredniej Yg, gdy koszty obserwa-

cji cech dodatkowych sg bardzo mate w stosunku do kosztu obserwacji cechy badane;.

6.8.4. Warstwowanie populacji przed i po wylosowaniu proby

Zatozmy, ze przed losowaniem proby jest znany wektor cech pomocniczych
x = [xl c X Z] w populacji, natomiast w wylosowanej probie jest obserwowana cecha p. Zakta-
da si¢, ze zwigzek liniowy (np. w sensie wspotczynnika korelacji wielorakiej) migdzy zmien-
nymi p i cechami x jest wysoki. Szacowana jest warto$¢ $rednia zmiennej y. Przyjmijmy, ze
zamierza si¢ warstwowac¢ populacje wedtug wartosci cechy p, co nie jest jednak mozliwe przed
losowaniem proby. Wtedy Armstrong i Wu (1992) proponuja utworzenie G-warstw na pod-
stawie cech x. Nastepnie z kazdej tak utworzonej warstwy jest bezzwrotnie losowana proba
prosta Sj, o liczebnosci n,. W tak dobranych probach jest obserwowana zmienna pomocnicza

p. Na jej podstawie wyroznionych jest H-warstw w kazdej juz dobranej probee Sy, . Oznaczmy
Je jako zbiory S'jyp 0 liczebnosei, n'gp, g =1,...,Gih=1,. Hy, wktérych bezzwrotnie loso-
wane sg probki proste S'p,, 0 liczebnosci ngy, . Niech ng =f, N, , gdzie Ng=NWj jest iloscia

elementow w g-tej warstwie otrzymanej przez warstwowanie populacji na podstawie cech po-
mocniczych x. Z kolei niech ngy =fon'gy, .

Armstrong i Wu (1992) proponuja nastgpny nieobciazony estymator sredniej:

G H 'y,
Yos=D. ng—gySZgh (6.100)
g=1 h=1 ~ Tg
gdzie:
_ 1
Vo =— 2k (6.101)
Ngh keSyy,

Wariancja tej statystyki ma postac:
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N IR 1
D*(Yus)=— 2 Z[[Th—lJAth{f—— ]th] (6.102)
g
gdzie:

Agy=N By =| e |52
eh =NghVegh i (Ngh.‘/gh—V*gh)
g

przy czym Ng jest liczba elementow w warstwie otrzymanej w wyniku podziatu populacji za
pomoca cech X i p.

Autorzy tej metody estymacji analizujg réwniez szeroko zagadnienia optymalizacji
liczebnosci wyzej opisanych prob dwustopniowych losowanych z warstw.

Proponowang metod¢ mozna zmodyfikowaé na etapie tworzenia warstw w populacji
na podstawie cech x. Mozna bowiem do tego celu wykorzysta¢ jedng z metod grupowania da-
nych, co doprowadzi do wyrdznienia warstw jednorodnych z punktu widzenia zmiennosci
warstw cech x. W tak utworzonych warstwach rowniez zroznicowanie warto$ci zmiennej y tez
powinno by¢ mate ze wzgledu na oczekiwane silne zwiazki migdzy cechami y, p i X. Do gru-
powania mozna uzy¢ wspomnianych juz metod: k-Srednich Warda oraz ich modyfikacji lub
uogolnien, z ktdrych jedng rozwazano w uprzednim punkcie.

Z praktycznego punktu widzenia bytoby wskazane, aby tworzone warstwy byly spdjne
w tym sensie, ze kazdy element nalezacy do warstwy sasiaduje przynajmniej z jednym elemen-
tem tej warstwy. To winno przyczyni¢ si¢ w niektorych wypadkach do oszczednosci naktadow
ponoszonych na badania statystyczne. Przyktadowo niech elementami populacji beda gminy.
Wtedy sasiadujace ze soba gminy, tworzace spdjng warstwe, winny przyczyni¢ si¢ do obnizki
kosztow przejazdow miedzy gminami.

Poniewaz wczesniej opisywany algorytm grupowania nie zapewnia spojnosci warstw,
Wywiatl (1994) wprowadzit prosta modyfikacj¢ metod prowadzaca do podzialu populacji na
spojne grupy. Wykorzystuje ona nastgpujace pojecia: Grupa elementéw sktada si¢ z sgsiaduja-
cych ze soba elementow, gdy kazdy wchodzacy w jej sklad element sasiaduje przynajmniej z
jednym elementem tej grupy. W szczegolnosci jednoelementowa grupg rowniez zaliczamy do
tej klasy grup, a zatem kazdy element sam sasiaduje ze soba. Po to, by otrzyma¢ podziat popu-
lacji na spojne warstwy, wystarczy wigc w kazdej metodzie grupowania zatozy¢, ze na kazdym
etapie tworzenia do istniejacej warstwy beda dotaczane grupy elementow, z ktorych przynajm-
niej jeden sasiaduje z dang warstwa.



7. WEKTOR SREDNICH Z PROBY GRUPOWEJ

W niniejszym rozdziale rozwazamy problem estymacji wektora wartosci $rednich
na podstawie proby grupowej. Nasza uwage skoncentrujemy na poréwnaniu doktadnosci
wektora $rednich z proby grupowej z wektorem $rednich z proby prostej. Ponadto rozwazania
beda toczyly si¢ wokol zagadnien optymalizacyjnych. Pierwsze dotyczy wyznaczania li-
czebnosci grupy, a drugie podziatu populacji na grupy na podstawie cechy pomocniczej. Pro-
blemy te sa do$¢ ztozone i dlatego, aby je przedstawi¢c w mozliwie jasny sposob, ograni-
czono si¢ do przypadku estymacji $rednich na podstawie grup réwnolicznych. Wniosko-
wanie na podstawie prob skladajacych si¢ z nierownolicznych grup zwykle jest prowadzone
przy planach losowania proby z prawdopodobienstwami doboru grup proporcjonalnymi do ich
rozmiarow.

Przypomnijmy jeszcze, ze losowanie grupowe zwykle jest stosowane wtedy, gdy
nie jest mozliwe posiadanie doktadnego operatu losowania, a jedynie spisu grup (zespo-
Iow) elementow tworzacych populacje. Zespoly te zazwyczaj sa zdeterminowane w sposob
naturalny, jak np. zbior gmin traktowanych jako zespoly gospodarstw domowych.

7.1. Podstawowe wlasno$ci wektora Srednich z préby grupowej

Przyjmujemy, ze populacja Q jest podzielona na G roztacznych i niepustych zbiorow
G
Q, (p=1,..,G) tak, ze UQp =Q. Zbiory te sg nazywane grupami lub zespotami elementéw
p=1
populacji. Zakladamy, ze grupy sa réwnoliczne i kazda z nich sktada si¢ z M elementow, czyli
rozmiar populacji N = GM.
Przyjmujemy, ze g-elementowa proba S jest dobierana za pomoca znanego sche-
matu losowania prostej proby grupowej realizujacej plan losowania:



138

o

Tak wybierana proba roézni si¢ od proby prostej tylko tym, ze zamiast poszczeg6lnych ele-
mentow populacji s3 losowane do niej zespoty tych elementéw. Ponadto wprowadzamy ozna-
czenia: Przez y;, oznaczamy k-tg obserwacje¢ i-tej zmiennej. Sume warto$ci i-tej zmiennej w
p-tej grupie okresla wzor:

2 Yik

keQ,
a warto$¢ $rednig w p-tej grupie:

— 1
Yip = M Zip

Srednia suma wartosci i-tej zmiennej przypadajaca na grupe:
_ 18
zi = a Z::

Srednia warto$¢ i-tej zmiennej w populacji:

Macierz wariancji i kowariancji cech: C« = [c« (i ,Y;)], gdzie:

()= Z T bw-5on-5)

k=lkeQp

Macierz wariancji i kowariancji sum wartosci cech w grupach: C»=[c«(z; ,z)], gdzie:

18 - -
i) = g 2 2Nz -2)
p=1
Wektor y = [§1K ?m] jest oceniany za pomocg estymatorow y,g =[}_’1gSK §mgs],

gdzie:

Y1gS = s Z ZYH( = Zzlp (7.1)

M s ke, eM [

Wektor y,g daje nieobcigzone oceny $rednich y .
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Podobnie jak wariancje skladowych wektora yog mozna wyprowadzic¢ ich kowarian-

cje®:

COV(yigSvngS)=ﬁc*(zi»zj) (7.2)

Nieobcigzony estymator tej kowariancji otrzymujemy zastgpujac parametr c«(z; ,z;)
przez jego nieobciazony estymator:

crs(eo)= o5 e =7 -7) &

peS

Okreslona wczesniej kowariancje cx(z; ,z; ) mozna zdekomponowa¢ do postaci®

c*s( zi, j Jv*(y, [ +(M =) )} (7.4)

Cx yl’yJ

gdzie:

(7.5)

G
)(yl,yj) W}E k#ZE:QPZ(Yik _g’i)(le —§j) (7.6)
Parametr ri(iw) nazywamy wspOlczynnikiem korelacji wewnatrzgrupowej i-tej zmiennej. Przez
podobienstwo parametr rigw) nazwiemy wspotczynnikiem korelacji wewnatrzgrupowej pary
zmiennych o numerach (i,j).
Wspotczynnik ri(iw) przyjmuje wartos$ci z przedziam50 <—M;;l>.
Na podstawie wzorow (7.4) i (7.2) otrzymujemy:

Cov(Fas-Fis) = o058 siweCo) i+ M =) | 1)

G- 1)M2G

48 por. np. Cochran (1963), Pawlowski (1972), Zasepa (1972) i Konijn (1973).
“ Tamze.
%0 Tamze.
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Niech R(w) = [rgw)} bedzie macierza wspotczynnikow korelacji wewnatrzgrupoweyj,

natomiast R(W) = [rij] macierzag zwyklych wspotczynnikoéw korelacji liniowej i w koncu przez

D. oznaczamy macierz diagonalng, ktoérej elementami sa wariancje kolejnych zmiennych,
czyli D.=diagC.. Wtedy macierz wariancji i kowariancji wektora y,g zapisujemy na podsta-

wie wzoru (7.7) w postaci syntetycznej:

_ (N-1)(G-g) N
V(ygS,Pg)=m&k/(R+(M—I)R( ))D*/ (7.8)

Jesdli N i G sg duze, to:

V(ygs, Pg) ~ MLg D%(R+ (M- l)R(W)) D’ (7.9)

N-1
rzy czym D=——-Dx.
przy czy N

Niech standardowg posta¢ obserwacji yjx okresla wzor:

hy = Yik i (7.10)

1 v(y)

Wtedy okreslony wzorami (7.5) 1 (7.6) wspotczynnik korelacji wewnatrzgrupowej mozna
zapisaé nastepujaco:

(w) 2 S
& =mz 22 hihy (7.11)

p=l k=leQ,

Oznaczmy przez y macierz o wymiarach Nxm, ktorej kazdy wiersz zawiera obserwa-
cje wszystkich m zmiennych. M pierwszych wierszy macierzy y zawiera warto$ci zmiennych
tworzacych pierwsza grupg populacji, M nastgpnych wierszy to obserwacje zmiennych w dru-

giej grupie itd. Symbolem J, oznaczamy wektor o wymiarach bx1 sktadajacy si¢ z samych je-

dynek. Symbolem & oznaczmy iloczyn Kroneckera dwoch macierzy. Wtedy na podstawie
wzordow (7.10) 1 (7.11) mozna wykazac, ze:

M_o__ 1 T(ggT_
RrRW = M_l)h(BB IN)h (7.12)

(N-1X

h=AyD ™/

gdzie:
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1
A=Iy——JJ% (7.13)
N
B=1Iy ®Jy

Kolumny macierzy h sg wiec otrzymywane poprzez standaryzacje obserwacji zmiennych
tworzacych odpowiednie kolumny macierzy Yy, por. wzor (7.10).

Niech P bedzie taka macierza ortogonalng stopnia m, ze PTR(W)P=DR , gdzie

Dr jest macierza diagonalng pierwiastkow charakterystycznych macierzy R, ktore ozna-
czamy przez dg;(i=1,...,m). Stad i ze wzoru (7.12) wynika, ze:

Dy = ! ) uT(BTB—IN)u (7.14)

(N-1)(M -1
gdzie u = hP. Wtedy ze wzoru (7.13) otrzymujemy:
u= AyD /P (7.15)

Element diagonalny dg; macierzy Dg jest wiec wspoOtczynnikiem korelacji wewnatrz-
grupowej i-tej zmiennej, ktorej obserwacje tworza i-ta kolumng macierzy u. T¢ za$ otrzyma-
no w wyniku danej wzorem (7.15) transformacji macierzy y zawierajacej obserwacje wyj-
Sciowych zmiennych. Ze znanych wlasnosci wspotczynnika korelacji wewnatrzgrupowej [por.
np. Konijn (1973); Zasepa (1972)] wynika, ze

—Ml_lstisl, i=1,K,m (7.16)
gdzie:

Vw\Ui
dp;=1- 7.17
R () (7.17)
v(ui)——z Ta-u), T =—Z T uik (7.18)

p =1 keQ, p =l keQ,

G 2

wlu) = G(M ) pzl kgg:) ( ) > 1p =Mk§2ulk (7.19)

Parametr v,,(U;) jest wariancjg wewngtrzgrupowg, a zatem dg; mierzy wzgledne odchylenie
wariancji wewnatrzgrupowej od zwyklej wariancji.

Podobnie jak to ma miejsce w przypadku jednowymiarowym [por. np. Konijm (1973),
S. 225-227; Zasgpa (1972), s. 311-312] macierz wspotczynnikow korelacji mozna zapisaé
nastepujaco:



142

rR™ = p-¥% (cm L CWJ D (7.20)
M
lub: R™ = p% (c-c, )~ (7.21)
lub: R®) = _L_p%mc, -c)p* (7.22)
M-1

N-1

przy czym C= C., natomiast przez C,, =[cm(yl~, yj)] 0zNnaczono macierz wariancji i

kowariancji migdzygrupowych gdzie:

%(%p - ?i)(.\"/jp - ij) (7.23)

p=

Cm(}’i:yj) =é

—_

Przez C,, = [cw( Vi, yj)] 0znaczono macierz wariancji i kowariancji wewnatrzgrupowej, przy

czym:
Cw(yi’yj) = ﬁ p% k%p (Yik - yip)(ij - ?jp) (7.24)

Ze znanych twierdzen o ilorazie wyznacznikdw macierzy [patrz np. C.R. Rao (1982), s. 89] i
na podstawie wzorow (7.21), (7.22) i (7.14) mozna wykazaé co nastepuje:

Twierdzenie 7.1: Zalozmy, ze macierze C i C,, sa dodatnio okre$lone. Wtedy a) jesli
macierz R™ jest nieujemnie okreslona, to detC>detC,, i dg;>0, dla i=1,....m; b) jezeli RW
jest niedodatnio okre$lona, to detC<detC,, oraz dgi<0 dla i=1,...,m. Zapisane nierownos$ci
stajg si¢ ostrymi, gdy macierz RW jest w przypadku a) dodatnio okre§lona, natomiast w
przypadku b) ujemnie okreslona.

Zroéznicowanie wewnatrzgrupowe obserwacji zmiennej wielowymiarowej w stosunku
do ich rozrzutu w populacji jest mate, gdy macierz RW jest dodatnio okreslona. Gdy RW jest
ujemnie okreslona, to zréznicowanie wewnatrzgrupowe wartosci zmiennych jest wigksze od
ich zr6znicowania w populacji.

Dodajmy, ze Wywial (1992) wprowadza wskaznik sity skorelowania wewnatrzgru-
powego.

Wiasnosci wektora $rednich z proby prostej losowanej bezzwrotnie studiowano w
rozdziale 3. Przypomnijmy, ze macierz wariancji i kowariancji tej strategii estymacji ma po-
staé:

— N- N-—
V(yS’P3) - Nnn C= Nnn

D/RD,

Przyjmujac, ze¢ G — 00 1 N =gM na podstawie (7.9) mamy:
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V(?’gs, Pg) —V(¥s.P3) = Ngl—l\;l DéR(W)Df (7.25)

Twierdzenie 7.2 [Wywiat (1992)]: Jesli grupy, na jakie jest podzielona populacja, sg
rownoliczne i ich ilos¢ G —> oo oraz macierz R™ jest niedodatnio (nieujemnie) okreslo-
na, to strategia (ygS,Pg) jestnie gorsza (nie lepsza) strategia od (yS,P3).

Stad, na podstawie wzoru (7.25) i twierdzenia 2.3 wnioskujemy, ze

detv(igS,P) det(RJf( )(w)

= 7.26
det V(ys, P3) det R (720

ey = M Izn:ruw) =T (7.27)
qQ’(¥s,P3) il

gdzie:

a0 = V!yi!
> v(»)

1
=a

—_-

Stad i z twierdzen 7.1 1 7.2 wynika, ze przy dostatecznie duzej ilo$ci réwnolicznych
grup, wektor $rednich z proby grupowej moze by¢ efektywniejszy od wektora srednich z proby
prostej, gdy macierz wspotczynnikow korelacji wewnatrzgrupowej jest ujemnie okreslona.
Zatem o ile jest to mozliwe, nalezy tak wyrdzniaé roztaczne grupy w populacji, by jak naj-
silniej byly zr6znicowane obserwacje cech wewnatrz tych grup.

7.2. Optymalizacja rozmiaréw proby i grupy

W niektorych zagadnieniach praktycznych, np. dotyczacych badan reprezentacyj-
nych w rolnictwie i $rodowisku naturalnym, pojawia si¢ mozliwo$¢ tworzenia grup. Wtedy
najprosciej tworzy¢ grupy rownoliczne. Wobec ograniczonych kosztow przeznaczonych na
badania trzeba zdecydowaé, jak duzo grup mamy losowaé i o jakiej liczebno$ci. Ponadto
pojawia sie potrzeba okreslenia zwigzku migdzy liczebno$cia grupy 1 wariancjg we-
wnatrzgrupowg badz wspotczynnikiem korelacji wewnatrzgrupowej. Tym problemem w
przypadku estymacji cechy jednowymiarowej, zajmowali si¢ poczatkowo Jessen (1942),
Mahalanobis (1944), Hedricks (1944)°' . Na podstawie badah empirycznych wywnioskowali,
Ze wariancja wewnatrzgrupowa vy, , dana wzorem (7.24) dla i=j, jest niemalejaca funkcjg li-

5! Informacje te podajemy za Cochranem (1963) i Zasepa (1972).
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czebnosci grupy. Zalezno$¢ t¢ zaproponowali modelowaé za pomoca funkcji potggowej, jak
nastepuje:

vy =aMP, a>0ip>0 (7.28)

Parametry o i B proponuje si¢ szacowaé metoda najmniejszych kwadratow na podstawie
proby wstepnej. Przy duzych liczebnosciach G i N ze wzorow (7.9) i (7.22) dla m=1 wynika:

w

S 1 m-1 ™M -nMmP
e T

D(Tys. Py) = é(v —a(M M) (7.29)

Funkcje kosztow zmiennych gromadzenia obserwacji cech okreslajg Hansen i in.
(1953) rownaniem:

k(g,M) = k;\/g +kpg + ksgM (7.30)

gdzie kl\/g mierzy koszty przejazdu miedzy grupami, k, jest kosztem jednostkowym

sporzadzania operatu losowania, ktory w badaniach praktycznych zazwyczaj bywa pomija-
ny. Przez k; oznaczono koszt jednostkowy obserwacji warto$ci zmiennej.

Formutowane sg dwa zadania optymalizacyjne. Pierwsze polega na takim ustalaniu
liczebnosci gi M, aby dana wzorem (7.29) wariancja osiggneta minimum przy ustalonych
kosztach dopuszczalnych badania statystycznego. Drugie zadanie ma na celu znalezienie ta-
kich liczebnosci g i M, ktore zminimalizuja funkcje kosztow dang wzorem (7.30) przy ustalonej
doktadnosci estymacji okreslonej dopuszczalnym poziomem wariancji, danej wzorem (7.29).

Postawione zadania nie majg prostych analitycznych rozwigzan i trzeba je wyznaczaé
odpowiednimi metodami numerycznymi. Przy zalozeniu, Zze k, = 0, Cochran (1963) badat
problem istnienia rozwiazan postawionych zadan.

7.3. Metody tworzenia grup rownolicznych

7.3.1. Grupowanie populacji na podstawie jednej cechy pomocniczej
Przyjmijmy, ze celem wnioskowania jest warto$¢ srednia cechy jednowymiarowej w
nadpopulacji. Znane sa wartosci cechy wspomagajacej w catej populacji. Przypusémy, ze

mamy do czynienia z modelem regresyjnym w najprostszej postaci:

Yk:(le+B+Uk, kEQp, p:].,..,G (731)
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przy czym wszystkie roztaczne grupy Q, (p=1.,...,G) zawieraja po M elementdw populacji
G
i UQp =Q. Parametry zmiennych Y okre$lajg wyrazenia:
p=1
eV =oxctP=p, EUk)=0

DY) =D (U) =6, oYk Y1) = (Ui ,U1) =0

przy czym k=1e€Q. Sumg zmiennych w p-tej grupie okreslamy wzorem:

Z,= > Yk (7.32)
keQ,
Wtedy:
EZy))=MB+a X x, D(Z) =Mc*, @ulZ,,Z,)=0
keQ,
G
Rozwazmy zadanie polegajace na ocenie wartosci $redniej Y = z ZYk na pod-
p=lkeQ,

stawie proby sktadajacej si¢ z g grup. Proba jest dobierana zgodnie ze schematem losowa-
nia prostej proby grupowej, tzn. grupy sa losowane ze statym prawdopodobienstwem ich
wyboru do proby. Do tego celu uzyjemy predyktora w postaci:

L

g
Mg >z, (7.33)

p=1

Yog =

Predyktor ten jest P nieobcigzony oraz P-£ nieobcigzony. Jego btad sredniokwadratowy wyzna-
czyt Wywiat (1992):

5E(Ygs - ?)2 = % (ﬁ oczv*(b) + 02) (7.34)

gdzie v+(b) okresla wzor (7.4), w ktorym zmienne z; i z; nalezy zastapi¢ przez rozwazang tutaj
zmienng b. Jej warto$ci sg sumami cechy pomocniczej] w poszczegdlnych grupach. Dodaj-
my, ze p-& nieobcigzony estymator bledu sredniokwadratowego otrzymujemy ze wzoru
(7.34) zastepujac w nim v«(b) przez wariancje z proby:

V*S(b) = é kzs(bk - Bs)z y BS = ékZ:Sbk (735)
(= €

Korzystajac z rezultatow otrzymanych w paragrafie 7.1 mamy:

vo(8) = £l 1+ (v - |

T G-l
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gdzie:
r)@gmi Y 3 (x -5 x %)

p=l k=leQ,

jest wspotezynnikiem korelacji wewnatrzgrupowej zmiennej wspomagajacej. Podstawiajac ten
wynik do wzoru (7.34) mamy:

£e(Ves - V) - 58 (e =t (-] ) (7.36)

Stad wynika, ze blad strategii predykcji (ygs,Py) maleje wraz ze spadkiem wartodci

wspolczynnika korelacji wewnatrzgrupowej cechy pomocniczej. Stad wnioskujemy, ze
populacj¢ nalezy tak dzieli¢ na réwnoliczne grupy, aby wewnatrzgrupowe zréznicowanie
zmiennej wspomagajacej bylo jak najwicksze. Ze wzoru (7.34) wynika, Ze wniosek ten jest
rownowazny nastepujacemu. Blad sredniokwadratowy predykcji maleje wraz ze spadkiem
wariancji sum cechy wspomagajacej w grupach, czyli parametru v«(b). Zatem nalezy
populacj¢ tak podzieli¢ na réwnoliczne i rozlaczne grupy, aby ta wariancja byta jak
najmniejsza.
Wariancj¢ v. (b) zapisujemy w postaci rOwnania:

2
1|8 _
V(b)=a Z[ ZXkJ —1V[NX2
p=I\keQ,

Stad wynika, ze minimalizacja wariancji v. (D) jest rdwnowazna minimalizacji funkcji:

G
F(Q . Q0) = Zf(gp) (7.37)
p=1
gdzie:
2
fep)=| Xx (7.38)
keQ,
Niech W= {Q,...,.Qc} bedzie podzialem populacji Q na rozlaczne grupy, z ktorych
G
kazda liczy M elementow populacji i UQp =Q. Niech /() bedzie zbiorem wszystkich
p=1

mozliwych podziatéw y. Na podstawie ogdlnego wzoru podanego przez Lipskiego i Marka
(1986), s. 48 wnioskujemy, ze zbior (£(Q) liczy k. elementow, gdzie
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|
PO L (7.39)

Gi(m)°

Zadanie grupowania populacji wedlug cechy pomocniczej mozna wigc precyzyjniej
sformutowaé nastgpujaco: Nalezy znalez¢ taki uktad grup P, aby:

F(¥) = min imum{F ()} (7.40)
YEeQ)

Bezposrednie wyszukiwanie uktadu ¥ wydaje si¢ w praktyce niewykonalne, bowiem
juz dla stosunkowo matych N licznoé¢ k. jest bardzo wysoka®. Dlatego nizej konstruujemy
pewien algorytm iteracyjnego poszukiwania uktadu grup V.

Niech ¥, = {le,...,QGm} bedzie rozmieszczeniem elementéw populacji w grupach
otrzymanym w wyniku t-tej iteracji. Zaktadamy, ze elementy populacji sa w kazdej iteracji
identyfikowane wzajemnie jednoznacznie przez ciag liczb naturalnych od jeden do N, czyli
0={1,2,...,.N}. Pojawiajacg si¢ w trakcie t-tej iteracji grupe zawierajacg k-ty element populacji
oznaczamy przez  QY(k). Podstawowa zmiana podzialu W, populacji polega na
przemieszczeniu elementu k-tego populacji z grupy Q®(k) do grupy Q®(a) oraz jednoczesnie
elementu a-tego z grupy Q®@) do grupy QY(k), dlatego by obie nowo tworzone grupy
pozostawaly réwnoliczne. Tak otrzymane grupy oznaczamy przez Q*Y(a)={QO(k)-kua} i
Q"(Kk)={Q"@)-auk}. W ten sposob otrzymujemy jeden z mozliwych uktadow W¥(u1
podczas (t+1) iteracji algorytmu.

Roéznica migdzy wartoscig funkcji kryterium dla optymalnego w t-tej iteracji uktadu
grup a tg funkcja dla uktadu aktualnego ma postac:

dra(k,a)= F(¥) - F(We) (7.41)
gdzie na podstawie wzoru (7.37) mamy:
dua(k8)= QD (K)] + FIQ(@)] - QK] - fIQ(a)] (7.42)
Nastepnie wyznaczamy tak pare (K,a) elementow populacji, aby:

denl=m a x i m u m{dy(a) (49
k=1,..,.N; aeQ" (k)

Wtedy zastgpujac w podziale populacji ¥, grupy QO(Kk) i Q®a) przez odpowiednio
Q()={Q%a)-ak} i QWY(a)={Q"(k)-kua} otrzymujemy optymalny uktad grup na
koniec (t+1) iteracji algorytmu, poniewaz okre$lone przemieszczenie elementow populacji
migdzy grupami zapewnito maksymalny spadek funkcji kryterium F(\P).

Okreslony iteracyjny proces kontynuujemy az do momentu, gdy d(k,a)=0, poniewaz
wtedy zadne przemieszczenie elementdow migdzy grupami nie spowoduje spadku wartosci
minimalizowanej warto$ci funkcji kryterium F(W). Je§li w praktyce ze wzgledu na duza

52 Np. jesli N=15,G=5iM=3,tok =1 401 400.
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liczebno$¢ populacji proces poszukiwania uktadu optymalnego grup miatby sie znacznie
wydhuzy¢, to mozna ograniczy¢ ilos¢ dopuszczalng iteracji algorytmu w sposob arbitralny.

Proponowany algorytm grupowania mozna tak zmodyfikowac¢, by dawat grupy spojne
elementow. Oznacza to, iz wymaga si¢, aby kazdy element nalezacy do danej grupy sasiadowat
przynajmniej z jednym innym elementem tej grupy. Aby to osiagnac, trzeba taczy¢ tylko te
elementy w grupy, ktore sasiaduja ze sobg. Tak zmodyfikowany algorytm bedziemy
nazywa¢ warunkowa procedura tworzenia grup spojnych.

Na zakonczenie dodajmy, ze Konijn (1973) za Daleniusem (1957) i Ghoshem
(1963a) rozwaza problem estymacji na podstawie proby podwojnej losowanej z populacji
podzielonej na grupy. Pierwsza proba prosta zlozona z elementéw populacji jest losowana
bezzwrotnie. W niej obserwuje si¢ cechy pomocnicze identyfikujace przynalezno$¢ kazdego
elementu do poszczegélnych grup. Do drugiej proby sg juz losowane grupy elementow
wyréznione wsrdd  elementdow pierwszej proby. Dopiero w tej drugiej probie jest
obserwowana zmienna, ktorej §rednia jest celem estymacji.

7.3.2 Grupowanie populacji na podstawie wielowymiarowej cechy pomocniczej
Okreslony wzorem (7.31) model nadpopulacji uogélniamy do postaci:
Yk:(XXk+B+Uk, kEQp, p:].,..,G (744)

gdzie X=[Xu1 ... Xum] jeSt wektorem m nielosowych cech dodatkowych obserwowanych na k-
tym elemencie populacji, a=[oy ... o] jest wektorem parametrow regresji. Zaktadamy, ze

EY ) =axy +B=p, EUk)=0
DY) =D (U) =6, @Yk ,Y1) = Gou(Uy ,Uy) =0

przy czymk =1 € Q.
Sumg zmiennych w p-tej grupie okreslamy wzorem:

Z,= > Y (7.45)
ker
Witedy:

EZ,)=MB+ o Y xj ; DAZ)=Mc%  @a(Z,,2)=0
keQ,

G
Predykcja wartosci $redniej ?:LZ ZYk jest prowadzona, na podstawie
p=lkeQ,

proby sktadajacej si¢ z g-grup, za pomoca statystyki Ygs okreslonej wzorem (7.33), ktora

jest P-nieobcigzona i &-P nieobcigzona.
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by
Niech b, = > x) oraz niech B=|L bedzie macierzg sum warto$ci cech
keQ, bg

dodatkowych w poszczegdlnych grupach. Przyjmujac, ze J jest jedynkowa kolumng o G
elementach, wektor $rednich sum przypadajacych na grupe warto$ci zmiennych dodatkowych

_ G
wyrazamy wzorem: b= L pr = éJ TB. Wtedy macierz wariancji i kowariancji wektora
p=l

cech b ma postac:
1
C*(b) = BT(IG - EJJT) B
gdzie C.(b)=[c.(bi,b;)].
Wywiat (1993a) otrzymuje nastepujaca postac bledu srednio-kwadratowego predykcji:

£E(Vys - ?)2 - %(M_lac*(b)aT +02) (7.46)

Niech e= \/_T bedzie unormowanym wspotczynnikiem regresji. Wtedy, na podstawie
oo

wzoru (7.46), otrzymujemy:

EE(Yys - ?)2 = %(M_leeC*(b)eT +02) (7.47)

Niech e; bedzie takim wektorem, ze

A = ¢Cy(b)e] = max imum{eC*(b)eT} (7.48)
ee’ =I

Zatem e; jest wektorem wiasnym macierzy C.(b) odpowiadajacym jej maksymalnej warto$ci
wiasnej A; . Stad i ze wzoréw (7.47) 1 (7.48) wynika nier6wno$¢:

_ —\2 _
gE(YgS - Y) <= G—Ng(M_louxT A+ 02) (7.49)

g

Btad $redniokwadratowy predykcji przyjmuje wigc wartos¢ maksymalng, gdy unormowany
wektor wspotczynnikoéw regresji e = €;. Wtedy uktad unormowanych wspotczynnikow regresji
e jest najmniej korzystny z punktu widzenia wartosci btedu sredniokwadratowego predykc;ji.
Populacj¢ nalezy wige tak podzieli¢ na réwnoliczne i roztaczne grupy, aby promien spektralny
A1 macierzy C.(b) byt jak najmniejszy.

Przez C.(b|¥) oznaczamy macierz wariancji i kowariancji sum wartoéci cech
dodatkowych obserwowanych w poszczegdlnych grupach tworzacych rozbicie ¥ populacji na
grupy. Podobnie symbolem A () oznaczamy promien spektralny macierzy C.(b|'P).
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Zadanie grupowania populacji wedtug cechy dodatkowej mozna wigc precyzyjniej
sformutowaé nastepujaco. Znalez¢ taki uktad grup ¥ ={Q,,....Q¢}, aby

A(P) = min imum{},(\¥)} (7.50)
VELQ)

W celu optymalnego wyrdznienia grup mozna uzy¢ iteracyjnego algorytmu
grupowania opisywanego w uprzednim punkcie, przy czym wystgpujaca tam funkcje
kryterium F nalezy zastgpi¢ przez okreSlong tutaj funkcje A;. Iteracyjny proces
wyszukiwania optymalnego uktadu réwnolicznych grup kontynuujemy az do momentu, gdy
zadne przemieszczenie elementéw migdzy grupami nie spowoduje spadku minimalizowanej
wartosci funkcji kryterium A(W¥). Jesli ze wzgledu na duza liczebnos$¢ populacji proces
poszukiwania optymalnego uktadu grup mialby si¢ w praktyce znacznie wydhuzy¢, to mozna
w sposob arbitralny ograniczy¢ dopuszczalng liczbe iteracji.

7.3.3. Grupowanie proby po jej wylosowaniu

Korzystajac z oznaczen wprowadzonych w uprzednim punkcie zalézmy, ze na
elementach wstepnej proby prostej S’ o liczebnosci n wylosowanej z populacji obserwujemy
zespdt cech pomocniczych w probie. Ich zwigzek ze zmienng badang Y opisuje model
regresyjny wprowadzony w uprzednim punkcie. Na podstawie tych cech grupujemy zbior S’ na
G roztacznych i wyczerpujacych zbior S° grup Up, h=1,..,H, z ktorych kazda liczy m-
elementow. Problem wyboru kryterium grupowania omowimy pozniej. Nastepnie sposrod tak
utworzonych grup losujemy bezzwrotnie i ze statymi prawdopodobienistwami wyboru g-grup
do proby S. Przyjmujemy model nadpopulacji regresyjnej opisany w uprzednim paragrafie.

N
Do predykcji wartosci $redniej w populacji 'Y = ZYi uzyjemy statystyki [por. wzor
i=1

(7.1)]:
- 1 1
Ys=—2Y XY =—> 72 (7.51)
. gm peS keU, gmpeS P
Teraz wyliczamy:
E(Y,s )=EsEs/si( Vs )=Es( Y )= Y (7.52)
EE(Y,s)=E(Y )=u (7.53)

Zatem statystyka SNKgS jest p-nieobcigzonym oraz p-& nieobcigzonym predyktorem sredniej Y .
Jej blad sredniokwadratowy otrzymujemy nastepujgco:
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\V ¥ )2= \% Y. Y. -V )12= 2 (5 o 2 (3
EE(Ygs - Y )7=EEgEg/g(Ygs - Y )H( Ys- Y )]“=EEg DS/S'(YgS|S = S) +£D3(Ys)

przy czym na podstawie wzoru (7.2) mamy:

Es/s(Yes - Yo )+ (Y - Y )1%= Dy Vys[S'=s) +(Ys- Y ) (7.54)
~ G-
Dé/s,(Ygs|s' = s‘) = Ggmg2 vi(Zls) (7.55)
-1
- N G-
ES'Dg/S'(YgS|S' = S’) = (n] Ing Z V*(Z|S') (756)
s'es’

gdzie 8 jest przestrzenig prob s'.

ng(?sy)= NN_n va(Y) (7.57)

nl

Korzystajac z wynikéw otrzymanych przez Wywiata (1993a) mamy:

E(va(Zl8)) = iaC*(b| sl + 02 (7.58)

E(va(1)) = aCy(X)a" +02 (7.59)

Przez C.(b|s") oznaczono macierz wariancji i kowariancji sum cech dodatkowych w
probie s', ktorg okresla wzor:

L o1 1 T]
Ci(b|s')y=——Bg| I,——J,J, |Bg
*(|)g_ls(ggggs
gdzie:

Bs| =] ... |, |j€S

a przez g oznaczono macierz jednostkows stopnia g, natomiast przez Jq kolumne sktadajaca sig
z g jedynek. Przypomnijmy, ze C.(X) jest macierza wariancji i kowariancji nielosowych cech
dodatkowych w populacji.

Na podstawie wzordéw (7.54)-(7.59) otrzymujemy btad Sredniokwadratowy predykcji:
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-1
~ _ N — —n'
EE(Y,g-Y )2= Y aAis)aT + G-g N-n'| o (7.60)
gs 2 '
n ses' Ggm Nn

gdzie:

A(s‘) = ((}} —8 C,,,(b|s')+ N=n

e < G (7.61)

Niech k4(s') bedzie promieniem spektralnym macierzy A(s"). Wtedy:

-1
EE(Yys -?)Zs(lﬂ Y Kl(s'){g; + NN;“)& (7.62)
s'es’

Wynik ten sugeruje, ze elementy tworzace probg s' nalezy tak grupowaé¢ wedlug cech
dodatkowych, aby K(s’) osiggalo minimalng warto$¢. Przy tak okre§lonym kryterium

konstrukcja algorytmu tworzenia grup nie odbiega znacznie od procedury opisanej w
uprzednim paragrafie.



8. WEKTOR SREDNICH Z PROBY DWUSTOPNIOWEJ

8.1. Podstawowe wlasnosci wektora estymatorow

Utrzymujemy w mocy oznaczenia wprowadzone w rozdziale 7 w zwigzku z wniosko-
waniem na podstawie populacji podzielonej na grupy. Niech N;, bedzie licznoscia h-tej grupy,

G
natomiast N bedzie $rednia liczebnoscia grupy, czyli N = é >Ny, . Zakladamy, ze proba S
h=1
jest dobierana za pomocg znanego w metodzie reprezentacyjnej dwustopniowego schematu
losowania. Pierwszy stopien losowania polega na bezzwrotnym losowaniu g grup, przy czym
zaklada sig, ze kazda z grup jest losowana z tym samym prawdopodobienstwem jej wyboru do
proby. Nastepnie z kazdej tak wybranej grupy Qy, gdzie heS, jest losowana bezzwrotnie prob-
ka prosta Sy, 0 liczebnosci ny. Plan tak losowanej proby okresla wzor [por. np. Wywiat (1992)]:

() ()

Studiujemy tutaj wtasnosci strategii (Ygs,Py) , 9dzie Ygs = [Ygis-- Ygim], Przy czym:

~ 1 _
Ygis = Q_NESNhySh (8.1)

gdzie:

Strategia (ygs,Pd) daje nieobcigzone oceny wektora Yy [por. np. Zasgpa (1972), s.
229]. Macierz wariancji i kowariancji strategii (?gs, P4) mozna wyprowadzi¢ podobnie jak wa-
riancj¢ kazdej jego sktadowej [por. Zasgpa (1972), s. 338-346]. Macierz ta ma postaé:
1 S Np(Ny—np)

-~ G-
V(Ygs:Py) = G—gg Cum + G h_lTC*h (8.2)
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przy czym C,, = %Cm, gdzie elementy macierzy Cp, = [Cm(Yi, ¥j)] okresla wzor (7.23).
Elementy macierzy wariancji i kowariancji C., = [C.n(yi, ¥;)] wektora cech y w h-tej grupie
okresla wzor:

C*h()’irYj) = ﬁ ke% (vik - ?ih)(yjk - ?jh) (8.3)

Estymator macierzy V(Y/gs, Py) otrzymujemy zastepujac elementy macierzy C.m i Cun

odpowiednimi ich ocenami wyznaczonymi na podstawie proby. Estymatory elementow tych
macierzy sg bezposrednimi uogdlnieniami estymatorow wariancji sktadowych wektora yq,

ktére mozna znalez¢ w pracy Zasepy (1972), s. 230. Estymatorem i-tego oraz j-tego elementu
macierzy C.p, jest kowariancja:

1 S/ _ _
C#mS(yi;yj) = ;hZ:](YiSh - Yis)(Yjs,, - Yjs)

gdzie:

_ 1 &
Yis == 2. Vis,
gh=1

natomiast estymatorami nieobcigzonymi elementow macierzy C.y sg statystyki:

2 (Yik —YVis, )(yjk - ?’jsh) (8.4)

€S,

1
c LYi)=———
*hS(yt yj) Nh ] .

Zakladamy, ze proba S jest automatycznie wywazana, co oznacza [por. Zas¢pa (1972),

S. 230], ze z kazdej wybranej do proby S grupy €2, jest losowana probka Sy, o liczebnosci row-
nej ustalonej frakcji f elementow tej grupy, czyli dla kazdego h=1,...,G mamy:

Ny = ho (85)

Wtedy estymator i-tej Sredniej ma postac:

1 .
i ik |:1,L,G 86
ng ré:s kéhylk ( )

yigs =
Oznaczajac plan losowania proby dwustopniowej zrownowazonej przez P'y na podstawie wzo-
row (8.2) 1 (8.5) wnioskujemy, ze:
~ G-g 1-f -
V(Yys, P§) =——C.,n +——NC, 8.7
(Ygs d) G g m gf w ( )
gdzie:
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Np

~ (8.8)

Ma

C*W = th*h’ Wy =

h=1

Macierz C.,, nazywamy macierzg wariancji i kowariancji wewnatrzgrupowa cech, natomiast
okreslona wczesniej macierz C., migdzygrupowa macierza wariancji i kowariancji cech.

Po to, by zapisa¢ macierz V(ygs, P{) w dogodny sposob przy analizie jej wyznaczni-
ka, wprowadzamy dodatkowo nastepujace oznaczenia: Y = [Yius...Ymss] jest macierza o wymia-
rach N X m obserwacji zmiennych w populacji, przy czym y;z4 = [y};HL y};G IR jest wek-
torem Kkolumnowym o wymiarze Nx1 obserwacji i-tej zmiennej w populacji. Z kolei
Yi#h = [Yjnl Yin,h ]T jest podwektorem kolumnowym o wymiarze Nx1 obserwacji i-tej

zmiennej w h-tej grupie. Niech J, bedzie wektorem jednostkowym o wymiarze ax1. Sumeg war-

tosci i-tej cechy w h-tej grupie oznaczamy przez z,; =Y5#hJN . Niech z=[zy;...z4m] bedzie
h

macierza o wymiarze Gxm, przy czym Z;i = [Zlil— ZGi] wektorem sum wartosci i-tej zmiennej
w poszczegolnych grupach. Przez D; 0znaczamy macierz o wymiarze GxN w postaci:

Jy, 0 0 .. 0
0 J, 0 .. o0
D,- 2 (8.9)
T
0 0 0 INg
Z definicji macierzy y, z, D wynika:
z=Dy (8.10)

— —, = 1T . . - .
Przez z=[zlL zm] oznaczamy wektor $rednich sum wartoSci poszczegdlnych

zmiennych przypadajgcych na grupe, ktory mozna zapisa¢ jako funkcje macierzy z:

_ 1 7
z=—1Jcz 8.11
GJa (8.11)

Wtedy macierz C.., jest nastepujacg funkcja wektora z:

1_1 (z-352) (2-352) (8.12)

C*m=G

Na podstawie wzoroéw (8.10) 1 (8.11) mamy:

gdzie:
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A =lo-Toibs A% =Ag .19

Z idempotentnos$ci macierzy Ag oraz ze wzorow (8.12) 1 (8.13) wynika, zZe:

Cu = V' Ay (8.15)
gdzie:
A=—"DTA.D (8.16)
G_1 e

Okreslone wzorem (8.3) kowariancje przeksztatcamy jak nastgpuje:

1 _ \T _
C*h(yi:yj)= ﬁ(Yi#h -JN, Yih) (Yj#h -JN, th)
-

gdzie $rednig i-tej zmiennej z h-tej grupy wyliczamy z wzoru:

I R
Yih = N—hJNth#h
Stad wynika, ze

Yigh =Jy Yin = BnYign
gdzie:

1
B, = Iy, —N—hJNhJ{Ih, B, = B, (8.17)

Skutkiem tego wyprowadzenia jest uproszczenie wzoru na kowariancje, danej wzorem (8.3),
ktéry przyjmuje postac:
1
C*h(yi:yj') = ——ViunBuYjen (8.18)
Np -1

Stad wynika, ze element macierzy kowariancji wewnatrzgrupowej okreslonej wzorem (8.8)
mozna zapisa¢ wzorem:

L& Ny o1
C*w(yi»yj) =N Elei#hBhyj#h (8.19)

Wprowadzmy macierz postaci:



qB, O 0
g_1|0 a8, 0 (8.20)
N
0 0 ...09gBg
gdzie:
Np
dh N, -1
Wyrazenie (8.19) mozna wigc zapisaé wzorem:
T
C*h(yi)yj) = Yi##BYjuu
Stad juz wnioskujemy, ze dana wzorem (8.8) macierz C.,, wyraza si¢ rownaniem:
Cay =y By (8.21)
Stad 1 ze wzorow (8.15) i (8.7) juz otrzymujemy:
V($ys.Py) =ay' Ay+by' By (8.22)
gdzie:
G- 1-f—
a=—_8  p=7Y (8.23)
Gg gf

Zalozmy, ze macierz C.n jest dodatnio okreslona. Oznaczmy przez H taka macierz
ortogonalng stopnia m, tj. H'H = I, , ze

H'C.,H=Dy, (8.24)

gdzie Dy, jest macierza diagonalng stopnia m pierwiastkow charakterystycznych dp; (i=1,...,m)

macierzy C.n, . Z dodatniej okre§lono$ci macierzy C.,, wynika, ze elementy diagonalne macie-
-1

rzy Dy, sa dodatnie. Przez sz oznaczamy macierz diagonalng stopnia m, ktorej kazdy ele-
ment diagonalny jest odwrotnoscig pierwiastka z odpowiedniego elementu diagonalnego macie-
rzy Dy, . Przyjmijmy, ze F jest taka macierza ortogonalng stopnia m, ze F'F = I, i:

T _% T _%
F'D, H'C.,HD,, F=D,, (8.25)

Dy = [di] jest macierza diagonalng stopnia m pierwiastkdw charakterystycznych macierzy
1

1 _/
D, H'C, HD, .Oznaczamy:
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—1
G= HDmA F (8.26)

Stad i z réwnan (8.24) i (8.25) wynika, ze jednoczes$nie zachodzg dwa réwnania [por. np, Rao
(1982), s. 58]:

G¢'c,,G=1,, G'C,,G=D, (8.27)
Stad mamy:
Con=GH'¢7, ¢, =GH'D,G! (8.28)
Wynik ten pozwala nam wyrazenie (8.7) zapisa¢ w postaci:
V(¥gs.Py)=(G")*(al, +bD,, )G (8.29)

gdzie a i b okresla wzor (8.23).

Przeksztal¢my macierz obserwacji y na macierz u o wymiarach Nxm za pomoca row-
nania:

u=yG (8.30)

Obserwacje zmiennych zawarte w macierzy y sa przeksztalcane w wartosci nowych zmiennych,

ktore tworzag kolumny macierzy u 0 wymiarach Nxm. Stad i ze wzorow (8.15), (8.21), (8.27) i

(8.30) mamy, ze I, = u'Au, D,, = u'Bu. Zatem wyrazenie (8.29) sprowadzamy do postaci:
V(Ygs:Pi) = (GT)‘l(auTAu + buTBu)G‘l (8.31)

Stad wnioskujemy, ze macierz jednostkowa I, = UTAu jest macierza wariancji i kowariancji
migdzygrupowej zmiennych, ktérych obserwacje sa elementami macierzy u. Z kolei macierz
diagonalna Dy, = u'Bu jest macierza wariancji i1 kowariancji wewnatrzgrupowej tych
zmiennych. Zatem element diagonalny d; macierzy D,, jest wariancjg wewnatrzgrupowg zmien-
nej, ktorej obserwacjami sg elementy i-tej kolumny macierzy u.

Przyjmujac, ze macierz C.,, jest nieosobliwa, mozna otrzyma¢ podobny rozktad ma-
cierzy V(ygs, P(',) , w ktorym macierzy C,, bedzie odpowiada¢ macierz jednostkowa, a macierzy
C., macierz diagonalna.

Na podstawie znanych wlasno$ci wyznacznika macierzy oraz wzorow (8.23), (8.28) i
(8.29) otrzymujemy:

det V(Y s, Py) = det C,., I (a-+bd;)
i=1

~ m(1-Nd; Nd; 1
det V(yys, Py) = det C. e 8.32
(ygS d) mi:—[l( 9 + gf Gj ( )
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W dalszych rozwazaniach zaktadamy, ze elementy diagonalne macierzy D, spetniaja
nierownosci: 0<d,,; < % . Przez v.n(Yi) i Vaw(Y;) oznaczmy wariancj¢ odpowiednio migdzy i

wewnatrzgrupows, ktore sa elementami diagonalnymi macierzy C., i C.,. Wtedy na podstawie
wzoru (8.7) mamy [por. przypadek jednowymiarowy studiowany przez Zasepe¢ (1972)]:

2= - . G-g& I-f =&
4°(Vesr Pa) = trV(¥gs, Pa) = ——= X Ve (1) + — N 2 vaw (1) (8.33)
Gg 15 gt o
WprowadZmy oznaczenie:
-1
dyi = Vam(¥i)Vaw(37) (8.34)
Wtedy zaktadajac, ze C,p, jest dodatnio okreslona, mamy:
o o1 —1-f= 1
q (ygS’ Pd) = 5 trC*m(l +N T d#) - E trC*m (835)
gdzie:
dy =X widgi,  wi= Yem(i) (8.36)
i=1 trC*m

Uogolniajac wnioski otrzymane przez Zasgpe (1972), s. 236 stwierdzamy, ze wspotczynnik
a# ocenia $redni stopien zr6znicowania wewnatrzgrupowego cechy m wymiarowej. Zroznico-
wanie to jest tym wigksze, im jest wyzszy poziom wartoéci wskaznika d .

Whiosek 8.1: Kwadrat $redniego promienia strategii (¥gs» P,;) jest rosnaca funkcja

wartos$ci wskaznika d .

8.2. Minimalizacja oczekiwanych kosztéw badania przy ustalonej dokladno$ci estymacji

Przez k; oznaczmy koszt jednostkowy przygotowania losowania dwustopniowego
proby i jego realizacji, a przez k, koszt jednostkowy obserwacji wartosci zmiennych w wylo-
sowanej probie. Wtedy [por. np. Konijn (1973), s. 322] oczekiwany koszt losowania i obserwa-
cji w niej wartosci zmiennych okresla funkcja:

G
k(g.ny,L ,nG):k1g+k2%Znh (8.37)
h=1
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Stad i ze wzoru (8.5) wynika, ze w przypadku proéb automatycznie wywazonych mamy:

k(g.f) =k g+k,Ngf (8.38)
przy czym uzywane tutaj symbole wyjasniono w paragrafie 8.1. W kolejnych punktach
formutujemy i rozwigzujemy zadania ustalania optymalnych liczebnosci g grup i frakcji f,
ktore, podkreslmy, minimalizuja oczekiwany koszt obserwacji, a nie koszt rzeczywisty. Realny

koszt obserwacji cech jest mozliwy do wyliczenia dopiero po wylosowaniu proby
dwustopniowej, bowiem zalezy on od liczebnoS$ci grup, ktore znajda si¢ w probie.

8.2.1. Ustalony poziom dopuszczalny funkcji ryzyka kwadratowego

Analizowana dalej funkcja ryzyka ma postacé:

h(g,f): iaDz(y S):ﬂia.v* (y).}.ﬂﬂiav* (y)
= 1 19 Gg = 1 m 1 gf = 1 w 1
lub jesli vim(Y;) > 0 dla kazdego i=1,...,m, to:
1 1-f — 1
h(g,f)= —1+——Nd|-— 8.39
(&) =an{21+ 1 Na) - 839
gdzie:
m
dm = 2 2iVam (1) (8.40)

i=1

m . .
d=Xdywl,  wi= aivam(¥1) (8.41)

d 1
i=1 dm
przy czym dg wyjasnia wzor (8.34).
Zadanie optymalizacyjne polega na takim ustaleniu liczebnosci g i frakcji f, aby dana

wzorem (8.38) funkcja kosztéw osiaggnela minimum przy ustalonym poziomie dopuszczalnym
ryzyka estymacji, czyli:

k(g, f) = minimum
h(g f)<hy (8.42)
0<f<], I<g<G

Podczas poszukiwania rozwigzania zadania wykorzystujemy nastepujace twierdzenia.
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Lemat 8.1 [Wywiat (1992)]: Okreslona wzorem (8.38) funkcja k(g,f) ma dodatnia
pochodng w kierunku kazdego wektora zaczepionego w punkcie (g=1,f=0) i koficu w punkcie
(9°f°), gdzieg°>1if >0.

Lemat 8.2 [Wywial (1992)]: Jesli d< Nfl, to funkcja h(g,f) jest $cisle wypukta dla
f>0ig>0.

Wprowadzmy nastepujgce oznaczenia:

q . _ |kf1=d)d
g =M )1_Nd+N (8.43)
hy k;
gr = quhy (8.44)
foo X1 d (8.45)
k, 1-Nd
Ggwt +Nd -1
Frs = IN% (8.47)
g;* +Nd-1

Oznaczajagc przez (9,f) otrzymane przez Wywiata (1992) rozwigzanie zadania (8.42)
zapisujemy w nastepujacej formie:

Jesli d < - oraz
N

a) jesli g. < G i f, <1, to para optymalna (g,f) = (9+.f.),
b) jesli £.>1 1 g<G, to (a.f) = (g« 1) ,
¢)jesli g.>G i f.<1,to (g,f) = (G f..),
d)jesli g.<1if, <1, to (q,f) = (1,f..).

Dodajmy, ze Kokan (1963) i Kokan i Khan (1967) rozwiazywali zadanie (8.42) lecz
dla przypadku, gdy podczas drugiego stopnia losowania sg wybierane probki rownoliczne z
wczesniej dobranych grup. Proponowany przez nich sposéb rozwigzywania bezposrednio

rozciaga si¢ na przypadek optymalizacji liczebnosci zréwnowazonej proby dwustopniowe;j,
ktory rozwazat Wywiat (1992).
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8.2.2. Ustalony poziom dopuszczalny uogdlnionej wariancji

Zaktadamy, ze ilo$¢ grup G jest na tyle duza, iz wystgpujacy w wyrazeniu (8.32)
skladnik G mozna pominaé. Wtedy oznaczajac uogélniong wariancje wektora Yos Przez

u(g,f) mamy:
1 m — 1—
u(g f)=—det Cypy | |1-Nd; +_-Nd;
g i=1 f
(8.48)

przy czym przez d; oznaczono element diagonalny macierzy D,, okre$lonej wyrazeniami (8.25)-
(8.27).

Nasze zadanie polega na znalezieniu takich argumentow g i f, aby oczekiwany koszt
badania, dany wzorem (8.38), osiagnal minimum przy ustalonym poziomie dopuszczalnym
uogolnionej wariancji. Rozwigzanie postawionego zadania nie zmieni si¢, je§li uogodlniona
wariancje zastgpimy jej pierwiastkiem m-tego stopnia, co oznaczamy przez:

uy (g, ) m/det V(ygs) ; 1|ﬂ (bi + %) (8.49)

i=1

gdzie:

= mdet Cypy (8.50)

bj==—-1 (8.51)

Zatem pierwotnie sformufowane zadanie jest rownowazne problemowi™;

k(g, f) = minimum
u#(g, f)Sud (8.52)
g1, 0<f<1

Lemat 8.3 [Wywiat (1992)]: Okreslona wzorem (8.49) funkcja uy jest $cisle wypukta
dlag>0i f>0.
Wprowadzmy oznaczenia: Niech f, bedzie pierwiastkiem rownania:

m

Z bif+l (853)

i=1"1

k0+f mf

gdzie:

58 por Wywiat (1987).



ko= =1 (8.54)

g =2 in(bi —ij (8.55)

U4 i=1 s

Warto$¢ ' jest pierwiastkiem rownania ug(1,f)=uy, natomiast g' pierwiastkiem rdéwnania
Uz (9,1)=Uq.

Korzystajac z lematu 8.3 Wywiat (1992) otrzymuje nastepujace rozwigzanie (g,f)
postawionego zadania (8.52):

Gdy jest spetniona nierownosé

ds>— X2 (8.56)
ky + Nk,
gdzie:
a= |t id 8.57
m & (8.57)
oraz

a) jesli f.e(0,1> i g.>1, to (9,f)=(g.,f.),
b) jezeli £.>1, to (g,f) = (g',1),

c) gdy g.< 1, to (g.f) = (1,f).
Potrzebny pierwiastek f. rownania (8.53) nalezy wyliczy¢ za pomoca odpowiedniej
metody rozwigzywania rownan nieliniowych.

8.3. Maksymalizacja precyzji estymacji przy ustalonych kosztach badania

8.3.1. Minimalizacja funkcji kwadratowej ryzyka

Naszym zadaniem jest znalezienie takiej liczebnosci g grup i frakcji f potem
losowanych z nich elementow, aby dana wzorem (8.39) funkcja ryzyka strategii estymacji
osiaggnegta minimum przy ustalonych oczekiwanych kosztach dopuszczalnych obserwacji
zmiennych okreslonych wzorem (8.38). Problem ten zapisujemy syntetycznie nastepujaco:

h(g, f) = minimum
k(z.f)<sK (8.58)
f;<f<1, 1<g<G
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Formalnie, sposob rozwigzywania zadania jest taki sam jak dla m=1, ktory jest
prezentowany przez Zasgp¢ (1972). Poszukiwanie rozwigzania znacznie upraszcza si¢, gdy
przyjmiemy, ze:

x=gf, g=g (8.59)

Wtedy zagadnienie (8.58) jest rtOownowazne nastgpujacemu:

h@(g, x) = minimum
)

ka(zx)<K (8.60)
0<x<g<@G, g=21
przy czym:
mﬂg@=é@-ﬁ®+%ﬁa—é (8.61)
k@ (2.x) = kg +k,Nx (8.62)

Poprzez badanie okreslonosci hesjanu funkeji hg wykazujemy prawie natychmiast
nastepujaca wlasnosc¢:

Lemat 8.4: Jesli dN <1, to funkcja he jest $cile wypukta dla x>0 i g>0.
Wprowadzmy oznaczenia:

gy = 1k (8.63)
K+ kN Ty
"_ K_E2Nfd (864)
1
» o K-kG (8.65)
Nk,

Y Ly (8.66)
ki ky

Wywial (1992) otrzymal nastgpujace rozwigzanie (g,f) zadania (8.58): Jezeli
dN <1 i G>g' oraz

gdzie:



165

2) gdy P, €AC, to (gf)= (g*,x—*j,

%

b) gdy 9. < g, to (a.f) = (¢',2),
gdy G<g' i g«>G, t f =(G,X—”).
) gdy g ig 0 (g_) G

8.3.2. Minimalizacja uogdlnionej wariancji

Zaktadamy, ze liczba grup jest nieograniczona, czyli G — co. Zadanie polega na takim
wyznaczeniu liczebnosci g losowanych grup i frakcji f losowanych z nich elementéw, aby

uogodlniona wariancja strategii (ygs,Pc'l) osiggneta minimum przy ustalonym dopuszczalnym

koszcie przecigtnym obserwacji zmiennych. Tak sformulowane zadanie ma takie same
rozwiazanie, jak problem minimalizacji pierwiastka m-tego stopnia z uogdlnionej wariancji
przy tym samym warunku kosztowym. Zagadnienie to ma postaé54 :

u#(g, f) = minimum
k(g.f)<K (8.67)

przy czym funkcje ug, k okreslaja odpowiednio wzory (8.49), (8.38). Wprowadzmy oznaczenia:

K
o, = =~ (8.68)
k; + Nk,f,
Gdy f, >1, to f=1 i z powyzszego rownania wyliczamy:
g (8.69)
kl +N k2

Wywiat (1992) otrzymuje, ze jesli k; +k,N <K i jest spetniona nieréwnos¢ (8.56)
oraz
a) gdy f.<1, to (g,f)=(g..f.),

b) jesli f. >1, to (g0.H)=(g',1).

Miejsca zerowego f. okreslonej wzorem (8.53) pierwszej pochodnej funkcji K.(f)
nalezy poszukiwa¢ za pomoca odpowiednich metod numerycznych rozwiazywania rownan
nieliniowych.

5 Por. Wywiat (1987).



9. WNIOSKOWANIE O WEKTORZE SREDNICH W BADANIACH
DWUOKRESOWYCH POPULACJI

Badania reprezentacyjne cech populacji zwykle prowadzi si¢ powtarzalnie co naj-
mniej w dwu okresach czasu. Naturalng jest idea wykorzystania w biezacym badaniu staty-
stycznym informacji uzyskanych o ksztattowaniu si¢ rozktadu cech w poprzednich okresach
czasu. Nie bez racji nalezy oczekiwac, ze uwzglednienie przy estymacji wektora wartosci
Srednich w biezacym okresie informacji o parametrach tych zmiennych z przesztosci prowa-
dzi do podniesienia doktadnosci ich oceny. Dla przypadku jednowymiarowego sygnalizowany
probleme m.in. juz analizowali Cochran (1963), Eckler (1955) oraz Tripathi, Mir i Chaturvedi
(1989). Prezentowane tu rozwazania sprowadzajg si¢ do uogoélnienia znanych wynikéw doty-
czacych estymacji §redniej jednej cechy na przypadek szacowania wektora wartosci Srednich.

Drugi z analizowanych tu probleméw dotyczy testowania rownosci rozkladow
prawdopodobiefistwa obserwowanych w probie prostej w dwdch kolejnych okresach czasu.
Rozktady te moga by¢ zalezne, co ma zasadniczy wpltyw na konstrukcje sprawdzianu testu
dla weryfikacji postawionej hipotezy.

9.1. Podstawowe wlasnoSci estymatorow

Symbolem y, ={y ¥--- Vta J0znaczamy wektor s$rednich badanych zmiennych w
okresie biezacym (t=1) i podstawowym (t=0). Macierz wariancji i kowariancji badanych
zmiennych w populacji oznaczamy nastgpujaca macierza blokowa

c-ta= [ ]

Co1 Coo
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N
gdzie: (N-1)cig; = 2 (Viih = Yei) Ve — ¥ij)» 1t=0,1; i,j=1,....r. Przez Coo, Cyy 0znaczono macie-
h=l
rze wariancji i kowariancji badanych zmiennych odpowiednio w okresie podstawowym (wyj-
Sciowym) 1 biezacym, natomiast przez Cio= C(l;l macierz kowariancji pomiedzy badanymi
zmiennymi z okresu biezgcego, a zmiennymi z okresu podstawowego. Zaktadamy, ze Cyq i
Cy1 sa nieosobliwe.

Populacj¢ oznaczamy symbolem U. W okresie wyjSciowym jest bezzwrotnie loso-
wana z catej populacji proba prosta Sy sktadajaca si¢ z m-elementow. Nastgpnie losujemy row-
niez bezzwrotnie n-elementowa probe prosta S;p sposrod elementdw juz dobranej proby Sg .
W biezacym okresie jest analizowana proba S; o liczebnosci k-elementow losowana bez-
zwrotnie bezposrednio ze zbioru U; = U-S, .

Oznaczenia wierszowych wektoro6w $rednich z prob sg nastepujace:

Yos, - 2 proby So w okresie t=0;
Yos,, - 7 proby Syo dla t=0;

Y1s,0 -z proby Sy, dla t=1;

Y1s, - z proby S; dla t=1;

Yy, - ze zbioru U; dla t=1.

Wektory $rednich typu ?0. sa nieobcigzonymi estymatorami wektora $rednich y,w okresie
wyj$ciowym, natomiast ?1 sa takze nieobcigzonymi estymatorami wektora $rednich y; w
okresie biezacym.

Ogodlna konstrukcja rozwazanego dalej estymatora jest nast¢pujaca kombinacjg li-
niowg statystyk:

Y, =bYjs, +(1-b) Y, 0<b<1 9.1)

Symbolem Yi oznaczono nieobcigzony estymator wektora y;, ktory jest pewna funkcja

$rednich z proby i innych momentow badanych zmiennych w obu okresach obserwowanych w
pr()bach SO i SlO .
Warto$é oczekiwana wektora Yy jest Wyznaczana nastepujaco:

E(Ys)=EoEy0(Ys) (9.2)

gdzie przez E, oznaczono operator nadziei matematycznej wyznaczanej na podstawie roz-
ktadu prawdopodobienstwa proby prostej S , natomiast Eyo jest operatorem nadziei matema-
tycznej wyliczanej na podstawie warunkowego rozkladu prawdopodobienstwa prob prostych
Si, Sio przy ustalonym skladzie wczesniej juz wylosowanej proby So . Zatem:

Ey/0(Y4)=bE 10 (Yis, )+(1-b)Ey0(Yx) (9:3)

Zalozmy, ze By (Ye) = ¥s,- Wtedy
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Eyo(Y4)=byy, +(1-b)¥s, (94)
, . - N-m_ m_ . .
Z réwnania y = Yu, + NS wyliczamy, ze
_ 1 _
Yu, =E(N§’—m)’50) (9.5)

Stad i ze wzoru (9.4) juz wynika:

E(Y;) = bEq(Fy,) + (1= b)Eq(¥s,) = Eg(Ny-m¥s )+(1-b)¥; =

N-m

b _ _ — — -

= ——(N¥-mEq(35)))+ (1~ D) = bR + (- F = 7
N-m

Zatem estymator Yy daje nieobciazone oceny wektora ¥, jesli Eqj (Y*)=§'SO.

Macierz wariancji i kowariancji jest wyznaczana na podstawie nastgpujacego znanego
wyrazenia:
V (Y) = EgV0(Yy) + Vo (Ero(Yy)) (9.6)

gdzie przez V, (.) oznaczono macierz wariancji i kowariancji wyznaczang na podstawie roz-

kiadu prawdopodobiefistwa proby prostej So, natomiast V,  (.) jest macierza wariancji i ko-

wariancji wyliczang na podstawie warunkowego rozktadu prawdopodobienstwa prob pro-
stych S i Sy przy ustalonym sktadzie wczesniej juz wylosowanej proby So. Gdy sktad pro-

by Sy jest ustalony, to proby Sio i S; sa losowane z roztgcznych zbiorow Sy i U;. Zatem sa
one niezalezne. Prowadzi to do nastgpujacego rezultatu:

Viio(Ye) = Vi o(bYs +(1—b)¥e) = bV, o(Yis ) +(1=b)*V, (Ye)

_b2 N-m-k

(N Gu 0 )2V, o (¥s) 9.7)

V1/()(Y#)
Przez Cyy, = [cy3u, ] 0znaczono macierz wariancji i kowariancji cech badanych w okresie bie-

Zacym w zbiorze Uy, gdzie

1 _ _ _ 1
2 b = Yiiu )Mk = Nju,) s Yiu, = =—— 2 Vlih

Cliju, = T 7
N_m_lheUl N_mheUl

Zbior Uy jest dopetnieniem proby Sy do populacji U. Zatem rozktad prawdopodobienstwa po-
jawiania si¢ zbioru U; jest taki sam jak proby S, . Konsekwencja tego jest to, ze znane
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wiasnosci statystyki z proby Sy przenosza si¢ takze na statystyki ze zbioru (proby) U;. Wtedy
kowariancja cjjy, jest nieobcigzonym estymatorem odpowiedniego elementu macierzy Cig

okreslonej w wyrazeniu (9.1). Stad i ze wzoru (9.7) mamy wigc:

N-m-k

EoV, (Yy)=b> ———
oVi/o(Yx) (N—m)k

G +(1=b)*EgV, (%) (9.8)
a na podstawie wzorow (9.4) i (9.5) mamy:
Vo (oY) = Vy (b3, +(1=b)s,) = b2V, (3 ) +2b(L=b)Covo(Fy . T, )+

1

—m

+(1- b)2V0 6’50) = b2V0 (N (Ny- myso)) +

—m

N
N

+2b(1 - b)CovO( N !

—m

(Ny—mys ), ?so) + (1-b) G =

m

b’m? _ . 2b(l-b)m
=— Vv _aA TP
(N —m)> S N,

m
G =

o SN
Covo(¥s,» ¥s,) +{1-D)"——

— N_
N

mb? .. _2b(-bm

m
C
(N—mN 17 TN= 11

m

Vo(¥s,) +(1=b)?

2 —_— —_—
mb _2b(1-b) +a —b)2 N-m a
(N-m)N N Nm

Vo (Eyo(Yy)) = (
(9.9)

Podstawiajac otrzymany wynik oraz wzér (9.8) odpowiednio do wyrazenia (9.6) i przepro-
wadzajac redukcje wyrazoéw otrzymujemy:

VA(Yy) = (bz(%— ~ i —- %) - Zb(;_ ® 4 (1-by? I\;I;mm] Cp1 +(1-b)*EgVijp(Ye) (9.10)

Precyzj¢ estymatora wektorowego ocenia si¢ promieniem estymatora wektorowego.
W naszym przypadku okre$la on $redni kwadrat odleglosci punktu, ktorego wspotrzedny-
mi s3 warto$ci skladowych wektora y4, od punktu, ktérego wspotrzednymi sg elementy
wektora E(y,). Parametr ten oznaczamy symbolem q2(§# ).

Drugi sposob polega na wyznaczeniu promienia spektralnego macierzy wariancji i
kowariancji wektora estymatoréw, ktory oznaczamy przez v(Yx) . Mozna wykazaé, ze
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o cR™ {0} T

2~V T
Y (\_(#):maximum{w} (9.11)
oo

Stad wynika, ze promien spektralny y(Yx) jest wzglednym parametrem rozproszenia roz-
ktadu kombinacji liniowej ?#aT, przy najmniej korzystnym wektorze wspotczynnikow a.
Okreslany jest ilorazem wariancji kombinacji liniowej Yzo© przez kwadrat odleglosci od
zera wektora jej wspotczynnikéw. Dodajmy, ze kombinacja Y#aT jest estymatorem para-

metru ylaT , ktory moze by¢ jednym z celéw badania statystycznego, chociaz wektor wspot-
czynnikOw a nie jest z gory znany. Wyrazenie (9.11) mozna zapisa¢ takze w nastgpujace;j
postaci:

- V(Y )a!
v(Yy) =max imum{w} (9.12)
aeR®-{0} oo’
lub
y(\_(#):maximum{vV(\_(#)vT} (9.13)
wT=l

Stad wynika, ze parametr y(Yy)=p(V(Yy)),gdzie przez p(V(Yy))oznaczono maksymalna
warto§¢ wlasng (promien spektralny) macierzy wariancji i kowariancji wektora estymatorow
Y.

9.2. Wykorzystanie wektora estymatoréw regresyjnych

Niech staystyka Y« bedzie wektorem estymatoréw regresyjnych analizowanych w rozdziale 5:
Yr = Yis,, +(Yos, — Yos, )B (9.14)

gdzie:
B =CypCy, detCyy >0 (9.15)

Sktadowe macierzy C,, = [c;] i 600 =[C;;] okreslajg wzory:

_ 1 _ _
=7 2 (Yoih = Yos,,)V1jh = ¥1s,,j)>
n=lyes,
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ij =—— > Yoin — Yos,i)Yojh — Yos,j)»
n- 1hes0

przy czym $rednie ?osoiaismi oraz ?osmi s3 elementami odpowiednio wektorow

Yoso» Y1le oraz YOSm,

Na podstawie wlasnosci wektora estymatorow regresyjnych wnioskujemy, ze

E(YR)=Y, +0(n71)+0(m71), czyli ?R daje asymptotycznie nieobcigzone oceny $redniej ¥j.

Z doktadnoicia do wyrazow O(n™) i O(m™) wartos¢ oczekiwana warunkowej macierzy

wariancji i kowariancji ma postac:
1
E Dl/o(YR)— mn ClOCOOCOI

Podstawiajac odpowiednio wyrazenie (9.16) do wzoru (9.10) mamy:

v 2 1\ 2b(l-b) N m
V(Yy) = {bz(i—r—ﬁ)—T (1-b)? }Cll

2m—n 1
+(1-b) —(Cll - Clocaocm)
mn
Pomijajac wyrazy rzedu nizszego od O(k™), O(n™) i O(m™) otrzymujemy:

(1-b)?

b2 1-b)?
S| L0 6 caic

V(Y;) =~ ~Cpy + = (Cyy ~ CoCoiCor) +

Kwadrat §redniego promienia estymatora Y, Wynosi:

L@- b)

q (Y#)—— -

e b?,
m (91 -93)
gdzie:
01 =trCyy, g, =1trCy Ca(%cop 03=0:1-02

Dodajmy, ze w miejsce estymatora Y« mozna rowniez  wstawié
estymatorow ilorazowych lub iloczynowych itp.

(9.16)

(9.17)

(9.18)

(9.19)

(9.20)

wektory
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9.3. Minimalizacja warunkowa Sredniego promienia wektora estymatoréw

Zatézmy, ze ilo$¢ obserwacji badanych zmiennych jest taka sama w kazdym z
dwoch okresow czasu. Liczbe tych obserwacji oznaczamy przez m. W  okresie
wyjsciowym liczebnos¢ proby S, wynosi wigc m. Suma liczebnosci prob  S; i Sy
losowanych w okresie biezacym wynosi takze m=k+n. Zat6zmy, ze k=wm i n=(1-w)m, gdzie
O<w<1.

Rozwazmy dwa zadania optymalizacji liczebnosci k i n prob S; i Sy przy ustalonym
rozmiarze m proby pierwotnej S,. Sprowadza si¢ to do optymalizacji parametrow b i w, od

ktorych zalezy macierz wariancji i kowariancji wektora estymatorow Y, . Pierwsze z nich

polega na warunkowej minimalizacji $redniego promienia wektora 9# Zastgpujac  we

wzorze (9.19) argumenty k i n odpowiednio przez wm i (1-w)m zadanie optymalizacyjne
zapisujemy w nastepujacej postaci:

{f(b,w):minimum (9.21)

0<w<I;, beR
gdzie:

1{ b2 1-b)?
f(b,w>=;(;g1+( )

—-W

g3 +(1-b)*(g —g3)j (9.22)

Lemat 9.1: Funkcja f(b,w) jest $cisle wypukta dla O<w<l1 i beR.
Dowod: Obliczamy pochodne funkgc;ji f:

(of 2bg, 2(1—b)( g3 )
b mw m 1-w S1763
J (9.23)
of __bg  (-b)gy

ow mw? m(l— W)2

0

\

(A2
2
£=ﬁ+£(g_s+gl_g3)>0
b2 mw m\l-w

O’ _2b%g 20-b)gy o
1 ow? mw® ml-w)? (9.24)

ot 2bg , 20-b)gy

= >0
owob  mw?  m(l-w)?
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Forma kwadratowa, ktorej macierza jest hesjan funkcji f, ma postac:

m 1-w\l-w

2 2
Q(uy,up) = 2[%(%“1—‘12) +g—3(ﬁu1—u2) +(g1—g3)u%} (9.29)

Stad wynika, ze dla kazdych uy, u,eR-{0} oraz we(0;1) i beR forma kwadratowa Q(uy,u,)>0.
Zatem hesjan funkcji f jest nieujemnie okreslony. Oznacza to, ze funkcja f jest wypukta dla
O<w<1ibeR, chdu.

L . of .
Rozwigzujac rownanie %=0 wzgledem w otrzymujemy:

1

Wi=—— (9.26)
1-b
1-—We
b
1
1+—e
gdzie:
e=83 (9.28)
g1
jest wspotczynnikiem wzglednej efektywnos$ci estymatora
Yr =Yg, +(X-Xg )CoCo; (9.29)

w stosunku do $redniej ?So' Rozwiazanie w, jest tylko dopuszczalne, bo O<w,<1. Podstawiajac

je do réwnania % =0 po odpowiednim przeksztalceniu otrzymujemy:

b ZJ{E 1 Je _L_lzo
b | |I-b 1-b

Przyjmujac, ze 0<b<l wyliczamy, ze pierwiastkiem powyzszego rownania jest bozz . Stad i

+

z rownania (9.27) wynika, ze optymalnymi rozwigzaniami zadania jest para liczb (wpo,b,),
gdzie:

(9.30)
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Stad, ze 0<e<l wynika, iz 5<Wo<l I W, jest malejaca funkcja wspotczynnika e. Sredni

promien spektralny wektora estymatorow \?# dla (we,bo ) wynosi:
f(bo,W,) = ﬂ(lh/é) (9.31)
4m

Precyzja oceny wektora $rednich Y, za pomoca wektora estymatordOw Y, ro$nie wraz ze

spadkiem wspotczynnika e. Zatem ta precyzja rosnie wraz ze wzrostem sity skorelowania
miedzy badanymi wektorami cech w obu okresach czasu.

9.4. Minimalizacja warunkowa promienia spektralnego wektora estymatorow

Drugie zadanie optymalizacyjne polega na minimalizacji promienia spektralnego
~ . 1
estymatoraY,, przy warunku, ze k+n=m 1 ustalonym parametrze b=5. Prosty sposob

rozwigzania postawionego zadania polega na wyszukaniu takiej kombinacji liczb k, i n,, Ze
Kotno=m iy (Yy)=minimum.
W celu wyznaczenia rozwigzania analitycznego tego zadania wprowadzamy taka

znienna w, ze k=mw i n=(1-w)m. Niech z(w)=y(Y,) i Z(w)=V(Y,) dla b= % Wtedy zadanie
optymalizacyjne okresla wyrazenie:

{z(w) = min imum (9.32)
O<wxl
Na podstawie wzorow (9.13) i (9.18) mamy:
z(w) = max imum{l(w, v)} (9.33)
wv'=1
gdzie:
1(w,v)=vE(w)v" (9.34)
1 1 1 ~1
E(W):—{(lﬂ‘—j Cll —(1——)(C1 1 —C10CO0C01 ):| (935)
4m w 1-w

l(w,v):L 1+l qi— 1—L q3 (9.36)
4m w I-w
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G = vCnV', 02 = vC10 CyoCio V', O3 =01 -G (9.37)
Teraz optymalizacyjne zagadnienie (9.32) mozna zastapi¢ zadaniem poszukiwania takiej pary

(Wo Vo ), ze

I(wg, Vo) = min imum max imum{l(w, v)} (9.38)
O<w<l1 w' =1

Bedzie wygodniej analizowaé ten problem za pomocg funkcji Lagrange'a:
L(w,v) = I(w,v) - A(w' - 1) (9.39)
Wtedy zadanie polega na wyznaczeniu takiej trojki (wov,A ), ze

L(Wo,VoAs) = minimum maximum {L(w,v,A)} (9.40)
O<w<1 veR?

Pochodne funkceji 1 i L maja postaé:

oa_1 (_CI_1+ qs J (9.41)

ow 4m{ w?  (1—w)?
% =Z(w)v' (9.42)
2
a—;:i(q—lg+q—33}o (9.43)
ow”® 2mw’ (I-w)
2
%=Z(w) (9.44)
1L _ 1 _1le¢ +;(C —CioCoiCop) VT (9.45)
ovow  4m > L (I—w)? 11~ “10%00 “o1 :
oL al oL al
===, ==
ow  ow v ov
'L o1 L % 0.6
ow?  ow? ovow  ovow (9.46)
2
IL s(w) -, (9.47)

ov? -
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gdzie I, jest macierza jednostkowa stopnia a. Ze znanych wiasnosci macierzy wiadomo, ze jesli
przynajmniej jedna z dwu symetrycznych macierzy rzeczywistych jest nieosobliwa, to istnieje
taka nieosobliwa macierz P, ze

PP'=Cy,, PRPT=C,,ColCy, (9.48)

gdzie R =

riz] jest macierza diagonalng, ktorej elementami sg kwadraty wspotczynnikéw

korelacji kanonicznej. Wtedy hesjan okreslony wzorem (9.47) przyjmuje postac:

L1 (L) _(_;) B T _
y-al’[“w‘a -y (=R P -, G4

Najpierw rozpatrzymy szczegdlny przypadek zakladajac dodatkowo, ze macierze
Coo=C11=D=[d; ] i Co1 sa diagonalne. Wtedy P=D?, a okre$lony wzorami (9.47) lub (9.49)
hesjan funkcji L przyjmuje postaé:

R (L

2
‘Zv—g = ﬁD(Ia - w2R) - I, (9.50)

lub

Otrzymany hesjan jest macierza diagonalng. Wtedy jego maksymalng warto$¢ wlasng wyzna-
czamy na podstawie réwnania charakterystycznego:

ﬁ(L(l—wzﬂ)—xj 0 (9.51)

i \4mw(l1-w)
Warto$ci wlasne hesjanu sg wigc wyznaczane na podstawie funkcji:

_ d;1- Wzriz)

- dmw(l—w)

Ay(w) i=1,..,a (9.52)

Ich pochodne sg postaci:

O dirf (W= wi)(w = wy)

= (9.53)
ow 4mw? a- W)2
gdzie:
14y 1-17
S L I (9.54)

i
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1—y/1-17
WA=

5

(9.55)

Dopuszczalnym rozwigzaniem jest pierwiastek wy;, bo 0<w,;< 1.Druga pochodna funkcji A; jest
réwna zeru dla w=wy,;. Jednak ze wzoru (9.52) wynika, ze wraz ze wzrostem argumentu funkcji
Ai(w) w przedziale (0;1) jej pierwsza pochodna zmienia znak z ujemnego na dodatni w punkcie
W=Wy,;. Stad wynika, ze A; jest wypukta w przedziale (0;1) i Aj(Wy;)=minimum, ktére wynosi:

dirf

M (W) = (9.56)
2m(1—,/1—r12)
Z ciaglosci 1 wypuklosci funkcji Aj(w) w przedziale (0;1) wynika, ze
2(w) = max imum{2;(w)} (9.57)
i=l,...,a

.....

gdzie przypomnijny, ze z(w) jest promieniem spektralnym macierzy X(w). Mozemy wyr6znié
przynajmniej trzy przypadki. Pierwszy, najprostszy, gdy funkcje Aj(w) pokrywaja sie dla
wszystkich i=1,...,a. Zachodzi ta sytuacja wtedy, gdy riz =r? oraz d=d; dla kazdego i=l,...,a.
Witedy:

wo VT ) e—

r? Zm(l—\/?)

(9.58)

Drugi przypadek jest zwigzany z sytuacja, gdy funkcje Ai(w), i=1,...,a nie majg punktéw wspol-
nych w przedziale (0;1). Wtedy:

Wo = Wori Ay (Woy) = ma_xlimum{Xi(WZi)} (9.59)
1=l,...,a

Trzeci przypadek dotyczy sytuacji, gdy dla kazdego i#j=1,...,a funkcje Ai(w), Aj(w) maja jeden
punkt wspolny w przedziale (0;1), ktory oznaczamy przez wi. Punkt ten jest rzeczywistym
pierwiastkiem rownania Aij(w) - A;(w) = 0, ktore jest rOwnowazne nastgpujacym:

di(1—wr})=d;(1-w’})
2 di—d;

W =——7—7-=X

ij
dil'iz - d_]r_]2

Gdy xj<0, to Ai(w)>Aj(w) badz Ai(w)<Aj(w) dla kazdego we(0;1). W przeciwnym przypadku

szukany punkt wynosi:
Wij = X 1# ] (9.60)
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Wtedy maksymalna warto$§¢ wiasna macierzy X(w) jest wyrazana w dwoch podprzedziatach
przedziatu (0;1) za pomoca wzoru:

Ay (w)=maximum{i;(w)} dla0<w<wy,
1=l,..,a

Z(w) = (9.61)

Ay(w) = maximum{?»i(w)} dlaw,, <wkl
i=l,..,a

Reasumujac, w zaleznosci od warto$ci parametréw r;, d; (i=1,...,a) promien spektralny z(w)

moze by¢ okreSlony wzorem (9.59) lub (9.61), a szukane rozwigzanie optymalne zadania (9.32)
wyrazeniem:

Woe, gdy z(w) okreSla wzor (57

WO:{ 2s gdy 2Aw) (57) (©62)

w gdy z(w) okresla wzor (61)

vu»
Rozwazmy kilka szczegdlnych przypadkow otrzymanego rozwiazania. Niech riz =r?

dla kazdego i=1,....,a. Wtedy frakcje optymalng w, i warto§¢ funkcji celu z(w) okresla wzor:

1-vV1-12 d r?
WO=—r, 2(Wy)= of

r’ 2m(1—\/?)

(9.63)

gdzie:
d, = max imum{di}

i=l,..,m

Drugi przypadek dotyczy sytuacji, gdy ri2 >0 i d=d dla kazdego i=1,...,a. Wowczas ze wzoru
(9.52) wynika, ze dla kazdego we(0;1) zachodzi nierownos¢ Ai(w)>X;(w) wtedy i tylko wte-
dy, gdy riz <rj2 . Stad i ze wzorow (9.52), (9.53) 1 (9.55) wnioskujemy wigc, ze

1-y1-12

2 b
o i=l,..,m

Wo =

gdzie: rg =min imum{riz} (9.64)
r

(9.65)

w8
2m{ 11

Zaktadajac, ze istnieje wskaznik j (j=1,...,a), iz r; =0 oraz d; =d i dla kazdego i=1,...,a,
ze wzoru (9.52) wnioskujemy, ze:



Wo=—, z(—):— (9.66)

Wroémy do przypadku ogodlnego, gdy macierz X(w) nie jest diagonalng. Wtedy
optymalng frakcje w, i odpowiadajaca jej maksymalng warto$¢ wlasng macierzy Z(w) wy-
znaczamy na podstawie rownania charakterystycznego:

y(h,w) =det(Z(w) - Aly) =0 (9.67)
Rownanie y(A,w)=0 okresla funkcje uwiktang wartosci wiasnej A(w) wzgledem frakcji w.

Zadanie polega na znalezieniu takiej wartosci w, dla ktorej A(W,) osigga maksimum absolut-
ne. Na podstawie wzorow (9.47) i (9.49) réwnanie y(A,w)=0 mozna zapisa¢ nastepujaco:

w(x,@:aa{ﬁ{(nala—(1—&)(13 —R)}—xpl(PT)_l}w

Niech P1(P")*=H i macierz diagonalna U(w)=[u;(w)], gdzie:

_ 1wl ‘o
Ui(W) = m, i=1,....a (968)
Witedy:
WOLW)=det(UW)-LH)=0 (9.69)

Korzystajac z dekompozycji wyznacznika sumy macierzy [por. Wywiat (1986)]mamy:

y(rw)=(-1)" det H+ i(—x)a‘v Y det ﬁ(il,...,iv)ﬁuij (W) (9.70)
v=l (il } j=1

gdzie iy ,..,i, jest kombinacja numeréw kolumn (wierszy) macierzy H. Przez H (iy,..,i;) 0zna-
czono macierz kwadratowa stopnia a-v otrzymang z macierzy H po skresleniu z niej kolumn
i wierszy o numerach iy ,..,i, . Zaktada sie, ze jezeli v=a, to det H (1,..,a)=1.

Wiadomo, ze pochodng funkcji A(w) okresla wzor:

o _ov oy 9.71)

ow  ow oh
Na podstawie wzoru (9.70) wyznaczamy pochodne czastkowe:

a

a—“’—Z(—x)a“v > detH(iy .. )i&ﬁu (W) (9.72)
aw_ 155y j:1 aw 0 i .

v=l {if iy }

gdzie:
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duj _ ri(w—wi(w—wy)

= (9.73)
ow 4mw? a- W)2
Pierwiastki wy; 1wy okreslajg wzory (9.54) i (9.55).
P a—1 B A
_‘l’:(—l)aaxa*1 detH+ Y (-)* "V (a=v-D2*"" Y detH(ij,eiy)] Juj, (w) (9.74)
oL V=l iy ) =1
Punkty osobliwe wyliczamy jako rozwiazania uktadu rownan:
\y(x, w) =0
(9.75)
N _y
ow

Sposérod pierwiastkow {(A;,w; ) tego uktadu nalezy jako rozwigzanie zadania (9.32) wybraé t¢

pare (Ao,W,), dla ktorej A,=maximum {A;} oraz okreslona wzorami (9.71)-(9.74) pochodna
i=l,...,a

zmienia znak z ujemnego na dodatni w otoczeniu punktu wy .

Uktad (9.75) skiada si¢ z dwoch rownan nieliniowych. Mozliwe jest jedynie przybli-
zone wyliczenie jego pierwiastkdw za pomoca odpowiedniej metody numerycznej rozwiazy-
wania takich ukladow rownan.

9.5. Predykcja wartosci Sredniej w nadpopulacji regresyjnej

Zaktadamy, ze w okresie biezacym rozktad cechy badanej jest opisany modelem re-
gresyjnym nadpopulacji. Zmienng pomocnicza wystepujaca jako niezalezna w rownaniu regre-
sji jest cecha badana w okresie podstawowym. Szczegdtowo prosty model nadpopulacji regre-
syjnej okreslamy nastgpujaco: Niech Y1=[Y11...Y1N] bedzie wektorem zmiennych losowych

przyporzadkowanych kolejnym elementom populacji. Z kolei yg=[yg1...yoN] Jjest wektorem

ustalonych wartosci cechy obserwowanej w okresie podstawowym. Przyjmujemy, ze

Y1i=aypj+Vj (9.76)

L0 22 -
{s(Ui)_o i D2(U)=0 dla i=1,..,N 077

£UU)=0 dla i»h=1,.N
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N
Problem polega na predykcji warto$ci $redniej Y; :%ZY“ na podstawie danych ob-
i=1
serwowanych w bezzwrotnie losowanych prébach prostych S, S1g i Si o liczebnosciach
odpowiednio m, n, k. Zbiory Sq i S tworza probe podwojna, gdzie S1( jest losowana sposréd
elementow proby Sq, natomiast Sq i S sa losowane z catej populacji. Niech

Yis, = ZYh (9.78)
151

Niech statystyka T bedzie funkcjg obserwacji cechy badanej w okresie biezagcym w
probie Sqg oraz cechy badanej w okresie wyjsciowym w probach S1q i Sqg. Zaktadamy, ze Tg

daje p-£ nieobcigzone oceny $redniej Y;.
Do predykcji sredniej Y; uzyjemy statystyki:

TZQ?ISI +(1—(X)T® (979)

Statystyka T daje p-& nieobcigzone oceny $redniej Y;. Proba Sg jest bezzwrotnie lo-
sowana z calej populacji. Podobnie, takze z calej populacji jest losowana bezzwrotnie proba
S1. Zatem s3 one niezalezne i rOwniez sa niezalezne rozktady statystyk ?151 I Tg. Zatem blad

Sredniokwadratowy predykcji mozna zdekomponowac w nastepujacy sposob:
EE(T-Y)?=a’EE(Y5, - Y1)* +(1-0)” EE(Tg - Y’
Wtedy:

EE(Ys, - _NNk E(va(Y)) =

Zs[ (Yoi = Y0) = U+U]

(N - 1)Nk

k[a v(30) +—— 3 EU; = T) }

aV +C
= ) (30)+]

Nk

Stad juz mamy:

EE(T - %7 =02 S [a2vs )+ 7]+ (- 0P EE(Te - TP (9.80)
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9.5.1. Predyktor ilorazowy

Wywial (1992) s. 211-213 analizuje whasnosci predyktora ilorazowego o postaci:

T = Yos, (9.81)

Predyktor ten przy zatozonym modelu nadpopulacji daje p-£ nieobcigzone oceny $redniej Yj.
Z kolei jego btad sredniokwadratowy predykcji ma postaé:

~ _ “nVYos 2 -
EE(Tl_Yl)ZIE{aZ(VoSO_yo)ZJ{(N N, mon °*31°J" Nen ”oz}

Nm m Yos,) N N
lub
~ _ _ _ Yoz 2 -
EE(T| _ Y1)2 — a2 N—-m V*(y0)+ (N m)n + m-n E _O,Slo G_+ N-n 62 (982)
Nm Nm m Yos, /) N N

gdzie: S;p=S(—S(. Btad ten przyjmuje warto$¢ najmniejsza, gdy proba Sp1 Jest dobierana

celowo tak, aby otrzymac¢ zbior elementéw Sy, spetniajacy rownanie:

maximum{ ZyOh}= > Yon (9.83)

810 E8(810) hes,, hes;,
Predyktor :I:| mozna podstawi¢ we wzorze (9.79) w miejsce statystyki Tg . Wtedy mamy:

T =Yg, +L-a)T, (9.84)

Otrzymany predyktor jest p-& nieobcigzony, a jego blad $redniokwadratowy wynika ze wzorow
(9.80) i (9.82):

— N-k
EE(T; - Y))* = o Nk (an*(yo) + 02) +

_ _ _ Yos 2 _
H—o)a2 Nom oy | Bmmn  mon 1708, 107 N-n ol g g5
Nm Nm m Yos,/)) o N?

Stad i ze wzoru (9.83) wynika, ze btad sredniokwadratowy predyktora T| bedzie najmniejszy,

jesli proba Syo bedzie dobierana celowo tak, aby otrzymaé zbior S}, spetniajacy rownanie
(9.83).



183
9.5.2. Predyktor regresyjny

Wywial (1992), s. 213-214 analizuje predyktor regresyjny z proby podwdjnej
(S0,S10). postaci:

Te =Ys, —Bs, (Y5, — Yo) (9.86)
gdzie:

> (YOi =Yos,, )(Yn ~Yis,, )

B. =S
Sio ~ _ 2
> (voi—Yos, )
i)

Predyktor ten jest p-€ nieobcigzony, a jego blad sredniokwadratowy ma postac:

m n
m V. (Yo) + n 02+02E(9(So:510)) (9.87)

EE(:I:B - 71)2 =a’

gdzie:

(Y’oso —Yos,, )2

g(8¢.S10)= (9.88)

_ 2
2 (voi —Yosw)
ieS;y

Blad $redniokwadratowy predyktora 'T'B osigga minimum, gdy proba Sqq jest dobie-

rana celowo tak, aby otrzymac zbiér S| spehniajacy wyrazenie:

.. So,.S =g(S ,S**
minigym (B(50.510)}=8(S0,5i0) (9.89)

Podstawiajgc we wzorze (9.79) w miejsce statystyki T g predyktor 'T'B otrzymujemy:

Predyktor ten jest p-& nieobciazony, a jego btad Sredniokwadratowy wyznaczany na
podstawie wzorow (9.80) i (9.87) ma postac:

— N-k
EE(Ty —Y1)2=oc2W[azmyo)m2 +

N-m N-n
V*(y0)+
m Nn

+(1—0L)2(a2 c? +62E(g(SO,Slo))) (9.91)
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Zatem btad $redniokwadratowy predyktora Tg jest minimalny, gdy préba Sqq jest

dobierana celowo tak, aby otrzymaé zbiér S}, spetiajacy wyrazenie (9.89).

9.5.3. Srednia z proby powarstwowanej

W punkcie 6.8.3. wprowadzono predyktor bedacy $rednia z proby warstwowej. W
rozwazanym teraz przypadku zaktadamy, Ze proba prosta Sq losowana w podstawowym okresie

jest grupowana na H rownolicznych warstw, ktore oznaczamy przez Sgp, h=1,...H. Ilo$¢

warstw H nalezy tak ustali¢, aby liczebnos¢ kazdej z nich byla liczbg catkowita n, :% . War-

stwy oznaczamy jako zbiory Sgp, h=1,...,H i s3 one wydzielane w sposob opisany wczesniej w
paragrafie 6.8.3. za pomocg grupowania na podstawie cechy yq obserwowanej w wyjSciowym
okresie w calej probie Sq. Z kazdej warstwy Sqp, jest losowana bezzwrotnie probka prosta Sqp

o liczebnosci ng. Suma elementéw populacji w probie warstwowej wynosi wigc n=Hng.

Srednig z proby warstwowej S 1h 0Znaczamy nastgpujaco:

?Sm = th (9.92)
01ieSyy,

Przyjmujac, ze warstwy sg rownoliczne, $rednig z proby warstwowej okreslamy wzo-
rem:

Tw==2Ys, (9.93)

I+

Wtedy na podstawie wzoru (6.89) otrzymujemy btad sredniokwadratowy predyktora 'T'W $red-
niej Y, w postaci:

EE(T, - Y,)? _(il) |}| mmnn Zs; hzlE( . (y1|so)) =My v (9.94)
m

Podobnie jak wzory (6.85) i (6.87) otrzymujemy:
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= o\? 1 a®n-m
EE(T, - V) _WH — SZEShzlv*(y°|S°)+
n

_n 2

> N-m
+a N (0)_ (9.95)

Przez 5( oznaczono przestrzefi prob typu sq. Z kolei symbolem v.g A (y0|50) 0zNnaczono wa-
riancje teraz juz cechy pomocniczej yg obserwowanej w h-tej warstwie sy, wydzielonej z proby
So. Wariancje tej cechy w catej populacji 0znaczono przez v.(yy) -

Podstawiajac do wzoru (9.81) predyktor T~'W w miejsce statystyki T mamy:

Ty =Yg, +A-)T, (9.96)

Btad $redniokwadratowy predyktora Ty wynika ze wzordéw (9.80) i (9.95):

= N-k
EE(T, ¥ =0 [a’va(yo)+o” |+

1 a“ m-—n H
+(1l-0)*| ———— v So)+
( J q mn ) hZ=I vs,, (Yo[s0)
> N-m N-n 2j
+a A% c 9.97
Nm 0T (©97)

Predyktor Ty zalezy m.in. od $redniej 'T'W z proby warstwowej, ktora, jak wiadomo,

ma zwykle duza precyzj¢ oceny Sredniej w populacji. W naszym przypadku warstwy, z ktorych
sg losowane podprobki, tworzono na podstawie wartosci cechy y( badanej lecz obserwowanej

w okresie podstawowym bezposrednio poprzedzajacym okres biezacy. W zwigzku z tym nalezy
si¢ spodziewa¢ duzej autokorelacji pomigdzy badanymi cechami yq i y1 w obu okresach. To z

kolei pozwala przypuszczaé, ze warstwy utworzone na podstawie cechy yq beda bliskie opty-
malnemu uktadowi warstw, ktory otrzymalibySmy na podstawie cechy yq. Wtedy nalezy si¢

spodziewa¢ duzej doktadno$ci predyktora :IZW , a co za tym idzie takze predyktora T\y. Precy-

zyjnych odpowiedzi na pytanie o efektywnosci predyktora T,, wzglgdem innych mozna uzyskaé
z badan symulacyjnych prowadzonych na podstawie rzeczywistych cech charakteryzujgcych
populacje empiryczne lub zmiennych sztucznie generowanych z wykorzystaniem techniki kom-
puterowej.
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9.5.4. Srdnia z préby pogrupowanej

W punkcie 7.3.3. analizowano okreS$long wzorem (7.51) $rednig z proby grupowej,
przy czym grupy losowano bezzwrotnie ze statymi prawdopodobienstwami ich wyboru sposrod
grup utworzonych w probie wstepnej na podstawie cechy pomocniczych. Rezultaty, ktore tam
otrzymano, adaptujemy tutaj zakltadajac, ze w wylosowanej w okresie podstawowym probie
prostej Sg wydzielamy G roztacznych i wyczerpujacych zbidr S grup réwnolicznych. Kazda z
nich oznaczamy symbolem Ug, h=1,...,G, przy czym liczno$¢ kazdej z nich wynosi M=m/G
elementow populacji. Grupowanie odbywa si¢ na zasadzie opisanej w punkcie 7.3.3., lecz na
podstawie cechy yg obserwowanej w probie Sg w okresie podstawowym. Nastepnie ze zbioru

tak utworzonych grup losujemy bezzwrotnie probe prosta sktadajaca si¢ z g-grup. Wtedy na
podstawie wzoru (7.51) konstruujemy nastgpujacy predyktor:

~ 1 3
T,=—7-)>2 (9.98)
g gM pgl p
gdzie:
Zp= ZYli (9.99)
ieU

Na podstawie wzorow (7.60) i (7.61) otrzymujemy btad $redniokwadratowy predyktora 'T'g :

a? G-

- N-m
EE(T, - Y,)° :TKI\/I%S ZS; V. (bfso) +a* WV*(y0)+
o€
(m
J{ G-g _N—_m]c# (9.100)
GgM2 Nm

gdzie warto$ci zmiennej bs s3 sumami obserwacji cechy Y, w poszczegdlnych grupach utworzo-
nych w probie s,. Zatem

bsp = 2\ Voi

ieUg,
Zastepujac we wzorze (9.79) statystyke T przez 'T'g mamy nastgpujacy predyktor:
Ty =aYs, +(1-a)T, (9.101)

Na podstawie wzorow (9.80) 1 (9.100) wyznaczamy btad Sredniokwadratowy predyktora Tg:
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2
= - a® G-g
EE(T, -Y;) =0 [a2v*(y0)+c52]+ (=0 e ==& v, (byso) +
g Nk (Nj GeM? i'es,
m,
2 NEmy Gy o S8 _Nom)o (9.102)
Nm GgM? Nm

Podobnie jak w uprzednim punkcie poréwnanie doktadnosci okreslonego predyktora z
innymi wymaga osobnych i do$¢ zlozonych analiz, przy czym wydaje si¢, ze badania symula-
cyjne z wykorzystaniem elektronicznej techniki komputerowej winny przyczyni¢ sie do rozwia-
zania tego problemu.

9.6. Weryfikacja hipotezy o réwnosci dwoch zaleznych rozkladéw skokowych

Funkcje prawdopodobienstwa dwuwymiarowej zmiennej (X,Y) oznaczamy przez
P(X =Xj, Y =yj) = pjj, dlaij=1.., m. W szczegblnosci wartoSci zmiennej X mogg by¢ obser-
wowane w okresie podstawowym, a wartosci cechy Y w okresie biezagcym. Nalezy dodaé, ze
cechy X i Y mogg by¢ jakosciowymi. Wtedy ich poziomy, sg zdarzeniami losowymi.
Whprowadzimy oznaczenia:

Pi. =D Pijs Pj=2Pij
] 1

1. P
_| P2 | p2
px - ' py -
pmA pm
T
ny=[pij]? Py =Py

Okreslone prawdopodobienstwa szacujemy na podstawie n-elementowej proby prostej. Nieob-
cigzonymi estymatorami wyzej zapisanych prawdopodobienstw sg nastepujace statystyki:

- K - - B _
Pij = T“ ' Pi. = ZJ: Pij Pj= Z|: Pij (9.103)
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K =2 Ky, Kj=2Kj,
j i

gdzie przez Kj oznaczono zmienng losows, ktorej wartosci sa obserwowanymi w probie licz-
bami obserwacji par warto$ci (x;,y;) zmiennych losowych (X,Y). Z kolei warto$ci zmiennej 10-
sowej K;. (K}) sa liczbami wartoéci x; (Y;) obserwowanymi w probie.

- K. - K
i = —, pj=—2, (9.104)
n n
Py :[‘5”] , Py = Pyx
) P1
P, = 73 , 5y _| P2
P P.m

Réznicg prawdopodobienstw rozktadow brzegowych oznaczamy symbolem:
d=p, - E)y (9.105)
Zakladajac, ze proba prosta jest losowana zwrotnie, macierz wariancji i kowariancji jest posta-

) V(d) = V(B,) + V(By ) - V(Bx. By ) - V(By. Bx)

V(@) = %(DX +Dy ~ Py ~ P, —dd"), (9.106)
gdzie:
D, =diag (p,). D, =diag (py).
Problem polega na weryfikacji hipotezy Hop: px =p, przy alternatywnej Hq: PP,
Macierz wariancji i kowariancji przy prawdziwosci Hg ma postac:
~ 1 1
V(d|HO):H(D—P)=HA (9.107)

gdzie
D=D,+Dy, P=P+P,.
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Elementy macierzy A = [al,j] mozna zapisa¢ nast¢pujaco:

pi+pi—2 gdy i=]
aij =
—Pij — Piji gdy i#]
m m . i
2. Pin+ 2P —2p;, dla i=]j
IUb a” =<h=1 h=1
—Pij — Pji dla i ]

Zastgpmy prawdopodobienstwa, ktorych funkcjg sg elementy macierzy A przez od-
powiednie czgstosci wzgledne okreslone wczesniej. Wtedy otrzymujemy macierz A=[5ij] ,

gdzie:

M=
3

Pin + 2. Pni — 2P, dla i=]j
L (9.108)

!
=
Il

—5ij—F~3ji dla i=]

Niech A”i A~ beda g-inwersjami odpowiednich macierzy A i A, a zatem

AA A=A oraz AATA=A.
Do testowania hipotezy Hp uzyjemy nastepujacego sprawdzianu:

Q=d"Ad (9.109)

Duze wartosci statystyki é $wiadcza przeciwko hipotezie Hg; Warto$ci krytyczne te-
stu przy duzej liczebno$ci proby wyznaczamy na podstawie twierdzenia:
Twierdzenie 9.1: Jezeli rozktad dwuwymiarowej cechy (X,Y) jest symetryczny i

liczebno$¢ prostej proby statystycznej n — oo, to 6 R X% , gdzie liczba stopni swobody r
jest rowna rzgdowi macierzy A formy kwadratowej (:;) .

Dowéd: Mozna wykazaé, ze jesli rozklad dwuwymiarowej cechy (X,Y) jest syme-
tryczny, to hipoteza Ho, jest prawdziwa. Wtedy, przy n — o rozktad wektora d jest niezalez-

ny od rozktadu macierzy A tej formy kwadratowej.
Na podstawie znanego stabego prawa wielkich liczb Bernoulliego wnioskujemy, ze

kazdy element macierzy A jest stochastycznie zbiezny do odpowiedniego elementu macie-
rzy A.
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Niech A™i A~ beda g-inwersjami odpowiednich macierzy A iA. Elementy macie-
rzy A~ sa stochastycznie zbiezne do odpowiednich elementow macierzy A~ , poniewaz ele-
menty macierzy A"i A~ sa wymiernymi funkcjami elementow macierzy odpowiednio A i A
[por.np.Fisz (1967), s.251].

Na podstawie wielowymiarowej wersji znanego centralnego twierdzenia Lindeberga-
Levy'ego wnioskujemy, ze wektor d zmierza do rozktadu zmiennej d, ktéra ma m-wymiarowy
rozktad normalny z wektorem warto$ci oczekiwanych E(d)=### i macierzg wariancji i kowa-
riancji A.

Stad i z faktu stochastycznej zbieznosci A A wynika na podstawie znanego
twierdzenia o zbieznosci rozktadu statystyk [por.np. Rao (1982), s. 395], ze rozklad statystyki

(3 zmierza do rozktadu zmiennej losowej Q = d"A™d. Z kolei na podstawie ogdlnego twier-
dzenia demonstrowanego w pracy Rao i Mitry (1971), s.173 wnioskujemy, ze Q### xf , gdzie

r jest rzgdem macierzy A~ , co nalezato wykazac.

Wiele proponowanych testow dla weryfikacji hipotezy o réwnosci rozktadow cechy w
dwoch okresach czasu wymaga spehnienia zalozenia o niezaleznosci tych rozktadéw. Trudno
oczekiwacé, by to zalozenie bylo spelnione w praktyce. Przedstawiony tutaj test nie wymaga
spetnienia tego zatozenia. Moze by¢ on uzyty np. do testowania roéwnosci wydatkow rodzin na
okreslone dobra w dwoch okresach czasu.
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Multidimensional Aspects of Survey Sampling
Summary

Statistical research is usually connected with simultaneous estimation of at least one
parameter. The theory of survey sampling is well developed in the case connected with the
estimation of a singular parameter. This book is treated as a contribution to the development of
the method of vector estimation in a finite population. Almost all procedures presented in this
book have been proposed by the author or they are generalizations or modifications of solutions
to the problems well known in a one-dimensional case. In the following paragraphs the author
enumerates the results of his research to be found in the book.

The contributions to interpretations of the following measures of accuracy of vector
estimators: the generalized variance, the mean radius and spectral radius defined as a
determinant, the trace and the maximal eigenvalue of the variance-covariance matrix,
respectivelly.

Extentions of some definitions and theorems, known in a one-dimensional case, on the
vector estimation case. They let compare the accuracy of vector estimators. Some generalization
of Tchebysheff inequality is introduced, too.

The definitions of new sampling designs and sampling schemes dependent on the
following parameters of auxilliary variables: the sample variance, the squared difference
between the sample mean and the population mean, the adjacent population elements.

The approximate expressions of the variance of the Horovitz-Thompson estimator of
the mean value are derived for the above sampling designs.

The unbiased estimators of the generalized variance are found in the cases when the
simple sample is drawn with as well as without replacement.

The basic properties of the vector of the regression estimators are derived. It is proved
that the vector of regression estimators is efficient in the class of the vector of the difference
estimators in the case of a simple sample.

Let the double sample consist of the following two samples: the first one is a simple
sample drawn without replacement from a population. The other one is also a simple sample but
selected from the first sample. Several problems concerning the optimisation of determining the
size of the above two samples are formulated and solved. The square risk function (or the
generalized variance of the vector of the regression estimators) is minimized under the fixed
total cost of observation of variables in the double sample. Next the cost function is minimized
under the fixed variances of the regression estimators of the mean of particular variables either
under the fixed value of the generalized variance of the vector estimators or under the fixed
square risk function.
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The similar optimization problems are formulated and solved to determine the sizes of
a stratified sample or a two-stage one or some samples drawn on two occassions. Moreover, the
sizes of the samples drawn from given strata are determined through minimization of the
spectral radius of the vector of the sample mean under the fixed total cost of observations of
variable values in the sample. This problem is considered in the case of estimation of the mean
vector on the basis of a sample drawn on two occassions. It is shown that in the case of the
proportional allocation of the sample in the strata the mean vector of the stratified sample is not
less accurate than the mean vector of the simple sample.

The multidimensional auxiliary variables are used to stratify a population. Strata can be
selected on the basis of the well known cluster method by Ward or the k-mean method. In the
case of the regressiv superpopulation the strata are selected through minimization of the spectral
radius of the variance-covariance matrix of auxiliary variables.

The properties of the mean vector from cluster sample are studied. Its variance-
covariance matrix is expressed as a function of the introduced matrix of the coefficients of the
intra-cluster correlation. It is proved that the vector of the cluster means is not a less accurate
estimator of the vector of population averages than the vector of the simple sample means when
the matrix of the coefficients of the intra-cluster correlation is defined as non-positive. The new
method of dividing a fixed and finite population into groups of the same size on the basis of a
multidimensional auxiliary variable is proposed. This method maximizes the intra-cluster scatter
of the observations of a multidimensional auxiliary variable.

At the end the hypothesis concerning the equality of distributions of two dependent
discrete variables is considered. The probability distribution of the test statistic is approximately
of the chi-square distribution when the simple sample size is sufficiently large.
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