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WSTEP

Mechanika osrodka ciggltego (MOC) jest dzialem teoretycznej fizyki
zajmujacym si¢ makroskopowym opisem ruchu ciat statych, cieczy 1 gazow z
jednolitego fenomenologicznego punktu widzenia. Wprowadza si¢ w niej
pojecie kontinuum materialnego, na ktorym okreslone sa funkcje opisujace
wewnetrzny stan osrodka, ruch i wzajemne oddzialywanie czastek kontinuum
materialnego. Analizuje si¢ takze oddzialywanie osrodka z otoczeniem. Mamy
w tym przypadku na uwadze wymiang ciepla, masy, przeptyw pradu
elektrycznego itp., ktére wptywaja na ruch czastek w osrodku. Wynika stad, ze
wspolczesna MOC staje si¢ w coraz wigkszym stopniu nauka
interdyscyplinarng dobrze przygotowang do rozwigzania wspotczesnych
probleméw techniki.

Wymienione poprzednio oddziatywania, opisane s3a okre$lonymi
funkcjami polowymi, ktére powinny w pierwszym rzedzie speinia¢ réwnania
bilanséw. W rownaniach tych precyzujemy rodzaj oddzialywan i powigzan
poszczegdlnych pol. Natomiast fizyczne wlasciwosci ciala takie jak
sprezystos¢, plastyczno$é, przewodnos¢ cieplna znajduja swoje odbicie w tzw.
rownaniach fizycznych, ktore stanowia druggq podstawowa grupg¢ réwnan
migdzy polami wystepujacymi w bilansach. Réwnania fizyczne maja zwykle
formg¢ réwnan roézniczkowo-catkowych, a w najprostszym przypadku sa
zaleznosciami algebraicznymi, jak np. w teorii sprezystosci czy tez w
mechanice cieczy idealnej. Oprocz rownan wynikajacych z bilanséw i réwnan
fizycznych kazdy problem MOC okreslony musi by¢ przez poczatkowe i
brzegowe wartosci pol. W wyniku powyzszego kazde zagadnienie MOC
sprowadza si¢ w najprostszym przypadku do zadania brzegowego dla réwnan
rozniczkowych. Wymaga si¢ wigc dobrej znajomosci aparatu formalnego
réwnan rozniczkowych, czy tez ekwiwalentnego ujecia wariacyjnego. To
spowodowalo, Ze juz na samym poczatku rozwoju teorii sprezystosci, ktora
poprzedzata MOC i byla dla niej wzorem rozwijaly si¢ uproszczone podejscia,
nader czgsto odwolujace si¢ do intuicji czy tez zalozen upraszczajacych,
dotyczacych ruchu i1 sit w osrodku.

Typowymi produktami takiego sposobu myslenia jest wytrzymatos¢
materialéw, hydraulika, mechanika budowli itp. Dyscypliny te rozwijaly si¢
zreszta przez dlugi czas niezaleznie od siebie, wypracowujac wiasciwe sobie
metody rozwigzywania probleméw. Obecnie poglebione ujegcia tych dyscyplin
bazuja na wynikach MOC.

W mechanice osrodka ciaglego zaczyna si¢ szeroko stosowa¢ metody i
wyniki uzyskane w termodynamice osrodka ciaglego. Takie podejscie do MOC
zasadniczo rozszerza zakres mozliwosci dyscypliny, pozwalajac wspdlczesnie
na opis zltozonych oddzialywan w osrodku. Nurt ten wykorzystuje si¢ coraz
czesciej do badania i projektowania wilasciwosci nowych materialéw np.
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kompozytow. W ten sposéb MOC pozwala efektywnie rozwiazywac problemy
stojace przed inzynieria materialowa, stajac si¢ dogodna metoda przewidywania
przebiegdbw proceséw technologicznych i wihasciwosci produktow tychze
technologii. Wymiefimy tu tylko dla przykfadu tworzywa sztuczne wzmacniane
np. widknami szklanymi, stopy, betony itp. We wszystkich tych przypadkach
uzyskujemy nowe, sztuczne materialy o wlasciwosciach lepszych od
wyjsciowych skladnikéw. Wyjatkiem jest beton, ktorego podstawowe skiadniki
tj. kruszywo i zel cementowy maja wyzsza wytrzymatos¢ niz wyprodukowany z
nich beton. Przyklad ten swiadczy jedynie o tym jak potencjalnie znaczne
mozliwosci zwigzane sa z zastosowaniem metod inZynierii materialowej w
technologii betonu. Godzi si¢ przy tym wspomnie¢, ze charakterystyczna dla
wspolczesnosci  jest tendencja optymalnego wykorzystania wlasciwosci
materialow, ktore zaczyna si¢ coraz lepiej wykorzystywaé i oszczedzac. We
wspolczesnym $wiecie trwa po prostu szalony wyscig do taniej technologii, do
taniego materialu o sprecyzowanych wiasciwosciach mechanicznych,
cieplnych, elektrycznych itp., otrzymywanych dodatkowo przy jak
najmniejszym zuzyciu energii. W wyscigu tym MOC stanowi istotny i
skuteczny sposéb badania nowych materialéw, czy tez projektowania ich
whasciwosci, stad tez stale ro$nie znaczenie tej dyscypliny w podstawowym
wyksztalceniu inzyniera.

Przedstawione w opracowaniu ujecia rachunku tensorowego i
mechaniki o$rodka ciaglego przedstawialem w 1982 i 1983 roku na wyktadach
prowadzonych dla stuchaczy studium podyplomowego z Mechaniki Konstrukgji
na Wydziale Budownictwa éwczesnej Wyzszej Szkole Inzynierskiej w Opolu.
Inicjator tego studium - niezyjacy juz prof.O.Mateja postawil mi wowczas
nietatwy warunek, aby z jednej strony przedstawi¢ w miar¢ nowoczesny wyktad
mechaniki a z drugiej strony wskaza¢ jego powiazania z uproszczonymi
ujeciami mechaniki typowymi dla zastosowan inzynierskich.

Zadanie to wynikalo tez z rosnacego wowczas znaczenia metod
komputerowych w obliczeniach inzynierskich, ktore pozwalaly rozwiazywac
ztozone, nieliniowe problemy mechaniki. Wymagaly jednak szerszej -
termomechanicznej znajomosci problemow inzynierii.

Autor jest zobowiazany recenzentom opracowania: prof. Ottonowi
Dabrowskiemu i prof. Piotrowi Konderli z Politechniki Wroctawskiej, ktorych
uwagi i sugestie mialy istotny wplyw na opracowanie. Natomiast
przygotowanie materialtéw do druku zawdzigczam pracy p. M. Rybak, za$
redakcje techniczng mgr inz. K. Chlondowskiemu.
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Rozdzial 1

MAKROSKOPOWE OPISY CIAL

I. OSRODEK CIAGLY

Cialo fizyczne w Kklasycznej statystycznej mechanice przedstawia sig
zwykle w postaci systemu duzej ilosci wzajemnie oddzialywujacych ze soba
czastek. Nastepnie do ukfadu tych czastek stosuje sie klasyczne metody
mechaniki ukfadow punktow materialnych. Analizuje si¢ przy tym typowe
sytuacje, do jakich zaliczy¢é mozna wzajemne oddziatywanie pary czastek
materialnych. Ten sposob postgpowania pozostaje aktualny rowniez wowczas,
gdy obiektem zainteresowania staja si¢ oddzialywania (sily oddzialywania)
miedzy czastkami ciata statego.

Z badan nad silami wzajemnego oddzialywania dwodch elektrycznie
neutralnych czastek wynika, ze wartos¢ sity tego oddziatywania wynosi

2] ]

gdzie: O jest charakterystyczng temperaturg istniejaca w trakcie wzajemnego

oddzialywania atoméw liczong w ‘K, k= 1,38-10_16erg Y . I stalg
Boltzmanna, r - odlegloscia miedzy czastkami, a - odlegloscia rownowagowa
miedzy czastkami, kiedy sita oddziatywania P = 0.

PA
r=a
P=0
~+—+ p=( o> <o
[+] (4] ' 2ria I'
I\/N
N : Z;
r<a A \ogaﬁ r
<0 o> |' |
P<0 1,1 r/a
r — 0
<0 o—>
P— -

Rys. 1. Wzajemne oddzialywanie atoméw
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Zauwazmy, ze przy r<a,P jest sila odpychajaca, a przy r>a
przyciagajaca. W przypadku granicznym (r— 0) sita oddzialywania
(P— —o0). W przedziale 1, 11 a > r 2 2r sita przyciagajaca P rosnie, a przy
dalszym wzroscie r(r> l,lla) maleje, uzyskujac dla r=2a juz tylko 1%
wartosci sity maksymalnej.
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Rys. 2. Modele cial

W mechanice osrodka ciaglego interesuja nas co prawda oddziatywania
miedzy czastkami materialnymi, ale charakter tych oddziatywan bedzie
podobny jak migdzy atomami, z ktérych czastki te sa zbudowane.

Przyjmujac stuszno$¢ tego stwierdzenia zajmiemy si¢ wyjasnieniem
réznic miedzy cialem statym, ciecza i gazem z punktu widzenia oddziatywan
mig¢dzy czasteczkami.

Najprostszym modelem ciata stalego w tym ujeciu problematyki przy
normalnej i niskiej temperaturze jest uklad gesto upakowanych czastek
wzajemnie na siebie oddzialujacych i wykonujacych nieznaczne drgania wokol
polozenia rownowagi. Czasteczki te znajduja si¢ w odleglosci r = a tak, ze sity
wzajemnego oddzialywania przyjmuja woéwczas minimalng wartosc. Warto
przy tym zauwazyé, ze o wlasciwosciach ciala bgda decydowaty wilasnie
oddzialywania miedzy czastkami jako podstawowymi ,.cegietkami” materii.

W miare podwyzszania temperatury ciala stalego amplituda drgan
czastek wokoét stanu rownowagi wzrasta na tyle, ze mozliwa staje si¢ zamiana
polozen dwéch czastek lub tez takie ich przemieszczenie w siatce w stosunku
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do pierwotnych potozen, ze powroét ich do stany pierwotnego nie jest mozliwy.
Woéwcezas, w wyniku zniszczenia sit dalekiego zasiggu utrzymujacych
czasteczki ciata stalego w okreslonych potozeniach w sieci, cialo topi si¢ i
przechodzi w stan ciekly. Zniszczenie prawidtowej sieci i wytworzenie bardziej
przypadkowego, nieuporzadkowanego stanu wiaze si¢ ze wzrostem entropii, co
przejawia si¢ jako utajone cieplo topnienia.

Mimo, iz czasteczki w cieczy nie sa uporzadkowane jak w ciele statym,
to jednak sily wzajemnego przyciagania miedzy nimi istnieja. Sily te
odpowiadaja za utrzymanie czastek cieczy w fazie skondensowanej, a takze za
napigcie powierzchniowe, ktére przejawia si¢ przewaga sit skierowanych do
wngtrza cieczy wywieranych przez czastki z wngtrza na czastki znajdujace sig
na powierzchni. W przypadku cieczy mamy wigc do czynienia z czastkami
znajdujacymi si¢ w odlegtosci r > a, ale r < 2a, w ktorej to odleglosci (r =
2a) zanika praktycznie oddzialywanie migdzy czastkami.

Z gazem mamy do czynienia wowczas, kiedy czastki substancji moga
porusza¢ si¢ swobodnie we wszystkich kierunkach, oddziatywujac tylko
przypadkowo ze swoimi sasiadami w czasie zderzen. Odleglos¢ migdzy
czastkami jest dowolna i zawsze wigksza niz w fazie cieklej. Czastki przestaja
wowczas na siebie oddzialywac sitami bliskiego zasiggu i wykonuja chaotyczne
ruchy. Ochlodzenie ukladu oznacza zmniejszenie Kkinetycznej energii
chaotycznych ruchéw czastek, a ogrzanie doprowadza do zwigkszenia si¢ tej
energii. Przy ochtadzaniu gazu w rezultacie zderzen dwoch czastek z niewielka
energia dochodzi do wzajemnego oddzialywania. Powstaja powtdrnie sity
wzajemnego oddzialywania doprowadzajace do cieczy, a przy dalszym
ochtadzaniu do ciata stalego. W stanie tym czasteczki wykonuja mate drgania
wokot rownowagi statecznej w jakiej znajduja si¢ czastki ciata statego.

Przedstawiony tu jakosSciowy obraz ciala stalego, cieczy i gazu nie
moze by¢ niestety sensownie uzupetniony ilosciowymi metodami mechaniki
analitycznej systemu czastek, nie tylko ze wzgledu na ogromna ilo$¢ tychze
rzedu 10* w 1 cm’ ale i dlatego, ze informacja o indywidualnych cechach
czastek materialnych jest bez znaczenia dla makroskopowych cech osrodka. Z
tej przyczyny korzysta si¢ ze statystycznych wiasciwosci czastek jako pewnego
usrednienia. Na tej drodze wprowadzi¢ mozna pojecie gestosci osrodka, jego
energii, entropii itp.

W mechanice osrodka ciaglego cialo przedstawia si¢ jednak w postaci
pewnej substancji o okreslonych wlasciwosciach, nazwanej kontinuum
materialnym, ktére w sposob ciagly zapelnia okreslona czgs$¢ przestrzeni
trojwymiarowej. W ten sposdb otrzymujemy jednoznaczng odpowiedniosé
migdzy czastka materialng (jako nieskonczenie mala objetoscia ciala) a
punktem tej przestrzeni. Zgeometryzowany na tej drodze ruch ciala pozwala w
dalszej kolejnosci stosowa¢ metody matematyki do ujeé probleméw mechaniki.
Jak wiadomo, podstawowym dla matematyki jest pojecie ciagtosci, granicy,
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ktére w mechanice oérodka ciaglego zapewnia wprowadzenie kontinuum
materialnego.

Generalizujac wyniki obserwacji mozemy powiedzieC, ze ciala stale nie
zmieniaja swojego ksztaltu w sposob trwaly pod dziataniem dostatecznie
matych sil, plyny natomiast zmieniaja ksztalt pod dzialaniem dowolnie matych
sil, byleby tylko dziatanie trwato dostatecznie diugo. Ptyny fatwo zmieniajac
ksztatt na ogét nie zmieniaja objetosci, co je zasadniczo rozni od gazoéw. Ciecza
jest wigc ptyn, ktory zachowujac prawie niezmienna objeto$é pod dziataniem
nawet bardzo znacznych ciénief hydrostatycznych i przy niezmiennej
temperaturze.

2. BLISKIE I DALEKIE ODDZIALYWANIA W CIELE

W ogolnosci przyjmuje si¢, ze migdzy kazda para czastek materialnych w
ciele statym wystepuja oddziatywania rozumiane jako sity centralne dziatajace
wzdhuz prostej faczacej te czastki. Z poprzednich rozwazan wynika jednak, ze
oddziatywanie miedzy czastkami, ktére znajduje sig¢ juz w odleglosci
dwukrotnie (r > 2a) wigkszej od rownowagowej (n= a) sq rowne ok. 1%
maksymalnej wartosci sit oddziatywania, sa wigc pomijalnie mate. Oznacza to,
7e mozna w zasadzie ograniczy¢ si¢ tylko do analizy oddziatywan migdzy
czastkami znajdujacymi si¢ W bezposrednim sasiedztwie, a pomina¢
oddzialywania na dalsza odleglos¢. Przytoczone rozumowanie ma istotne
znaczenie przy konstruowaniu modeli ciala stalego w MOC. Pominiemy w nim
mianowicie sity dalekiego oddziatywania jako pomijalnie mate w stosunku do
bliskich oddziatywan.

2 e

K.Y

Ak P o leiooin,
B gl |a~¥ B

Bliskic i dalckic Bliskie Posrednie

oddziatywania oddziatywania oddziatywania

Rys. 3. Oddziatywania
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Wynika stad, ze dowolne czastki A i B polozone w skonczonej
odlegtosci nie bgda na siebie wzajemnie oddziatywaty bezposrednio. Natomiast
omawiana para czastek oddzialywuje z sobg posrednio, poprzez ciag par
sasiadujacych z sobg czastek podlegajacych bliskiemu oddziatywaniu.

Z podobng sytuacjg spotykamy si¢ roOwniez w cieczy, gdzie wystepuje
jedynie oddziatywanie bliskiego zasiggu, z tym, ze wartos¢ tych oddzialywan
migdzy para sasiednich czastek jest znacznie mniejsza niz w ciele statym.

W mechanice osrodka ciaglego interesowa¢ nas beda nie tyle
oddzialywania migdzy czastkami, co zakiécenia w tych oddzialywaniach
wywotane istnieniem pol obcigzen zewngtrznych, temperatury, itp. W tym
sensie opisane tu oddzialywania stanowia réwnowagowy poziom odniesienia,
ktory nazywamy nienaprgzonym stanem naturalnym. W stanie tym wystepuja
jednak  wewngtrzne, samozrownowazone uklady sit  wzajemnego
oddzialywania.

Zatozmy teraz, ze wskutek dziatania obcigzen zewnetrznych wzajemna
odlegltos¢ migdzy czastkami materialnymi ulegnie zmianie. Zmieniajg si¢
wowczas takze sity wzajemnego oddzialywania. Zmiany te sa jednak tego
rodzaju, ze ulegng zmianie jedynie sily bliskiego oddzialywania. Wnosimy stad,
ze na zmiang¢ sit wzajemnego oddzialywania wplywaja jedynie zmiany
(przyrosty) odlegtosci czasteczek z bezposredniego sasiedztwa.

Stwierdzenie to jest w istocie zasada lokalnego dziatania
wprowadzong do analizy elementarnych oddzialywan miedzy czastkami
osrodka. Zasada lokalnego dzialania bywa sformutowana nastgpujaco: na
warto$¢ naprezenia dziatajacego w czastce materialnej maja wpltyw jedynie
przyrosty przemieszczen czastek z najblizszego sasiedztwa. Aby uzyskac pelng
odpowiednios¢ miedzy obu sformutowaniami wystarczy utozsami¢ zmiang
(przyrost) sit wzajemnego oddziatywania z napr¢zeniem a przyrosty
przemieszczen ze zmianami odleglosci migdzy sasiednimi czastkami
materialnymi.

Warto w tym miejscu podkresli¢, ze w MOC interesowa¢ nas bedzie
wlasciwie jedynie przyrost sit wzajemnego oddzialywania liczony w stosunku
do rownowagowego (naturalnego) stanu oddzialtywan. Miarg przyrostu sit
wzajemnego oddzialywania beda naprezenia, ktére w ogdélnym przypadku
okaza si¢ tensorem o walencji dwa. Natomiast lokalne zmiany potozenia

czastek materialnych opisywaé bedzie iloraz przyrostu odleglosci Al do
pierwotnej odlegtosci [,, ktéra nazwiemy odksztalceniem (6=ATI}. W

przypadku ogdlnym analizowany jest przyrost odleglosci miedzy parg
nieskonczenie blisko (w sasiedztwie) polozonych czastek C i D, a wigc

wyrazenia (dy —dyo), ktére doprowadza do tensora odksztalcenia. Widzimy
wige, ze dwie podstawowe dla MOC wielkosci, jakimi sa naprezenie i

::\5 68050
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odksztatcenie wynikaja wprost jako logiczna konsekwencja analizy
wzajemnych oddziatywan migdzy czastkami materialnymi.
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Rys. 4. Naprezenia i odksztalcenia

3. CIALA KRYSTALICZNE

W fizyce ciala statego, podobnie jak i w wielu innych teoriach,
przyjmuje si¢ okreslone zalozenia upraszczajace, ktore prowadza do idealizacji
proceséw. Jednym z takich wyidealizowanych modeli ciat statych jest cialo
krystaliczne bedace wygodnym modelem wielu materialéw, m. in. metali.
Podstawowym elementem — ,.cegielka” takiego ciata jest idealny krysztal, z
ktérego zbudowane jest cale ciato. W modelu idealnego krysztatu przyjmuje
sie, ze atomy rozmieszczone s W sposob geometrycznie idealny, zajmujac
okreslone i stale polozenie rownowagi wewnatrz sieci krystalicznej ciala. Nie
wystepuja w takim ciele zadne nieprawidtowosci budowy, domieszki obcych
krysztatow, ziaren itp.

Prezentowany model ciala wyjasnia wiele zjawisk zachodzacych w
ciatach krystalicznych jak sprezystos¢, preewodno$é cieplng i elektryczng. Nie
wyjasnia jednak takich zjawisk jak: proces pelzania ciat krystalicznych, np.
metali, wlasciwosci plastyczne, czy tez dyfuzje atoméw w metalach. Musimy
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wigc w tych przypadkach do opisu wiasciwosci cial wprowadzi¢ modele ciat
nieidealnych, w ktérych regutg beda nieprawidtowosci budowy, wystgpowanie
domieszek obcych atoméw w metalach, dyslokacje, pgknigcia itp. Krysztaty w
ciele stalym sg potaczone w wigksze zespoly tworzac krystality i ziarna, ktore
daja tzw. mozaikowa strukture cial krystalicznych. Warto przy tym pamigta¢, ze
to wlasnie z ta mozaikowa struktura zwigzane sa mechaniczne whasciwosci ciat
krystalicznych.

Migdzy ciatem o idealnej strukturze a cialem z defektami struktury
istnieja wspolzaleznosci, ktore mozna wytlumaczyé postugujac si¢ pojeciami
termodynamiki. Przeanalizowa¢ przy tym nalezy zagadnienia cieplne oraz
warunki rownowagowe dla pojedynczego krysztatu.

Teorie ciepta wlasciwego krysztalu przyjmuja, ze atomy w krysztale
wykonuja szybkie oscylacje wokot swoich Srednich potozef, przy czym
amplituda tych drgan ro$nie ze wzrostem temperatury. W ten sposéb w kazdej
chwili uktad atoméw w krysztale jest dosy¢ nieregularny, chociaz ich $rednie
potozenie liczone w skoficzonym przedziale czasowym wyznaczaja wiasnie
idealng strukturg krysztatu o doskonalej regularnosci. Wynika stad, ze w miarg
wzrostu temperatury bedzie istniata coraz wigksza sklonno$¢ do opuszczenia
przez poszczeg6lne atomy pierwotnego potozenia w krysztale. Z drugiej strony
wiele zjawisk wystgpujacych w ciatach krystalicznych a zwlaszcza dyfuzja
atomow nie moze by¢ zadowalajagco wyjasniana bez przyjecia pewnych
niedoskonatosci w budowie krysztalow. Te odchylenia od doskonatosci w
budowie przestrzennej moga by¢ uzasadnione réwniez teoretycznie; krysztat
znajduje si¢ bowiem w réwnowadze stalej wowczas, kiedy jego energia
swobodna pA=pU —-TpS osiaga minimum. We wzorze tym
pA,pU, T,pS sa kolejno energia swobodna, energia wewngtrzna,
temperaturg bezwzgledna i entropia. Z zaleznosci tej wynika, ze w temperaturze
zera bezwzglednego zachodzi pA = pU = minimum;a wigc stalej
rownowadze odpowiada minimum energii swobodnej, ktéra jest wowczas
rowna energii wewngtrznej osiagajacej takze minimum. Warunek ten
odpowiada sytuacji kiedy struktura atomowa krysztatu jest doskonale regularna,
co zwigzane jest z tym, ze tylko jednej konfiguracji atomow przypisane jest
minimum energii wewngtrznej. Przy wyzszych temperaturach musza zatem
pojawi¢ si¢ nieregularnosci zwigzane ze zwigkszeniem si¢ energii swobodnej
krysztatu. Jezeli wigc nastepuje wzrost entropii AS jako naturalny proces w
ukfadzie termodynamicznym, to towarzyszy temu zwigkszenie energii
swobodnej AA w stosunku do stanu 7 = 0. Widzimy wigc, ze tworzeniu si¢
defektow i powstawaniu nieregularnej struktury materialu musi towarzyszy¢
podwyzszanie si¢ jego temperatury. W MOC model ciata o idealnej budowie
krystalicznej, w ktorym nie wystepuja zadne defekty budowy prowadzi wprost
do ciata idealnie sprezystego. W ciele tym jak wiadomo, moga zachodzi¢
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jedynie procesy odwracalne termodynamiczne a z takimi procesami mamy
whasnie do czynienia w idealnym ciele krystalicznym. Natomiast rzeczywiste, z
defektami budowy ciato prowadzi w MOC do teorii plastycznosci, reologii itp.
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Rys.5. Idealizacja ciat krystalicznych
4. CIALA BEZPOSTACIOWE

Cialem bezpostaciowym albo cialem amorficznym nazywamy grupe
ciat w “stalym stanie skupienia, ktére od ciat krystalicznych rozni brak
uporzadkowanej, sieciowej budowy wewngtrznej i wynikajacej z nich
whasciwoéci  jak np. anizotropii cech fizycznych, w tym rowniez
mechanicznych, tupliwosci itp. W odréznieniu od ciat krystalicznych nie maja
one réwniez stalej temperatury topnienia. Najczgsciej spotykane w przyrodzie
ciala bezpostaciowe sa po prostu przechtodzonymi cieczami, ktére gwaltownie
zakrzeply w temperaturze nizszej od ich temperatury krzepnigcia. Przykladem
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moze tutaj by¢ szkliwo wulkaniczne, rézne rodzaje szkia itp. Materialy te
uzyskujemy w wyniku przechlodzenia stopionych surowcéw mineralnych i
materialow nieorganicznych bez krystalizacji sktadnikow.

W wysokiej temperaturze szklo i szkliwo sa cieczami o lepkich
wlasciwosciach, z tym, ze ze wzrostem temperatury maleje ich lepkosc.
Posiadaja wowczas wiasciwoéci zblizone do cieczy idealnych. Natomiast
obnizenie temperatury prowadzi do wzrostu lepkosci, a w dalszej kolejnosci do
zestalania si¢ w postaci przechlodzonej cieczy charakteryzujacej sig
wlasciwoéciami zblizonymi do ciala stalego. Od cieczy wilasciwych ciata
bezpostaciowe réznia si¢ w zasadzie jedynie kilkakrotnie wigksza lepkoscia z
powodu mniejszej ruchliwosci atoméw, ktore wykonuja tylko ruchy drgajace,
oscylujace wokét niezmiennego polozenia rownowagowego. Oznaczajg sig
wigc typowa dla stanu statego niezmiennoscia krysztatu.

Struktura typowego przedstawiciela tych materialow - szkia
kwarcowego sklada si¢ analogicznie jak struktura szkieletowa kwarcu, z
czworoécianéw krzemionki, lecz ulozonych nieregularnie, poniewaz Kkaty
miedzy Si — O — Si nie s3 state.

Rys. 6. Struktura: a) krystalicznego kwarcu, b) szkta kwarcowego

Odmienne struktury maja takze materialy otrzymane z polimeréw
wieloczasteczkowych. Polimery s3 to makroczastki o cigzarze czasteczkowym
10° = 10* razy wiekszym od cigzaru typowych czastek chemicznych. Powstaja
one przez cykliczne powtérzenie w procesie polimeryzacji tzw. monomeru —
prostej czasteczki chemicznej, dostatecznie reaktywnej. W obrebie
makroczastki dzialaja silne wiazania atomowe, natomiast makroczastki
powiazane sa ze soba stabszymi sitami Van der Waalsa. Poniewaz czastki
podstawowe sa ze soba stabo powiazane, to odznaczaja si¢ dosy¢ duza
ruchliwo$cia. Zmniejsza si¢ ona ze wzrostem makroczasteczki i jest mniejsza w
fancuchach rozgalezionych niz w liniowych.

Polimery o tancuchowym ulozeniu makroczasteczek o dtugosci
mniejszej od 200 atoméw tworza substancje oleiste lub bardzo migkkie —
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maziste jak np. parafina. Polimery o diugosci czastek wigkszej od 200 atomow
maja konsystencj¢ typowych cial statych, ktérych twardos¢ i wytrzymatosc¢
roénie a plastyczno$¢ maleje ze wzrostem dlugosci faiicucha (cigzaru
czasteczkowego). Struktura makroczasteczek polimeréw bardzie] ztozonych
tworzy nieuporzadkowane sieci przestrzenne. Podstawowe czastki s3 w tym
przypadku bardzo ruchliwe. Polimery o takiej strukturze makroczasteczek np.
zywice fenolowe charakteryzuje duza wytrzymatos¢ i twardos¢ a mata
plastyczno$é. Tworzywa zbudowane z makroczasteczek laficuchowych lub
rozgatezionych maja struktur¢ stanowiaca splot bezladnie rozmieszczonych
tancuchow, catkowicie lub czesciowo bezpostaciows.
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Rys. 7. Oddziatywania w polimerach

O whaéciwoéciach mechanicznych tego typu cial decydowaé beda
oczywiscie stabsze oddzialywania jakie zachodza migdzy makroczastkami
tworzywa. Wiasnie te slabsze dalekie oddzialywania powoduja, ze tworzywa
charakteryzuja si¢ m. in. znacznym pelfzaniem.

5. MATERIALY WIELOFAZOWE

Najbardziej ztozonymi materialami sa materiaty wielofazowe zlozone z
mnogosci faz krystalicznych i bezpostaciowych (amorficznych). Tutaj pojecie
fazy nie posiada znaczenia termodynamicznego, oznacza tylko jednorodna pod
mikroskopem czg$¢ budowy ciala. Przykladami tego typu materiatéw sg
wszystkie materiaty ceramiczne, niektore skaty itp. Juz w kazdym materiale
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ceramicznym uzyskanym z niejednorodnego chemicznie surowca w wyniku
procesu spiekania, wystepuja oprécz krystalicznych ziaren takze pory, w
ktorych moga si¢ znalezé znaczne ilosci fazy szklistej powstalej podczas
schiadzania si¢ cieklych, lepkich stopéw zawierajacych SiO,. O wypehieniu
przestrzeni migdzy ziarnami decyduje wowczas zaréwno procentowy udzial
fazy cieklej jak i zwilzalnos¢ fazy krystalicznej przez faze ciekla. Przedstawimy
teraz typowe pod tym wzgledem przypadki, ktore dotycza zwilzania trzech
ziaren przez ciecz szklistg.

Rys. 8. Rodzaje zwilzania ziaren przez ciecz szklista

W przypadku a) mamy do czynienia z doskonala penetracja fazy
szklistej w przestrzeni migdzy ziarnami, a przypadek d) dotyczy braku
zwilzania. Z typem zwilzania ziaren 2zwigzane sa rdzne wzajemne
oddziatywania migdzy czasteczkami, przy czym w przypadku dobrego
zwilzenia faza szklista bierze wigkszy udzial w przenoszeniu sit wzajemnego
oddziatywania w materiale. Natomiast w przypadku braku zwilzania udziat ten
bedzie mniejszy.

Przeanalizujemy teraz typowa dla ceramiki tekstur¢ powstajaca
wowczas, kiedy dwie rézne fazy stale utworzyly si¢ w wyniku reakcji rozkiadu
termicznego materialu wyjsciowego. Laczy te rozne skiadniki faza ciekia
powstata z nich i twardniejaca w stosunkowo niskiej temperaturze. Tekstura
tego typu jest czgsto spotykana w wielu materialach ceramicznych m. in. w
uktadach MgO - CaO - SiO,. Po ochfodzeniu si¢ faza ciekla bogata w
krzemionke zestala si¢ bez krystalizacji tworzac tzw. faze szklista rozpuszczong
w materiale identycznie jak w pierwotnym etapie tworzenia sig¢ struktury.

Przenoszenie sit wzajemnego oddziatywania przy braku zwilzania moze
odbywa¢ si¢ z pominigciem fazy szklistej, gdyz miedzy poszczegdlnymi
ziarnami wystepuja bezposrednie oddzialywania. Natomiast przy idealnym
zwilzeniu w przenoszeniu sil musi bra¢ udzial rowniez faza szklista, gdyz
otacza ona zupelnie poszczegdlne ziarna. Powoduje to jakosciowo nowy udzial
tej fazy w pracy materiatu.

Osobng grupe materialow wielofazowych stanowig materiaty, w
ktorych wystepuja rowniez pory i kanaliki powstale w trakcie proceséw
technologicznych, np. przez wytracanie si¢ gazéw w czasie zestalania sig
szkliwa. Wlasciwosci tych cial sa jeszcze bardziej zlozone od klasycznych
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materiatow wielofazowych, w ktorych wystepuja jedynie ziarna i zwilzajace je
szkliwo.
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Rys. 10. Przenoszenie oddziatywan przy stabym i mocnym zwilzaniu ziaren

6. MATERIALY KAPILARNO - POROWATE

Dotychczas rozpatrywaliSmy materialy, ktore mozna bylo uznaé za
jednorodne w sensie mikroskopowym. Dopiero powigkszenie skali obrazu
doprowadzitlo — na poziomie makroskopowym — do analizy defektow sieci
krystalicznej, wigzan oraz rodzajow powiazan wystepujacych np. w materiatach
wielofazowych. Natomiast w tym punkcie zajmiemy si¢ materialami
wielofazowymi juz na poziomie makroskopowym. Materialy te nosza nazwg
kapilarno-porowatych i majq bardzo duze znaczenie we wspolczesnych
technologiach. Typowymi materialami tego rodzaju sa betony, ceramika
budowlana, gips itp. majace podstawowe znaczenie w budownictwie.

Kazdy z tych materialbw charakteryzuje si¢ stalym skladnikiem
(szkieletem) wewnatrz ktérego roztozone sg pustki, mikro- oraz makrokanaliki
o roznej orientacji. Wymiar tych kanalikéw ma bardzo istotne znaczenie dla
problematyki, gdyz w otwartej sieci mikrokapilar o $rednicy mniejszej od
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1-10°cm ara wodna z otoczenia jest absorbowana w mikrokapilary.
p J puary

Natomiast z makrokapilar o $rednicy wigkszej od 1-107cm wilgoé moze
wyparowa¢ w otoczenie. W makrokapilarach przeplyw cieczy moze mieé
ponadto charakter filtracyjny a w mikrokapliarach — dyfuzyjny. Ze wzgledu na

to, ze sredni wymiar kapilar w $wiezym betonie wynosi 8 = 16-10~" cm, to

nalezy wnosi¢, ze wystapia w nim oba rodzaje przeptywéw wilgoci. Podobne
stwierdzenie jest prawdziwe roéwniez dla gipsu i materialéw z niego
wykonanych.

Nalezy przy tym podkresli¢, ze o wiasciwosciach cial kapilarno —
porowatych decyduja zardwno cechy szkieletu jak i cieczy wypetniajacej pory.
Powoduje to, ze modele mechaniczne opisujace procesy w tych ciatach beda
znacznie bardziej ztozone anizeli w ciatach makrojednorodnych. Wspétczesna
mechanika dostarczyla takich modeli. Mamy tu na uwadze teorie filtracji,
konsolidacji, teori¢ mieszanin oraz termodyfuzje w ciele statym. Wymienione
teorie w rézny sposob ujmuja wzajemne oddzialywanie miedzy szkieletem a
ciecza, przyjmujac, ze szkielet jest cialem sztywnym (teoria filtracji), czy tez
wzajemnie oddzialywujacym z czastkami fazy cieklej zajmujacymi to samo
miejsce co szkielet (teoria mieszanin).

Zaprezentujemy z kolei rozwazania, ktére prowadzi¢ beda do opisu
mechanicznych ~ wiasciwosci betonu, jako typowego ciala kapilarno-
porowatego. Beton oprécz faz statych skladajacych si¢ z kruszywa i zelu
cementowego zawiera rowniez pustki, mikro- i makropeknigcia oraz kanaliki. O
wlasciwosciach mechanicznych, a takze cieplno — wilgotno$ciowych
decydowa¢ wigc beda zaréwno oddziatywania migdzy czastkami w fazach
statych, jak i przeplywy cieczy w postaci pary wodnej i wilgoci. Przeplywy te
posiadaja szczegblnie donioste znaczenie w trakcie przyspieszonego
dojrzewania, np. w wyniku naparzania. Latwo przy tym mozna stwierdzié
golym okiem, ze w jego strukturze wystapia makrokapilary, w ktérych nalezy
spodziewac sig filtracyjnych przeplywow cieczy.

Z doswiadczefn wynika jednak, ze przeptyw wilgoci w betonie ma
zdecydowanie charakter dyfuzyjny. Jak wobec tego fakty te pogodzié? Otdz
nalezy przyjac, ze przeplyw cieczy miedzy dowolng para czastek odbywa sie
zarowno w wyniku przeptywu filtracyjnego jak i dyfuzyjnego. Oznacza to, ze
system makrokapilar nie jest potaczony w catym ciele i posiada jedynie lokalny
zasigg. Nastepnie wykorzystamy fakt, ze przeptyw dyfuzyjny jest znacznie
powolniejszy od filtracji, a wigc ten rodzaj przeptywu zdominuje
przemieszczanie si¢ czastek cieczy w szkielecie betonu. Przytoczone fakty
sugeruja, ze analiz¢ wlasciwosci cieplno — wilgotno$ciowo — mechanicznych w
Swiezym betonie nalezy oprze¢ na rownaniach termodyfuzji w ciele statym.

Wiadomo takze, ze materiaty kapilarno — porowate charakteryzuja si¢
rowniez znacznym pelzaniem zachodzacym w normalnych warunkach
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(temperatura pokojowa, $rednie stany naprezen). Fakt ten nalezy tlumaczy¢
latwoscia wystgpowania wzajemnych poslizgéw, spowodowang istnieniem por i
pustek w materiale. Mechanizm tego procesu jest bardzo podobny do
dyfuzyjnego pelzania wystepujacego w ciatach krystalicznych w otoczeniu
temperatury topnienia.
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Rys.11. Model betonu jako ciala kapilarno — porowatego

Na rysunku przedstawiono kolejne powigkszenia typowego fragmentu
struktury betonu rozpoczynajac od stanu dostrzeganego gotym okiem a konczac
na strukturze zespohlu ziaren krystalitéw, cial bezpostaciowych oraz pustek.
Natomiast modelem betonu bedzie tu osrodek ciagly, ktérego typowa czastka
sklada sie z trzech elementéw, a mianowicie szkieletu, cieczy i gazu. W ten
sposéb na terenie MOC zbudowany moze by¢ model opisujacy wigkszos¢
istotnych proceséw zachodzacych w dojrzewajacym betonie.

Podobne rozwazania mozna przeprowadzi¢ rowniez dla gipsu i innych
materialéw kapilarno — porowatych uzyskujac porgczne modele procesow
zachodzacych w tych ciatach.

7. KOMPOZYTY

Jednym z przejawéw $wiadomej ingerencji we wiasciwosci materialow jest
tworzenie kompozytéw skfadajacych si¢ z kilku skladnikéw o odmiennych
wlasciwosciach. Kompozytami nazwiemy przy tym materialy sztucznie
otrzymywane, zbudowane z roznych chemicznie skladnikéw. Jednym z
komponentéw tegoz materiatu jest tzw. matryca, ktora wypetnia zbrojenie. Jako
matryce stosuje si¢ tworzywa sztuczne, ceramike i niektore metale. Materiaty te
zbroi sie wioknami szklanymi, grafitowymi, azbestowymi czy tez metalami.
Otrzymany w wyniku powigzania tych komponentéw nowy material posiada
wilasciwosci odmienne od skladnikéw. Odmienne s3a zaréwno cechy
mechaniczne, cieplne i elektryczne.
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Mozna wydzieli¢ trzy odmienne grupy kompozytéw roznigcych sie
tekstura, a mianowicie kompozyty o wzmocnieniu dyspersyjnym, czastkami i
wioknami. W pierwszym przypadku material osnowy wypelniony jest
czastkami o matej Srednicy w ilosci 15% objetosci. Wzmacniajace kompozyt
czastki maja réwniez nieduze wymiary i sa utozone chaotycznie. Natomiast
wiokna w kompozycie sa ukierunkowane i zmieniaja w istotny sposéb jego
wilasnosci. Wystepuja réwniez kompozyty, w ktorych wzmocnieniu widknami
podlega jedynie powierzchnia. Jest to typowy zabieg przed dziataniem naprezen
technologicznych, termicznych, skurczu i korozji powierzchni.

Wiasciwosci kompozytu zaleza w zasadniczym stopniu od powiazan
istniejacych migdzy matryca a zbrojeniem. Przeanalizujemy pod tym wzgledem
mechaniczne i cieplne wiasnosci kompozytu.

Mozna stwierdzi¢, ze przy wigkszej rozszerzalnosci cieplnej zbrojenia
o od matrycy " wystapia w nim naprezenia sciskajace, natomiast w
matrycy rozciagajace. W efekcie kompozyt wydtuzy si¢ mniej anizeli zbrojenie
a wigcej niz matryca.

Natomiast zastepczy modut sprezystosci kompozytu E* przy objetosci
matrycy V" i objetosci zbrojenia V* wyznaczymy z warunku réwnowagi sit w
sktadnikach kompozytu

P= EﬂleﬂlVﬂl + E:EIV:
i w pewnym jednorodnym materiale zastgpczym

P=E*e* (V" +v*)

Z warunku rownych odksztaltcen eh=¢"=¢ otrzymujemy wowczas, ze
grep—t g
et et T Visepyn

Rzeczywista wartos¢ modulu sprezystosci kompozytu zbudowanego ze
sktadnikow sprezystych jest jeszcze wigksza z uwagi na wystepowanie
odksztatcen poprzecznych, ktore zostaly tutaj zaniedbane.

Bardziej zlozone relacje wystapia w kompozytach z materialéw
podlegajacych pelzaniu, np. tworzyw sztucznych. Nalezy w tych przypadkach
przeanalizowa¢ analogiczne zadanie lepkosprezyste i na jego podstawie
wyznaczy¢ funkcje relaksacji kompozytu.
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Rys.12. Rozszerzalnoéé cieplna oraz naprezenia mechaniczne i termiczne w
kompozycie

8. SPREZYSTOSC I PLASTYCZNOSC

Przedstawione w poprzednich punktach rézne rodzaje wzajemnych
oddziatywan miedzy czastkami materialnymi, ktére doprowadzato do analizy
ciat krystalicznych, bezpostaciowych i wielofazowych zostanie teraz
wykorzystane do umotywowania sprezystych i plastycznych wlasciwosci
materiatow.

Tha o i ol e
! 1
!
4 !
1
r! ! I_‘?
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Rys.13. Odksztatcenia sprezyste i plastyczne w ciele krystalicznym

W tym celu przeanalizujemy materiaty krystaliczne o idealnej budowie
oraz materialy z defektami sieci krystalicznej. Pierwszy z tych materialow
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postuzy do wyjasnienia sprezystosci. Rozwazmy wiec zespot czastek
materialnych potozonych w weztach idealnej sieci, ktére poddane sa dzialaniu
naprezenia tnacego. Wezly siatki prostokatnej ulegna wéwczas przesunigciu bez
poslizgu i po zniknigciu naprezen powrdca do pierwotnej konfiguracji. W sieci
krystalicznej nie wystapia zadne trwate zmiany.

Natomiast odksztalcenia plastyczne w ciele krystalicznym powstaja w
wyniku dwuetapowego procesu. W pierwszej kolejnosci pojawiaja - sig
odksztatcenia sprezyste, a w miarg dalszego wzrostu naprezefi pojawiaja si¢
linie poslizgéw w miejscach najstabszych oddziatywan migdzy czastkami. W
wyniku po$lizgu jedna czes¢ krystalitu przemieszcza si¢ trwale wzgledem
drugiej przyjmujac nowe polozenie rownowagowe. Oczywiscie po zniknigciu
naprezen pozostaja trwale odksztalcenia i krystalit nie powraca do pierwotne;j
konfiguracji. Mozliwy jest réwniez inny rodzaj poslizgu ukosnego przez tzw.
blizniakowanie, ktére doprowadza takze do trwatych odksztatcefi materiatu. W
materialach rzeczywistych zachodza analogiczne poslizgi w plaszczyznach
miedzyziarnowych. Zasadniczy wplyw na powstanie i rozw¢j odksztaicen
plastycznych maja defekty w strukturze, luki, wakanse. To wiasnie z tymi
defektami zwiazane sa glownie plastyczne whasciwosci materiatow. W trakcie
deformacji plastycznych dochodzi do migracji defektow i obcych czastek
wewnatrz krystalitu. Proces ten jest szybszy w im wyZszej temperaturze si¢
odbywa, ktéra aktywizuje samodyfuzjg.

9. PELZANIE

Pelzanie jest zjawiskiem charakterystycznym dla ciat krystalicznych
tworzyw, cial porowatych i polega na wzroscie odksztalcen przy stalej wartosci
naprezen. Typowe krzywe pelzania jako zmiany w czasie odksztalcen &€
przedstawiono narys.14

Rys.14. Krzywe pelzania
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na ktérym krzywej 1 odpowiada pelzanie o ograniczonej wartosci wydiuzen
oraz malejacej i bliskiej zera predkosci odksztalcen. Natomiast na krzywej 2
mamy na odcinku OA do czynienia z natychmiastowym odksztalceniem
sprezystym, a nastgpnie z pelzaniem wstgpnym na odcinku AB, stacjonarnym
na BC i przyspieszonym na odcinku CD. Krzywe postaci 1, w ktérych

: . lime<0 lime=0 B e v o
spetnione sa warunki _)am ,fﬁm prowadza do roéwnan liniowej

lepkosprezystosci. Natomiast krzywe typu 2 opisane by¢ moga tylko jedna z
nieliniowych teorii petzania lub nieliniowa lepkosprezystoscia.

Roézne sa mechanizmy pelzania w ciatach krystalicznych, przebiegajace
przy odmiennych temperaturach. Wyrézniamy tu pefzanie niskotemperaturowe
zachodzace w temperaturze T < 0,5 Ty, gdzie T, jest temperatura topnienia,
wysokotemperaturowe przy T > 0,5 T, oraz petzanie dyfuzyjne przebiegajace w
otoczeniu temperatury topnienia T = T.

Pelzanie przebiegajace przy niskich temperaturach cechuje mechanizm
odksztalcenia zblizony do typowego odksztalcenia plastycznego i zachodzi
gléwnie dzigki poslizgom w sieci krystalicznej.

Pelzanie w wysokich temperaturach T > 0,5 T, ma odmienny
mechanizm niz niskotemperaturowe. Zachodza w czasie jego trwania poslizgi
najpierw na granicach ziaren a potem w calej objetosci ziaren, ktore zblizaja ten
proces do lepkiego ptynigcia tym wyrazniej, im wyzsza jest temperatura.

Oba wyszczegdlnione procesy rozwijaja si¢ bardzo wolno w stosunku
do odksztalcen plastycznych.

Pelzanie dyfuzyjne wywolane jest migracjq atomow w temperaturze
zblizonej do temperatury topnienia. Duzy udzial ma w tym mechanizmie
samodyfuzja przebiegajaca pod wpltywem i w kierunku dziatajacego naprezenia.
Duze stezenie defektéw i wad w strukturze materialu zapewnia znaczng
szybkos$¢ samodyfuzji a w dalszej kolejnosci i pelzanie.

T/To}

10* 10° 10" o/E
Rys.15. Rodzaje pelzania
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Z przytoczonego wyjasnienia wynika, ze w ciatach o znacznej ilosci por
wypelnionych ciecza, gdzie zachodza tatwo procesy wymiany masy, migracji
czastek itp. moze dojs¢ réwniez do proceséw pelzania nawet w niskich
temperaturach. Fakty potwierdzaja te rozwazania. Wlasciwosci pelzania
posiadaja bowiem takie materialy jak wszelkie odmiany betonu, gipsu skat i
materialy zbudowane na ich podstawie. W kazdym z tych materiatéw istnieje
bardzo duza ilo$¢ zaréwno pustek, defektow struktury, jak i obcych czastek w
roztworze stalym. Czastki te w pierwszej fazie moga utrudnia¢ przemieszczenie
si¢ rodzimych atoméw w krysztale. Pod wptywem zachodzacych procesow
samodyfuzji, nastepuje ich oddyfundowanie, co wymaga oczywiscie czasu. W
niskich temperaturach ponadto ruchliwo$¢ atoméw jest mafa i dlatego proces
ten maleje i wydtuza si¢ w czasie.

W wielofazowych materiatach porowatych, jak wymienione poprzednio
betony, skaly, ceramika jest takze mozliwy wigkszy wzajemny poslizg ziaren
szczegblnie w tzw. kontaktach koagulacyjnych. Poniewaz poslizg ten jest
ulatwiony przez istnienie por, to proces z ich wzrostem si¢ aktywizuje, co
dodatkowo tlumaczy petzanie tych materiatow.

%
gy B
; i
! 1
] !
i | obce atomy
N
] —it
dyfuzja w pustki
t=t,
Pelzanie w materiale porowatym
T T
y e 11
t=t, t>to

dyfuzja

Rys.16. Pelzanie w materiatach porowatych i dyfuzyjne pelzanie

Z przedstawionego schematycznie mechanizmu pelzania w materiafach
porowatych wynika duze jego podobiefstwo do pefzania dyfuzyjnego
zachodzacego w metalach w poblizu temperatury topnienia. Proces ten, w
przypadku ciat porowatych zachodzi jednak takze w niskich temperaturach, co
jest utatwione istnieniem por i fazy cieklej.
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CZESC I

RACHUNEK TENSOROWY
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Rozdzial 11

WPROWADZENIE DO RACHUNKU TENSOROWEGO

W rozdziale tym przedstawiony zostanie wyktad rachunku tensorowego
ujeciu absolutnym. Zawierat on bgdzie okreslenie tensorow réznych walencji, a
dalej elementy algebry tensoréw tacznie z okresleniem kierunkéow giéwnych i
warto$ci wlasnych tensoréw oraz analize¢ pol tensorowych. Ta cze$¢ skryptu
powinna w peini wprowadzi¢ czytelnika w problematyke rachunku tensorowego
1 przygotowa¢ do petnego zrozumienia zagadnien mechaniki osrodka ciagtego.

10. WEKTORY I TENSORY

Wprowadzimy wpierw pojecie wektoréw bazy i wektorow sprzgzonych.
Niech w tr6jwymiarowej przestrzeni euklidesowej zostanie okreslona trojka
niezaleznych liniowo wektorow e;, ktora bedzie wyznaczala tzw. podstawowq
baze.
Z baza podstawowg zwigzana jest baza sprzezona, ktéra definiuje sig
nastepujaco:

Okreslenie. Bazg¢ sprzgzona (lub wzajemna) do bazy wyznaczonej przez
wektory e;, nazywamy trojke wektoréw e’ spetniajaca zaleznosci

e;e/ =5/ (i,j=12,3) (10.1)
czyli
[0 dla i
eje) = or g (10.2)
1 dla i=j

We wzorach tych &/ jest symbolem Kroneckera, a () oznacza iloczyn

skalarowy wektoréw e; i €.

e, ¢’ eci=ee' =0

Rys.18.



36

Rysunek 18 stanowi ilustracj¢ do wzoréw (10.1) i (10.2) dla przypadku (i,j =
1,2). Zauwazmy, ze wektory w obu bazach nie sg prostopadle. Miedzy
wektorami obu baz tatwo ustali¢ zwiazek, ktory wynika z whasnosci iloczynu
wektorowego 1 mieszanego.

Zachodza zaleznosci

. e, Xe, ) &8, o e ¢
e_e,(eZXe3)’ : _el(eZXe3)’ : e,(eZXe3) e

We wzorach tych symbol X oznacza iloczyn wektorowy, a wyznacznik w
mianowniku jest # 0. Zauwazmy, ze w mianownikach wystepuje skalar —
iloczyn mieszany postaci e;(e; x e3), natomiast w liczniku wektor prostopadty
do dwojki wektorow wyznaczajacych iloczyn wektorowy. Wyznacznik w
mianowniku zaleznosci (10.3) jest zawsze rozny od zera ze wzgledu na to, Ze
wektory bazy nie moga by¢ wektorami komplanarnymi, a takze i zerowymi.
Wynika stad jednoznaczno$¢ wektorow bazy wzajemnej, a co wigcej, baza
wzajemna do wzajemnej okazuje si¢ bazg pierwotng. Ponadto zostaje
zachowany réwniez kierunek, tzn. do uktadu lewego wzajemnym bedzie takze
uktad lewy, a do prawego prawy.

W przypadku bazy ortogonalnej i unormowanej, tzn. |e;|=1 baza
sprz¢zona pokrywa si¢ z wyjsciowa. Nalezy podkresli¢, ze ten fakt stuzy za
podstawe do podania uproszczonej wersji rachunku tensorowego powszechnie
stosowanego w mechanice.

Absolutne okreslenie wektora

Wektor r bedziemy rozpatrywali jako element przestrzeni wektorowej,
ktoéry mozna przedstawi¢ we wspotrzednych bazy e; i wzajemnej €' nastepujaco

r=r'e =rj-ej (10.4)
Wspdtrzedne wektora r' i rj tatwo uzyskaé z zaleznosci
rl=re!, r2=re?, P=rél (10.5)

r=re;, rn=rey, r;=re;
czyli ogdlnie

ri=rei, rj=rej (10.6)
Podstawiajac wyniki (10.6) do (10.4) uzyskujemy

rzr'.e,-z(ref)e,-, rzrjejz(rej)ej (10.7)
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o ———— o ———

A

Rys.19.

W rachunku tensorowym przyjeto wspotrzedne wektora (tensora) z indeksem u
gory litery rdzeniowej nazywac kontrawariantnymi wspéirzednymi (r'), a z
literami u dotu kowariantnymi wspotrzednymi (r;).

Tensor metryczny

Zastosujemy teraz roztozenie (10.7) dlar w stosunku do wektoréw baze
tzn. r & e;.

Otrzymamy

€; = (e,-ej)ej = gyej
R ) (10.8)
e =(eJe‘)eJ- =g'e;

Okreslenie. Uklady liczb g; i g” sa wspotrzednymi tensora metrycznego.
Miedzy wspotrzednymi tensora metrycznego wystepujg zaleznosci

7 okreslen i wiasnoéci tensora metrycznego wynika, ze macierze gj 1 g’ sa
zawsze wzajemne i odwrotne wzgledem siebie.

Okreslenie wektora przez wspolrzedne

W interpretacji tej bedziemy wektor utozsamiali z jego wspotrzednymi.
W miejsce wektora bedziemy analizowali jego wspéirzedne i prawo
transformacji przy obrotach uktadu wspéirzednych.
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Przejscie od bazy e; do bazy e, okreslone jest zaleznosciami

przy czym macierze A. i A4 okre$laja przejscie od starej bazy do nowej i
odwrotnie

e =Alve + A% er+ 43 e
et o s i (10.10)

e; = Ali epr + AI-ZI ey + A5-3 ey

Asi' Cs i €
s e ool i
______ IZ& A} e :.
A’ e, ’é
Rys.20.

Okreslenie. Wektorem bedziemy nazywali uklad trzech liczb r; (kowariantne
wspéirzedne), ktore przy zamianie bazy z e; na e; transformuja si¢ nastgpujaco

Okreslenie tensora o walencji dwa

W pierwszej kolejnosci okreslimy iloczyn tensorowy (diadg) dwéch
wektoréw nastepujaco

a®b=a'e;b/e;=a'blee; (10.12)

W zaleznosci tej interesowa¢ nas beda glownie kombinacje wektorow
bazowych e; e;, ktére mozna przedstawi¢ nastepujaco

€18]s | €€y €j€3
e)e;, ere), eje; (10.13)

€3€, €3€9, €3€3
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Uktad dziewieciu wielkosci stanowi bazg dla tensora o walencji dwa, przy czym
iloczyny wektoréw bazy nie sq tu iloczynami skalarnymi.

Okreslimy teraz tensor o walencji dwa.

Okreslenie. Elementy przestrzeni liniowej wyznaczonej przez bazg eig
bedziemy nazywali tensorem o walencji dwa.

A=A"eje,+4%ejey + 4Pe ez +... 44 eze3=AVeie; (10.14)

Liczby A" nazywaé za$ bedziemy wspotrzednymi kontrawariantnymi tensora A.
Podobnie okreslimy tensor we wspdtrzednych kowariantnych i mieszanych

A= A4, ;e'eI + A12e]e2 £, 50 A33e3e3 = A,_-fe"ef

5 (10.15)

A= Allelel + A%e,e +isuck A33e3e3 = Aj,-efej
W ten sposob okreéliliémy wszystkie trzy postacie zapisu tensora o walencji
dwa.

W calym opracowaniu duzymi pogrubionymi literami bedziemy
oznaczaé tensory, a normalnymi z indeksami ich wspétrzedne np. (A 1 Aj).

11. TENSORY O DOWOLNEJ WALENCII

Okreslimy teraz tensory o dowolnej walencji postgpujac analogicznie
jak przy okreslaniu tensora o walencji dwa. Wyroznimy przy tym wspotrzedne
kowariantne, kontrawariantne i mieszane tychze tensorow.

Okreslenie. Elementy przestrzeni liniowej wyznaczonej przez baz¢ postaci

eje;....eq bedziemy nazywali tensorem o walencji n.

—_—
n

----- . Vi ¥ [14. (ll.l)

' _ . (11.2)

.....
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A=A”""‘le|e|,...,e] +,..., AZI““‘Iezel,...,el + ,...+

333 whea)

€3e3,....e3= 4""e;e;,....8,

W wyrazeniach (11.1) + (113) 4 . A;_, A" sa odpowiednio

wspoirzgdnymi kowariantnymi, mieszanymi i kontrawariantnymi tensora A o
walencji n.

Podane tutaj okreslenia tensoréw o dowolnej walencji (rzedzie) sa
oczywiscie sformutowane w ujeciu absolutnym a nie wg wspotrzednych.

Okreslimy z kolei pewne specjalne typy tensoréw o walencji dwa —
tensory metryczne.

Termin tensor metryczny pochodzi z analizy nast¢pujacego problemu.
Analizujemy dwa punkty

A(x'x2x3) i A(xl +dx2,...,x3 +dx3)
i odleglos¢ migdzy nimi.
Zachodza wtedy relacje
dr = dxfef
ds* =drdr=dx'e; dvle; =g dx'dx/ = g dx;dx ; = g'dx;dx’

Tensor metryczny okre$la zalezno$c¢

Lo fgrd fcoee OTE) 12 33
g=g"¢e;,; =g €€ +g €€ +...+g €qe

f j 1¢1 l 2 | . 3. 3 (11.4)
g=g;e'e g=g'jeje/ =4 je;e/

Oczywiscie wspoirzedne tensora g okreslone sa zaleznosciami

i Jj ij i i j ]
ee;=g;, ee/=gl, ee;=8;, e¢e =5’

Nalezy podkreslic, ze tensor metryczny jest odpowiednikiem tensora
jednostkowego, ktory wystepuje w ortonormalnej wersji rachunku tensorowego.

Przedstawimy z kolei skrétowo okreslenie tensora o walencji n w wersji
»wspéirzednych”. Wyniki te sa odpowiednikami zaleznosci (11.1), (11.2) i
(11.3).

Okreslenie. Tensorem kowariantnym, mieszanym i kontrawariantnym o
walencji n bedziemy nazywali odpowiednio uklad liczb 4; i, A e i AT

ktdre przy zmianie uktadu wspétrzednych
e,=0'e, e=0e (11.5)
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transformuja si¢ nastgpujaco

4, .=0,07,..,0,°4, . (11.6)
A js =007 ,..,0,°4 ) s (11.7)
A" =0 '_OJ' j ,_._,0* " AT (11.8)

Przedstawione powyzszymi wzorami transformacje wsp6irzednych
tensoréw o walencji n sa wykorzystywane w wigkszosci podrecznikéw do
definiowania tensorow.

Niewatpliwie ciekawym zadaniem byloby poréwnanie obu sposobow
przedstawienia tensoréw. Zadanie to pokrétce przedstawimy, wykazujgc
jednoczes$nie ekwiwalentno$¢ obu sposoboéw okreslenia tensorow.

Réwnowaznos¢ obu przedstawien tensoréw

Wezmy pod uwage w pierwszej kolejnosci tensor o walencji dwa, A = AY e;e;

i przeanalizujemy ,,przejscie” od pierwotnej bazy e; do nowej bazy e. okre$lone
przez zaleznosci
e.=0ve, ¢=0"¢, (11.9)

wtedy zachodzi

A=AVese; = AJO’;e,OJ;e v= A9 0" ije'ejr=A‘fe,--ej-
gdzie A"/ =070 ;4"
Podobnie
A=A'jee’=0"4'je,0,/ e = A 0107 pee’ = A" je e’ (11.10)

gdzie A" j = 0’ ;'Ojv" Al je

Ogolniej stuszne jest nastgpujace stwierdzenie:

Jezeli w tensorze A= 4;; e ‘e/ ...e* dokonamy zmian wektoréw bazy

wg zaleznosci
e;=0're;, e’ =0"ie!, e =0'e (11.11)

. tensora A transformuja si¢ wg relacji

,,,,,,

;WJ=OWW', 0554y (11.12)
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Dow6d przytoczonego rezultatu polega na wielokrotnym powtérzeniu
przeksztalcen (11.10). Bedzie zachodzito

A=A4; e'e/,..eS=4; 0re0/iel,. . 05¢e =

B sy Prng®? J (11.13)

Ag‘wws Olf'OJj',...,Oss'et e‘; ,..,,es —— Al.'j'.--..slef e] ’_”’es

czyli w wyniku zamiany bazy wspoétrzedne transformuja si¢ nastepujaco
App o= Ay 0107 p . 0% (11.14)

3 b

Wykazalismy w ten sposob, ze z zaproponowanego w pracy okreslenia tensora
wynika w szczegdlnosci okreslenie tensora przez jego wspétrzedne. W tym celu
wystarczy poréwnaé wzory (11.6) 1 (11.14).

12. ANALIZA WSPOLRZEDNYCH TENSOROW

Kolejnym analizowanym w pracy zagadnieniem sa zapisy tego samego
tensora w réznych ukfadach wskaznikéw. W pierwszej kolejnosci przypomnimy
niektore wiasnosci tensora metrycznego okreslone réwnosciami (11.4)

g=g;e'e’ =glee;=06"je;e/ (11.15)
Wezmy pod uwage tensor A= Ay-efej . Przyjmujac, ze e; =gy ek
otrzymujemy rownowazne zapisy

o 'k : " .

A=Aje'e) =4;8"e e/ = 48" e, gl e = —

Ay-g"kgﬂeke; = Afekej = Aﬂeke,
stad

A}C=Agglk, Ak!_:AUg:kgﬂ' (11.17)
Przedstawione wyniki sa analogiczne do przedstawienia wektora

r=r'e;=r;e/

Dla wspotrzednych tensorow o walencji n stuszne sa relacje

,,,,,

FROEEL S (11.18)
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Dla tensora o walencji dwa mozliwe sa nastgpujace relacje migdzy
wspotrzednymi

AVgy =4, AVgh = 4%, 4;87 = 4f

dygl =y, Algp=4; 487 =4

AVgy=A"gj =4, AV = algh, 4a]=4"gy

Przytoczone wyniki wyczerpuja w zasadzie wszelkie mozliwe

kombinacje migedzy wspéirzednymi tensoréw o walencji dwa. W przypadku
tensorow w wyzszych walencjach zachodza np. zwiazki

] im _ks nms 1) l .
Ajug"g" e = A", aigt=a’, itp.
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Rozdzial 111

ELEMENTY ALGEBRY TENSOROW

Okreslimy w tym rozdziale podstawowe dziatania na tensorach jak
sume tensoréw tej samej walencji, mnozenie przez liczbg, iloczyn dwoch
tensorow, rozklad na czesci symetryczne i asymetryczne. W dalszej kolejnosci
wyznaczymy iloczyny skalarowe tensoréw oraz niezamienniki, a takze rozktad
na cze$é kulista i dewiator tensora. W zakonczeniu rozdzialu przeanalizujemy
kryteria poprawnos$ci budowy réwnan tensorowych.

13. PODSTAWOWE OPERACJE ALGEBRY TENSOROW
13.1. Dodawanie tensorow
Okreslenie. Suma dwoch tensoréw A i B o tej samej walencji nazywamy tensor

C (walencja ta sama) okre$lony w ten sposdb, ze wspoirzgdne tensora sumy sg
réwne sumie wspotrzednych tensoréw sktadowych

A+B= AUHefejeke; + ngfel-ejekef =
(A':’.”+Bw)e,-ejeke;= CUMefejeke; (13.1)
ik = 4K 4 M

Z przytoczonego tutaj okreslenia wynika, Ze suma tensorow roznych walencji

D+E= D’je,-ej- + E’L"ke,-ejek

nie istnieje, podobnie jak w sumie tensorow
A+B= A"j“e,-ejek e+ Bj;defejek e

(tensory tej samej walencji ale roznych typoéw) nalezy dokonaé przeksztalcenia

B‘nklelenekef gt Blnk.’gnjelejekef e Blnkfgﬂj

A+B= (AUH + ijkigjn)efejekef



46

13.2. Mnozenie tensora przez liczbg

Okreslenie. Iloczynem liczby o i tensora A nazywamy tensor o walencji
réwnej tensorowi A, ktorego wspoétrzedne oA, sa o - krotnie zwigkszonymi
wspotrzednymi tensora A.

aA:a(A'JHeI-ejeke;)=(aAUH)e,-ejeke; (13.2)

Na podstawie przytoczonych definicji roznice tensoréw okreslamy jako
nastepujaca sume

A-B=A+(-1)B (13.3)

13.3. lloczyn tensorowy tensorow

Bedziemy analizowa¢ ogdlny przypadek iloczynu tensorowego dwdch
tensoré6w o dowolnych walencjach. Zadanie to jest ujgte przez nastgpujaca
definicje:

Okreslenie. Iloczynem tensorowym dwodch tensoréw nazywamy tensor o
walencji réwnej sumie walencji czynnikoéw okreslony zaleznoscig

A= A’we,-ejek e;, B=B)"e,e,e’

B (13.4)
A®B=A™MB" e.e e e/e,e,e”
w przypadku ogdélnym
A=A%"%,,....e B=2B, e’,...e°
a a b,...b (13.5)

A®B=A%B, ,e,....eq.e’,....e"

.....

W szczegélnym przypadku, kiedy A i B sag dwoma wektorami otrzymujemy
tensor o walencji dwa — iloczyn tensorowy wektorow a i b.

a®b= a"bje,-ej = a;bjgfiefej

Przyklad. Tloczyn tensora A = a”e;e j 1wektora b= ble | jest tensor

A®b= a’jbiefeje;
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Kolejna operacja rachunku tensorowego dotyczy operacji symetryzacji i
asymetryzacji tensora. Operacja ta czgsto wystgpuje w zadaniach mechaniki
osrodka ciagglego. Poprzedza ja definicja tych tensoréw.

13.4. Tensory symetryczne 1 asymetryczne

Okreslenie. Tensorem symetrycznym ze wzgledu na par¢ wskaznikéw 1, j
nazywamy tensor A spetniajacy rownanie

(s 0 ity L | Qs J ol s
ACIle @8 sy = AT ey s € 185000 € (13.6)

J

Okreslenie. Tensorem asymetrycznym ze wzgledu na par¢ wskaznikow 1, j
nazywamy tensor B spetniajacy réwnanie

Ay ] sl 5 s by SRy R
B%rhlJ €4 500 818 5 O BB Jhellg iy @i€,...,€, (13.7)

W przypadku tensora o walencji dwa otrzymujemy zaleznos¢

Ll Voo, ¥ J.= gf
(a—a ee;, a =a ejvef)=>a =a

(a jest tensorem symetrycznym)

(b_—-bye‘ej, bT=bﬂeJ,e‘)=> bU_____bﬂ

Dla wspoirzednych mieszanych powinno zachodzié af-j=af i ale nie

a;/ =aj', poniewaz zachodzi

ij Syl o) { I 7 i i k
a’eie;=al'ee;=a’g ee” =al'gjee” >a;ee
Z punktu widzenia zastosowan wazne jest twierdzenie o rozkladzie tensora o

walencji dwa na cze$¢ symetryczng i asymetryczna.

Twierdzenie. Dowolny tensor o walencji dwa zawsze i w sposéb jednoznaczny
mozna przedstawi¢ w postaci sumy symetrycznego A, i asymetrycznego tensora
A,

A=A, +A, (13.8)

okre$lonych nastgpujaco
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A. = (AU+Ajf)efej

(-]
N | — N —

A, = (A"f + Af")e-e -

L

Operacje te nosza nazwy symetryzacji i alternacji. Zwroci¢ nalezy
uwage na analogi¢ przytoczonego twierdzenia z twierdzeniem z rachunku
macierzowego o rozkfadzie macierzy kwadratowej na macierz symetryczng i
asymetryczna.

13.5. Zwezenie tensorow

Przed podaniem wilasciwego okreslenia $ladu tensoréw przytoczymy
odpowiadajace mu wyrazenie z rachunku wektorowego — ktérym jest iloczyn
skalarowy wektoréw. Mamy w tym przypadku zaleznosci

a-b= a"ef-bfej = aibfgg- = a"e,-bjej =a'b; = akbk

Wynik ten jest oczywiscie skalarem. W przypadku tensoréw operacj¢
taka mozna przeprowadzi¢ wzgledem dwoch wskaznikow, przy czym wynik
jest tensorem o walencji mniejszej o dwa.

Okreslenie. Splotem tensoréow A = A”""e_,...,e,,...,e, 1 tensora

a**”

B = B'~I~"e, ,-r @, 5., 8, wzgledem wskaznikow (i ,j) nazywamy tensor C

m

okreslony nast¢pujaco

— AQ.i=Lii+ln
A= A4 €, 5-000€ )1 €€ 130005 @

! n

— ‘mha-Larlim
B=2B8 €,.--,€,_1€,€.,,...,e

A.B=Aa,_,_,.r—l,r'+l ..... n Bh,_._,.;—l,j-i-] ..... me ke

a?

m

(13.9)

B By i e €, 85w B ETIING R B E

m

przy czym wynik jest tensorem o walencji rownej sumie walencji czynnikow
minus dwa.
Operacje te beda ilustrowaly ponizsze przykiady:

Nalezy okresli¢ splot tensora o walencji dwa i wektora
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A-a= A'jef-ej -akek = Agakgjkef = A’jaje,-

oraz splot tensoréw A-B
A-B= A’-""e;-ej -B‘ueke; = AgBk{gjke,-e; = A"kBHe,-e,

Wynik jest tensorem o walencji dwa.
Przypadkiem szczegdlnym sa potegi tego samego tensora. Okreslaja je
nastepujace zaleznosci
A-A= A‘jeiej : Aﬂeke; — AUAk’gjkefe; - A':"Ajie,-e;
A-A-A=A"ee,-A"e,e,-A"e, e, =

if 4kl 4gmn if I gn (1310)
=A"A" A" g g,ee,= A" 4; A'ee,

Przedstawione powyzej zaleznosci znajdg zastosowanie przy formutowaniu
réwnaii fizycznych (réwnan tworzacych) okreslajacych réznorodne zachowanie
sie materiatlow.
Operacja splotu tensoréw i sumy sa liniowe i maja nast¢pujace wiasnosci
A(B, + B;)=A-B +A-B;
(A;+A;)B=A;-B+ A, B (13.11)
A(xB)=a AB

13.6. Slad tensora o walencji dwa

Kolejna operacja bedzie $lad tensora o walencji dwa, ktory jest jednym
z podstawowych inwariantow tensora.

Okreslenie. Sladem tensora A=A'je,-e j nazywamy skalar okreslony
nastgpujaco

j kil ij ki
rA=AVee; g e e;=4"g" gyg = (13.12)
T | i of / j y
=AVg;'gy=47g; =4;' =4
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Operacje t¢ okreslajq zaleznosci

trA=A'=4;
rA? =4 4 =447 = 4'; 4"
rA =4l ja 4l = a4 47

Wiasnosci przytoczonej operacji sa nastgpujace

r(A|+Ay))=trA +irA,

(13.13)
tr(oc A)= otrA

14. WARTOSCI WLASNE

Wiele zagadnien z zastosowan rachunku tensorowego sprowadza si¢ do
znalezienia wartosci wilasnych i okreslenia kierunkéw giéwnych tensoréw o
walencji dwa. Typowymi pod tym wzgledem s3a zadania na poszukiwanie -
kierunkéw gltéwnych tensor6w momentow bezwiadnosci, stanu naprezenia i
odksztatcenia. Z tych przyczyn zagadnienia poszukiwania wartosci wiasnych
posiadaja bardzo istotne znaczenie w calej mechanice osrodka odksztalcalnego.

Rozpatrzmy tensor A o walencji dwa i pewien niezerowy wektor a.
Jezeli dla niezerowego wektora a i pewnej liczby A spefniony jest warunek

A-a=A4-a

to wektor a nazywamy wektorem wilasnym (gléwnym) tensora A a
odpowiadajacg mu orientacj¢ tensora A kierunkami gtéwnymi tensora A.

(A-4g)-a=0

: : ‘ R (14.1)
(Aljel'ej r— Agtjefej)a‘fej' — 0
lub

(A";-Ag"j)a&o

Z powyzszych réwnan otrzymujemy uklad jednorodnych réwnan
algebraicznych wzgledem wspoirzednych wektora a, ktéry posiada niezerowe
rozwiazanie dla wartosci A spetniajacych rownanie
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det“AU—Aﬁ,-“:O (14.2)

Obliczajac warto$é tego wyznacznika, uzyskujemy w efekcie réwnanie
algebraiczne trzeciego stopnia wzglgdem poszukiwanej wielkosci A.
Bedzie zachodzilo réwnanie nazywane réwnaniem wiekowym

A3 — 7 (A)4? + Jp(A)A - J3(A)=0 (14.3)
gdzie niezmiennicze wyrazenia J,(A), J,(A)i J;(A) maja postac

Ji(A)=1trA

Jo(A)= %[(Ir A) -1 (A A)] (14.4)

J3(A)= %-rr (A) - -;-tr Anr(A A)+%(:r A)’
a $lady wyznaczamy z zaleznosci
rA=A' =4 tr(AA)=4%4", r(AAA)=4"4,"4/

W przypadku szczegélnym, dla  ortokartezjanskiego  ukiadu
wspotrzednych uzyskujemy

rA=d;, tr(AA)= Ay Ay, tr(A3)= Ay Ay Ay

Jezeli z kolei wielkosci A;, A, i Az sa pierwiastkami réwnania wiekowego to
zachodza zaleznosci
J|=Al+A2+ A], J2=A|A2+ A2A3+ A‘)‘Al, J3=A| Az A3
a w dalszej kolejnosci warto$ci niezmiennikéw
trA=J] =A|+A2+A3
ir(AA)=J;% =20, = (4,)" + (42)" +(43)
r(AAA)=3J3-301 1y + I = (4) + (45)° +(43)°
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Podstawione tutaj funkcje wspotrzednych tensora A,
t.Jy,Jp,J3,r A, ir (A A), ir (A A A) posiadaja taka sama wartos¢ w kazdym

dopuszczalnym przez transformacje ukladzie wspétrzednych i nazywaja sig
niezmiennikami albo inwariantami tensora A.

Zwro¢my uwage na to, ze niezmiennikiem jest np. odleglos¢ miedzy
kazda para punktoéw przestrzeni. Istotnie jest to niezmienna wielko$¢ przy
transformacjach ukfadu wspoirzednych. Okazuje si¢ przy tym, ze kazdy
niezmiennik tensora A musi by¢ funkcja niezmiennikéw Jy, J,,J3, stad ogdlna
posta¢ niezmiennika jest nastgpujaca

[=f(J1,J2:73)

Inna cecha réwnania wiekowego, dla symetrycznego tensora sa pierwiastki
rzeczywiste.

Zwréémy tutaj uwage na to, ze wartoSci wlasne wyznaczone z réwnania
wiekowego pozwalaja jednocze$nie wyznaczy¢ kierunki gléwne tensora A.

15. WEKTOR TENSORA SYMETRYCZNEGO

Podajemy teraz kolejna operacje algebraiczng jaka mozna wykona¢ na
tensorze symetrycznym o walencji dwa. Bedzie ona polegata na okresleniu dla
danego tensora (symetrycznego) o walencji dwa i danej plaszczyzny w
okreslonej przez wektor normalnej m — wektora tensora symetrycznego.
Operacja ta ma duze znaczenie w mechanice np. przy okreSlaniu zwiazkow
miedzy wektorem obciazenia a tensorem naprezenia w bezposrednim
sasiedztwie brzegu ciata. Do jednoznacznego okres$lenia tego wektora potrzebna
jest znajomo$é wspolrzednych tensora A oraz wektora normalnej do
plaszczyzny n. Wprowadzimy teraz nastgpujace

Okre$lenie. Wektorem symetrycznego tensora A wzgledem plaszczyzny o

wektorze normalnym, jednostkowym n nazywa¢ bedziemy wektor A(m)
okreslony relacja

A-n=A(n) & (Age,-ejnkesz‘i"njek) (15.1)
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A (n)

Rys.21.

7 przedstawionego rysunku wynika, ze wektor A-n tensora A w
ogolnosci nie jest prostopadly do ptaszczyzny m o wektorze normalnym n. W
zastosowaniach nalezy wektor A(n) rozlozy¢ na dwie skladowe: wektor

normalny do plaszczyzny i styczny, lezacy w plaszczyznie 7. Obie skiadowe
tego wektora okre$lone sa relacjami:

- skladowa normalna wektora A(n)

A

(A’jnje,-nkek)n=(A’jnjn,-)n=An (15.2)
- skladowa styczna wektora A(n)
2. g v
A‘-"njef—(AUnjn,-)n=Am (15.3)

W obu wzorach wyrazenia w nawiasach sa skalarami, natomiast ostatnie
wyrazenie wynika z zaleznosci

A A4
A(n)=4n+A4m
Interesowaé nas bedzie réwniez odpowiedZ na nastgpujace zadania:

I. Nalezy dla ustalonego punktu przestrzeni 0 i dla wszelkich mozliwych
orientacji plaszczyzn przechodzacych przez punkt 0 i dla tensora A, znalezC

A
ekstremalne wartosci wektora 4An.

Odpowiedz na postawiony problem jest nastgpujaca:
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A
Wektor normalny 4 n osiaga warto$¢ ekstremalna na kierunkach gléwnych i sa
one rowne wartosciom wiasnym A;, A,, A; tensora A. Interpretujac tensor A
jako tensor napr¢zenia mozemy stwierdzi¢, ze wektor normalny z nim
skojarzony osiaga wartosci ekstremalne na kierunkach gltéwnych i witedy
znikaja tez naprezenia styczne.

II. Nalezy dla ustalonego punktu przestrzeni 0, tensora A i dla calej rodziny
plaszczyzn przechodzacych przez punkt 0, znalezé ekstremalne wartosci
Vv
wektora stycznego 4m .
Odpowiedz na to pytanie jest nastgpujaca:
Vv
Ekstremalne wartosci wektor 4m uzyskuje na plaszczyznach polowiacych

plaszczyzny prostopadte do kierunkéw gtéwnych i wynosza one odpowiednio

1 1 1
iE(Az - 43), iE(Ag, - A4y), iE(A‘ —4y)

A
Dla tensora napre¢zenia ¢ ekstremalne wartosci wektora on uzyskujemy
wzdtuz gléwnych osi tegoz tensora i sa one réwne napr¢zeniom giéwnym o,
A% A\
0), 03. Wtedy om = 0. Z kolei ekstremalne warto$ci wektora 6 m nazywamy

gléwnymi napre¢zeniami stycznymi. Napre¢zenia te wynosza odpowiednio

1 1 1
iE(Gl—O'z), i5(0'3—'0']), iE(O'z—O':;)

Na tych ptaszczyznach napr¢zenia normalne sa w szczegdlnosci rozne od zera.
Podkreslamy, ze konstrukcje zadan na wartosci wlasne, lacznie 2z
trygonometrycznym wyznaczeniem pierwiastkow réwnania wiekowego
podobne sa w wielu podrgeznikach i dlatego je pomijamy.

16. ROZKLAD TENSORA O WALENCJI DWA NA TENSOR KULISTY I
TENSOR DEWIACII

W teorii rownan dla materialéw izotropowych zachodzi koniecznosé¢
rozdzielenia tensoréw napre¢zen i odksztalcen na tensor opisujacy tréjosiowe
wszechstronne $ciskanie wzglednie rozciaganie oraz tensor opisujacy zwiazki
migdzy odksztalceniami postaci a pozostatymi wspoéirzednymi tensora
naprezenia. Przytoczona sytuacja wynika z analizy danych doswiadczalnych, w
ktorych rézne zwiazki migedzy sktadowymi tensorow naprezenia i odksztatcenia
opisujacych tréjosiowe wszechstronne $ciskanie od dewiatorowych zwigzkéw
migdzy odksztalceniami postaci a dewiatorem naprezenia. Nalezy wobec tego



umie¢ rozdzielaé tensor naprezenia i odksztalcenia na tensor kulisty dewiacji

zwany skrétowo dewiatorem.
Okreélenie. Kazdy tensor o walencji dwa A mozna jednoznacznie roztozy¢ na
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tensor kulisty Ii tensor dewiacji D wedtug nastgpujacej relacji

A=I+D=%JI(A)g+D(A)

gdzie J1(A) = A +Axn+Asz; jest pierwszym niezmiennikiem tensora A, a g —

tensorem metrycznym.
Zachodza zaleznosci

(16.1)

1
I=§J,(A)g=trAg (16.2)
D= A—%JI(A)g (16.3)
g "
—:’:(A” +A22+A33) 0 0
Ay 41p A3 ;
Ay Ay A3 = 0 E(A” + Agy + A33) 0
A3y A3 A33 1
0 0 5(A11+A22+A33)
— l - —| -
A11—§J| Ajp Ay3
|
A A22—§J1 A3
1
A A A ——=J
oo 431 2, A3

Z przytoczonego okreslenia tensora dewiacji wynika wprost, ze

1
rD(A)= 4, -3

Jy ¥+ Ay —

]
3

£y =

1
~J,=0

+

Nalezy tutaj podkresli¢, ze tensor kulisty I jest szczegblng postacia tensora
izotropowego, ktory okreslony jest relacja

A=a-g
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gdzie a jest dowolnym skalarem, a g tensorem metrycznym.

W poprzedniej czgsci tensor ten miat posta¢ A;= a g;;. Ponadto, wektory
glowne tensora A i jego dewiatora si¢ pokrywaja, co wynika z nastepujacego
rozumowania:

Niech wektor a bedzie wektorem wlasnym tensora A, wtedy zachodza relacje

(A-a= A-a):.»(li%.]](A)g+ D(A)]a: A-a)=>
D(A)a=(A-%J1(A)a]

Wynika stad, ze wartosci wlasne dewiatora D(A) sq rowne 4 —1/3J;(A), a

(16.4)

wektor a jest wektorem wspotiniowym do wektora gléwnego dewiatora.
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Rozdzial TV

ELEMENTY ANALIZY TENSOROWE]

W tej czesei opracowania bedziemy okreslali odpowiedniki pochodne;j i
catki na tensorach o réznych walencjach. Z punktu widzenia fizyki bgdziemy
mieli tutaj do czynienia gtéwnie z tensorami, ktore sa wspétrzgdnymi punktow
przestrzeni i czasu. Podobnie jak w algebrze tensoréw istotne bedzie
rozroznianie wspotrzednych kontrawariantnych, kowariantnych i mieszanych
tensorow. Okaze si¢ przy tym, ze w przypadku ogdélnym wersory uktadu
wspotrzednych tez sa funkcjami wspotrzednych, co powoduje, Ze trzeba
rozpatrywaé ich pochodne przy roézniczkowaniu obiektow. W wyniku
otrzymujemy nowe wyrazenie tzw. symbole Christoffela pierwszego i drugiego
rodzaju. Okreélajac pochodne oraz pewne operacje jak gradient itp. podamy ich
odpowiedniki dla ortogonalnych ukladéw wspotrzednych, ktore beda stanowity
przedmiot szczegblnych rozwazafn. Wreszcie jako dos¢ daleki przypadek
szczegblny uzyskamy operacje w prostokatnym ukfadzie kartezjanskim.

Przed przystapieniem do okreslenia operacji z zakresu analizy
tensorowej musimy wprowadzi¢ pojecie pola tensorowego. Podstawg do
okreslenia tego pola bedzie stanowi¢ otwarty podzbior B przestrzeni
euklidesowej, na ktorym definiujemy pole. Z reguly ograniczamy si¢ tutaj do
tréjwymiarowej przestrzeni euklidesowe;.

Okreslenie. Polem tensorowym A bedziemy nazywali jednoznaczne
przyporzadkowanie punktom otwartego podzbioru B przestrzeni euklidesowej
tensorow A.

Z uwagi na to, ze w tym rozdziale wystepuja jedynie pola tensorowe
bedace funkcjami wspotrzednych, to stosowany bedzie zapis tensoréw jak w
poprzednich rozdziatach. Utozsamia¢ bgdziemy wigc zapis pol tensorowych z
tensorami.

Pole skalarowe C (przypadek pola tensorowego) nazywaé bedziemy
rozniczkowalnym jezeli zachodzi

C(X)‘C(’é}w(g](x—g]m dla x—xg

X—X
0

lim

dla kazdego punktu x, e B, a pole wektorowe w nazywa¢ bedziemy gradientem

pola skalarowego c. Oczywiscie wektory X, X, sa funkcjami wspétrzednych (o,
o?, o). Podobnie okreslamy rézniczkowalnoéé pél tensorowych.
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17. ROZNICZKOWANIE TENSOROW

Bedziemy okreslali po kolei pochodng wektora, symbole Christoffela
oraz pochodne tensoréw o walencji dwa w dowolnym ukladzie wspotrzednych.
Najpierw okreslimy pochodng wektora.

Niech wektor a bedzie funkcja wspéirzednych o', o, o wzglednie o,
0L, 03, W ktérych wektory bazy (nieunormowanej) i bazy wzajemnej beda e; i €.
W przyjetych ukladach wspéirzednych wektor a mozna przedstawic
nastgpujaco

a=a'e;=ae

Okre$limy teraz pochodna wektora a wzgledem zmiennych o, Otrzymujemy

9 [, | ]zaaf' i
aak [G’ (a1a2a3)ej(ala2a3) aak ej +a aak
lub
3 i by 3a,- i . 3ei
aa—k[a,-(alazag,)e (a|a2a3)]_ aak e +aq; 3ak

Widzimy, ze pochodna wektora sktada si¢ z dwoch czgsci otrzymanych w
zgodzie z rézniczkowaniem iloczynu dwoch funkcji. Ponadto bytoby wskazane
drugie skfadniki iloczynu przedstawié takze w tej samej bazie co pierwszy
sktadnik pochodnej. W tym celu wprowadzamy nowe wyrazenie — symbole
Christoffela, okreslone nastgpujaco

da da’ ,de, Jda’ P
dat  da* il do*  dat SR L
da' . da’ .
=(a kei+amr;:uk ef]:(aak +amr;rk]ei
o
de : de :
—B=Clye) b =2 E{;;,k}ej (17.1)

Wyrazenie T/, jest symbolem Christoffela drugiego rodzaju, a jego wartos¢
podaje zalezno$¢
jk _dep »
" oat
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wynikajaca z okreslenia wspotrzednych wektora w bazie e;
(a=ak e = a* =a-ek)

Wyznaczymy nastepnie kowariantna pochodng kontrawariantnego wektora

da da' | i
aak =(aak +a Flk]ei

Otrzymane wyrazenie mozemy uzyska¢ réwniez z wzoru okreslajacego
kowariantna pochodna kowariantnego wektora

£ =3(afef)=[ s 3.2 aei]z

dak dok dok
= __5’615 e +a e ee |= AL —a,f‘jﬂc e
dak dak dak

Wykorzystano tutaj zalezno$¢ d / 9k (e,-ej ) =0, prowadza do réwnosci

de;, J de! - :
e‘k e/ =— 8ek e;, ——e—ke,- e =—I‘l.i e
Jda Jda da

Reasumujac, otrzymaliSmy nastgpujace roéwnania okreslajace pochodng
kowariantng wektora w zapisie kontra- i kowariantnym

53 i aat’ n i
W=a;;ke = aak —anrﬂc €

aa i aa’- my~i
aakza;ke;Z aak'*'a mk | €i

Podkresli¢ nalezy, ze pochodna wektora a uwzglednia nie tylko
zalezno$¢ wektora a od wspétrzednych o, lecz rowniez i zaleznos¢ wektoréw
bazy (lokalnej) do wspétrzgdnych. W przypadku szczegdlnym, kiedy baza nie

(17.2)
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bedzie zalezna od wspoétrzednych np. w ortogonalnym uktadzie prostokatnym to
symbole Christoffela znikaja.

Dotychczasowe wyliczenia dotycza da/ da* w bazie e;. Natomiast

przedstawienie tejze pochodnej w sprzezonej bazie €' zmusza do wprowadzenia
nowych wyrazen — symboli Christoffela pierwszego rodzaju. Nalezy podkresli¢,
ze zarOwno symbole pierwszego jak 1 drugiego rodzaju nie sg tensorami
poniewaz nie stosuja si¢ do praw transformacji tensora (o walencji trzy).

Otrzymujemy
de; [(de; . .
J J
dak =[3ak e;]e’ ~Tie
a dla por6wnania
d el __[ J e" e.]e; _l_,[ e,‘
T 1 Bk=h -
dak | dak

Z obu réwnan otrzymujemy zwiazek
i i
I"jk €; =I'}J-k €
ktéry po obustronnym przemnozeniu skalarnym przez e' prowadzi do zaleznosci
I*f - il 1—' .
jk = g i,jk

wiazacej symbole Christoffela pierwszego i drugiego rodzaju.
Wykazemy z kolei symetri¢ migdzy wskaznikami symboli Christoffela

wychodzac z okreélenia wektoréw bazy €' e’ =dx/ doyy - gdzie x wektorem —

promieniem analizowanego punktu,
oraz przemiennosci réozniczkowania

aej_ 8 (ax)_aek
do*  dak\oa’ ) o’

Otrzymujemy relacje symetrii

i i
T =Ly Ly =Tg
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Wskazanie symetrii symboli Christoffela pozwoli nam wyrazi€ te wyrazenia
przez wspolrzgdne tensora metrycznego. Nalezy zwréci¢ uwage, ze symbol
Christoffela jest niezalezny od analizowanego pola wektorowego, ktorego
pochodna obliczamy, a zalezy jedynie od parametryzacji przestrzeni uktadem
wspotrzednych.

Symbol I',jx wyraza sig¢ przez tensor metryczny nastepujaco

de; 1 OJde de; | 1 L
J k
L, jk =-—e;=_(ef —E e — 2 (rf'jk Lk

dak 2 dal da’
. L(e,e -Ei"—-k—a—_(e r (Te"ek]=
2lgak ' 7 gat Ged T daf
_l(agijﬂgﬁc o e g - de;
—2\805"I800‘F BT aa"}
_1(28i 95 ag"f‘] (17.3)
2{ ga* 9o’ da'

Podobnie mozemy wyrazi¢ symbole II-go rodzaju przez tensor metryczny.

18. POCHODNE TENSORA O WALENCJI DWA

Okreélimy tutaj pochodne: kowariantna, kontrawariantng i mieszang
pola tensorowego o walencji dwa. Pole tensorowe A okres$lone jest jako zalezne

od wspblrzednych o A(oz"c )= A7 (ak ) em(a k )eM (ak ) , a jego pochodng a

wzgledem o okreslona jest relacja

JA J (Amn ) dA™ P Anm(aem + aen )
— e e T € = b e =
aak aak m>n aak em n aak n m aak

aAnm
mn / ! —
aak emen s = A (rn:k e!eﬂ + emrnk e!) =~
aAmn aAnm
Inm mlyn 8 Inp~m mlyn
aak emen + A FH( emen + A r!k emen N> aak +A rt'k +A r!k emen

Podobnie mozna okreslié pochodna kowariantng i mieszang tensora o walencji
dwa. W kazdym z tych przypadkoéw otrzymujemy tensor o walencji trzy
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aA Amn
v L N - 1 il
aak ol A”m;" emen s aak ™ A X .’r + AH J"I: emen

- pochodna kontrawariantnego tensora

aA m_n aAi".'m' ! ] m._n
aak = Amn:ke L Ay aak 1 Alnrmk 2 Amlrn."k €ce

- pochodna kowariantnego tensora

dA
doc*

a Amn
da*

_oqm n o__ / m m ! n
= A" nie,e —[ + A\, — 4 ;l“mk)eme

- pochodna mieszanego tensora.

Podali$my tutaj bez wyprowadzenia wzory okreslajace wszystkie trzy
pochodne tensora, ktére moga wystgpowa¢ w rownaniach mechaniki osrodka
ciaglego.

W zastosowaniach wyszczegélnione operacje nosza nazwe¢ gradientu tensora i
okreslone sg zaleznosciami

V A —_ Amn:ke}”en — An'n;kemeﬂ —_ Amn:kemen

Jako zastosowania przedstawionych operacji wykazemy lemat Ricciego
odnoszacych si¢ do gradientu tensora metrycznego.

Przvklad. (Lemat Ricciego). Wykaza¢, ze pochodne gy, i g”.tensora
metrycznego sg rowne zeru.

W celu wykazania gy, = 0 obliczamy pochodng tensora g jako
szczegllny przypadek tensora A.*

d gik

d,
Sik = ikt = Uit =

- m m _
8ikyl = aa! "gimrﬂ _gmkrﬁ - =
J gik _l( I8k , 98&il _ 38&1)_1( Igik , 98K _ 38;‘1]=0
oo 20 9ol da*  aa' ) 2\ a!  dd'  dak
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W udowodnionej zaleznoéci wykorzystano wzoér na kowariantna pochodna
tensora i wzér na symbol Christoffela pierwszego rodzaju okreslajacy go w
zaleznosci od tensora I-go i II-go rodzaju.
W wyniku otrzymujemy istotny rezultat:

Przy rézniczkowaniu iloczynu pewnego tensora A i tensora
metrycznego g, tensor metryczny nalezy traktowa¢ jako staty.

dJ il il
laya"]= g4
o

W zakonczeniu tego punktu podajemy tylko, ze pozostaja prawdziwe
klasyczne wzory dotyczace pochodnej sumy i réznicy pdl tensorowych, tzn.
pochodna sumy (réznicy) pol tensorowych jest réwna sumie pochodnych.

Podobnie, wzor dotyczacy obliczania pochodnej tensora o walencji dwa
mozna uogdlni¢ na tensory o dowolnej walencji. Struktura tych wzoréw jest
identyczna jak w przypadku tensora o walencji dwa. W kazdym przypadku po
zrozniczkowaniu otrzymujemy tensor, ktorego walencja zostata podwyzszona o
jeden.

19. WAZNIEJSZE TYPY OPERACJI ROZNICZKOWANIA POL
TENSOROWYCH

W punkcie tym skupimy uwage na najczgiciej wystepujacych w
rownaniach osrodka ciaglego operacjach rézniczkowania. Bedzie to giownie
operator gradientu (grad), ktéry wprowadzono w poprzednim punkcie,
nastgpnie operacje dywergencji (div), rotacji (rot) oraz laplasjanu A=V -V).
Wszystkie te operacje beda dotyczyly pél tensorowych odpowiedniej klasy
ciaglosci oraz przedstawienia tensoréw w  zapisie absolutnym. Nalezy
podkresli¢, ze przytoczony zestaw operacji jest najczesciej stosowany we
wspolczesnych pracach w  zakresie mechaniki i termodynamiki o$rodka
ciaglego. Jak wiadomo wprowadzenie termodynamiki do mechaniki osrodka
ciaglego spowodowato przyspieszony rozwdj tej ostatniej. Nie bez znaczenia
przy tym bylo réwniez przejécie do przedstawienia rownan mechaniki w zapisie
absolutnym. Dlatego tez zaprezentowane w tym podrozdziale operacje
rézniczkowania maja fundamentalne znaczenie w mechanice.

Pierwsza z wprowadzonych operacji bedzie:

19.1. Gradient tensora

Okre§lenie. Gradientem tensora bedziemy nazywali operator okreslony przez
relacje
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grad[...]=ef5(‘17[...]=V[...] (19.1)

ktory podwyzsza walencje tensora o jeden.
Przykfadem moze tutaj stuzy¢ pole wektorowe Vf bedace gradientem
pola skalarowego f

If &
Vf =grad f = e
do*

lub pole tensorowe T uzyskane z pola wektorowego r. Odpowiednie zaleznosci
sq nastepujace

3 . :
T=Vr=gradr=e* =efr el =T ekel =
aak 3 L]
ar b “Y or' -
=(——;(—rfl“l.i efel =1k eke; = - i efe;
do do

Z otrzymanych wynikéw wnosimy, ze gradientem pola wektorowego moze by¢é
zarowno tensor kowariantny jak i mieszany.

W zastosowaniach istotne znaczenie ma réwniez pochodna tensora T wzdhuz
zorientowanego kierunku, okreslonego przez wektor jednostkowy n. Pochodna
ta okresla zalezno$é

aT_ ok JdT k _ k adT
E—Z-VT-n—(e aak]n e, =n o (19.2)

W wyniku tej operacji walencja tensora nie ulegnie zmianie. Operacja grad
wystepuje zarébwno w rownaniach mechaniki o$rodka ciaglego, jak i
zagadnieniach transportu ciepla i masy, czy tez w przeplywach cieczy w
osrodku porowatym.

19.2. Dywergencja pola tensorowego

Okreslenie. Dywergencja div T pola tensorowego nazywac bedziemy skalarny
iloczyn operacji gradientu (V) i tensora T

dvT=V-T

ktory traci sens dla pola skalarnego.
Jako przykfad wyznaczymy dywergencj¢ wektora a
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d da;

V-a=e" ael=e" a6 =e"-a'ne;=alj=—1

) g
" do’ gl

ktora jest skalar.
Wyznaczymy z kolei dywergencjg pola tensorowego o walencji dwa

V-B:ek d B™ . e _k &Blnl—\m_}_Bm[rn _
T k€€, =€ 1k Ik m€n=

do ok
kn
= en[%B‘"gﬁ +B¥r} ] (19.3)

Z wyrazeniem tej postaci spotykamy si¢ m.in. w lokalnym zapisie réwnan ruchu
Cauchy’ego wynikajacym z zasady zachowania pedu.

19.3. Rotacja pola tensorowego

Okreslenie. Rotacjg pola tensorowego T(rot T) nazywaé bedziemy wektorowy
iloczyn operacji gradientu (symbolicznego wektora V) i tensora T.

rotT=VxT

Wynik tej operacji jest pseudotensorem.
Przyktadowo okreslimy rotacj¢ pola wektorowego r, wykorzystujac
okre$lenia pochodnej dla wektora oraz iloczynu wektorowego. Bedzie

J k ; ki |
VXr=et Er=se Xr-.keJ’:r-_kg’J'__e.:

aak -)" j! ‘\/—G_ [
I (19.4)

Y i 1) ik

- nl ]&' e

(aak Jk / ’
Tutaj wykorzystano relacj¢ ek xe/=¢We j Wwynikajaca z okreslenia

pseudotensora jednostkowego (symbolu Ricciego), okreslonego poprzednio w
algebrze tensoréw. Natomiast G jest wyznacznikiem z macierzy wspotrzednych
tensora metrycznego (G = det(g")).

19.4. Laplasjan pola tensorowego
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Okreslenie. Laplasjanem AT pola tensorowego nazywac bedziemy pole
tensorowe o tej samej walencji okreslone przez operator (AT)=V-V-T.

Wyznaczamy pole AT tensora T o walencji dwa

AT=V/| e i = e - ek g7 =gMT™ e, e,  (19.5)
dak o’ ok

We wszystkich przytoczonych tutaj operacjach wystgpuje zawsze operator
symboliczny gradientu - V, ktéry jest przemienny wzgledem iloczynu

skalarowego i pochodnej czastkowej 0/ da .

Warto zwrdéci¢ uwage rowniez na innag mozliwos¢ okreslania podanych
poprzednio operacji a mianowicie forme¢ catkowa. W tym przypadku tworzy si¢
catki wg relacji

1
VI=lim—§TndS dla [0
V.\'
il
V-T=llm—§T-ndS dla [V]—0
VS
VxT=1im%5meTdS dla [V|—0
S

T
VT = lim%i)gdS dla |V]—=0

gdzie V jest podzbiorem tréjwymiarowej przestrzeni euklidesowej ograniczone;j
powierzchnig S oraz stanowiacej otoczenie punktu, w ktorym wyznaczymy

przytoczone operacje; |V| - objetoscig podzbioru V a n - jednostkowym

wektorem normalnej zewnetrznej do powierzchni. Forma catkowa okreslania
operacji na polach wektorowych jest ogélniejsza od poprzednio podanych
definicji operacji.

20. ROZNICZKOWANIE W ORTOGONALNYCH UKLADACH
KRZYWOLINIOWYCH

Bardzo waznym przypadkiem szczegdlnym przeprowadzonych tutaj
rozwazan sa operacje rozniczkowania w  ortogonalnych uktadach
wspotrzednych. Oznacza to, ze w kazdym punkcie przestrzeni wektory styczne
do linii wspolrzednych stanowi¢ beda ukfad trzech wzajemnie prostopadtych
wektorow. Przyktadami takich ukladéow wspdtrzednych bedzie m.in. uklad
wspoélrzednych  sferycznych, cylindrycznych czy tez  prostokatnych
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(ortokartez_lanski) Ten ostatni prowadzi do najprostszych wzoréw zaréwno w
algebrze jak i analizie pol tensorowych. Dos¢ tutaj wspomnie¢, ze w tym
ukladzie  zanika roznica miedzy  wspblrzednymi  kowariantnymi,
kontrawariantnymi i mieszanymi tensoréw a tensor metryczny przechodzi w 3ij.
Prostota rozwazan w zakresie tego ukfadu powoduje, ze jest on wykladany na
wstepnym kursie poznawania rachunku tensorowego i jego zastosowai w
mechanice.

Wezmy jako wektory bazowe, wektory styczne do linii wspotrzednych
okreslone wyrazeniem

gdzie X jest wektorem — promieniem punktu, w ktérym okreslono bazg.
Tensor metryczny okreslony jest zaleznoscia

ax 8x

g..
Y ol aaj

w ktorej ze wzgledu na ortogonalno$¢ wektorow bazy, niezerowe sa tylko
wspblrzedne po diagonali (g1 # 0, g2 #0, g33%0).

dx dx

gi=—— (nie sumowac po i!)

= dal dat

W dalszym przypadku szczegélnym —  ortokartezjanskiego uktadu
wspOtrzednych otrzymujemy

d ; '
gii = xk_ ax’f (nie sumowac poi!)
~ dot dat
W konsekwenql dla wspolrzqdnych dowolnego wektora a zachodzq relacje
a'=g"a;, a;=g;a i dlatego g”g =1, tzn.
1 1 1
gn=—, gn=—0>, gn=——cylign=gn=gn=1
g11 £22 833

W zwiazku z przytoczonymi wlasnosciami tego uktadu wspéirzednych zanikaja
réznice miedzy wspotrzednymi  kontrawariantnymi, kowariantnymi i
mieszanymi tensorow.
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21. OPERACJE ROZNICZKOWANIA W UKLADACH
ORTOGONALNYCH

W tym punkcie podamy analogiczne operacje rdézniczkowania jak
poprzednio, zawgzone jednak do ortogonalnych ukladéow wspotrzednych.
Analizowana wigc bedzie operacja gradientu, natomiast dalsze operacje jako z
niej wynikajace nie beda omawiane. Operacje te zreszta sa okreslone
identycznie jak w dowolnych uktadach wspétrzednych. W pierwszej kolejnosci
okreslimy jednak dtugo$é tuku AS w ukladzie wspétrzednych (o', o, &) oraz
wprowadzimy nowe wielkos$ci zwane wspdtczynnikami Lamego.

Analizowa¢ bedziemy dwa, nieskonczenie blisko wzgledem siebie potozone
punkty o wspétrzednych (o', o, o) (o' + Aa', o + Ac?, o + Act’). Punkty te
taczy wektor Ax, ktorego kwadrat dtugosci wynosi

2 3 2
+g33(Aa ) —

() (') + () (802 (1s)2 80%)’ = (1) (8a)

2 11* 2
(AS) =AX'AX=g“(ACC) +g22(Aa )

Wprowadzone tutaj skalary H,, H,, H; okres$lone zaleznoscig

2 2 2
2 dx dx dx nie sumowac¢ po i— podkreslonych

aai aa:' aai indeksach

nazywaC bedziemy wspolczynnikami Lamego. Z ich okreslenia wynika, Ze
element tuku linii wspétrzednych o' wynosi

AS;=H ,-Aaf (nie sumowac po i)

Wspolczynnik Lamego H; mozna okreslic réwniez jako diugosé tuku AS;
przyporzadkowang jednostkowemu przyrostowi zmiennej Act'.

W dalszej kolejnosci wprowadzimy operator gradientu (operator
Hamiltona) w ukladzie o ortogonalnej bazie.
Operator ten jest okreslony relacja

grad[..]=V[.]=e¢* ajk ]

identyczna jak poprzednio w ukladzie dowolnym.
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Ortogonalno$é wektorow bazy powoduje, ze wektor bazy wzajemnej do
2 iy : Y
wektora bazy € jest réwny ll(Hﬁ) e; . Wykorzystuje si¢ tutaj zaleznoscl

1/ (HE)Z ey .e;=08y;, gdzie Oy jest delta Kroneckera. Uzyskujemy zatem

nastepujace okreslenie dla wektora gradientu

2 %5l J
gradl. = 521 5op 1= ot

gdzie 3 jest jednostkowym wektorem bazy unormowanej réwnolegtym do
wektora bazy e,. Zwiazek migdzy wektorami obu baz wynosi 1/ Hyey =3 .

Wprowadzilismy wigc dwie bazy o kolinearnych wektorach: bazg okreslona
przez wektory €, oraz bazg unormowang 3 Wektory bazy unormowanej 3y sg
wiec wspolliniowe z wektorami bazy e a réznia si¢ jedynie diugoscia
wektoréw, przy czym dhugosci wektoréw bazy unormowanej sa rowne jednosci

(p1]=

W wyniku otrzymanych zaleznosci podane w poprzednim podrozdziale
operacje bedziemy realizowali jedynie w bazie e, — a w dalszej kolejnosci w
bazie 3 Wprowadzimy w tym celu zréznicowane oznaczenia dla
wspotrzednych wektorow i tensorow w zaleznosci od baz ey i1 3. Wspo{rze;dne
wektora r 1 tensora A w bazie 3%, 3, 3 3 oznaczymy odpowiednio ry, r k A¥a
w bazie €*, ey, e, e przez T, %, A¥ . Zwiazki miedzy wspétrzednymi w obu
bazach sg nastepujace

k _ ~k Iy 7 A

= |3 3| = 1) . Nosza one nazwe wersorow uktadu wspéirzednych.

i wynikaja z zaleznosci ek =3, /Hy, e,=Hy 3.

W konsekwencji we wzorach okreslajacych operacje: grad, div, rot i A
w dowolnych uktadach wspélrzednych nalezy dokona¢ podstawien
wspotrzednych

r,orR, A, A4,

i wprowadzi¢ wspdtrzedne T, A K okreslone relacjami

k I
r 14 A*

~k
r,=H,r P mnte
k k"k> ”'s H

k e
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w wyniku otrzymujemy operacje okreslone w unormowanej bazie 3.

W poprzednim podrozdziale okreslilismy symbole Christoffela w
zalezno$ci od wspolrzednych tensora metrycznego. Natomiast w tym punkcie
symbole te wyrazimy przez wspofczynniki Lamego. Podamy tylko ostateczne
wyniki bez wyprowadzania proponujac Czytelnikowi ich uzasadnienie.

Dla symboli Christoffela I-go rodzaju zachodzi

d H; d H;
Vg s-La=H——r T =R —

dx’ dx
Trij=0 - wszystkie indeksy sg rozne.

Dla symboli II-go rodzaju stuszne s relacje

; H. : ’ - d(In H;
I/ =- ‘ . J H{ , F{f - L_(in H; ), It = _(_‘)_
- (Hj) dx/ dx’ i dx'
l"f-k =0 - wszystkie indeksy sg rozne.

W przytoczonych wzorach dla symboli Christoffela pierwszego i drugiego
rodzaju nie nalezy sumowac po indeksie i (mimo powtarzania si¢ jego).

Zestaw wartosci symboli Christoffela oraz poszczegélnych operacji
wykonywanych w r6znych uktadach podane sq w literaturze. Dodatkowo jednak
podamy wartosci statych Lamego i symboli Christoffela w ukladach
nastgpujacych

[ - prostokatnym ukladzie kartezjanskim
H] = H2 = H3 =]

Liij= F,;,-k =0 dla wszystkich indeksow

II - cylindrycznym uktadzie wspotrzednych (r, ¢, z)
H1=Hr=l, H2=H¢,=I‘, H3=H_._,=1

| ; k
oo =1, Tjp= = pozostate wspotrzedne T} = 0

[IT - sferycznym uktadzie wspotrzednych (r, B, @)
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Hy=H,=1, Hy=Hg=r, Hy=H,=rsinf
r.,=-r, l"éfp=-rsin2ﬁ, I“g@:—cosﬁsinﬁ,

1 1
rB ;, 1_',%=;, rg‘P:Ctgﬁ
W podanych wzorach nie nalezy sumowac¢ po powtarzajacych si¢ indeksach
zarowno lacinskich jak i greckich.
Przyklad Wyznaczymy dywergencje¢ wektora b w ukladzie ortogonalnym a
dalej w uktadzie cylindrycznym. Korzysta¢ bedziemy z podanych poprzednio
warto$ci statych Lamego 1 Christoffela.

W bazie 3, div b wynosi

b’

i

V.-b=ek

ak h=ek 'b{;k e;:b’;: =
do do

W Bt B
da' \ H; ) \ Hi

W uktadzie cylindrycznym bedzie

b
V. p 2 @il tgodby cbe
adr do\ r oz F

+51F;.=
1

Przykiad ten ilustruje sposéb wykorzystania statych podanych poprzednio do
wyznaczania konkretnych operacji na polach wektorowych. Nalezy podkresli¢
jego 0golnosé, pozwalajaca z jednolitego punktu widzenia analizowa¢ wszelkie
mozliwe opisy okreslonej operacji wektorowej.

22. TWIERDZENIA CALKOWE

Analiza p6l wektorowych nie ogranicza si¢ do podania wzoréw na
obliczanie gradientu, dywergencji czy tez innych operacji roézniczkowych
wykonywanych na polach tensorowych, lecz réwniez zwigzana jest z catkami
dotyczacymi tych pdl. Bedziemy tutaj mieli na uwadze gldwnie zwiazek migdzy
calkami powierzchniowymi i objetosciowymi pél tensorowych oraz migdzy
catka powierzchniowg i krzywoliniowa.

Jak wiadomo, zwiazek miedzy pierwszymi z wymienionych calek
prowadzi do twierdzenia Gaussa, natomiast zwiazek migdzy nastgpna para calek
do twierdzenia Stokesa. W zastosowaniach oba twierdzenia maja
fundamentalne znaczenie, wynikajace z tego, ze wiele praw zachowania



72

(bilanséw) wygodnie jest formutowaé w postaci globalnej dotyczacej okreslonej
czgsci przestrzeni — giéwnie trojwymiarowej przestrzeni euklidesowe;.
Przestrzen ta jest ograniczona skorficzona iloscia (dokladnie przeliczalng)
gladkich platéw powierzchniowych, na ktérych okreSlone sq pewne pola
wektorowe lub tensorowe np. pole gradientu temperatury, potencjatu
chemicznego czy pole sit powierzchniowych. Z reguty prawo zachowania jest
rownoscia zachodzacq miedzy calkami objetosciowymi i powierzchniowymi
okreslonymi na polach wektorowych Ilub tensorowych. W dalszych
zastosowaniach jednak chetnie korzystamy z lokalnych sformutowan praw
zachowania, do ktérych musimy zna¢ sposob zamiany catki powierzchniowej
na catk¢ po objetosci. Realizacji tego zamierzenia stuzy wiasnie twierdzenie
Gaussa-Ostrogradskiego. Do podobnych celéw stuzy twierdzenie Stokesa,
szczegdlnie w hydromechanice.

Analizowa¢ bedziemy obszar V bedacy podzbiorem tréjwymiarowej
przestrzeni euklidesowej E3(V < Ej), ktéry ograniczony jest powierzchnia S,
skiadajaca si¢ ze skonczonej (przeliczalnej) ilosci gladkich platow s;:
S= (U) s;, i€ N, gdzie N, jest zbiorem liczb naturalnych.

i

Kazdemu z punktéw x € V przyporzadkujemy tensor T otrzymujac
pole tensorowe T, ktore jest ciagla funkcja wraz z pierwszg pochodna w
obszarze V i powierzchni S (V U S).

Twierdzenie Gaussa-Ostrogradskiego. Jezeli obszar V, jego

ograniczenie S i pole tensorowe T spelnia¢ beda przytoczone tu

postulaty o gladkosci funkcji i obszaru, to prawdziwa jest nastgpujaca
réwnos$¢ catek

j T-ndS= §dfdev
S 1

gdzie n jest jednostkowym wektorem normalnej zewngtrznej do powierzchni S.
Przytoczona posta¢ tego twierdzenia bedzie w dalszych czgsciach
wykorzystywana do formufowania ogdlnych réwnan mechaniki i
termodynamiki osrodka ciaglego.
Twierdzenie Stokesa. Jezeli krzywa K i powierzchnia S sa regularne a
pole tensorowe T jest rozniczkowalne w sposob ciagly na SUK, to

zachodzi réwnosé
In (mr T) ds = &T-m dk
s K
migdzy catkaq powierzchniowg i catka krzywoliniowa.
Oznaczono tutaj przez m — jednostkowy wektor stycznej do konturu K, n —
zewngtrzny jednostkowy wektor normalnej, a przez dk — rézniczke tuku wzdhuz
konturu K.
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23. WSTEPNE ZASTOSOWANIA

Jako pierwsze zastosowanie z przeprowadzonych w p.22 rozwazai
wyprowadzimy réwnania geometryczne tzw. zwigzki Cauchy’ego oraz
réwnania statyczne wynikajace z zasad zachowania pedu i kretu.

Réwnania statyczne zapiszemy jako zwiazki lokalne rezygnujac z ich
globalnego sformutowania. Przedtem jednak musimy wprowadzi¢ pojecie
tensora sprzezonego T~ do danego tensora T.

Okreslenie. Tensorem sprzgzonym wzglgdem tensora T nazywaé bedziemy
tensor T spetniajacy dla dowolnego wektora r rownos¢

Top=gT
W przypadku tensora o walencji dwa uzyskujemy tensor T

a8 i Jin_ ail ST, (e (ES— )
T =T;e'e/ =T/ e;e/ =T/ie e;=T/e;e;

ktéry jest sprzezony z tensorem T okreslonym relacja

T= ﬂjefej = T‘je,-ej = Y}J'e’ej = Tye,-ej

W przypadku szczeg6lnym, jezeli zachodzi rownos¢ migdzy tensorami
T = T, to o tensorze T méwimy, ze jest samosprzgzonym. Jest sprawa
oczywista, ze wspolrzedne tensora samosprzgzonego speiniaja zaleznosci Tj =
T;, czyli ze pojecie samosprzgzenia pokrywa sie z pojeciem tensora
symetrycznego. Zachodzi tez analogiczny rozkiad kazdego tensora T jak dla
rozktadu tensora na cze$¢ symetryczng i asymetryczng

T=%(T+T')+%(T—T') (23.1)

Strona geometryczna

Znajac pojecie tensora sprzgzonego mozemy wyprowadzi¢ rownania
strony geometrycznej zadania mechaniki osrodka ciaglego w zakresie teorii
malych odksztalcen. Rownania te maja posta¢

2e=Vu+uV (23.2)

odzie € - jest tensorem malych odksztalcen, u — wektorem przemieszczen
czastek osrodka ciaglego, za$ tensor uV jest sprzezonym w stosunku do tensora

Vu.
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W ortogonalnym ukfadzie wspétrzednych tensor gradientu przemieszczenia Vu
okreslony jest przez zaleznos¢

d
Vu= jau “U.e=1u,e e—(a;‘ uuil"f,‘)e i

o el
=5 (H,u)-H,uT, AR

zapisang w unormowanej bazie 3. Sprzezony do Vu tensor okreslimy
zaleznoscia

i 11
uV = I:W(H,iuk)— H,u, r"l’“]H,iH, 3, 3,

Mozemy teraz okresli¢ wspéirzedne tensora odksztatcen €, 2& = Vu + uV w
uktadach wspotrzednych ortogonalnych, np. w ukladzie cylindrycznym i
sferycznym.

W ukfadzie cylindrycznym dla k = r, ¢ = i uzyskujemy wyrazenie na
wspoétrzedne tensora €

2¢,, l[aar( )HuF’+%u—Hul":|

Nast¢pnie wprowadzamy wartosci, okreslonych poprzednio wspotczynnikow
Lamego 1 symboli Christoffela. Uzyskujemy zalezno$é¢

1 du, du, u,
£ =— 4y —L_*
£ 2N I ¢ (R

Natomiast petny uklad wspéirzednych tensora odksztalcen w cylindrycznym
ukiadzie wspotrzednych r, @, z ma postaé

s—-au’ e—lau‘o-iv e-—au’
DI BT TSIl e Apeimary

2 -au +la—u 2¢ au au’ 23.3)
=g, T e 255, T o, (23.

du u 1 du
2g,, = —> — — 4 ——
Rl=ge r MpoivprdQ
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Przytoczone wzory uzyskano z zaleznosci 2¢ = Vu + uV po podstawieniu
warto$ci symboli Christoffela i statych Lamego.

W ukladzie sferycznym okreslonym przez zmienne T, Big
wspotrzedne tensora odksztatcenia € po podstawieniach wynosza

MR N | &
= 9r =B T

1 du.
( =+ u, sinff + u, cosﬁ)

€0 = rsinf\ d¢

26, a2t _Ys 104 (23.4)
® 9r r rdf

5 ' 1 ( . Ba_u"’_ +3uﬁ
8"“’—rsinﬁksm B — u, cosf3 s

2 = : (8u, +au¢ —u—‘P
® rsinf\ dp dr r

W podanych wzorach u,, ug Up sa sktadowymi wektora przemieszczenia
odpowiadajacymi zmiennymi r, @, B.

Strona statyczna
Réwnania strony statycznej wynikaja z bilansu pedu i kretu w osrodku i
w ujeciu lokalnym maja postac

divT+pF=0 lub V-T+pF=0 T=T"

gdzie T — symetryczny tensor naprezenia, p - gesto$¢ osrodka, F — wiasciwa sita
masowa (odniesiona do jednostki masy).

Réwnania strony statycznej czyli réwnania réwnowagi w formie tutaj
podanej sa prawdziwe dla do$¢ duzej klasy zagadnien mechaniki i razem z
réwnaniami strony geometrycznej stanowia podstawowy uklad réwnan teorii
sprezystoscei, plastycznosei, reologii itp.

Specyficzne wiasnosci poszczegdlnych osrodkow znajduja swe odbicie
w tzw. réwnaniach konstytutywnych mechaniki. Réwnania konstytutywne
(fizyczne, tworzace) sa rownaniami faczacymi wspolirzedne tensorow
odksztalcenia € z wspolrzednymi tensorow naprgzenia T. Sa to réGwnania
algebraiczne, rézniczkowe lub catkowe w zaleznosci od cech osrodka.
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Wspétczesne ujecie mechaniki osrodka ciaglego eksponuje ten dziat
mechaniki. Najczesciej wlasnosci fizyczne osrodka w tym ujeciu opisane sa
przez tzw. funkcjonat konstytutywny okreslony z reguly na historii gradientu
deformacji. Zagadnienia te beda analizowane w dalszych czesciach
opracowania.

Powracajac do réwnan réwnowagi zauwazmy, ze nalezy wykonaé
operacj¢ dywergencji na tensorze T. W ortogonalnym ukladzie wspdtrzednych
operacja ta prowadzi do zaleznosci

mn
VT:ek aakTmnemenqk[aaT p lTlnFm +T:nlrn } e,=
(04 (04

kn
=e, or ——+T "Iy +TH T} EH,3, ak( Lo
{90.' da ngHr_r

r l—nﬂ'

Podkreslenie indeksow w statych Lamego oznacza, ze podobnie jak w
poprzednich wzorach nie nalezy wzgledem nich sumowag.
W cylindrycznym uktadzie wspétrzgdnych znajdziemy rzut wektora V-T na

osr
k ik + Fik=
dot Hg ) H,

HyH,
7,9 (Lyrp O grey Ly, Lygo
3(0 2z r r

W wyniku operacji (V : T);—),, otrzymano skalar, poniewaz V-T jest wektorem

(VT) =

a iloczyn skalarowy V-T z wersorem 3, daje skalar.

Mozemy teraz przytoczy¢ réwnania rownowagi w konkretnych ukladach
wspoétrzednych: cylindrycznych i sferycznych. W tym celu w wyrazeniu V- T

podstawiamy wartosci stalych Lamego H; i symboli Christoffela

przyporzadkowane odpowiedniemu uktadowi wspétrzednych.
Ze wzgledu na tradycje mechaniki, wspoirzedne tensora T zastapimy

(zamiana litery rdzeniowej) na wspotrzedne G(T’”'(—)O'k’ ) W efekcie

otrzymujemy nast¢pujace uktady réwnan:
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wspotrzedne cylindryczne (zmienne r, @, z)

do,, +_1_ao-rqo 4 do,., % O —Ogpp
dar r 9do oz r
9rp , 199y L P 29
or r oQ dz r
do
do,. & 190¢ + d0 ;. oD pF,=0 (23.6)
or r d¢p oz r

+pF.=0

+pFy,=0

wspolrzedne sferyczne (zmienne r, B, @)

do do,.
80‘,.,._4_1 B + . L2 +l(20‘,.,.—0ﬁﬁ—0'¢¢p +0,p cl‘gﬂ)+pF,.=0
r

o r df rsinf 9o

dog 190gs 1 99pp ]
- = - +3 Fa=10
> 'r 9  rsinB de +,["’gﬁ("ﬂﬂ Opp) +30,5]+ PFp

Jo do do
rog  1%pe 1 o +-l—(2ctgﬁ0'ﬂ¢ +30,¢,)+PF¢=0
T

or r dp rsinf3 do

(23.7)

W podanych ukfadach rownan przez pF;, pFg, pF,, pF, oznaczono miary rzutow

wektora sity masowej na odpowiedni kierunek.
Podamy rowniez dla uzupelnienia réwnania rownowagi W

prostokatnym ukladzie wspolrzednych

J J )

o1 & 012 + d0 13 + pF =0
axl 8x3 8x3

dxy dxp dx3 i

0 do
95 , 903 , 903 o ok =
8xl 8x2 8x3
aag

ogdlnie + pF; =0

x .
J

ktére wynikaja jako dosy¢ daleki przypadek szczegolny z rownan poprzednio

podanych. Nalezy zwréci¢ uwage, ze kazde z tych réwnan trzeba traktowac

tylko jako jedna ze wspoirzednych wektora. Istotnie, rownania réwnowagi
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V-T+ pF=0 sa tylko sumag dwoch pol wektorowych - V-T, pF i jako
takie sa rowniez polem wektorowym.

W rozdziale tym podano minimum wiadomos$ci z zakresu analizy pol
tensorowych w ujeciu absolutnym. Warto zwréci¢ uwage na trudnosci jakie
wynikajq z przejscia od bardzo zwartego zapisu rownan w ujeciu absolutnym do
rozpisania ich we wspoirzednych. Wystepujaca przy tym przejSciu zawila
symbolika dodatkowo utrudnia zrozumienie sensu poszczegélnych operacji. W
kazdym przypadku ptacimy tutaj cen¢ duzej og6lnosci i uniwersalnosci zapisu
absolutnego réwnan mechaniki i termodynamiki osrodka ciagtego. Nie bez
znaczenia jest tez fakt, Zze rOwnania w tym zapisie znalazly gléwnie
zastosowanie w analizie nieliniowych zadaf mechaniki. Rozw6j mechaniki z
kolei podaza w kierunku zadan nieliniowych, w zwigzku z czym ujecie
absolutne rachunku tensorowego ma duze perspektywy. Drugim z wielu
przyktadow koniecznego zastosowania réwnan w ujgciu tensorowym — w
dowolnym ukfadzie wspoétrzednych sa rownania teorii powlok. Jezeli nawet w
zadaniach teorii powltok nie korzysta si¢ wprost z tensorowego zapisu rownan
rownowagi powlok to jednak korzysta si¢ zawsze posrednio z wynikow
rachunku tensorowego.
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CZESC III

MECHANIKA OSRODKA CIAGLEGO
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Rozdzial V

KINEMATYKA OSRODKA CIAGLEGO

We wspolczesnym ujeciu mechanika osrodka ciaglego jest dyscypling
wiedzy bardzo zaawansowang w rozwoju, a wérod dzialow fizyki jest czescia,
w ktérej nowoczesna matematyka znalazla petne zastosowanie. W chwili
obecnej znane sa jej opracowania, ktore traktuja ja wrecz aksjomatycznie,
wymienimy tutaj tylko znany podrecznik C.Truesdella, A. First Course in
Rational Continuum Machanics, a jej twierdzenia sa rownie precyzyjne jak
twierdzenia matematyki. W tym ujeciu mechaniki korzysta sie z wynikow
analizy funkcjonalnej, topologii, teorii grup ciaglych, a najczesciej uzywanymi
pojeciami z zakresu matematyki sa funkcjonal, operator itp. Mozna przy tym
zauwazyé, ze wiele problemow wystepujacych w tak ujetej mechanice
generowalo réwniez rozwoj niektérych dzialébw matematyki. Wystarczy tu
wymieni¢ tylko rozwoj teorii niezmiennikoéw zapoczatkowany pracami
Spencera w teorii rownan konstytutywnych.

Podany w niniejszym opracowaniu skrétowy wyktad rachunku
tensorowego jest rowniez nastawiony na takie ujecie mechaniki. Przyjgto przy
tym, ze rachunek ten zostanie podany w dwoch wersjach: w  ukladzie
prostokatnym z zapisem wskaznikowym i w ujeciu absolutnym dla dowolnego
uktadu wspélrzednych. Czytelnikowi pozostawia sig zatem mozliwos¢ wyboru
ujecia rownan mechaniki w obu wersjach.

Z drugiej strony wyniki uzyskane w mechanice oérodka ciaglego maja
bezposrednie zastosowanie w praktyce inzynierskiej. Wyniki te uzyskane sa
takze przy uzyciu metod wytrzymatosci materiatow, ktoéra nalezy uwaza¢ obok
mechaniki ciala sztywnego za najprostsza wersj¢ mechaniki osrodka ciaglego,
dodajmy wersje w ktorej nadmiar przyjmowanych uproszczen doprowadza
czesto do wynikéw krancowo niezgodnych z do$wiadczeniem. Niewatpliwy jest
jednak udzial wytrzymatosci materiatow w rozwoju zaréwno mechaniki
oérodka ciaglego, jak réwniez w kreowaniu i rozwoju metod obliczeniowych
konstrukcji.

W zwiazku z przytoczonymi faktami, mechanike osrodka ciagtego
nalezy traktowaé jako dyscypling fizyki bedaca synteza teorii sprezystosci
lacznie z wytrzymatoscia materiatow i mechanika budowli, teorii plastycznosci,
reologii i hydromechaniki. Do tacznego ujecia tak szerokiego zakresu zagadnien
mechanika osrodka ciaglego korzysta z koncepcji o$rodka ciaglego pozostajac
teoria, ktora opisuje wlasnosci mechaniczne cial na poziomie makroskopowym.
Obiektem badan pozostaje wigc czastka materialna bedaca punktem przestrzeni
euklidesowej. Przy opisie mechanicznych wiasnosci ciat korzysta si¢ zarowno
ze wspolczesnej matematyki jak i termodynamiki stuzacej do uzasadnienia
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poszczegblnych typéw réwnan fizycznych opisujacych zachowanie si¢ cial. W
wyniku takiego zastosowania termodynamiki nastapil réwniez rozwdj
termodynamiki proceséw nieréwnowagowych, w ktérych nieodwracalno$¢
procesow mechanicznych jest regulg a nie wyjatkiem.

W zwiazku z podanymi faktami autor uwazal, ze warto podja¢ prébe
takiego wyktadu mechaniki osrodka ciaglego, aby zagadnienia i metody
nalezace tradycyjnie do wytrzymaltosci materialow wynikaly z niego jako
okreslony przypadek szczegélny, a w kazdym razie uswiadomit stuchaczowi
zwigzek migdzy obu ujgciami mechaniki. Shluchaczowi nalezy rowniez
uzmystowic¢ dystans i wzajemne relacje jakie zachodza migdzy aksjomatycznie
uymowang mechanika osrodka ciagtego (mechanika racjonalng substancji) a
klasyczna wytrzymaloscia materialow. Podejscie takie wymaga daleko idacych
kompromiséw z obu stron. Z jednej strony wyklad wytrzymalosci musi ulec
daleko idacym zmianom zblizajacym go do mechaniki osrodka cigglego.
Udanym przyktadem takiego ujgcia wytrzymalosci materiatow jest podrgcznik
S.Piechnika, Wytrzymatos¢ Materialow, PWN 1978. Natomiast ze strony
mechaniki os$rodka cigglego postanowiono poda¢ wyklad w wersji prostszej z
wykorzystaniem zapisu wskaznikowego i ograniczonego do podstawowych
zagadnien, oraz w ujeciu absolutnym dla dalszej klasy zagadnien. W efekcie
koncowym Czytelnik otrzymuje uproszczong wersj¢ mechaniki o$rodka
ciaglego oraz wstgpny zarys zagadnien, ktéorymi zajmuje si¢ wspolczesna
mechanika osrodka cigglego.

24. MATERIALNY I PRZESTRZENNY OPIS RUCHU

Podstawowe znaczenie dla wlasciwego opisu ruchu osrodka ciaglego
ma przyje¢cie odpowiedniego uktadu odniesienia oraz zmiennych niezaleznych
opisujacych ruch osrodka. Istnieja w tym zakresie dwie mozliwosci: albo
opisujemy ruch osrodka wzgledem nieruchomego ukladu wspotrzednych
(wspotrzedne przestrzenne) albo ,wmrazamy” uklad wspotrzednych w osrodek
uzyskujac tzw. opis materialny ruchu (Lagrange’a). Uzyskujemy w ten $poséb
ogdlny opis ruchu osrodka, ktéry pozwoli z jednolitego punktu widzenia
traktowaé zarowno ruch cieczy i gazow jak i odksztatcalnych ciat statych.

Z punktu widzenia formalnego za wyjsciowy punkt rozwazan
przyjmujemy trojwymiarowa przestrzen euklidesowa E;, ktoérej punkty
bedziemy utozsamiali z poszczegdlnymi polozeniami czastek osrodka
znajdujacego si¢ w ruchu. A wigc ruch osrodka ciaglego bedziemy traktowali
jako ciagle 1 wzajemnie jednoznaczne przeksztalcenie trojwymiarowej
przestrzeni euklidesowej w siebie, przy czym rol¢ parametru w tym
przeksztalceniu odgrywa czas t. Oznaczmy dalej przez V, czes¢ przestrzeni E;,
Vo © Es, ktora cialo zajmowato w chwili poczatkowej t = 0 i bgdziemy ja
nazywali konfiguracja poczatkowa a przez V podzbiér E; zajety przez ciato w
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dowolnej chwili t > 0. Uklad liczb x', x°, x* okresla wspdirzedne czastki
materialnej (punktu materialnego) w chwili t, odnoszone wzgledem pewnego
ortokartezjanskiego uktadu wspodtrzednych. Jezeli j (k = 1, 2, 3) beda
wektorami bazowymi tego ukladu wspoirzednych, to wektor — promien X
interesujacego nas punktu okreslony jest zaleznoscia X = X' j;. OkresliliSmy w
ten sposob potozenie dowolnego punktu materialnego wzgledem nieruchomego
ukladu wspotrzednych o wektorach bazowych ji. Ujety w taki sposob ruch
oérodka nazywaé bedziemy opisem przestrzennym (Eulera), a zmienne x', x°,
x’, t nazywaé bedziemy zmiennymi przestrzennymi (Eulera).

Podamy teraz drugi mozliwy opis ruchu czastki osrodka. Przyjmiemy z kolei, ze
czastka o wspoirzednych x', x%, x* w chwili t, w chwili poczatkowej t = 0

okreslona jest przez wektor X:afj!‘. Czastka ta od potozenia w chwili
poczatkowej do potozenia w chwili t doznata przemieszczenia okreslonego
przez wektor u (o', o’, o), zalezny od zmiennych o' o o i czasu t. Zachodzi
zaleznos¢

x(ala2a3,r):X(o:'a2a3,0)+u(ala2a3,t)

okreslajaca kazde polozenie czastki, wzgledem nieruchomego uktadu
wspolrzednych. Jezeli w tym réwnaniu zmienne o' o o ustali¢ a zmieniac t, to
otrzymamy trajektori¢ czastki, ktéra w chwili t = 0 miata wspoirzedne o
o’. Jezeli natomiast ustalié¢ czas t, to réwnanie opisuje przeksztalcenie obszaru
V,, zajmowanego przez cialo w chwili t = 0, w obszar V zajmowany w chwili t.

Mozna zakladajac ciaglosé osrodka, wprowadzi¢ taki zmienny w czasie
uktad wspoirzednych krzywoliniowych, aby w calym procesie ruchu czastek
osrodka wspotrzedne o' o o opisywaly jedna i ta sama czastke. Oznacza to, Ze
okre$lone wspodlrzedne opisuja zawsze tylko i wylacznie jedna czastke
materialna. Ukfad ten bedziemy nazywali materialnym, substancjalnym czy tez
opisem Lagrange’a ruchu osrodka. W czasie ruchu os$rodka wzajemne pofozenia
czastek sa zmienne, a wigc zmianom podlega rowniez uklad wspoirzednych.
Zmienne Lagrange’a (o', o, o, t) moéwia o jednej i tej samej czastee, ktora w
chwili t = 0 miata wspotrzedne kartezjanskie o' o o. Natomiast wspélrzedne
Eulera (przestrzenne) mowig o réznych czastkach, ktére w roznych chwilach
pokrywaja si¢ z punktem przestrzeni okreslonym przez wektor x. Opis w
zmiennych przestrzennych wykorzystujemy gtéwnie w opisie cieczy i gazow,
natomiast zmienne materialne (Lagrange’a) uzywamy do opisu deformacji ciat
statych.

Zatozymy, ze funkcje x' (o', 0%, o't) okreslajace polozenie czastek
wzgledem nieruchomego ukladu wspotrzednych sa jednoznaczne i maja

jednoznacznie okreslone funkcje odwrotne

al-—-a[(x' ,xz,x3,t) =123
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W konsekwencji, kazdej czastce osrodka przed deformacja odpowiada tylko
jedna czastka po deformacji, a czastki nalezace do jej otoczenia przed
deformacja, beda rowniez nalezaly do otoczenia po deformacji. Ze wzgledu na
poczynione zalozenia co do ruchu osrodka przemieszczenie u mozna wyrazic¢

o

réwniez w zmiennych Eulera (przestrzennych) x' x* x°, t i wyrazi¢ wektor X w
zmiennych przestrzennych. Bedzie

X=x—u(al(xl,r)az(xl,t)aS(xl,t))
Okazuje si¢ wigc, ze ruch osrodka opisany moze by¢ zaréwno we
wspolrzednych Lagrange’a jak i Eulera, przy czym przejscie od wspoétrzednych
Eulera do Lagrange’a zwiazane jest z rozwigzaniem zadania Cauchy’ego dla
uktadu trzech réwnan rézniczkowych rzgdu 1.

W analizowanym dalej procesie termodynamicznym nalezy wyrdznic
wspolrzedne X* czastek na poczatku procesu narastania deformacji i
przeplywéw ciepta. Wzgledem tych wspotrzednych opisywacé bedziemy zmiany
energetyczne ukfadu. W szczeg6lnym przypadku wspotrzedne X* i a* moga sie
pokrywac.

25. MATERIALNE I PRZESTRZENNE POCHODNE POL TENSOROW YCH

Analizowa¢ bedziemy pochodne wzgledem czasu p6l wektorowych i
tensorowych w zapisie materialnym i przestrzennym. Wyniki tego punktu
pozwola obliczy¢ pola predkosci przyspieszen w osrodku.

Pochodna materialna pola tensorowego K okreslimy zgodnie z relacjami:
Okreslenie. Pochodng materialng pola tensorowego K danego we
wspbtrzednych materialnych (Lagrange’a) K = K (o', o, o, t) nazywamy
wyrazenie

K =2K (25.1)

dt

obliczone przy ustalonych wspétrzednych o', o, o',

Nieco inaczej oblicza¢ bedziemy pochodna materialng wzgledem
wspbtrzednych przestrzennych — zmiennych w czasie. Wowczas K = K (o', o,
o, t) = K (x'(v), x*(0), x*(©), 1).

OkresSlenie. Pochodna materialng pola tensorowego K danego we
wspotrzednych przestrzennych (Eulera) nazywamy wyrazenie
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. _JKdx' JK_JK

K= = + VK- 25.2
ek dt ot Ot ¢ o

w ktérym v=d xk /dt jest predkoscia czastki o trajektorii xX(t) przy czym
czastka jest ustalona.

Wprowadzajac oznaczenie K =D/DtK dla pelnej pochodnej po
czasie uzyskujemy zalezno$¢

mowiaca, ze pelna pochodna po czasie jest rowna sumie zwyklej pochodnej po
czasie oraz pochodnej translacyjnej. Przytoczony wzor jest oczywiscie stuszny
rowniez dla pol wektorowych czy tez skalarowych.

Pochodna przestrzenna pola tensorowego N okreslimy podobnie, ale w tym
przypadku ustalimy punkt przestrzeni, przez ktoéry przebiega¢ beda rozne
czastki i przypisane im wartosci pola tensorowego N. Pole to bedzie si¢ w
czasie zmienialo i wyznaczeniem tych zmian (pochodnej przestrzennej)
zajmiemy sig teraz.

Okreslenie. Pochodna przestrzenng pola tensorowego N danego we
wspotrzednych przestrzennych x', x>, x* (Eulera) nazywa¢ bedziemy wyrazenie

N=2N
dt

W przypadku ustalonego ruchu osrodka, kiedy w kazdym punkcie
przestrzeni wektory i tensory okreslajace ruch osrodka beda niezmienne w
czasie, to zachodzi¢ bedzie

N=0

Tego rodzaju ruch najprosciej opisywa¢ zmiennymi przestrzennymi (Eulera).

Jako zastosowanie wprowadzonych pochodnych materialnych i
przestrzennych pél tensorowych obliczymy pola wektoréw predkosci i
przyspieszen w o$rodku. Wyznaczenie tych pol jest bardzo istotne zarowno w
zagadnieniach dynamiki ciata odksztalcalnego jak i w hydromechanice.
Okre$lenie. Predkos¢ czastki okre§la wektor materialnej pochodnej
przemieszczenia U = X — X po czasie.

We wspotrzednych Lagrange’a (materialnych) wektor u okreslony jest
zaleznos$cig
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u(oc o’ o t) = x(o: ‘o a3,t) = )o((a ‘o’ a3,0)
a wigc wektor predkosci v wynosi

i g L (25.3)

Okreslenie. Przyspieszenie czastki okresla wektor materialnej pochodnej
predkosci po czasie.

Natomiast wektor przyspieszenia a okreslony we wspoirzednych
materialnych dany jest relacjg

a=—=—— (25.4)

We wspoélrzednych Eulera (przestrzennych) stosujemy reguly dotyczace
obliczania pochodnej materialnej wzgledem pola okreSlonego we
wspotrzednych przestrzennych. W przypadku predkosci otrzymamy

v=—=—z+Vu-v (25.5)

a dla przyspieszenia a bedzie
Den...Dv. ' 0¥
q = 5= —.
Dt v« DEerid

przy czym gradienty Vu i Vv obliczamy wzgledem zmiennych x', x
W obu przypadkach wystepuja sktadowe translacyjne pochodnych.

+Vv-v (25.6)

2,523
15 o

26. TENSORY DEFORMACIJI

W tym punkcie podamy najwazniejsza charakterystyke kinematyczna
osrodka odksztalcalnego jaka jest tensor deformacji oraz tensor predkosci
deformacji. Wyznaczenie tych wielkosci dotyczy podstawowego zagadnienia
dla cafej kinematyki osrodka ciaglego polegajacego na wydzieleniu z calego
ruchu osrodka tej czesci, ktoéra zwigzana jest bezposrednio z naprgzeniami i
oddzielenia jej od sztywnego ruchu.

Wielkoscia ta jest wilasnie tensor deformacji. Postgpujemy tutaj w ten sposob,
ze analizujemy odleglos¢ migdzy dwiema nieskonczenie blisko siebie
potozonymi czastkami 4 B przed i po deformacji A B



Rys.22.

Z poréwnania odleglosci odcinkow

AB|i |ﬁ‘ przed i po deformacji

(rys.22) wydedukujemy postacie tensoréw deformacji.

Przed przystapieniem do wiasciwych wyliczen musimy okresli¢ tensor
metryczny g dla osrodka znajdujacego si¢ w konfiguracji poczatkowej (nie
zdeformowane;j) i konfiguracji zdeformowane;j.

Okreslimy w tym celu rodzing zaleznych od czasu t wektoréw
bazowych relacja

ax (1) :
e ()= o (26.1)
ktéra w chwili t = 0 przechodzi w bazg e; (0)=e = j;.
o

Wobec przyjetych wektorow bazowych, tensor metryczny, bedzie
rowniez zalezny od czasu i bedzie miat postac

g=gleie; e/ e,

gt)=g" (t)e; (1)e ; ¢)

w chwili t, oraz

o o =] (]

i I
g=g’ ee; =(e e’ }fej

9 o

w chwili t = 0 w konfiguracji poczatkowej — niezdeformowane;.
Z rysunku 22 wynika, ze wektor dx mozna wyznaczy¢ z rownania
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dx=—u+d X+(u+du)=d X+du(X ]:
=d X+Vud X =(g+Vu)d X=d X(g+Vu)

w ktérym gradient wektora u wyznaczamy wzgledem wspotrzednych
materialnych (Lagrange’a) i w stosunku do aktualnej bazy e;.
Z réwnania X = X — u wynika, ze

dX=dx—du(x }=dx-V udx={g-—V u }1x=dx{g—u \% }

o]

Okreslony zostat tutaj przyrost wektora d x wzgledem wektora dx, przy czym
gradient V u wyliczamy w zmiennych przestrzennych (Eulera) ale wzgledem

bazy j; (poczatkowej).

W nastepnej kolejnosci obliczymy jak zmienia si¢ dtugos¢ ds. odcinka
AB w czasie deformacji

2
(ds)? -—(d S } =(dx dx }-d X gd X=d X (g+uV )g+UV )d X-

—d X gd X=d X gd X+d X(g+uV)d X+d XuVgd X+
+d XuV-Vud X—d Xgd X=d X23d X

[+] o o o Q

gdzie tensor

1
>= —Z—(Vu +uV +uV - Vu) (26.2)

nazywa si¢ tensorem deformacji Greena. Tensor Greena byl wyznaczony
wzgledem zmiennych materialnych (Lagrange’a).

Natomiast we wspoétrzednych przestrzennych (Eulera) uzyskujemy
nieco odmienne zaleznosci

dS*—dS*=dxdx-dXdX =dxdx—[dx(g—uV)][(g—Vu)dx]=
=dxdx — dxgVudx + dxggdx + dxuVdx — dxuV - -Vudx =
=dx 23 dx

gdzie tensor
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3=-;-[Vu+uV—uV-Vu] (26.3)

nazywa si¢ tensorem deformacji Almansiego.

Przytoczone wzory okreslajace tensory deformacji Greena i Almansiego
sa podstawowymi miarami deformacji oérodka ciaglego podanymi w zapisie
absolutnym. Natomiast w zapisie wskaznikowym otrzymujemy zaleznosci
- mnaprzyrostydxi d X

dx = (dcx" +ut; da‘)ek
d)o( = (dxk ot lolk-,;' dxj)jk

- na tensor Greena (zmienne materialne)

2
(dS)z - (d S) - (u';.! tu,t u' u,,”.)da' do’ =

=23, da’ da’

1

gdzie 3, = E(H”J +u;,+ uf;,- u,.‘j) (26.4)

_ natensor Almansiego (zmienne przestrzenne)

o 2 o (-] e o ) i p :
(dS)* - (d s] - [u Fuy—=u'y uk;_;]dx' dx' =23 dx'dx’

U

1 o o 2 o
gdzie 3 = E(u,-;_; +u;; — u* 4 uk;‘,) (26.5)

oy

W zaleznosciach tu przytoczonych symbol (...);i oznacza kowariantng pochodng

wzgledem zmiennych o', a symbol () ;i pochodng wzgledem zmiennych X'

o

Przedstawione relacje dotycza ogélnego przypadku deformacji o$rodka.
Natomiast dla cial statych proponuje si¢ przyja¢ opis we wspotrzednych
materialnych Lagrange’a. Z kolei korzystanie ze wspotrzednych przestrzennych
Eulera jest o tyle niekorzystne, ze trudno w tym przypadku sformutowac
zagadnienie brzegowe, poniewaz okreslona jest w zasadzie tylko poczatkowa
konfiguracja osrodka.
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27. MALE DEFORMACJE OSRODKA

W tym punkcie analizowa¢ bedziemy szczegdlny przypadek deformac;ji
osrodka, ktéry prowadzi¢ bedzie do tensora odksztalcenia. Takie ujecie
zagadnien kinematyki osrodka prowadzi do znacznych uproszezen, szczegOlnie
chetnie  wykorzystywanych w  teorii sprezystosci,  plastycznosci,
lepkosprezystosci itp. Aby uzyska¢ odpowiednie formuly okreslajace tensor
malych deformacji rozpatrzymy znéw nieskonczenie blisko siebie potozone
punkty A i B z wektorami wodzacymi x dla punktu A i X + d X dla punktu

B. W nastepnej kolejnosci zbadamy przyrost wektora przemieszczenia u,
ograniczajac si¢ jedynie do liniowego skladnika - pierwszego wyrazu
rozwinigcia. W wyniku takiego postepowania uzyskujemy zaleznosé

u( X+d X ]:u(X }rVu-d b€

Rys.23.

W ktérej pierwszy wyraz po prawej stronie oznacza przemieszczenie punktu A,
natomiast drugi jest iloczynem skalarnym gradientu przemieszczenia 1 przyrostu

wektora x. Z kolei przyrost wektora Vu d X roztozymy na czg$¢ symetryczna i

asymetryczng wprowadzajac dwa nowe tensory

e=-(Vuruv)  @=3(Vu-uv)



o1
Uzyskujemy wigc zaleznosci

frospis}

\
= u[X %(VlﬁuV)d X+%(Vu—uV)d X=
[+] ,J o [+]

L
2

(Vu+uV )-1—;(Vu—uV )]d )°(=

= u(X \Hﬁd X+ed X
[+] ) Q (]

W uzyskanych zaleznosciach wektor u(X] nalezy traktowa¢ jako
sztywne przesunigcie dla nieskoficzenie matego otoczenia czastki A. Drugi

skfadnik @ dX jest sztywnym obrotem otoczenia wzglgdem czastki A.

Istotnie, z antysymetrycznym tensorem ® zwiazany jest pseudowektor obrotu 7
A 1 : . : :

okreslony zaleznoscia ’IE:EV xu . Wreszcie ostatni skfadnik € d X zwigzany

jest z malymi deformacjami otoczenia czastki A. Nadmieni¢ tu warto, ze
~ analizowane zagadnienie ma interpretacj¢ fizyczna, czgSciowo juz zreszta
przedstawiong. Zauwazmy, ze migdzy czastkami A i B napigcie moze wystapic
jedynie wowczas, jezeli czastka B wzgledem czastki A wykona ruch rézny od
sztywnego obrotu i sztywnego przesunigcia.

Wiasnie réznica migdzy ruchem sztywnym a ruchem czastki B musi
generowaé stan naprezenia interesujacy nas w zagadnieniach mechaniki. W
przypadku tensora matych deformacji € znika réznica miedzy opisem
materialnym i przestrzennym ruchu o$rodka. Wiasnos¢ ta wykazemy badajac
obrot wektora wywotany deformacja.

28. OBROT ODCINKA PRZY DEFORMACII

Analizowaé bedziemy obrot wektora C m, gdzie: C jest dowolnym
skalarem a n jednostkowym, zorientowanym wektorem. Ogélnos¢ podejscia
jest zagwarantowana tutaj dowolnoscia orientacji wektora n.

W wyniku deformacji wektor C n przed deformacja doznat przyrostu
(g +Vu) C n wynikajacego z wzoréw na przyrost dx wektora x, analizowanych
w punktach (A, B). Nastgpnie obliczymy cosinus kata zawartego miedzy
wektorami C ni (g + Vu) C n, ktéry wynosi

l+n-€-n+n-M-n
J1+n -23-n

= cos(C n,(g + Vu)Cn)
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Jezeli teraz bedziemy wymagali aby kat ten byl maly (cos 0° = 1), to musimy
narzuci¢ dodatkowe warunki

n-€-n{(l, |n-0)-n|<_il, n-n=|

W tym przypadku kat obrotu jest dowolnie maty i zachodzi réwnosé tensoréw
€ =3. Jezeli dodatkowo ¢ jest tego samego rzedu co tensor sztywnych obrotow

, to wartos¢ cosinusa dazy do jednosci a kat obrotu do zera. UzyskaliSmy w
ten sposéb przejscie od ogdlnego opisu do tensoréw matych deformacji.

29. WARUNKI NIEROZDZIELNOSCI

Przy réznych sformutowaniach zadan mechaniki osrodka ciaglego moze
zaj$¢ praktyczna potrzeba ograniczenia rozwazan tylko do tensoréw deformacji
lub innych charakterystyk deformacji bez analizy stanu przemieszczen osrodka.
Sytuacja ta czesto wynika ze znacznych trudnosci jakie wystepuja przy
rozwigzywaniu zadan z wykorzystaniem przemieszczen.

W zwiazku z tym, ze deformacja nie jest niezalezna a wynika z
okreslonych operacji wykonywanych na polu przemieszczei powstaje pytanie:
jakie ograniczenia nalezy nalozy¢ na deformacje, aby odpowiadaty i
rzeczywiste pola przemieszczen.

W klasycznej teorii malych deformacji ograniczenia te nosza nazwe
warunkéw nierozdzielnosci de Saint — Venanta i moga by¢ zapisane nastgpujaco

V x(Vx3)=0

i O

Q™
‘7 Dmk Vx(Vx3) =0

@D
\/@xﬁ’x 3)=0

Rys.24.
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Warunki te sa matematycznym zapisem rozumowania przedstawionego na
rysunku 24, w ktérym zmiana deformacji przebiegajaca migdzy dwiema
konfiguracjami osrodka (1) — (2) jest tego rodzaju, ze mySlowy podziat
o$rodka w konfiguracji 1 na czesci, ktére poddajemy nastepnie dziataniom sit
wzajemnego oddziatywania i odksztalceniom pozwala ,zlepi¢” z tych czgsci
konfiguracje 2 tegoz samego osrodka. Aby ,,zlepienie” to bylo mozliwe, tensor
deformacji 3 musi wiasnie spetnia¢ warunki nierozdzielnosci. Warto pamigtac,
ze w teorii matych deformacji tensor odksztalcen € jest wprost catka warunkéw
nierozdzielnoéci, traktowanych jako ukfad réwnan rézniczkowych. Podamy

teraz warunki nierozdzielnosci w jawnej postaci i w zapisie wskaznikowym
2
€. . €. ﬂ =0
thr = jsm i |
X O

Po rozpisaniu otrzymujemy

122+ €211=2€12,.12

€3311F €11.33= 2€13,13

€3320+ €2.11= 26323
€123~ &3t 12,131 &1312
£0213= —&122F €123t &3 12
£3312=—€1233+ 32,13 €31 23

gdzie €, jest symbolem permutacyjnym Ricciego, natomiast przecinek
oznacza pochodna, np.

o _ 82812
1223 =
7 dxpoxy

30. TENSOR PREDKOSCI DEFORMACII

W zadaniach hydromechaniki, przy opisie kinematyki we
wspolrzednych Eulera wygodnie jest korzysta¢ z tensora predkosci deformacji.
Majac na wzgledzie ten cel okreslimy tensor predkosci deformacii.
Ograniczymy si¢ przy tym do tensora matych deformacji i rozpatrzymy wektor
predkosci V w punkcie okreslonym wektorem — promieniem X oraz jego
przyrostem V(x + dx) w punkcie, wyznaczonym przez wektor — promiefi X + dx.
Ograniczajac si¢ do pierwszego wyrazu rozwinigcia - gradientu predkosci
otrzymujemy
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v(x+dx )=v(x )-I-Vv-dx=v(x)-¢{% (Vv+vV)-i—;- (VquV)}d =

1
= v(x)-lE(Vv+vV)dx+—;-(Vv—vV)dx

Jezeli teraz wprowadzimy tensor predkosci deformacji € i tensor predkosci

sztywnego obrotu ® wedlug relacji

e | y ti: ]
£=-2—(Vv+ vY) =5(VV—VV) (30.1)

to dla wektora predkosci v(x + dx) w punkcie okreslonym wektorem —
promieniem X + dx otrzymujemy wyrazenie

v(x+dx )=v(x )-t-tﬁ-dx+é-dx=v(x Y mxdx +&dx

W przytoczonym wzorze predko$c czastki x, v(x + dx) znajdujacej sie
w nieskoficzenie matym otoczeniu czastki x okreslonej wektorem X jest réwna
predkosci czastki Kk powigkszonej o predkos¢ sztywnego obrotu z predkoscia

katowa m i o predkos¢ deformacji €. W podanym wzorze warunek € =0

prowadzi wprost do sztywnych ruchéw osrodka, natomiast tensor € # 0 okresla
predkos¢ zmian objetosci i postaci nieskonczenie matego otoczenia czastki x,

Rys.25.

przy czym predkosci zmian objetosci i postaci zwiazane sa z symetryczna

czgScia tensora € oraz dewiatorem D tensora predkosci deformacji.
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Rozklad tensora predkosci na te dwie skfadowe jest nastepujacy

e=11 g+D. (30.2)
3¢ £

odzie I =g]j+€22+€33 jest pierwszym niezmiennikiem tensora predkosci
3
deformaciji, g — tensorem metrycznym, a tensor dewiacji obliczamy z zaleznosci

T g (30.3)
€ 3 E

Interesujacy jest zwiazek miedzy tensorem deformacji a tensorami
predkosci deformacji i tensorem przyrostu deformacji, ktéry wystepuje w
zadaniach teorii plastycznosci. W pierwszej kolejnosci podamy formuly faczace
tensory deformacji i predkosci deformacji.

Wektor przemieszczen u mozemy przyja¢ jako réwny v dt w ramach
teorii liniowej przy przyjeciu nieskonczenie malego przyrostu czasu. Tak
okreslong warto$¢ wektora przemieszczenia podstawimy do wzoru na tensor
matych deformacji. Uzyskujemy tutaj zaleznosc

€= %(Vu+uV) = %[V (v dt) + (v dt)V]

Natomiast tensor predkosci € obliczamy pamigtajac, ze

czyli

- [V (var)v]

€= i =E(VV+VV)

Zwro¢my uwage, ze w przypadku ogélnym zachodzi €# De/ Dt ,

poniewaz operator D/Dt jest nieprzemienny z operatorem gradientu V.
Przemienno$¢ natomiast zachodzi w przypadku wyznaczania tensora matych
deformacji, wtedy bowiem skladnik konwekcyjny w gradiencie znika i
uzyskujemy
—_———, Vislo
Dt Jdt dt
Zachodza wigc w tym przypadku relacje

D __ 9 2 11=2V[..]



96

du w1 Q8
V=—

at’ 8257

ktore sa prawdziwe w teorii matych deformacji.

Posrednio z tensorem predkosci deformacji zwiazany jest tensor
przyrostéw deformacji, przy wyznaczaniu ktérego korzystamy z wektora
predkosci v zgodnie z relacja

du=vdt

Nastepnie okreslamy tensor przyrostu deformacji de

Ge = [V (@) + (@) V] =5 [V (v ar)+ (v )]

ktéry wyznaczamy w stosunku do ciagu stanéw chwilowych konfiguracji

osrodka i deformacji. Stosujemy w tych obliczeniach opis materialny.
Okreslimy teraz zwiazek miedzy tensorem przyrostu deformacji a

tensorem predkosci.

Zwiazek ten ma postac nastepujaca

de = ¢ dt

Natomiast tensor przyrostu de oraz rozniczka tensora deformacji pokrywaja sie
Jedynie w przypadku teorii matych deformacji.
Zachodzi wtedy relacja

el
e=[de=[edt
0 t,

Podane w tym podrozdziale tensory w petni charakteryzuja deformacjeg
osrodka cigglego. Warto zwrdci¢ uwage, ze w przytoczonych okresleniach
szczegolne miejsce zajmuje tensor matych deformacji. W tym przypadku opis
deformacji odrodka zarowno we wspdlrzednych materialnych jak i
przestrzennych prowadzi do tych samych wynikéw. Ponadto prostota
wyznaczania dalszych charakterystyk deformacji osrodka jak np. tensora
predkosci deformacji czy tez tensora przyrostow powoduja, ze w wielu
zagadnieniach technicznych zadowalamy si¢ teoria matych deformacji. Teoria
ta wraz z liniowymi zwiazkami fizycznymi np. liniowa sprezystosé,
lepkosprezystos¢ itp. prowadzi do najprostszych zagadnien analizowanych w
mechanice osrodka ciaglego. Zagadnienia te charakteryzuja si¢ najprostszymi,
bo liniowymi operatorami zadan poczatkowo - brzegowych.
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Rozdzial VI

BILANSE W MECHANICE OSRODKA CIAGEEGO

We wspolczesnym ujeciu mechaniki oérodka ciaglego postuluje sig
prawdziwo$é réwnan bilanséw zapisanych w postaci sumy catek po objetosci
calego uktadu. Réwnania te nosza nazwg praw zachowania i przyjmowane s3 a
priori w mechanice o$rodka ciaglego. Stusznosci tych réwnan nie wykazuje sie,
uznaje si¢ natomiast, ze sa one prawdziwe dla kazdego procesu deformacji i
temperatury w ramach okreslonej klasy zjawisk.

W wiekszosci zadan mechaniki mozna ograniczy¢ si¢ do postulowania
stusznosci zasad zachowania masy, pedu, kretu (momentu pedu), energii i
nieréwnosci entropii. Warto przy tym zwréci¢ uwagg, ze kazdorazowa forma
bilanséw w jakich zapisane sa prawa zachowania, okresla tylko ustalong klase
zagadnien. Dla przykladu zasada zachowania energii dla klasycznych zadan
mechaniki zawiera tylko prace mechaniczng, natomiast juz dla
termosprezystosci ta sama zasada, a dokfadniej bilans energii, musi by¢
uzupetniony przez zrodla i strumienie energii wynikajace z przeptywu ciepla w
o$rodku. Przyklad ten jest tylko ilustracja ogolniejszej zasady gloszacej, ze
postulowane w opisie réznych zjawisk zasady zachowania powinny byc¢
indywidualnie przyjmowane w kazdym przypadku. Po prostu trudno podac
ogolng posta¢ zasad zachowania, ktéra objetaby wszystkie mozliwe warianty
powiazania réznych p6l wystgpujacych w mechanice osrodka ciaglego.

Ogoblne ujecie réznorodnych zagadnien wystgpujacych w mechanice
wymaga uzycia do ich opisu réwnan termodynamiki osrodka ciaglego. To
wlasnie na terenie termodynamiki mozliwa jest prawidlowa analiza ziozonych
proceséw wystepujacych w mechanice osrodka ciaglego. Warto podkreslic, ze
na uzytek wystepujacych w mechanice zagadnienn dokonano dosy¢ gruntownej
przebudowy samej termodynamiki. W pierwszej kolejnosci sformutowano
podstawy ogélnej, nieréwnowagowej termodynamiki.

W tak ujetej termodynamice musiano znalezé wspdlne miejsce dla
nieré6wnowagowych proceséw mechanicznych, cieplnych, dyfuzyjnych itp. W
klasycznej termodynamice wprowadza si¢ pojecie parametrow stanu. Stan
termodynamiczny ukladu okreslony jest wtedy, kiedy znamy zbior
jednoczesnych wartosci funkeji zdolnych do zmiany wielkosci fizycznych
zwanych parametrami stanu. Parametrami tymi sa np. temperatura, objetosc itp.
Miedzy parametrami stanu wystepuja zaleznosci funkcyjne, ktére w klasycznej
termodynamice nosza nazweg rownan stanu.

Przykladem réwnania stanu sa rownania Clapeyrona dla gazu
doskonatego lub prawo Hooke’a w liniowe;j teorii sprezystosci. W efekcie, w
rébwnowagowej termodynamice do analizy zachowania si¢ uktadow wprowadza
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si¢ aparat formalny réwnan rézniczkowych. Typowym przyktadem moze byé
stuzy¢ réwnanie okreslajace zmiang energii wewnetrznej pV w ukladzie

dpU=pTdS—ocode+ Y-dx

w ktorym T jest temperatura, pS — entropia. W tym ujeciu termodynamiki
wprowadza si¢ uogoélnione sity (temperaturg, naprezenia, Y) oraz uogélnione
wspotrzedne (entropig, tensor odksztalcen, x). Wiasnie na tej drodze zostaly
uzasadnione réwnania teorii sprezystosci. Natomiast analiza proceséw
nierownowagowych zmusza do odejécia od klasycznego ujecia zagadnien
termodynamicznych. Wprowadza si¢ w miejsce funkcyjnych postaci réwnan
stanu, zaleznosci funkcjonalne okreslone na historiach procesu, a réwnania
rozniczkowe zostaja zastqpione zfozonymi zalezno$ciami operatorowymi.
Podobng ewolucjg przesz{y rowniez zasady termodynamiki, szczegolme zasada
zachowania energii i nieréwno$¢ entropii.

Wspdlczesne ujecie tych zasad ma charakter globalnych zaleznoéci i
Jest na tyle ogdlne, aby uja¢ znacznie bardziej zlozone procesy anizeli
analizowane w réwnowagowej termodynamice. Takiemu ujeciu (ogélnemu i
Jednolitemu) zasad zachowania w postaci bilanséw poswiecimy kolejny
podrozdziat.

31. POCHODNA MATERIALNA CALKI

Formulujac zasady zachowania w postaci catkowej musimy umieé

wyznacza¢ pochodne calek oznaczonych dotyczacych zmieniajacych sig w
czasie ruchu pél i objetosci. Sytuacje tutaj komplikuje fakt, ze przy pelnym
uwzglednieniu kinematyki osrodka jego konfiguracja ulegnie zmianie, a wiec
zmienne bedg réwniez granice catkowania. Tym samym pierwotna objgtosé
o$rodka V(t = 0) = V,, przejdzie z uplywem czasu i w zmienionej konfiguracji w
objetos¢ V(t) = V. Jedynie w przyblizonym zapisie ruchu osrodka w zakresie
teorii matych deformacji mozna przyjaé, ze obszar zajety przez osrodek jest
staly w czasie ruchu. Podejscie takie stosowane jest w liniowych geometrycznie
teoriach osrodka ciaglego.
Przed przystapieniem do analizy wlasciwego zadania tj. obliczania materialnej
pochodnej catki oznaczonej, okreslimy tensor metryczny w konfiguracji
pierwotnej (t = 0) i aktualnej w czasie ruchu o$rodka. Po okre$leniu tych
uzupetniajacych wyklad wielkosci, obliczymy jakobian przeksztalcenia.
Znajomos¢ jakobianu przeksztalcenia oraz jego pochodnej pozwala obliczyé
pochodna catki (materialng), ktoéra wykorzystamy przy ogdlnym formutowaniu
zasad zachowania dla o$rodka ciaglego.
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Niech X bedzie wektorem okre$lajacym pierwotne pofozenie czastki w

o$rodku, x — polozenie aktualne, a u — bedzie wektorem przemieszczenia
okreslonym relacjau=x- X.

Wprowadzimy lokalne bazy ukiadu wspdtrzednych odnoszace si¢ do
pierwotnej j, = d X/ da” i aktualnej e) = dx/da* konfiguracji oérodka.

Tensory metryczne w obu konfiguracjach wynosza odpowiednio

go-g jijj=g'ee —(e e’)e e -(J J)J,.lJ

O:OJ [+] o GIOJ

w chwili t =0, oraz
g= g”ee —(e ej) ee;

w chwili t.
Zwroémy uwage, ze zmiana tensora metrycznego charakteryzuje ruch
osrodka ciagtego.
Okreélimy teraz jakobian przeksztalcenia x = x(of, t) zaleznoscia

:
J = det axk
dol

Jakobian J przeksztalcimy nastepnie przy wykorzystaniu algebraicznego

dopetnienia A'; wyznacznika okre$lajacego jakobian J — tak, aby uzyskac

9Ix' A= B,
80:

Wyznaczymy z kolei pochodna jakobianu dJ/dt , przyjmujac, ze zachodzi

wyrazenie J &'

i _ F
xl k. gy r=>J=8xf
dot Jo

Ay

Uzyskujemy
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D a ¥ r r n r i
J=D x, 4 =8v1 A!r-'“-av 8x1 A;r=av 5;rJ=av J
Dt dox dox K" Jda da! do”
czyh
£=JVV (31.1)
Dt

Okreslona zostata tutaj zmiana nieskonczenie malego przyrostu objetosci w
czasie ruchu osrodka z predkoscia v.

Niech A oznacza pole tensorowe zapisane w zmiennych przestrzennych
(Eulera) x', x%, x*, t. Obliczymy teraz catke oznaczona IA dv(t), pola A.

4

Zauwazmy, ze calka ta ze wzgledu na zmienno$¢ pola A wzgledem
czasu jest takze funkcja czasu. Catke t¢ wyznaczymy w spos6b analogiczny jak
w klasycznej analizie catkg Riemanna, pamigtajac jednak, ze zmianom w czasie
podlega nie tylko pole A, lecz takze objetos¢ V().
Okreslajac pochodna catki jAdV przejdziemy do zmiennych o, o, o ktére

4

laczy ze zmiennymi x' zaleznos$¢ x = X + u . Natomiast objetosé V(t) przejdzie

w objetosé V, zwiazana ze zmiennymi o', o, or’.
Uzyskujemy zwiazek migdzy obu catkami w obu zapisach

[ Aar(r)= jA(xl(a",z),xz(a",r),x-"(a",z),:] Jdv,

V(t) V.

ktory jest o tyle istotny, ze w prawej stronie tej rownosci tylko pole tensorowe

A i jakobian J sa funkcjami czasu, natomiast objetos¢ V, jest ustalona. W

zwiazku z tym, aby obliczy¢ pochodna catki D/Dr-[ A dV , wystarczy obliczy¢
1%

pochodna catki w ustalonych granicach oraz pochodng jakobianu zgodnie z

wzorem. Uzyskujemy

-D—_[ x' rdV(t) I—-——[Ax rJ(f)]dV I(J(r)—-— APDi}dV—

Vir)

(1]

j(J——+AJVv) (31.2)

WykorzystalisSmy tutaj wzdr na pochodna jakobianu przeksztalcenia.
Powrécimy teraz na powrét do zmiennych x' wykorzystujac znajomosc
jakobianu przeksztalcenia. Zachodzi
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J(%+A-V-v).}dV0= I [Bé--FA-V*V)JdV(I)
i R v Dt

Otrzymany wzoér jest obowiazujacy przy obliczaniu pochodnych
materialnych z calek po polach skalarowych, wektorowych i tensorowych.
Wezmy teraz pod uwage wzor okreslajacy pelna pochodna pola A, to wowczas
dla funkcji podcatkowej w ostatnim réwnaniu bedzie prawdziwa relacja

L;—?+A-V—v=%—?+VA-v+A(V-v):—??—-i-V(v-A)

z ktérej po wykorzystaniu twierdzenia Gaussa — Ostrogradskiego otrzymujemy
D DA d

—|AdV=||—+A-V.v|dV=—o|AdV+|\A-v)-ndA

Dt 'L[ j[( Dt ) ot -J .[ ( )

Ostatecznie pelna pochodna okreslona jest wzorem

D d :
—|AdV=—|AdV+|(A-v)nd4 313
Dt 8:-,[ -L( e ey

gdzie V jest zmienng objetosciowa, n — wektorem normalnej zewnetrznej do
powierzchni A (zmiennej), ktéra ogranicza objetos¢ V, d/dt - oznacza
rézniczkowanie po czasie przy ustalonej objgtosci.

Zapisana w tej postaci pochodna catki stanowic bedzie formalna
podstawe w trakcie ogolnego formutowania bilansow w osrodku ciaghtym.

32. BILANS MASY

Wykorzystujac  zaleznosci z poprzedniego podrozdziatu, a w
szczegblnosci wzor pozwalajacy na obliczenie catki z pola tensorowego, przy
zmieniajacej si¢ w czasie ruchu konfiguracji ciata, sformutujemy zasady
zachowania masy. Nadmieniamy, ze analizowa¢ bedziemy przypadek braku
wymiany masy migdzy ukfadem (cialem) a otoczeniem. Punktem wyjsciowym
rozwazan bedzie wiec stwierdzenie, ze catka z gestosci masy p przy
zmieniajacej sie w czasie ruchu konfiguracji ciata bedzie wielkoscia stala.
Oznacza to, ze sluszna jest zalezno§¢
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— [p(x".t)ar =0 (32.1)

Positkujac si¢ wzorem na obliczenie pochodnej z catki pola
tensorowego uzyskujemy w szczegdlnosci

. D ' 2 Dp th
EV{I;)(JE‘ ,t) dv = V‘([r)(ﬁ + pV- v) dV(r) =0

Ostatnia z rownosci, wobec dowolnego wyboru objetosci prowadzi do
rownania

&+pV-v=0

Dt

Uzyskana rownos¢ nosi nazwg lokalnej postaci bilansu masy lub réwnania
cigglosci. Po przeksztalceniu mozna ja przedstawic nastgpujaco

9

5£+ V(p-v)=0 (32.2)

t

gdzie v jest wektorem predkosci deformacji czyli materialng pochodng po
czasie wektora przemieszczenia u czastek osrodka.
Z réwnania powyzszego wynikaja dwa istotne przypadki szczegdlne, a
mianowicie: przeptyw niescisliwy okresla warunek p = const., czyli V(pv) = 0,
a przeplyw stacjonarny warunek dp/dt=0.

Przeanalizujemy teraz bardziej ztozony przypadek bilansu masy, w
wielosktadnikowej mieszaninie cial. Skladnikami tymi moga by¢ zaréwno
czastki ciala stalego, jak cieczy czy tez gazu. Zgodnie z postulatem ciaglosci
osrodka przyjmiemy, ze kazda z jego czastek bedzie si¢ skiadata z elementow w
ilosci rownej skladnikom mieszaniny. Przykladem szczegélnym mieszaniny
moga by¢ zjawiska filtracji cieczy w odksztalcalnym osrodku porowatym.
Zagadnienia te sa podstawowe m.in. w mechanice gruntow i sa uymowane tam
terminem konsolidacji. Innym przykfadem szczeg6lnym mieszaniny moga by¢
zjawiska dyfuzji cieczy lub gazu w ciele stalym. We wszystkich podanych tu
przykladach cecha wspolng jest wystepowanie kilku wzajemnie migdzy sobg
przemieszczajacych si¢ skladnikéw. Sytuacja jest wigc bardziej ztozona niz w
jednorodnym osrodku.

Gestos¢ osrodka p bedzie suma gestoscei sktadnikow zgodnie z relacja

p=p1tprt..+tpy (32.3)
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Oprécz tego wprowadzimy pojecie predkosci centrum masy pv
pv=pvi+pavo+...tPpVy (324)

gdzie Vi i P 0Znaczaja gestos¢ i predkosé m — tego skiadnika mieszaniny.
Przyjmujac postulat o braku wymiany masy migdzy ukladem a
otoczeniem mozemy wymagaé, aby calo$¢ mieszaniny oraz kazdy z jego
sktadnikéw spetniat réwnania ciagtosci
dp
—+V(pv)=0
dt (pv)

oraz

%{f_ + V(pi vi)= 0 (nie sumowaé!)(i=12,3,...n)

Wprowadzimy teraz pojecie udziatu i — tego skladnika mieszaniny c; w calej
mieszaninie, zgodnie z relacja

=PL

P
Otrzymamy woéwczas dla i — tego skladnika zaleznos¢

Ci

Dcf =
pE+V[p,-(v,--—v)]-0 (32.5)

Wektor pi(v — v;) nazywany bywa rowniez strumieniem masy i — tego skladnika
mieszaniny
ji=pi(vi—v) (32.6)

Rozwazmy przypadek szczegélny dwuskladnikowy mieszaniny, ktorej
czastki przesuwaja si¢ wzgledem siebie bardzo wolno. Beda wowczas
prawdziwe upraszczajace przyjgcia

(pv=pivis pavy =PV +PrAv)=> jo = prAv, ;=0
Przyjeliémy upraszczajaco, ze drugi sktadnik mieszaniny dosy¢ wolno
przemieszcza si¢ wzgledem szkieletu, traktowanego jako pierwszy skladnik
mieszaniny. Zauwazmy wazny jakosciowo fakt, a mianowicie strumien masy jo,
dyfundujacego skladnika jest zalezny od predkosci przemieszczajacego sig
sktadnika.

Uzyskujemy w efekcie rownanie bilansu postaci

DC‘)
2 4+Vij=r 327
= ja=n (32.7)

p
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gdzie ¢; — koncentracja i — tego (drugiego) sktadnika mieszaniny (i = 2), j, -
strumien masy tegoz sktadnika, r, — Zrédto masy.
Strumieii masy j; okreslamy jako ilo$¢ masy i — tego skiadnika przeptywajacego
przez powierzchni¢ jednostkowa w jednostce czasu. Natomiast zrodlo masy r;
Jest to ilos¢ masy i — tego skladnika wyprodukowana w jednostce czasu i
objetosci mieszaniny.

Globalny bilans masy dla przeptywu dyfuzyjnego i — tego skiadnika ma
postac nastgpujaca

—j pedv =[radv (32.8)
I/
Bilans ten jest stuszny dla kazdego ze skladnikéw oraz dla ich sumy.

33. BILANSE PEDU, KRETU, ENERGII I ENTROPII

Podamy w tym punkcie w postaci globalnej bilanse pedu, kretu, energii
i entropii, ktore stana si¢ podstawa konsystentnej teorii osrodka ciaglego dla
roznych powiazan wystepujacych w nim pol i rodzajéw ciat.
W szczeg6lnosci, po uzupetnieniu réwnan bilanséw przez réwnania tworzace,
zalezne od fizycznej natury cial, uzyskamy podstawe do opisu zachowania sie
materialéw spreZystych, plastycznych czy tez roznych rodzajow cieczy. Takie
postgpowanie typowe dla mechaniki osrodka ciagtego odniosto wiele sukcesow
i przyczynito si¢ do znacznego rozwoju same;j teorii jak rowniez jej zastosowan.
Na tej wiasnie drodze bada si¢ powiazania przeptywéw pedu, kretu z
przeptywami cieplnymi, dyfuzyjnymi itp., czy tez polami magnetycznymi
towarzyszacymi réznym zjawiskom.
W pierwszej kolejnosci jednak obliczymy catke

D
Eija{V

w ktorej p jest gestoscia osrodka (suma gestosci) a A dowolnym polem
tensorowym. Bedzie zachodzito

--ijdV j[ DI)+(pA)V-v}dV=

-j[DpA+p—+pAV ]dV=j{A[%+pV-v}+p%?}dV
l/

Wyrazenie w nawiasie kwadratowym znika, poniewaz z réwnan
ciagtosci wynika, ze Dp/Dt+ pV-v=10
Uzyskujemy wigc istotny dla naszych rozwazan wynik
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D DA
B ra s dpel gogr 33.1
Dt{rp lp s (33.1)

ktéry dalej wykorzystamy przy omawianiu bilansow.

W postaci ogélnej wymienione tutaj bilanse maja identyczng budowe
wynikajaca z tego, ze zmiana okreslonej wielkosci fizycznej np. pedu, energii
czy tez entropii moze nastapi¢ tylko na skutek doptywu, czyli w wyniku
istnienia strumienia lub tez w efekcie produkcji zrodet. W ogélnym przypadku
bedzie wigc zachodzito (rys.26.)

ij_ijdV:ijdV—jJ-ndA' (33.2)
De V V A
gdzie pR — intensywno$¢ produkeji zrodta (na jednostke objetosci), J —

strumien doptywajacej wielkosci, obliczony na jednostke powierzchni i czasu, n
— wektor normalnej zewngtrznej do powierzchni A.

Rys.26. Bilans — przypadek ogdlny

Warto tutaj zwréci¢ uwage na fakt dowolnego wyboru objetosci V zawartej w
objetosci osrodka V.

W dalszym ciggu podamy kilka réznych mozliwych sformutowan
bilanséw w MOC. Rzecz jasna kazda szczegodlna posta¢ tych bilansow okresla
konkretna klase powiazan pol wystepujacych w mechanice.

W pierwszej kolejnosci podamy ogoélng postac bilansow, w ktore]
wystapia juz powiazania przeptywow cieplnych z przeptywami pedu w osrodku
ciaglym. Powiazania tego rodzaju leza u podstaw termosprezystosci,
termoplastycznosci itp.

Wzmiankowane bilanse maja postac
- bilans pedu

(1) ﬂjpvdvszFdijdA
ip % A
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- bilans kretu (moment pedu)

() Ej(rxpv)JV=j(rXpF)dV+erPdA
Dt
Vv Vv A
Przedstawione bilanse maja podobng budowg i stanowia podstawe wszystkich
(niepolarnych) czysto mechanicznych teorii osrodka ciaglego. Zrédtem pedu i
kretu jest tu sita masowa p F a strumieniem sita powierzchniowa P dziatajaca
na brzegu A ciala (rys.27.).

Rys.27.

Podamy teraz bilanse energii oraz nierownos¢ entropii w postaci pozwalajacej
na powigzanie p6l mechanicznych i cieplnych
- bilans energii

(1) —D—_[p oL V=[(pr+pFv)dV+ [ (P-v—qn)iA
gy -2 v A

- nierébwnosc¢ entropii

D pr qn
(1v) 5 J pSdV> J ?dV—:[-—T—dA

Rys.28.

W przytoczonych bilansach U jest gestoscia energii wewngtrznej,
1/2pv-v - energig kinematyczng, r — zrodlem ciepta na jednostke masy i
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czasu, q — strumieniem ciepla, S — entropia jednostki masy a T — temperatura
absolutng (Kelvina).
W pierwszym bilansie zrédlo i strumienie energii zostaly wzbogacone o

sktadniki mechaniczne — odpowiednio (pF v o P-v) . Znak minus przy
sktadniku —q-n strumieni oznacza, ze za dodatni bedziemy uwazali doptyw

ciepla do o$rodka (zwigkszajacego jego energig). Natomiast nierownos¢
entropii oznacza tylko tyle, Ze przyrost entropii (globalny) musi by¢ wigkszy od
produkcji Zrodet entropii pr/T oraz strumienia doptywajacej entropii q-n/ 7T .
Przyjmujemy przy tym, ze zrédlo i strumien entropii zaleza tylko od
przeptywow cieplnych. W tej postaci nierownos¢ entropii zostata sformutowana
przez Truesdella i Toupina w 1960r.

W przypadku proceséw odwracalnych nieréwnos¢ entropii przechodzi
w réwnosé. natomiast dla nieodwracalnych stuszna jest nieréwnos¢. Bardziej
ztozone procesy przeplywow cieplno — dyfuzyjnych w osrodku powoduja, ze
zarowno #rédta jak i strumienie energii i entropii zostaja odpowiednio
wzbogacone.

Oprocz przytoczonych tutaj czterech bilansow dotyczacych strony
mechanicznej i energetycznej zagadnienia trzeba sformutowac jeszcze bilans
masy w osrodku. Bilans ten byl przytoczony juz w poprzednim punkcie i ma
postaé

D Dp
Dipar=[[2L+pV-v|ar=0
(80) Dti[pd ![ pr P v]

Uzyskalismy w ten sposob zamknigty komplet podstawowych réwnan bilansow
w osrodku ciaglym.

Podamy jeszcze szczegdlng posta¢ bilansu energii dotyczaca tylko
przeplywow cieplnych. Bilans ten ma wtedy posta¢ nastepujaca

g?u dV=£prdV—qu-ndA

natomiast bilans entropii nie ulegnie w tym przypadku zadnej zmianie.

W tradycyjnym ujeciu podstaw mechaniki o$rodka ciaglego w miejsce
bilanséw analizuje si¢ i moéwi o prawach zachowania a wige prawie zachowania
masy, pedu, energii i entropii. Proponowane tutaj ujecie praw zachowania w
postaci globalnych bilanséw daje mozliwo$¢ jednoznacznego i jasnego
okreslenia wystepujacych w bilansie pél. Ponadto jego forma uswiadamia nam
wazny fakt, ze przy kazdorazowym badaniu zwiazkow roznych pol
wystepujacych w mechanice nalezy zbada¢ ich wzajemne powiazania rowniez
na etapie bilansow.
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34. ROWNANIA RUCHU

Przeanalizujemy réwnania ruchu w osrodku ciagglym, ktére beda
wynikaly z zasady zachowania pedu i kretu. Analizowa¢ wigc bedziemy
mechaniczng czg$¢ ogdlnych probleméw mechaniki osrodka ciaglego. W
trakcie tej analizy korzysta¢ bedziemy z lokalnej postaci bilansu masy,
natomiast nie bedziemy si¢ positkowa¢ bilansami energii i entropii. Sytuacja ta
Jest typowym przyktadem czysto mechanicznego ujecia zadan mechaniki
osrodka ciaglego. W trakcie wyprowadzania réwnan ruchu bedziemy musieli
okresli¢ lokalng posta¢ strumienia pedu i kretu, a w konsekwencji wprowadzié
wektor i tensor naprezenia.

Rozpatrzmy w tym celu roéwnowage nieskonczenie malego
czworoscianu wydzielonego z o$rodka w ustalonej chwili czasowej. Nastepnie
nasze rozwazania beda takie jak przeprowadzone weczesniej w p.14, a
polegajace na przyporzadkowaniu kazdemu symetrycznemu tensorowi o
walencji dwa oraz okreslonej wektorem normalnym n, plaszczyzny m, wektora
b.

W wyniku otrzymalismy relacje

A-n=b
gdzie A — symetryczny tensor, n — wektor normalnej plaszczyzny m, b —
poszukiwany wektor.

Rys.29.

Interpretujac  wektor b jako wektor intensywnosci obciazen
zewnetrznych P (strumien pedu) a wektor m jako normalnej do brzegu,
otrzymujemy zaleznos¢

o-n=P (34.1)
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nazywang w mechanice zwiazkiem Cauchy’ego. W zaleznosci tej o jest
tensorem naprezenia, okreslonym nastepujaco

c=c"e;e/ =c'je;e/ =0;e'e’
Tensor ten jest symetryczny wobec czego zachodzi
- /E——
G =0 c’ =0

Stuszno$¢ zwiazkow Cauchy’ego (0' ‘M= P) wykazemy w ten sposob, ze
znajdziemy wspoirzedne wektora naprezenia zwiazane z ukladem WErSorow e,
czyl

J

Nastepnie znajdujemy rzut tegoz wektora na o$ wspotliniowa z wektorem n(n).
Bedzie zachodzita relacja
S;y=P= nj(cr”ef.) = (O'“rfj.)e,. =0-n

potwierdzajaca zwiazek migdzy wektorem strumienia P i tensorem napr¢zenia
o. Nalezy podkreslié, ze istnieja przypadki o$rodkéw np. niektore dielektryki, w
ktérych tensor naprezenia nie jest symetryczny. Zagadnienia te prowadza do
tzw. momentowych (mikropolarnych) teorii oérodka ciagltego. Teoria tych
oérodkéw zostala zapoczatkowana pracami braci Cosseratéw z 1909 roku.

Wykorzystujac wzor Cauchy’ego mozemy réwnania bilansu pedu w
oérodku przedstawi¢ nastgpujaco

[p2ay=[pFav+[Pdi=[pFdV + [ ndd
V Dr V A V A

aglee; —» (O'Uef-)e-

a nastepnie do ostatniej z calek zastosowan twierdzenie Gaussa-
Ostrogradskiego. Bedzie wowczas prawdziwa zaleznosc¢

j(p—D—v-p F—V-o]dho

Dt
V’
ktora prowadzi wprost do réwnan ruchu (I prawo Cauchy’ego)
V-c+pF=p& (34.2)
Dt

majacych podstawowe znaczenie W mechanice osrodka ciagtego.
Natomiast z zasady zachowania kretu otrzymujemy zaleznos¢
c'=0
ktora nosi nazwe 11 prawa ruchu Cauchy’ego.

Tensor naprezenia w ustalonym ukladzie wspblrzednych przedstawimy w
postaci macierzy zawierajacej jego wspoirzedne
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O'“ O_I?_ 0.13
o=lc? o* o% (34.3)
0.31 0.32 0.33

np. wspotrzedng o,, tensora ¢ okresla zwigzek
02=€3-0C-¢€)
Podobnie okreslimy inne wspoétrzgdne tensora naprezen.
Wektor naprezen P wzgledem plaszczyzny okreslonej przez normalna n
mozna rozfozy¢ na skladowa normalna do plaszczyzny w oraz sktadowg styczng

P=on+01 (34.4)

gdzie 0iG sa rzutami wektora P na osie wyznaczone przez wektory n i T -
normalny i styczny do plaszczyzny m.

o

Miary rzutéw o iG wektora naprezen P okreslimy zgodnie ze wzorami
(rys.30.)

o

c=n-c6-n=c'nn;

é=(P)’ -[3)2

gdzie P jest miarg wektora napre¢zen P.

Rys.30.

Wsréd wielu orientacji  plaszczyzn m istnieje pewna szczegdlna
orientacja okreslona przez wektor k, w ktorej wektor naprezenia P i wektor
normalnej k sa wspétliniowe (rys.31.). Wowczas tensor naprezenia ¢ ma tylko

o =] o]

trzy niezerowe wspotrzedne (0’1 ,02,0 3] nazywane naprezeniami gléwnymi.

W  bazie okreslonej wspdirzgdnymi wektorow k;, k,, k; wzajemnie
prostopadtych, tensor ¢ ma postaé
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G=U|k1k1+0'2k2k2+0'3k3k3 (34.5)

Rys.31.

Wérod  wszystkich  mozliwych wartoéci naprezen normalnych,
okre$lonych przez rozne potozenia plaszczyzn T, wartoéci naprezen giownych
sg ekstremalne. Podobnie napreZenia tnace uzyskuja wartosci ekstremalne

a 0,—0 a 03—0, A 0,—-0
. TP e cilreak i

na plaszczyznach wyznaczonych przez wektory ak; + bk; (i # k) okreslajace
kierunki gtowne tensora ©.

7 tensora naprgzenia ¢ mozna wydzieli¢ symetryczng cze$é oraz dewiator
naprezenia. Otrzymujemy w tym przypadku zaleznos¢

o=%10 g+D; (34.6)

gdzie I, = Gy + Oy + O3z — pierwszy niezmiennik tensora naprgzenia, g — tensor
metryczny, D — tensor dewiacji Dg =0 — 1/3158

35. ROWNANIA RUCHU CIECZY IDEALNE]

Bedziemy analizowali réwnania ruchu cieczy idealnej z pozycji
mechaniki oérodka ciaglego. Zasadnicza réznicg miedzy zachowaniem si¢
cieczy idealnej a cialem stalym bedziemy upatrywali w wylacznym
wystepowaniu cis$nienia hydrostatycznego w cieczy. Ciecz zatem w spoczynku
nie moze przenosi¢ naprezei tnacych. W tym przypadku strumien pedu P, w
bilansie pedu musi mie¢ posta¢ nastgpujaca
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P=-pn
gdzie p — jest cisnieniem hydrostatycznym niezaleznym od n.
Bedzie zatem

B-JpvdV=ijdV—j—pndA (35.1)
Dt v 4

Wykorzystujac twierdzenie o dywergencji uzyskamy
Dv
-Vp+pF=p—
prpr¥=p D

rownania Eulera przeptywu cieczy idealnej. Jest to nieliniowe réwnanie z uwagi
na pochodng konwekcyjna wystepujaca w prawej stronie rownan Eulera.
Istotnie zachodzi

HVp+pF=p(%§—+Vv-vJ (35.2)

Oczywiscie we wnetrzu cieczy idealnej tensor naprezenia okreslony jest
zaleznoscig

c=-pg (35.3)

Komplet réwnan ruchu cieczy idealnej nalezy uzupetié¢ o dodatkowe
rownania, tj. rbwnania tworzace postaci

F(p,p.T)=0 (35.4)

podajace zwiazek migdzy gestoscia p cieczy, cisnieniem hydrostatycznym p
oraz temperaturg T. Typowymi réwnaniami tworzacymi dla cieczy sq np..
rownania Clapeyrona dla cieczy i gazéw.

Oprécz rownan tworzacych bedziemy korzystaé z rownan ciagloscei

D
_€+ pV.v:O
Dt
Przypadkiem szczegdlnym moze by¢ rownanie dla cieczy niescisliwej

okreslonej przez warunek

Dp
—= oraz V-v=0
Dt
lub réwnanie dla stacjonarnych (Dv [ Dt = 0) przeptywow cieczy idealnej
-Vp+pF=0

Rownania przeplywdw cieczy beda jeszcze omawiane w dalszych
punktach opracowania. Tutaj ograniczono si¢ tylko do omdwienia wnioskow
wynikajacych z zasad zachowania masy i pedu dla cieczy idealne;.
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Rozdzial VII

TEORIA ROWNAN TWORZACYCH

Rozdziat ten bedzie po$wigcony oméwieniu najwazniejszych wiasnosci
fizycznych materiatu. Zauwazmy, iz odmiennosc reakcji dwoch ciat o
identycznych konfiguracjach, poddanych dziataniu identycznych wplywow
mechanicznych, cieplnych, dyfuzyjnych itp. wynika z odmiennych cech
materialéw. Wiasnie t¢ odmienno$¢ opisujg réwnania tworzace. Rownania te
musza ujmowaé zlozono$¢ i réznorodnos¢ zachowar si¢ materialdow oraz
spetnia¢ warunki ograniczajace narzucone na nie przez podane w poprzednim
podrozdziale zasady zachowania. Istotne jest tu takze stwierdzenie czy materiat
ma pamigé tzn. czy przeszie stany naprezef, przeplywow cieplnych itp. maja
wplyw na aktualne wartoéci tensora naprezen, czy tez strumieni ciepfa i
entropii. Zagadnienia te beda w tym rozdziale analizowane.

Badajac ograniczenia nakladane na rébwnania tworzace nalezy
stwierdzié, ze najwigksze ograniczenia narzuca nierownos¢ wzrostu entropii
(Clausiusa— Duhema). To wiasnie nieréwnos¢ wzrostu entropii daje podstawg
do okreslenia rownan tworzacych charakteryzujacych rézne materiaty.

Postgpujemy tu w ten sposéb, ze wykorzystujac wszystkie bilanse,
otrzymujemy w wyniku przeksztalcen pewna finalng nierdownos¢, ktéra ma by¢
prawdziwa dla kazdego procesu zmiany deformacji oraz przeptywu ciepla. Z
warunku tego otrzymamy wlasnie poszukiwane roOwnania tworzace.
Ograniczymy si¢ przy tym do réwnan konstytutywnych dla cial sprezystych
liniowych i nieliniowych oraz réwnan sprzgzonej termosprezysto$ci, a nastgpnie
podamy réwnania dla cieczy lepkiej. Naszkicujemy réwniez wywod rownan dla
liniowej lepkosprezystosci. Podkresli¢ nalezy uniwersalno$¢ zawarta w tym
postepowaniu, ktéra pozwala z jednolitego punktu widzenia omawia¢ tak rozne
problemy. Istotnie, otrzymujemy z jednej strony réwnania cieczy lepkiej, z
drugiej natomiast rozszerzone roéwnania przewodnictwa cieplnego.

Wiaénie uniwersalnoé¢ w podejsciu do tak odlegtych problemow jest
dowodem dojrzatosci mechaniki osrodka ciaglego, do rozwigzywania trudnych
probleméw interdyscyplinarnych jakie wyrastaja na obrzezach mechaniki i
innych dziatach fizyki fenomenologicznej.
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36. OGRANICZENIA DLA ROWNAN TWORZACYCH

Réwnania tworzace musza spetiaé ograniczenia wynikajace z zasad
zachowania oraz zasad obiektywnosci. Wérdd zasad zachowania najistotniejsze
ograniczenia narzucane sg przez nieréwnosé entropii. Ogélne postepowanie
polega tutaj na sprowadzeniu wszystkich réwnan bilanséw praw zachowania do
Jjednej nieréwnosci, ktéra musi byé prawdziwa dla kazdego procesu. Z
warunkOw spelnienia tej nieréwnosci wyznaczymy réwnania tworzace
okreslajace procesy deformacji i przeplywy cieplta w o$rodku. Najczesciej
wyprowadza si¢ réwnania tworzace — postulujac postaé energii wewnetrzne;j,
lub energii swobodne;j.

Przytoczymy tutaj komplet réwnarn bilanséw podanych w poprzednim
punkcie pracy
- bilans masy osrodka jednosktadnikowego

D Dp
I) —|pdV=||—+pV-v|dV=0
(B = !p !( S )
- bilans masy tego sktadnika i — uktadu wieloskfadnikowego
: D . , . :
= () < (1 ) _ ()
(1) Dt_!pc dV—;’jr dv (v =v+Av®)
- bilans pedu
D
() —[pvav=[pFav+ [P
Dt 4 V A
- bilans kretu

(11) ;% [expv)av= [ (expF)av+ [r<Pda

- bilans energii

D 1
(1v) E!p(U+5v-v) dV = ;[(pr+ pF-v)dV + _[(P-v ~q-n)dA

- nier6wno$¢ entropii
D pr q-n
V) —|pSdVvz|—dV -|—d4
") o ! e ;[ T ! T

Wiasciwosci podanych tutaj bilanséw dla proceséw termomechanicznych byly
omawiane w poprzednim podrozdziale. Bedziemy wiec badali ograniczenia
Jakie narzucaja bilanse na postacie réwnan tworzacych poszczeg6lnych
procesow. W tym celu przedstawimy bilanse w postaci lokalnej a nastepnie
dokonamy algebraicznych przeksztalcen na otrzymanych réwnaniach uzyskujac
finalng nieréwnos¢ procesu, tzw. nieréwnosé rezydualna.
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Lokalne postacie bilanséw sa nastgpujace
- bilans masy

5 D :
(I) Dy +pV:v=0

- bilans pedu
Dv Dv
-[(pﬁ*pF) dV = .[G-lldA - :[(VO' + pF—pE'] av =0

v
w zapisie lokalnym

. Dv
1 -0+ pF=p—
- bilans kretu
(') o' =o
- bilans energii
DU , Dv
= +p=—.v—-pr—pF-v—00e+V-q-v(V:0)|dV=0
{[th pp VPP a-v( ))
czyh
: DU Dv
(1) pﬁz[pa—pF—V-c)v+0‘oe—V-q+pr

Wyrazenie zawarte w nawiasie jest réwne jest zeru na podstawie zasady
zachowania pedu. Otrzymujemy wigc w efekcie koficowym zaleznos¢

DU

P i

ktéra jest lokalna postacia zasady zachowania energii

=coce—-V-q+pr 2e=Vv+ VvV
- nierdwnos¢ wzrostu entropii

czyli
v) P25 _pr, V-q7-(V7)-q

PDr T T’

Nalezy zauwazy¢, ze bilans masy wykorzystalismy juz w kazdym z pozostatych
réwnan bilanséw wprowadzajac operator D/Dt pod znak catki.

Podobnie wykorzystaliSmy réwnania bilansu pedu i kretu przy
sformulowaniu ostatecznej postaci réwnania zachowania energii. Polaczymy
teraz rdwnania energii i bilansu entropii, eliminujac Zroédto i strumien ciepfa pr -
Vq z obu wyrazen

20
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pr—qupB—q——coe
Dt

VT
Lo p—+0CoEe— 20
Dt t T
Otrzymalismy wigc finalng posta¢ nierdwnosci rezydualnej
DU DS q-VT
- + 1T +Goe— 20 36.1
Pepe o2 (36.1)

ktéra musi by¢ spetniona przez kazdy rzeczywisty proces deformacji i przeptyw
cieplny w osrodku. Nierownos¢ ta jest jednoczesnie jednym z najistotniejszych
ograniczen nakfadanych przez termodynamik¢ procesu na posta¢ rownan
tworzacych.

Otrzymang nieréwnos¢ przeksztalcimy nieco otrzymujac zalezno$é

— pdV + pTdS+code — VT,

ktora wykorzystamy do wywodu rownan tworzacych w réznych teoriach
osrodka ciaglego.

Ostatecznie uzyskujemy nastgpujace lokalne rownania bilansu energii i finalnej
nierownosci

p£—606+v- q-pr=0

Dt
(pDU-GOdE+V-q=pr)
—p£+TpE+ooe—q'VT20
Dt Dt
q-VT
pdU + Tp DS + G ode — 20 (36.2)
gdzie
1 DS DU
de=€edt, e=—\Vv+vV), dS=—dt, dU=——dt
e=7(Vv+vv) Dt Dt

z ktorych wynikaja ograniczenia dla réwnan tworzacych mechaniki. Warto
podkresli¢, ze z pierwszego réwnania otrzymamy rowniez rownania przeptywu
ciepta w sprzgzonej termosprezystosci.

Nadmieni¢ rowniez nalezy, ze rownania tworzace powinny by¢ niezmiennicze
wzgledem sztywnych przesunigé, sztywnych obrotow i przesunig¢ skali
czasowej. Problemy te nie beda jednak omawiane. Sygnalizujemy je jednak ze
wzgledu na to, ze wyznaczaja one istotne ograniczenia. Zauwazmy tylko, ze
inaczej przy sztywnych przesunigciach i obrotach bedzie si¢ transformowata
funkcja wektorowa, np. pole gradientu temperatury w stosunku do transformacji
pola tensorowego czy tez skalarowego przy tych samych ruchach sztywnych.
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37. CIALO SPREZYSTE

Réwnania ruchu wynikajace z zasad zachowania pedu i kretu sa
rownaniami waznymi dla osrodkéw wykonywanych z r6znych materiatow,
podobnie jak i pozostale réwnania mechaniki wynikajace tylko i wylacznie z
sasad zachowania. Natomiast réwnania okreslajace wartosci wspotrzednych
tensora naprezenia © w zaleznosci od pozostatych kinematycznych i
termodynamicznych zmiennych okreslaja typ osrodka ciagtego. Najprostszym
tego rodzaju réwnaniem sa zwiazki fizyczne dla ciala sprezystego. Zwiazki te
wyprowadzimy w tym punkcie przyjmujac, ze analizowany osrodek sprezysty
jest jednorodny.

Podstawowymi zmiennymi wystepujacymi  przy analizie cial
sprezystych beda pola tensorow naprezenia ©, odksztalcenia € oraz pola
skalarowe temperatury T, entropii pS i gestosci p. Przyjmujemy upraszczajaco,
7e temperatura w czasie procesu pozostaje niezmieniona i bedziemy badali
zmiany naprezenia ¢ wywolane tylko zmianami odksztalcen €.

Zmiany naprezen (przyrost) przy zmianach deformacji nosza nazweg
procesu obciazenia. Natomiast ciag odksztalcen przy malejacym naprezeniu
bedziemy nazywali procesem odciazenia.

Jezeli cialo posiada t¢ wlasnos¢, ze droga obcigzenia i odciazenia w
czasie procesu si¢ pokrywaja to méwimy, ze ciato jest sprezyste, niezaleznie od
tego, czy zalezno$¢ ta jest liniowa czy tez nieliniowa. W pierwszym przypadku
méwimy o ciele liniowo sprezystym (ciele Hooke’a), natomiast w drugim
przypadku o ciele nieliniowo sprezystym. '

Wymienione tu przypadki cial sprezystych przeanalizujemy wspdlnie
na podstawie przytoczonych poprzednio rozwazan.
|G

(1)

(11)

ol

(II)
(1)

Rys.32. Procesy obcigzenia (I) 1 odciazenia (11) w ciele sprezystym

Punktem wyjscia analizy bedzie nieréwnos¢ rezydualna

—de+pTdS+cods—q'VT20 (37.1)
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Wystepujaca w tej nieréwnosci energia wewnetrzna pU jest funkcjg tensora
odksztatcenia Greena E i entropii S, pU = pU(E, S). Tensory odksztatcen E i €
odpowiadajace materialnemu E i przestrzennemu opisowi ruchu zwiazane sg
zaleznoscig

dE=(FTF):d£ lub  dEg; = Xpx Xy dey (37.2)
Zwiazek migdzy tensorami dey; a dEg; (25 KL= ;;i :;’1 -0 KL) wynika z
relacji

9 o, v Ky O

dt\dX . ax, ") A, X, 'axax, T

_ P 9%, v Ky O

X, OXy Ok, 0K, OX, (37.3)

(O B (v W) (o

SRR S A VS el T
stad

dE _éx.k_i_d

KL — aXK aXL gfd

W przypadku szczegélnym, kiedy %{k— — Oy tensory Ey i g, sa takie
L

same. Uproszczg si¢ wowczas rozwazania prowadzone w tym punkcie. W tej
uproszczonej formie podane sa opisy standw naprezen i przeptywoéw ciepla
prezentowane ~w  nastgpnych  punktach opracowania a  dotyczace
termosprezystosci teorii plastycznoscei i reologii.

Rozniczka energii wewnetrznej dU po uwzglednieniu zaleznosci pU od
E wynosi

| pu=gt} ou .. dUr 4 U

pdU paEdE+panS paEF F d£+panS
Podstawiajac wyrazenie na rézniczke energii wewnetrznej do nierdwnosci
resydualnej otrzymamy

dU

QU
PRI d L Gode = po dS+pTdS =
Pk Posg®™P

q-VTZO

stad
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s a_('i r o - .a_L_]- - qVT =

(0‘ paEF F] de+(T aS]pdS = 20 (37.4)

Jezeli bedziemy wymagaé, aby otrzymana nierowno$é byla prawdziwa dla

kazdego procesu odksztatcenia € oraz zmian entropii S to wyrazenie znajdujace

sie w obu nawiasach powinne by¢ rowne zeru. Istotnie, tylko w tym przypadku

nieréwnos¢ ta bedzie speiniona niezaleznie od wyborugiT.

Wykorzystujac ten warunek otrzymamy réwnania tworzace ciala sprezystego
U oU

=poFIR.\ Te— 375
o PaE P (37.5)

Jezeli ponadto analizowaé bgdziemy przypadek procesu izentropowego, kiedy
dS = 0 to podane poprzednio warunki pozwalajq okresli¢ rownania tworzace
materiatu sprezystego w procesie izentropowym.
T

c=p R F'F
W przytoczonych zaleznosciach F(Xiy) jest materialnym gradientem deformacji,
E — tensorem odksztalcen Greena a € - tensorem odksztalcei Almansiego.

7 nieréwnosci rezydualnej pozostaje sktadnik

AV 0 5 .g-VT<O (37.6)

ktéry dla procesu odwracalnego, a takimi sa wlasnie deformacje i naprgzenia w
ciele sprezystym musi zniknag¢.
Otrzymamy stad warunek, ze VT = 0.

Przedstawimy z kolei inny, réwnowazny opis osrodka sprezystego,
bazujacy na energii swobodnej tzw. funkcji Helmholtza pA. Energig ta taczy z
energia wewnetrzng pU zaleznosc

pU=pA+pIS = —pdU =—pdA—pSdT — pTdsS
Podstawiajac rézniczke -p dU do podanej poprzednio nier6wnosci resydualne;
uzyskamy

— pdA - pSdT + code -

20 (37.7)

Wystepujaca w tej postaci nieréwnosci rezydualnej energia swobodna pA jest
funkcja deformacji E i temperatury T. Rézniczka pA(E, T) ma postaé

Py o T EY
— pdA=- odE — p—dT =— p—F Fode — p—dT
p JE Par PoE €= Por

Podstawiajac rozniczke p dA do nieréownoséci rezydualnej otrzymamy

0A T dA q-VT
—p X rl'Fode +Gode — p—dT — pSdT -
P3E Par® P

20
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stad

JE aT

W wyniku podobnego rozumowania jak przytoczono poprzednio w odniesieniu
do energii wewngtrznej i wymagania aby nieréwnos¢ rezydualna byta spetniona
dla kazdego wyboru odksztatcen i temperatur uzyskujemy

g‘iF"F O = Seior
G—p ) k;‘“PaEKL

(o—pi"l—FTF) ode — (pS +pa—A)dT— q-ZT 20

dA
XK:kXL:(  @Emesl (31.8)

JE aT

Podobnie jak poprzednio bez zmian pozostaje warunek VT = 0.

PrzytoczyliSmy tu dwa rézne warianty réwnan tworzacych dotyczacych

ciata sprezystego. W pierwszym z nich jako zmienne niezalezne w procesie
termomechanicznym wystgpuja entropia i tensor odksztalcer, za$ w drugim
temperatura i tensor odksztalcen. Pierwszy z nich dotyczy materiatu sprezystego
zwiazanego z procesem izentropowym, za$§ w drugim analizowany jest
przypadek izotermiczny.
Naszkicujemy jeszcze postgpowanie w przypadku ciala sprezystego
podlegajacego procesom starzenia, np. wskutek oddziatywania otoczenia.
Zatozymy dalej ze zmiany te opisuje pewien tensorowy parametr A. Oczywiscie
przypadkiem szczeglnym parametru A moze byé pole wektorowe lub
skalarowe. Réwnania fizyczne beda w tym przypadku mialy postaé

pA=pA(E,T;A), o=0(E,T;A), pS=pS(E,T;A)

Obliczajac rézniczke dA

o4 odE+pa—AdT+ o4
JE oT dA
=pi4-FTFod£+p-‘2‘idT+ A

JE aT dA

po podstawieniu jej do nieréwnosci resydualnej otrzymamy
VT
(0—p%FTF]odE-p(S+a—A)dT— - odA—q: 20

p-dd=p odA =

odA

ar dA

Nierownos¢ ta powinna by¢ spetniona dla kazdego rzeczywistego wyboru
deformacji w warunkach izotermicznych dT = 0. Otrzymamy stad réwnanie
tworzace okreslajace tensor naprezen

8A(E, T ;A)F
i OE

oraz nierownosé

dA od A — q-VT
dA

G 'E’ 4l =0 (37.9)

20
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spetnienie warunku VT = 0 prowadzi do relacji

M ake0 (37.10)
JA

z ktérego wynika, ze iloczyn skalarowy pochodnej energii swobodnej podtug
parametru A i przyrost tegoz parametru musi by¢ niedodatni.

PrzytoczylisSmy tu podstawowe ograniczenia termodynamiczne
nakladane na cialo sprezyste podlegajace procesom starzenia si¢. Podane w tym
punkcie rozwazania dotycza ogélnego przypadku oddziatywan naprezen i
przeplywow ciepla w ciele sprezystym. Uwzglednilismy w nim cala zlozonos¢
opisu procesu termomechanicznego. Natomiast w nastgpnych punktach
omawiaé bedziemy szczegélne ujecia kinematyki osrodka w ktorych zaniknie
réznica miedzy materialnym a przestrzennym opisem ruchu.

38. LINIOWA SPREZYSTOSC

Przypadkiem szczegdlnym analizowanego w punkcie poprzednim ciafa
sprezystego jest cialo liniowo — sprezyste, zwane rowniez cialem Hooke’a.
Réwnania fizyczne tego ciata stanowia podstawe teorii sprezystosci, a w wersji
mocno uproszczonej takze wytrzymatosci materiatlow i klasycznej mechaniki
budowli. Ze wzgledu na zastosowania réwnan ciata Hooke’a oméwimy je nieco
szerzej, traktujac je jako najprostsza wersje mechaniki ciata odksztalcalnego.

Rozwazania rozpoczniemy od podania postaci energii swobodnej i
entalpii odpowiadajacej ciatu liniowo — sprezystemu. Bedziemy przy tym
zakladali, ze pole temperatur w osrodku jest stale zarowno w czasie jak 1
przestrzeni, a rozwazania ograniczymy do izotropowego i jednorodnego
osrodka.

Wobec uczynionych zalozen energia swobodna w tym szczegblnym
przypadku ma posta¢ formy kwadratowej

pU=ally +bll, (38.1)

zaleznej od niezmiennikoéw tensora odksztalcenia czyli wielkosci niezaleznych
od przyjetego ukladu wspéirzednych. Niezmiennik I[I, wyraza si¢ przez

pierwszy niezmiennik I, nastgpujaco
211, = 1% - tr(eoe) = (€1 + e + £33)° — €'€y

uzyskujemy zatem
i Bl N i T oL g bl X i
pU=a(.E ;') +—2- (8 1') - £ fEI' =-2* 1(8 f) +ﬂ£ jgi

W ostatnim wyrazeniu wprowadzono, tzw. stale Lamego A, | okreslone
wzorami
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A=2a+b, 2u=-b

Nastepnie wyznaczymy tensor naprezenia o ograniczajac sie przy tym do teorii
matych odksztatcen. Bedzie

c=p?£ = o=2ue+Al;g

de
lub w zapisie wskaznikowym, w uktadzie wspétrzednych prostokatnych
Oy =2UE; + ?Lskkﬁy- (38.2)

Skfadowe tensora G;; maja nastepujace wartoci
O =2He + Ay = 0 1=(2u+A)e +AEx + Aes;
O =2Uexn +AEy = Op=Ae+(2u+A)ey +Aess
O33=2Ue33+Aey = O33=Ag +Aey+(2u+i)es;
012 =0 = 2U€|3 = 2 €y
013 = 03] = 2l€13 = 2|i€3)
093 =033 = 2l4€y3 =2 €S

Natomiast w teorii sprezystoéci réwnania fizyczne podawane sq w jednej z
trzech wersji, a mianowicie

() o=2pe+aleg, (Ig=¢g) +ex+e33)
zwiazki odwrotne
(ii) E=2p'0‘+;t'10g, (10-=0'”+0'22+0'33)

gdzie
A dap ) e i
= A = 2u+ 34
lub
1
i) I.= 3Kls, D,=—D
(’”) £ o =56 O

Pierwsze z réwnan bedziemy wykorzystywali przy wyprowadzeniu réwnan
przemieszczeniowych teorii sprezystosci, natomiast drugie moga by¢ uzyte do
wywodu réwnan naprezeniowych. Ostatnia wersja réwnan fizycznych zawiera
osobno réwnania taczace czesci symetryczne obu tensoréw oraz zaleznosci
taczace dewiatory. Rownania tej postaci bedg dla nas tacznikiem migdzy
rownaniami liniowymi i nieliniowymi w zakresie sprezystym oraz sprezysto —
plastycznym.

Nadmieni¢ nalezy, ze z elementarnych rozwazain nad stanem
odksztalcenia przeprowadzanych w wytrzymaloéci materiatéw wynikajg
réwnania fizyczne
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1 1
€11 =—E-[0'11 -v(opn+ 033)], €12= 550'12

1 1
€22 =E[022 -v(oq + 033)], €13 =%G'3

€33 = l[Cf33 ~v(on + 022)} €23 =—l'023
E 2G
ktére w sposob zwarty zapisane sa W ukiadzie wspoirzednych prostokatnych
zaleznoscia
1 1
a w dowolnym ukladzie bedzie
1 1
e=—o0+|K-——]|1
2G ( ZG) Gy
Warto zwrécié uwage, ze w przypadku liniowej teorii sprezystosci
cechy materialu okre$lone sa przez dwie stale materialowe, przy czym
najczeéciej korzysta si¢ ze stalych: modutu sprezystosci (Younga) E oraz
wspotczynnika Poissona v.
Pozostale stale, takie jak modut odksztalcenia objetosciowego K, modut
odksztatcenia poprzecznego G wyrazaja si¢ przez E i v zalezno$ciami
G = E e VE : _1-2v
2(1+v) (1+v)(1-2v) E

Nadmieniamy, iz z warunku dodatnosci potencjatu pU wynika, ze

p= (38.4)

E>0 i 0<v<%

Podamy teraz wywéd rownan przemieszczeniowych teorii sprezystosci
w postaci ogolnej, stusznej przy parametryzacji przestrzeni E; i ciata dowolnym
ukltadem wspoirzednych.
Podstawowy uklad réwnan zagadnienia w tym przypadku zawiera
- réwnania ruchu
Dv " _Du

Vo+ pF=p—, g =0, V= 38.5
B wF Dt Dt Sl
- réwnania geometryczne
1
&= E(Vu + uV) (38.6)

- réwnania fizyczne
oc=2ue+Al:.g (38.7)

W wyniku podstawienia rownan geometrycznych do fizycznych 1 po
wyliczeniu dywergencji tensora naprezenia otrzymujemy zaleznosci
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V[u(Vu+ uV)+ Atr(Vu+ uV)g]+ pF=p—D—v
Dt (38.8)
uV-Vu+(A+p)V-(Vu) +pF=p%

a w ukladzie wspotrzednych krzywoliniowych w zapisie wskaznikowym
uzyskamy

ij i i i Dvi
g g u+HA+p)g " g u y+pF'= -
lub
; . . ; D i
ughu' i+ (A+p) g™ u/ s+ p F = p Dvr

Do otrzymanych réwnafn dolaczymy warunki brzegowe, okre$lajace
przemieszczenia w konfiguracji odniesienia oraz sity dziatajace na brzegu ciata.
Oprocz tego poprawnie postawione zadanie musi zawiera¢ rowniez informacje
o ruchu w ustalonej chwili w postaci warunkéw poczatkowych. Zadania tak
postawione stanowig podstawowe zagadnienia poczatkowo - brzegowe
analizowane w teorii sprezystosci. Przyjmowane w ramach tej teorii zalozenia
upraszczajace odnosnie kinematyki doprowadzaja do zaleznosci

Dv odv av Du Jdu du

sl — gl ol S (LR LRt —me—d vV Us =

Dt i dt Dt Jdt dt
czyli

Dy _d%u

Dt 942

Ostatecznie nalezy znalez¢ catke ukfadu trzech réwnan rézniczkowych —
czastkowych
: 9%u
yV.V-u+(/'L+p)graddzv u+pF= 3—2 (38.9)
I

okreslajacych pole przemieszczen u' = [uj,usu3] w oérodku i spetniajace
warunki poczatkowo — brzegowe zadania. W nastgpnej kolejnosci wyznacza sig¢
wspotrzedne tensora odksztalcenia € oraz napr¢zenia 6. W obu przypadkach
wykonujemy jedynie operacje algebraiczne i r6zniczkowanie na wspotrzednych
wektora przemieszczenia u. Koncowym etapem rozwigzywania zadan teorii
sprezystosci jest bowiem okreslenie wspotrzednych tensora naprgzenia w
osrodku.

Na tym zakonczymy rozwazania dotyczace izotermiczne) teorii
sprezystosci 1 przeanalizujemy wzajemne powiazania przeplywow ciepla 1 pedu
w liniowym ciele sprezystym. W zagadnieniach tych nalezy wyprowadzi¢
rownanie przewodnictwa cieplnego wzbogacone o czlon zawierajacy wplyw
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pola mechanicznego (tensora odksztalcen) na przeptyw ciepta. Podobnie, w
rownaniach fizycznych liniowego ciala sprezystego pojawi si¢ skladnik
zwigzany z polem temperatur. Zadania powiazanych pol cieplnych i
mechanicznych prowadza do termosprezystosci i beda omawiane w nastgpnym
podrozdziale.

39. TERMOSPREZYSTOSC

Analizowa¢ bedziemy z punktu widzenia termodynamiki osrodka
ciaglego wzajemne powiazanie przeptywu ciepta z polem tensora odksztalcen w
liniowym ciele sprezystym.

Przyjmiemy, ze osrodek jest jednorodny i izotropowy zarOwno ze
wzgledu na wlasnosci cieplne jak i mechaniczne. W trakcie wywodow
korzysta¢ bedziemy z wynikéw zawartych w poprzednich dwéch
podrozdziatach. Zatozymy, ze w chwili to W konfiguracji poczatkowej przy
temperaturze To w ciele nie wystepowaly naprezenia i stan ten uwazac
bedziemy za stan odniesienia.

Wyjséciowymi réwnaniami beda: lokalne zapisy bilansu energii

pdU=0co0de-V-q+pr
(ktéry postuzy do wyprowadzenia sprzezonego rownania przewodnictwa
cieplnego) oraz finalna nierwnos¢ procesu

—de+pTdS+code—q'Wzo (39.1)

do ktérej wprowadzimy energi¢ swobodna pA
pA=pU+pTS = —pdU=—pdA—pTdS—pSdT

otrzymujac

q-VT

— pdA - pSdT + Gode — >0 (39.2)

Przyjmiemy teraz nastgpujaca posta¢ rownan konstytutywnych
pA=pA(.T)., o=o(eT), pS= pS(e.T)
z ktorych wynika, ze
d A
dA = /
i P de aT

Wprowadzajac otrzymane wyrazenie na energic swobodng do finalnej
nierbwnosci

d A d A q-VT
[paa } ‘ [par £ ]‘ r

uzyskujemy nastgpujace réwnania tworzace
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0 A dA
o=p§;, S=-§F (39.3)

oraz zaleznos¢ -VT' <0, z ktorej wynika, ze dla spetienia finalnej

nierdwnosci znaki strumienia ciepta q i gradientu temperatury VT musza byé
przeciwne.

Otrzymane réwnanie konstytutywne wykorzystamy do wyprowadzenia
sprzgzonego rownania przewodnictwa cielnego. Powrdcimy teraz do lokalnego
zapisu bilansu energii w o$rodku

(~pdA-pTdS—pSdl)+code-~V-q+pr=0

—paA ode — piidT—pTdS— pSdTl |+ code—V-q+ pr=0
de aT
Wykorzystujac rownania konstytutywne otrzymamy
-pTdS-V-q+pr=0
Z kolei rdzniczka entropii ma postaé
PN as 9> A 9”4
—pdS=—p—ode —p—dl=+ ode + p——=dT
i pae pc?T parae pa;rz
Wystepujaca w ostatnim wyrazeniu pochodna 9°A/0T’ jest réwna
pojemnosci cieplnej ¢ obliczonej przy stalej deformacji. Bilans energii
zapiszemy w postaci rozniczkowej
2

g :
og+pcT-Vq+pr=0 (39.4)

aTge ¥ R

w ktérym sprecyzowania wymaga wyrazenie 9°A/0T 0.

Okreslajac  pochodna 0°A/0T?0e ograniczymy si¢ do liniowego osrodka

sprezystego z udziatlem pola temperatury.

Dla przypadku izotermicznego T = T, uzyskujemy

pT

d A
C=p—-=2Uc+ Al
p Je u e8
natomiast udzial temperatury ujmiemy nastepujaco
1 1
E=g€+e€r=—0C+| K——|1I +oar(T-T,
{ § G ( ZGJ o8 T( O)g

gdzie &r — tensor odksztalcenia wywolany przez przyrost temperatury €; =
or(T-To) g , T — temperatura w osrodku, o — liniowy wspélezynnik
rozszerzalnosci cieplne;j.

Odwracajac ostatnie z rownan tworzacych otrzymamy wzor okreslajacy
tensor napre¢zenia ¢ w zaleznosci od przyrostu temperatury (T-Ty) i tensora
odksztalcenia €
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o=2ue+Algg—(32+2u)ar(T-T)e (39.5)
Wyznaczymy teraz pochodng

0’4 do
=89 == (3742
e R N G

z ktorej wyniknie skladnik wigzacy pole cieplne z polem mechanicznym. Do
bilansu energii wprowadzimy réwniez drugie rownanie tworzace, ktére bedzie
wiazaé gradient temperatury ze strumieniem ciepta

q=—-AVT
nosi ono nazwe prawa Fouriera przewodnictwa cieplnego.
Ostatecznie réwnanie przewodnictwa cieplnego przyjmie posta¢

—V(—AVT)+pr+ch—pTaT(3/l+2u)goé=0 (39.6)
a po uproszczeniu
pTar=plyar

: Ty ; pr
vv T+ LT PO%T (334 0p)gee=—L
A srraArie P
W réwnaniu tym wystepuje pole przemieszczen € W os$rodku oraz pole

temperatury.

Natomiast réwnania mechanicznej strony zagadnienia otrzymamy W
wyniku identycznego postgpowania jak w punkcie poprzednim, przy
wyprowadzeniu réwnan przemieszczeniowych teorii sprezystosci.
Otrzymujemy je z réownan pedu

Dv
Vo +pF=p—
p P D1
po wprowadzeniu rownai tworzacych
o =2ue + Al g+ (3A+2u)ar (T-T)) g
i rownan geometrycznych 2¢ = Vu + uV. Réwnanie przemieszczeniowe
termosprezystosci ma ostatecznie posta¢
uVVu+(}L+2p)graddiv u+pF—yTV@=p%v— (39.7)
t

W réwnania tym wprowadzono oznaczenia
yr=0A+2u)ar, ©=T-Ty
W zadaniach wzajemnie oddziatujacych na siebie przeplywow ciepta i

pedu w o$rodku wystepuja oba réwnania jednoczesnie. Otrzymujemy wowczas
uktad réwnan sprzgzonej termosprezystosci
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uVyvut (/’L+2p)graddiv u+pF-yr Vo= pﬂv-
Dt
7 (39.8)
pc .. plyar : pr
VVT+—T- 3A+2U)goe=—"——
A 7 CAt2u)e 2
do ktérego nalezy dotaczy¢ komplet warunkéw poczatkowo — brzegowych
dotyczacych zaréwno réwnania przemieszczeniowego, jak i réwnania

przeptywu ciepla. Zadan brzegowych nie bedziemy tutaj formutowali odsylajac
czytelnika do opracowan tematyki zawartych np. w monografii: W.Nowacki,
Dynamiczne zagadnienia termosprezystosci PWN Warszawa, 1968.

W trakcie rozwiazania powyzszego ukfadu réwnan wyznaczamy
Jednoczesnie trzy wspéirzedne wektora przemieszczenia oraz pole przyrostu
temperatury © = T — Ty, a w nastgpnej kolejnosci wyznaczamy pole tensora
odksztalfcenia i naprezenia.

W zastosowaniach praktycznych korzysta si¢ na ogét ze szczegdlnych
ujg¢ termosprezystosci, takich jak teoria naprezen cieplnych i teorii
przewodnictwa cieplnego z uwzglednieniem wptywu odksztalcen. W pierwszej
teorii przyjmuje sig, e pole temperatury jest znang funkcja w zadaniu
mechanicznym i zostato wyznaczone z réwnania przeptywu cieplnego bez
uwzglednienia pola mechanicznego. Réwnanie to ma postaé

AT W A N L
2 7

klasycznego réwnania Fouriera przewodnictwa cieplnego. Wyznaczone na jego
podstawie pole temperatur © = T — T, wprowadzimy jako znane w réwnania
przemieszczeniowe

uVVu+(}1.+2/.1)graddivu+pF—yTVG):p%

ktére nastepnie rozwiazujemy jak klasyczne zadanie sprezyste ze
zmodyfikowana sita masowg pF’, wg relacji

pF'=pF- yr VO

Natomiast w drugim przypadku postgpujemy odwrotnie i wyznaczamy
najpierw pole tensora odksztalcen € na podstawie pola przemieszczen, jako
catki réwnania przemieszczeniowego klasycznej teorii sprezystosci. W
nastgpnej kolejnosci pole tensora odksztalcen € wprowadzamy jako znana
funkcje do réwnania przeplywu cieplnego

pc.. pThyor pr
VVT+ I= 3A+2 0f ——
;i Tkt BBy

Dalej wyznaczamy pole temperatur w osrodku.
Pierwszy typ zadan w ramach teorii naprezen cieplnych w ciele
sprezystym znalazt szerokie zastosowanie w tych przypadkach, w ktérych
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interesuje nas gtdwnie stan naprezenia w osrodku. Natomiast drugi szczegolny
typ zadah termosprezystosci ma istotne znaczenie przy wyznaczaniu pola
temperatury z dodatkowym uwzglednieniem wplywu pola naprezen.
Oczywiscie dalszymi przypadkami szczeg6lnymi sa rownania klasycznej,
izotermicznej sprezystosci oraz klasyczne rownania przewodnictwa cieplnego.

Réwnania nieliniowej termosprezystosci, dla nieliniowego réwnania
tworzacego okreslajacego tensor naprezenia, maja postac

04 Dv Du
Vo= |+ pF=-y;V(T-TH)=p—, |V=——
[paeJ pF—yrV(T-Tp) p— ( Dt)

PT(;;°é+ch+V(/lVT)+pr:0
gdzie

pA(e T)=pA° (e) + 71(T=To)e + paT (7)

0A° oaT 5247
o=p 88 _yT(T_TO)» _tg=*%—+YT£, q:—lVT’ c= aTz

w ktérych ostatnie trzy rownania sa réwnaniami tworzacymi zagadnienia.

W opracowaniach tematyki wprowadza si¢ czgsto W miejsce
temperatury T jej przyrost © = T — Ty okreslony w stosunku do temperatury
stanu naturalnego (beznapregzeniowego) To.

Rownania liniowej termosprezystosei maja wowczas postaé

uVVu+ ()L +2u)graddivu+ pF—-yrVO= p—L—}v—

i (39.9)

' Iyo pr
vve+Ple_PNOT , oo(Vyv+vW)=-L"
k Ak, L LE (V¥ +¥¥) k

Wyprowadzenie tych réwnan jest yT=aT(31+2u) stosunkowo proste |

poleca si¢ je czytelnikom jako ksztalcace éwiczenie. W tych przypadkach
zatozenia konstytutywne sa nastgpujace

pd=pAe0), o=0(0) q=-kvVeO, ps=ps(eo)
2u+A

pA=al’®e +blly —y7OI¢ = 12¢ —2ull, — YOI =

L) e ;
=%( ‘,-) +ue‘j81f—(31+2p)a;~(~)8’f
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40. TEORIA PLASTYCZNEGO PLYNIECIA I TEORIA NAPREZEN
SPREZYSTO - PLASTYCZNYCH

Rownania konstytutywne okreslajace materiat o wihadciwosciach
plastycznych otrzymamy w wyniku podobnego postepowania jak przy analizie
materialow sprezystych. Jedna z istotnych réznic w tym opisie materiatu Jjest
wystepowanie odksztalcen plastycznych w czasie deformacji ciata, z ktérymi
zwigzana jest oczywiscie nieodwracalno$é procesu. Istotnie, odksztalcenia
plastyczne w procesie deformacji beda zrédtem mocy dysypowanej z ciala, a
wiec zagadnienie w tym przypadku bedzie zupelnie inaczej rozpatrywane na
terenie termodynamiki.

Omawia¢ bedziemy skrétowo dwie podstawowe teorie stuzace do
opisu plastycznych wilasnosci materialtéw. Bedzie to teoria plastycznego
plynigcia i teoria naprezen sprezysto — plastycznych, ktéra nalezy uwazaé za
rozwinigcie nieliniowej teorii sprezystoéci cial niescisliwych. Analizujemy
tylko réwnania konstytutywne obu teorii, natomiast dalsze wiadomosci w tym
zakresie Czytelnik moze znalezé w monografii: W.Olszak [i in.], Teoria
plastycznosci, PWN Warszawa 1966.

W zakresie plastycznosci przyjmie si¢ zwykle hipotezy — czesciowo
poparte badaniami doswiadczalnymi — ktére dotycza przejscia z czysto
sprezystego zakresu pracy materiatu w zakres sprezysto — plastyczny, w czasie
ktorego zaczynaja si¢ pojawiaé odksztalcenia nieodwracalne w o$rodku.
Najpowszechniejsza, aczkolwiek nie jedyna, jest tutaj hipoteza Hubera — Misesa
— Hencky’ego, ktéra przejscie z zakresu sprezystego w plastyczny uzaleznia od
uzyskania przez intensywno$¢ naprezen (posiadajaca niezmienniczy charakter)
pewnej okreslonej doswiadczalnie wartoéci naprezenia, ktéra nazywa sie
granicg plastycznosci.Wszystkie te postulaty wynikajace z do$wiadczen,
réwnania konstytutywne teorii plastyczno$ci musza ujmowac.

Wywod rownan teorii plastycznosei na podstawie ogdlnych réwnai
mechaniki osrodka ciaglego poprzedzi uzasadnienie podawane w czysto
mechanicznym ujeciu tych zagadnien.

Podstawowym dla tej teorii jest rozklad tensora odksztalcenia € na czesé
odwracalng €° zwiazana ze sprezystym zakresem pracy materiatu i cze$c
nieodwracalna €°, wywolang procesami plastycznymi

e=¢P + g°

Podobny rozktad bedzie zachodzil réwniez dla tensora przyrostu
deformacji de wystepujacego w teorii plastycznego plynigcia

de=de+deP (40.1)

Podamy teraz réwnania fizyczne teorii naprezen sprezysto —
plastycznych. W tej teorii przyjmie si¢ liniowa zalezno$é tensora odksztalcen
sprezystych €° od tensora napre¢zenia o, czyli
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g°=Eoc0C (40.2)
gdzie tensor E jest tensorem statych sprezystych o walencji cztery w ciele
anizotropowym, za$ w ciele izotropowym bedzie ef=2u'c+Alsg.

Natomiast dla nieodwracalnej czesci odksztatcenia plastycznego g’
nalezy uwzglednié tylko dewiator odksztatcen D(e") w zwiazkach fizycznych i
taczyé go z dewiatorem naprezen D. Zaleznosé ta jest nieliniowa i ma postac
nastgpujaca

deP = D(aP)= aDg + ay (DG D -o" g) (40.3)

gdzie

Dozo—%n‘cg, D£;-=8p—-:l,;tr€pg

DO’ DG - D"’"emenD“eke; = Dm"D‘Ugnkeme; = D'""Dn',eme;
c* =%:r(ngnd)=-;-D‘“D"’

Odksztalcenia sprezyste wynosza
g =Eoo= Ewe,-ejeke; oc™e, e,=EM o™ gignee; =
ol -
EY O'k"glne,-ej =EY Oyi€i€;
Koficowa postaé rownan fizycznych plastycznosci przyjmie forme
de=Eodo +a;Dg +az(DGDg—a*g) (40.4)

W ostatniej zalezno$ci a; i a; sa pewnymi skalarami, natomiast forma tej
zaleznoéci wynika z twierdzenia Hamiltona dotyczacego ogdlnej postaci
nieliniowej  réwnoéci  wielomianowej zachodzacej migdzy dwoma
symetrycznymi tensorami o walencji dwa.

W wielu przypadkach mozemy ograniczy¢ sie do stosunkowo prostej
wersji tej teorii tzw. deformacyjnej teorii plastycznosci.
W tym przypadku sprezysta (odwracalna) deformacje okre$la prawo Hooke’a

I,°=3Klg4
1 (40.5)
D(e")z =—Dg
2G

zapisane dla czesci symetrycznych i dewiatoréw obu tensoréw.
Natomiast tensor plastycznej deformacji jest proporcjonalny do
dewiatora napre¢zen

&:J”—%])cr
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co oznacza, Ze tensory G”(e =E"+e"’), 2€ =(VV+VV) i D; sa

wspotliniowymi, a w konsekwencji tensor €” musi byé réwny dewiatorowi.
Ponadto wzgledna zmiana objetosci € = € = 3K o jest czysto sprezysta
deformacja.

Z poréwnania zwigzkéw dewiatoréw dla czgéci sprezystej i plastycznej
uzyskujemy zaleznosé

(D(e")=%DU, D(ep)=ap=%Da] =>

(D(ae + eP)=D(e)=(52‘3+%)Da)

Z ostatniej réwnosci wynika, ze migdzy intensywnosciami obu
tensoréw zachodzi zaleznosé

. =
i = (12’1 + E) is (40.6)

2 3
i£= EDE ODS’ il:l: EDU c,l)(ll'

Otrzymany ukfad réwnan fizycznych nalezy uzupetnié¢ warunkiem okreslajacym
®.

gdzie

Omawiane réwnania deformacyjnej teorii plastycznosci zawieraja kilka
przypadkéw szczegblnych zaleznych od okreslenia parametru . Pierwszy
dotyczy teorii ciala idealnie plastycznego; wéwczas parametr ¢ ma postac

(p=2 _I.E___l...
Ty oG

gdzie 1T, — granica plastycznosci przy czystym $cinaniu, G - modul
odksztalcenia postaciowego.
Zachodzi takze réwno$¢ i = T, (warunek plyniecia).

Roéwnania tworzace po przyjeciu @ = Z(Ii ~ ELG_] maja postac
TS
l 1
- A (40.7)
Ds=—=D,
Ie

odpowiadajacg idealnej plastycznosci.
Kolejnym  przypadkiem szczegdlnym beda réwnania teorii
wzmocnienia. W tej teorii parametr ¢ bgdzie miat postaé
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1 1 1
S e =
G G(ig) Gl)
W tym przypadku moduty G(is) = G(i,) sa réwne i zaleza od stanu
naprezenia w osrodku, natomiast intensywnosci tensorOw O i € powigzane s3
relacja

:
2, ig Ge= G(zs)

W efekcie koficowym réwnania tej teorii zapiszemy podobnie jak
réwnanie teorii sprezystosci ze zmiennym modutem G
e=3Ko lub I =3Klg;,
1 D, (40.8)
2G;
Oczywiécie warunek @ = 0 okresla rownania sprezystego ciata Hooke’a.

Ig =

D.=

Przedstawimy z kolei réwnania tworzace teorii plastycznego plynigcia.
Réwniez w tym przypadku tensor przyrostow deformacji przedstawimy jako
sume czeéci odwracalnej Ae® i nieodwracalnej A€

Ae=Ae® + A€P (40.9)
przy czym czgS¢ sprezysta przyrostu deformacji Ae® powiazana jest liniowo z
przyrostem naprezen AG

1(ae)=K1(A0)
lub

Ae=3KAo
gdzie 1(Ag) = Ag|; + Agx +Ags, 1(AC) = Aoy + Aoy, +AC3; sa pierwszymi
niezmiennikami tensoréw przyrostéw odksztatcen i naprezen.
Podobna liniowa zalezno$¢ taczy dewiatory

D(Aee)=—1—D(A0)

2G
gdzie
1 1

D(Ae)=Ae’~ Tace  D(A0)=80-3lase
sa dewiatorami przyrostu odksztalcenia i naprezenia. Natomiast plastyczna
cze$¢ przyrostu deformacji Ae’ jest proporcjonalna do dewiatora tensora
naprezen

AeP =ADg4 (40.10)

przy czym ,wspofczynnik proporcjonalnoéci” A jest zmienny i zalezy
kazdorazowo od przyrostu odksztalcenia plastycznego i naprezenia
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")

lo
gdzie i(Ae”) i i, sa odpowiednio intensywnosciami tensora przyrostow
odksztatcen i naprezen.

Widzimy wigc, Ze ostatnie z réwnan tworzacych okreslajace przyrost
odksztatcen plastycznych jest w istocie réwnaniem nieliniowym. Réwniez
rownanie teorii plynigcia zawieraja jako przypadki szczegblne rdéwnania
idealnej plastycznosci, ktére mozna uzyska¢ przyjmujac i = 1., gdzie T, jest jest
granicg plastycznosci przy $cinaniu. W tym przypadku warunek iy = T, pokrywa
si¢ z warunkiem plastycznosci Hubera — Miesesa — Hencky’ego. Dalszym
przypadkiem szczegdlnym sa réwnania liniowej sprezystosci — wtedy A = 0.
Nadmieniamy tutaj, Ze rdwnania tworzace teorii plastycznego plyniecia
uzupetnione réwnaniami geometrycznymi

2e=Vv+vV, [v:g-ll]
Dt

okreslajacymi tensor predko$ci deformacji, oraz réwnaniami ruchu
Dv *
Vo + pF=p—, (0' =0 )
pEY=p D

stanowig zamknigty uklad réwnan. Oczywiscie wéréd tych réwnan znajduje si¢
réwniez réwnanie okreslajace warto$¢ parametru A. Ponadto przypominamy, ze

tensory przyrostu deformacji A € i predkosci € powiazane sg zalezno$ciami
de=edl

41. ROWNANIA TWORZACE TEORII PLASTYCZNOSCI

Przeprowadzimy z kolei czesciowa analize ograniczen jakie na
rownania tworzace teorii plastyczno$ci naklada termodynamika procesu.
Bedziemy zatem badali finalng nieréwnosé w odniesieniu do czesciowo
nieodwracalnego mechanicznie procesu. Wiasciwos$é ta odréznia deformacje
plastyczne osrodka od sprezystych, ktére sa w petni odwracalne. Podstawowym
dla omawianych zagadnien plastycznych deformacji osrodka jest rozktad
tensora deformacji € na czg$¢ odwracalng €° i nieodwracalng €°, wynikajaca z
dysypacji energii w ukladzie

e=¢e®+¢P (41.1)
Podobny rozktad zachodzi dla przyrostu deformacji

de = de® + deP
oraz dla energii swobodnej pA
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pa=pA(ef.T)+ p AP (A1) (412)

gdzie A jest pewnym dodatkowym tensorem opisujacym zmiany w strukturze
materiatu, ktére powstaty w wyniku niesprezystych deformacji.
Finalna nieréwno$¢ jest tutaj identycznej postaci jak poprzednio, czyli

— pdA+code—pSdT-Vq20 (41.3)

Do zalezno$ci tej wprowadzimy przyrost energii swobodnej uzyskujace

e e p p
_paA odee_paA dT_paA odA_paA dT |+
def aT dA aT

Gode® +0ode? —pSdT-V-q20

d A° 0A° AP
o - ode® — p| S+ + dT —
( paeel ,{ a7 87"1
d AP
Pax

stad

odA+0code? —V-q20

Wobec wymagania, aby nieréwnos¢ ta zachodzita dla kazdego procesu zmian
deformacji, musi zachodzi¢

e d| A€ + AP
e il ( ) o4 (41.4)
de’ aT aT
oraz
d AP
—-p = odA+0Code? —V-q20 (41.5)

W efekcie uzyskaliémy rownanie okreslajace tensor naprgzenia oraz
entropie. Natomiast z okrojonej nieréwnosci z pozostatych sktadnikéw wynika
m.in., ze sprezyste wiasnosci osrodka sa niezalezne od tensora A.
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Rozdzial VIII
ELEMENTY MECHANIKI CIECZY

W rozdziale tym przedstawimy niezbedne wiadomosci z zakresu
mechaniki cieczy. Rozpatrywaé bedziemy zachowanie si¢ cieczy idealnej oraz
cieczy lepkiej. Omawiane typy cieczy analizowane bgda z pozycji mechaniki
oérodka ciaglego jako szczegélne zagadnienia. Skupimy przy tym uwage na
réwnaniach tworzacych oraz tych zagadnieniach, ktore wyznaczajg specyficzne
miejsce mechaniki cieczy w ogdlnej teorii osrodka ciaglego.

Popularnie rzecz traktujac, cieczami nazywa¢ bedziemy osrodki, w
ktérych opér przed zmianami postaciowymi jest znacznie mniejszy niz przed
zmianami objeto$ci. Oczywiscie w wyidealizowanym przypadku szczegblnym
w cieczy moze w ogdle zaniknaé opdr przed zmianami postaci. Ciecz o tych
wihasnodciach nazywamy idealna ciecza. W cieczy tego rodzaju moze
wystepowaé tylko naprezenie normalne zwane tez ci$nieniem hydrostatycznym,
natomiast pozostate sktadowe tensora naprezenia znikna. W zwiazku z tym
tensor naprezenia G ma postac

¢ =-pg
gdzie: p — warto$¢ ciénienia hydrostatycznego, g — tensor metryczny osrodka.

Warto podkreslié, ze w stanie réwnowagi w cieczy tensor naprezen
okre$lony jest rowniez przez zaleznosc: ¢ = —pg, identyczng jak dla cieczy

idealnej. Przypomnijmy tu, ze w stanie rownowagi ciala stalego tensor naprezen
o posiada réwniez niezerowe ,wspotrzedne styczne”. Fakt ten zasadniczo
odroznia ciecze od ciat statych.

42, CIECZ IDEALNA

W przypadku cieczy idealnej, wektor naprezenia na plaszczyznie
okreslonej przez jednostkowy wektor normalnej n ma postac:

p=-pn

Zaleznoé¢ ta przedstawia znane prawo Pascala dotyczace rozkladu
ci$nien w cieczy idealne;.

Komplet réwnai dla cieczy idealnej zawiera:
- réwnania ciaglo$ci, czyli lokalnie zapisany bilans masy

2’1+pV-v=0 lub a—p+V—(pv)=O (42.1)
Dt ot
gdzie: p — gestos¢ cieczy, v — wektor predkosci,
- réwnania ruchu

Dy igoling, (42.2)
Dt p
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gdzie: F — wlasciwa sita masowa, p — ciénienie hydrostatyczne,
- rtéwnania bilansu energii
DU
—=-pV.v-V 423
S e q (42.3)

gdzie: U - wlasciwa energia wewnetrzna, ¢ og = —pVv - moc mechaniczna, q
— strumien ciepfa.

Do przytoczonych réwnarn dodaé nalezy réwnanie tworzace. Pierwsze z
nich ma postaé: ¢ = —pg.
Natomiast dla strumienia ciepla q mamy réwnanie tworzace postaci

q=-AVT (42.4)
czyli prawo Fouriera gdzie A jest wspofczynnikiem przewodnosci cieplnej.
Oczywiscie w przypadku braku przeptywu ciepla bedzie q =0. Oprécz tego do
réwnan tych dolaczymy réwnania okreslajace tensor predkosci deformacji

2€=Vv+vV (42.5)

Podany uklad réwnan uzupelnia zwiazek miedzy cisnieniem
hydrostatycznym — p, gestoscia - p i temperaturg — T.

n(p.p,T)=0

W zadaniach mechaniki cieczy idealnej wystepuja wigc wspolrzedne
wektora predkosci v, cisnienie p, temperatura T i gesto$c p.

Podamy jeszcze kilka uwag odno$nie réwnania stanu n(p, p, T)=0.
Réwnanie to dla idealnego gazu nosi nazwe rownania Clapeyrona i ma postaé:

pV =RT
gdzie: V —objetos¢ gazu, R — stata gazowa.
Oczywiscie réwnania dla gazu sq traktowane jako szczegélny przypadek
réwnan cieczy. Ostatnie z rownan mozna przedstawié nastepujaco:

p=2pr, v=2
m p
gdzie m jest molarnym ciezarem gazu. W przypadku znacznego ci$nienia

korzystamy z réwnania Van der Waalsa
p+ _a_z_ V —b) = RT
v

w ktérym a i b sq stalymi wyznaczonymi do$wiadczalnie.
Po przeksztatceniach uzyskujemy
PRT
1-bp
Ogolnie, réwnanie tworzace postaci p=p(p,T) zawiera Jjako
przypadek szczeg6lny réwnania dla cieczy barotropowej okreslonej rownaniem

p—_.
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tworzacym:
p=plp)

Przyjety zwiazek konstytutywny dla cieczy barotropowej czyni uktad
réwnan mechaniki cieczy uktadem zamknigtym.

Uktad ten ma postac:

Dp

Dt

Dv

1
Lk A N v 42.6
Dr p p (42.6)

p=p(p).

Uzyskane rownania zapiszemy w postaci jawnej w ukfadzie
wspotrzednych prostokatnych (xi, x», X3)

dp I a(pvl)_'_ a(pv2)+ a(pv3):0 ,
ot ox, ox, ox,

+pV-v=0

avl +1«’1 Bv; +vo aV] +V3 avl » Fl _l_ai
ot 8x] 8x2 a)C3 P axl
avz -4+ vl avz - v;_wai-l" v3§v_2= F2 —.]_a_p
ot axl 8x2 ax3 P 8x2
vy W3 e 10
ot ox) oxy ox3 p 0x3
p=plp)
Réwnania powyzsze w zapisie wskaznikowym przyjma zwarta postac
ot ax,-
0 i e L OE (42.7)
ot oxy, p Ox;
p=rplp)

Oczywiscie przypadkiem szczegdlnym réwnan cieczy barotropowej sa
réwnania cieczy niescisliwej, ktora okreslimy relacjami:

—=0, divv=0

2yl (42.8)
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Jezeli ciecz jest jednorodna i niescisliwa to gestosé p jest stata w catym
osrodku. W tym przypadku p przestaje by¢ parametrem zadania i uktad réwnan
cieczy zawiera tylko réwnania mechaniczne postaci:

Y BN . R
Dt P

lub w zapisie wskaznikowym dla dowolnego ukladu wspotrzednych:
N i g 1 B :
—+vIVa=F' —— UV .p, V' =0

43. ROWNANIA CIECZY LEPKIEJ

Przedstawimy z kolei réwnania dla cieczy lepkiej, ktéra jest bardziej
zlozonym modelem cieczy niz rozpatrywana poprzednio ciecz idealna.
Réwnania okreslajace tensor naprezen w cieczy lepkiej majg postac:

C=—pg+T
gdzie tensor T okresla lepkie skladowe tensora naprezen w cieczy.

Lepkie skladowe tensora naprezen w najprostszym przypadku
izotropowym i jednorodnym zaleza liniowo od sktadowych tensora predkosci
g:

t=2u+A(V-v) g
W efekcie réwnania tworzace dla liniowej cieczy lepkiej spehniajacej
prawo Newtona maja postacé:

6=(-p+AV-v) g+2ui (43.1)
Rozdzielajac uzyskane zaleznosci na dwa réwnania dotyczace czescei
symetrycznych i dewiatoréw otrzymujemy:

O‘=—p+(l+27‘u)V-v o=I4

Dg =2uD;

W zaleznosciach tych p nazywamy wspotczynnikiem lepkosci
postaciowej a A - wspolczynnikiem lepkosci objetosciowej. Podane réwnanie
tworzace nazywane tez bywa rOwnaniem Naviera-Stokesa. Zwréémy tutaj
uwage na to, ze cisnienie hydrostatyczne p pokrywa si¢ z I5 (pierwszym

niezmiennikiem tensora o) tylko wtedy, kiedy (21 +3A)V-v=0.
Wspotliniowo$¢ p i o jest prawdziwa oczywiscie dla niescisliwej
cieczy, poniewaz dla niej zachodzi:
V.v=0 (43.2)
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W cieczy lepkiej wystapia wigc W og6lnosci zaréwno skiadowe
normalne jak i styczne tensora napre¢zenia. Natomiast lepkos¢ cieczy przejawia
sic w trakcie wzajemnego przenikania sig czastek cieczy w osrodku oraz w
trakcie przenoszenia impulsu z jednej warstwy cieczy do sasiednich warstw. W
cieczy lepkiej wystgpuje wige tarcie wewnetrzne. Oczywiscie uwagi te dotycza
przeplywéw laminarnych, bowiem intensywny przekaz impulsu w cieczy
prowadzi do turbulentnych przeptywow, ktérych opis jest znacznie bardziej
zlozony.

Oproécz rownan fizycznych komplet réwnan cieczy lepkiej zawiera:

- réwnania ruchu cieczy (lokalna postaé bilansu pedu)

Dv
—=V.6+pF 433
Py p (43.3)
- réwnania lokalnego bilansu energii wewngtrznej pU
DU
—=60E -V - 43.4
Py q (43.4)

- rbwnania tworzace
q=—-AVT (prawo Fouriera)

o=(-p+AVv)g+2uE (43.5)
- rownania geometryczne, okreslajace tensor predkosci odksztalcen €

2€=Vv+vV (43.6)
W przytoczonych réwnaniach q jest strumieniem ciepta, T — temperatura, pU -
energia wewnetrzna, v — wektorem predkosci, pF — sita masowa, A -
wspolczynnikiem przewodnosci cieplnej w cieczy rownym strumieniowi ciepta
wywotanemu przez jednostkowy gradient temperatury.

Nastepnie przyjmujac postaé energii wewnetrznej dla cieczy (jako
rownanie konstytutywne) uzyskujemy zamknigty ukfad 12 réwnan o 12
niewiadomych: o, v, p, p i T t,j. szesciu sktadowych tensora naprezenia, trzech
skladowych wektora predkosci i trzech réwnan skalarowych okreslajacych
ciénienie hydrostatyczne p, gesto$¢ p i temperaturg T. Z reguly dazymy do
wyrazenia wszystkich nieznanych funkcji zadania przez trzy sktadowe wektora
predkosci, cisnienie hydrostatyczne — p i temperature T, uzyskujac ukiad pigciu
nieliniowych réwnan rézniczkowych.

Podamy teraz uklad czterech réwnan rozniczkowych ujmujacych
izotermiczne przeplywy cieczy. Réwnanie to uzyskujemy po podstawieniu do
réwnan ruchu, zwiazkéw fizycznych i geometrycznych. Otrzymujemy w tym
przypadku réwnania

szv + %— grad div v—grad p+ pF = pl:aa—: +(v- V)v] (43.7)
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d .
p=plp)  Sh+divpv)=0

dla przeptywu cieczy niutonowskiej. Jest to ukfad czterech nieliniowych
réwnafi rézniczkowych, w ktérych jako niewiadome wystepuja predkosci v,p,p.

Do podanych réwnar nalezy dotaczy¢ warunki poczatkowe i brzegowe
zadania, ktére beda oméwione na koficu niniejszego rozdziahu.

44. CIECZ NIENIUTONOWSKA

Rownania fizyczne cieczy niutonowskiej okreslajace tensor naprezen o
w zaleznosci od tensora predkosci odksztalcen € sa przykladem liniowych
rownan fizycznych. Nalezy si¢ jednak spodziewaé, ze wystapia przypadki
nieliniowych zaleznosci migdzy tensorem naprezeii 6 i tensorem predkosci € .
Ogdlna postac takiej zaleznosci dla cieczy izotropowej jest nastgpujaca

c=agg+1E)
gdzie agpjest skalarem zaleznym od niezmiennikow tensora predkosci
odksztalcen &€ i moze mie¢ w szczegdlnosci postaé ay =—p+AV-v identyczna
jak w liniowej cieczy lepkiej.

Jezeli ograniczymy si¢ do wielomianowej postaci zaleznosci
nieliniowych, to na podstawie twierdzenia Hamiltona uzyskujemy nastgpujace
réwnanie konstytutywne:

o=apg+a € +a2(E)2
gdzie: ag,ay,a; sa funkcjami inwariantow tensora predkosci deformacii.

Uzyskane w ten sposéb réwnanie jest ogélna postacia réwnania
fizycznego dla nieliniowej cieczy lepkie;.

Wyznaczymy teraz zwiazek migdzy dewiatorami tensora naprezen o
oraz tensora predkosci deformacji € , uzyskujac:

D, =2uD, +ﬁ(n€ —%-I(Dj) g] (44.1)

ray
gdzie lLi u sa uogolnionymi wspélczynnikami lepkosci postaciowej,
zaleznymi w ogdInosci od niezmiennikow tensora predkosci deformacii,
/ (De 2) jest pierwszym niezmiennikiem dewiatora DE2 »predkosci”

deformacji (E) Réwnania te dla ay =ay(p,€), ay =2u, ay =0 przechodza
w réwnania dla cieczy liniowe;.
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Rozdzial IX

LINIOWA TEORIA SPREZYSTOSCI

Przedstawiona w poprzednich rozdzialach mechanika osrodka ciagtego
sawierala réwniez w sobie teorie ciala sprezystego. Teoria ta wynika z niej jako
jeden z prostszych przypadkow szczegbdlnych, a mozliwie ogdlne ujecie
mechaniki osrodka ciaglego podane poprzednio, zawgzymy teraz do przypadku
liniowych zadan teorii sprezystosci. Zagadnieniom tym poswigcimy nieco
wiecej miejsca ze wzgledu na jej liczne zastosowania w naukach inzynierskich
oraz powiazania teorii sprezystosci z wytrzymaloscia materiatow. Uzyskamy w
ten sposob w miare ciagly przeglad zagadnien mechaniki osrodka ciagtego od
najbardziej ogélnego ujecia do bardzo szczegdlnego, znanego czytelnikowi z
wytrzymato$ci materiatow.

W rozdziale tym do opisu ruchu i stanu naprezenia w liniowym ciele
sprezystym przyjmiemy prostokatny uktad wspolrzednych a wystgpujace w
tych zagadnieniach pola bedziemy opisywali tensorami kartezjafskimi w ujeciu
wskaznikowym. Podane w tej postaci réwnania mechaniki ciala sprezystego sa
stosunkowo latwo przyjmowane przez studentow. Wazne jest rowniez
wskazanie i uwypuklenie podobiefistw i zwiazkow migdzy wytrzymaloscia
materialow a teoria sprezystosci. Zabieg ten nalezy niewatpliwie do najbardziej
ksztalcacych dla przyszilych inzynieréw, tym bardziej, iz rozwdj techniki
komputerowej pozwala skutecznie rozwiazywaé problemy teorii sprezystosci na
uzytek techniki.

Przedstawimy kolejno zwiazki geometryczne, fizyczne oraz rownania
ruchu dla ciala sprezystego. Podamy nastgpnie réwnania przemieszczeniowe dla
tego ciata w przypadku przestrzennego i plaskiego stanu przemieszczenia.
Nastepnie oméwimy dwa podstawowe sposoby postgpowania w liniowej teorii
sprezystosci  doprowadzajace  do rbwnan  przemieszczeniowych i
naprezeniowych. W koncu przedstawimy rownania teorii plyt oraz réwnania
tarczy, ktore czesto wystepuja w praktyce inzynierskiej.

45. STAN ODKSZTALCEN

Analizowaé bedziemy stan odksztalcenn w oérodku ciagtym, w ktérym
wspohrzedne punktu materialnego okreslone sa przez trojke liczb (X, X2, X3),
natomiast t - jest czasem.

Skupimy uwage na parze blisko siebie pofozonych punktow A 1 B w
oérodku. W trakcie ruchu osrodka odleglosé migdzy tymi punktami bedzie
ulegata zmianom. Wiasnie analiza tych zmian doprowadzi do okreslenia tensora
odksztalcen. Ograniczajac si¢ do ortokartezjafiskiego uktadu wspoirzednych i
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y=u+Xx czyli  yi=ui(X1,X2,X3) + X
Wyznaczymy teraz pochodna —- L./
axk
y; _lui+x;) _ Ou  Ox; _ Ou; 8
axk axk axk axk axk

Ostatni sktadnik - 8, wynika z zaleznosci

Vooadla i=k (é—-l]
ax,' _ axi

ax k

0 dla i #k {i—-o :;tk]
Xk

“

Przyrost kwadratu odlegtosci (p’)* — (p)” wyrazi sig relacjami

Lo)z ~(p)? =dy;dy; —dxdx; = [ +5:k}’" [g:f +6;; }‘xj —dxjdx; =
j

(
du; ou; a, du; du;
= 85+ ‘5

axk ox j "5 Xk axJ axj

fk +6fk6{f ]dxkdxj - dx!-dx,- =

au i auk au,

ou;
= —L+ L+8; Hxpdx;—O:dxydx
kaxk ox axk ox }hk 4T

3 (auj " duy, s du; du; wdx
| axk ax axk axj-
Ze wzgledu na fakt, ze stan odksztalcenia musi by¢ niezalezny od
przyjetych punktow A i B wnosimy, ze wyrazenie znajdujace si¢ w nawiasie
moze stuzy¢ za miarg odksztalcenia.

Wyrazenie to jest tensorem o walencji dwa i nosi nazwe tensora
odksztatcenia Greena

uj Quy du; du;
+ kS
ox; 0xj Oxy OX;

2§Jk = (453)

u; au' . .. .
W wyrazeniu tym wystepuje czlon nieliniowy —L —L  ktéry w liniowej
Xk x
geometrycznie teorii zostaje pominigty. Uzyskujemy wowczas

u auk

28 i =——
k ax,\ ax
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u; au .
Pochodne gi zapisujemy czesto w postaci skréconej, np. —L = u 1k -
X Xk

Otrzymamy woéwczas klasyczny wzor na tensor odksztafcenia g

€ jk =“;"(“j,k +uy ;) (45.4)

ktory bedzie podstawowa miara stanu odksztalcenia we wszystkich liniowych
geometrycznie teoriach osrodka ciagtego.
Wspoirzedne tensora odksztalcen € maja po rozpisaniu postaé:

| 1 |
—( 1,1 ‘H‘I,l) 5(“1.2 +“2,1) 5(“1,3 +"3,1)

€11 €12 €13 2
| 1 |
Ejj=|€21 € €23 (= 5(“2,1 +“1,2) “2“(142,2 +M2,2) 5("2,3 +“3,2)
€3] €37 €
BRI %(“3,1*‘"1.3) %(“3,2”2,3) %(“3.3 +u3,3)

- -

| wyznaczaja tensor symetryczny.
W przypadku szczegélnym — plaskiego stanu odksztalcenia —
uzyskujemy
1 1
Biir oo 5( L1+ ) 5(“1,2 +M2,1)
Elj: = l

1
€21 €22 5(u2’]+u1'2) E(tez,g**uz,z)

Nastepnie dla plaskiego stanu odksztalcenia podamy interpretacje
geometryczng wspotrzednych tego tensora tacznie z niesymetrycznym tensorem
sztywnych obrotéw.

4 ’ . s Bul BMQ
Z rysunku 34. wnosimy, Ze zmiany postaciowe —-=——= prowadza do
3x2 Bxl
sztywnych obrotéw elementu dx;dx,. Wynika stad réwniez, ze wyrazenie
postaci u;; nie moze opisywac stanu odksztalcen o$rodka, gdyz zawiera ono
rowniez sztywne obroty. Istotnie, zachodzi rozktad tensora u;; wg relacji

1 1
ui,j = E(Mf,j + uj.-'t- )+E(uf,j —uj,,- )= SU +(DU (455)
na czeSC symetryczna: g; — tensor odksztalcen oraz w; —tensor sztywnych
. : . odu ou ,
obrotéw. Dla sztywnego obrotu opisanego zalezno$cia —- = ——=2 zachodzi

oxy x|



X,

urdusu+

ou,
OX,

dx,

|

b)
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i) =%(”1.2 tuy )"%(ul,z —Uup )= 0"‘%(“1,2 —(—ul,z))

czyli u =0+ m)p

Widzimy wigc, ze w przypadku sztywnego obrotu €, = 0 ale ®,,#0.
Przedstawiony rozklad tensora u;; na sume tensora symetrycznego gj 1
asymetrycznego ®; pozwala wydzieli¢ z gradientu przemieszczen odksztatcenia
1 sztywne obroty.

W dalszym ciagu interesowa¢ nas bedzie odksztalcenie postaciowe,
ktére opisuje tensor dewiacji odksztalcen oraz zmiany objetosci opisane
tensorem kulistym. Rozkfad ten jest nastepujacy

1 1
=1 651- +D;; = (-?;ekk )65-}- +(£ij —gskk('i,-j J (45.6)

Rys. 35. Rozklad tensora deformacji na cze$¢ kulista i dewiator odksztalcenia

I zostanie dalej wykorzystany w réwnaniach fizycznych. Okazuje sig
mianowicie, ze cialo moze posiadaé rézne wiasnosci w zwiazkach taczacych
czesci kuliste obu tensoréw w stosunku do réwnan faczacych dewiatory stanu
naprezenia i odksztalcenia. Z przypadkiem tym spotykamy sie np. w cialach
niescisliwych, ktére moga ulega¢ jednak odksztalceniom postaciowym.

W zakoiiczeniu tego punktu zwrécimy jeszcze uwage na powigzania
rozwazai tu przedstawionych z analiza pelnej kinematyki osrodka ciaglego
podana poprzednio w opisie materialnym i przestrzennym oraz ze strong
geometryczng zadan wytrzymatosci materialow. W rzeczywistosci podany tutaj
opis kinematyki osrodka odksztalcalnego mozna uwazaé za tacznik migdzy
podejsciem do geometrii ruchu reprezentowanym w wytrzymatosci materialow
I w mechanice osrodka ciaglego. Ujecie to wystarczy jednak w zupetnosci do
analizy stosunkowo duzej liczby zagadnien liniowej teorii sprezystosci itp.

Natomiast znajdywanie kierunkéw gléwnych i wartosci gléwnych
odksztalcen jest identyczne jak podane w poprzednich punktach, gdzie
poszukiwano tych wielkos$ci dla symetrycznego tensora o walencji dwa.
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46. STAN NAPREZENIA

Analizowane w teorii sprezystosci sily sq sitami powierzchniowymi lub
masowymi, tj. silami tego samego rodzaju jakie omawialiémy poprzednio w
zakresie ogolnej mechaniki orodka ciaglego. Tylko tego rodzaju sity wystepuja
w teorii sprezystosci ze wzgledu na to, ze jest ona szczeg6lna teoria osrodka
ciagtego. Przykfadem sit masowych sa sity cigzkosci lub tez sity bezwladnoscei.
Tego typu sily zwiazane sa z wszystkimi czastkami materialnymi o$rodka i
czesto sa wyrazone jako iloczyn wihasciwych sit masowych i gestosci G, czyli

granicy p= lim A—M— gdzie AV jest elementem objetosci, a AM przypisang
AV—0 AV

tej objetosci masa. Sita masowa posiada posta¢ pF, = Fi, gdzie: p jest

gestoscia, F; — whasciwa sita masowa.

Oprécz sit masowych wystepuja sity powierzchniowe, ktore sa sitami
wzajemnego oddziatywania ciat na siebie. Przykladem moga tutaj by¢ sily
wystepujace w kontakcie dwoch ciat odksztalcalnych.

7 identyczna sytuacjg spotkamy  sig rowniez wowczas, kiedy
,,my$lowo” rozdzielimy oérodek na dwie czeéci (m;) oraz uzewnetrznimy sity
wzajemnego oddziatywania obu czgsci na siebie. Sity te beda miaty charakter
sit powierzchniowych.

Rys. 36.

Przeprowadzmy przez punkt A (rys. 36) inng dowolng powierzchni¢ T,
dzielaca osrodek réwniez na dwie czgsci. W tym przypadku sita oddziatywania
bedzie miata inng warto$¢. Wnosimy stad, ze warto$¢ sily wzajemnego
oddziatywania w dowolnym punkcie osrodka zaleze¢ bedzie nie tylko od jego
potozenia, lecz rowniez od wektora normalnej do plaszczyzny zawierajacej
punkt A. Mamy wigc do czynienia z wielkoscia zalezng od dwodch wektorow:
wektora sily wzajemnego oddziatywania oraz wektora normalnej. Warto
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zauwazyc¢, ze w przypadku ogdlnym wielkoscia zalezng od pary wektorow jest
tensor o walencji dwa, ktéry okaze si¢ nastgpnie tensorem naprezenia.

Wydzielimy teraz z osrodka elementarny prostopadfoscian o
krawedziach dx;, dx,, dx; zawierajacy réwniez punkt A. Zgodnie z zasadami
mechaniki na kazda z plaszczyzn tego prostopadioscianu bedzie dziatata sifa
rowna oddziatywaniu reszty osrodka na Sciany prostopadto$cianu, np. P,, P,,
P;. Sily te na ogét nie beda pokrywaly sie z wektorem normalnej do
plaszczyzny, na ktéra dziataja.

Rys. 37.

W dalszej kolejnosci roztozymy site P, dziatajaca na prostokat dx,dx; na trzy
skladowe, zgodnie z osiami uktadu Oxixox3. Jezeli powtérzymy to
postgpowanie w stosunku do kazdej ze $cian prostopadtoscianu dx; dx, dx;,
zakladajac, Ze jest on nieskoficzenie maly oraz wykorzystamy warunki
rownowagi, to otrzymamy (por. rys. 38) uklad wielkosci dziatajacych na
prostopadtoscian. Wielkosci te zapisane w postaci macierzy sa wspotrzednymi
tensora naprezenia ;.

Zauwazmy przy tym, ze z warunkow momentéw utozonych wzgledem
osi rownoleglych do osi ukfadu i przechodzacych przez punkt A wynika, ze
G12=021, 013=03), 023=03, (rys. 38.). W konsekwencji macierz przedstawiajaca
stan naprezenia w punkcie A bedzie symetryczna.

Macierz  okreslajaca stan naprezenia przy zmianie ukladu
wspotrzednych x; — x! bedzie sie transformowata Jak tensor o walencji dwa,
czyli

X’g — Oi'j}(j

Ok = Oy Or;j Gj
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gdzie O; ; jest macierza transformacji (obrotu uktadu), ktorej wspéirzedne sa
rowne cosinusom katow miedzy osia x; ukltadu pierwotnego i x; uktadu po
transformaciji.

U]l

XJ

0
xI.

X,
Rys. 38.
011 012 913
Gijz 071 022 023 i,j=l,2,3 (46.1)

031 032 033
We wzorach tych oczywiscie obowiazuje konwencja sumacyjna. Dla przykiadu
wspolrzedna o3 tensora naprezenia po transformacji wyraza si¢ wzorem:
oyy =0y,05 ;04 =0y1031011 01052012 +0y1033013
+0;7031021 +0y9032022 +0y2033023 +
+0,3031031 +0y3032032 +0;3033033
Wérod mozliwych obrotow ukiadu wspotrzednych istnieje jeden szczegOlny
uktad wspoétrzednych, w ktorym wspoéirzedne tensora naprezenia majg postac
(O )] 00 611 =0]
O'I}'= 0 (o)) 0 622 =03
0 0 O3 833 =03
tzn. znikaja w tej konfiguracji wspolrzedne tensora naprezenia lezace poza
glowna przekatna macierzy [Ojj].
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icss
5, y Oi3
2}/‘ G;,
O3, oy,
Oz, O)5| O3
X
3 '
X
3
X,
X, X' Xy
Rys. 39.

Wartosci naprezen o;, 6, i o; nazywamy naprezeniami gléwnymi, a
wyznaczajace je osie kierunkami gtéwnymi.

Rys. 40.

Przeanalizujemy z kolei rownowage czworoscianu zawierajacego punkt
A (rys. 40). Z otrzymanych w tym zadaniu réwnan rownowagi wyznaczymy

zwiazek miedzy wspbtrzednymi tensora O a wspolrzegdnymi wektora
naprezenia p;. Beda zachodzily relacje
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dS] =dS m
ng =dS 115)
d83 =dS n;

gdzie ny, ny, N3 $4 wspotrzednymi normalnej n( ln | = 1)

7 warunku sumy rzutéw wszystkich sif na o$ x; otrzymamy réwnanie

P, dS - 0y dS;-op2 dS, - 0,3dS; = 0

(P, - Gy1 n; - Gj2 Ny - Gy3 N3) dS=0
czyli

P, =0 n +0Cj2ny + O3 N3
Podobnie postgpujemy z suma rzutéw na osie Xp i Xs. W wyniku uzyskamy
ukfad rownan

1N+ CpMh+0;3n=P

Oy Ny +On My + Oy =P,

O3 N + O3 Ny +633 N3 = Ps
lub nastepujaca zaleznos¢ :

oy n; =P, (46.2)
w zapisie wskaznikowym.

Uzyskana relacja jest podstawowa zaleznoscia miedzy tensorem
naprezenia o; w punkcie A a wektorem naprezenia P; wystgpujacym w
plaszczyZznie okreslonej przez wektor normalnej n i zawierajacej punkt A. Z
zaleznosci tej korzysta¢ bedziemy w trakcie okre$lania warunkéw brzegowych
mechaniki na brzegu ciata.

Zwroémy uwage, ze uzyskany zwiazek migdzy tensorem naprezenia a
wektorem naprezenia moze stuzy¢ do okre§lenia zalezno$ci, z Kktorej
wyznaczymy kierunki gléwne i wartosci naprezen gtéwnych.

Istotnie w tym przypadku wektory: normalnej n i naprezenia P sa
wsp6tliniowe, co zapiszemy nastgpujaco:

P=An, Gijnjzlni
czyli

(O'ij il Sij) n= 0 (463)
Po rozpisaniu tegoz réwnania uzyskujemy zadanie na wartosci wiasne

(1 -A)n +0Gm+0;3n3=0

Oy N+ (On-A)np+0;3n3=0

O3 Ny + 03Ny + (033 - l) ny=0

Otrzymany uklad rownain ma niezerowe rozwiazanie, kiedy wyznacznik
glowny tego ukladu jest rowny zeru

det |l o -2 &l =0
Po przeksztalceniach otrzymamy stad tzw. rownanie wiekowe

A -IgA + A -1 =0 (46.4)
gdzie 1,5, Il Ill; sa trzema niezmiennikami tensora stanu naprezenia Cj i
wynoszga odpowiednio
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L=a , ;=% (O Gjj - Gjj O'ij)
L, = det|| gy |

Pierwiastki A,, A,, A; réwnania wiekowego sg jednoczeénie wartosciami
naprezen gféwnych
A] =0] 0 0
opp=l 0 A;=0, 0
0 0 /13 =03

Sposéb wyznaczania kierunkéw giéwnych i naprezen gldwnych jest
analogiczny jak przy wyznaczaniu odksztalcen gltéwnych. W obu przypadkach
mamy do czynienia z poszukiwaniem kierunkéw giéwnych i wartosci wiasnych
symetrycznego tensora o walencji dwa

Okreslimy jeszcze gléwne naprezenia tnace oraz naprezenie
oktaedryczne, wystgpujace w plaszczyznach réwno nachylonych do kierunkow
gtéwnych
01—-0> , Tl=io-2_03 ’ 122"_‘0‘3"01
2 2 2

Ta=i

: 2
) 25\/(51 ~02)° +(0,-03)> +(03-07) o) G Al

Rys. 41. Gléwne naprezenia tnace i naprezenia oktaedryczne
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Symbole T,, T», T3, Oas T oznaczaja odpowiednio naprezenia tnace,
intensywno$¢ naprezen (0)) oraz oktaedryczne naprezenia styczne (Tq)).
Wszystkie wymienione naprezenia zwiazane sa z kierunkami glownymi oraz
naprezeniami glownymi.

47. ROWNANIA ROWNOWAGI WEWNETRZNEJ

Przedstawione w poprzednim punkcie wspolrzedne tensora naprezenia
odnosza si¢ w zasadzie do jednorodnego stanu naprezenia. W rzeczywistosci
naprezenia w o$rodku beda sig zmienialy od punktu do punktu i wzdtuz
krawedzi dx; dx, dx; elementarnego prostopadtoscianu wydzielonego z ciata
wystapia ich przyrosty. Bedziemy wigc wspolrzedne tensora naprezenia Gj;
traktowali jako ciagle funkcje pofozenia. Na réwnoleglych $ciankach
prostopadfoscianu (rys. 42.) wystapia przyrosty wspolrzednych tensora ;. Na
przyktad wspoirzedna Gy doznata przyrostu przy przyro$cie zmiennej x; 0 doy
a wigc

J6
do| = —Ldx
11 9 1
X
33 13 Ul
0-13 +d013 ?13 +9GI3=G|3+ _é_x 3dx3
3
e
-'/’ 03|+d63| {;12 /
G_.“_ GH"’dG“ ""f'“ﬁ
)—~ 0_ . - G] 1 +d0'| |=
C12+d0)»” 02 +d0y - O =0+ 'a_q“Xm
A v ¢ O,
622+d033 a}él
%; C,+do, 2=G‘2+___12 dx,
0X,
xl
XZ

Rys. 42. Przyrosty naprezen

W podobny sposob wyznaczymy przyrosty wszystkich wsp6irzednych ten-sora
naprezenia. Dla przyktadu przyrosty wspotrzednych Gi1, O12, O13 przedstawiono

na rysunku 42 b. ’ '
Po wyznaczeniu wszystkich  przyrostow wspotrzgdnych  tensora

napre¢zenia, utozymy warunki rownowagi dla prostop?dioécianu. Z U\:vagi na
dowolny przestrzenny uktad sit jaki tutaj wystapi, trzeba ulozyC szesc
warunkéw réwnowagi:

ZP| = 0, EPZ - 0, ZPq = 0

M, =0, M, =0, SM;=0 (47.1)



156

Blizej przeanalizujemy réwnanie wynikajace z pierwszego warunku
rownowagi (ZP,=0). Otrzymujemy w tym przypadku zaleznosci

o0
— 0 1dxpdxy +(0'l 1 +—a:rl]—]dxl }ﬁzdx?, 5

Jdo
—O2dxdxsy +[°’12 +—a;lfdx2 }’-'ldxa =

3
g pF]dX}dquX3 = pii]dxldxzdx:;
w ktorych: pF, — rzut sity p F na 0§ x,, P - gestose, piiy — rzut sity bezwladnosci
na o$ x;. Korzystalismy tutaj z zasady d’Alemberta, dolaczajac sile
bezwtadnosci do réwnania statyki.
Wobec dowolnie matych wymiaréw prostopaditoscianu dx, dx, dx; mozemy po
przeksztalceniach napisaé

(acl] + 8612 'i'aa(}-l3 +p‘Fl --pul }I]dxzdlg =0
A3

—013dxdx, +(013 +*aa—alldx3 }i‘ldxz *
X

dx;  dxy

Podobnie  postapimy w  pozostatych przypadkach, otrzymujac
nastepujacy uktad réwnan

80” + 80']2 &+ 8013

+pF =pu

ox;  Oxp  Oxs g
30'21 80'22 80'23 -
—=+ + +pFy =pu
dx;  dxy  Oxz Pr2=pitz
80'3] 80'32 80'33 5

+ + +pF3 =pi
axl BX2 8x3 P 3 =Pl

W postaci jawnej, lub

do;;
o' 4 +pF; =pii; (47.2)
ox ;

9

W zapisie wskaznikowym. Natomiast z warunkéw momentéw wynikajg
rownosci

G2 =0y, C13 =03, O23 = O3
ktore zapewniajg symetrie tensora naprezenia, czyli

Gij = Gji
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Do podanych tutaj réwnan ruchu w przypadku dynamiki, lub réwnan
réwnowagi w statyce mozemy dojs¢ réwniez z zasady zachowania pedu i kretu.
Zasady te zapiszemy nastgpujaco

;f_ [pviav = [pF,av + [ PdA (47.3)
'y % A
4 AV FrdV P, dA 474
EJ.EUR riPVk —Jegk ripFy +jeijk riPy (47.4)
y V A
gdzie jpv,-dV jest pedem ciata, a catka Je ijk TipvidV jest jego kretem.
% V

Rys. 43.

Podane zaleznoéci mozna wiec sformutowaé nastgpujaco: zmiana pedu (kretu)
w czasie jest rowna wektorowi ogélnej sumy wszystkich sit oraz wektorowi
og6lnego momentu wyznaczonego wzgledem osi uktadu wspéirzednych x;xaxXs.

Nastepnie, w pierwszej rownosci czyli bilansie pedu, w miejsce sily
powierzchniowej P; podstawimy zwiazek miedzy wektorem napr¢zenia P 1
tensorem naprezenia ©jy, a dalej skorzystamy z twierdzenia Gaussa-
Ostrogradskiego o zamianie calki powierzchniowej na catke po objetosci.
Uzyskujemy zaleznosci

% [pviav = [pFdv + [ojn jdA
vV 14 A

_ J0;;
Jpv,-dv = JpF,-dV + Jﬁfdv
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[ao,j o }
j —L +pF; —pii; [dV =0
vl 9%
W efekcie otrzymujemy identyczne jak poprzednio réwnanie ruchu
Gy, j +PF; = pii g g
..‘. != u;, I,E_
i, J i i, J o

Natomiast z bilansu kretu wynika symetria tensora naprezenia

Gij = Gijj

Ostatnia para réwnai ruchu w mechanice o$rodka cigglego nosi nazwe
pierwszego i drugiego prawa ruchu Cauchy’ego i zawiera w sobie jako
przypadek szczeg6lny warunki réwnowagi wewngtrznej

Cijj + pFi=0 i Gjj = Oji

W' przypadku dwuwymiarowego stanu naprezenia, réwnania ruchu
majq postaé

a(}'” 8012 e
+ +pFy =
i Pr = pu
9031 08 +pF, = piiy (47.5)
Bxl axz

48. ROWNANIA FIZYCZNE

Znajomos¢ wielkosci determinujacych stan napre¢zenia i odksztalcenia
w osrodku pozwala sformulowaé rdéwnania konstytutywne, ktére razem z
réwnaniami geometrycznymi, réwnaniami ruchu i warunkami brzegowo-
poczatkowymi okreslaja w pelni zagadnienie brzegowe w mechanice os$rodka
ciagtego. Najprostszym réwnaniem tego typu sg rownania dla ciala liniowo-
Sprezystego.

Réwnania fizyczne powinny spetniaé nastgpujace ograniczenia

C;i=3jj(en) = & =3"} (Ow)

6;=3i (S uloy)), S;(0=0, 3'0)=0 (48.1)
Zaleznosci te sa tensorowymi réwnaniami laczacymi tensory naprezenia i
odksztatcenia.

Zwro¢my uwage, iz ogélna postaé réwnan fizycznych ciala
sprezystego mozemy aproksymowaé liniowymi réwnaniami przyrostowymi
postaci

dO','j = Ezjk!dskl (48.2)

w ktérym tensor Ejy, zalezeé bedzie od stanu odksztatcenia.

w kt6rym tensor Ejy; zaleze¢ bedzie od stanu odksztalcenia.
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Natomiast ogélna, liniowa zaleznosc¢ taczaca parg tensorow (Gj;, €;) ma
postac

6i=Ei&w €= FyuOus EijtFimn = 0ij0mn (48.3)
gdzie tensor statych materialowych Eju charakteryzuje si¢ nastgpujacymi
symetriami

Eijxi = Ejixi, Eix = Eiji, Eiji = Exiij
wynikajacymi z symetrii tensorow naprezenia i odksztalcenia, podobnie jak i
tensor Fij; -

W przypadku ciala izotropowego nalezy w miejsce tensora E,-jk;,

reprezentujacego wiasciwosci osrodka, podstawi¢ jego odpowiednik izotropowy
Eijii = a 8 8a + b 3k 81 + ¢ du Jix
Wykorzystano przy tym wiasnosci tensora kulistego: ¢d;; do opisu
materiatu izotropowego.
W wyniku zastosowania tensora kulistego cd;; do poszukiwania

izotropowej reprezentacji tensora Ejjy, otrzymamy réwnania

G = (a &j & + b 8ix & + ¢ Ba 8;%) € = a 8 O & + b B O € +

+cSuﬁjke,d:aakkﬁij+b8ij+ceji=(b+c)e,-j+a£kkﬁij

o; =2 L& + A & &ij (48.4)
ktére nosza nazwe prawa Hooke’a w liniowym, izotropowym i jednrodnym
ciele sprezystym, astale2 u=b+c,a= A nazywaja si¢ statymi Lamego.

Odwrotne  zaleznosci  &; = FijOpy W przypadku  materiatu

izotropowego prowadza do wzaj emnych réwnan fizycznych
&j= 2 ].1’ Gj + A Ok 8ij
Réwnania te uzyskano w wyniku podobnego postepowania jak poprzednio.
Zwiazki migdzy statymi (4, A) i (B', A') wyznaczamy po uprzednim
wydzieleniu czgscei symetrycznych i dewiatorow obu tensoréw. Bedzie:
Ci=2NEi+Aditk = Ci=(Q2H+3N) e
gi=2W Ci+ A o = &= +3 A’) Ow
(G;j — 1/3 oW Bij) =2 48 (Eij —1/3 & Bij)
(Eij - 1/3 &y Sij) =2 Ll.’ (ij —1/3 O 853)
stad
1
2u+30" S 24
Z ostatniego uktadu réwnan wyznaczymy stale W’ i A, ktére wynosza

I A
'=—, 20 +30)2u +31) =1, A =—
H A (2u +34)2u +34) T EED)

(2u+31)=
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Wyprowadzimy teraz réwnania fizyczne wykorzystujac analize stanu
naprezenia i odksztalcenia przeprowadzong w sposéb typowy dla
wytrzymatosci materiatow.

Punktem wyjscia bedzie doswiadczalnie stwierdzony fakt przewezenia
poprzecznego przekroju na kierunkach prostopadtych do kierunku dziatania
naprezenia rozciagajacego. Jezeli wowezas na kierunku X| wystapi naprezenie
rozciggajace i wydtuzenie, to na kierunkach X 1 X3 wystapi skrécenie.
Wspétczynnik okreslajacy stosunek wydluzenia w kierunku wystepowania
przewezenia do wydtuzenia nosi nazwe wspotczynnika Poissona v.

W efekcie otrzymujemy nastepujacy uktad réwnar fizycznych

| 1

€11 =E[0|1—V(022 +033)] = €11 =E[(I+V)Un —VUkk]
| |

822="E:[022 -v(o) +033)] - €] =E[(1+V)022—V0kk]

| |
833:‘5["33“’("11*"722)] “3 €] =E[(1+V)033—V0kk]

| | 1
€12 =—=012, €3 =—013, €1 =—0
12=55%12> &3 oG °13 €13 2G°2
stad
E;i = : O 4 O O —]——HV (48.6)
ST b - ikt 2 AT T '

W réwnaniach tych E jest modutem sprezystosci podtuznej a G modulem
Kirchhoffa. Natomiast z poréwnania tych réwnan fizycznych z réwnaniami

8,;,' = 2[.1'0‘,'}' + A’Gkkgij
uzyskamy zaleznosci migdzy statymi materiatlowymi

, V+1 h 1% e
el S e e
1 v+l LB
4 28 P+
VE E

— . G § u — G
v+D(1-2v) 2(1+v)

Podamy jeszcze czwarta postaé réwnan fizycznych dla liniowego ciala
sprezystego:

[_
O'“=ZG &t V2 Skk]' 0']2226812
| V

-
Oy = 2G €9y +

Eu |, 09 =2Ge
155 kkJ 23 23
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633=2G[£33+ Ekk]’ 013 =2G£13
Og6lnie

\
GU = ZG[SU +E;8kk 8”] (48.7)

1-2v

Innym, stosunkowo prostym przypadkiem réwnan fizycznych sa
rownania liniowej lepkosprezystosci. Réwnania te wymagaja jednak
wprowadzenia dwéch nowych poje¢, a mianowicie pefzania i relaksacji
materiatu. Pelzaniem materiatu bedziemy nazywali zmiane (przyrost)
odksztalcen wystepujacych przy stalym naprezeniu. Odwrotnie, relaksacja
nazywaé¢ bedziemy zmiang (ubytek) naprgzen przy stale] wartosci
odksztalcenia.

W materiale lepkosprezystym stan naprezefi zalezy wigc nie tylko od
aktualnej wartosci odksztalcen, ale rowniez od odksztalcen wystgpujacych w
przesziosci. W przypadku materiatu lepkosprezystego rownania fizyczne maja
postac:

[

;j = Ejji *dey = _[Etjkf (t—1)dey (1) (48.8)
{

g = Fyjuy *doy = _[Fljk;(r—r)ddk;(‘r), te(0.1]

gdzie t jest czasem, tensory Ejjg (8) i Fyjy () sa odpowiednio tensorami funkcji
relaksacji i pelzania a symbol * oznacza iloczyn splotowy uwzgledniajacy
wplyw przeszlych stanéw naprezenia czy odksztalcenia na stany aktualne.

Zwréémy uwage na podobienstwo formalne rownan teorii sprezystosci 1
lepkosprezystosci. Istotnie, wystepujace W lepkosprezystosci iloczyny splotowe
Stieltjesa odpowiadaja zwyktym iloczynom tensorow Ejy 1 Fijy statych
materialowych w réwnaniach fizycznych sprezystosci.

W przypadku izotropowego ciata lepkosprezystego tensory funkcji
relaksacji i petzania Ejjy; i Fijpy maja postac:

Ejjpa (1) = ()88 +b(1)88 jy +c(1)8;1d jx

Fijua (£)= @'(£)8;814 +b' ()88 jy +¢'(1)0;10 jy

Réwnania fizyczne dla izotropowego ciafa lepkosprezystego maja

forme
0;i(t) = 2p *deg; + A* dskkﬁ,-j

g;j(1)=2u"*do; + A" *do b (48.9)
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w ktérych 2u = 2G i K = 2p+ 3A sa funkcjami relaksacji zwigzanymi
odpowiednio ze zmianami postaciowymi i objetosciowymi, natomiast 2" i
2u'+3)" sa funkcjami pelzania dla zmian postaciowych i objetosciowych.
Przytoczone formy réwnan fizycznych dla ciala sprezystego i
lepkosprezystego zostana dalej wykorzystane przy wyprowadzaniu zadan
brzegowych teorii sprezystosci czy tez wytrzymatosci materialéw. Beda to w
pierwszej kolejnosci réwnania przemieszczeniowe teorii sprezystosci lub
lepkosprezysto$ci oraz réwnania teorii plyt cienkich i réwnania tarczy.

49. ROWNANIA PRZEMIESZCZENIOWE

Przeksztatcenia réwnan fizycznych, geometrycznych i réwnan ruchu
prowadza do réwnan przemieszczeniowych  teorii  sprezystosci i
lepkosprezystosci. Rownania te stanowia podstawowy uklad rownan zagadnien
teorii sprezystosci czy tez lepkosprezystosci i facznie z warunkami poczatkowo-
brzegowymi pozwalaja okresla¢ pola przemieszczen i naprezen w osrodku.

Wyjsciowy komplet réwnan zagadnienia zawiera w tym przypadku:

- réwnania ruchu

G;j,j +PF; =pu; (49.1)
- réwnania geometryczne
ZEU =u; ;+ Uji (49.2)

- rownania fizyczne
GU = 2[.18!:); +;L£kk55j (49.3)

oraz warunki brzegowe
- W napr¢zeniach

=F, [“("i,j +“j,i)+;wk,k5;j]”j =F,

x€S§, XeS§,

- W przemieszczeniach

o

= uj (49.4)

Ui

XeS§,

i poczatkowe
u; (x,04)=u;q, Vi (x,04)=v;g (49.5)
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Réwnania przemieszczeniowe uzyskamy przez wprowadzenie réwnan
geometrycznych i fizycznych do réwnan ruchu. Najpierw wyznaczamy G;; ;

Cjj,j = el j +u;, )+ Mo )5;;;']”,- = Muy; i+ i+ Aty g =

Uzyskany rezultat podstawiamy do réwnan ruchu.
W wyniku otrzymujemy uktad réwnan przemieszczeniowych

uu.,-‘ﬂ- + (A, +p)uj‘j,- +pF; — pu, (49.6)
ktéry w postaci macierzowej ma posta¢ nastgpujaca
Au+pF =pu

lub
Huy i + A+ ) +pFy = pil
Muy ji +(A+uj o +pFp =pip
Hug ji +(A+Wu j i3 +pF3 =piis
W przypadku leﬁkospr@Zystym dywergencja tensora naprgzen wynosi

Gif*j - *(du,-‘j +duj’i )+ l*duk’kﬁt-j J.j =},l*du,-‘ﬂ +(?L+u)*duj’ﬁ
a rOwnania przemieszczeniowe majg postac¢
[,l*dut‘ﬂ+(7t+].l)*duj,ﬂ +pF; =pul (49.7)

natomiast warunki poczatkowe i brzegowe stawiane sa w obu zadaniach
identycznie.

Sytuacja w tym przypadku jest nastgpujaca: w zadaniu sprezystym
nalezy scatkowaé uktad trzech réwnan rézniczkowych — czastkowych z
uwzglednieniem warunkéw poczatkowych i brzegowych. Znajomos¢
wspotrzednych pola przemieszezen u; w osrodku pozwala nastgpnie okreslic

przez rézniczkowanie wspotrzedne tensora odksztalcenia g€, a na podstawie
znajomosci tegoz tensora z rownan fizycznych wyznaczamy stan naprezenia w
materiale. A wigec znajomo$é pola przemieszczen w osrodku wystarcza do
okreslenia stanu odksztalcenia i naprgzenia. Natomiast znajomos¢ stanu
odksztalcenia i naprezenia w zupelno$ci wystarcza przy projektowaniu
konstrukcji inzynierskich . Mamy wiec pierwszy ogolny sposob rozwiazywania
przestrzennych zadaf teorii sprezystosci czy tez lepkosprezystosci. Do
zasadniczych niedomagan tego sposobu rozwiazywania zaliczy¢ nalezy
trudno$ci matematyczne jakie wylaniaja si¢ przy calkowaniu réwnan
przemieszczeniowych. Trudnosci te powoduja, ze w MOC w szerokim zakresie
rozwingly si¢ przyblizone metody rozwiazywania zadan brzegowych teorii
sprezystosci czy tez lepkosprezystosci.
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50. ROWNANIA NAPREZENIOWE

Analizowane w poprzednim podrozdziale réwnania przemieszczeniowe
Lamego otrzymaliSmy 2z réwnan ruchu oraz réwnan fizycznych i
geometrycznych. Poszukiwanymi funkcjami byly wspohrzedne wektora
przemieszczen w o$rodku. Odmienne podejscie do zagadnienia przedstawimy w
tym punkcie. Bedziemy réwniez korzystali z réwnaf strony fizyczne;j,
geometrycznej i réwnan ruchu z tym, ze poszukiwanymi funkcjami w zadaniu
beda wspdirzedne tensora naprezenia. W trakcie wyprowadzein wykorzystamy
réwnania przemieszczeniowe oraz warunki nierozdzielnosci, ktére nieco szerzej
obecnie oméwimy.

Jezeli przyjmiemy, ze przemieszczenia oérodka u; sa funkcjami
cigglymi klasy C, wzgledem wspotrzednych przestrzennych, to powstaje
naturalne pytanie, czy wspotrzedne tensora odksztalcen €, moga by¢ wybrane

dowolnie? Odpowiedz jest przeczaca ze wzgledu na to, ze wyznaczenie
wspotrzednych przemieszczen u; wymaga scalkowania ukladu szeéciu réwnan

rozniczkowych, wyznaczajacych tensor odksztalcenia:

_ 1| ou  ouj

(L
2 ij ax,;

Z réwnan tych nie uzyskamy jednoznacznego rozwigzania, czyli pola
przemieszczei w oSrodku. Nalezy tutaj oczekiwa¢ dodatkowych warunkow
ograniczajacych, ktorymi sa wiasnie warunki nierozdzielnoci.

Warunki te zapisane w postaci zwartej sg nastgpujace:

Eijkelnm Ekn,mj =0 (50-1)
gdzie €, €y, sa symbolami permutacyjnymi Ricci’ego a
azekn b . r v
Eknmj =5 — Jest pochodng tensora odksztalcenia. Warto zwrécié uwage
07 x,,0x ;

na to, ze rownania geometryczne sg catkami warunkéw nierozdzielnosci.
W wyniku przeksztalceii réwnania nierozdzielno$ci przyjma postaé

nastgpujaca:

€ij,kl *Ext,ij —Eik, j1 —€j1,ik =0

Przedstawiona zaleznos¢ stanowi ukiad 81 réwnan, z ktérych tylko 6
Jest niezaleznych. Uklad tych niezaleznych réwnan przedstawia réwnosé

Eijkk + Ekk,ij —Eik, jk — € jk,ik =0
z ktorej bedziemy korzystaé dale;.
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Przy wyprowadzaniu réwnan naprezeniowych teorii sprezystosci
punktem wyjsciowym s3 réwnania:
- réwnowagi wewnetrznej

o-!:f,j + pF, =0 (50.2)

- rownania fizyczne

gl'j = 2}1’0"} +l’0’kk5ij' gdZiC: 2}1’=~El;,
g ey & (50.3)
2U(BA +2u) :

- warunki nierozdzielnosci
Ejj.kk —Ekk,ij —Eik, jk —€ jk,ik =0 (50.4)

oraz naprezeniowe warunki brzegowe na brzegu Ag

o;n;=P ' (50.5)

Réwnania naprezeniowe wyprowadza si¢ w ten sposob, ze rOwnania
fizyczne podstawiane sa do warunkow nierozdzielnosci z wykorzystaniem
rownan rownowagi.

Réwnania te wyprowadzimy jednak w nieco inny sposob wykorzystujac
do tego celu podane w poprzednim punkcie réwnania przemieszczeniowe.
Bedziemy w tym celu rézniczkowali rownania przemieszczeniowe wzgledem xy

st i+ +pu i +PF:'J',¢ =0
wu; ik + A+ uj jix +pFix =0

Zamiana wskaznikéw i<>k daje réwnanie
g jii + A+ jix +PFy i = 0

ktore dodamy stronami do réwnania poprzedniego uzyskujac kolejno
W(uj i+ i)+ M)+ ik )+ PFig + pFy; =0
Wi g +up ), i + A+ (e +e i) +pFiy +pFi i =0
2uE . jji +2(A+p)e i+ pFiy + pFy i =0

Eix. j + ke i +%(F,-,k +F )=0

: A+pu
gdzie k = i e=Uu;

Jezeli do réwnan tych podstawimy réwnania fizyczne to otrzymamy:
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Q'O +A'0ydy) i +kQp +31)0y 4, +5ﬁ;—(lﬁ-,k +F;)=0

Wyrazajac " i A" przez stale Lamego p, A uzyskujemy po przeksztalceniach
réwnanie naprezeniowe

2+ ) A

Cijil +____3;L+2,u I —m5;j0u,kk +PFj+PFj ;=0 (50.6)

teorii sprezystosci, czyli réwnania Beltramiego-Michella.

Zwracamy tutaj uwage na pominiecie w tych wyprowadzeniach réwnan
nierozdzielnosci. Okazuje sie Jednak, ze mozna tak postapi¢, gdyz w
rownaniach  przemieszczeniowych tozsamosciowo sg spelnione warunki
nierozdzielnosci. Istotnie przy ich wyprowadzeniu korzysta si¢ z réwnan
geometrycznych, ktére sa catkami réwnan nierozdzielnogci (warunkow
nierozdzielnosci).

Do réwnan naprezeniowych dofaczamy warunki brzegowe w
naprezeniach na czeéci brzegu A

O',jnj=P,'

ktore tacznie z réwnaniami naprezeniowymi pozwalaja na wyznaczenie
wspotrzednych stanu naprezenia a dalej stanu odksztalcenia w ciele.

Réwnania naprezeniowe i przemieszczeniowe stanowia podstawowe
uktady réwnan rozwigzujacych teorii sprezystosci. W pierwszym przypadku
poszukujemy wspoirzednych tensora stanu naprezenia, natomiast w drugim
przypadku wektora przemieszczenia. Przez analogi¢ z parg podstawowych
metod rozwiazywania zadafi mechaniki budowli, pierwsze podejicie bywa
hazywane metoda sil, natomiast drugie metoda przemieszczen. Metody te
znajduja odzwierciedlenie réwniez w rozwigzywaniu zadan wytrzymatosci
materiatéw.

51 ROWNANIA TARCZY

Szczegdlnym przypadkiem przestrzennym zadan teorii sprezystosci sa
zadania dwuwymiarowe. W zakresie tych zadan mozna méwié o plaskim stanie
naprezenia oraz o plaskim stanie odksztalcenia. Jak wiadomo, z plaskim stanem
naprezenia zwiazany jest przestrzenny stan naprezenia i odwrotnie z plaskim
stanem naprezenia, przestrzenny stan odksztalcenia.

W niniejszym punkcie analizowaé bedziemy plaski stan naprezenia,
ktory odpowiada czesto wystepujacym w konstrukcjach inzynierskich tarczom.
Tarcza nazywaé bedziemy plaski element konstrukeyjny, w ktérym grubosc jest
wielkoscia znacznie mniejsza w poréwnaniu do dwach pozostatych wymiaréw
tarczy. Zaktada¢ przy tym bedziemy, ze rozklad naprezen wzdtuz grubosci
tarczy mozna przyjaé jako réwnomierny. W konsekwencji zaistniatg sytuacje
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mozemy opisa¢ ptaskim stanem naprezenia i przypisanym mu przestrzennym
stanem odksztalcenia, wynikajacym z réwna tworzacych.

(o 8 G,
10,3 O
O, )
21 _fn Moot
/ ‘/0'13
€ &2
D e oA |
’, o ‘ B~ - ~ I
eA--—-—<8. O e iient 1
! &2 &1 r €2 I &,
| | | ! ™
: | | 1 ! ¥
I ! I : »7
g3 o -7
_____ ¥ L=====r+
ptaski stan napr¢zenia plaski stan odksztafcenia

Rys. 44. Plaskie zadanie

Stany naprezen i odksztalcen opisywac beda tensory G i €

g1 €2 O o5 o2 0
0 0 833 0 0 0

Ze wzgledu na réwnanie tworzace dla wspolrzedne) €4, tensora €;

1

€33 =E[033 —v(0})+0)]

uzyskamy po uwzglednieniu przyjetej postaci tensora naprezenia zwiazek
¥

€33 —--b:(ﬁ'n +07,)

stad, z uwagi na niezalezno$¢ stanu naprezenia od zmiennej X3 bedzie:
VX3
By SEa Xy =mo (611 +022)

Otrzymany zwiazek pozwoli nam na wyznaczenie przemieszczen
normalnych w tarczy.
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Punktem wyjsciowym przy wyprowadzaniu réwnania tarczy beda
réwnania:

- rownowagi
11,1 +012,2 =0, 02110222 =0 (51.2)
w ktérych pominigto sity masowe,

- rownania fizyczne
1

|

811=E(011-V022)= €30 =—(09y -voy)) (51.3)
E

£33 =—~(oy, +G ). B e

BT %) 812 T 5T 0

- warunki nierozdzielnoéci dla tarczy

€11,22 +€2211 = 261212 (51.4)
oraz naprezeniowe warunki brzegowe, okreslone dla obciazen dzialajacych w
plaszczyznie tarczy.

B =0y +0oy3n;

Py =09 1n + 0530,

Fo =0ggng, a,f=12 (51.9)

Przytoczony warunek nierozdzielnosci (51.4) uzyskujemy z réwnan
geometrycznych

Bl -;-(“1.1 +up )= U, €22 = % (“2,2 +u2,2)= Uz 2

€2 = %(“1.2 +u2,1)

po dwukrotnym zrézniczkowaniu, wg relacji
% Ay ey 3w,
2 Amdn?’  ox?  axax,
3% P 82822 L9 32%e;,

2 ay?  9xox,

5 32812 " a3u1 83u2

oxjdxy axlax22 ax|28x2

W dalszych rozwazaniach postugiwaé sie bedziemy funkcja naprezen
Airy’ego, ktora rozwiazanie zadan brzegowych plaskiego stanu naprezenia
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sprowadzi do rozwiazania jednego réwnania rézniczkowego. Postuzymy sie
tutaj rownaniami rownowagi z pominigciem sit masowych:
o111 +0122 =0, O121+0222 =0, (612 =021)
Jezeli wprowadzimy funkcje A(x;, xz) 1 B(xi, X2) tak, ze bedzie
zachodzié
0A oB _0A

e o Ty (& ] R . ¥ (o) -
312 e axl 3 ax2 24 8x2

to wyrazenie odxy —0jpdx; jest rozniczka zupeing funkeji A(x;, Xz), a

o=

wyrazenie 0,,dx; —02dx, funkcji B(xy, X2).

Z poréwnania wyrazen okreslajacych naprgzenia G, uzyskujemy
zaleznosci
JdA 0B
S
wskazujace, ze wyrazenie B dx; + A dx, jest rozniczka zupetna pewne; funkc;ji
F, tzn. B dx, + A dx, =dF.

(012=021)=>

Zachodza relacje
gy owiton g
E)x, ax2

wynikajace z tego, ze dF jest rézniczka zupelna.
Wspolrzedne tensora naprezen wyrazaja si¢ poprzez funkcje naprezen F
nastgpujaco
d°F 9*F 9*F
v 028 Sy G T
8x28x2 Bxlax] axlax2
Podstawmy wprowadzone tutaj relacje do rownan fizycznych. Bedzie

I 1 9%F d%F
811=E(0'|1—"’022)=>811=— =

1= (51.6)

E| n, . a%on

1 1 9%F 9%F
822=E(022 —V011)=>822="— FRY

E 8x|8x1 8123)62
1+v 1+v 9%F
S ST R e N A,

Uzyskane zaleznoéci wprowadzimy nastgpnie do  warunku
nierozdzielnosci

3t +32822 A d%e)
8122 axlz axlaxz
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1{0%F o4F 1{9%F o*F 20+v)[  3*F
I e o N el e RGeS
Elox,*  ax%x? | Elax®  ax,%x E | ox%x,

uzyskujac koncows postaé¢ réwnania tarczy

4 4 4
2—§+2 82[:2+a Z=O (51.7)
ax] ax] axz 8x2

ktére z matematycznego punktu widzenia jest réwnaniem biharmonicznym

2 2
VNt ESg. vzsif 0 ;
axl ax2

52. WIELOMIANOWE ROZWIAZANIA ROWNANIA TARCZY

Uzyskane w poprzednim podrozdziale réwnanie tarczy postuzy nam do
analizy kilku rozkladéw plaskich stanéw naprezen. Najprostsze niewatpliwie
rozwiazanie uzyskamy dla funkcji naprezen w postaci wielomianu z
nieokreslonymi wspotczynnikami, ktére w trakcie rozwigzywania tak
dobierzemy, aby spelni¢ okrelone warunki  brzegowe. Rozwigzania
wielomianowe sg szczeg6lnie korzystne w przypadku tarcz prostokatnych, a ich
praktyczne wykorzystanie jest efektywne po  wykorzystaniu zasady
superpozycji, obowiazujacej w liniowej teorii sprezystosci. Przesledzimy te
rozwigzania po przyjeciu, ze funkcja naprezen bedzie wielomianem drugiego
lub trzeciego rzedu.

a) wielomian drugiego rzedu
¥2 y2
F=a2—2—+b2xy+cz-2— (x]=x, x2=y)

speinia réwnanie biharmoniczne we wnetrzu tarczy, natomiast na brzegu
powinien spetnia¢ warunki brzegowe.
Naprezenia okreslone sg zaleznodciami
G E Aty BRE i O F
11 =5 =C2, 22'= =02, |2 == =
8y2 x> 0xdy

...}32

Przypadki szczegblne tego wielomianu daja rozwigzania

((,12?50, b2=£‘2=0) = O’”=0, 0'22=£12, 0'|2=0
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G, = Az
| BEERRE
X~y

I .

I REERRE!

Rys. 45
(612=0, bz;ﬁo, C2=0) = 0'11=0'22=0, 0'12=—-b2

C,"b;

l

-l —

H oy

X

— - ——

Rys. 46

(azzo, b2=0, C2=#0) = 011=0C » 0'22=0 0'12=0

G,=C;

—a

g &

X

Rys. 47.

Stosujac zasadg¢ superpozycji mozemy Z tych trzech przypadkow
szczegblnych zbudowaé cala dalsza rodzing rozwiazan.

b) wielomian trzeciego rz¢du

3 2
azx +b3x2}’+c3xy +d3y3
6 2 2 6

F=
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spetnia réwniez réwnanie biharmoniczne, a przypisane mu wspéirzedne tensora
naprg¢zenia wynosza

82
Oy =—— =¢3x+d3y
dy
2
F
Oy =—F=azx+byy
ox2
Oy = 82F =—byx—c
12 axay %) 3y

Wystapia tutaj réwniez cztery przypadki szczegélne okreslone
zaleznosciami:

- pierwszy przypadek

(£13¢0, b3=C3=d3=0} = 0'11:0, Opp =asX , O']2=0

sasanniiil
a,X,

G, asx
/

Rys. 48.
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- drugi przypadek

(a3=0, b3#—'0, C3=d3=0) = O'“=0, 0'22=b3y, 0'12=—b3x

EEPEIL

0-22

—

NHEREE:

On=b,Yy

Rys. 49.

- trzeci przypadek

(a3=b3=0, C3¢0, d3=0) = (011=C3I, 0'22:0, 0'12'—'-*6‘3)’)

T

| Xo

i

i1

w
IN
| %
4
r‘i
g
~+1
|
|
!

Rys. 50.
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- czwarty przypadek szczegdlny
(az=by=c3=0, d3#0) = (o =d3y, 09p=0, 0,=0)

ds(Yo+h)

y r
L >‘\c d;}’o

Rys. 51.

oy h , _— .
jezeli ponadto y, =_E’ to funkcja naprezen bedzie opisywala stan naprezen

przy czystym zginaniu.

» PN N e
M / M

Rys. 52.

W tym przypadku korzystamy réwniez z zasady superpozycji w taki
sposob, aby speini¢ warunki brzegowe zadania.

Warto zwroci¢ uwage na fakt, ze zastosowane postgpowanie przy
swojej niewatpliwej prostocie pozwolilo na rozwiazywanie kilku najprostszych
zadan brzegowych. Ogdlnie, przy positkowaniu si¢ wielomianami przyjmujemy
ich ogo6lng posta¢, a wartosci wspolczynnikow dobieramy tak, aby spetnié
warunki brzegowe. Sposdb ten nazywa si¢ potodwrotnym i stosuje sie go do
wielomianéw dowolnego rzedu, z tym, ze przy wielomianach wyzszych rzedéw
nalezy uczyni¢ zados¢ dodatkowym ograniczeniom wynikajacym z réwnania
biharmonicznego. Inne sposoby rozwiazywania zadan brzegowych tarcz
polegaja na wykorzystaniu transformacji catkowych Fouriera, szeregdéw
trygonometrycznych, metody réznic skonczonych itp.
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53. PLYTA CIENKA

Jezeli na element konstrukcyjny, ktéry w p. 52 nazywaliSmy tarcza,
dziata obciazenie normalne do ptaszczyzny srodkowej, to w wyniku dziatania
tego obciazenia wystapia przemieszczenia normalne, prostopadle do tarczy.
Przemieszczenia te sg oczywiscie znacznie wigksze anizeli przemieszczenia w
plaszczyznie srodkowej. Sytuacja jest w pewnym sensie odwrotna anizeli w
przypadku tarczy, mimo iz analizowany element konstrukcyjny moze posiadac¢
te samg konfiguracje. Ogodlnie plaski element konstrukcyjny na ktory dziata
obcigzenie normalne nazywac¢ bedziemy ptyta. Plyta znajduje bardzo szerokie
zastosowanie w technice, np. jako element konstrukcji Zelbetowych (stropy);
czy element konstrukcji samolotowych, okretowych itd.

Plaszczyzne dzielaca plyte na dwie rowne czesci wzgledem grubosci
nazywa¢ bedziemy plaszczyzng srodkowa — opisuje ja rownanie x; = 0, a
punkty jej maja wspotrzedne (X, x2, 0).

Wsrod réznych wersji teorii ptyt najprostsza jest teoria liniowych plyt
cienkich, charakteryzujaca si¢ umiarkowanie malymi przemieszczeniami
normalnymi powierzchni srodkowej w stosunku do grubosci phyty.

W przypadku tej teorii nalezy przyja¢ nastepujace zalozenia:

- normalna do powierzchni srodkowej plyty przed zginaniem pozostaje
normalng do powierzchni srodkowej w czasie zginania;

- wspotrzedna 033 tensora naprezen o jest mata w poréwnaniu z pozostatymi
wspotrzednymi i zostanie w obliczeniach pominigta;

- w trakcie zginania plaszczyzna srodkowa powloki nie ulega deformacjom.

Oznaczamy dalej przez w ugigcie plaszczyzny srodkowej (u; =w) a
przez u, i u, — przemieszczenia w plaszczyznach réwnolegltych do powierzchni
srodkowej plyty. Wykonujac w plaszczyznach x; = const. i X, = const. przekroje
normalne przez plyte i positkujagc si¢ hipoteza o elemencie normalnym
uzyskujemy:

Uy =-—x3 g

up =—x31g
ow

ax=tga=—

ax]
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Rys. 53. Przekroje normalne w plycie — stan przemieszczen

Na podstawie przyjetych uproszczefi dotyczacych kinematyki os$rodka
wyrazamy przemieszczenia u, i u, przez przemieszczenie normalne w:

ul =-'X3-@-‘£', u2=——x3a—w (531)

8):] ax2

Uzyskalismy tutaj bardzo znaczne uproszczenie zadania, gdyz w
dalszym ciagu nalezy wyznaczy¢ tylko przemieszczenie normalne plyty, aby
okresli¢ pozostale dwie wspotrzedne wektora przemieszczen a w dalszej
kolejnosci tensora odksztatcen i naprezen. Sprowadzili$my wiec tréjwymiarowe
—przestrzenne zadanie teorii sprezystosci do zadania jednowymiarowego.

Dalsze postgpowanie ~w  przypadku poszukiwania réwnania
roézniczkowego ugieé plyty jest analogiczne jak przy wyprowadzaniu réwnan
przemieszczeniowych, a wigc okre$lamy wspotrzedne tensora odksztalcenia i
naprgzenia poprzez wspOhrzedne wektora przemieszczenia. Roéwnania
zagadnienia otrzymuje si¢ po wprowadzeniu tensora naprezenia wyrazonego
przez przemieszczenia do réwnan réwnowagi. Postgpowanie to jest stuszne
rowniez w teorii plyt, z tym, ze wprowadzamy tu w miejsce naprezen pewne
ekwiwalentne funkcje, ktére pozwalaja sprowadzi¢ zadanie tréjwymiarowe do
dwuwymiarowego.

Wspétrzedne tensora odksztalcenia maja w przypadku zagadnien plyty
postaé

9*w 92w 92w
E=—H—7 €22=—X3 €12 =—x3

.?C|2 BX22

axla.xZ
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g, €2 0 ]
7 €13 =€31=0
E;i=|€y €22 O (53.2)
J Ex3 =& ={)
8.0, s @

Natomiast wspolrzedne tensora naprezenia o obliczone na podstawie
rownan fizycznych i dla 633 = 0 sa nastgpujace:

2

o=+ (811+V822)='— EX:J, 9 w+V azw

1-v? J=p® 8x12 8x22
Oy =+ (£99 +VvEL]) Exs 82w+v82w
22 = 22 i 17 /s

[—v? 1=V ax22 ax]2

E 2

Oz =F (€12)=~ M (53.3)

-2 2 1—v? 0x;0xy
Wykorzystali$my tutaj juz zalozenia o mozliwosci pominigcia
naprezenia o33 w stosunku do pozostatych naprezei.
Wprowadzimy z kolei momenty zginajace M, i M,, momenty skrecajace M,
M,, (M;» = My,) oraz sily poprzeczne Q, i Q,. Wyszczeg6lnione wielkosci
wewnetrzne wyrazaja sig przez wspoirzedne tensora naprezenia wg relacji
+h/2 +h/2

MI = IO'“)[3dX3, MzE -[0'22173(1)(3
~h/2 -h/2
+h/2
My, = Iog|x3dx3 , Mp=My (53.4)
-h/2
+",j‘ +-'E’
Q)= 1031‘51»*3’ Q) = _[G_nd.rg
d iy ]

W przytoczonych wzorach h jest gruboscia plyty.

Zdefiniowane tutaj wielko$ci  pozwalaja na  sprowadzenie
trojwymiarowego zadania teorii plyt do zadania dwuwymiarowego,
analogicznie jak wprowadzenie wielkosci wewnetrznych w statyce ukfadow
pretowych pozwala przestrzenne stany naprezenia panujace ogélnie w precie
sprowadzi¢ do zadan jednowymiarowych statyki.

Momenty wyrazaja si¢ przez ugigcie plyty nastgpujaco

9%w L 92w
ax?  oxy’

Mlz—D
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2 2
Mg Leibl S “2’+va o
8x2 ax]
92w
My,=M-»,=D(-vVv
12 21 ( )BXIBX2
2 g ER3
D= 3_dx, =

(53.5)

W nastgpnej kolejnosci podamy réwnania réwnowagi elementu plyty
wykorzystujac do tego celu juz momenty zginajace i sity poprzeczne a nie same

naprezenia (rys. 54.). Réwnania te maja postac:

(
%Q-l-dxl }iiz +(%Q—2*de }ﬁl + pdxldx2 =0
\ %1 *2

(oM (oM
g lzdxl]i‘z- : 2dx2]d—'1+Q2d‘ldxz=0

\ 8x2 \ axl

ktora jest prawdziwa dla dowolnie matych przyrostéw dx; 1 dx,.

(oM (oM
2L dx, }J"I ~| =Ldx ]ﬂxz +Qydxjdxy =0

Rys. 54.

W efekcie rownania rownowagi przyjma forme

00 , 90,

Bl s M oy E =0
ax] " 8x2 T
oM, M,

=0
al'l 8X2 +Q2
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My M0 =0 (53.6)
a.I2 axl
Z rébwnan tych wyznaczymy sity poprzeczne Q, 1Q;
Q} = - ’ Q2 = ¥
axl axz sz ax]

i dalej

0 =-DI ?w ) o, _ p? o*w 9w
] axl 8x12 BX22 , ax2 3x12 a)C22

Otrzymane wyrazenia, ktore okreslaja sily poprzeczne w zaleznos$ci od
ugiecia plyty, podstawimy do pierwszego z rownan rownowagi. Bedzie

2 2 2 2 2 2
52 [a w9 w]_D d [a w9 w]+p=0

Bx12 ax12 ax22 8.x22 6x12 8x22

.7 4 4
g 2 82w 2+a t:-"-, viviy=L (53.7)
ox; ox2oxy”  oxyt D D

P

Réwnanie biharmoniczne V2 V2 w=-= nosi nazwg réwnania plyty i stuzy do

wyznaczania stanu przemieszczen i naprezen w plycie cienkiej. Postgpowanie w
tym przypadku polega na poszukiwaniu ugig¢ plyty, a nastepnie na okresleniu
stanu naprezen w plycie.

Do réwnania phyty nalezy dofaczy¢ warunki brzegowe, ktore pozwalaja
na rozwiazywanie zadania brzegowego, a w konsekwencji do wyznaczania
ugiec phyty.

Podamy teraz kilka wariantéw warunkéw brzegowych:

- sztywne utwierdzenie wzdtuz brzegu x; = 0 plyty powoduje, ze ugigcie W
oraz kat obrotu na tej czesci brzegu sa rowne zeru, czyli

- W, 20=0 g—w x4
: *1 x,=0
- podparcie przegubowe wystepujace wzdtuz linii x;, = 0 prowadzi do

warunkéw brzegowych:
2 2
el O RO Wi B a2y nudg
ax?  oxyt |
1 2

Zwroéémy tutaj uwage, ze wzdluz linii x; = 0 zachodzi w = 0, czyli
warunki brzegowe przyjma tutaj postac

w|x, =0
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92w
w =0 Sy =0
lxl =0 axl
x,=0
- brzeg swobodny zlokalizowany zaleznoscia x;, = a prowadzi do
nastgpujacych warunkéw
llx,=a =0, Mlzlx,=a:O’ Q1|x1=a:

Mamy tutaj trzy niezalezne warunki brzegowe w odr6znieniu od dwdch
warunkéw, ktére wystepowaly w poprzednich wariantach podparé.

Okazuje si¢ jednak, ze miedzy wystepujacymi w tych warunkach
wielkoSciami wewngtrznymi istnieja dalsze zwigzki, ktore prowadza w efekcie
do nast¢pujacych warunkéw brzegowych dla swobodnego brzegu plyty:

oM |,
M]|x|=a :0, (Q] ax2 ]x =a o

W réwnaniu plyty poszukujemy ugie¢ powierzchni §rodkowej plyty, a wiec i
warunki brzegowe nalezy wyrazi¢ przez ugigcie ptyty. W tym celu do ostatnich
rownan wprowadzimy wspdtrzedne wektora ugi¢é. Bedzie

3 2 2
a AR L Lkl £ RN
: I
=da

Przedstawione warunki brzegowe facznie z rownaniami plyty pozwalaja
na formulowanie zadan brzegowych w zakresie teorii ptyt cienkich. Nalezy tutaj
podkresli¢, iz w zakresie teorii plyt uzyskano wiele rozwigzan brzegowych
positkujac si¢ glownie szeregami trygonometrycznymi, transformacjami
catkowymi, metoda roéznic skoficzonych a ostatnio metoda elementu
skonczonego.

=0

X, =a
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Rozdzial X

PROSTE PRZYPADKI WYTRZYMALOSCIOWE

Duze znaczenie poznawcze ma analiza tzw. prostych przypadkow
wytrzymatosciowych przeprowadzona na podstawie liniowej teorii sprezystosci.
Bedziemy tutaj mieli na uwadze przypadki prostego rozciagania, swobodnego
skrecania i zginania. Analiza tych zagadnien pozwala lepiej wniknaé we
wzajemne powigzania obu podejs¢ do rozwiazywania tych samych zadan
mechaniki o$rodka ciaglego. Szczegdlnie ksztalcaca jest analiza tych
uproszczen, ktére stosujemy w teorii sprezystosci aby uzyska¢ rozwiazanie
typowe dla wytrzymalosci materialow. Nalezy podkreslic, ze jedna z
zasadniczych roznic w obu podejsciach polega na powiazaniu jednoosiowego
stanu naprezenia z trojosiowym stanem odksztalcenia i odwrotnie. Tak
postepujemy w mechanice osrodka ciagtego. W odréznieniu od tego podejscia
w zagadnieniach wytrzymatosci materiatow przyjmuje si¢ najczgscie)
upraszczajaco, ze z jednoosiowym  stanem naprezenia zwiazany jest
jednoosiowy stan odksztalcenia. Konsekwencja przyjetego zalozenia juz w
przypadku prostego rozciagania jest brak odksztalcen poprzecznych
(przewezen) wystepujacych w trakcie rozciagania preta. Ponadto ze wzgledu na
powszechno$¢ stosowania rozwigzan wytrzymalosciowych w  praktyce
projektowej konieczne jest zorientowanie si¢ W uproszczeniach i ograniczeniach
jakie te rozwigzania niosa.

54. PROSTE ROZCIAGANIE

Pierwszym przypadkiem wytrzymatosciowym, ktory przeanalizujemy z
punktu widzenia mechaniki osrodka ciaglego, bedzie stan jednoosiowego
rozciaggania.

Analizowaé bedziemy w tym przypadku jednorodny i izotropowy pret o
przekroju prostokatnym, w ktérym wystepuje jednoosiowy stan odksztalcenia.
Zauwazmy, ze taki sam stan odksztalcenia wystepuje w analogicznym zadaniu
wytrzymatos$ciowym. Analizowa¢ bedziemy po kolei strong geometryczna,
fizyczna i statyczna zadania przyjmujac postac funkcji przemieszczen w
oérodku. Oczywiscie pole przemieszczefi, okreslone przez trzy wspotrzedne
wektora przemieszczen musi spetnia¢ réwnania geometryczne, fizyczne,
statyczne oraz warunki brzegowe.

Pole przemieszczen w oérodku okresla w tym przypadku uktad funkcji
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uj =Ofx]
Uy =0 (54.1)
u3=0

§Xz

/ 2a 2b
Z J\_ 2¢C

O,
€,
033
Rys.55.

Rownania strony geometrycznej okreslone sa przez réwnanie Cauchy’ego

R LT
o LB el

y ax_’, ax!-

(54.2)

W wyniku rézniczkowania wektora przemieszczen uzyskujemy wspdirzedne
tensora odksztalcen

o 0 0
Ej = 0 0 0 En =@
0 0 0

W' nastgpnej kolejnosci wyznaczamy wspolrzedne tensora naprezen na
podstawie rownan fizycznych, w tym przypadku prawa Hooke’a

E v

Wspoirzedne tensora naprezenia wynosza odpowiednio
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oy =2uE +3Ag,  O12=07=0

o =3A¢€, o13=03;=0
o33=3A¢€), 023=03=0
2u+3A 0 0
oj=a| 0 37 0
0 0 32
Przejdziemy teraz do rownan réwnowagi wewnetrznej, czyli rownan Naviera
doj;
+pF =0
XJ
Ktére przy pominigciu sit masowych pF; przyjmie postac
=0 (54.4)
d xj

Biorac pod uwage wyliczone wspoirzgdne tensora naprezenia o; fatwo
zauwazy¢, ze rownania rownowagi s W tym przypadku spetnione,
tozsamo$ciowo, poniewaz, wspolrzedne tensora Cj sa niezalezne od
wspotrzednych przestrzennych x;.

Mozemy wigc stwierdzi¢, ze przyjeta posta¢ wektora przemieszczen
spelnia wszystkie réwnania determinujace proces deformacji we wnetrzu
osrodka.

Z kolei przeanalizujemy warunki brzegowe. Zauwazmy, ze na brzegach
preta musza wystapi¢ nastgpujace naprezenia, ktére beda w rownowadze z
obcigzeniem zewngtrznym.

0, =Qu+3A)x dla x,=ta, 0,=3Aa dla x,=tb

0,:,=3Ac dla x;=%c
Globalne warunki réwnowagi prowadza tu do zaleznosci

F
IU] | gF=P = (2[.1'*‘3/1)(1'[ aff=P = a:m,
+
v F & (54.5)
J.o'zzdFEPz’ JO‘_”dF':PE‘
F' F'

Z pierwszego réwnania, ktére jest po prostu sumg rzutOw na os$ X,
wyznaczyliémy stala o wystepujaca w zadaniu. W zwigzku z tym tensor
odks.talcenia i naprezenia wyraza si¢ nastgpujacymi relacjami



(2u+31)" 0 0
£;=—0 0 0
0 0 0
1 0 0
c.50 -—32' d
4 (3A+2u) F
5 31
) (3A+2u)

Z postaci tensoréw naprezenia i odksztatcenia wnosimy, iz jednoosiowy
stan odksztalcenia w rozciaganym precie mozemy uzyskaé jedynie przez
przylozenie do pozostatych dwu par pobocznic preta dodatkowego sit o

intensywnosci 2434 ; !
¥ Sopeo priaga g 4 o
x

P
- /t f’ r .-" r' o s BP0 &

Wl s e - e /"‘/L

(;f VO S A -"’/rF]

-

‘5 P.pa_3\h
B,=P,— *'b3At2p

e (3A%2p)
Rys.56.

Uzyskany wynik jest wiec rézny od analizy prostego rozciggania,
rozpatrywanego w klasycznej wytrzymatosci, gdzie rowniez przyjmowano, ze
w rozciaganym precie panuje jednoosiowy stan odksztalcenia.

Zbadamy teraz przypadek jednoosiowego stanu napr¢zenia, ktory
prowadzi do innych wynikdw, anizeli analiza jednoosiowego stanu
odksztatcenia. Widzimy wigc, ze mamy dwa rézne podejscia do klasycznego
zadania rozciagania preta prostego. Bedziemy postepowali tutaj podobnie jak w
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poprzednim przypadku, w ktérym stosowalismy pétodwrotng metodg rozwigzan
polegajaca na przyjeciu funkcji przemieszczen zaleznej od kilku statych, ktore
dobieramy spetniajac réwnania okreslajace zagadnienie i warunki brzegowe.

Funkcje przemieszczen ze wzgledu na symetri¢ zadania przyjmiemy
nastgpujaco

U= x|
uy=—pPx; (54.6)
u3=—PBx3

2a ) X2
>
2b
u, > "X
; 3 X3
2¢C
Szz/
_fn i o
€0y 17
Rys.57.

Réwnania strony geometrycznej doprowadzaja do tensora deformacji o
wspotrzednych

€)=y, =0 E1,=E5, =0,

£99= Uy ,=— P,€37€3=0,

€337y 7= P,€=€3,=0
stad

g;=0 =B 0 | Exp =2 (54.7)
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Natomiast rownania tworzace
E v
O =21 €j + A€y ;= S [SJ+ T skkay]

pozwalaja okresli¢ wspoOirzedne tensora naprgzenia na  podstawie
wspotrzednych tensora odksztalcenia. Otrzymujemy

E
o =—-,0o+ a-2B)|, o1p=0, o13=0, 093=0
= [ 2v( ﬁ)] 12 13 23

dlac,, =0 zachodzi 0,, =0;; = T_"Ej_[_ B+ ]
Vv el

- B (a-28) o-spva

Naprezenie G, wynosi

E v

o1 = ]+v[a+]_2v(a—2vaf)]=
akE 0 0

O11 = 0 0 0 (54.8)
0 0 0

W zadaniu przyjeliSmy, ze w osrodku wystapi Jednoosmwy (o)) stan
naprezenia, ale trojosiowy stan odksztatcen.
Wyznaczona wspélirzedna tensora naprezenia spelnia réwnanie réwnowagi,
gdyz nie jest funkcja wspotrzednej x, .
Natomiast na brzegu spetnione sa nastepujace warunki w naprezeniach
o11=aE dla x;=ta, 073=0dlax;=%b, 033=0dlax3=%c
oraz zaleznos¢ globalna

I0'11"1=P1 - aEJdF=P| -5 (;vc=i (54.9)
. EF

W efekcie uzyskujemy wzory, ktore okreslaja stan przemieszczenia w osrodku

Px]
ul=
EF
vP
. et 54.10
2 £ 72 ( )
vP
U3 =———Xx3

EF
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Z powyzszych réwnafi mozna wyznaczy¢ stan odksztatcenia i stan
naprezenia w liniowym precie sprgzystym. Spostrzegamy i w tym podejsciu
wyniki odmienne niz uzyskane w wytrzymatosci materiatow. Mianowicie, w
rozcigganym prf;(:le w wytrzymatosci wystepuje tylko jednowymiarowy stan
przemieszczenia (wspolfrzedne u; i u; znikaja).

55. SKRECANIE SWOBODNE PRETA KOLOWEGO

Kolejny prosty przypadek wytrzymatosciowy to analiza swobodnego
skrecania preta kotowego. Sposob postgpowania bedzie tutaj podobny jak przy
rozciaganiu preta, tzn. bedziemy postulowali pole przemieszczen w osrodku z
ktérego wyznaczymy stan odksztatcen i naprgzen w precie (rys. 58.).

X
-
P
-\ ‘J,
K p
-'}--—-— e L pep—
L 1
Rys.58.

Pole przemieszczen w precie okreslaja zaleznosci:
ul =_ax2X3, uz =aX|X3, H; :O (55.1)
gdzie stala oo wyznaczymy w trakcie analizy problemu.

Strone geometryczng problemu okresla tensor odksztatcen &
289‘ =Uj o Uji

o wspodlrzednych
EZ=u, =Y, &) =1,,=0, 3 =Uy;=0
|

=5 (4 u,) =0

o
Xy, En= (”71"'”12): ‘51

I\le-—-
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0 0 —%O!XZ
£;=| 0 0 toax | ew=0  (552)
1 1
——0 X9 +—Qx 0
| 2 2 :

Z réwnan fizycznych

Ojj =2UE; + AEy Oy =2ue;; =2Geg;;

j»  M=G (55.3)

wyznaczamy wspoOtrzedne tensora naprezenia postugujac si¢ modulem
odksztalcenia postaciowego G zamiast stalej Lamego 1

0 0 -Gox
c, ax, |,
¢ l 0.27.=2Gf:23# Gaxl
-Gox, +Gox, 0 ' ‘

Wyznaczone wspéirzgdne tensora naprezenia o spelniaja rownania rownowagi
;,;=0,

0,,,10,,,10,3;3=0,
051110, 10,53 3=0,
03,103, ,103;,3,=0

Istotnie zachodzi O133=0, 0233=0,03,,=0, G3,,=0.

Okazuje si¢ wigc, ze przyjeta postaé pola przemieszczen spehnia
rOwnania geometryczne, fizyczne i statystyczne.

Natomiast warunki brzegowe bedziemy analizowali w postaci
globalnej. Na brzegach okreslonych zaleznoscig x; = 0 i x3 = |, pojawia si¢
napr¢zenia styczne. W efekcie na brzegu x; = b i x3 = 0 moga wystgpié
wielkosci wewnetrzne T, T i K zdefiniowane przez calki

[os,dF=T,

F

[os,dF=T, (55.4)
F

_[(Uale +03,x, MF=K
F
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Rys.59.

Ze wzgledu na to, Ze naprezenia tnace przy skrecaniu preta swobodnego
moga by¢ sprowadzone tylko do momentu skrecajacego K uzyskujemy
dodatkowe réwnania T, =0, T, =0

T,=0 [0,dF=0 = Ga[x,dF=0 = [ x,dF=0
& F F

T,=0 [0,dF=0 = ~Ga[xdF=0 = [ xdF=0
F F F
Z przytoczonych wzorow wnosimy, ze poczatek uktadu wspolrzednych nalezy
umiesciéc w srodku ciezkosci przekroju. Woéwezas poczatek uktadu
wspotrzednych bedzie si¢ pokrywat z osia skrecania. Natomiast z rownania

I(U3zx|+ 0'31x2)dF= K
F

otrzymamy poszukiwang wartos¢ stalej o

2 2 k
Gall:(x]) +(X2) ]dF=K = a"—‘ajo— (55.5)

Jy= H(x,)2 + () | aF = _[rzdF

jest biegunowym momentem bezwladnosci.

Znajomos¢ stalej o pozwala okreslic wspotrzedne przemieszezen, odksztalcen i
tensora naprezenia

Gx Kx Gx Kx
GJy Jo GJy Jo

Wyznaczymy roéwniez naprezenie tnace T okreslone zaleznoscia

2 2
T2=‘O'321 +O'§2 =[-£] (X2)2 +(—{<—] (X1)2 (55.6)
J 7

0

O13=031=—
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X,

Rys.60.

Z otrzymanego wzoru wynika, ze naprgzenie tnace w przekroju jest
wprost proporcjonalne do momentu skrecajacego i odleglosci od $rodka
skrecania, jest natomiast odwrotnie proporcjonalne wzgledem biegunowego
momentu bezwiadnosci Ip. W zadaniu tym o oznacza geometrycznie wzajemny
obrét przekrojow kotowych odleglych od siebie o jednostke dlugosci.

Z analizy prostego rozciagania oraz skrecania swobodnego pretéw
kotowych wynikaja — po uproszczeniach — zaleznosci znane z klasycznej
wytrzymatosci materiatow. Okazuje si¢ przy tym, iz nieco poglebiona analiza
prostych przypadkéw wytrzymatosciowych prowadzi do interesujacych
spostrzezen ustalajacych m.in. miejsce klasycznej wytrzymatoséci materiatlow w
mechanice osrodka ciaglego. Istotna zaleta takiego postepowania, szczegdlnie
widoczng w trakcie analizy naprezen przy skrecaniu swobodnym jest duza
konsekwencja w postgpowaniu. Przyjmujemy tu posta¢ funkcji przemieszczen a
nastgpnie sprawdzamy czy spelnione sa réwnania zagadnienia. Natomiast
wystepujace w funkeji przemieszczen state wyznaczymy w trakcie spetnienia
warunkow brzegowych zadania. Mozna zauwazy¢, iz bardzo chetnie przy tym
korzystalismy z globalnego sformulowania warunkéw brzegowych, ktére
prowadza wprost do wynikéw. W efekcie postepowanie tutaj zaprezentowane
pozwala stosunkowo prosto przesledzi¢ konsekwencje réznych i czgsto
niepotrzebnie przyjmowanych uproszczen w wytrzymalosci materiatow.
Postgpowanie to mozemy oczywiscie rozszerzyé na przypadki zginania bez
udziatu sity poprzeczne;j itp.

56. CZYSTE ZGINANIE

Z czystym zginaniem mamy do czynienia woéwczas kiedy jedyna sila
przekrojowa jest wektor momentu zginajacego, wspotliniowy z x, - jedna z
gtownych, centralnych osi bezwladnosci przekroju. W  przekrojach
poprzecznych preta w czasie czystego zginania nie wystgpuje wigc sila
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poprzeczna, ani osiowa. Przyjmowaé bedziemy, ze pret wykonany jest z
liniowego i izotropowego materiatu sprezystego.

Stosowa¢ bedziemy jak i w poprzednich przypadkach metode
potodwrotng rozwiazywania zadan teorii sprezystosci, proponujac postac
funkcji wektora przemieszczen czastek przekroju poprzecznego, na podstawie
ktorych w dalszej kolejnosci okreslimy wspolrzedne odksztalcen i naprgzen.

Celem naszym bedzie wyznaczenie stanu naprezef i przemieszczen w
przekrojach poprzecznych preta, ktore wywolane zostaly przez moment
zginajacy.

Wspolrzedne wektora przemieszczen przy  czystym zginaniu
przyjmiemy w formie zaleznosci

uy = X173 Uy = ut X2 X Uy =
| =, ey g S e X Xg, =
Ry R; 2R;

[(xl)z + v(x3)2 - (xz)z] (56.1)

w ktorej nieznang wielkoscia jest Ry — promien krzywizny zginanego preta lub
tez krzywizna x = 1/Rs.
Z réwnan tych wyznaczymy wspoirzedne tensora odksztalcen g;;

E (
2\ R, R,

/

1 Xy X X (56.2)
| | -4+ g, =—=(Qv-1 :
X R3 2\ R3 R3] 3 Rs(v )

A
I
| —

—_— - —— -
-

- gm————
< ]
k’p
\\ "-?
\ |
\\,':q,,

Rys.61. Naprezenie i odksztalcenie przy czystym zginaniu
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Natomiast wspolrzedne tensora naprezeii ©; wyrazaja si¢ relacjami
wynikajacymi z réwnaii fizycznych

E 1%
UU = 2}189. 3 lskkau =1—+:[8U +——8M5y]

1—2v
_Ex3 0 0
R;
o= 0 0 0 (56.3)
0 0

Zauwazmy, ze przyjetemu polu przemieszczen i odksztalcei odpowiada
jednoosiowy stan naprezen, liniowo zmieniajacy sig wzdluz wysokosci
przekroju. Liniowa jest tez zalezno$¢ naprezenia o od krzywizny preta K. Z
podobna sytuacja spotykamy si¢ w klasycznej wytrzymatosci materiatow, gdzie
z jednoosiowym stanem naprezei zwiazany jest jednoosiowy stan odksztatcen.
Tensorowi naprgzen O;; towarzysza sity przekrojowe

N]=J-O'l|dF, M2=IU]1X3dF, M3 =J-G||x2dF
F E F

z ktérych po przyjeciu Ny=0 i M3 = 0 wynika

Ni=0 — j——Ex3dF=0 - 8§=[x3dF=0
R
o F

3

E j

M3=0 — I——JC—3x2x3dF=O — J235Ix2x3dF=O

R3
F F

7e 0§ obojetna musi przechodzi¢ przez $rodek cigzkosci (S, = 0) oraz pokrywa
sic z jedng z gtéwnych osi bezwladnosci, poniewaz moment dewiacji Jo;
powinien znikna¢ (Jo3 = 0).

Natomiast dla niezerowego momentu zginajacego M, wspétliniowego z
druga centralng osia bezwladnosci X, zachodzi

M, = [0y x3dF = -]—Ej'(x3)2dF ALk}
F R3 F R3
Krzywizna preta k = 1/R3 wyraza si¢ rownoscia
i (56.4)
EJy;

Otrzymujemy tu klasyczny wzor wytrzymatosciowy. Ponadto w zginanym
przekroju pojawia si¢ jeszcze dwie dodatkowe krzywizny vk w plaszczyznach
X2X3 1 X2X].



193

Liniowe rozklady naprezen po wysokosci przekroju otrzymamy z rownan
fizycznych

0'|1=—Ex—3=—EX3K'=—EX3 M2 = — M2X3
R3 EJy J22
Jezeli z kolei wprowadzimy tzw. wskaznik wytrzymatosci W, okreslony jako
stosunek momentu bezwladnosci J», do max xs;, to otrzymamy przydatng w
projektowaniu przekrojow zginanych zaleznos¢

maxo,,= — iy <k,
2
gdzie W, jest wskaznikiem zginania, a k, dopuszczalng wartoscig naprezen przy
zginaniu.
Analogiczne zaleznosci otrzymamy, kiedy moment zginajacy jest
wspotliniowy z osig x3. Nalezy wowczas we wzorach na wspotrzedne wektora
przemieszczen dokona¢ zamiany zmiennych x, <> x;.

Pole przemieszczen okresla wtedy ukfad réwnan

1 xf]?-zz )2+v((xz (xz )2 )l ux—E‘ Xy X3

w  ktorym dodatkowo uwzgiqdmono zamiang postaci funkcji wektora
przemieszczen uy <> u3.

Przedstawimy z kolei rozwazania prowadzace do tzw. technicznej teorii
zginania pretow pryzmatycznych typowej dla wytrzymatosci materiatow. Ujecie
to jest szczegdlne w stosunku do rozwazan poprzednio przedstawionych i
polega na dodatkowym przyjeciu, ze z jednoosiowym stanem naprezen
zwigzany jest jednoosiowy stan odksztalcen. Zalozenie to jest oczywiscie
sprzeczne z 0ogblng teoria, gdzie jednoosiowemu naprezeniu towarzyszy zawsze
trojosiowy stan odksztalcen.

Analizowaé bedziemy zaréwno liniowe réwnania fizyczne

o =Eégp
jak i nieliniowe, postaci potegowej
o,=Ale,)" (56.5)

gdzie A jest stalg materialowa, rowna naprezeniu normalnemu towarzyszacemu
odksztalceniu €, = 1, a n — wykladnikiem potggowym w réwnaniu fizycznym.
Stale A i n dobieramy tak aby uzyskac jak najlepszg zgodno$¢ eksperymentu z
réwnaniem fizycznym.

Rdéwnania zagadnienia obejmuja w tym przypadku

- réwnania geometryczne

1
€11 =Kx3= R—xs
3
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laczace wspotrzedne odksztalcen €, ze zmiang krzywizny x.
- réwnania fizyczne dla liniowego

o1 =Eé,
lub nieliniowego fizycznie (potegowego)

I

0,,=Alg, )n
ciata sprezystego.
- zaleznosci okreslajace sily przekrojowe

Ni=[o01dF=0, M,=[oyx3dF, M;= [0y x3dF=0

Z pordéwnania obu uje¢ zagadnienia wynika, ze punktem wyjsciowym sg tutaj
zwiazki faczace zmiane krzywizny K, z odksztalceniem €,,. Natomiast pozostale
wspolrzedne tensora €; sa rowne zeru. Ponadto przyjmuje si¢ uproszczone
postacie réwnan fizycznych.

Wzory okre$lajace krzywizng¢ i rozkiady naprezen uzyskuje sig¢
podstawiajac zwigzki geometryczne do réwnan fizycznych a te ostatnie do
wzordw na sity przekrojowe. Uzyskujemy wowczas relacje

N, =0~9]Er2x3dF:0—>Ex2Jx3 dF=0— Szaj x,dF=0

M ,=0— j Ex,x,x,dF=0—EX, [ x,x,dF=0— 21_J-x2x‘dF=O

F

M, = jE:c (x,)’ dF — M,= Ex j‘(xq) dF=Ex,J,, —

(56.6)
K,= gdzie .J.,= J(x3)2 dF
EJ,, %
za$ naprezenie G;; w zginanym przekroju wyliczymy z zaleznosci
(o} M M, x
0, =E¢,=EK,x,—> ey 0,=
' Ex, EJ, I

W zadaniu nieliniowym otrzymamy analogiczne relacje a wigc

N,=0- [ Alic,x, )" dF=0— Ax,"" [(x,)"" dF=0-
F

F

S,(N)E[x,""dF=0, N=1/n
F
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M,=0 — [ Alic,x,)"" dF=0 — Ax,"" [ ()" x,dF =0 —
F

F

J,(N)= Jx_‘“"xzdF =0
F

n 1
M, =.[ A(szs)” x,dF = A’cz”anF:AK?”nJ(—-l-l) )

i " (56.7)
M, 1 '

T — e -

27 AJ(N +1) n
W réwnaniach na sity przekrojowe Ny =0, M; =01 M, pojawily si¢ momenty
statyczne S,(N) i momenty bezwiadnosci Jégv ) J(N+1) wyzszych rzedow.

Wielkosci te charakteryzuja wplyw rozktadu masy w przekroju poprzecznym na
zginanie preta w zakresie nieliniowym.
Naprezenia w zginanym precie sa okreslone wzorami
1/n o, e M M, 1/n
0, =AK,x,)  >—L5=K" S O =——2—(x,)
: AJ(1+ N) J(1+N)
A(X3 )n

Z przytoczonych zaleznosci wnosimy, ze potozenie osi obojetnej w liniowej i
nieliniowej sprezystosci okreslaja podobne warunki, a wigc znikanie momentow
statycznych i momentu dewiacji wzglgdem osi X, i x3. Warunki te sa z kolei
konsekwencja wymagan, aby N; =01 Ms=0.

Odmienny jest natomiast rozklad naprezen normalnych ,, w zginanym
precie. W zadaniu liniowym bedzie on liniowy, za§ w nieliniowym rozklad
naprezei ma identyczny charakter jak réwnania fizyczne. Znajac z kolei
rozklady naprezen normalnych w przekroju mozemy przystapic do
projektowania zginanych pretow. W szczegélnosci mozemy wprowadzic
wskazniki wytrzymatosci

W:.fz’ W(N+])=J(N+l)

T 1/n

gdzie x3 jest maksymalng odlegtoscia skrajnego widkna w zginanym przekroju
od osi obojetne;j.

Warunki projektowe sa w obu przypadkach tj. liniowym i nieliniowym
analogiczne i sprowadzaja si¢ do relacji 61y < k.

W szczeg6lnosci nierownosci
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M Wi M .

w—E W(N+1)
sa warunkami na sprawdzenie naprezen,
relacje

M<kW, M<kW(N+1)

okreslaja nosnoéé przekroju, za$ zaleznosci

w<M  wvensd
k k

g g
pozwalaja na wymiarowanie przekroju.

Innym, waznym problemem szczeg6lnym wynikajacym z zaleznosci
okre$lajacych odksztalcenie w  zginanym przekroju jest rownanie osi
odksztalconej preta. Réwnanie to otrzymamy przyjmujac upraszczajaco, ze

d2u3
oy 2
dx)

W efekcie uzyskujemy nastgpujace rownania

kg

d’u, M, dabsicot M,

ax 2o A BY 1 s m qr g (N F 1Y
osi odksztatconej dla zadania liniowego i nieliniowego fizycznie. Do rownan
tych nalezy dofaczy¢ warunki brzegowe, dotyczace wiezoéw zwiazanych z
rodzajem podpor itp.

Lacznie, rownanie osi odksztalconej preta wraz z warunkami brzegowymi
okre$laja problem brzegowy, z ktorego dla znanych obciazen mozemy
wyznaczy¢ linig ugigcia belki.

Przytoczone postepowanie komplikuje si¢ jezeli funkcja momentu
zginajacego nie jest funkcja ciagla. Nalezy wowczas zadanie podzieli€¢ na taka
ilo§¢ podprzedziatéw, aby wewnatrz kazdego z nich funkcja momentu byla
ciagla. Oczywiscie na zetknigciu sig poszczegblnych podobszaréw nalezy
dodatkowo wprowadzi¢ warunki ciaglosci, sprowadzajace sie do rownosci
przemieszczen i katow obrotu w obu przyleglych do siebie podprzedzialow.
Zadanie sie wowczas komplikuje, stad tez stosuje si¢ w tej problematyce inne
podejscia do wyznaczania naprezen np. catka Mohra itp.

(56.8)

57. ZGINANIE UKOSNE

Podane w poprzednim podrozdziale rozwazania dotyczyly przypadku,
kiedy wektor momentu zginajacego jest wspdtliniowy z jedng z gtownych
centralnych osi bezwladnosci przekroju (osie Xz i X3). W przypadku ogdlnym,
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kiedy wektor momentu zginajacego jest dowolnie zorientowany wzgledem osi
X, i X3, mamy do czynienia z tzw. zginaniem ukosnym. Ze wzgledu na
liniowoé¢ zagadnienia przypadek zginania uko$nego mozemy uzyska¢ w
wyniku superpozycji dwéch przypadkéw zginania czystego 2 mianowicie
zginanie wzglgdem osi X2 i X3.

fre
ML Bl
\ o
1 (0} 3
» Gy / ‘L

LY

Ay
os
Aj?ﬂla

X,
X2 7 Mcos

Rys.62. Zginanie ukosne

Pole przemieszczen w pierwszym stanie sktadowym okreslaja rownania

uy = X1X3 L up= l-xzx3, uy = 2—;2-3—[(;;1)2 +v((x3)2 —-(x2)2 )]

R3 R3
za$ w drugim po zamianie zmiennych x, = X3, Uy —> U3 bedzie

x 1
T (. o ol B
2

2 2
Stan przemieszczen w zginaniu ukosnym ma wigc postac
;1 QIR o ¢ 1 1
b M S (i) = G e 2o
1 )
= s+ () - G ) o (57.0

Po wyznaczeniu wspolrzednych tensora odksztalcen g; mozemy okresli¢
wspoirzedne tensora naprezenf. Otrzymamy
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S E(%—+ ;—2) 0 0
3 2

Gy = 0 0 0 (57.2)

0 0 0

L, J
Podobnie jak poprzednio, z jednoosiowym stanem napr¢zenia zwiazany jest
trojosiowy stan odksztatcen.

Krzywizny K, i K3 wyznaczymy z zaleznosci

Ko =(EJ22)_1M2, K3 =(EJ33)—] M3 (573)
gdzie J22 =I(X3)2dF, J33 = I (x2)2dF
F F

wynikajacych z roziozenia zginania uko$nego na sume dwoch zginan czystych
wzgledem osi X, i Xa.
Rzeczywistg krzywizne w zginaniu ukosnym okreslaja wzory
K=Jic 2+x2, t ---K3:M3J22
(e2)"+(x3) i Ky My J33
Natomiast stany naprezen w obu przypadkach szczegblnych wynikaja z
zaleznosci

x x
oy=-2, o P=£2
R3 R;
stad
1 2 Myx3 . M3x;
op=oy P+ =- *
J2 J33
Réwnanie osi obojetnej okreslonej przez wymaganie aby 6, = 0, ma postac
M M Jyy M
. 2%3 = 3%2 =0 - X3 = e st | Xy = fgﬁX2
J22 J33 J33 M;

Ostatecznie réwnanie osi  obojetnej po  wprowadzeniu  zaleznosci
tgo= M3/ M, przyjmie forme

x3=1ga -L—,Exg (57.4)
J33

z ktérej wynika, ze o$ obojetna jest wspétliniowa z wektorem momentu jedynie

w przypadku kiedy J, = J33. W pozostatych przypadkach jest odchylona od linii

dziatania momentu w kierunku osi J min. Istotnie, jezeli J,, > J3;, totg o> 1, a

0$ obojetna jest odchylona o kat B > o od osi x; w kierunku osi X3.
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) I, M [ Ji59d5

\ x]
- \ g
G T
]
X,
. X_:‘l‘ max(—U")
K % :*i‘- J-'-:-u-:
\ s
’l
M‘.\ //l
a [5 %i
X3 /::A
g ~
7 ~
s L Rt
max(+0“)
Rys. 63.

Najwigksze naprgzenie G W zginaniu ukosnym wystapi w najdalej
oddalonym od osi obojetnej narozu przekroju. Stad tez projektowanie
przekrojow powinno polega¢ na okresleniu naprezenia w tym odlegtym od osi K
narozu i poréwnaniu go z naprezeniem dopuszczalnym.

Biorac pod uwage przytoczone rozwazania mozna z gory okresli¢
wiokno, w ktérym wystapi max o). Wystarczy w tym celu okresli¢ kat
odchylenia osi obojetnej od linii dzialania momentu, a nastgpnie ustali
najbardziej odlegte naroze od tej linii.

58. SCISKANIE MIMOSRODOWE

Rozpatrywane poprzednio zginanie uko$ne mozna bylo ztozy¢ z dwoch
przypadkéw zginania czystego. Otrzymali$my wowczas rozklad naprezen
normalnych a o$ obojetna przechodzita przez $rodek ciezkosci przekroju i byta
odchylona od gtéwnych, centralnych osi bezwladnosci przekroju. W przypadku
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ogolnym z jednoosiowego stanu naprezen G, mozna uzyskaé taki ich liniowy
rozklad, ze o$ obojetna nie bedzie przechodzita przez $rodek cigzkosci.
Bedziemy wéwczas mieli do czynienia ze $ciskaniem mimosrodowym.

Przypadek ten mozna uzyska¢ przez superpozycje sciskania osiowego i
zginania ukosnego.

1Xs .9 M,=P%, {

P - =

EM,=P
(o} rd 2 3
| ﬂ‘“'“P ) é"
sy P X 1 X
A(ﬁz}h]____.. — 1 - - ]_ - B g :
xl H / JJ
'/ X1 I

Rys.64. Rozciaganie mimosrodowe

Z rysunku 64 wynika, ze naprezenie normalne o, jest sumg rozktadu
rownomiernego odpowiadajacego rozciaganiu osiowemu oraz dwoch rozktadéw
liniowych zwiazanych ze zginaniem. Naprezenie ©,, wyraza si¢ wiec
zaleznoscig
G11= A+ Bry + Cry=— 4 M3x2+ M2x3 (58.1)
F o Js J22

w ktorej stata A odpowiada sile osiowej P, Bx, momentowi M;, a Cx,
momentowi M,.

Pole przemieszczei odpowiadajace temu przypadkowi jest
superpozycja trzech pol sktadowych odpowiadajacych rozciaganiu osiowemu i
zginaniu.

Po zsumowaniu tych p6l otrzymujemy relacje

u=ex, +202 0% (58.2)
R, R,

1

U= —véx, — R [(x[ )2+ V((xa )2_ (xz )2 )]"' Rixzxs
2 3
|

Uy= —V&x; — %"xzx_f" E[(xl )2+ V((xz )2" (xz )2 )]

2 3

gdzie
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N 1 v 1 v
= L = M3’ —_—=
EF R, EJ3; Ry EJy

£ M,

Natomiast w miejsce N, M, i M nalezy podstawi¢ wartosci

N=P, M ,=—Px2, M,=+P x3 w przypadku rozciggania
oraz

N=—P, M,=+Px>, M,=—Px3: wprzypadku $ciskania

Analizowany przypadek dotyczy najogolniejszego, liniowego rozkladu
naprezefi normalnych w przekroju.

Wyznaczymy jeszcze polozenie osi obojetnej dla $ciskania mimosrodowego
oraz naprezenia Oy;.

Naprezenie normalne o, okresla wzor

P Pxi Px Pl xix,F xix,F
= = e — g, = gy= —— [ 1+ +
F JZ2 J33 F J22 J33
(58.3)
P 3. X X2 X
=+ +
Fl. @) @)

: ’J ’J R g 3 ;
gdzie ip = % i3= —Fﬁ sa promieniami bezwtadnosci przekroju.

X

.__.__/p
#—

(X,X,)

X2 /
—

Rys.65.

Xi
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Przyjmujac, ze o), = 0, otrzymamy réwnanie osi obojetne;j

Xax, X3x
+ =+
&) @)
ktore  jest  réwnaniem  prostej  przechodzacej  przez  punkty
() (i)
— x,=———, x,=0, ktéorych  wspoirzedne
X3 X2
otrzymamy przyréwnujac do zera jedna z nich, a drugg otrzymamy z roéwnania
osl obojetne;.

Przesledzimy z kolei przypadek kiedy w przekroju nie mogg sie pojawié
naprezenia rozciagajace, np. wskutek niskiej wytrzymaltoéci na rozciaganie.
Nalezy wowczas znalez¢ taki obszar w poblizu $rodka cigzkosci przekroju, aby
sifa osiowa P przylozona w tym obszarze wywotata jedynie $ciskanie w calym
przekroju. Obszar ten nazywamy jadrem przekroju. W celu okreslenia jadra
przekroju nalezy zatozy¢, ze o$ obojetna jest styczna do konturu przekroju
poprzecznego a doktadniej do najmniejszego wielokata wypuklego opisanego

na konturze przekroju.
W przypadku przekroju prostokatnego zachodzi

1 =0 (58.4)

X,= 0, X, =

h x: h . h

X= = +1=0 —> x=—-—

2 (’3) 2 6
xz——é— —xii-]l+1:0 — jt2=+ﬁ
2 (i,) 2 6

2

h
a />Q~t-:
k==
=

~
«
5o
N
N
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b 25 b b
X=— =% +1=0 - xz=——
2 (‘2) 2
b % B
x3__5—(;h)2 +1=0 > xi=+-—
. bh* 1 v bR 1
gizie (i,)'= T @) 12 bh

(1]
(2]

(3]
(4]

(3]
(6]
(7]
(8]
(9]

(10]
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