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WYKORZYSTANIE MIESZANEK MODELI GLM
DO OCENY KRYTERIOW KONWERGENCJI

Streszczenie: Celem artykutu jest weryfikacja i ocena waznosci kryteridow wejscia poszcze-
gblnych panstw do strefy euro, sformulowanych w traktacie z Maastricht. W tym celu zosta-
ly wykorzystane mieszanki modeli GLM. Mieszanki tych modeli stosowane sa w przypadku
zbioréw niejednorodnych lub wowczas, gdy zbior obserwacji charakteryzuje si¢ nadmier-
nym rozproszeniem, bedacym wynikiem np. pominigcia jednej z waznych zmiennych objas-
niajacych.

1. Wstep

Modele mieszanek rozkladéow réznego typu sa czgsto wykorzystywane w zagad-
nieniach klasyfikacji i regresji. Przede wszystkim dzieje si¢ tak wtedy, gdy zbior
obserwacji jest wysoce niejednorodny. Pozwalaja one po pierwsze na okreSlenie
optymalnej liczby klas (podzbiorow), a nastgpnie zidentyfikowanie wielowymia-
rowych rozkltadow zmiennych charakteryzujacych obiekty nalezace do poszcze-
golnych klas.

W artykule przedstawiono zastosowanie modeli mieszanek rozktadow Poissona
do weryfikacji i oceny waznosci kryteriow konwergencji nominalnej, przyjetych w
traktacie z Maastricht [Treaty on European Union 1992] dla panstw ubiegajacych
si¢ o cztonkostwo w strefie euro. Na podstawie danych dla 27 krajéw Europy zbu-
dowano model mieszanek rozktadéw Poissona, wykorzystujac pakiet flexmix w
programie R. Okreslono optymalna liczb¢ klas, opierajac si¢ na kryteriach infor-
macyjnych (np. BIC), oraz zinterpretowano parametry rozktadow sktadowych mie-
szanki, wykorzystujac ilorazy szans.

2. Strefa euro

Plany utworzenia unii walutowej panstw Europejskiej Wspolnoty Gospodarczej
pojawily si¢ juz w latach 60. XX wieku, lecz dopiero w latach 70. opracowano
szczegotowy plan wprowadzenia wspdlnej waluty. W roku 1979 powstal
Europejski System Walutowy, w roku 1986 za$§ rozpoczgto emisje obligacji mig-
dzynarodowych denominowanych w ECU.


http://pl.wikipedia.org/wiki/XX_wiek
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http://pl.wikipedia.org/wiki/1979
http://pl.wikipedia.org/wiki/Europejski_System_Walutowy
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Ostateczna decyzja o utworzeniu wspolnej waluty na obszarze Unii Europej-
skiej zapadta w Maastricht, gdzie powotano do zycia Uni¢ Gospodarcza i Walu-
towa. W grudniu 1995 r. w Madrycie wspolnej walucie nadano nazweg ,.euro”.
Stworzono rowniez system TARGET, ktéry umozliwiat automatyczne przeliczanie
walut narodowych na euro. W dniu 1 stycznia 1999 r. euro zacz¢lo obowiazywac w
transakcjach bezgotoéwkowych w 11 krajach UE (oprocz Grecji), a od 1 stycznia
2002 r. wprowadzono t¢ walutg takze w formie gotowkowej w dwunastu pan-
stwach Unii Europejskiej (oprocz Wielkiej Brytanii, Szwecji i Danii na podstawie
tzw. klauzuli ,,opt-out”). W dniu 1 lipca 2002 r. ostatecznie wycofano z obiegu
waluty narodowe 12 panstw, ktore przystapily do strefy euro.

Rozszerzenie tej pierwotnej strefy euro nastgpilo pdzniej jeszcze trzykrotnie:
1 stycznia 2007 r. euro zastapito stowenski tolar, 1 stycznia 2008 r. — funt cypryjski
1 lirg maltanska, a 1 stycznia 2009 r. — korong stowacka.

Do korzysci zwiazanych z przyjeciem wspolnej waluty mozna zaliczy¢: stabili-
zacj¢ gospodarki, eliminacje kosztow wymiany, ulatwienia w podréozowaniu osob,
eliminacje ryzyka wahan kursowych. Natomiast koszty przyjecia euro zwiazane sa
z: przystosowaniem systemu bankowego do obslugi nowej waluty, utrata zyskéw
bankow i instytucji finansowych pochodzacych z transakcji wymiany walut, rezy-
gnacja z waluty jako elementu tozsamosci narodowej. Nie bez znaczenia jest takze
fakt, ze kraj, ktory przyjmuje euro, rezygnuje z suwerennosci fiskalnej oraz wazne-
go symbolu narodowego.

Pierwsi cztonkowie strefy euro (1 stycznia 1999 r.), to: Austria, Belgia, Finlan-
dia, Francja, Hiszpania, Holandia, Irlandia, Luksemburg, Niemcy, Portugalia
i Wlochy. Nastepnie do strefy euro wstapili: Grecja (1 stycznia 2001 r.), Stowenia
(1 stycznia 2007 r.), Cypr (1 stycznia 2008 r.), Malta (1 stycznia 2008 r.) oraz
ostatnio Stowacja (1 stycznia 2009 r.).

Obecnie do strefy euro kandyduja nastgpujace panstwa: Litwa, Estonia, Polska,
Butgaria, Lotwa, Rumunia oraz Wegry. Z tych krajéw do mechanizmu ERM II
przystapity trzy panstwa baltyckie: Estonia (w 2004 r.), Litwa (w 2004 r.) oraz
totwa (w 2005 1.).

3. Kryteria konwergencji

Kraj ubiegajacy si¢ o cztonkostwo w unii walutowej (tzw. strefie euro) musi osiag-

na¢ poziom tzw. trwatej konwergencji nominalnej i prawnej. Oznacza to, ze musi

by¢ cztonkiem Unii Europejskiej, realizowac kryteria konwergencji, by¢ zakwalifi-

kowany przez Komisje Europejska, stabilizowa¢ kurs swej waluty co najmniej

przez dwa lata w ERM (Exchange Rate Mechanism — mechanizmie wymiany kur-

sowej) oraz mie¢ niezalezny od rzadu i parlamentu Narodowy Bank Centralny.
Przyjete w traktacie z Maastricht (TEU, art. 109j) kryteria nominalne to:

e deficyt budzetowy, ktory nie powinien przekroczy¢ 3% PKB,

e dhlug publiczny, ktory nie powinien przekroczy¢ 60% PKB,
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e inflacja (mierzona za pomoca HICP): nie powinna przekroczy¢ o wigcej niz
1,5% poziomu S$redniego dla trzech krajow o najnizszej inflacji w strefie euro,

e stopy procentowe (stopa dlugoterminowych obligacji rzadowych, np. dziesig-
cioletnich) nie powinny przekracza¢ o wigcej niz 2% poziomu $redniego dla
trzech krajow o najnizszej stopie inflacji w strefie euro,

e kurs walutowy (w stosunku do euro) musi miesci¢ si¢ w zakresie normalnych
wahan w europejskim mechanizmie kursowym (+/—15% ) przez dwa ostatnie lata.
Sformutowane powyzej kryteria konwergencji nominalnej mozna podzieli¢ na

dwie grupy: monetarne i fiskalne. Kryteria fiskalne to: deficyt budzetowy i dlug

publiczny. Sa one trudniejsze do spetnienia, poniewaz maja charakter bezwzgled-
ny, odnoszg si¢ bowiem do poziomu produktu krajowego brutto (PKB). Natomiast

kryteria monetarne to stopa inflacji i stopa procentowa. Poziom ich jest zmienny, w

zaleznoséci od wynikow uzyskiwanych w tym zakresie przez trzy panstwa strefy

euro o najnizszej inflacji.

W Iutym 2009 r. NBP opublikowal raport, w ktorym zaproponowatl opoznienie
przyjecia euro ze wzgledu na wahania kursu ztotego w okresie kryzysu finansowe-
g0 [Raport... 2009]. Natomiast rzad nie zmienil harmonogramu wstapienia do
strefy euro w 2012 r., chociaz coraz czg$ciej mowi si¢ o roku 2015 jako prawdopo-
dobnym terminie przyjecia przez Polske wspolnej waluty.

4. Modele GLM i ich mieszanki

Pomimo ze skonczone modele mieszanek (finite mixture models) znane sa juz od po-
nad 100 lat, w ostatnim czasie obserwuje si¢ wyrazny wzrost zainteresowania tymi
modelami 1 ich wykorzystaniem w taksonomii i regresji. Do wzrostu popularnosci
modeli mieszanek przyczynit si¢ przede wszystkim rozwoj zaawansowanych technik
komputerowych znacznie utatwiajacych estymacje parametréw mieszanek rozktadow.
W pracy zastosowane zostang mieszanki rozktadow warunkowych. Mieszanki
tych rozkladow stosowane sa w przypadku niejednorodnych zbiorow obserwacji
lub wowczas, gdy zbidr ten charakteryzuje si¢ nadmiernym rozproszeniem, beda-
cym wynikiem np. pominigcia jednej z waznych zmiennych objasniajacych. Wtedy
zbidr obserwacji dzielony jest na podzbiory, ktérych liczba oraz parametry funkcji
regresji w kazdej z nich sa szacowane rownoczesnie, za pomoca algorytmu EM.
Uogolnione modele liniowe GLM (Generalized Linear Models) stosowane sa
w celu okreslenia zalezno$ci pomigdzy zmiennymi w przypadku, gdy powigzanie
zmiennej y ze zmiennymi objas$niajacymi ma charakter nieliniowy. Zaleta modeli

GLM jest to, ze rozktad zmiennej objasnianej moze by¢ rozktadem innym niz nor-
malny, a ponadto zmienna ta nie musi by¢ zmienng o charakterze ciaglym (np.
zmienna y moze pochodzi¢ z rozkladu Poissona czy rozktadu dwumianowego).
Wartosci zmiennej y prognozowane sa na podstawie liniowej kombinacji zmien-
nych objasniajacych, ktoéra ,,powigzana” jest ze zmienng objasniang za pomoca
funkcji wiazacej (link function).


http://pl.wikipedia.org/wiki/Kryzys_finansowy_2007-2009
http://pl.wikipedia.org/wiki/Kryzys_finansowy_2007-2009
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W przypadku, gdy zbior obserwacji cechuje si¢ niejednorodnoscia, stosowane
sa mieszanki modeli GLM, w ktorych zaklada si¢, ze kazda sktadowa mieszanki
charakteryzowana jest przez warunkowy rozklad prawdopodobienstwa (dla danych
warto$ci zmiennej X ), a zwiazek pomigdzy zmienna objasniang i zmiennymi obja-
$niajacymi jest okreslony za pomoca zlozonego modelu (complex model), jakim
jest uogo6lniony model liniowy. Liczba podzbiorow, tj. rozktadow sktadowych mie-
szanki (components of mixture model), moze by¢ rozumiana np. jako liczba seg-
mentéw rynku, w ktoérych prawdopodobienstwa zakupu w zaleznosci od ceny czy
reklamy sa wyraznie rozne dla klientéw kazdego z wyodrebnionych segmentow.
Liczba segmentow i parametry modeli GLM wyznaczane sa rownoczes$nie. Funk-
cja gestosci takiego modelu mieszanki dla obserwacji (X, y) jest wtedy rowna:

[]%,0,0)=> 7 (0,0)f,(7]x,0,), (D
s=1
gdzie: f; — funkcja gestosci s-tego rozkladu sktadowego mieszanki,
y — zmienna zalezna,
X — wektor zmiennych objasniajacych,
o (a - wektor zmiennych towarzyszacych,
0O, — wektor parametrow s-tego rozktadu sktadowego,
® - wektor parametrow mieszanki rozktadow, ® =(7,,a,,0,),
T, — prawdopodobienstwo a priori, tj. wartos¢ prawdopodobienstwa,

ze dana obserwacja nalezy do podpopulacji C,

(7,(0,0) 207" 7. (0,0)=1),0,#0O,Vs = 1.

Zaklada sig, ze realizacje zmiennej losowej y, z prawdopodobiefistwem 7, na-
leza do jednego z podzbioréw C . Rozklady zmiennej objasnianej moga przyjmo-
wac rozne postacie — moga to by¢ rozktady normalne, Poissona, dwumianowe,
ujemne dwumianowe, gamma, rozklady odwrotne do rozktadu normalnego.
Wszystkie z wymienionych rozktadoéw zalicza si¢ do rodziny rozktadéw wyktadni-
czych (exponential family of distribution), tj. rodziny rozkltadéw obejmujacej roz-
ktady dla zmiennych mierzonych na skalach zaréwno stabych, jak i mocnych. Za-
ktada sig, ze poszczegolne rozktady skladowe naleza do tej samej rodziny rozkta-
dow charakteryzowanych za pomoca wektora parametrow O .

Prawdopodobienstwa a priori przynaleznosci obiektow do klas 7, moga zalezec¢
ponadto od tzw. zmiennych towarzyszacych ® (concomitant variables)' i parame-
trow je okreslajacych (a ). W przypadku jednowymiarowego rozktadu normalnego

! Zmienne towarzyszace wraz ze zmiennymi X biora udzial w szacowaniu parametréw modelu
mieszanek, na podstawie ktoérego mozna bgdzie dokona¢ klasyfikacji nowych obiektow bez udzialu
zmiennych X . Zmienne towarzyszace wykorzystywane sa czgsto w badaniach marketingowych,
ekonomicznych, psychologicznych, w ktorych pozyskanie zmiennych X jest bardzo kosztowne.
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o $redniej g, (x)=xp, i wariancji o. roéwnanie (1) jest mieszanka modeli linio-
wych. Jezeli f nalezy do rodziny funkcji wyktadniczych, to méwimy o mieszance

uogolnionych modeli liniowych, zwanych w literaturze marketingowej mieszanka
modeli GLM (Generalized Mixture Regression Model”) [Leisch 2004, s. 2]. Mie-
szanki rozktadow, w przypadku gdy x =1, to przyktad klasycznej analizy skupien
opartej na modelach mieszanek (model-based clustering). Zagadnienie to bylo
poruszane m.in. w pracach [Witek 2009a; 2009b].

Obserwacje przydzielane sa do klas (podzbiorow) o najwigkszym prawdopo-
dobienstwie a posteriori. Prawdopodobienstwo przynaleznosci obserwacji (X, ))

do klasy C, dane jest wzorem:

7./ (v]x.0,)
>t S ([x©)
Parametry modeli mieszanek szacowane sa najczesciej za pomoca algorytmu
EM [Dempster, Laird, Rubin 1977, s. 1-38; Leisch 2004, s. 2], a wybor modelu

optymalnego dokonywany jest na podstawie kryteriow informacyjnych, tj. BIC,
AIC oraz ICL [Frithwirth-Schnatter 2006, s. 116].

P(r|x,y,p) = 2)

5. Analiza empiryczna

Celem przeprowadzonego badania jest weryfikacja i ocena kryteriéw konwergencji
nominalnej pod katem ich wazno$ci w procesie integracji krajow Unii Europejskiej
ze strefa euro.

Wykorzystane w badaniu dane statystyczne obejmuja 27 krajow UE charakte-
ryzowanych za pomoca nastepujacych zmiennych: y — czas przynaleznosci krajow

do strefy euro (w latach?), X, — stopa procentowa, x,— inflacja, x;— dtug publicz-

ny, x,— deficyt budzetowy. Dane statystyczne wykorzystane w analizie dotycza
roku 2008 i1 pochodzg z bazy danych AMECO [Internet 1]. Obliczenia zostaty wy-
konane za pomoca pakietu flexmix, ktory dziata w srodowisku programu staty-
stycznego R”.

W badaniu przyjeto zalozenie, ze zmienna y (okres przynaleznosci do strefy euro
w latach) pochodzi z rozktadu Poissona. Poniewaz dla wielu krajow zmienna ta przyj-
muje warto$¢ 0, zastosowano tutaj specyficzng mieszanke modeli GLM, tj. mieszanke
modeli Poissona o nadmiernej liczbie zer (zero-inflated Poisson regressions) [Bohning,

2 Modele GLM to modele regresji, w ktérych zmienna zalezna ma rozktad nalezacy do rodziny
rozktadow wyktadniczych. Modele te opisuja zwiazek zmiennej zaleznej, tj. czgstos¢ zakupow, prefe-
rencje co do marki ze zbiorem zmiennych objasniajacych (np. atrybuty produktu).

% 0d roku 1999 do 2008, np. 9 lat dla Niemiec, 0 dla Polski.

* Program R jest bezplatnie dostepny na stronie [Internet 3].
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Dietz, Schlattmann 1999, s. 195-209]. Nalezy doda¢, ze kraje o klauzuli ,,opt-out”
(Szwecja i Wielka Brytania) potraktowane zostaty jako obserwacje oddalone.

Optymalna liczbg klas wybrano za pomocg kryteriow informacyjnych BIC, AIC
oraz ICL. Warto$ci wspomnianych kryteriow dla poszczegdlnych modeli przedsta-
wiono na rys. 1.

° AC
4 BIC
ICL

400
1

liczba klas

Rys. 1. Kryteria informacyjne BIC, AIC i ICL

Zrodto: obliczenia wlasne.

Kazde z analizowanych kryteriow informacyjnych wskazuje na to, ze optymalna
liczba klas to 2 (pierwsze minimum lokalne osiagnigte zostato dla modelu mieszanek
o dwoch rozktadach sktadowych). Do klasy pierwszej zaliczono 8 krajow, takich jak:
Butgaria, Czechy, Cypr, Litwa, Malta, Polska, Rumunia, Szwecja. Sa to kraje nieza-
liczane do strefy euro (Cypr i Malta dopiero w 2008 r. wstapity do unii walutowej).
Do klasy drugiej, w ktorej wigkszos¢ stanowia kraje strefy euro, naleza: Belgia, Da-
nia, Niemcy, Estonia, Irlandia, Grecja, Hiszpania, Wtochy, Lotwa, Luksemburg,
Wegry, Holandia, Austria, Portugalia, Francja, Stowacja, Stowenia, Finlandia, Wiel-
ka Brytania. Parametry modeli dla kazdej z klas oszacowano m.in. za pomoca funkcji
flexmix ()oraz stepFlexmix ().

Tabela 1. Wplyw zmiennych na szansg przynaleznosci krajow do strefy euro

Zmienna (kryterium) Parametr Iloraz szans
X| | stopy procentowe -0,80 0,45
X, |inflacja -0,24 0,79
x3 | dlug publiczny -0,02 0,98
x4 | deficyt budzetowy -0,04 0,96

Zrodto: obliczenia whasne.
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Warto$ci otrzymanych parametrow modelu dla krajow nalezacych do strefy eu-
ro przedstawiono w tab. 1.

Poniewaz parametry przy kazdej z badanych zmiennych przyjmuja wartos$ci
ujemne, to mozna twierdzi¢, ze zmienne te maja negatywny wplyw na przynalez-
nos¢ krajow do strefy euro. Najbardziej istotny wplyw sposréd analizowanych
kryteriow miaty stopy procentowe, tj. wzrost stop procentowych o 1% zmniejszat
szans¢ przynaleznosci krajow do strefy euro o 55%. Duze znaczenie miala takze
inflacja, tj. wzrost inflacji o 1% zmniejszat szansg przynaleznosci do krajow strefy
0 21%. Znaczenie mniejszy wptyw miat dtug publiczny oraz deficyt budzetowy, tj.
ich 1-procentowy wzrost zmniejszat szans¢ przynaleznosci krajow do unii waluto-
wej odpowiednio o 2 i 4%.

6. Podsumowanie

W pracy dokonano oceny kryteriow konwergencji nominalnej, okreslajacych po-
ziom rozwoju gospodarczego koniecznego do wejscia do unii walutowej (strefy
euro). W tym celu wykorzystano mieszanki modeli GLM, za pomoca ktoérych do-
konano klasyfikacji 27 panstw europejskich do dwoch grup w przyblizeniu odpo-
wiadajacych podziatowi na nalezace do strefy euro i nienalezace do niej. Nastgpnie
w kazdej z nich zbudowano modele GLM charakteryzujace oddziatywanie po-
szczegolnych kryteriow konwergencji.

Najbardziej istotne sposrod analizowanych kryteriow okazaty si¢ kryteria mo-
netarne, odnoszone do innych krajow strefy euro, tj. stopa procentowa oraz infla-
cja. Mozna powiedzie¢, ze to one charakteryzuja panstwa nalezace do unii waluto-
wej. Mniej ,,wazne” sg natomiast kryteria fiskalne, tj. dtug publiczny oraz deficyt
budzetowy. Sa one trudne do spehnienia przed wejsciem, a kraje juz nalezace do
strefy euro, jak np. Wtochy, ich nie honoruja. Ostatnio dtug publiczny w tym kraju
osiagnat bardzo wysoki poziom 90%.
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THE USE OF MIXTURE OF GLM MODELS IN EVALUATION
OF CONVERGENCE CRITERIA

Summary: The goal of this paper is to evaluate the convergence criteria with the use of the
mixture of GLM models.

Finite mixtures of GLMs allow to relax the assumption that the regression coefficients
and dispersion parameters are the same for all observations and are often used to capture
overdispersion in the data which can occur for example if important covariates are omitted
in the regression or in the case of heterogeneous data sets .
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