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Streszczenie: W teorii gospodarowania zapasami istnieje wiele podej$¢ zaktadajacych badz
pelna informacjg o kosztach albo ograniczenia poziomu obstugi. Wsrdd tych drugich wystepu-
ja trzy rodzaje ograniczen poziomu obstugi — «, f oraz y . W niniejszym artykule zostata
podjeta proba porownania wynikow generowanych przez model gospodarowania zapasami
<Q, r> z ograniczeniami poziomu obstugi ré6znego rodzaju.
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1. Wstep

W gospodarowaniu zapasami w warunkach niepewnos$ci badz ryzyka zawsze nale-

zy sig liczy¢ z mozliwoscia niezaspokojenia biezacego zapotrzebowania na pro-

dukt. W takiej sytuacji istnieje trudno$¢ w uwzglednianiu niedoboréw i w okreslaniu
ich optymalnej wielkos$ci. Najwigkszym problemem jest oszacowanie kosztow niedo-
boréw. Mozna je okresla¢ na kilka sposobow. Jezeli kryterium podziatu jest rodzaj za-

pasow, to koszty niedoboréw mozna podzieli¢ nastgpujaco [Chen, Krass 2001, s. 86]:

— w odniesieniu do surowcow i materialdéw beda to koszty przestoju linii produk-
cyjnych, koszty specjalnych zamowien czy kary umowne za niewykonanie zo-
bowiazan produkcyjnych wynikajacych z uméw z kontrahentami,

— w odniesieniu do czg$ci zamiennych maszyn i urzadzen bgda to koszty bez-
czynnosci maszyn i sity zywej, opdznienia w realizacji zaméwien czy tez mar-
notrawstwo materiatow,

— w odniesieniu do wyrobow gotowych i towarow beda to utracone dochody i
pogorszenie pozycji firmy na rynku.

Nalezy jednak zauwazy¢, iz nawet wiedzac, do ktorej grupy nalezy badany
asortyment, oszacowanie kosztow braku zapaséw jest bardzo czgsto trudne czy
wrecz niemozliwe. Dzieje si¢ tak dlatego, ze oprocz wymiernych sktadowych tych
kosztow (kary umowne, koszty przestoju linii, utrata zyskow) wystepuja takze
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sktadowe niewymierne, takie jak utrata dobrego wizerunku firmy czy zagrozenia
dla zdrowia czy nawet zycia ludzi (np. brak zapaséw krwi czy insuliny w szpitalu).

Jesli koszty niedoboru moga zosta¢ oszacowane, do matematycznego modelo-
wania gospodarowania zapasami wykorzystuje si¢ podejscie zaktadajace petna in-
formacje o kosztach, w przeciwnym razie — modele z ograniczeniami poziomu ob-
stugi (service level constraints).

W literaturze przedmiotu spotykane sa trzy sposoby wyznaczania poziomow
obstugi [Chen, Krass 2001, s. 126]:

1. Poziom obstugi typu a (a service level) — jest to prawdopodobienstwo, ze
poziom zapaséw na koncu jakiegokolwiek okresu nie spadnie ponizej poziomu
krytycznego. Inaczej jest on nazywany wskaznikiem gotowosci (ready rate).

2. Poziom obstugi typu S (8 service level) — oznacza oczekiwang frakcj¢ popytu
zaspokojona z zapasow w jakimkolwiek okresie. Nazywa si¢ go inaczej wskaznikiem
wypetnienia (fill rate).

3. Poziom obstugi typu y (y service level) — oczekiwany stosunek skumulowa-
nego popytu zaspokojonego z zapaséw do catkowitego skumulowanego popytu w
okresie realizacji dostaw i okresie przegladania zapaséw. Miara ta jest podobna do
p z tym, ze podany stosunek szacowany jest na podstawie pewnej liczby okresow,
nie za§ w pojedynczym okresie. Dodatkowa roznica jest to, iz poprzednie podejscie
stosuje si¢ najczesciej w modelach poziomu zamawiania, to za$ jest charaktery-
styczne dla modeli cyklu zamawiania.

Dodatkowym elementem, ktorego czesto nie wolno pomija¢ w modelach go-
spodarowania zapasami, jest zmienno$¢ czasu realizacji dostaw. Moze by¢ ona
traktowana dwojako:

— czas realizacji dostaw moze by¢ zmienna losowa,
— czas realizacji dostaw moze by¢ zmienna decyzyjna.

W pierwszym przypadku nie zaktada si¢ konkretnego ksztattu rozktadu czasu
realizacji dostaw, gdyz powoduje to bardzo duze skomplikowanie obliczen. Bierze
si¢ pod uwagg jedynie takie parametry, jak Srednia warto$¢ czasu realizacji dostaw
1 jego wariancja. Na podstawie tych parametrow modyfikuje si¢ warto$¢ srednig i
wariancj¢ zapotrzebowania w okresie realizacji dostaw.

W drugim przypadku zaktada si¢, ze czas realizacji dostaw moze zosta¢ skro-
cony przy pewnym dodatkowym koszcie. Koszt ten ponosi si¢ przy skladaniu za-
moéwienia uzupetniajacego. Podejscie zostato szczegdlowo opisane na przyktad w
pracach [Hariga, Ben-Daya 1999; Chu, Yang, Chen 2005; Dmytrow 2004].

Mimo ze bardziej naturalng sytuacja jest ta, w ktorej nie mamy pelnej informa-
cji o kosztach braku zapasow, bardziej rozpowszechnione sa modele z petna infor-
macja o kosztach. Dzieje si¢ tak glownie dlatego, ze bardziej zaawansowane mode-
le z ograniczeniami poziomu obstugi sa trudniejsze matematycznie od modeli z
peina informacja o kosztach. Dlatego tez w niniejszym artykule zostata podjeta
préba porownania wynikdw generowanych przez model gospodarowania zapasami
<Q, r> z ograniczeniami poziomu obstugi typu o i S.
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2. Oznaczenia i model

W pracy postanowiono zbada¢ klasyczny model gospodarowania zapasami <Q, r>
dla zalegtych zaméwien. Dla petnej informacji o kosztach funkcja celu modelu ma
postac:

k@re)=Las ROND e S ors)es Dy )

gdzie: D — roczne zapotrzebowanie na produkt, (uwaga: prosz¢ zmieni¢ pauzy

na potpauzy w calej ,,wyliczance™)

A — koszt zlozenia i realizacji pojedynczego zamowienia,

0 — wielko$¢ zamowienia,

h — jednostkowy koszt magazynowania,

r — poziom zamawiania,

Y7 — warto$¢ $rednia zapotrzebowania w okresie realizacji dostaw,

s — jednostkowy koszt niedoboru,

T — czas realizacji dostaw,

R(7) — koszt, przy ktorym mozna osiagnac¢ dany czas realizacji dostaw w
jednym cyklu,

17(r) — oczekiwana ilo$¢ niedoborow w jednym cyklu odnowienia zapa-
sOw dana wzorem:

7(r) = [ (x=r) f () )

gdzie f{x) jest funkcja gestosci zapotrzebowania w okresie realizacji dostaw.

Zasada dziatania modelu polega na tym, ze stan zapasow jest monitorowany w
sposob ciagly i1 kiedy jego poziom spadnie ponizej r, sktadane jest zamowienie
uzupetniajace na Q jednostek. Optymalne wielkosci Q i » wyznacza si¢ poprzez
wyliczenie pierwszych pochodnych réwnania (1) wzgledem Q oraz r i przyréwna-
niu ich do zera. Po odpowiednich przeksztalceniach wzory na optymalne wielkosci
zmiennych decyzyjnych sa nastepujace:

\/ 2D[A+R(z)+s77(r)]
0= h

)
oraz:

F(r)= —% 4)
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gdzie F (r) = I f (x)dx jest dystrybuanta rozktadu zapotrzebowania w okresie re-
0

alizacji dostaw w punkcie . Poniewaz w kazdym wzorze wystepuja obie wartosci

zmiennych decyzyjnych, wiec najpierw wyznacza si¢ wartos¢ Q ze wzoru Harrisa-

[2AD
-Wilsona [Q = TJ, nastgpnie podstawia si¢ ja do wzoru (4), z tego wzoru

wyznacza si¢ r, ktore podstawia si¢ nastepnie do (3) itd. Powyzsze kroki sa powta-
rzane tak dtugo, az kolejne wartosci Q i » beda zbiezne.

W naszym przypadku nieznana jest wartos¢ s, czyli powyzszy model z pelna
informacja o kosztach nalezy zamieni¢ na model z ograniczeniami poziomu obshu-
gi. W przypadku ograniczen typu a zasada postgpowania jest bardzo prosta:

— wyznaczamy r takie, ze F(r) = a.
— optymalna wielko$¢ zamowienia wyznaczana jest pierwszej pochodnej réwna-

D
nia (1), z wylaczeniem ostatniego sktadnika s —#, czyli:

2|4+ R
0- ,/—“h QI 5)

Wielko$¢ o interpretuje si¢ jako proporcje cykli uzupetiania zapaséw, w kto-
rych nie wystapia niedobory. Powinna ona przyja¢ warto§¢ wystarczajaco duza,
czyli azeby niedobory wystgpowatly relatywnie rzadko. Najczesciej przyjmuje ona
wartosci od 0,9 wzwyz (do jednosci).

W poziomie obstugi klienta typu Il wskaznik f jest prawdopodobienstwem, ze
popyt zostanie zaspokojony z zapasow, jakie posiada przedsigbiorstwo. Tak wigc
prawdopodobienstwo, ze popyt nie zostanie zaspokojony, wynosi 1 —f. Ograni-
czenie to mozna zapisa¢ nastgpujaco [Nahmias 2001, s. 265]:

@<1_ 6
0 = p (6)

Wskaznik wypetnienia takze musi by¢ ustalony na odpowiednio wysokim po-
ziomie (najczesciej powyzej 0,9).
Aby rozwiaza¢ model dany rownaniem (1), nalezy wyeliminowa¢ z niego war-
to$¢ s. Robi si¢ to poprzez rozwiazanie réwnania (4), aby otrzyma¢ wartosc s:
hQ

ST Dl—F()] @)
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Obliczong w réwnaniu (7) wartos¢ podstawiamy do wzoru na optymalna wiel-
kos$¢ zamoéwienia O dang rownaniem (3):

hQn(r)
2D{A +R(7)+ D[l - F(r)]}

h

0=

Po podniesieniu powyzszego rownania do drugiej potegi otrzymamy trdjmian
kwadratowy od Q postaci:

W1- F(r)0* - 2h77 (10O + 2[4+ R(x)|D[1 - F(r)] =0

Powyzsze rownanie ma dodatnie rozwiazanie, dane wzorem:

010 _, [24+R@D [ 7() ’ &
1-F(r) h 1-F(r)

Rownanie (8) rozwiazywane jest jednoczesnie z rownaniem:
n(r)=01-p£)Q )

ktore otrzymamy z (6).
Numeryczna procedura rozwigzywania optymalnych wielkosci Q i 7 jest naste-
pujaca [Dmytréw 2004, s. 78]:
podajemy wstepna wartos¢ ry,
— wyznaczamy F(r,) oraz 7 (rl) ze wzoru (2), podstawiamy do wzoru (8) i wy-
znaczamy 0,
— na podstawie réwnania (9) wyznaczamy 77(;’2 ) , aze wzoru (2) — ry,
— powyzsze kroki powtarza si¢ tak dlugo, az kolejne wartosci Q oraz r beda
zbiezne.
Inny sposéb podejscia do ograniczen poziomu obstugi typu II z czasem realiza-
cji dostaw bedacym zmienna decyzyjna zostal zaprezentowany w pracy [Chu,
Yang, Chen 2005]. Funkcja celu jest nastgpujaca:

K(0.7)= [A+R(r)]g+h(%+kaﬁj (10)

gdzie k — wskaznik bezpieczenstwa.

Warunkiem ograniczajacym, podobnie jak w poprzednim modelu, jest nierow-
no$¢ (6). Dla normalnego rozktadu zapotrzebowania w okresie realizacji dostaw,
717 (r) mozna zapisa¢ nastgpujaco [Chu, Yang, Chen 2005, s. 287]:
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7(r) = oty (k) (11)

gdzie t//(k) = q)(k)— k[l — ¢(k)] >0,a ¢ i @ saodpowiednio funkcja gestosci i
dystrybuanta standaryzowanego rozktadu normalnego, czyli warunek ograniczaja-
cy mozna zapisaé nastgpujaco:

oty (k)

N <1- (12)
0 B

Wyznaczenie optymalnej wielkosci zamdwienia z réwnania (10) jest bardzo
proste, po wyliczeniu pierwszej pochodnej wzgledem Q i przyréwnaniu jej do zera
otrzymamy (5).

Optymalna wielko$¢ zamowienia dana wzorem (5) jest minimum réwna-
nia (10), jezeli nie bierze si¢ pod uwage ograniczenia (12). Jednakze optymalna
wielko$¢ zamdwienia wyznaczona za pomoca wzoru (5) nie zawsze spetnia waru-
nek (12). Warunek ten mozna zapisa¢ nastepujaco:

1_ﬁﬁw(k)SQ (13)

Jezeli otrzymana ze wzoru (5) wielkos¢ Q spelnia nierownos¢ (13), to jest ona
optymalna wielkoscia zamowienia. Jezeli za§ Q nie spelnia warunku (13), to lewa
strona powyzszej nierownosci jest optymalna wielkoscia zamowienia. Tak wigc
optymalna wielko§¢ zamowienia otrzymuje si¢ nastepujaco:

O = max{,/¥;ﬁﬁw(/€)} (14)

3. Przyklad numeryczny

W przyktadzie wykorzystano dane pochodzace z pracy [Ouyang, Wu 1997]. Sa one
nastepujace: D = 600 jednostek/rok, 4 = 200 USD, 4 =20 USD/jednostke, o = 7
jednostek/tydzien, 1 — f = 0,985 (wskaznik bezpieczenstwa k = 0,845), okres reali-
zacji dostaw 7 = 8 tygodni. Okres ten mozna skroci¢, ponoszac dodatkowe koszty.
Sa one podane w tab. 1.

Wszystkie obliczenia przeprowadzono w programie Scilab oraz OpenOffice.org
Calc. Tabela 2 zawiera optymalne wielkoséci zmiennych decyzyjnych, niedoborow
oraz tacznych kosztow dla ograniczen poziomu obstugi typu a, § dla procedury ite-
racyjnej oraz f§ dla procedury zaproponowanej w pracy [Chu, Yang, Chen 2005].
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Tabela 1. Czas realizacji dostaw i koszt jego skrocenia

i T (tygodnie) R(7) (§)
0 8 0

1 6 5,6

2 4 22,4

3 3 57,4

Zrédto: [Chu, Yang, Chen 2005, s. 290].

Tabela 2. Optymalne warto$ci zmiennych decyzyjnych i tacznych kosztow

Pozi bstugi t
Poziom obstugi typu f3, oziom obstugi typu S,

Poziom obstugi typu o . . procedura zaproponowana
procedura iteracyjna w pracy [Chu, Yang, Chen 2005]

T 8 6 4 3 8 6 4 3 8 6 4 3
(0] 109,544 111,068 115,516 124274 120,649 120,928 123,908 131,824 146464 126,797 115516 124,274
r 134,947 106,193 76,569 60,653 110,881 83,984 56430 42,045 108,785 83,530 59,857 44,764

n(r) 0,106 0,092 0072 0067 1810 1814 1,859 1977 2,197 1902 1553 1345
K($)  3048,73 296440 2921,16 3008,13 2577,64 252825 2524,05 264029 2618,56 2530,71 254698 269043

Zrédlo: obliczenia whasne na podstawie danych zawartych w pracy [Chu, Yang, Chen 2005].

Jak wida¢ z tab. 2, wyniki wygenerowane przez trzy podejscia réznia si¢ od
siebie gtdownie w zakresie warto$ci zmiennych decyzyjnych. Poziom obstlugi typu a
wygenerowal najwyzsze warto$ci poziomu zamawiania , co przetozylo si¢ na naj-
nizsze oczekiwane ilosci niedoboréw oraz na wysokie (w poréwnaniu z pozostatymi
podejs$ciami) catkowite koszty gospodarowania zapasami. Byly one wyzsze wlasnie
z powodu wigkszych zapasdéw, jakie musiato utrzymywac przedsigbiorstwo.

Interesujaco wypada poréwnanie dwoch podejs¢ dla poziomu obstugi typu p.
Dla dtuzszego czasu realizacji dostaw (8 i 6 tygodni) podejScie iteracyjne wygene-
rowato nizsze optymalne wielkosci zamowienia niz podejscie zaproponowane w
pracy [Chu, Yang, Chen 2005]. Odwrotnie byto z optymalna wielkoscia poziomu
zamawiania i oczekiwanych niedoboréw. Oczekiwane taczne koszty zamawiania i
magazynowania byly nieco nizsze w ramach procedury iteracyjnej. Jest to zrozu-
miate, poniewaz procedura iteracyjna powoduje wyznaczenie wielkosci zmiennych
decyzyjnych, ktéore minimalizuja funkcje kosztow catkowitych. Nalezy jednak za-
uwazy¢, ze korzysci z zastosowania procedury iteracyjnej wynosza zaledwie 1-2%
w poréwnaniu z procedura zaproponowang w pracy [Chu, Yang, Chen 2005]. Tak
wigc w przypadku normalnego rozktadu zapotrzebowania w okresie realizacji do-
staw w zasadzie nie optaca si¢ poswigca¢ wigcej czasu na obliczenia, poniewaz
zysk z tego tytulu jest niewielki. Zatem sytuacja jest podobna jak przy pelnej in-
formacji o kosztach. Tam rdéznice pomigdzy wynikami otrzymanymi dla procedury
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iteracyjnej i bez uciekania si¢ do metod numerycznych takze sa nieistotne (okoto 1%)
[Geunes, Ramasesh, Hayya 2001, s. 245].

W przypadku ograniczen poziomu obstugi typu a oraz dla procedury iteracyj-
nej w przypadku ograniczen poziomu obstugi typu S, optymalng dtugoscia czasu
realizacji dostaw byly 4 tygodnie, natomiast dla poziomu obstugi typu f, w meto-
dzie zaproponowanej w pracy [Chu, Yang, Chen 2005], optymalna dtugos¢ tego
czasu to 6 tygodni.

Otrzymane wyniki jednoznacznie wskazuja, ze zastosowanie ograniczen po-
ziomu obstugi typu S jest znacznie efektywniejsze od ograniczen poziomu obstugi
typu a. W drugim przypadku niedobory sa co prawda mniejsze, za to ponosimy du-
70 wyzsze koszty magazynowania.

4. Whnioski

W niniejszym artykule poréwnano ze soba wyniki zastosowania modelu zapasow
dla zalegltych zamowien z ograniczeniami poziomu obstugi typu a i 5. Lepsze wy-
niki (nizsze taczne koszty gospodarowania zapasami) generuja modele z ograni-
czeniami obstugi typu . Dodatkowo w ramach tej klasy modeli poréwnano wyniki
wygenerowane dla podejscia iteracyjnego 1 podejscia zaproponowanego w pracy
[Chu, Yang, Chen 2005]. Okazalo sig, ze oczekiwane aczne koszty gospodarowania
zapasami dla metody iteracyjnej byly nizsze od kosztéw uzyskanych dla podejscia
zaproponowanego w cytowanej pracy maksymalnie o niecate 2%, czyli korzysci z
zastosowania bardziej pracochtonnej metody iteracyjnej byly praktycznie nieistotne.

W dalszym etapie badan nalezy poréwna¢ wyniki generowane przez modele
dla innych rozktadéw zapotrzebowania niz rozktad normalny oraz dla réznych
kombinacji kosztow zamawiania i kosztow magazynowania. Analiz¢ nalezy takze
rozszerzy¢ o przypadek utraconej sprzedazy oraz o mieszaning zalegltych zamo-
wien i utraconej sprzedazy.
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COMPARISON OF SEVERAL APPROACHES
IN INVENTORY MODELS
WITH SERVICE LEVEL CONSTRAINTS

Summary: In case of inventory models subject to random demand the decision maker must
always take into account the probability of not satisfying current demand. In such case there is
a difficulty in consideration of shortages and their optimal amount. The biggest problem is es-
timation of shortage costs. In case, when they can be estimated, we use the full-costs model. In
opposite cane — service level constraints models. In the article the author compared results gen-
erated by the <Q, > model with service levels of the a, # and y type.
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