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MIARY KOHERENTNE I ICH ZASTOSOWANIE
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Streszczenie: Tradycyjny model Markowitza stosowany w analizie portfelowej to model $red-
nia-ryzyko. Model ten wykorzystuje rézne miary ryzyka. Jedna z takich miar jest $rednia r6z-
nica Giniego (Gini’s mean difference). Jest to przyktad miary koncentracji, ktérej mozna uzy¢
do wyznaczania portfeli optymalnych w prostym modelu liniowym. Jednak zamiast $redniej
réznicy Giniego mozna zastosowaé tzw. tail Gini’s mean difference, ktora moze by¢ liczona na
podstawie znanej miary conditional value at risk. W artykule zostanie przedstawiona definicja
tail Gini’s measure, jej zwiazek z conditional value at risk oraz z dominacjami stochas-
tycznymi. Omowiony zostanie roéwniez model optymalizacyjny z wykorzystaniem tej miary
jako ryzyka. Przedstawiony model zostanie zastosowany do wyznaczania optymalnych portfeli
inwestycyjnych na podstawie danych z GPW w Warszawie

Stowa kluczowe: miary koherentne, analiza portfelowa, dominacje stochastyczne, Gielda
Papieréw Warto$ciowych

1. Wstep

W analizie portfelowej do pomiaru ryzyka mozemy uzywac réznych miar, ktore
nastgpnie sa stosowane w roznych modelach optymalizacyjnych.

Gtowna z metod stosowanych w modelowaniu wyboru niepewnych decyzji
inwestycyjnych jest podejécie srednia-ryzyko. Jednak w tym podejsciu nie ma
mozliwos$ci uzycia wszystkich informacji o preferencjach awersji do ryzyka. Po-
nadto dla typowych miar ryzyka podejscie srednia—ryzyko moze prowadzi¢ do gor-
szych wynikow. Wielu autorow podkresla, Zze model Srednia—wariancja w zasadzie
nie jest zgodny z dominacjami stochastycznymi. Jednak, stosujac pewne transfor-
macje podstawowych miar ryzyka, mozna wykaza¢ zgodnos$¢ tych miar z relacjami
dominacji stochastycznych.

Przedmiotem rozwazan tego artykutu jest $rednia roznica Giniego jako przy-
ktad miary ryzyka. Miara ta, stosowana do wyznaczania inwestycyjnych portfeli
optymalnych, jest porownywana z tradycyjnymi miarami ryzyka, m.in. z odchyle-
niem standardowym czy semiodchyleniem, jak rowniez z popularnymi miarami
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koherentnymi, takimi jak warto$¢ zagrozona (VaR) czy warunkowa warto$¢ zagro-
zona (CVaR).

W pierwszej czesci artykulu zostanie przypomniana aksjomatyka koherentnych
miar ryzyka. W dalszej czesci artykulu beda zdefiniowane miary bezpieczenstwa
(m.in. dla $redniej réznicy Giniego) oraz wykazane zwiazki tych miar z domina-
cjami stochastycznymi i z koherentnoscia. W koncowej czgsci artykutu zostana za-
proponowane kryteria wyboru portfeli optymalnych, w ktorych zastosowano trans-
formacje¢ $redniej réznicy Giniego.

2. Koherentne miary ryzyka

Aksjomaty okreslajace koherentne miary ryzyka zostaty wprowadzone przez Art-
znaera [Artznaer, Delbaen, Eber, Heath 1999]. Aksjomaty te przedstawiaja naj-
wazniejsze wlasnosci ryzyka, ktore sa porownywane przy podejmowaniu decyzji
ekonomicznych. Sa one uwazane za standardowe wymagania dla miary ryzyka.
Oznaczmy przez €2 zbidr wszystkich stanéw natury, i zatézmy, ze jest to zbidr
skonczony; G — zbiér wszystkich rzeczywistych funkcji (zbiér wszystkich rodza-
jow ryzyka) okreslonych na Q. Kazde odwzorowanie p ze zbioru G w zbidr liczb
rzeczywistych R nazywane jest miarg ryzyka. Dla dowolnej miary ryzyka p moze-
my rozwaza¢ nastgpujace warunki:
o Aksjomat translacji inwariantnej:

pX+a) = p(X) — o
dla wszystkich XeG i liczby rzeczywistej c.
e Aksjomat subaddytywnosci:

PXEY) = p(X) + ()
dla wszystkich X, Ye G.
e Aksjomat dodatniej homogeniczno$ci:

PAX) =A(X)
dla wszystkich A > 0 i wszystkich Xe G.
e Aksjomat monotonicznosci:

dla X <Y mamy oY) < o(X),

dla wszystkich X, Y € G.
Miara koherentna nazywamy miar¢ ryzyka spetniajaca aksjomaty translacji in-
wariantnej, subaddytywnosci, dodatniej homogenicznosci i monotonicznos$ci.
Przyktadami miar koherentnych sa:
— worst conditional expectation,
— conditional value at risk,
— expected shortfall.
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3. Warunkowa wartos¢ zagrozona (CVaR)
jako przyklad miary koherentnej

Miara [Pflug 2000] okreslana jako warunkowa warto§¢ zagrozona CVaR zostala

zdefiniowana na podstawie miary zwanej warto$cia zagrozona, popularnie w skro-

cie nazywang miarg VaR (value at risk, warto$¢ ryzykowna, warto§¢ narazona na

ryzyko). VaR definiowana jest jako maksymalna warto$¢, jaka mozna straci¢ w

wyniku inwestycji dla danego okresu oraz przy zatozonym poziomie tolerancji.
Warto$¢ VaR dla stopy zwrotu z portfela okresla sig¢ jako:

PRy <Ry)=«,

gdzie: R, — stopa zwrotu z portfela na koniec okresu,
R, — kwantyl rozktadu stopy zwrotu odpowiadajacy zadanemu prawdopo-
dobienstwu (poziomowi tolerancji) a,
a — poziom tolerancji.

Powyzszy zapis oznacza, ze z prawdopodobienstwem réwnym poziomowi tole-
rancji « zajdzie zdarzenie polegajace na tym, ze warto$¢ na koncu okresu bgdzie
mniejsza (lub rowna) niz warto$¢ obecna pomniejszona o VaR.

Miar¢ VaR mozna zdefiniowac¢ jako graniczna stopg zwrotu:

VaR(x; &) = min{ueR: F(x; u) > a} = F'(x; a),

gdzie X to wektor udzialow sktadowych portfela, a F(x; u) = P{R, < u} —
dystrybuanta rozktadu stop zwrotu R, z portfela.

Warunkowa warto$¢ zagrozona — CVaR (conditional value at risk) okreslana
jest jako warunkowa warto$¢ oczekiwana stop zwrotu z portfela, pod warunkiem,
ze stopy te sa mniejsze niz a-kwantyl rozktadu stop zwrotu. Kwantyl ten jest row-
ny warto$ci VaR na poziomie ¢, stad wartos¢ CVaR mozna zapisa¢ jako:

CVaR(Xx; &) = E[Ry(X) | Rp(X) < —VaR(x; )].

CVaR jako miara ryzyka [Rockafellar, Uryasev 2000]

Rozpatrzmy portfel sktadajacy si¢ z n papieréw warto§ciowych. Oznaczmy
przez X = (Xi; X, ..., Xn) wektor udziatow poszczegdlnych spotek w portfelu. Skta-
dowe X; wektora X powinny spetnia¢ warunki:

ij =lorazx;>0dlaj=1,2,..,n.

=

Niech f(x, y) oznacza strat¢ portfela. Strata portfela jest funkcja udziatow po-
szczegoblnych sktadnikow w portfelu x oraz wektora wartosci losowych y:

f(X; )= ~[X1y1 +...Xayn] = —XY.
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Sktadowe wektora losowego y = (Y1, ..., ¥n) przedstawiaja stopy zwrotu po-
szczegblnych spotek. Zaktadamy, ze y jest zmienna losowa, ktorej rozktad okresla
funkcja gestosci p(y), niezalezna od X.

Prawdopodobienstwo, ze strata f nie przekroczy pewnego ustalonego poziomu S,
mozna okresli¢ jako:

¥ (x;s)= I p(y)dy.
f(x,y)<s

Funkcja ¥(x; s) jako funkcja zmiennej S i dla ustalonego x jest funkcja dystry-
buanty straty zwiazanej z portfelem X.

Wartos¢ zagrozona VaR na poziomie tolerancji « dla portfela o sktadowych x
mozna okresli¢ jako:

VaR(X, @) = min{seR: ¥X;S) > a}.

Natomiast warunkowa warto§¢ zagrozona CVaR na poziomie tolerancji o dla
tego portfela jest rowna:
-1
CVaR (x,a)=(1-«a) I f(xy)p(y)dy.
f(x;y)ZVaR(x,zz)

Réwnanie to mozna réwniez zapisa¢ w innej postaci:

CVaR (x;a) =V€:\R(X;0{)+(l—0{)f1 I [f(xy)-VaR(xa)l p(y)dy,

yeR™

gdzie funkcja [t]" okreslona jest nastepujaco:

. t dla t>0
[t] = 0 dla t<0

W modelu wyboru portfela optymalnego mozna zastosowac¢ nastgpujace linio-
we przyblizenie rownania CVaR:

F(xs)=s+(1-a)" I [-X"y—s] p(y)dy.

yeR™

Prawdziwa jest nastepujaca zaleznos¢:
CVaR (X;a)=min F (X;5s).

seR

Funkcje F(X; s) mozna przeksztatci¢ do nastepujacej postaci:

q
———> [-X"y,—s]".
a(l-a) ; ‘
gdzie wektory Y, Y2, Y3, ..., Yq to ( scenariuszy wygenerowanych z rozktadu p(y).
Za scenariusze mozna przyjac realizacje stop zwrotu pochodzace z g okreséw hi-
storycznych.

F(xs)=s+
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Réwnanie to jest przyktadem funkcji liniowej i wypuktej. Minimalizacja tego
rownania pozwala na wyznaczenie portfela o minimalnej wartosci CVaR. Warto$¢
parametru S, dla ktérego to rownanie przyjmuje wartos¢ minimalna, jest rOwna mi-
nimalnej wartosci VaR dla portfela o okreslonym sktadzie x.

Zadanie optymalizacyjne, na ktdrego podstawie wyznaczane sa portfele o mi-
nimalnej warto$ci CVaR , jest postaci (model CVaR):

q
;Z[—XT Y, —S]" — min,
q (1 —a ) k=1
Hy =X 1
1=x"1 ,
X=0
gdzie: a — zalozony poziom tolerancji,
s — ustalony poziom, ktérego strata nie moze przekroczyc,
X — wektor udzialéw poszczegolnych spotek w portfelu,
Yk — scenariusze realizacji stop zwrotu dla k = 1, 2, ..., g okresow histo-
rycznych,
M, — oczekiwany zysk portfela,
41— wektor oczekiwanych stop zwrotu rozpatrywanych spotek,
1 — wektor jedynek.

F(xs)=s+

4. Miary bezpieczenstwa i ich zwigzek
z relacja dominacji stochastycznych oraz z koherentnoscia

Tradycyjne miary ryzyka, takie jak odchylenie standardowe czy tez $rednia réznica
Giniego, nie spetniaja aksjomatéw koherentnosci. W przypadku takich miar mozliwe
jest zastosowanie ich w postaci przetransformowane;j, ktora takie aksjomaty speknia.

Dla dowolnej miary ryzyka (miary typu dyspersji) p(X), mozna zdefiniowac
funkcjg postaci S(X) = (X)) —p(X), ktoéra nazywamy miarg bezpieczenstwa. Mowi-
my, ze miara bezpieczenstwa g(X) — p(X) jest zgodna w sensie SSD lub ze miara
ryzyka p(X) jest dopelnieniowo zgodna z SSD, jesli spetniony jest nastgpujacy wa-
runek [Ogryczak, Opolska-Rutkowska 2004]:

X=spY = S(X)2>S(Y)
czyli
XzspY = u(X)=p(X) = pu(Y) - p(Y)

dla dwoch zmiennych losowych X, Y.

Przyktadami miar ryzyka dopelnieniowo zgodnych z SSD sa:
— $rednia réznica Giniego [Shalit, Yitzhaki 2005; Yitzhaki 1982],
— semiodchylenie standardowe [Ogryczak, Ruszczynski 1999],
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— $rednie semiodchylenie [Baumol 1964; Konno, Yamazaki 1991],
— warunkowe f-semiodchylenie [Ogryczak, Ruszczynski 2002],
— maksymalne semiodchylenie [Ogryczak, Ruszczynski 2002].

Wymienione powyzej miary dopetnieniowo zgodne z SSD sa przyktadami miar
wypuktych, dodatnio homogenicznych i spelniajacych warunek translacji inwa-
riantnej. Dla tych miar ryzyka mozna wykaza¢ ich zwiazek z koherentnoscia, co
zostato przedstawione w nastepujacym twierdzeniu:

Twierdzenie 1 [Ogryczak, Opolska-Rutkowska 2004]. Niech p(X) > 0 bedzie
wypukta, dodatnio homogeniczna i spelniajaca warunek translacji inwariantnej
miarg ryzyka (typu dyspersji). Jesli dodatkowo dla miary p(X) prawdziwy jest je-
den z ponizszych warunkow:

a) p(X) jest miara dopelieniowo zgodnag z SSD,

b) o(X) jest ograniczona z gory przez $rednia stopg zwrotu:

X >0 =p(X) < 1(X),

to miara postaci C(X) = —S(X) = p(X) — w(X) spetnia aksjomaty koherentnos$ci.
Jako miare¢ ryzyka mozemy réwniez rozwaza¢ kombinacje pewnych miar ryzy-
ka. Dla miar dopelieniowo zgodnych prawdziwe jest nastepujace twierdzenie:
Twierdzenie 2 [Krzemieniowski, Ogryczak 2005]. Zat6zmy, ze wszystkie mia-
ry ryzyka px (K =1, 2, ..., m) sa miarami dopelnieniowo zgodnymi z SSD, wow-
czas kazda kombinacja miar ryzyka postaci:

P (X)=> W (X) D W (X)<I we>0dlak=1,2,...,m
k=1 k=1
jest rowniez dopetnieniowo zgodna z SSD w takim sensie, ze
XzsspY = t(X) = p(X) 2 pu(Y) = pe (Y).

Z wtasnosci miar wypuklych wynika, ze kombinacja miar wypuktych réwniez
jest miara wypukta. Jesli miary ryzyka sa dodatnio homogeniczne, to kombinacja
takich miar jest rowniez miara dodatnio homogeniczna. Ponadto, jesli miary te
spelniaja aksjomat translacji inwariantnej, kombinacja tych miar rowniez spetnia ten
aksjomat. Oznacza to, ze kombinacja takich miar spelnia zatozenia twierdzenia 1.
Taka kombinacja jest zatem przyktadem miary spetniajacej aksjomaty koherentnosci.

5. Kryteria wyboru portfeli optymalnych — przyklad empiryczny
Kroétki przyktad empiryczny dotyczy konstrukceji i analizy portfeli optymalnych wy-

znaczanych przez zastosowanie nastepujacych miar dopetieniowo zgodnych z SSD:
« Srednia réznica Giniego [Rockafellar, Uryasev 2000; Yitzhaki 1982]:

r(x)=33>fx-xnp;

i1 j=l
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e Srednie bezwzgledne semiodchylenie [Konno, Yamazaki 1991]:

= &= = |xi—,u| dla X, —u<0
=20 glee@_{ 0 dlax-u>0"

e Standardowe semiodchylenie [Ogryczak, Ruszczynski 1999]:

n o _ AL -
o= 0, gdzie o, = (= p) dla x =<0 ,
i1 0 dla X, —x=>0

n
gdzie X jest zmienna losowa taka, ze Pr{X=x} =pidlai=1,2,...,ni u =lz X;
N

jest srednig X.

W jednym z kryteriow zastosowano roOwniez przedstawiona w rozdziale drugim
warunkowa warto$¢ zagrozona:

1 & -
——— > [-X"y, —s]".
q (1 - ) k=1

Jako miary ryzyka mozna stosowa¢ miary dopelieniowe zgodne, ktore spel-
niaja roOwniez aksjomaty koherentnos$ci. Mozna rozpatrywaé nastgpujace kryteria
optymalizacji:

Model 1: C(X) = ITX) — (X).

Model 2: C(X)=6(X)—u(X).

Model 3: C(X)=0c(X)-u(X).

Kryterium wyboru portfeli optymalnych moze by¢ réwniez kombinacja wybra-
nych miar ryzyka. Dla $redniej roznicy Giniego mozna stosowac np. nastgpujace
kombinacje miar dopetnieniowo zgodnych (spetniajacych warunki koherentnosci):

Model 4: C(X)=el"(X)+(1-£)8(X)-u(X).

Model 5: C(X)=el(X)+(1-&)a(X)-u(X).

Mozna réwniez jako kryterium zastosowa¢ kombinacjg $redniej roznicy Ginie-
go z miara koherentna, jaka jest CVaR:

Model 6: C(X)=el (X )+(1-¢&)F (X;s)—u(X).

We wszystkich zaproponowanych modelach zastosowano dwa warunki ograni-
czajace: stopa zwrotu portfela przyjmuje warto$¢ na zalozonym poziomie oraz su-
ma udziatow wszystkich spotek w portfelu jest réwna jednosci.

W przyktadzie wykorzystano dane z Gieldy Papierow Wartosciowych w War-
szawie. Analizie poddano roézne grupy spotek: spotki indeksu WIG20 (grupa skta-
data si¢ z 20 spotek), spotki indeksu TECHWIG (grupa 30 spoétek), spdtki notowa-

F(xs)=s+
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ne w sposob ciaglty w ciagu catego 2007 r. (grupa 100 spoétek), spotki notowane w
sposob ciaglty w okresie styczen 2006 — grudzien 2007 (grupa 70 spotek). Na pod-
stawie danych z 2007 r. — dziennych stop zwrotu, dla wybranych spotek wyzna-
czono portfele zgodnie z przedstawionymi powyzej modelami. Dla kazdej rozwa-
zanej grupy spotek otrzymano podobne wyniki, dlatego rezultaty zostana przed-
stawione dla dwoch pierwszych grup spotek.

Kolejne portfele byly konstruowane dla réznych wartosci zatozonego minimal-
nego poziomu stopy zwrotu portfela. Stosujac rézne modele optymalizacyjne,
otrzymano rézne portfele — poréwnywano portfele optymalne, wyznaczone wedtug
r6znych miar, ale dla tego samego zatozonego poziomu stopy zwrotu.

Modele optymalizacyjne z zaproponowanymi miarami ryzyka mozna analizowaé
m.in. pod wzgledem zalezno$ci pomiedzy wartoscia ryzyka (wyrazonego wybrana mia-
ra, np. $rednig roéznica Giniego czy semiodchyleniem) a warto$cia stopy zwrotu portfela.

Zaleznosci te przedstawiono na ponizszych wykresach. W modelu 1, w ktorym za-
stosowano $rednig roznicg Giniego, zalezno$¢ wartosci ryzyka od warto$ci stopy zwro-
tu jest zaleznoscia liniowa. Jesli jako kryterium optymalizacji zastosujemy semiodchy-
lenie, zaleznosci te swym ksztattem przypominaja granice efektywna typowa dla port-
feli wyznaczanych wedlug modelu Markowitza. Zalezno$¢ dla portfeli zlozonych z ak-
cji indeksu TECHWIG dla poszczegdlnych modeli przedstawiaja rys. 1, 3, 5; natomiast
dla portfeli akcji indeksu WIG20 zaleznos¢ obrazuja wykresy na rys. 2, 4, 6.

Modele optymalizacyjne, w ktorych stosujemy kombinacje miar ryzyka, mozna
porownywaé dodatkowo pod wzgledem wptywu warto$ci wspotczynnika kombi-
nacji liniowej £ na warto$¢ ryzyka portfela. Wykresy swym ksztaltem rowniez
przypominaja granice efektywna. Ponadto na podstawie otrzymanych wynikow
mozemy stwierdzi¢, ze: jesli miara ryzyka jest srednie bezwzgledne semiodchyle-
nie, to najbardziej ryzykowne portfele (portfele o najwyzszej wartosci ryzyka) sa
wyznaczane dla najwyzszej warto$ci wspotczynnika &. Wyniki dla modelu 4 przed-
stawiaja ponizsze wykresy (rys. 7, 8).

Model 1 Model 1

1,006 1,006

1,005 1,005 n

1,004 1,004

1,003
1,002

1,003

002
1,001 1,002

stopa zwrotu portfela
stopa zwrotu portfela

1 1,001
0,999 1
0,006 0,007 0,008 0,009 0,01 0,011 0,007 0008 0009 001 0011 0012 0013 0014

ryzyko portfela (I') ryzyko portfela (')

Rys. 1. Granica efektywna dla modelu 1 Rys. 2. Granica efektywna dla modelu 1
(indeks TECHWIG) (indeks WIG20)

Zroédto: opracowanie wiasne.
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Jesli miarg ryzyka jest standardowe semiodchylenie, réznice migdzy ryzykiem
portfeli optymalnych sa bardzo mate (warto$¢ semiodchylenia standardowego jest
duzo mniejsza od warto$ci §redniej réznica Giniego).

Model 2 Model 2
1,006 1,0055 —_— -
&= 10055 - = 1,005 L]
] [ I g -
£ 1005 " " £ 10045 -
2 at 2 u
5 10045 = > 1004 -
S 1008 " S 10035 -
2 10035 -t % 1,003 N
o - o ]
% 1,003 ] % 1,0025 L
1,0025 1,002 -
0,004 0,0045 0,005 0,0055 0,006 00065 0,007 0,0075 0,008 0,005 0,007 0009 0011 0013 0015 0017 0019
ryzyko portfela () ryzyko portfela (8)
Rys. 3. Granica efektywna dla modelu 2 Rys. 4. Granica efektywna dla modelu 2
(indeks TECHWIG) (indeks WIG20)
Zrbdto: opracowanie wlasne.
Model 3 Model 3
1,006 1,0055 -
& 1,0055 - £ 1,005 L] -
£ [ ] £ L]
g 1,005 o g 10045 a"
3 10045 a" 3 ]
° [ ] % 1004 [ ]
‘;' 1,004 .l E ..
3 1003 = 5 1,0035 :
g oo =z £ 1003 "
]
1,0025 1,0025
0 0,0000050,000010,0000150,000020,0000250,00003 0,000035 0,00002 0,000025 0,00003 0,00:0035 0,00004
ryzyko portfela () ryzyko portfela (G)
Rys. 5. Granica efektywna dla modelu 3 Rys. 6. Granica efektywna dla modelu 3
(indeks TECHWIG) (indeks WIG20)
Zroédto: opracowanie wiasne.
Model 4 Model 4
1,0055 ‘.~‘ - . 1,0055 ‘hi - .
- 1005 o 1005
S Ty s -
g Looss Ly £ 1005 iy
2 LN 2 oA
F] 1,004 .I.O : 3 1,004 .-‘o :
§ 1,0035 ipile g 10035 X = wsp.=0,01
; e A : e A *wsp.=0,2
e aed S aed
5 10025 e d ® 10025 e Awsp=0S
1,002 1,002
0006 0003 001 0012 0014 0016 0018 0006 0008 001 0012 0014 0016 0018

ryzyko portfela (T, §)

Rys. 7. Granica efektywna dla modelu 4
(dla réznych warto$ci wspolczynnika ¢),

indeks WIG20

Zrodlo: opracowanie wiasne.

ryzyko portfela (T, 5)

Rys. 8. Granica efektywna dla modelu 4
(dla r6znych warto$ci wspolczynnika &),
indeks TECHWIG
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Podobnej analizy dokonano dla portfeli wyznaczanych na podstawie modelu,
gdzie ryzyko byto kombinacja $redniej r6znicy Giniego i miary koherentnej CVaR.
Model ten réwniez zostat przeanalizowany pod wzglgdem wptywu wartosci wspot-
czynnika kombinacji liniowej € na warto$¢ ryzyka portfela optymalnego. Rozpa-
trywano dwa przypadki: dla poziomu tolerancji « = 0,95 oraz & = 0,99. Podobnie
jak w powyzszym przypadku, rowniez tutaj: im wyzsza wartos¢ wspotczynnika &,
tym bardziej ryzykowne portfele. Zaleznos¢ przedstawiaja wykresy na rys. 91 10.

Model 6 Model 6
1,007 1,007
= 10065 o " = 10065 adg W
£ 100 :.-". £ 1006 ..o.'-“" "
2 10055 - 2 10055
g 1005 Wwsp=0,1 5 1005 W wsp=0,1
21,0045 - Z 10045 .
P *wsp=0,5 o A wsp=0,5
o 1,004 ~ s 1,004 -
¥ 10035 A wsp=0,75 % 10035 *wsp=0,75
1,003 1,003
o 0,01 0,02 0,03 0,04 o 0,01 0,02 0,03 0,04
ryzyko portfela (T, F) ryzyko portfela (T, F)
Rys. 9. Granica efektywna dla modelu 6 Rys. 10. Granica efektywna dla model 6
(dla 5= 0,95 i réznych wartoéci wspolczynnika &), (dla 5= 0,99 i réznych wartosci wspotczynnika &),
indeks TECHWIG indeks TECHWIG

Zrodto: opracowanie wiasne.

Dla réznych portfeli efektywnych, o tej samej wymaganej stopie zwrotu, po-
rOwnano rzeczywiste stopy zysku. Rzeczywiste stopy zysku byty obliczane na pod-
stawie danych z kolejnych kilku tygodni od ostatniej obserwacji (zaczynajac od
2 stycznia 2008 roku). Wyniki przedstawiono w tab. 1.

Najlepsze — najwyzsze rzeczywiste stopy zysku otrzymano dla portfeli wyzna-
czanych na podstawie modelu ze $rednia réznica Giniego. (podobne wyniki mozna
odnotowa¢ dla modelu, w ktérym jako kryterium stosowana jest po prostu $rednia
roznica Giniego). Najnizsze rzeczywiste stopy zwrotu mamy dla portfeli z modelu,
w ktérym ryzyko mierzone byto odchyleniem standardowym.

Tabela 1. Rzeczywiste stopy zysku dla wybranych portfeli optymalnych
wyznaczonych na podstawie modeli 1, 2, 3, 4, 6 (dla £e=0,2 1 = 0,99) (TECHWIG)

Portfele dla najnizszego Portfele dla najwyzszego

Data zalozonego poziomu stopy zwrotu zalozonego poziomu stopy zwrotu
model 1 | model 2 | model 3 | model 4 | model 6 | model 1 | model 2 | model 3 | model 4 | model 4
02/01/2008 | 1,024 | 0,962 | 0,921 | 0,963 | 0,928 | 0,975 | 0,857 | 0,795 | 0,850 | 0,840
09/01/2008 | 1,004 | 0,931 | 0,920 | 0,955 | 0,949 | 1,000 | 0,886 | 0,821 | 0,879 | 0,847
16/01/2008 | 1,019 | 0,931 | 0,909 | 0,958 | 0,975 | 1,022 | 0,898 | 0,830 | 0,892 | 0,889
23/01/2008 | 1,027 | 1,088 | 1,102 | 1,065 | 1,026 | 0,997 | 1,116 | 1,013 | 1,122 | 0,992
30/01/2008 | 1,011 | 1,012 | 1,013 | 1,013 | 1,005 | 1,024 | 1,020 | 1,018 | 1,021 | 0,979
06/02/2008 | 0,989 | 0,978 | 0,974 | 0,978 | 0,983 | 0,993 | 0,978 | 0,976 | 0,978 | 0,979

Zr6dto: opracowanie wlasne.
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6. Podsumowanie

W artykule przedstawiono transformacje $redniej réznicy Giniego jako miary ry-
zyka. Miarg t¢ mozna stosowa¢ w postaci, dla ktorej zachodzi zwiazek z domina-
cjami stochastycznymi oraz ktéra spetnia aksjomaty koherentnosci. Jako kryterium
wyboru portfela mozna rowniez stosowa¢ kombinacje $redniej réznicy Giniego z
wybranymi miarami ryzyka. W artykule analizowano kombinacj¢ $redniej Giniego
z semiodchyleniem oraz z warunkowa wartoscia zagrozona CVaR.

Zaproponowane kryteria zastosowano w modelach optymalizacyjnych, na kto-
rych podstawie wyznaczono optymalne portfele inwestycyjne. Portfele analizowa-
no m.in. pod wzgledem zaleznos$ci pomiedzy wartoscia ryzyka a warto$cia stopy
zwrotu portfela. Zalezno$¢ ta w przypadku stosowania miary dopetmieniowo zgod-
nej dla $redniej roznicy Giniego jest zalezno$cia liniowa — podobnie jak dla kryte-
rium, w ktérym minimalizowana jest warto$¢ sredniej réznicy Giniego [Gluzicka,
Kopanska-Brodka 2005]. Jesli natomiast kryterium optymalizacji jest kombinacja
liniowa $redniej r6znicy Giniego i wybranej miary (spetniajacej warunki koherent-
nosci), to wykres zaleznosci ryzyka od stopy zwrotu portfela przypomina swym
ksztaltem wykres granicy efektywnej wedlug modelu Markowitza. Ponadto portfe-
le optymalne wyznaczane na podstawie modelu ze $rednia r6znica Giniego jako
miara ryzyka charakteryzuja si¢ najwyzszymi rzeczywistymi stopami zysku.
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COHERENT MEASURES AND THEIR APPLICATION
TO PORTFOLIO RISK ANALYSIS

Summary: Many different measures can be used as a criterion of portfolio’s risk. The Gini’s
Mean Difference is a one of these measures. This measure mainly is compared with others
measures as standard deviation or Value-at-Risk. All these measures we can use in different
optimization models. The mean-risk approach is a one of the main methods which we can use
to model the choice of uncertain investment decisions. Generally, the mean-risk model is not
consistent with the stochastic dominance. However we can use some transformation of meas-
ures of risk — safety measure, which is consistent with the stochastic dominance rules.

In the first part of the article, the axioms of the coherent measure and the definition of
safety measure (also for Gini’s Mean Difference) are presented. Then, the relationship between
the safety measure, stochastic dominance and coherence is discussed. At the end, the example
of the application of linear optimization models is presented. In these models, different criteria
are used which fulfill axioms of coherency.
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