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OPTYMALIZACJA PREFERENCJI

Streszczenie: Gtownym problemem teorii grupowego wyboru jest przeksztatcenie indywidu-
alnych opinii wyborcéw w decyzje grupowa. Decyzja grupowa ma oczywiscie w najlepszy
sposob uwzgledni¢ indywidualne opinie. Okazuje sig, Ze nie ma uniwersalnego kryterium naj-
lepszej reprezentacji indywidualnych sadow. Trescia artykulu sa rozwazania dotyczace opty-
malizacji preferencji grupowej w sensie Condorceta. Z jednej strony poszukuje si¢ najbardziej
zgodnej preferencji, co prowadzi do braku jednoznacznosci rozwiazania, z drugiej — relacji
maksymalnej zgodnosci, ktora nie zawsze jest preferencja. Mozna poda¢ warunki, w ktorych te
dwie metody prowadza do jednakowego rozstrzygnigcia.

Stowa kluczowe: modelowanie preferencji, indeks preferencji, optymalizacja preferencji w
sensie Condorceta

1. Wstep

Zagadnienie optymalizacji preferencji zwiazane jest z problematyka grupowego
wyboru, a doktadniej z zadaniem znalezienia relacji liniowego porzadku, ktora w
ustalonym sensie najlepiej odzwierciedla gusty indywidualne. Oczywiscie najcze-
$ciej przyjmowanym i intuicyjnie akceptowanym sensem zgodnosci opinii grupo-
wej z opiniami elektoratu jest wigkszo$¢ gtosow. Zbiorowy sad powinien uwzgled-
nia¢ wole wickszos$ci.

O tym, ze nie istnieje oczywisty sposob rozwiazania tego zadania, $wiadczy hi-
storyczny przyktad Condorceta. Rozpatrywat on sytuacje, w ktorej trzej wyborcy w
sposob liniowy porzadkowali trzy alternatywy. Przez alternatywe rozumie si¢ jeden
z by¢ moze wielu wariantéw, o ktorych wyborca czy ankietowany ma wyrazic¢
swoja opini¢. Mimo istnienia konkretnych liniowych uporzadkowan indywidual-
nych nie mozna wskaza¢ preferencji, ktora mogtaby by¢ uznana za wybdr grupo-
wy. Istotnie, gdyz, jezeli oznaczy sig przez

M={a,b,c}

zbiodr alternatyw czy wariantdow wyboru, a trzyliterowe stowa
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p1=abc, p, = bca, p; = cab

oznaczaja indywidualne, liniowe ich uporzadkowania, to w zasadzie kazde z nich
moze zosta¢ uznane za jednakowo dobra preferencje grupowa [Condorcet 1785].
Istotnie, gdyz zgodnie z idea poréwnan parami Condorceta kazde uporzadkowanie
P1, p2 1 p3 jest zgodne z wigkszo$cia opinii dla dwoch z trzech par. Na przyktad
uporzadkowanie abc jest zgodne z opinia wigkszosci dla pary ab i bc, a dwoch
z trzech wyborcow preferuje ¢ nad a, czyli przeciwnie niz w uporzadkowaniu abc.
Powstate mozliwe liniowe uporzadkowania zbioru M nie zapewniaja zgodnosci
nawet w takim stopniu, jak trzy wspomniane preferencije p1, p; i ps.

Pozniejsze prace, a szczeg6Olnie Arrowa [1951], Maya [1952] i Malkevitcha
[1990], wykazaly, ze zwykta wigkszos¢, intuicyjnie rozumiana jako najlepsze roz-
wiazanie, nie moze by¢ zastosowana do poszukiwania optymalnej preferencji gru-
powej. Co wigcej, precyzyjnej definicji wymaga takze pojgcie wigkszosci czy
zwyklej wigkszosci, gdyz okazuje si¢, ze w zalezno$ci od rozumienia tego pojecia
rozwiazania moga by¢ roézne.

2. Indeks preferencji

Jedno z interesujacych i bardzo naturalnych rozwiazan problemu wskazania opty-
malnej preferencji grupowej zostato podane przez Smoluka [Florek, Habiniak, Ly-
ko, Misztal, Smoluk 1999]. Zdefiniowany na potrzeby tej konstrukcji indeks prefe-
rencji uwzglednia wigkszos¢ glosOw w sensie poréwnania alternatyw parami, czyli
w sensie Condorceta, lecz mozliwe jest takze jego uogolnienie np. na przypadek
preferencji optymalnej w sensie Bordy [Lyko (w druku)]. Aby przedstawi¢ owa
konstrukcje, nalezy na wstepie uscisli¢ prowadzone rozwazania.

Podobnie jak poprzednio, przez M oznaczany begdzie niepusty zbior alternatyw.
O populacji wyborcow zaktada sig, ze jest zbiorem zlozonym z n elementéw. Bez
zmniejszania stopnia ogdlnosci mozna przyjac, ze jest to podzbior {1, ..., n} zbioru
liczb naturalnych. Kazdy z wyborcow swoja opinig o elementach zbioru alternatyw
przedstawia w postaci liniowego uporzadkowania tego zbioru, czyli relacji prze-
ciwzwrotnej, przechodniej oraz spojnej. Relacje te nazywa si¢ profilami czy prefe-
rencjami indywidualnymi i oznacza p;, i = 1, ..., n. Konkretng preferencje przed-
stawia si¢ natomiast w postaci stowa m;mp...m;,, gdzie pierwszy element jest naj-
wigkszy, a ostatni najmniejszy w liniowym uporzadkowaniu.

Przez grupowy wybor mozna rozumie¢ kazda funkcje

J:P— 0M),

gdzie P jest dowolnym niepustym podzbiorem zbioru O'(M), a O(M) rodzina
wszystkich preferencji w zbiorze M. Funkcja ta, zwana funkcja grupowego wybo-
ru, przyporzadkowuje wige kazdemu uktadowi preferencji indywidualnych naleza-
cych do P pewna relacje preferencji, ktora interpretuje si¢ jako wyraz gustow wy-
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borcoOw czy ankietowanych. Podstawowym problemem jest okreslenie kryterium i
miary zgodnosci wartos$ci tej funkcji z jej argumentami. Inaczej to ujmujac, nalezy
wskazaé, w jaki sposdb rozumie si¢ zgodnos¢ grupowej opinii z gustami elektora-
tu. Jedna z takich mozliwosci jest reguta porownan parami Condorceta. Zgodnie z
ta regula, alternatywa lepsza, sklasyfikowana wyzej w porzadku liniowym, jest ta-
ka, ktora jako lepsza w porownaniu z dowolng inna uwaza wigkszos¢ wyborcow.
Optymalizacja grupowego wyboru bedzie polega¢ woéwczas na znalezieniu takiej
funkcji, ktorej wartosci sa w tym sensie najbardziej zgodne z opinia elektoratu.
Formalizacja takiego podejscia jest wspomniany wczesniej indeks preferenci.
Dla dowolnych

x,yeM oraz P=(p,,....p,) 0" (M)
liczbe naturalna

1,(6.3) =Y vom,)

nazywa si¢ indeksem pary (x, y) wzgledem uktadu P=(p,, ..., p,), gdzie v ozna-

cza funkcje okreslona na klasie zdan, ktéra zdaniom prawdziwym przyporzadko-
wuje liczbe 1, falszywym za$ zero. Indeks okresla, ilu ankietowanych preferuje x
nad y. Nie uwzglednia si¢ tutaj relacji z pozostalymi elementami zbioru M. Nie jest
wazne, czy x jest bezposrednio wigkszy od y, czy nie. Tego typu rozréznienie po-
trzebne jest natomiast w przypadku optymalizacji grupowej preferencji w sensie
Bordy. Punktowa metoda Bordy rozroznia bowiem nie tylko to, czy alternatywa
uwazana jest za lepsza czy gorsza, ale takze to, ktore miejsce zajmuje w liniowym
uporzadkowaniu.
Ustalajac dowolna preferencje p € O(M'), symbolem

indpi(p)= D 1,(x,y)

(x,y)ep

bedzie oznaczany jej indeks wzglgdem wspomnianego wczesniej uktadu [Florek,
Habiniak, Lyko, Misztal, Smoluk 1999]. Jesli uktad preferencji P jest jednoznacz-
nie ustalony, oznaczenia indeksu pary i preferencji wzgledem tego uktadu beda
upraszczane i zapisywane w formie /(x, y) oraz ind(p). Indeks preferencji jest miara
jej zgodnosci z upodobaniami indywidualnymi (py, ..., p,). Im indeks jest wigkszy,
tym lepiej miara odzwierciedla — w sensie poréownan parami Condorceta — po-
szczegolne, jednostkowe gusty elektoratu. W zwiazku z tym optymalizacja grupo-
wego wyboru w tym wypadku bedzie polega¢ na poszukiwaniu preferencji o mak-
symalnym indeksie.
Przy ustalonym uktadzie preferencji indywidualnych P = (py, ..., p,) funkcja

indp: OM) - N
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odwzorowuje zbior O(M) w zbiodr liczb naturalnych N. Istnieje wobec tego taka
preferencja, dla ktorej ta funkcja osiaga warto§¢ maksymalna. Mozna ja w takim
razie nazwac¢ optymalna w sensie Condorceta.

3. Relacja maksymalnej zgodnosci

Opisana konstrukcja nie pozwala niestety na zdefiniowanie funkcji grupowego
wyboru. Okazuje sig, ze dla zadanego uktadu P = (py, ..., p,) optymalnych prefe-
rencji moze by¢ wiele, a zatem wartoscia funkcji nie bylby element zbioru O(M),
lecz jego podzbidr. Poszukiwanie preferencji o maksymalnym indeksie prowadzi
wobec tego do braku jednoznaczno$ci rozwiazania. W zwiazku z tym podstawowe
jest pytanie o okre§lenie warunkéw, w ktorych rozwiazanie jest jedyne, czyli
optymalna preferencja jest wyznaczona jednoznacznie.
Przyklad. Niejednoznaczno$¢ mozna zauwazy¢, rozpatrujac zbior preferencji

P={py, p», p3}. WOwczas

ind,(abc) =5,

ind,(acbh) = 4,

ind,(bac) = 4,

ind,(bca) =5,

ind,(cab) =5,

ind,(cha) = 4,
1 wida¢, ze wartos¢ maksymalna funkcji ind, jest przyjmowana trzykrotnie.

Rozwiazan optymalnych w sensie Condorceta mozna takze poszukiwac ina-

czej. Pojecie indeksu preferencji mozna uogdlni¢ na przypadek dowolnej relacji
przeciwzwrotnej, spojnej i mocno antysymetrycznej R, gdzie przez mocng antysy-
metri¢ rozumie sig¢, ze dla dowolnych dwoch elementow x,ye M, jezeli
(x,») € R, to nieprawda jest, iz (), x) € R [Lyko 2004].

Niech R M? bedzie dowolna relacja majaca wspomniane wlasnosci. Wow-
czas symbolem

indp(R)= D 1,(x,)

(x,y)eR
bedzie oznaczany indeks relacji R wzgledem uktadu preferencji P = (p,,...,p,).
Przy ustalonym P =(p,, ..., p,) funkcja
indp : S(M) —» N

przeksztatca zbior S(M) wszystkich relacji przeciwzwrotnych, spojnych i mocno
antysymetrycznych w zbiorze M w zbidr liczb naturalnych N. W zwiazku z tym,

podobnie jak poprzednio, zawsze istnieje taka relacja S, — by¢ moze wigcej niz
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jedna — dla ktorej funkcja ta przyjmuje warto§¢ maksymalna. Relacje te beda na-
zywane relacjami maksymalnej zgodnosci. Latwo zauwazy¢, ze jesli (x,y) € S,, to

I,(x,y)2 g i ponadto, jezeli dla ustalonego P € O"'(M)ikazdychx,y € M,x #y

[P(x,y)>%n lub IP(y,x)>%n,

to relacja S, jest wyznaczona jednoznacznie. W zwiazku z tym problem jedno-
znacznosci jest tutaj marginalny, natomiast glowne jest pytanie o to, kiedy relacja
S, jest preferencja.

Przyklad. Dla zbioru preferencji P = {pi, p», p3} warto$¢ maksymalna funkcji
ind, wynosi 6 i przyjmowana jest dla relacji S, = {(a, b); (b, ¢); (¢, a)}.

4. Liniowe uporzadkowanie relacji maksymalnej zgodnosci

Mozna wobec tego mowi¢ o dwodch nurtach poszukiwan preferencji optymalnej w
sensie Condorceta. Optymalnos¢ jest wyrazona przez maksymalizacje indeksu. Im
indeks jest wigkszy, tym opinia zbiorowa bardziej odzwierciedla gusty elektoratu.
Problem polega na tym, ze jezeli zatozy¢, iz poszukuje si¢ maksymalizujacej in-
deks preferencji, to rozwiazanie nie jest jednoznaczne, a maksymalnie zgodna rela-
cja nie musi by¢ preferencja. Okazuje si¢, ze na naturalne pytanie o polaczenie tych
dwoéch nurtéw mozna udzieli¢ dwojakiej odpowiedzi. W kazdym z przypadkow
otrzymuje si¢ wspolne rozwiazanie kosztem dodatkowych zatozen zwiazanych w
pewnym sensie z koncentracja pogladéw elektoratu.

Twierdzenie. Jezeli dla ustalonego P € O" (M) i kazdych x,ye M, x+y
2 2
1,(x,y) >§n lub IP(y,x)>§n,

to relacja Sp jest preferencjq [Lyko 2000].

Twierdzenie to okresla minimalna zgodno$¢ elektoratu w ocenie kazdej pary
alternatyw, potrzebna do tego, aby relacja maksymalnej zgodno$ci byta preferen-
cja. Przy takich zatozeniach mozliwa jest konstrukcja funkcji grupowego wyboru
na podstawie zasady maksymalizacji indeksu. Ostabiony zostaje zatem tutaj postu-
lat nieograniczonej dziedziny — zatozenie, ktére bylo poczynione przez Arrowa w
jego znanym twierdzeniu.

Przechodnio$¢ relacji maksymalnej zgodnos$ci mozna osiagna¢ takze za pomo-
ca innego zatozenia, ktore takze w pewnym sensie wymaga zgodnosci pogladow
elektoratu. Zgodnos¢ ta zostaje wyrazona za pomoca warunku istnienia alternatywy
wygrywajacej w sensie Condorceta. Innymi stowy, wymaga si¢ istnienia alterna-
tywy okreslanej jako lepsza w poréwnaniu parami z kazda inng. Rozwazania za-
prezentowane w pracy [Lyko 2007] jako prosty wniosek daja



158 Janusz Lyko

Twierdzenie. Jezeli dla kazdego podzbioru zbioru alternatyw istnieje zwyciez-
ca Condorceta, to relacja Sp jest preferencjq.

5. Podsumowanie

Optymalizacja preferencji rozumiana jest w pracy jako zagadnienie istnienia linio-
wego uporzadkowania alternatyw, ktore najlepiej w sensie Condorceta odzwiercied-
la gusty elektoratu. Mozna to zapewni¢ dzigki liniowemu uporzadkowaniu relacji
maksymalnej zgodnosci. W ogdlnym przypadku nie jest to mozliwe. Przedstawio-
ne twierdzenia wskazuja, jak mozna osiagna¢ ten cel dzieki dodatkowym zatoze-
niom. W pierwszym z nich dzieje si¢ to kosztem ograniczenia dziedziny, w drugim
natomiast przez wprowadzenie silnego postulatu o istnieniu zwycigzcy Condorceta
w kazdym podzbiorze alternatyw.
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OPTIMALISATION OF PREFERENCES

Summary: The main problem of the theory of group preference is the transfer of individual
voters' decision into a group decision. The group decision has in the best possible way to mir-
ror the individual decisions. It shows that there is nothing like a universal criterion to represent
individual opinions. This article debates on optimization of group preferences in Condorcet's
sense. On one hand, it seeks the most complacent preference which leads to the lack of explicit
solution, on the other — relation of maximum consensus which is not always a preference.
Though, we may provide conditions where these two methods lead to identical resolution.
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