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Streszczenie: Najczgsciej z dominacjami stochastycznymi mamy do czynienia w kontekscie
teorii uzytecznosci, ktorej aksjomatyka formutuje zasady racjonalnosci. Jednak rzeczywiste
wybory decydentdow nie zawsze sa zgodne z zasadami racjonalno$ci. W zaproponowanej
przez Kahnemana i Tversky’ego teorii perspektyw stwierdza sig, ze decydenci oceniaja wa-
rianty decyzyjne w zalezno$ci od ich aktualnego stanu posiadania i od tego, czy decyzja
przyniesie zysk, czy strat¢. W ostatnich latach wraz z silnym rozwojem koncepcji Kahne-
mana i Tversky’ego pojawilo si¢ w piSmiennictwie szereg publikacji, w ktorych bada si¢
rézne aspekty teorii perspektyw, m.in. zwiazki z dominacjami stochastycznymi. Celem pra-
cy jest przedstawienie wlasnosci dominacji stochastycznych w powiazaniu z kumulacyjna
teorig perspektyw.

Stowa kluczowe: teoria perspektyw, dominacje stochastyczne, decyzje w warunkach nie-
pewnosci i ryzyka

1. Wstep

Z dominacjami stochastycznymi mamy najczeéciej do czynienia w kontekscie teo-
rii uzytecznosci, ktorej aksjomatyka formutuje zasady racjonalnosci. Jednak rze-
czywiste wybory decydentdw nie zawsze sa zgodne z zasadami racjonalnosci.
W zaproponowanej przez Kahnemana i Tversky’ego teorii perspektyw stwierdza
si¢, ze decydenci oceniaja warianty decyzyjne w zaleznosci od ich aktualnego sta-
nu posiadania i od tego, czy decyzja przyniesie zysk, czy stratg. W sytuacji, gdy
decyzja ma przynie$¢ zysk, decydenci maja awersje¢ do ryzyka, natomiast gdy de-
cyzja ma przynies¢ stratg, wykazuja sktonnos¢ do ryzyka.

W ostatnich latach wraz z silnym rozwojem koncepcji Kahnemana i Tver-
sky’ego pojawito si¢ w pi§miennictwie szereg publikacji, w ktorych bada sig r6zne
aspekty teorii perspektyw, m.in. zwiazki z dominacjami stochastycznymi. Celem
pracy jest badanie zgodnosci decyzji podjgtych na gruncie teorii perspektyw z za-
sadami dominacji stochastyczne;j.
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2. Teoria perspektyw

Powszechnie akceptowanym modelem podejmowania decyzji w warunkach ryzyka
jest zaproponowana przez von Neumanna i Morgensterna teoria uzytecznosci
oczekiwanej (EU). Jest to podejScie normatywne, wskazujace, w jaki sposob decy-
dent powinien podejmowac decyzje, aby jego wybory mozna byto uzna¢ za racjo-
nalne. Zgodnie z teoria oczekiwanej uzytecznosci racjonalny decydent wybiera al-
ternatywe przynoszaca mu najwigksza korzyscé.

Rozwazajac dowolny wariant decyzyjny na gruncie teorii decyzji, zwykle sto-
suje si¢ zapis postaci

(Wi, P13 Wa, P25 ..., Wn, Pn), (H

gdzie Wy, Wy, ..., W, oznaczaja kolejne mozliwe wyniki (mierzone w jednostkach
monetarnych), osiagane z prawdopodobienstwami odpowiednio pi, P2, ..., Pn , PIZy
czym Py + pPa,+ ...+ pp= 1. W tradycyjnym podejsciu zaktada sig, ze prawdopodo-
bienstwa pi, Pz, ..., Pn pojmowane sa zgodnie z ich matematycznie wyznaczonym
poziomem, kazdej wartosci W; przypisuje si¢ odpowiednia uzytecznosc¢, a racjonal-
ny wybor powinien by¢ determinowany maksymalizacja oczekiwanej uzytecznosci

EU=> p -UWw,) (2)
i=1
gdzie: EU - oczekiwana uzyteczno$c,
U(wj) — uzyteczno$¢ i-tego wyniku.

W zaproponowanej przez Kahnemana i Tversky’ego teorii perspektyw (PT)
podobnie jak w jej rozszerzeniu zwanym kumulacyjna teorig perspektyw (CPT),
mozliwe wyniki pojmuje si¢ w kategoriach zyskoéw oraz strat w stosunku do pew-
nego punktu odniesienia, tzw. punktu referencyjnego, interpretowanego czgsto jako
poziom biezacego bogactwa decydenta. Dlatego tez dowolny wariant decyzyjny
przedstawia si¢ w postaci

(Xemy P-m3 <o X1, P-15 X0, Po3 X1, P15 -vs Xns Pn) 3)

gdzie (X.m, ..+, X1, Xos5 X1, -.., Xn) to uporzadkowany rosnaco ciag relatywnych wyni-
kéw (m oznacza liczbg wynikow ujemnych, n oznacza liczbg wynikéw dodatnich)
przy czym warto$¢ X, =0 odpowiada punktowi referencyjnemu [Kahneman, Tver-

sky 1979, s. 263-291; Tversky, Kahneman 1992, s. 297-323].

Przeprowadzone przez Kahnemana i Tversky’ego liczne eksperymenty doty-
czace sytuacji decyzyjnych potwierdzaja, ze decydenci nie odczuwaja w ten sam
sposob zyskow i strat. Jesli mozliwe wyniki sa zyskami, to decydenci wykazuja
awersje do ryzyka, natomiast straty stanowia bodziec do zachowan ryzykownych.
Wyrazem takich zachowan w teorii perspektyw jest tzw. funkcja wartosci (value
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function). Funkcja warto$ci V(X) jest modyfikacja tradycyjnej funkcji uzytecznosci
w nastepujacych aspektach:
— argumentami funkcji wartosci sa zyski i straty, a nie absolutny poziom bogac-
twa,
— funkcja wartosci jest wklgsta w dziedzinie zyskow i wypukia w dziedzinie
strat, ponadto jest bardziej stroma dla strat niz dla zyskow.
W literaturze mozna znalez¢ kilka roéznych propozycji co do postaci funkcji
wartos$ci, autorzy pracy [Tversky, Kahneman 1992, s. 297-323] proponuja nastepu-

jaca postac tej funkcji:
—A(=x)’ x<0
V0= *)

xX* x>0

Warto$¢ parametru A oszacowano na poziomie 2,25, warto$ci za§ parametrow
a i fstanowiacych wyktadniki funkcji warto$ci odpowiednio dla zyskow i dla strat
ustalono na jednakowym poziomie rownym 0,88. Z kolei w pracy [Dudzinska-
-Baryta, Kopanska-Brodka 2008, s. 45-61] autorki zaproponowaty funkcje wartosci
postaci:

2,25x* +4,5x  x<0
V(X)= Q)

—x? 42X X>0

Przeprowadzone przez Kahnemana i Tversky’ego badania dowiodly rowniez,
iz postrzeganie przez decydenta prawdopodobienstw osiagnigcia zyskow 1 strat
ulega znieksztalceniu. Teoria perspektyw daje temu wyraz, uwzgledniajac nieli-
niowa transformacj¢ prawdopodobienstw w postaci funkcji wag prawdopodobien-
stwa (probability weighting function). Zaktada sie, ze funkcja wag #(p) jest funkcja
rosnaca, przeszacowuje niskie prawdopodobienstwa, natomiast oceny prawdopo-
dobienstw $rednich i wysokich sa zanizane. Ponadto 7(0) = 0, (1) = 1 oraz dla
wszystkich pe(0,1) zachodzi z(p) + #(1 —p) < 1. Funkcja speliajaca powyzsze
postulaty jest zaproponowana przez Kahnemana i Tversky’ego w pracy [Tversky,
Kahneman 1992, s. 297-323] funkcja postaci:

py
7(p) = (©)
(p" +0-py)

Wartos¢ parametru y zostata oszacowana na poziomie 0,69, gdy rozwazane
prawdopodobienstwa dotycza wynikow rozumianych jako straty, i na poziomie
0,61, gdy prawdopodobienstwa dotycza zyskow.

Funkcje wartosci 1 funkcj¢ wag prawdopodobienstwa wykorzystuje si¢ w oce-
nie wariantow decyzyjnych. Zgodnie z kumulacyjna teoria perspektyw wartos¢ wa-
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riantu decyzyjnego jest suma oceny wartosci zyskow i oceny wartosci strat [Tver-
sky, Kahneman 1992, s. 297-323]:

CPT (x,p) =CPT "(x,p) + CPT "(x,p) @)

Sktadniki CPT *(x,p) oraz CPT ~(x,p) wyznacza si¢ na podstawie nast¢puja-
cych zalezno$ci:

CPT " (x,p) =V(X,)7z(p,) + Zni‘,V(Xn,k ){7{2 Po; J - 7{2 P H (8)

oraz

CPT  (,p) = V(X , (P, ) + Y V(X )HZ P j - 7{2 D) H )

Dominacja w sensie CPT wariantu decyzyjnego A nad B bedzie oznaczaé, ze
wartos¢ CPT jest wigksza dla A niz dla B.

Przyklad 1
Rozwazmy siedem roznych wariantéw decyzyjnych A-G, odpowiadajace im
warto$ci wyplat przy zatozonym rozktadzie rOwnomiernym zestawiono w tab. 1.

Tabela 1. Wartosci CPT dla r6znych wariantéw decyzyjnych

Warianty decyzyjne

A B C D E F G
0,4 0,4 0,3 0,4 0,4 0,4 0,3
% = -0,3 -0,2 -0,2 -0,1 0,3 0,2 0,2
g ; 0 —0,1 0,1 0,1 —0,1 0,1 0,1
= 0,1 0,1 0,4 0,2 0,2 0,2 0,1
0,4 0,4 0,5 0,3 0,5 04 0,5

CPT=| -03370 | —03456 | —0,1925 | —002356 | —0,3438 | -02532 | —0,2417

Zrodto: opracowanie wlasne.

Tabela ta zawiera takze wartosci CPT obliczone na podstawie wzoru (7), dla
funkcji warto$ci postaci (5) i funkcji wag prawdopodobienstw postaci (6).

Wyznaczone wartosci CPT postuzyly do ustalenia dominacji w sensie CPT
pomigdzy poszczegdlnymi wariantami decyzyjnymi (tab. 2).

Wyniki w tab. 2 odczytuje si¢ nastgpujaco: ,,CPT” oznacza, ze wariant decy-
zyjny z lewej strony tabeli dominuje wariant decyzyjny zapisany u gory tabeli w
sensie CPT, ,,-” za$ oznacza brak dominacji.
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Tabela 2. Dominacje w sensie CPT

Wariant decyzyjny A B C D E F G
A CPT - - CPT - -
B - R - - R -
C CPT CPT CPT CPT CPT CPT
D CPT CPT - CPT CPT CPT
E - CPT - - - -

F CPT CPT - - CPT -
G CPT CPT - - CPT CPT

Zrédto: opracowanie wlasne.
3. Dominacje stochastyczne

Niech A oraz B bgda dwoma réznymi wariantami decyzyjnymi (perspektywami)
o dystrybuantach odpowiednio F i G. Porownywanie wariantoéw decyzyjnych w
warunkach ryzyka odbywa si¢ zwykle przy uzyciu metod wykorzystujacych mo-
menty rozktadu badz metod opartych na znajomosci funkcji uzytecznosci. Przykta-
dem takiego podejscia jest kryterium MV, w ktorym zaktada sig, ze wariant decyzyj-
ny A z dystrybuanta F jest preferowany bardziej niz wariant decyzyjny B z dystrybu-
anta G, jesli warto§¢ oczekiwana wyptat dla wariantu A przekracza warto$¢ oczeki-
wang wyptat dla wariantu B, ponadto wariancja rozktadu wariantu decyzyjnego A
jest nie wigksza niz wariancja rozktadu wariantu decyzyjnego B. Kryterium MV
pozwala na podjecie decyzji przy uwzglednieniu nastepujacych zatozen: decydent
ma kwadratowa funkcj¢ uzytecznos$ci, charakteryzuje go awersja do ryzyka, a war-
tosci wyplat sg realizowane zgodnie z rozkladem normalnym [Trzpiot 2006].

W kryterium dominacji stochastycznej, zamiast poslugiwaé si¢ wartoSciami
momentow, postugujemy si¢ wszystkimi warto§ciami rozktadu wariantu decyzyj-
nego. Wedhug tego kryterium lepszym wariantem decyzyjnym jest ten, ktory cha-
rakteryzuje si¢ rozkltadem z wyzszymi prawdopodobienstwami dla wyzszych war-
tosci wyplat. Jednoczesnie podejscie dominacji stochastycznej jest modelem wybo-
ru wariantu decyzyjnego, rownowaznym podejsciu, w ktorym maksymalizuje sig
oczekiwana uzytecznos$¢ dla odpowiedniej klasy funkcji uzytecznosci. Rozwazmy
nastepujace klasy funkcji [Levy, Levy 2002, s. 1334-1349]:

U, — klasa wszystkich niemalejacych funkcji uzytecznosci U, tzn. Ue Uy, jesli
Uu'>0;

U, —klasa wszystkich niemalejacych, wklestych funkcji uzytecznosci U,
tzn. UeU, , jesli U'>0 oraz U''<0;

Vr — klasa wszystkich funkcji wartosci (lub uzytecznosci) typu ,,S” z punktem
przegiecia x =0, takich, ze v € Vgr, jesli v'>0dla wszystkich x=0, v'>0 dla
X< 0 oraz v'<0 dla x> 0.
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Z klasa funkcji U; zwiazany jest najbardziej ogolny typ dominacji stochastycz-
nej, dominacja stochastyczna pierwszego stopnia FSD (first stochastic dominance).
Powiemy, ze wariant decyzyjny A dominuje B (A FSD B) wtedy i tylko wtedy, gdy

F(X) £ G(x) dla kazdego x 9
oraz przynajmniej dla jednej wartosci X zachodzi F(x) < G(x).

Dominacja stopnia drugiego SSD (second stochastic dominance) odpowiada
wezszej klasie funkcji uzytecznosci Us.

Powiemy, ze A dominuje B (A SSD B) wtedy i tylko wtedy, gdy

j.[G (t)— F(t)]dt > 0 dla kazdego x (10)

oraz przynajmniej dla jednego X zachodzi $cista nierdéwnosc.
Z kolei zbidr funkcji Vgt bedacy podzbiorem zbioru U; ma zwiazek z domina-
cjami stochastycznymi perspektyw PSD (prospect stochastic dominance).
Powiemy, ze A dominuje B (A PSD B) wtedy i tylko wtedy, gdy
0
I[G(t) ~F(t)]dt > 0 dla kazdego y <0
y
oraz

I[G(t) —F(t)]dt > 0 dlakazdego x>0
0

1 przynajmniej dla jednej pary (X,Y) zachodzi $cista nieréwno$¢ [Baucells, Heu-
kamp 2006, s. 1409-1423].

Przyklad 2

Dla danych z wczesniejszego przyktadu zostalty wyznaczone: dominacje pierw-
szego stopnia FSD, dominacje drugiego stopnia SSD oraz dominacje w sensie per-
spektyw PSD. Otrzymane wyniki zestawiono w tab. 3-5, symbole FSD, SSD, PSD
oznaczaja, ze wariant decyzyjny z lewej strony tabeli dominuje wariant decyzyjny
zapisany u gory w rozwazanym sensie, ,,-” oznacza brak dominacji.

Tabela 3. Dominacje stopnia pierwszego FSD

Wariant decyzyjny A B C D E F G
A R R - - - -
B R R - - - -
C - FSD - FSD - FSD
D R R R - -
E - R R - - -
F FSD FSD - - - -
G - FSD - - - -

Zrodto: opracowanie wlasne.
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Tabela 4. Dominacje drugiego stopnia SSD

Wariant decyzyjny A B C D E F G
A - - - - - -
B SSD - - - - -
C SSD SSD - SSD - SSD
D SSD SSD - SSD SSD -
E - - - - - -
F SSD SSD - - SSD -
G SSD SSD - - SSD -

Zrédto: opracowanie whasne.
Tabela 5. Dominacje w sensie perspektyw PSD

Wariant decyzyjny A B C D E F G
A - - - R - R
B PSD - - - - -
C PSD PSD - PSD - PSD
D PSD PSD - - - -
E R - R - - -
F PSD PSD - - PSD -
G PSD PSD - - - -

Zrodto: opracowanie wlasne.

Dla powyzszego przyktadu mozna wysuna¢ nastgpujace wnioski:

— jesli zachodzi dominacja pierwszego stopnia FSD, to zachodzi dominacja stop-
nia drugiego SSD i dominacja w sensie perspektyw PSD;

— jesli zachodzi dominacja w sensie perspektyw PSD, to zachodzi réwniez dominacja

drugiego stopnia SSD;

— brak zalezno$ci pomigdzy dominacjami SSD i PSD
a dominacja w sensie CPT (wariant decyzyjny A
ma wyzsza warto$¢ CPT niz wariant decyzyjny B
(por. tab. 2), jednak B dominuje A w sensie SSD
oraz PSD (por. tab. 4, 5).

— dominacja stochastyczna pierwszego stopnia FSD
implikuje dominacje w sensie CPT, implikacja
odwrotna nie zachodzi.

Zaobserwowane zaleznosci ilustruje rys. 1.
Whioski dotyczace zalezno$ci migdzy dominacja-

mi FSD, SSD oraz PSD znajduja takze potwierdzenie

w literaturze [Levy, Wiener 2002; Trzpiot 2006]. Na

podstawie analizowanego przyktadu wykazano row-

niez brak zgodno$ci dla decyzji podejmowanych na

gruncie CPT z wyborami dokonywanymi zgodnie z

zasadami dominacji stochastycznych drugiego stopnia

CPT CPT

[
N 7
N

CPT

Rys. 1. Zalezno$ci pomigdzy
dominacjami FSD, SSD, PSD
oraz CPT

Zrodto: opracowanie wlasne.
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oraz w sensie perspektyw (SSD i PSD). W przypadku badanej zalezno$ci migdzy
wyborami opartymi na warto§ciach CPT a wyborami dokonywanymi zgodnie z domi-
nacja pierwszego stopnia FSD, prawdziwos¢ implikacji FSD=CPT zostala potwier-
dzona w pracy [Levy, Wiener 2002], natomiast implikacja odwrotna nie zachodzi.

4. Podsumowanie

Teoria perspektyw stanowi rozszerzenie i modyfikacje tradycyjnego (normatywnego)
sposobu myslenia o dokonywaniu wyborow, wlasciwego teorii uzytecznosci. Ce-
lem przyswiecajacym jej tworcom byto stworzenie deskryptywnej teorii podejmo-
wania decyzji opisujacej faktyczne mechanizmy rzadzace ludzkimi wyborami. Jak
pokazano w pracy, wybory dokonywane na podstawie wartosci CPT najczgsciej
nie sa zgodne z wyborami opartymi na zasadach dominacji stochastycznych. Ku-
mulacyjna teoria perspektyw zachowuje jedynie wybory zgodne z zasadami domi-
nacji stochastycznej pierwszego stopnia.
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STOCHASTIC DOMINANCE AND PROSPECT THEORY

Summary: In the last years, prospect theory has become more popular. The researchers in-
vestigate different matters connected with prospect theory. Among other things they are in-
terested in relationships between stochastic dominance and prospect theory. The purpose of
this article is to analyze consistency of decisions made according to this theory with the de-
cisions made according to the stochastic dominance principles.
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