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Streszczenie: Referat jest wstgpna proba modelowania i analizy niepewno$ci na gruncie
metody DEA. Jest to jedno z mozliwych rozszerzen DEA o kierunku stochastycznym.
Wspomniana niepewnos$¢ dotyczy zaréwno zebranych danych, jak i wartosci miar efektyw-
nosci technicznej obliczanych na podstawie tych wlasnie danych. Zdefiniowano model sta-
tystyczny, dzigki czemu mozliwe stanie si¢ zdefiniowanie pewnych estymatoréow niepara-
metrycznych miary efektywnosci technicznej. Podano wiasnosci tych estymatoréw oraz ilu-
strujacy przyktad empiryczny oparty na danych rzeczywistych z polskiego sektora energe-
tycznego.

Stowa kluczowe: metoda DEA, metoda FDH, estymacja nieparametryczna

1. Wstep

Pierwsze prace dotyczace metody DEA (data envelopment analysis) pojawily si¢ juz
pod koniec lat siedemdziesiatych XX wieku (np. praca zrédtowa [Charmes, Cooper,
Rhodes 1978]). Od tego czasu do dzisiaj nast¢puje na swiecie ciagly rozwoj zar6wno
zastosowan, jak i samej metodologii'. Na gruncie polskim tez pojawito si¢ kilka
opracowan z tego zakresu (zob. np. [Gospodarowicz 2000; Kopczewski 1999; Ro-
gowski 1996]). Najczesciej dotycza one jednak tylko deterministycznej wersji meto-
dy i jej podstawowego zastosowania, jakim jest pomiar efektywnosci technicznej
jednostek gospodarczych. Brakuje poszerzonej analizy zaréwno réznych wersji me-
tody, jak 1 zwiazanych z tym innych zastosowan. W dotychczasowych pracach autor
niniejszej pracy, chcac wypehic¢ tg luke, skoncentrowat sig na wykorzystaniu metody
do pomiaru réznego typu efektywnosci obiektow (zob. np. [Predki 2002; 2003; 2004]).

* Praca wykonana w ramach Badan Statutowych finansowanych przez Uniwersytet Ekonomicz-
ny w Krakowie w 2008 roku.

1 Zob. np. [Seiford 1996], gdzie znajduje si¢ bogata bibliografia DEA do 1995 roku. Warto tez
zajrze¢ do przegladowej pracy [Cooper, Seiford, Tone 2006], skad mozna dowiedzie¢ si¢ wigcej o
rozwoju metody oraz znalez¢é nowsze pozycje literaturowe.
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Obecna praca jest pierwsza z cyklu, ktorego celem bedzie omowienie zmian i rozsze-
rzen bazy teoretycznej metody DEA, jakie nastapity w ostatnich trzydziestu latach.

Niniejsze opracowanie stanowi wprowadzenie do jednego z mozliwych rozsze-
rzen DEA w kierunku stochastycznym. Wspomnianemu rozszerzeniu poddamy za-
rowno podstawowa wersje metody DEA, jak i jej modyfikacje zwang metoda FDH
(free disposal hull), powstala w 1984 roku (zob. [Deprins, Simar, Tulkens 1984]).
Zasada dziatania FDH jest podobna? do DEA, jednak w jej wersji stochastycznej
uzyskano duzo wigcej konkretnych wynikow, ktére warto przedstawic.

2. Oznaczenia i podstawowe definicje

Rozwazamy grupg n jednostek produkcyjnych przedstawionych w postaci (x;,);)
(i=1, ..., n), ktore z p naktadow wytwarzaja ¢ produktow. Wektory x; = [x;', ..., x/]
eR.P oraz y;= [y, ..., y]eR.% oznaczaja odpowiednio ilosci nakladéw i produk-
tow i-tego obiektu. Zakladamy, ze jednostki te postuguja si¢ ta sama technologia?
reprezentowang za pomoca zbioru mozliwosci produkcyjnych T. Zbiér ten definiu-
jemy w nastepujacy sposob:

Definicja 2.1: T = {(x,y)eR.""%: z x mozna wyprodukowa¢ y}.

Za pomoca zbioru T wprowadzamy dwa, kolejne pojgcia:

Definicja 2.2: Miara efektywnosci technicznej wzgledem produktow, dla
obiektu (x,y) jest wielko$¢:

0(x,y) = sup{0eR;: (x,0y)eT}.

Efektywny poziom produktow dla obiektu (x,y): 1°(x) = 0(x,y)-y.

Posta¢ miary wskazuje, ze efektywno$¢ techniczna wzgledem produktow jest
tu rozumiana jako niemozno$¢ proporcjonalnego zwigkszenia ilo$ci wszystkich
produktéw y i jednoczesnie utrzymania ilosci naktadow na dotychczasowym po-
ziomie x. Dla jednostki efektywnej 0(x,y) = 1.

Zbiér X={(x;, y:), i = 1, ..., n} nazwiemy proba obserwowanych jednostek
produkcyjnych. Postuzenie sig¢ takim okresleniem oznacza konieczno$¢ wprowa-
dzenia modelu statystycznego, ktory opisywatby m.in., w jaki sposéb dane te zo-
staly wygenerowane. Model ten definiuja ponizsze zatozenia.

2 Zob. [Deprins, Simar, Tulkens 1984; Park, Simar, Weiner 2000]. W ramach obu metod inaczej
definiuje si¢ estymator zbioru mozliwosci produkcyjnych T (zob. pkt 3 pracy). Ponadto w ramach
metody DEA zaklada si¢ wypuktos¢ zbioru T. W obu metodach analogicznie definiuje si¢ pozostate
wlasnosci zbioru mozliwosci produkcyjnych oraz miarg efektywnosci techniczne;.

3 Zatozenie to zapewnia mozliwoéé poréwnywania ze soba tych jednostek np. pod wzgledem po-
ziomu efektywnosci technicznej. W zastosowaniach metod FDH i DEA staramy si¢ wigc wybieraé
grupy obiektow z tej samej branzy, sektora albo bedace oddziatami wigkszej jednostki gospodarczej
(np. banku).
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Zalozenie 1: Vx>x, y<y:[(x,y) e T=(x,y) €T]*

Zatozenie to nazywane jest w literaturze zatozeniem o swobodnej dyslokacji
naktadow i produktdéw (z ang. free disposal assumption, stad nazwa metody FDH).
W przypadku stosowania metody DEA zaklada si¢ dodatkowo wypuktos¢ T.

Zalozenie 2: Proba X, jest realizacja iid zmiennych losowych na T o gesto$ci
Sy

W celu sformutowania zatozenia 3 skorzystamy z reprezentacji obiektu (x,y)
we wspotrzednych cylindrycznych (x,0(y),n(»y)), gdzie w(y) €R; jest modutem
wektora produktéw y, natomiast 1(y)e[0,m/2]7" jest odpowiednim wektorem ka-
tow. Przy dodatkowym zalozeniu istnienia gestosci f{x) na R.”, f(n | x) na [0,m/2]""
oraz f(w| 1,X) na R, mozna przedstawi¢ dekompozycje tacznej gestosci:

f(x,(’)ﬂ]) :f(O) | T]:x)f(n |x)'f(x)6'

Zalozenie 3: Vx>0 VYne[0,m/2]*" J&,>0 J&,>0 Voe[n(y'(x)) — &,00°x))]:
Awlnx)=e

Warunek ten oznacza, ze w pewnym otoczeniu obicktu efektywnego (x,)°(x))
istnieje realna szansa pojawienia si¢ rzeczywistej jednostki. Jednostka (x,)"(x)) jest
nazywana wzorcem efektywnosci obiektu (x,y) i nie musi by¢ obserwowana w rze-
czywisto$ci. Zatozenie to jest niezbgdne dla dowiedzenia zgodnosci pewnych es-
tymatorow miar efektywnosci (zob. pkt 3 pracy).

Zalozenie 4: V(x,y)eintT: 0(x,y) rézniczkowalna ze wzgledu na x oraz y.

Zatozenie to gwarantuje odpowiednia ,,gtadkos¢” miary 6(x,y) oraz odpowied-
niej czgdci brzegu zbioru T, pozwalajaca uzyska¢ okre§lone stopnie zbieznosSci
wspomnianych estymatorow miar efektywnosci.

Za praca [Simar, Wilson 2000] bedziemy nazywac zdefiniowany model staty-
styczny procesem generujacym dane (DGP — data generating process) i oznaczaé
przez P lub rownowaznie P(Tf(x,y)) albo P(T f(x,0,n))". Estymacji bedzie podle-
gal wlasnie 0w nieznany proces P, a tym samym m.in. dziedzina gestosci tacznej T.
Jest to jeden ze sposobow na wprowadzenie stochastyki do bazy teoretycznej
wspomnianych metod®. Traca one przez to swoj deterministyczny charakter, ale
zyskuja mozliwo$¢ opisu niepewnosci. Niepewnos$¢ ta dotyczy postaci zbioru moz-
liwosci produkeyjnych, a tym samym przektada si¢ rowniez na miarg efektywnosci
technicznej 0(x,y) (zob. definicja 2.2). Te dwa elementy beda wigc podlegaé esty-
macji w punkcie trzecim pracy.

4W pracy wektory poréwnywane sa ,,po wspohzednych” (np. zapis x > x).

5 Zatozenie to okresla ogdlnie, w jaki sposob proba jest generowana.

6 Wprowadzono skrécony zapis: ® = @(y), 1 =n().

7TW zaleznosci od tego, czy bedziemy rozwazaé obiekty we wspohrzednych kartezjanskich, czy
biegunowych. Sa to dwie rownowazne charakterystyki procesu.

8 Inna propozycje podat np. Jati Sengupta w swoich pracach [Sengupta 1987; 1990].
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Przypomnijmy, ze mozliwo$¢ obliczenia miary efektywnosci technicznej byta i
jest podstawowym zastosowaniem FDH oraz DEA. Kluczowe wigc staje si¢ pyta-
nie, w jaki sposob ten nieznany parametr jest uwzgledniony we wprowadzonym mode-
lu statystycznym. Zauwazmy, ze z jednej strony y°(x) = 0(x,y)-y (definicja 2.2), a w
takim razie o()°(x)) = 0(x,»)- ®(y). Z drugiej strony ©(»°(x)) = sup{oeR.: Aw|n.x)
> 0}. Oznacza to, ze gesto$é flw[n,x) na przedziale (0,w(°(x)] indukuje gestosé
A011.x) na [1,00). Tym samym istnieje rowniez gestosé taczna:

fx0.m) =f01n.x0)- fin|x)- fx).
O ile wigc znamy T, o tyle wprowadzony model P moze zosta¢ scharaktery-
zowany rownowaznie przez T i f(x,0,1), co oznacza P(Tf(x,0,n))°.

3. ,,Otoczkowe” estymatory nieparametryczne

Istotna kwestiag dla estymacji nieznanego procesu P jest estymacja zbioru mozli-
wosci produkcyjnych T10. Jak wspomniano w punkcie drugim pracy, jest on dzie-
dzina gestosci tacznych f{x,y) i flx,m,n). Znajomos¢ przynajmniej jego estymatora
jest tez niezbgdna dla estymacji miary 0(x,y). Na podstawie odpowiednio metody
FDH i DEA!! definiuje si¢ dwie propozycje estymatora T:

Definicja 3.1: FDH — estymatorem T jest zbior:

Trpn(Xa) = {(xy) €R™: A(xi,y) € Ko y<yi, X213
DEA — estymatorem T jest zbior:
Tpea(Xa) = {Ge) R4y < D hp x 2D Ao, D A=1, Vi=l, ..., n: 4,20}
= i= =
Przy zalozeniu wypuktosci T oczywiste jest, iz:
Trpu(Xa)ZToE a(Xe)ST12.

Znajac estymator T, mozna zdefiniowa¢ odpowiadajacy mu estymator 0(x,y),
korzystajac z definicji tej miary (zob. definicja 2.2).

9 Wprowadzono oznaczenie 0 = 0(x,y). Znajomo$é T jest tu konieczna, aby przejs¢ na dwie
pierwsze rownowazne charakterystyki. Wynika to z definicji 0(x,y). Zwrdéémy tez uwagg, ze dziedzi-
na f(x,0,n) nie jest T w przeciwienstwie do f{x,y) czy fix,o,n).

107 ang. non-parametric envelopment estimators.

11'W wersji deterministycznej metod sa to po prostu dwie propozycje definicji zbioru mozliwosci
produkcyjnych T oparte na dostgpnych danych (zob. prace zrodtowe [Charnes, Cooper, Rhodes 19781
Deprins, Simar, Tulkens 1984]).

12 7e wzgledu na kierunek inkluzji méwi sig tu o estymatorach obciazonych ,,do wewnatrz” (z ang.
inward-biased estimators — zob. [Simar, Wilson]).
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Definicja 3.2: FDH-estymatorem miary efektywnosci technicznej 0(x,y) jest:

GFDH(x,y) = Sup{9: (x,@y)e TFDH(XH)}'

DEA -estymatorem miary efektywnos$ci technicznej 0(x,y) jest:
Opea(x,y) = sup{0: (x,0y)e Tpea(Xn)}.
Z powyzszych inkluzji dotyczacych zbioréw uzyskujemy (o ile T jest wypukty):
V(x,y) € Tepn(Xa): 1< Oppu(x,y) < Oppa(x,y) < 0(x,y).

W pracach [Korostelev, Simar, Tsybalkov 1995a; 1995b] wykazano, ze esty-
matory Trpu(X,), Tpea(X,) sa zgodne oraz ustalono szybko$¢ ich zbieznosci wg
rozktadu. Ponadto dowiedziono, iz:

— estymator Trpu(X,) jest efektywny'3, gdy T nie jest wypukly;
— estymator Tpra(X,) jest efektywny, gdy T jest wypukly.

Niestety rezultaty te uzyskano tylko dla jednego produktu (¢ = 1). Dla przy-
padku wielowymiarowego dowiedziono natomiast, iz estymatory Oppu(x,)),
Opea(x,y) sa zgodne i ustalono szybko$¢ ich zbieznosci wedtug rozktadu (zob.
[Kneip. Park, Simar 1998; Park, Simar, Weiner 2000]). Wyprowadzono tez postac¢
asymptotycznego rozkladu probkowego roznicy 6(x,y) — Ogpu(x,y) (zob. [Park, Si-
mar, Weiner 2000]). Dla réznicy Opga(X,y) — 0(x,y) rowniez wyprowadzono postac
asymptotycznego rozktadu probkowego, ale tylko dla przypadku jednego naktadu i
produktu (p = g = 1) (zob. [Gijbels, Mammen, Park, Simar 1999]).

4. llustracja wprowadzonych poje¢
Zatézmy, iz mamy w probie pie¢ obiektow, ktore z jednego nakladu wytwarzaja
jeden produkt'4. Odpowiednie dane, dotyczace wartosci naktadu i produktu dla po-

szczegoblnych jednostek, zebrano w tab. 1.

Tabela 1. Dane dotyczace obiektow z proby

I 1 2 3 4 5
X; 1 3 4 5 6
Vi 2 1 3 5 4

Zrodlo: opracowanie wlasne.

Zgodnie z zapisem wprowadzonym w punkcie 2 pracy, obiekt jest przedsta-
wiany za pomoca wektora wartosci jego naktadu i produktu. Na przyktad w na-

13 Efektywny w sensie ryzyka minimaksowego (zob. [Korostelev, Simar, Tsybakov 1995a; 1995b]).
14 Umozliwi to ich ilustracj¢ na plaszczyznie w kartezjanskim uktadzie wsporzednych.
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szym przypadku obiekt pierwszy (x1,y1) = (1, 2). Tak wigc nasza probg mozna za-
pisa¢ w nastepujacy sposob: Xs = {(1,2);(3,1);(4,3);(5,5);(6,4)}. O jednostkach z
proby zaklada sig, ze postuguja si¢ one ta sama technologia'®>. Oznacza to, ze
wszystkie one naleza do nieznanego zbioru mozliwosci produkcyjnych T, ktory
podlega estymacji (obszar ograniczony od gory drobng linia przerywana na rys. 1).
Obszary ograniczone na rysunku od gory szara oraz czarna linia tamana to odpo-
wiednio zbiory Tpra(Xs) i Trpr(Xs). Sa to postaci estymatorow zbioru T uzyskane
dla naszej proby. Zauwazmy, ze spetnione sa inkluzje wspomniane pod definicja 3.1,
tzn. Trpn(Xs)STpra(Xs)cT.

Y
8 -
7,
6
5 A e — o— FDH
4 A —a—DEA
3] e T e . e T
2
1,
0+ : : : : ' X

0 6 7 8 9 10

Rys. 1. Ilustracja pojgé¢ z punktu trzeciego pracy

Zrbdto: opracowanie wlasne.

Przejdzmy do ilustracji miary efektywnosci technicznej wzgledem produktow
oraz jej estymatorow. Wezmy dla przykladu pod uwage obiekt (x,,12) = (3, 1). Jego
rzutami prostopadtymi wzgledem osi Y na granice zbioréw Trpu(Xs), Tpea(Xs),
T sa odpowiednio obiekty A=(a;,a,)=(3, 2), B=(b1,b,)=(3, 3,5) oraz C=(c,c,)=(3,¢»).
Wartos¢ miary efektywnosci i jej estymatorow dla tego obiektu wynosza!®:

0(x2,12) = C2/y2 = €2, Oppr(X2,2) = a2/y2 = 2, Oppa(x2,y2) = ba/y, = 3,5.

Jak wida¢, rzeczywista warto$¢ miary dla danego obiektu (x;,),) nie jest znana,
poniewaz nie znamy postaci zbioru T. Mozemy jedynie obliczy¢ wartos¢ jej esty-
matora Orpy(x2,y2) lub Opga(x2,)2)!7. Przypomnijmy jednak, ze wiemy, iz:

15 Zob. poczatek punktu 2 pracy oraz zatozenie 2 modelu statystycznego.
16 Zobacz definicje 2.2 i 3.2.
17 Liczone odpowiednio na podstawie zbioru Trpp(Xs) lub Tpea(Xs) (zob. definicja 3.2).
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Orpr(x2,02) < Oppa(x2,2) < 0(x2,02) < 2<3.5<¢,.

Zwr()émy uwage, ze eFDH(xl,yl):eFDH(XS,y3):6FDH(x4,y4):1, pOl’liCWElZ odpowied-
nie obiekty leza na brzegu zbioru Trpu(Xs). Podobnie Oppa(xi,y1)=0ppa(xs,ys)=1,
gdyz jednostki (x;,y1) oraz (xs,v4) leza z kolei na brzegu zbioru Tpea(Xs). Warto$ci
estymatorow moga wigc sugerowac, iz dany obiekt jest efektywny technicznie. Nie
znajac jednak prawdziwej postaci zbioru T, nie mozemy by¢ tego pewni (zob. rys. 1)!8,
Co wigcej obiekt ,,efektywny wedtug estymatora Orpy” wcale nie musi by¢ ,,efek-
tywny wedlug estymatora Opgs”. Przykladem jest tu obiekt (xs3,)3), dla ktorego
Orpu(x3,v3)=1 < Opga(x3,y3). Przy zatozeniu, ze T jest wypukly, mozna w takiej sy-
tuacji stwierdzi¢, iz nie jest on tak naprawdg efektywny technicznie. Sa tez obiekty
,hieefektywne z punktu widzenia obu estymatorow” (jednostki druga i piata).
W tym przypadku mozemy mie¢ pewnos¢, ze bez wzglgdu na posta¢ T, nie sa one
rzeczywiScie efektywne (o ile naleza do zbioru Trpu(KXs)).

Dla zbioru T wypuklego wydaje sig, ze estymator Trpp(X,) moze by¢ wolniej
zbiezny, wedlug rozktadu, niz estymator Tpra(X,) (co sugeruje rys. 1). Rzeczywiscie
wykazano to w pracy [Kneip, Park, Simar 1998]. Jednak nalezy pamigtac, ze dla zbioru
T nie wypuklego mozemy korzysta¢ jedynie z estymatora Trpu(X,). Estymator
Tpea(X,) moze by¢ w takiej sytuacji niezgodny (zob. [Simar, Wilson 2000, s. 56]).

5. Asymptotyczny rozklad prébkowy 0(X,y) — Oppu(X,y)

W pracy zajmiemy si¢ szczegdlowo jedynie asymptotycznym rozktadem probko-
wym roznicy 0(x,)) — Orpu(x,y). Inne wlasnosci, wymienione pod koniec punktu trze-
ciego, beda przedmiotem dalszych badan autora. Wiadomo, ze same oceny punktowe
miar efektywnos$ci technicznej nie wystarcza, jesli nie powiemy nic o ich doktadno-
sci. Skoro wprowadziliSmy do metody FDH element niepewno$ci, m.in. co do po-
ziomu efektywnosci jednostki, to chcemy takze mie¢ mozliwos¢ jego szacowania.

O postaci asymptotycznego rozktadu 0(x,y) — Oppu(x,y) mowi twierdzenie!?.

Twierdzenie 5.1: Przy zatozeniach 1-4 (zob. definicja modelu) dla ustalonego
obiektu (x¢,)0):

0(x0,v0) — Orpr(xo0,v0) ~* Weibull (n,“pw’ prq)

(gdzie pu pewna nieznana stata zalezaca od procesu P).

Wazny jest rowniez wniosek z tego twierdzenia, a mianowicie:

Whiosek 5.2: (posta¢ asymptotycznego obcigzenia i bigdu standardowego
Orpr(X0.)0))

18 Dany obiekt nie musi wcale leze¢ na brzegu rzeczywistego zbioru T.
19 Dowdd w pracy [Park, Simar, Weiner 2000].
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B* (Orpu(xo0)) = -7y,

ST.Dev.* (Opu(Xo.y0)) = 7" (v, — 1,%)"?, gdzie vy; = T( ), dlaj=1,2.

Ptatj
+
Zagadnienie estymacji pojawiajacego si¢ w rozkladzie asymptotycznym, nie-

znanego parametru p jest dos¢ skomplikowane, dlatego omowimy je skrétowo?.

Pomijamy definicj¢ p i przechodzimy od razu do procesu jego estymacji. Po pierw-

sze definiujemy zbior:

Definicja 5.1: NW(xo,10) = {(x,y)eR.7™: x<xg, y>yo} "T21.
Przypomnijmy ponadto, iz yo’(xo) = 0(xov0)-vo. Oczywistym estymatorem tej
wielkosci jest wigc: )73 (x0) = Orpu(x0,y0)-Vo. Parametr u spetnia pewien zwiazek??,

w ktorym kluczowa role odgrywa prawdopodobienstwo P[(x;);): (x;,y:))€NW(xo,
vo°(x0) — 20)], gdzie z to dowolna liczba dodatnia. Estymatorem tej wielkosci jest:

ﬁNW,O (Z) = #{(xi,yi): (xiayi)ENW(XOa );g (Xo) - Zyo)}/n23-

Na koniec niech z = Cn?B®*9] gdzie C to dowolna, dodatnia stata. Zgodnym??,
skorygowanym o obciazenie, estymatorem  jest wtedy:

1) 1y,

A= Pry o)~y (n

Na mocy wniosku 5.2 skorygowany o obciazenie estymator miary efektyw-

nos$ci technicznej ma postac:

& (x0,10) = Orpu(X0.v0) + V1 [1_1 Py

Wiaze si¢ to rOwniez z postacia asymptotycznego przedzialu ufnosci dla parametru
0(xo,v0). Niech z, oznacza o kwantyl rozktadu W(1, p + q), tzn. z, = (In(1— o))"#*.
Wtedy otrzymujemy:

P[Orpr(x0,0) <0(x0,10)< Orpu(X0,y0) + /Tl nD o o) & 1= o

Wybér jednostronnego przedziatu ufnosci wynika stad, iz rozktad Weibulla jest
ograniczony od dotu przez zero.

20 Szczegoty ponownie w pracy [Park, Simar, Weiner 2000].

21 Czes¢ zbioru T lezaca na phn.-zach. od obiektu (xo,v0) (z ang. NW — North West).

22 v7-50: P(x;<xg, vi = o2(xo) — zv0) = (u2)’ ™ + 9 ™). Szezegdly w pracy [Park, Simar, We-
iner 2000].

23 Na mocy zat. 2 (x;,y,)€T, dla dowolnego i = 1, ..., n, nie zachodzi wiec koniecznoéé estymacji
T w definicji zbioru NW(x,, 77 (xo) — o).

24 Estymator fi jest zgodny z optymalna szybko$cia zbieznosci dla kazdego ustalonego C.
W praktyce, w skonczonych probach, dobiera si¢ jednak parametr C tak, by zminimalizowaé btad
$redniokwadratowy. Czyni si¢ to w kazdym zastosowaniu osobno na podstawie dostgpnych danych.
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6. Przyklad empiryczny

[lustracje empiryczna przeprowadzimy na danych rzeczywistych z 1995 r. dotycza-
cych 32 polskich elektrowni i elektrocieptowni. Bedzie to grupa jednostek produk-
cyjnych, ktorych efektywnosc¢ techniczng bedziemy analizowac. Za naktady przyjeto:
— kapital (wartos¢ brutto srodkow trwatych liczona w z});
— pracg (liczba pracownikow);
— energi¢ wsadu ( liczong w TJ).

Produktem dziatalno$ci jednostek jest wytworzona energia (liczona w TJ%). Da-
ne, uszeregowane wedlug malejacej wielkosci produkcji, przedstawiono w tab. 2.

Tabela 2. Dane rzeczywiste dotyczace 32 obiektow z polskiego sektora energetycznego

Kapitat | Praca Energia Energia Kapitat Praca Energia Energia
Lp (zh) (0s) wsadu | wytworzona | Lp. (zh) (05 wsadu | wytworzona
(T (T (ThH (T0)
1 [4453039,7 | 5895274452 [ 100 749 17| 377291,0 | 1193 | 37182 14 641,1
2 7697966 | 4364|158 639 54 677 18| 2252825 | 1254 | 14444 127529
3[1408093,0 |5463| 63939 51499,5 19 [ 3326279 1125 | 11964 10 185,1
4] 950768,6 | 1553| 86343 34356,7 | 20| 206713,5 836 | 23748 10119,2
5| 2357441,6 [3270] 98488 33991,7 | 21| 420620,1 | 1138 [ 16443 9406,5
6 1152842,6 13242 79329 337314 |22 3853227 828 | 24671 8 964
7111266159 12884 85119 321644 | 23] 3222113 465 | 9274 7922,1
8| 954553,0 (3307 33305 204043 | 24 | 320969,2 503 | 9216 6530
91 1648631,6 [ 2464 40355 28615,7 | 25| 138156,0 528 | 12201 4 900,7
10| 1270206,3 [ 2556 78037 28536,7 |26 | 1914453 537 | 7729 45339
11| 5477873 [2273| 22711 201604 || 27 | 163 589,9 567 | 7208 44725
121 6666579,9 [ 1640[ 51163 19731,6 | 28] 1113313 526 | 7257 4424,7
13| 8287243 [ 1519 48527 178742 |29 941024 420 | 4802 3926,6
14| 589864,9 [ 1249 22219 16620,7 | 30| 776888 320 | 9316 3320,9
15| 4414692 | 790| 24115 164287 | 31| 596976 637 | 5313 3153,1
16 378370,8 | 1399] 32506 153187 | 32| 652569 336 | 2393 1939

Zrédlo: [Osiewalski, Wrobel-Rotter 2002].

Do obliczen wartosci wielkosci, omowionych w poprzednich cz¢$ciach pracy,
uzyto procedur napisanych w programie Gauss 6.0%°. Uzyskane wyniki przedsta-
wiono w tab. 3.

Ze wzgledu na estymator Oppu(x;,);) wigkszo$¢ obiektow z proby uznano za
efektywne technicznie wzglgdem produktoéw., nieefektywne sa jedynie jednostki o
nr 5121 (Oppu(x;,y:) > 1, dlai= 5,21, zob. czwarta kolumna tab. 3). Wynika to z za-

25 |GWh = 3,6T7 (teradzul).
26 Autorka procedur jest dr Anna Pajor z Katedry Ekonometrii UEK, ktorej sktadam serdeczne
podzigkowania za wielka pomoc okazang przy realizacji tej pracy.
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lozenia 1 modelu statystycznego o swobodnej dyslokacji naktadow i produktow.
Oznacza ono bowiem, ze musi zaj$¢ bardzo szczego6lna zalezno$¢ mig¢dzy iloScia na-
ktadow i produktow pewnych obiektéw z proby, aby jeden z nich zostal uznany za
nieefektywny. Dotyczy to obiektéw o numerach 4 i 5 oraz 21 i 19. Wezmy dla
ilustracji pierwsza z tych par. Zauwazmy, ze ilosci nakladow jednostki nr 5 sa
wigksze od ilosci nakladow jednostki nr 4 (dla wszystkich trzech naktadéw). Pomimo
to produkcja jednostki nr 5 jest mniejsza niz produkcja jednostki nr 4 (zob. tab. 2).

Tabela 3. Warto$ci odpowiednich estymatoréw oraz konce asymptotycznych przedziatow ufnosci*

I 1& 19 (x,v,y,v) L= eFDH(xi’yi) P L-P
1 2 3 4 5 6
1 0,301 2,264 1,000 2,835 1,835
2 0,065 6,889 1,000 9,548 8,548
3 0,206 2,846 1,000 3,679 2,679
4 0,436 1,874 1,000 2,269 1,269
5 0,680 1,571 1,011 1,824 0,813
6 0,488 1,781 1,000 2,133 1,133
7 0,534 1,714 1,000 2,036 1,036
8 0,436 1,874 1,000 2,269 1,269
9 0,534 1,714 1,000 2,036 1,036
10 0,575 1,662 1,000 1,961 0,961
11 0,375 2,016 1,000 2,475 1,475
12 0,680 1,561 1,000 1,814 0,814
13 0,680 1,561 1,000 1,814 0,814
14 0,375 2,016 1,000 2,475 1,475
15 0,206 2,846 1,000 3,679 2,679
16 0,436 1,874 1,000 2,269 1,269
17 0,436 1,874 1,000 2,269 1,269
18 0,065 6,889 1,000 9,548 8,548
19 0,436 1,874 1,000 2,269 1,269
20 0,375 2,016 1,000 2,475 1,475
21 0,375 2,099 1,083 2,558 1,475
22 0,534 1,714 1,000 2,036 1,036
23 0,206 2,846 1,000 3,679 2,679
24 0,206 2,846 1,000 3,679 2,679
25 0,375 2,016 1,000 2,475 1,475
26 0,301 2,264 1,000 2,835 1,835
27 0,206 2,846 1,000 3,679 2,679
28 0,206 2,846 1,000 3,679 2,679
29 0,206 2,846 1,000 3,679 2,679
30 0,065 6,889 1,000 9,548 8,548
31 0,065 6,889 1,000 9,548 8,548
32 0,065 6,889 1,000 9,548 8,548

* L — lewy koniec, P — prawy koniec, poziom istotnosci: 0,05. We wzorze na j; przyjeto C=1, za

praca [Park, Simar, Weiner 2000] (zob. przypis 24).

Zrodto: opracowanie wiasne.
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Taka sytuacja moze oczywiscie $wiadczy¢ o nieefektywnosci obiektu nr 5. Jednak
w praktyce, zwlaszcza w matych prébach, trudno oczekiwaé, aby taka szczegodlna
zalezno$¢ wystepowata czesto. W naszej probie 32-elementowej sa tylko dwie ta-
kie sytuacje, stad wlasnie mata liczba obiektow nieefektywnych.

Przy matych probach, takich jak nasza, warto jednak wzia¢ pod uwage obcia-
zenie uzyskanych wynikéw. Spdjrzmy na wartosci estymatora Oppu(x;,y;) skorygo-
wanego o obcigzenie (zob. kolumna trzecia w tab. 3). Po pierwsze ani jeden z

obiektéw nie jest tu uznawany za efektywny (9(x1-,y1-) >1,dlai=1,..,32). Po
drugie wartosci g (>x,y;) sa bardziej zroznicowane i narzucaja zupehie inny ranking
efektywnosci niz estymator Oppu(;,);). Na przyktad obiekt nr 5, uprzednio nieefektyw-

ny, obecnie jest jednym z bardziej efektywnych (warto$¢ g (xxs,y5) bliska jednosci).
Wszystkie uzyskane wartosci estymatorow (rowniez te skorygowane) nalezy
traktowac z duza ostroznoscia, o czym $wiadczy choéby szerokos¢ przedziatow uf-
nosci (kolumna 6 w tab. 3). Na przyktad dla jednostek nr 2, 18, 30, 31, 32 mamy
najmniejsza wiedz¢ na temat tego, ile tak naprawde wynosi rzeczywista warto$¢
efektywnosci technicznej tych obiektow; cho¢ z drugiej strony wiemy z duzym
prawdopodobienstwem, w jakim przedziale moze si¢ ona znajdowac, i to dla kazdej
jednostki?’. Do ostroznosci, przy interpretacji wynikow w tak malej probie jak nasza,
sktaniaja tez jedynie asymptotyczne wlasnos$ci wykorzystywanych estymatorow.
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THE PROPOSAL OF THE UNCERTAINTY DESCRIPTION
USING THE DEA AND FDH METHODS

Summary: The article is an initial attempt to modeling and analyzing of uncertainty within
the DEA and FDH methods. The uncertainty relates to both the collected data and values of
the technical efficiency measure, which are calculated basing on these data. It is one of the
possible extension of the DEA/FDH method in stochastic direction. The statistical model
and nonparametric estimators of the technical efficiency measure are defined. Properties of
these estimators and the empirical example (based on the real data) are presented.
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