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Prolog

Ksiazka lanua scientiae to zbior kilkunastu artykutdw, poprzedzony wstepem i za-
konczony zartobliwym epilogiem. Dzieto — z pozoru niejednolite — taczy entuzjazm ba-
dawczy z zaangazowaniem spotecznym. Jest to wigc rodzaj poematu dygresyjnego,
stworzonego przez trzech autorow.

Spectrum badawcze jest szerokie: od mody idealne;j i statystyki po topologig, analizg
i logike. Ekonomia moze by¢ traktowana jako wiedza o $wiecie, ale jednoczesnie jako
nauka moralna. Adam Smith wyktadal przeciez filozofi¢ moralng. Liberalizm ekono-
miczny jest doktryng popularng i pociagajaca. Jednakowoz wielka swoboda gospodar-
cza, bez ograniczen prawnych, prowadzi do naduzy¢. Podobnie jest z przeciwstawnym
kierunkiem, zwanym keynesizmem lub interwencjonizmem. Interwencjonizm, niekiedy,
jest pozadanym dziataniem — pobudza dziatalno$¢ gospodarcza. Jak wszedzie, tak 1 tutaj
istnieja dopuszczalne granice ingerencji panstwa w dziatalno$¢ gospodarczg. Interwen-
cjonizm i panstwo opiekuncze to inflacja i spadek wydajnosci. Liberalizm zas$ to ttumie-
nie konkurencji i tworzenie monopoli zawyzajacych ceny.

Wiedza naukowa jest przekazywalna jednoznacznie — bo to logika. Sztuka za§ —
oparta gtéwnie na intuicji — nie jest przekazywalna jednoznacznie. Ksigzka taczy nauke
ze sztuka. Nie ma nauki bez sztuki, ale i odwrotnie — nie ma sztuki bez nauki. Wszedzie
jest matematyka — matematyka rozumiana szeroko, jako wiedza o $wiecie, a nie sztucz-
nie tworzone struktury matematyczne. David Hilbert wierzyl, ze cala matematyke
mozna zalgorytmizowac i komputery moga zastapi¢ ludzi w dowodzeniu twierdzen.
Kurt Goedel pokazat, ze wigkszosci teorii naukowych, majacych praktyczne zastoso-
wanie, czyli teorii, w ktorych wystepuje zbior nieskonczony, nie da si¢ zalgorytmizo-
wac. Wystepuja w nich prawdy bez formalnego dowodu. Jesli zbior aksjomatoéw jest
znany, to teoria moze by¢ niezupehna, lecz jesli do aksjomatow wlaczymy wszystkie
zdania prawdziwe, wtedy teoria staje si¢ zupelna. Teoria jest bezuzyteczna i nie ma
charakteru nauki, jesli jej aksjomaty nie sg znane — nie wiemy, ktore zdania sg aksjoma-
tami, bo aksjomatow jest nieprzeliczalnie wiele. Dowdd twierdzenia Goedla jest nie-
zwykle prosty. Dowoddw jest tyle, ile liczb naturalnych, natomiast prawd jest znacznie
wiecej — tyle, ile liczb rzeczywistych. Dowody to punkty dyskretne, natomiast prawda
jest ciagla linia. Wyroznia si¢ dwa pojecia nieskonczonosci. Nieskonczono$¢ aktualna,
oznaczajaca, ze catos¢ jest rownowazna czesci, oraz nieskonczonosc potencjalng, ozna-
czajaca, ze $wiat jest skonczony, ale nie istnieje zbior najwigkszy. Nieskonczonosc jest



Prolog

powszechnie akceptowalna, chociaz wydaje si¢ to dziwne, bowiem istot¢ najwyzszg —
Boga — cz¢$¢ ludzi odrzuca. Nieskonczonos¢ to ciaglosé, a cigglosé to wazne narzedzie
intuicji.

Ksigzka moze by¢ traktowana jako niezbednik, rodzaj pocket-booka, do ktorego
czgsto powinno si¢ zaglada¢. Studium mozna rozpocza¢é w dowolnym miegjscu i na
dowolnym akapicie. Ten sam fragment czytany powtornie bedzie brzmiat inaczej
1 odstanial nowy obraz przedmiotu — takze zapewniat natchnienie i odpoczynek przy
lekturze. Tak wiec jest to ksigzka dla kazdej myslacej istoty, niezaleznie od wyksztat-
cenia i zawodu.

Bez zyczliwej pomocy wielu 0sob nie byloby tego zbioru esejow. Szczegdlne stowa
uznania nalezg si¢ Recenzentowi. Historia nauki wskazuje, a poglad ten podziela Re-
cenzent, ze mysli nowe i oryginalne sg czgsto odrzucane i wysmiewane. Stajg si¢ one
z czasem wiodgcg ideg — paradygmatem nauki. Zgodnie z sugestiag Recenzenta usunigto
esej, majacy charakter dialogu, o ekonomii i medycynie. Dialog matematyka ze zwo-
lenniczkg medycyny opartej na psychologii i punktach energetycznych — akupunkturze
— jest zbiorem hipotez, ale i faktow. Teoria Einsteina w swej poczatkowej postaci row-
niez byla niczym innym jak zespotem hipotez. Weryfikacja hipotez Einsteina zajeli si¢
pbézniej inni. W opuszczonym artykule byly trzy gtowne idee. Medicus curat — Deus
sanat. Jest to podstawowa zasada samego Hipokratesa. We wspolczesnym jezyku ozna-
cza ona, ze chory nie jest zepsutym samochodem, ktory po tygodniu z warsztatu wraca
lepszy niz nowy. Mens sana in corpore sano. Ta zasada Juwenalisa oznacza, ze zdrowe
ciato implikuje, iz duch jest takze zdrowy. Jest jednak odwrotnie: zdrowy duch impli-
kuje zdrowe ciato. Medice, cura te ipsum. Jest to przystowie, ktore cytuje Jezus. Doty-
czy ono organizacji shuzby zdrowia i etyki lekarskiej. Nie mozna stuzy¢ dwoém panom
— Bogu i mamonie. Zawod medyka jest powotaniem do stuzby blizniemu.

Almanach to wynik pracy zespotu. Dzigkuj¢! Uwazam ponadto, ze rzadzi¢ maja
prawi me¢zowie. Memento — daleka transpozycja gtosnego porzekadta Katona — niech
obudzi kandydatéw i wyborcow. Niech zasady jednego stang si¢ regulg drugiego — pra-
wem powszechnym. Rewolucja mysli to duzo wigcej niz bicie w dzwony i palenie do-
bytku. Cyncynat wzorem.

Dzigkuje wszystkim Przyjaciotom i Kolegom, dzigki ktorym almanach moze si¢
ukazac.

Wroctaw, 26 maja 2022 Antoni Smoluk
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On the Ideal Mode Once Again

Antoni Smoluk

We all here have a great opportunity and possibility to see the Cross of the South.
Another constellation of stars has also appeared here. It is the Northern Hemisphere
constellation of the Pleiades. What does it mean? Everything and nothing. It depends.
You must find your own answer. Every real scientist must always be a mathematician.
It may be very specific mathematics, one’s own mathematics, but it is mathematics.
Thus you can be a mathematician, even a very good mathematician, without being
conscious of that. To avoid the abuse of statistics, we should not go beyond some critical
point. We cannot extract from data any more information than they really have.
We should focus on natural calculations of parameters like mean, medium, and perhaps
mode. Life itself is too complicated, so I am not trying to make the situation worse.

Welcome all those untired participants who managed to come here to the Russell
Love Theatre. It is the last session and the shortest lecture. I promise you that my talk
will be brief and simple. I will help you not to be troubled in the least. My purpose is
to attract your attention for a while to the old and remaining in oblivion modal value,
to the usual mode. Everybody knows what a mode is. Let us go straight to our
destination. I will start with some examples to tune you into my frequency. We identity
function

i:R— R,
i(x)=x,x € R,

on the set of real numbers R is called the stochastic variable. In general, a stochastic
variable is an identity function on the n-dimensional real vector space R", n € N.
This means that the usual notion of a random variable is not important. This is only
in the stochastic variable; measures or probabilities are important.

The first ideal mode exists. The class of distribution A0 is a real and important set
of measures. Distributions with the ideal mode are natural objective beings. The second
ideal mode has more information, it is more informative, in different senses, than the
usual mode. It is a real existing object, it is not merely conceived in the mind. This why
I believe that it is important and useful. We cannot ignore it in the same way, as we
cannot ignore the normal distribution. Hence the ideal mode is versatile and fruitful to
all of us.
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The ideal mode can easily be extended onto multidimensional distributions from the
convex set prob(R").

Theorem. The set of distributions with the same ideal mode m is the convex closed
set. This set is compact if distributions are restricted to those bounded — it means that
a certain closed interval has the measure 1.

After dinner there should be something light and sweet if possible. There are only
three types of pure distribution with the ideal mode. The first class of such distributions
comprises pure atomic distributions with probability accumulated in one point; these
are Dirac distributions. The second class of pure distributions with the ideal mode is
built out of uniform distributions. To the third class of pure distributions belong all the
continuous distributions such as the normal distribution, Cauchy distribution, and so on.
Only the second class of uniform distributions is important. Other distributions can be
obtained from uniform distributions by taking convex combination and limit processes.
Obviously, uniform distributions are not only continuous, but also absolutely
continuous.

Theorem. The set /(m) of all distributions with the ideal mode m is equal to the
closure of the set of all convex combinations of uniform distributions with the ideal
mode equal to m.

1. Modal value, a dominant, the most frequent value or simply a mode, is a posi-
tional parameter informing about the distribution of probability. In place of the distri-
bution of probability, we use a synonymous expression, a probabilistic measure short-
ened to one word — measure — since only probabilistic measures are mentioned.

Thus, what is a mode of measure u? To start with, before giving a precise definition
of this notion we should mention that not all the positional parameters are defined for
each measure. There are measures for which an average value is defined, and there are
measures for which it is not — because it does not exist. Similarly, this is the case with
standard deviation and moments of higher order. Therefore for certain measures a modal
value exists, and for others it does not. Before we propose a new definition of a mode
and attempt its generalisation into multidimensional distribution, let us consult the
literature. This notion does not appear in many of the textbooks on probability (M. Fisz
(1958)). Why? Because it is not properly defined, and there is no precise definition of
what a mode is. “The mode is the value of the variable corresponding to the maximum
of the ideal curve which gives the closest possible fit to the actual distribution”
(G.U. Yule, M.G. Kendall (1948)). Further on Yule explained this definition of a modal
value: “it represents the value which is most frequent or typical, the value which is,
in fact, the fashion (la mode)”. In theory, for continuous distribution with a single
maximum of the density function, such a definition is satisfactory. In practice however,
we have only histograms. Yule warned his readers loyally, “it is, in fact, difficult to
determine the mode for such distributions as they arise in practice, particularly by
elementary methods”. The entry mode, written by A.V. Prochorov, can be found in
a well-prepared, much valued by mathematicians and practitioners, Soviet six-volume

10



1. On the Ideal Mode Once Again

Encyclopaedia of Mathematics. “If function g(x) is a density of a random variable, then
every point xo in which g(x) reaches the maximum value is called a mode. A mode can
be also defined for discrete distributions: if a random variable takes on value x; with
a probability prand when x; < x4+ then point x,, is called a mode, when py.1 < p, and
Pm+1 < pm. Distributions with a single, two or larger number of modal values are called
respectively unimodal, bimodal and multimodal. The most important for the theory of
probability and for statistics are unimodal distributions.” (.M. Winogradow [Ed.]
(1982)). The entry mode can also be found in the popular Mathematics Dictionary of
G. James. “The member of a series of measurements or observations that occurs most
often, if there is such a member; there is no useful definition if more than one member
occurs most often. If more students in a given class make 75 than any other one grade,
then 75 is the mode. For acontinuous random variable with probability density
function £, the mode is the point at which f has its greatest value, if there is exactly one
such point. Sometimes any point at which f'has a local maximum is called a mode, but
multimodality is unusual in practise” (R.C. James [Ed.] (1976)). Similar information
can be found in a pedantic German Lexicon der Mathematik under Modawert (Modus,
Mode), (W. Gellert, H. Kastner, S. Neuber [Eds.] (1977)). There is no mention of
a mode in the selection of articles valuable for historical studies, Studies in the History
of Statistics and Probability (E.S. Pearson, M.G. Kendall [Eds.] (1970)), which can
indicate additionally a low opinion of the theoretical and practical importance of a mode.
The above mentioned statements suggest that the notion of a mode has been depreciated.
Is it not useful? Certainly it is useful and important. It has been pushed aside due to its
imprecise definition, and not because of its scant usefulness. K. Pearson introduced the
idea of a mode in 1895 in his paper Skew variation in homogenous material. 1 think it
is high time to review and make more precise this undoubtedly useful — especially in
prediction theory — notion. Statistics is not just a language and a method but above all
ascience of the real world, formulating laws of nature, and every science is
a mathematical, exact discipline (A. Smoluk (1996), (2002)).

2. Let u signify a probabilistic measure in a set of real numbers R. In a symbolic
language it means that u € Prob(R). Let x be any but fixed real number. To number
x € R and measure € Prob(R) is assigned function f{u, x) transforming the set of real
numbers R in R by the formula

0, if k<0,

S0 = j du(ty, it 0<h,

where 4 € R, and an integral appearing in a definition of function fl, x) is the
probability that any random variable with a distribution u takes on values from the
closed interval [x — & , x + h]. Naturally, function f{u, x) is a certain distribution
function. Symbol F(u) designates the family of all such distribution functions

11
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F(u)={f(u,x):xeR}.
Family F(u) is an order set. It is
S x) <f(u, y)

if and only if, for every 4 € R it is

S, x) (B) < f (s ) ().
If in family F(u) exists function f{x, m) such that for every x€ Ris

S x) < f (u, m),

then value m is called an ideal mode of measure u. The ideal mode of measure u exists
only when in family F(u) exists the largest element — the supremum.

Theorem. An ideal mode is unique.

Argument. If an ideal mode exists, it is only one because the supremum of the set
is unique.

Comment. Every normal distribution has a mode and an ideal mode; both of these
values are equal to the average.

A mode for a uniform distribution can be any point of an interval of positive density.
In such cases the notion has no value. However, an ideal mode of uniform distribution
is unique, and obviously just like for normal distribution, it is equal to the mean.
The necessary condition for an ideal mode to exist is the symmetry of distribution.
The distribution has to be symmetrical in order to have an ideal mode. Naturally, many
symmetrical distributions exist without an ideal mode. At the same time we should stress
the great importance of multimodal distribution in the cluster analysis and in the theory
of subdivision of the population into classes — just as is done in calibration.
Multimodality cannot be fought against because the distributions of such kind take place
in natural and social sciences. The notion of a mode is not very useful in cases when the
distribution is multimodal. Simply, a mode carries little information about distribution.
I have even come across a task to measure an informational value of a mode. An ideal
mode gives far more information than a mode. Full information about ideal mode m is
contained in distribution function f{x, m) defining the mode. Such a function also carries
information about an ordinary mode, because to each modal value m — in a traditional
sense — in a set of distribution functions F(u) there is a corresponding maximal element
flu, m). This modal value m which corresponds to distribution function f{u, m), and the
function is maximum element in set F(u), deserves special attention as their informative
value is greater.

3. An ideal mode is a stable value due to a weak convergence of random variables.

Theorem. If sequence (f;) of random variables with distributions (u,.) is weakly
convergent to random variable f'with distribution x, and measure u, for each natural »n
has ideal mode m,, then measure u has ideal mode m, and m = lim (m,,).

12



1. On the Ideal Mode Once Again

4. Examples
A. Measure ¢ with a density
0, if % <[+,
g(x)= 5
cos“x . /4
c—, if |x| <—,
1+x 2

and number 0 < ¢ is selected in such a way that function g is the density, has a mode
equal to 0. It is a symmetrical unimodal distribution, which has also an ideal mode.
B. A symmetrical measure v with a density

0, if ﬂS|x,
h(x)=1 <n2
) a2 if |x<7,
1+x

where number d is selected in such a way that function # is the density does not have
an ideal mode. Distribution v is bimodal in a traditional sense — it has two modes:

T T . . . . .
- 5 and 5 . In this case there is no ideal mode because the function of density does

not increase to the centre which is at point 0, and obviously the function does not
decrease on the right to the centre.

n
C. Binomial distribution p = (k)pk ¢* k=0,..nwhere0<p<1,g=1-p,

n € N, does not have an ideal mode either although it is a symmetrical distribution.
Here the reason for the non-existence of an ideal mode is the non-continuity of
distribution — the lack of a density function.

D. Distribution of a student with n degrees of freedom, n € N, 1< n, with density
given by the formula

g, ()=

1
where B (x,y) = Itx_l (1 - t)y_1 dt, x, y € R, 0 <x, 0 <y, has an ideal mode equal to
0

an ordinary modal value — number 0.
E. A symmetrical distribution

o= (1/10, 3/20, 1/2, 3/20, 1/10),

13
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associated with the natural numbers 0, 1, 2, 3 and 4 respectively, these probabilities
have modal value equal to 2. It is naturally a symmetrical distribution with a centre of
symmetry 2. Such a distribution has no modal value since, by analogy to binomial
distribution, it is a purely atomic distribution and has no density. If we extend this
distribution to density function g given by the formula

0, if z‘<—l or 2<t,
2 2
Loy Lol
10 2 2
3o Lad,
t)=

g() 1 . 3 5
—, if =<t<=,
2 2 2
i, if é£t<z,
20 2 2
Lo Ia<2
10 2 2

we obtain a continuous symmetrical distribution with an ideal mode equal to 2 (Figure 1).

Fig. 1. Combination of uniform distributions

F. A distribution beta with a density function dependent on two positive parameters
xandy

0, if <0,
1 x-1 -1 :
gt)= (1=, if O0<t<l,
B(x, y)
0, if 1<z,

has an ideal mode when 1 <x, 1 <y and x = y. An ideal mode of distribution beta
equals 1/2.

14



1. On the Ideal Mode Once Again

5. The notion of an ideal mode can be easily extended onto multidimensional
distributions. In such cases the term centre is more appropriate because an ideal mode
is acertain point m in space R". Therefore if ue€Prob(R"), u is a n-dimensional
distribution, then analogously to the one-dimensional case, we can define function
flu, x) using the formula

0, if h<0,
Fu,x)(h) = de(;), if 0<h,
K(x,h)

where K(x, h) is a closed ball {{Z eR":

x—z|< h} , h is a real number, x a vector

in R", and number | y| is anorm of vector y. The ideal mode — the centre of distribution

1 € Prob(R") — can be called point m € R" such that function f{x, m) is the biggest
element — the supremum — of family F(u). The mode of distribution in R" is point
m = (m, ..., my), therefore a certain vector. It is not a single number but a series of
numbers. Multidimensional normal distribution has an ideal mode and it is a point in
which density reaches the highest value. This mode does not depend on the choice of
norm in R" and it is a vector consisting of modal values of the marginal distributions.

6. Problems. A. Characterise a class of distributions for which an ideal mode exists.
Distribution possessing a density function has an ideal mode if and only if it is
symmetrical and its function of density to point of symmetry increases, and from the
point of symmetry decreases.

B. Does the definition of a mode not depend on the choice of norm in space R"?
Certainly this so for normal distributions, as stated above, and it really does not depend
on the norm. If measure u has a central point in one norm, then in every other norm it
has also a central point and all these points are identical.

C. Does every uniform distribution u with support set 4 has a centre, if 4 is a convex
symmetrical set? Set A is called symmetrical if there exists point @ € R" such that set
B= {x —a.xe A} is symmetrical with respect to the origin; this means that B fulfils

the condition: if z € B, then—z € B.
D. Multidimensional distribution x« has a centre m if and only if, marginal
distributions y; , i = 1, ..., n, have ideal modes m;, where

m=(m, ..., My,)?

It seems that this is so in the case of the independent marginal distributions,
i.e. when 4 is a product of marginal measures.

15
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On the Ideal Mode Once Again

Summary

The author provides a precise definition of modal value, and a theorem on the
stability of this parameter is also formulated. Let i signify a probabilistic measure in
a set of real numbers R. Let x be any but fixed real number. To number x € R and
measure u there is assigned function f{u, x) transforming the set of real numbers R into
R by the formula

0, if k<0,

S (s x)h) = j du(n), if  0<h,

where # € R, and an integral appearing in a definition of function flu, x) is
a probability that any random variable with distribution x takes on values from
interval [x — &, x + A].

Naturally, function f{u, x) is a certain distribution function. Symbol F(u) designates
the family of all such distribution functions F'(1) = { f(u,x):xe R}.

Family F(u) is an order set. It is

S x) = f (. y)
if and only if, for every 4 € R itis

16
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S, %) (h) < f (u, y) (B).

If in family F(u) exists function f{u, m) such that for every x € R is
S, x) < fu, m),

then value m is called an ideal mode of measure u. The ideal mode of measure u exists
only when in family F(u) exists the largest element — the supremum.

An ideal mode is unique. If an ideal mode exists, it is only one because the
supremum of the set is unique. Every normal distribution has a mode and an ideal mode;
both of these values are equal to the average. A mode for a uniform distribution can be
any point of an interval of positive density. In such case the notion has no value.
However, an ideal mode of uniform distribution is unique, and obviously just like for
the normal distribution, it is equal to the mean. The distribution has to be symmetrical
in order to have an ideal mode.

An ideal mode is stable with respect to the weak convergence of random variables.

Theorem. If sequence (f;) of random variables with distributions (u,) is weakly
convergent to random variable f'with distribution x, and measure u, for each natural n
has ideal mode m,, then measure u has ideal mode m, and m = lim (m,,).
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Objasnienie i uogolnienie
paradoksu Simpsona

Antoni Smoluk, Czestaw Szmigiel

Streszczenie: W artykule objasnia si¢ paradoks Simpsona i podaje zrodto takich paradokséw. Paradoksy
pojawiaja si¢, albowiem efektywno$¢ sumy wektorow na ogoét nie jest rowna $redniej efektywnoSci
sktadowych. Wektory proporcjonalne maja taka sama efektywnos¢. Stozek jest uogdlnieniem proporcji.
Zasadnicze twierdzenie wigze uogodlnione proporcje, czyli stozki z podstawowym nowym pojeciem
pracy — paradoksem potencjalnym. Paradoks potencjalny to taki uktad, ktory po zmianie intensywnosci
niektorych wektorow staje si¢ paradoksem.

Stowa kluczowe: paradoks Simpsona, paradoks potencjalny, stozek.

Consuetudo altera natura est

1. Uwagi wstepne

Paradoks nie jest antynomig: paradoks to zdziwienie — odstepstwo od nawykow i tego,
czego oczekujemy, antynomia za$ jest sprzecznos$cig — niemozliwym stanem natury.

Paradoks Simpsona dotyczy wzajemnej relacji pomiedzy preferencjami. Jezeli P
jest preferencja w zbiorze X, to P jest relacja zwrotng i tranzytywna — przechodnig.
W produkcie kartezjanskim X¥, gdzie k jest dowolna liczba naturalng wigksza lub
réwng 2, preferencja produktowa Pareto Py jest okre§lona warunkiem: xPiy wtedy
i tylko wtedy, gdy x:Py;, i =1, ..., k, gdzie x = (x1, ..., xk), ¥ = (V1, ...., Vx). Automorfizm
g Xt — X jest roznowartosciowa funkcja monotoniczna: jesli xPiy, to g(x)Pig(y).
Niech dana bedzie funkcja £ X* — X; jesli funkcja f roénie, czyli jest funkcja mono-
toniczng, to warunek xPyy pocigga warunek f{x)Pfy).

Podzbior populacji zawierajacy wigeej niz 2/3 elementow, czyli spetiajacy regule
J. Lyki, jest powszechnie utozsamiany z catg populacja. Trafiajg si¢ funkcje niemo-
notoniczne, ktore ogdt uwaza za monotoniczne. Uwaga ta rzuca $§wiatlo na paradoksy
statystyczne i zarazem je objasnia.
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2. Objasnienie i uogodlnienie paradoksu Simpsona

Uktad (x, y) nazywa si¢ uktadem paradoksalnym wzgledem funkcji f, jezeli xPyy,
ale nie f{x)Pf(y), gdzie funkcja fjest w powszechnym odczuciu funkcja rosnaca.

Rodzina wszystkich automorfizméw struktury matematycznej (X, Py) jest grupa
przeksztatcen. Uktad (x, y) jest uktadem potencjalnie paradoksalnym wzgledem funk-
cjif, jezeli istniejg automorfizmy g i 4 takie, ze uklad (g(x), A(y)) jest uktadem para-
doksalnym.

Jesli uktad jest paradoksalny wzgledem funkcji £, to naturalnie jest on potencjalnie
paradoksalny; za g = h wystarczy wzig¢ automorfizm tozsamosciowy. Takie jest ogolne
spojrzenie na paradoks Simpsona. W dalszym ciggu wyspecyfikujemy zbior X; najpierw
ograniczymy si¢ do podzbioru plaszczyzny R? gdzie R oznacza zbior liczb rzeczy-
wistych. Zbior X jest w tym przypadku rodzing par nieujemnych liczb rzeczywistych
(x, v), gdzie element x nie jest zerem i jest nie mniejszy niz y.

2. Paradoks Simpsona

Skutecznosciq wektora a rownego (x,y) jest kat ¢ wektora (x, y) z dodatnim
kierunkiem osi Ox. oznaczany symbolem e(a), zwany rowniez efektywnoscig wektora.
Tangens tego kata jest stosunkiem y/x. W zbiorze X jest okreslona relacja preferencji P
wzorem: aPb wtedy i tylko wtedy, gdy e(a) < e(b).

Wektory: d = (2, 1), ¢ = (30, 10), b = (40, 10), a = (4, 1), ktoérych tangensy rownaja
si¢ odpowiednio: 1/2, 1/3, 1/4, 1/5, tworza uklad, po rozdzieleniu na dwie grupy:
A=(a,c), B=(b,d), paradoksalny w sensie Simpsona. Jest bowiem A <B, lecz
11/42=e(b+d)<e(a+c)=11/35(rys. 1).

&

Rys. 1. Paradoks Simpsona

Kat ¢ nie zalezy od dtugosci wektora; wszystkie wektory wspdtliniowe majg taka
sama efektywnos¢. Srednia arytmetyczna wektorow jest proporcjonalna do ich sumy;
oznacza to wigc, ze efektywnos$¢ sumy wektorow jest rowna efektywnosci $redniej
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arytmetycznej tych wektorow. Jednak $rednia arytmetyczna efektywnosci wektorow
jest na og6t rozna od efektywnosci ich sumy — stad paradoksy.

3. Objasnienie paradoksu

Dhugos¢ wektora nie ma wptywu na warto$¢ kata, lecz dlugosci wektorow skta-
dowych maja wpltyw na efektywnos¢ sumy. Diugos$¢ wektora jest jego intensywnosciq.
Zmiana intensywnosci sktadowych ma decydujacy wpltyw na skuteczno$¢ sumy.
Liderzy ekonomiczni — wzorce do nasladowania — majg wysoka efektywnosc i wielkg
intensywnos¢; efektywno$¢ mozna uwazac za stopien wykorzystania zasobdw — procent
skutecznego zuzycia energii ekonomicznej, natomiast intensywno$¢ to rozmiar
produkcji.

Lemat. Ciag efektywnosci (e(a + nb)), gdzie e(b) < e(a) oraz n jest dowolng liczba
naturalna, jest zbiezny do efektywnos$ci wektora b (dowod vide rys. 2).

»

a

Rys. 2. Dowdd lematu

Lemat ten prosto objasnia paradoks Simpsona.

Twierdzenie. Uktad ((a, ¢), (b, d)) taki, ze e(a) < e(b) i e(c) < e(d), jest potencjalnie
paradoksalny wtedy i tylko wtedy, gdy wektory a, b, ¢, d przeplataja sig¢, czyli
e(a) < e(b) < e(c) < e(d) (rys. 1).

Dla dowodu wystarczy poshuzy¢ si¢ lematem oraz zauwazyc¢, ze automorfizmy nie
zmieniajg efektywnosci sktadowych uktadu, natomiast zmieniajg efektywnos$¢ sumy.
Twierdzenie powyzsze mozna z korzyscig przeformutowac.

Uktad wektorow ((a, ¢), (b, d)) taki, ze e(a) < e(b) i e(c) < e(d), jest potencjalnie
paradoksalny wtedy i tylko wtedy, gdy stozek rozpiety na zbiorze {a,c} i stozek
rozpigty na zbiorze {b, d} maja czg$¢ wspolna o niepustym wnetrzu.
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2. Objasnienie i uogodlnienie paradoksu Simpsona

Przeformutowanie twierdzenia ulatwia jego uogoélnienie. Bedziemy wigc mowic
o ukladzie nie dwoch, lecz wigkszej liczby wektorow — szpitalach, w ktorych leczy si¢
nie dwie choroby, lecz kilkanascie, z podzialem na mezczyzn i kobiety. Jest rowniez
ekonomiczny paradoks Simpsona. Jesli gospodarka kraju A jest efektywniejsza, we
wszystkich dziatach, od gospodarki kraju B, to jednak faczna efektywnos$¢ gospodarki B
moze okaza¢ si¢ wyzsza od tacznej efektywnosci kraju A.

4. Uogolnienie paradoksu

Mozna uogolniac jeszcze dalej; zamiast przestrzeni dwuwymiarowej R* rozpatrzmy
k-wymiarowa przestrzen euklidesowa Rf. Niech K oznacza stozek wektoréow nie-
ujemnych. W tym przypadku efektywnos¢ okre§lona jest niejednoznacznie — daje si¢
mierzy¢ roznorodnie. Ustala si¢ jeden wektor wzorcowy, ktérego umowna efektywnosé
jestrowna 1, a nastepnie definiuje si¢ efektywnos¢ kazdego wektora wzglgdem wektora
wzorcowego. Efektywnoscig jest kat pomiedzy danym wektorem i wzorcem. Cosinus
efektywnosci oblicza si¢ tatwo; dla wektorow jednostkowych jest to zwykty iloczyn
skalarny. Wektor wzorcowy moze by¢ obrany dowolnie, wygodnie przyjac, ze jest nim
pierwszy wektor bazowy lub wektor o wszystkich sktadowych rownych 1.

Twierdzenie uogolnione. Dane s3 dwa uklady wektorow 4= (ai, ..., a),
B=(by,...,b,) takie, ze A<B, czyli e(a)<e(b;), i=1,...,n. Uklad (4, B) jest
potencjalnie paradoksalny wtedy i tylko wtedy, gdy stozki rozpigte K(4) i K(B) maja
cze$¢ wspdlng o niepustym wnetrzu.

Zamiast dowodu zauwazmy jedynie, ze stozek K(A) jest zbiorem

{xiai + ...t xpan: xi € Ry, i=1, ..., n}.

Jest to stozek rozpiety na uktadzie wektorow A; analogicznie definiuje si¢ stozek
rozpiety na uktadzie wektorow B. Umownie mozemy przyjaé, ze efektywnos¢ wektora
zerowego, ktory w tym przypadku nie zostal wykluczony z rozwazan, jest zerowa.
Poniewaz wektor zerowy jest elementem neutralnym potgrupy, jaka jest stozek,
wigc kazdy automorfizm nie zmienia jego potozenia.

Przez automorfizm stozka K(A) rozumie si¢ uktad a = (ai, ..., a,) liczb rze-
czywistych silnie dodatnich, dziatajacych na wektor x nalezacy do stozka K(4) wedlug
wzoru

a(x) = (aa)x1 + ... + (0n@n)Xn,

gdzie x = aix; + ... + a.x,, natomiast wspotczynniki a;, i = 1, ... n s3 nieuyjemnymi
liczbami rzeczywistymi. Rodzina takich automorfizmow jest podgrupa grupy wszyst-
kich automorfizméw stozka K(4). W takim sensie uzyto powyzej terminu ,,auto-
morfizm”.
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5. Zakonczenie

Celem artykulu jest popularyzacja, objasnienie i uogodlnienie paradoksow
statystycznych. Artykut jest rowniez ostrzezeniem przed swobodnym manipulowaniem
$rednimi. Przy okazji zwracamy uwage, Ze stozek mozna uwazaé za uogolniong
proporcje. Istotg paradoksow statystycznych jest wlasnie zmiana proporcji. Jesli dwa
stozki maja wngtrze niepuste, to wtedy mamy do czynienia z paradoksem potencjalnym;
przy odpowiedniej zmianie intensywnosci powstaje paradoks.
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Prawo gieldy

Antoni Smoluk, Czestaw Szmigiel

Streszczenie: W pracy stan gieldy definiuje si¢ jako pare liczb, z ktorych pierwsza jest aktualng ceng
akcji, a druga ceng tej akcji w okresie poprzednim. Zbior standw gietdy jest semistozkiem — powierzchnia
rownowagi. Pokazuje sie, jak z danych gietdowych wnioskowa¢ o tendencji rozwojowej. Najwazniej-
szym wynikiem jest teza, ze w naturze sg tylko trzy rodzaje ruchow: laminarny, wirowy i cykliczny.

Stowa kluczowe: spirala, wir, rtOwnowaga, ruch laminarny, ruch wirowy, ruch cykliczny.

1. Wstep

Zasada rownowagi jest ogolnym prawem nauki rzadzacym roéwniez gietda. Po kaz-
dym wzroscie kursow akcji nastepuje spadek, a po spadku wzrost. Takie naturalne za-
chowanie si¢ stanu gietdy w jezyku menadzerow gietdowych nazywa si¢ odpowiednio
korekta w dot i korekta w gore. Ceny akcji zblizaja si¢ do rzeczywistej wartosci przed-
sigbiorstwa. Gietda weryfikuje ceny kredytu.

2. Liczba zlota i rbwnowaga na gietdzie

W pracy pokazuje si¢, ze liczba zlota y = oraz reguta rownolegloboku do-

dawania sit objasniaja zachowanie si¢ gietdy. Sa mozliwe dwa rodzaje zachowan: zbiez-
nos$¢ do stanu rownowagi E (rys. 1) 1 rozbiezno$¢ rujnujaca gospodarke (rys. 2). Prawo
rownolegtoboku jest reguta dodawania wektorow. Jesli wektory tworza rownolegtobok
tak, ze koniec jednego jest poczatkiem drugiego, to suma tych wektorow jest przekatna
taczaca poczatek pierwszego wektora z koncem drugiego. Z prawa rownolegtoboku
wynika rowniez twierdzenie Pitagorasa oraz twierdzenie optyki mowiace, ze kat pada-
nia promienia jest rowny katowi odbicia. Z niego wynika roéwniez droga dwoch pojaz-
dow po zderzeniu. Istotg rdwnowagi jest ruch wirowy. Jesli wir zmierza do wierzchotka
stozka generowanego przez spiralg, wtedy mowimy o daznosci do rownowagi, a gdy
spirala oddala si¢ od wierzcholka stozka, wtedy mamy do czynienia z destruktywna
rozbieznoscig.
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A
A3
As
E
Ay
A>
Ao
Rys. 1. Stabilizacja Rys. 2. Destabilizacja

Stozek jest powierzchnig stopnia drugiego dang rownaniem
2 2 2
b” ¢

gdzie parametry a, b, ¢ sg dowolnymi liczbami dodatnimi; punkt przestrzeni trojwy-
miarowej (x, v, z) spetniajacy powyzsze rownanie lezy na powierzchni stozka. Wierz-
chotek (0, 0, 0) jest punktem osobliwym powierzchni stozka, a prosta o réwnaniach:
x=0,y=0, czyli 0§ zetow, jest osig stozka. Jesli a = b, to stozek nazywa si¢ stozkiem
kotowym, w przeciwnym razie — eliptycznym. Wierzchotek dzieli stozek na dwa pot-
stozki: dolny — odpowiadajacy niedodatnim wartosciom wspotrzgdnej z i gorny — dla
warto$ci nieujemnych. Stozek jako powierzchnia rownowagi jest prawem przyrody;
jest utkany ze spirali wiru. Liczby zespolone sg miarg wirow. Jezeli z = x + iy, to wir

generowany przez t¢ liczbe jest funkcjg w.: R, xT — C okre$long wzorem

1N}

w,(t,a) = |Z|lm exp(i(a + ¢1nt)),

gdzie z = 4/x” + )’ exp(i gp) jest liczba r62ng od zera, t € R., natomiast u = exp(ic)
jest elementem grupy kota 7' = {ei“ 0<a< 27[}, za§ C" jest multiplikatywna grupa

liczb zespolonych réznych od zera (A. Maciuk, A. Smoluk (2015, 2016)). Pochodna
infinitezymalna D, ; wiru spetnia warunek

D w (1,0)=z,
gdzie
%
D._w_=exp| —lnw, |.
inf "z p(ﬁt zj
Hloczyn Rx T grup jest walcem; grupa ta jest izomorficzna z grupg C~ oraz z cy-

lindrem R’ xT.Torus 72 jest pochodng cylindra; jest to grupa ilorazowa (RxT)/Z,
gdzie Z jest grupa liczb catkowitych. Organicznie zwigzane z cylindrem sg linie $ru-
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3. Prawo gieldy

bowe, a takze linie proste tworzace walca oraz elips¢ — walec moze by¢ eliptyczny —
powstajace z przekrojow walca ptaszczyzng prostopadty do jego osi. Izomorfizm grupy
walca z grupag multiplikatywnag liczb zespolonych utozsamia linie $rubowe ze spiralami.
Wynika stad, ze w przyrodzie mozliwe sg tylko trzy rodzaje ruchow: ruch laminarny
po liniach prostych, ruch wirewy po spiralach i ruch cykliczny po elipsach. W rozwa-
zaniach gietdowych ograniczamy si¢ do semistozkow.

Spirala jest trajektorig — droga pyltku wprawionego w ruch wirem powietrznym.
Rzut stozka na plaszczyzne przechodzaca przez o$ stozka obrazuje gieldowe zygzaki:
stabilizacje¢ (rys. 1) oraz destabilizacje¢ (rys. 2). Stan gieldy jest parg liczb (x, ), z kto-
rych pierwsza oznacza aktualng ceng okreslonej akcji, a druga — ceng tej akcji w okresie
poprzednim. Zbior stanow gietdy jest pierwszg ¢wiartka

{(x,y)eR2 :xZO,yZO},
gdzie R jest zbiorem liczb rzeczywistych. Zbior stanow gieldy bedacy pierwsza
¢wiartkg plaszczyzny jest semistozkiem. Oznacza to, ze punkty tej ¢wiartki (x, 0) oraz
(0, x) utozsamia si¢. Po tym utozsamieniu pierwsza ¢wiartka staje si¢ przestrzenig topo-
logiczng homeomorficzng z polstozkiem dodatnim. Pierwsza ¢wiartka zostata zwinigta

w rozek taki, do ktorego dawniej pakowano cukierki. Koto o promieniu 1 i $rodku w po-
czatku uktadu wspotrzednych wyznacza w pierwszej ¢wiartce plaszezyzny R? tuk o dtu-

gosci % Ten tuk przy zwijaniu éwiartki w rozek zamienia si¢ w elipse lub koto. Kat

rozwarcia stozka «a, mierzony na plaszczyznie rzutu stozka, zmienia si¢ w granicach
. L e 15 .

0d 0 do y, czyli 0 < a< y, gdzie siny =312\/64—7z2. Jesli sing, :%, to stozek

o kacie rozwarcia o, jest kotowy. Przyblizone wartosci katow granicznych to okoto 29°
dla ¢, 1 okolo 46° dla y. Plaszczyzna rzutu stozka przechodzi przez jego 0§ i jest pro-

stopadta do ptaszczyzny wyznaczonej przez potprosta y = x i potprostg powstatg ze skle-
jenia dodatniej potosi x z dodatnig potosig y. Jezeli « jest mate, to stozek jest splasz-
czony wzdhuz osi x, a gdy duze — wzdtuz osi y; jest to konwencja — mozna przyjaé row-

niez odwrotnie. Prostg miarg sptaszczenia jest utamek %. Male katy rozwarcia stozka

oznaczaja zwolnienie pulsu gietdy, a duze — jego przyspieszenie. Czas na gieldzie nie
jest jednorodny. Jest czas btyskawicznych decyzji, jest czas oczekiwania na rozwoj sy-
tuacji. Spirala na stozku jest zadana uktadem réwnan:

x(t) =tacos(a + ¢Int),
y(t)=tbsin(a + @Int),

z(t) =tc,
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gdzie ¢ jest elementem multiplikatywnej grupy Rj liczb rzeczywistych dodatnich, na-
tomiast parametry a1 ¢ naleza do przedziatu [0, 27].

Gielda stabilizuje ceny akcji na poziomie rownowagi; ceny akcji odzwierciedlaja
rzeczywista warto$¢ przedsigbiorstwa.

3. Wspotmiernosé i liniowa zaleznos¢

Algorytm Euklidesa jest metodg obliczania najwigkszego wspolnego dzielnika
dwoch liczb naturalnych. Jego istotg jest utamek fancuchowy. Czym jest utamek tancu-
chowy? Mozna go utozsami¢ z prostokatem. Wartoscig utamka tancuchowego, zwa-
nego réwniez utamkiem cigglym, jest stosunek boku krotszego do dtuzszego. Jezeli
boki sg wspotmierne, to ich stosunek jest liczbg wymierng, a gdy niewspotmierne —
niewymierng. Wspotmiernos¢ dwoch odcinkéw oznacza istnienie trzeciego odcinka
mieszczacego si¢ catkowity liczbe razy w kazdym z nich. Odcinki V2 oraz 742 sa

wspotmierne, natomiast odcinki V2 oraz 7++/2 nie sg wspotmierne. Relacja wspot-
miernosci jest rtownowaznos$cia w zbiorze liczb rzeczywistych silnie dodatnich. Nawia-
sem mowiac, jest to relacja liniowej zaleznoSci w przestrzeni liniowej liczb rzeczywi-
stych R nad ciatem liczb wymiernych Q. Prostokat zawsze mozna rozkroi¢ na skon-
czong liczbe mniejszych prostokatow. Nie kazdy jednak prostokat daje si¢ podzieli¢ na
skonczong liczbe kwadratow. Prostokat mozna podzieli¢ na skonczong liczbe kwadra-
tow wtedy 1 tylko wtedy, gdy jego boki sg wspotmierne.

4. Utamki tancuchowe i liczba ztota

Niech para (a, b) oznacza prostokat o dluzszym boku a. Z prostokata tego mozna
odcig¢ n, kwadratow o boku rownym krotszemu bokowi prostokata tak, by pozostaty

prostokat miat dluzszy bok rowny b; reszta, gdy istnieje, jest prostokgtem o diuzszym
boku rownym b. Z otrzymanym prostokgtem postepujemy podobnie; otrzymujemy
liczbg n, . Proces ten albo si¢ konczy, wtedy kolejne wyrazy tego ciagu sa zerami, albo

mozna go kontynuowac bez konca. Jezeli wszystkie wyrazy ciagu (n, ) sa rozne od zera,
to boki prostokata sg niewspotmierne. Dany jest wiec utamek fancuchowy

1/(}104-1/(111 +1/(n, +))),

czyli
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3. Prawo gieldy

Istnieje tylko jeden taki prostokat, z doktadnoscig do podobienstwa, z ktorego
w kazdym kroku mozna odcia¢ tylko jeden kwadrat. Taki prostokat nazywa si¢ prosto-
katem ztotym. Wartoscig utamka tancuchowego zdefiniowanego przez ciag stacjonarny
samych jedynek jest liczba ztota. Jest wigc

2=1(1+1/(1+1/(1+..))).

Jesli proces odcinania kwadratow konczy sie, to bok ostatniego kwadratu jest liczba
r6zng od zera; jest to najwickszy wspolny dzielnik liczb naturalnych a i b. Wartos¢
utamka tancuchowego jest w tym przypadku liczbg wymierng. W dalszym ciggu zaj-
mowac si¢ bedziemy tylko prostokatem ztotym.

5. Ciag Fibonacciego i zygzaki gieldowe

Proces stabilizujacy polegajacy na odcinaniu z prostokgta kwadratow zdefinio-

0 1
U= :

albowiem: x,=a, y,=b oraz x,,, = y,, y,, =X, —,, gdzie n jest dowolng liczbg

wany jest macierza

naturalng. Macierz U jest macierza symetryczng, U' = U, wigc ma dwie rzeczywiste
warto$ci wlasne: oy, = ¥, o, =——. Liczba yjest takim jedynym prawdopodobien-
X

stwem, ktorego kwadrat rowna si¢ prawdopodobienstwu zdarzenia przeciwnego.
W jezyku potocznym liczbie ztotej odpowiada utamek 2/3 oznaczajacy zdecydowana
przewage lub absolutng wickszos$¢.

Wektory wiasne macierzy U to u, =(l, lj, u, =(—y, 1). Ciag wektorow
X

w=(w,) jest zbiezny do wektora zerowego, gdzie wo=wi, w,,, =Kw,, ne N, na-

n

0 1 0 1
tomiast K = ;([1 Oj' Macierz P = (1 Oj mozna obrazowo nazwac pulsem gieldy:

wzrost, spadek, wzrost, spadek i tak dalej. Operator P jest symetrig osiowg. Linig syme-
trii jest prosta y = x. O$ symetrii przy rzutowaniu stozka pokrywa si¢ z osig stozka; gdy
tak nie jest, wystarczy zmieni¢ poczatek uktadu wspotrzednych i obroci¢ o$ stozka.
Stozki gietdowe ulegaja ciaglej deformacji. Oczywiscie P*" =1, P>"*' =P, gdzie
I oznacza macierz jednostkowa. Wektor poczatkowy w,, jest wektorem wiasnym ma-
cierzy U odpowiadajacym dodatniej wartosci wlasnej. Ciag (w,) jest orbita wektora w
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generowang przez operator K. Orbita jest ciggiem kolejnych obrazow: w,,, =Kw, .
=4, 4, +

2n+l1

Z prawa rownolegloboku wynika, Ze ciag dlugosci wektorow A, A,

n+2

4, .4,,., jest ciagiem Fibonacciego (rys. 1, rys. 5). Stosunek dlugosci wektorow
4,,.,4,,, do 4, 4, ., jest rtowny y (rys. 1): cena si¢ stabilizuje — uktad zmierza do

2n+1
stanu rownowagi. Macierz P jest korekta — gieldowe wahadlo.
Analogicznie jest w przypadku destabilizacji ceny akcji. Teraz stosunek dhugosci

wektora B, B, ., =B, B,

n+2 n+l 2n+l1 2n+1

. . 1
+B,,.,B,,., do dlugosci wektora B, , B, ., jestrowny —
X
(rys. 2). Tym razem dokleja si¢ kolejne kwadraty, a nie obcina (rys. 5).

11
Proces doklejania reprezentuje macierz V :(1 OJ‘ Spektrum tej macierzy to

liczby oy, =-y, oy, =l. Wektory wlasne to odpowiednio V,=(-y,1),
X
V, =(l, 1). Wektory w, ciagu w sa kolejno mnozone przez operator lP, gdzie
X X
W, =V,.
Przyktady

Dane empiryczne sg ciggiem (xn) kursow akcji trzech firm wystepujacych na war-

szawskiej gieldzie. Dotyczg one odmiennych przedzialdéw czasowych i sg zbierane
z 167ng czgstotliwoscig. Test teorii rozpoczynamy od spotki AMICA. Dane zaobserwo-
wano 9 lutego 2018 roku; ceny notowano, z czestotliwoscig co 10 minut, od godziny

14.49. W ciagu (xn) danych gietdowych jest tylko 9, chociaz teoretyczny szereg cza-
sowy jest nieskonczony. Jest wigc:

x0=126,20; x1 =126,20; x2=127,20; x3=127,40; x4=127,40;
x5 =127,60; xs=127,00; x7=127,60; xg=127,40.

. - (xz+3 ~ X2 )2 + (xz+2 ~ X )2
Wielkosci teoretyczne o, = ( 2

5 sg rowne badz wynosza
Xig — xi+1) + (xi+l —X

x — stabilizacja, badz — — destabilizacja. Ten proces jest stabilny, wigc podane ceny

akcji sg w przyblizeniu ceng réwnowagi.
Firm¢ AMREST reprezentujg dane mierzone dwa razy na dobg: o godzinie 12
i0 17, poczawszy od 5 lutego 2018 roku. Jest wigc

x0=430,00; x1 =435,00; x2=419,50; x3=434,00; x4 =423,50;
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3. Prawo gieldy

x5 =420,00; x6=427,00; x7=418,00; xs=415,50.

Indeksy empiryczne 7, i =0, ..., 5 przedstawiono na rys. 3.

1
] X

0 1 2 3 4 5
Rys. 3. Indeks stabilnoéci akcji firmy AMREST

Z rysunku tatwo odczytaé stan gieldy.
Bank PKO SA reprezentuja dane:

x, =128,00; x, =130,15; x, =128,55; x, =131,50; x, =132,00;
X, =134,30; x, =140,50; x, =135,90; x, =129,15;

sg to dane tygodniowe, mierzone w $rody o godzinie 12.00, poczawszy od 13 grudnia
2017 roku.

Rys. 4. Zmiennos¢ kursu akcji PKO SA
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6. Zakonczenie i wnioski

Podsumowujac, nalezy zauwazy¢, ze procesem stabilizacji rzadzi liczba y, czyli cigg
geometryczny zbiezny, a procesem destabilizacji jej odwrotno$¢ — cigg geometryczny
rozbiezny. Praktyczna weryfikacja formulowanej w tej pracy ztotej reguty sprowadza si¢
do zbadania stosunkow dtugosci wektoréw okreslonych wyzej. Stozek rownowagi nie
jest staly 1 ulega czgstym zmianom. Znaczenie prognostyczne tego odkrycia jest niewiel-
kie. Moze to by¢ dobry wskaznik powrotu do normalnosci po wigkszych zaburzeniach
finansowych. Empiryczne stosunki & sa zmienne i ich warto$ci bliskie sg liczbie zlotej
lub jej odwrotnosci: stabilizacja lub jej brak. Jednocze$nie zwracamy uwage na rys. 5,
ktory jest nieskonczong mapg utworzong z samych, i to réznych, kwadratow.

Na zakonczenie kilka stow tyczacych si¢ symetrii powierzchni rownowagi, jaka jest
stozek. Niech W oznacza komutatywna potgrupe stow w alfabecie trojelementowym
{a, b, c]. Polgrupa ta, oprocz aksjomatu przemiennosci, spehnia jeszcze trzy dodatkowe
warunki: aa = bb = cc = I, gdzie I oznacza stowo puste — bez liter; / jest jednoscia tej
polgrupy. Problem réwnowaznosci stow jest tu prosty; istnieje osiem klas stow rowno-
waznych {/, a, b, c, ab, ac, bc, abc}. Ze stowem [ sa rOwnowazne stowa, w ktorych
kazda litera wystepuje parzysta liczbe razy; ze stowem a rownowazne sa te stowa,
w ktorych litera a wystepuje nieparzystg liczbe razy, a pozostate litery — parzysta;
ze stowem ac rownowazne sg wszystkie stowa, w ktorych litera b wystepuje parzysta
liczbg razy, a pozostale litery — nieparzystg et cetera. Osmioelementowa grupa klas abs-
trakeji jest grupg symetrii stozka. Sg to w istocie przeksztatcenia przestrzeni R* w siebie
— najprostsze z mozliwych — przy ktorych powierzchnia stozka jest inwariantna. Grupa
ta ma naturalng reprezentacj¢ macierzowg. Element neutralny / jest macierzg jednost-
kowg; elementowi a odpowiada symetria lustrzana St w ptaszczyznie Oyz, czyli

-1 0 0
S =10 1 0].

0 0 1

Analogicznie jest:

I 0 O
S, =10 -1 0],

0 0 1

i
0

S.=(0

0 0 -1
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3. Prawo gieldy

Pozostate elementy sg reprezentowane iloczynami macierzy odbi¢ lustrzanych. Ele-
ment abc reprezentowany jest macierza Sy, = —I. Abstrakcyjne stowa staty si¢ fizycz-
nym ciatem — symetrig. Tablica Cayleyego tej grupy dana jest macierza

I s, s, S S, S. S. S,
s, I S, S. S, S S, S,
s, s, I S, S S, S S.
o |5 Se S. I s, S S s,
“7|s, S, S S, I S, S. S
S. S. S, S S, I S, S,
Syz Sryz Sz Sy sz Xy 1 Sx
S, S. S. S, S S S I

Rys. 5. Stabilizacja i destabilizacja
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Praca daje teoretyczne podstawy nauce o gieldzie. Sprowadzajg si¢ one do potacze-
nia dwoch powszechnie znanych praw nauki: reguly rownolegloboku dodawania wek-
torow z ciggiem Fibonacciego, opisujacym naturalny wzrost. Liczba ztota, ktora rzadzi
proporcjami architektonicznymi, znajduje swoje miejsce rowniez na gietdzie. Wie-
dziano juz o tym wczesniej; przy omawianiu tzw. fal Elliotta pojawia si¢ rowniez liczba
zlota. Liczba ztota jest teoretycznym odpowiednikiem liczby 2/3 w jezyku potocznym,
oznaczajagcym zdecydowang wigkszos$¢ (J. Lyko (2000)), (J. Lyko, A. Smoluk (2014)).

W stosunku do wczesniejszej literatury praca jednolicie opisuje zachowanie gietdy.
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Trojkat — krol wielobokow,
czyli traktat o przyczynie i skutku

Antoni Smoluk, Czestaw Szmigiel

Omnes trivum perfektum

Jesli wieloboki obieratyby krola, to jaki wielobok powinien zosta¢ krolem tej mo-
narchii? Jaki wielobok jest najwazniejszym wielokgtem? Ankietowano, nie catkiem
przypadkowo wybrane, 14 osob. Na podane podwdjnie pytanie, by wykluczy¢ watpli-
wosci, o co chodzi, w odpowiedzi otrzymano wyniki: 8 osob wskazato trojkat, 2 kwa-
drat, 2 oSmiobok, 1 szes¢dziesigciobok, a jedna nie miata pojgcia, czym jest wielobok.
Wsrod ankietowanych byto 6 matematykow, w tym jeden profesor i 2 doktoroéw, 2 in-
zynieréw z doktoratem, 2 technikow z wyksztatlceniem $rednim lub niepelnym wyz-
szym, 2 ekonomistow, 1 chemik i 12-letni Piotrus. Profesor matematyki wskazat na tryb
0 30 zgbach losowej wysokosci i 30 wglebieniach losowej gitebokosci. Przypuszczalnie
ta odpowiedz byla zartobliwa, bo osoba ta lubi prokopy; prokop to sze§¢dziesiata czgsé¢
catoSci —analogon procenta. Jest to jedyna figura wklesta wérod otrzymanych odpowie-
dzi. Przypuszczalnie jest to symboliczna gwiazda mrugajaca o 30 promieniach wskazu-
jaca krolom droge do Betlejem. Pozostali matematycy, inzynierowie i chemik wskazali
na trojkat; technicy wybrali kwadrat, ekonomistka i Piotru§ wskazali na o$miobok,
a ksiggowa zapomniala, czym jest wiclobok. Osoby proponujgce na kréla o§miobok
uwazaja, ze krol powinien mie¢ duzo bokdéw; wszak hinduscy bogowie maja kilka par
rak 1 wigcej innych cztonkow. Krol musi si¢ wyrdznia¢ sposrod swoich podwladnych.
Ankieta miala za cel nie tyle wybranie krola wielobokow, ile rozeznanie w kulturze
matematycznej, naukowej i ogoélnej naszego spoleczenstwa. Dwém odpowiedziom to-
warzyszyla wzmianka o sze$cioboku; jest to figura wystepujaca w przyrodzie. Szesécio-
bok ma pickne wlasnosci optymalne; naturalnie mowa tu o szescioboku foremnym.
Kwadrat jest czworobokiem idealnym w tym sensie, ze definiuje jednostke pola oraz
jest tylko jeden z doktadnoscia do podobienstwa. Nikt z ankietowanych nie wskazat na
bardzo popularny dwunastobok, bo prawie kazdy ma go na rgce — jest to potdobowy
zegar, a ponadto tuzin.
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Czym jest trojkat? Sa to trzy liczby rzeczywiste: a, b, ¢, zwane bokami trojkata,
spetiajace warunki:
0<a<b<c<a+hb.

Pojecie trojkata jest bytem platonskim mieszczacym w sobie wszystkie mozliwe
trojkaty. Trojkaty dzielg sie na: ostrokatne, prostokatne i rozwartokatne. Naturalnie
suma wszystkich katow w trojkacie rowna si¢ 7. Katy «, f i1 yleza odpowiednio na-
przeciw bokow a, bic. W kazdej klasie trojkatow wyrdznia sie trojkaty rownoramienne.
Dwa trojkaty rownoramienne prostokgtne o rownej przeciwprostokatnej tworzg kwa-
drat. Tylko wérdd trojkatow ostrokatnych réwnoramiennych istnieje trojkat rowno-
boczny. Wszystkie trojkaty rownoboczne, podobnie jak kwadrat, sg do siebie podobne.
Mozna wigc mowicé, ze jest tylko jeden trojkat rGwnoboczny, podobnie jak kwadrat.
Katy trojkata spetniajg warunki: 0 < a < < y< 7 Tylko dwa katy a1 S, takie, ze ¢+
< 7, definiujg calg klase trojkatow podobnych. Wszystkie trojkaty, z doktadnoscia do

podobienstwa, mozna utozsamic z trojkatem o wierzchotkach 4 = (0, 0), B = (%, %J ,
C=(0, ) bez bokow BC i CA. Jest to krolewski dwor trojkata rzagdzacego panstwem
wielobokow. Trojkat jest figura niezwykta, cho¢ najprostsza. O samych trojkatach pta-
skich, pomijajgc trdjkaty sferyczne, mozna prowadzi¢ roczny dwugodzinny wyktad, i to
pewnie bez wyczerpania tematu. Wieloboki powstajg z trojkatow. Wielobok jest figura
ptaska dzielacg plaszczyzne na dwie czesci: wewnetrzng i zewnetrzng, ktorej brzeg jest
ztozony z odcinkéw zwanych bokami. Punkty, w ktorych tacza si¢ dwa boki, nielezace
na jednej prostej, nazywa si¢ wierzchotkami wieloboku. Wieloboki dzielg si¢ na wypu-
kte i wklgste. Wieloboki wklgste dziela si¢ na kota zebate, czyli gwiazdy, oraz na figure
zwang skrzydtem. Podziat wielobokéw wypuktych jest bogatszy; wsrdd nich wyrdznia
si¢ rozety — wieloboki foremne. Rodzenstwo czworobokow jest najbogatsze: czworo-
bok dajacy si¢ wpisa¢ w koto, trapez, trapez rownoramienny, rownolegtobok, prostokat,
romb, a ksi¢ciem tej rodziny jest kwadrat.

Trojkaty moga by¢ tylko wypukte. Istniejg juz wkleste czworoboki, piecioboki itd.
Wielobok mozna triangulowaé — podzieli¢ na trojkaty. Podstawa geodezji jest trojkat.
Jesli wezmiemy potgrupe stow w alfabecie jednoliterowym ¢, to stowa tej potgrupy sa
wielobokami. Tutaj figury utozsamia si¢, gdy dziela si¢ na réwng liczbe trojkatow.
Stowo jednoliterowe ¢ oznacza kazdy trdjkat, stowo dwuliterowe #z. — czworobok, troj-
literowe f1t — pigciobok itd. Nazwy wielobok 1 wielokat sa synonimiczne. Trojkat nie
jest jednakowoz trojbokiem. Jest to przypuszczalnie zwigzane z daleka przesztoscia,
gdy mieszkalis§my w czworosciennych szatasach. Trojkat rownoboczny byt podioga,
a trzy $ciany boczne, bedace rowniez trojkatami réwnobocznymi, utworzone z galezi,
zamykaly cato$é. Srodek tego pierwotnego domu wypetniato ognisko; poszczegolne
katy byly przeznaczone dla ludzi: dzieci, rodzicéw, dziadkdow. Zwrot miec¢ wiasny kgt
przypuszczalnie jest tak stary jak pierwotny dom.

W polskich szkotach uczy si¢ nieco o trojkatach, wezesniej mowi si¢ o kwadratach
i prostokatach, po6zniej o rownoleglobokach, trapezach i na tym konczy si¢ znajomos$¢
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wielobokow. Z oczywistych powodow wspomina si¢ o szeScioboku foremnym i o§mio-
boku foremnym, bo tatwo go otrzymac¢ z kwadratu. Bardzo rzadko wymienia si¢ lata-
wiec pod imieniem romboidu (rys. 1) i catkowicie zapomina si¢ o skrzydle (rys. 2),
ktére mozna nazwac wklestym latawcem. Naturalnie znajg uczniowie sptaszczony kwa-
drat, czyli popularne karo, zwane rombem. Wzor na pole kwadratu, rombu, latawca
i skrzydta jest jeden: pot iloczynu przekatnych. Latawiec jest figura wypukla utworzong
z dwoch trojkatow rownoramiennych o wspdlnej podstawie, skrzydlo za§ powstaje row-
niez z trojkatow rownoramiennych o wspolnej podstawie, tylko jest figurg wklesta —
w obu przypadkach podstawe odrzuca si¢. Skrzydta lataja podobnie jak latawce, austra-
lijski bumerang przypomina nieco skrzydlo, owoce klonéw maja ksztalt skrzydta.

Rys. 1. Latawiec Rys. 2. Skrzydto

Wieloboki wypukte klasyfikuje si¢ tatwo. W szerokim sensie mozna uwazac, ze jest
tylko jeden wielobok wypukty. Z klasyfikacjg wielobokow wklestych sprawa nie jest
taka prosta. Wypuktos¢ jest jedna, wklestosci jest wiele. Lini¢ majaca punkt wspdlny
z wielobokiem i taka, ze wielobok lezy po jedne;j jej stronie, nazywa si¢ prosta podpie-
rajgca. Prosta podpierajgca wielobok wklesty i dzielagca go na dwa wieloboki o wspol-
nym boku utworzonym przez t¢ prosta nazywa si¢ uszkiem. Naturalnie jedna prosta
w szczegbOlnym przypadku moze wyznaczy¢ kilka takich uszek. Wielobok wklesty ma
zwykle kilka takich uszek. Sa to uszka rzedu pierwszego. Liczba uszek k nie przekracza
liczby n, gdzie n+ 3 jest liczbg bokow. Odcigte w pierwszym kroku wieloboki mogag
mie¢ rowniez uszka; sg to uszka rzedu drugiego. Nastepnie ida uszka rzgdu trzeciego,
czwartego itd. Lgczna liczba uszek nie przekracza n. W ten sposob klasyfikuje si¢ topo-
logicznie wieloboki wkleste. Dotaczenie wszystkich uszek czyni z takiego wieloboku
rodzaj kaktusa (rys. 3).
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Rys. 3. Uszka — agawa Rys. 4. Dendryt

Kaktusy to dendryty. Dendryty klasyfikuja wieloboki wkleste. Czym jest dendryt?
Jest to skonczony, uporzadkowany niepusty zbiér majacy jeden element maksymalny
i bez cykli. Brak cykli oznacza, ze dla dowolnych dwoch elementow x, y istnieje tylko
jedna droga od x do y. Punkty wyznaczajace droge sg bezposrednimi sgsiadami i uto-
zone s3 w porzadku monotonicznym — wzrastaja lub maleja. Kaktusowi (rys. 3) odpo-
wiada dendryt (rys. 4). Uszka przechodzg na odcinki. Wszystkie drzewa genealogiczne
s naturalnie dendrytami. Dendryty tworza uogdlniong potgrupe — istnieje uogdlniony
produkt. lloczynem dendrytow Di i D- jest dendryt D powstajacy przez dotaczenie do
wybranego elementu minimalnego dendrytu D; elementu maksymalnego dendrytu D;.

Cala rodzing trojkatéw podobnych utozsamiamy z para (a, f) katow spehiajacych
warunki:

O<agpia+p<nrm

Wszystkie trojkaty z doktadno$cig do podobienstwa tworzg trojkat ABC bez bokow

ACi BC, gdzie 4 = (0,0), B= (% %) i C=(0, 7) (rys. 5). Odcinek 4B bez koncow

to wszystkie trojkaty rownoramienne, odcinki BE i DE bez koncdéw tworza trojkaty pro-
stokatne. Punkt D to tréjkaty prostokatne i rownocze$nie rownoramienne, czyli polowa
kwadratu przecigtego diagonala. Trojkat ADE bez brzegow jest rodzing trojkatow roz-
wartokatnych; kat yjest wigkszy od kata prostego. Otwarty trojkat DBE tworzg trojkaty
ostrokatne, natomiast otwarty BCE tworza rowniez trojkaty rozwartokatne, tylko tym
razem kat [ jest wickszy od kata prostego. Rodziny trojkatow prostokatnych i row-
noramiennych nie sg stabilne. Otwarte trzy trojkaty wymienione wyzej sg zbiorami sta-
bilnymi. Stabilne sg wigc trojkaty ostrokatne, ale nie rownoramienne, i stabilne sg troj-
katy rozwartokatne, ale rOwniez nie rownoramienne. Mata zmiana parametréw nie po-
woduje zmiany typu trojkata: trojkat ostrokatny zmienia si¢ na inny trojkat ostrokatny,
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a rozwartokatny na inny trojkat rozwartokatny. Trojkaty prostokatne i rownoramienne
tej wlasnosci nie maja.

B

NCO

Rys. 5. Dwor krolewski trojkatow

Trojkat jako pojedynczy egzemplarz, a nie rodzina figur podobnych, jest uporzad-
kowang trojka liczb rzeczywistych (a, b, ¢) taka, ze

0<a<b<cic<a+th.

Rodzina wszystkich trojkatow T jest stozkiem bez wierzchotka w przestrzeni R>.
Stozek w przestrzeni liniowej jest z definicji zbiorem wypuklym zamknigtym ze
wzgledu na dodawanie wektorow i mnozenie wektorow przez skalary dodatnie. Jest to
stozek bez wierzchotka. Stozek z wierzcholkiem jest potgrupg ze wzgledu na dodawanie
wektorow. Niech k& oznacza dowolng liczbe rzeczywistg silnie wigksza od jednosci;
k-trjkatem nazywa si¢ taki trojkat (a, b, c), ktory spelia dodatkowy warunek

a+ bk =~

Jezeli 1 < k <2, to k-trojkaty sa rozwartokatne, gdy k = 2, to trojkat jest prostokatny,
a gdy k> 2 — to ostrokatny. Nie ma k-trojkatow rownobocznych, ale istniejg k-trojkaty
réwnoramienne. Dla dowolnych a, b i k, spelniajacych odpowiednie warunki, istnieje ¢
takie, ze (a, b, ¢) jest k-trojkatem. Nie istnieje k-trojkat rownoboczny, ale istnieja troj-
katy rownoramienne. Trojkatem Fermata nazywamy taki k-trojkat, ktorego zaréwno
boki, jak 1 wyktadnik k sg liczbami naturalnymi. Jezeli wyktadnik k= 2, to naturalnie
istnieja trojkaty Fermata; sg to dobrze znane trojkaty Pitagorasa. Typowym przyktadem
trojkata Pitagorasa jest znany juz budowniczym egipskim trojkat (3, 4, 5). Stynna
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hipoteza Fermata mowi, Ze nie istnieje trojkat o bokach bedacych liczbami naturalnymi,
gdy parametr & jest liczbg naturalng postaci k =n + 3.

Lemat. Jezeli funkcja f jest okreslona wzorem f{x) =In (1 + x), gdzie x € R+ — dzie-
dzing funkcji fjest zbior liczb rzeczywistych nieujemnych, to f jest funkcja podaddy-
tywna, czyli

S+ <)+ f().

Funkcje podaddytywne — subaddytywne — sg dla ekonomii typowe. Dowod lematu
jest prostg konsekwencjg faktu, ze pochodna funkcji f maleje do zera, gdy x ro$nie, a jej
warto$¢ w zerze jest rowna 1.

Latwo dowodzi si¢, korzystajac z lematu, ze jesli boki k-trojkata sg liczbami natu-
ralnymi, to In ¢ <In a + In b. Jest bowiem ¢ <a + b, wigc ¢ + 1 <a+ b. Wynika stad,
na podstawie lematu, zelnc<Iln(a—1+b—-1+1)<Inx+Iny.

Hipoteze Fermata mozna uog6lni¢. Liczby naturalne bez zera sa multiplikatywna
i komutatywng potgrupa stow w alfabecie nieskonczonym, ktory tworzg liczby pierw-
sze. Indeksem liczby naturalnej jest dtugos¢ stowa w tej potgrupie. Liczba 1 ma in-
deks 0, kazda liczba pierwsza ma indeks 1, a liczby ztozone maja indeksy wieksze od
jednosci. Jezeli liczba naturalna jest k-tg potgga, to jej indeks jest podzielny przez £, ale
gdy indeks liczby jest podzielny przez k, to nie musi by¢ ona k-tg potega.

Uogolniona hipoteza. Indeks sumy k-tych poteg nie jest podzielny przez k, gdy k
jest liczba naturalng postaci n + 3.

Jesli prawdziwa jest uogdlniona hipoteza, to z niej fatwo wynika hipoteza Fermata.
Informacja o trojkatach Fermata ma utwierdzi¢ czytelnika, ze wyktad akademicki po-
swigcony trojkatom nie jest prostym geometrycznym ¢wiczeniem. Nalezy go rozpoczaé
od podania aksjomatycznej definicji ptaszczyzny i udowodni¢, ze suma katow w do-
wolnym trojkacie jest stata i rowna si¢ 7. Twierdzenie to jest rtOwnowazne aksjomatowi
moéwigcemu, ze przez kazdy punkt nielezacy na prostej przechodzi doktadnie jedna pro-
sta do niej rownolegla. Z wlasnosci trojkata wyprowadza si¢ nastepnie twierdzenie o kg-
tach srodkowym i wpisanym opartych na tym samym luku: kat Srodkowy jest dwa razy
wigkszy od wpisanego. Dalej idzie twierdzenie sinusow, nastgpnie uogolnienie twier-
dzenia Pitagorasa, czyli twierdzenie cosinusow, i tak dalej. Zatrzymamy si¢ chwile dtu-
zej nad pigknym twierdzeniem Cevy. Punkty 4°, B’ i C’, lezace odpowiednio we wne-
trzach bokow BC, AC 1 AB, nazywaja si¢ uktadem Cevy, jezeli proste A4’, BB’ i CC’
przecinaja si¢ w jednym punkcie M (rys. 6). Giovanni Ceva byt wloskim matematykiem
zyjacym na przetomie XVI i XVII wieku.
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C

A C’ B

Rys. 6. Kartezjusz — geometria analityczna

Twierdzenie Cevy. Uklad (4°, B’, C’) jest uktadem Cevy wtedy i tylko wtedy, gdy
AC' BA' CB'
X X =1.
C'B A'C B'A

Twierdzenie to mozna dowodzi¢ metodami geometrii analitycznej. Dowod jest
ideowo prosty, ale rachunki zmudne. Cata inwencja w tym przypadku sprowadza si¢ do
wyboru wspolrzednych wierzchotkéw trojkata. Najwygodniej przyjac: 4 = (0, 0),
B=(c,0), C=(bcosa, bsina) i M = (u, w). Dalsze rachunki sg standardowe. Piszemy
6 rownan prostych i obliczamy wspotrzgdne punktéw przecigcia odpowiednich pro-
stych; na koncu obliczamy dlugosci potrzebnych odcinkow i sprawdzamy, czy stosunki
spehniaja teze.

Metoda geometrii syntetycznej jest prosta w zakresie transformacji wzorow, lecz jej
podstawa jest nietrywialny pomyst: nalezy narysowac prosta rownolegla do podstawy
AB 1 przechodzacg przez wierzchotek C, a nastgpnie przedtuzy¢ prostag A4° i BB’ do
przecigcia z tg dodatkowa prosta odpowiednio w punktach 4’1 B’ (rys. 7). Niech:
AC’ =1z, BA’ =x, CB’ = y; przy tych oznaczeniach teza twierdzenia Cevy sprowadza si¢
do wzoru:

X v z

x X =1.
a-x b-y c-z

Latwo zauwazy¢, ze powstaly 4 pary trojkatow podobnych. Trojkat B’CB’’ jest po-
dobny do trojkata B’AB, wigc z twierdzenia Talesa mamy:

y _b-y.
CB" ¢’
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trojkat MC’B jest podobny do MCB”, wigc:

C'M CM
c—z CB"
trojkat A°’AB do A°A”C:
X _a-—x,
A4"C’
i trojkat C’MA do CMA”, wigc:
z _A"C
cC'M C

A C' B

Rys. 7. Tales — geometria syntetyczna

Teze otrzymuje si¢ przez pomnozenie proporcji stronami i podzielenie lewej strony
przez prawa. Trzy parametry x, y, z wystepujace w tezie twierdzenia Cevy spetniaja
warunki: 0 <x <a,0<y<b, 0 <z<c. Tylko dwa z nich mozna obra¢ dowolnie, trzeci

jest funkcjg obranej pary. Powstajg w ten sposob trzy funkcje f4, fz, fc. Funkcja

(b—y)c—2z)
b=y)c—2)+yz

fA(yaZ)za

jest okreslona we wngtrzu prostokata P, =[0,5]x[0,c]. Funkcja

(a—x)c—2)

(a—x)c—2z)+xz

Jp(x,2)=b

jest okres$lona we wnetrzu prostokata P, = [O, a] X [O, c]. Wreszcie trzecia funkcja
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(a=x)(b-y)

T = o=+

jest okreslona we wnetrzu prostokata . = [0, a] X [O, b]. Calki z tych funkcji po od-
1
powiednich prostokatach sg rowne, czyli J-J. f,dvdz = H Jfpdxdz = J-J. Sfedxdy = Eabc.
£y By Fe

Wzory te tatwo sprawdzi¢. W pierwszej catce nalezy wprowadzi¢ nowe zmienne
y=by’, z=cz’; po tej zmianie parametroOw otrzymuje si¢ nowa funkcje
d-yd-2)
A=»(A=2)+yz
z funkcji f4 po prostokacie P4 rowna jest calce podwdjnej z funkcji g po kwadracie
S=[0, 1] x [0, 1] ze wspdtczynnikiem abc. Analogicznie jest z dwiema pozostatymi
catkami. Aby zakonczy¢ obliczenia wystarczy zauwazy¢, ze funkcja

g(y,z)= , gdzie dla wygody primy opuszczono. Catka podwojna

h(y,z) = Yz jest symetrycznym odbiciem funkcji g w diagonali kwa-
A=) =z)+yz

dratu f przechodzacej przez wierzchotki (1, 0), (0, 1), czyli h(yz) =g(l —z, 1 —y).

Oczywiscie 4 + g =1 1 catka z funkcji /# po kwadracie F jest rowna catce z funkcji g

po tym kwadracie. Wynika stad, ze catka z funkcji f4 jest rowna %abc, zgodnie z tym,
co powiedziano wczesniej. Wartos¢ przecigtna funkcji £ na prostokacie P, jest rowna
%a; catke podzielono przez pole bc prostokata P4. Parametr x ma rozklad jednostajny

na odcinku [0, a]. Podobnie jest z pozostalymi dwoma parametrami y i z. Parametr y
ma rozktad jednostajny na odcinku [0, b], a parametr z rozktad jednostajny na odcinku
[0, c]. Trojkat ABC zamienit si¢ w ten sposob na cebrzyk o trzech klepkach roznej
wysokosci, gdy boki miaty r6zne dtugosci. Te wysokosci to odwrotnosci dtugosci bo-
kow, czyli wartosci funkcji gestosci rozktadow jednostajnych.

Krélem wielobokow jest naturalnie trojkat. Jaki rozktad jest krolem wsrod jedno-
wymiarowych rozktadow? Uczestnikow wyktadu firmowanego przez Polskie Towarzy-
stwo Statystyczne zapytano o najwazniejszy rozktad jednowymiarowy. Rozktad jedno-
wymiarowy to drut nieskonczenie dtugi wazacy 1 kilogram. Moga by¢ na nim kawatki,
w ktorych nie ma masy, ale rOwniez moga by¢ nanizane paciorki, czyli punkty majace
mas¢. Na okoto 18 stuchaczy tego statystycznego wyktadu na ankiet¢ odpowiedziato
tylko 9 osob, dziesigta kartka byta z pouczeniem ankietera. Warunkiem prowadzenia
badan ankietowych jest zreferowanie uczestnikom celéow. Nie ma badan bez wyraznie
okreslonego celu. Jest to cel pierwotny, wstepny. Dopiero w trakcie badan ostateczny
cel moze si¢ wyloni¢. Celem badan naukowych jest poznanie natury, odkrycie praw
przyrody. Warunkiem koniecznym badan ankietowych jest znajomo$¢ celu nie przez
badanych, ale przez badajacego. Przeprowadzajacy ankiet¢ powinien wiedzie¢, o co
pyta. Ankietowani zwykle nie powinni zna¢ tego celu, bo w przypadku znajomosci celu
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odpowiedzi mogg by¢ sfalszowane. Liczg si¢ szczere odpowiedzi podawane bez kon-
sultacji z kimkolwiek; taka ankieta ma warto$¢ poznawczga. Celem tej ankiety byto po-
znanie kultury naukowej, matematycznej i ogdlnej uczestnikow tego wyktadu. Trzech
uczestnikow tej ankiety wskazalo na rozktad normalny, dwoch na rozktad dwupunk-
towy, dwoch na rozktad wyktadniczy (rozktad wyktadniczy i Poissona, ktory zaliczamy
do wyktadniczego), jeden na rozktad dwumianowy i jeden na rozktad jednopunktowy.
Na jednej kartce z napisem ,,rozktad normalny” byto postscriptum: ankietowany najwy-
zej ceni rozktad dwupunktowy, a normalny uwaza za krola, bo tak wypada. Rozktad
dwupunktowy raz nazwany zostatl: orzet-reszka. Wyniki sg zaskakujgce, wszak ankie-
towano ludzi $wiattych w probabilistyce. Szokujace wydajg si¢ propozycje. Orzet-
-reszka jest szczegdlnym rodzajem rozktadu dwupunktowego. Czym jest rozktad jed-
nopunktowy? Nikt nie wymienit rozkladu jednostajnego. Jest to prawdziwy krol
wszystkich rozktadow. Jego wartosci sg na skonczonym przedziale, $rednig, mediang
i moda idealng jest srodek tego przedziatu. Jest to ciggly rozktad symetryczny, ktory
ma wlasnie modg idealng. Czym jest moda idealna? Moda idealna miary probabilistycz-

nej u jest liczba rzeczywista n taka, ze funkcja okreslona wzorem F, (x) = I du(t) na
zbiorze liczb rzeczywistych nieujemnych jest elementem maksymalnym w rodzinie
wszystkich tego typu funkcji zwigzanych z miarg u. Warunkiem istnienia mody idealnej
jest ciagtos¢ prawdopodobienstwa i jego symetria. Rozktady dyskretne nie maja mody
idealnej. Rozktad jednostajny jest krolem wsrod rozktadow z tego powodu, ze kazdy
rozktad jest transformacja rozktadu jednostajnego na odcinku [0, 1], przez dystrybuante,
na dowolny rozklad. Badania symulacyjne korzystajg z tego zabiegu; liczby losowe roz-
fozone jednostajnie transformuje si¢ w pozadany rozktad. Rozktad jednostajny mozna
rozszerzy¢ na calg prostg. Otrzymuje si¢ wtedy kuriozalny rozktad dwupunktowy bez
punktow. Jest to takie prawdopodobienstwo, ktore kazdemu zbiorowi ograniczonemu
z gory i bedacemu otoczeniem —o przypisuje si¢ warto$¢ 1/2 1 zbiorowi ograniczonemu
z dotu 1 bedacemu otoczeniem +oo réwniez wartosé 1/2. Dystrybuanta tego rozktadu to
linia y = 1/2. Tutaj w istocie uzupetniono liczby rzeczywiste R o dwa nowe punkty.
Masa prawdopodobienstwa jest skupiona w tych wtasnie punktach.

Z trojkatem organicznie zwigzanych jest osiem okrggdéw: okrag opisany na trojka-
cie, okrag wpisany wewnetrznie w trojkat, trzy okregi wpisane zewnetrznie w trojkat
oraz trzy okregi wzajemnie styczne o srodkach w wierzcholkach trojkata.

Przez okrag wpisany zewngtrznie w trojkat rozumie si¢ okrag styczny do jednego
boku i do przedtuzen pozostatych dwoch bokow. Promienie okrggu wpisanego 7 i okre-
gow wpisanych zewnetrznie: 74, #5, ¥c taczy ze sobg twierdzenie L’Huillera picknym
1 prostym wzorem
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Niech A4, Bw, C bedg punktami stycznoSci okrggu wpisanego odpowiednio z bo-
kami: BC, CA i AB, a punkty 4., B: i C. niech beda punktami stycznos$ci do tychze bokow
okregow wpisanych zewnetrznie. Pary (4:, Aw), (B:, Bw) oraz (C., C,) s3 ogniskami
trzech elips. Aby zobaczy¢ te elipsy, wprowadzimy trzeci wymiar. Wierzchotki trojkata
maja teraz wspotrzedne (0, 0, 0), (0, ¢, 0) i (b cosa. b sina. 0). Wierzchotek 4 jest wierz-
cholkiem potstozka obrotowego o kacie rozwarcia a, ktorego tworzace sg potprostymi
AB 1 AC; przeciecie tego stozka ptaszczyzng prostopadta do plaszczyzny, na ktorej lezy
trojkat 1 przechodzaca przez prosta BC, jest elipsa £ lezaca naprzeciw wierzchotka A.
Analogicznie otrzymuje si¢ elipsy Ez 1 Ec. Z nieskonczonego graniastostupa trojkatnego
wychodzg trzy polstozki; s to snopy $wiatla o roznej barwie z reflektorow umieszczo-
nych w wierzchotkach. Kazdy reflektor oswietla przeciwlegly $ciane. Okrag wpisany
w trojkat staje si¢ tutaj kula; kulami sg rowniez okregi wpisane zewnetrznie w trojkat —
sg to kule wpisane w trzy stozki. Punkty styczno$ci kul do $cian graniastostupa wyzna-
czaja ogniska elips. Kolorowa ta figura (rys. 8, 9, 10) jest pomnikiem trojkata, krola nie
tylko wielobokow, ale i catej nauki. Milczaco zalozono tu, ze w wierzchotkach trojkata
sg umieszczone reflektory rzucajace stozkowe snopy biatego $wiatla, natomiast elipsy
na zlotych $cianach graniastostupa sg oknami o kolorowych szybach: elipsa BC jest
czerwona, CA — zielona 1 AB — niebieska.

Proponowane godto jest utworzone z wielobokow wypuktych i wklgstych. Lacznie
jest tutaj kilkadziesiat wielobokow. Wieloboki wypukte to: trojkaty, romb, kwadraty,
pigcioboki i1 szescioboki; wieloboki wklgste to: pigcioboki, szeScioboki, osmioboki
i dwunastoboki. Gwiazdy sze§cioramienne sg naturalnie dwunastobokami wklestymi.
Litery U i E to rowniez wicloboki wklgste.

Rys. 8. Wieza $wiatta — rzut poziomy
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Rys. 9. Inny przekrdj wiezy

Rys. 10. Sciany boczne pomnika trojkata

Symetryczne odbicie, w linii pionowej, duzej litery E jest symbolem kwantyfikatora
szczegolowego, egzystencjalnego. Znak ten mozna wige czytaé jak stowa: jest Iub ist-
nieje. Symetryczne za$ odbicie duzej litery U, tym razem w linii poziomej, jest symbo-
lem — w innej notacji logicznej — kwantyfikatora ogdlnego, zwanego rowniez duzym.
Kwantyfikator ogdlny nalezy czyta¢ jak stowo kazdy lub wszystkie. Symbol ten jest
réwniez znakiem produktu — iloczynu zaréwno logicznego, jak i algebraicznego. Litery
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umieszczone na biato-czerwonej szachownicy w tej symbolice tworza tekst: Uniwersy-
tet Ekonomiczny (gérny wiersz) jest produktem — w domysle — europejskim (wiersz
drugi).

Szczegdtowa analize godta wzgledem typow wielobokdéw w nim zawartych pozosta-
wiamy czytelnikom dla rozrywki. Sine scientia ars nihil est. Bez nauki nie ma sztuki.
Catos¢ barwi emalia (rys. 11). Kolor czerwony symbolizuje pigkno, ztoty — dobro, biaty
— prawde. Sa to kolory nauki i Boga, albowiem czerwien to mito$¢, ztoto — madrose,
a biel — moc. Calo$¢ uzupetnia bigkit nieba ze swiecacymi gwiazdami. Lux in tenebris
lucet.

Rys. 11. Godlo — propozycja

Z trojkata powstajg wszystkie wieloboki, a rozktad jednostajny generuje wszystkie
rozktady jednowymiarowe. Nie oznacza to jednak, ze przyczyng wieloboku jest trojkat;
podobnie przyczyng rozkladow jednowymiarowych nie jest rozklad jednostajny.
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Problem przyczyny i skutku jest stary jak filozofia. John Stuart Mill probowat te pojecia
uja¢ w aksjomaty, nadajgc im nazwy kanonow indukcji eliminacyjnej. Pierwszy kanon
Milla, zwany kanonem jedynej zgodnosci, gtosi, ze jednej przyczynie odpowiada jeden
skutek. Oznacza to, ze relacja przyczynowo-skutkowa jest funkcyjna. Drugi aksjomat
Milla, aksjomat jedynej réznicy, méwi, ze skutek ma tylko jedng przyczyne. Czyli
wspomniana wyzej relacja funkcyjna jest funkcja réznowartosciowa — zbior przyczyn
jest rownoliczny ze zbiorem skutkéw. Trzeci kanon, kanon zmian towarzyszacych, jest
aksjomatem gloszacym, ze zmiana przyczyny implikuje zmiang skutku. Jezeli wigc
w zbiorze przyczyn jest relacja rownowaznosci, to odpowiednia relacja rtwnowaznosci
jest 1w zbiorze skutkow. Wszystkie trzy kanony Milla oznaczaja, ze struktura matema-
tyczna rodziny przyczyn jest izomorficzna ze strukturg skutkow. Jednym stowem Mill
swoimi kanonami utozsamit skutki i przyczyny. W artykule o wielobokach proponu-
jemy wieloboczny model $wiata przyczyn i skutkdéw. Jest nim kwadrat obrocony
0 90 stopni tak, ze przekatna SN jest wertykalna, a przekatna WE horyzontalna. Punkt
potnocny N to rodzaj Ultima Thule — skad wszystko wyplywa, natomiast punkt S jest
rodzajem czarnej dziury, do ktorej wszystko sptywa. Swiat powyzej rownika to nie-
znane mozliwos$ci, a ponizej — zrealizowane koniecznosci. Kazdy punkt kwadratu po-
nizej rownika jest skutkiem punktow lezacych wyzej 1 jednoczesnie przyczyng punktow
lezacych nizej. Nie ma tu ani jednej przyczyny, ani jednego skutku jak u Milla, ale réw-
niez skutki utozsamia si¢ z przyczynami. Rownik jest chwilowa aktualizacja mozliwo-
sci wyplywajacych z pétnocy. Przy okazji nalezy stwierdzi¢, ze to, co zaszto, byto ko-
nieczne; rozne scenariusze przysztosci sa tylko mozliwo$ciami. Przyczyn bywa wiele,
a skutek jeden, chociaz te same przyczyny moga wywotywa¢ w innym czasie i miejscu
inne skutki. [lustruje to pigknie stara przypowie$¢ ludowa o kosiarzu. Rano, gdy szedt
w pole, kose wbit w ziemie, a sam uklakt, by pi¢ ze zrédla. Wtedy ustyszat glos: przy-
czyna jest, Smierci nie ma. Wracajac wieczorem, tez wbit kose w ziemie i przyklakt,
by pié. Teraz ustyszat glos: przyczyna jest i smier¢ jest. Kosa utracita rownowage i spa-
dajac, ucigta mu glowe. Wlasciwa przyczyna ujawnia si¢ wtedy, gdy skutek okazuje sie
koniecznoscia.

Na zakonczenie wspomnimy o tamanych zamknigtych w przestrzeni trojwymiaro-
wej R®. Taka famana jest homeomorficzna z okregiem. Jest to skonczony ciag punktow
potaczonych odcinkami w ten sposob, ze punkt ostatni taczy si¢ z pierwszym, a kolejne
odcinki nie lezg na linii prostej oraz zadne odcinki, zwane bokami famanej, nie przeci-
najg si¢. Tego typu linie nazywa si¢ weztami lub — dowcipnie — knotami (z angiel-
skiego). Dwa wezty sa rownowazne, jezeli istnieje homeomorfizm calej przestrzeni troj-
wymiarowej na siebie, przeprowadzajacy jeden z nich na drugi. Wezly reprezentowane
przez tamane majg charakter skonczony — finitny; kazdy z nich moze mie¢ tylko skon-
czong liczbe zawgzlen; aby otrzymac famana zamknieta, liczba jej bokdéw musi by¢ nie
mniejsza niz 3. Lamana zamknigta o 3 bokach jest oczywiscie rownowazna z okrggiem.
Jezeli liczba bokow tamanej zamknigtej jest n + 3, to klas rtOwnowaznych knotéw moze
by¢ k. Jest to klasyfikacja weztow skonczonych. Innych weziow w naturze nie ma.
Klasyfikacja wezlow skonczonych sprowadza si¢ do wyliczania ich typow przy
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zadanym n. Wezel jest tozsamy z gtadkg rozmaitoScig bez brzegu wymiaru 1; mozna ja
utozsami¢ z norka kreta o statej srednicy. Jezeli t¢ norke kreta wraz z brzegiem odej-
miemy od calej przestrzeni, to otrzymamy gladka rozmaito$¢ trojwymiarowg rowniez
bez brzegu. Badanie weztow, czyli rozmaito$ci wymiaru 1, jest rownowazne z bada-
niem rozmaitosci trojwymiarowych wspomnianego typu. Wezly to koronki, dzianiny
i wszystkie tkaniny. Potgzny przemyst tekstylny jest wigc materialnym odpowiedni-
kiem teorii knotow. Pigkne i funkcjonalne sg wezty zeglarskie. Ahoj!
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Ziota proporcja i wybor spoleczny

Antoni Smoluk, Marek Biernacki

Streszczenie: W artykule uogolnia si¢ regute 2/3 Janusza Lyki; tym uogolnieniem jest ztota reguta. Przy
okazji przypomniano dawny wyborczy paradoks Condorceta. Wprowadzono pojecie preferencji genero-
wanej oraz wskazano, ze preferencja grupowa moze by¢ centrum Czebyszewa.

Stowa kluczowe: preferencja, decyzja, liczba ztota.

1. Wstep

Wybor spoteczny — social choice — w naszych czasach stat si¢ zasadniczg dziedzing
badan. Zwigzany jest z interwencjonizmem panstwowym; rzad poprzez swoje decyzje
wymusza okreslone zachowania ludnosci. Wybor spoteczny wywodzi si¢ z czasoéw sta-
rozytnych; w Grecji byt glosny sad skorupkowy — 60Tpakov. Swdj wspotczesny cha-
rakter zyskat w czasach rewolucji francuskiej — paradoks wyborczy Nicolasa de Con-
dorceta. Kenneth Arrow otrzymat w 1972 roku Nagrode Banku Szwecji im. Alfreda
Nobla w dziedzinie ekonomii mi¢dzy innymi za wybor grupowy.

2. Preferencje generowane

Niech X oznacza zbior elementow, ktore mozna uwazaé za towary lub szkoty,
lub kandydatow na urzedy; niech Y oznacza zbiér elementow, ktore nazywamy decy-
dentami lub konsumentami, lub klientami. Oba te zbiory sg niepuste i skonczone. Parg
uporzadkowang (X, Y) nazywamy krotko rynkiem; zaklada sig, ze zbior X liczy m ele-
mentow natomiast ¥ — n. Kazdy konsument ma swoja preferencje — zbior par uporzad-
kowanych w dziedzinie X. Preferencja jest relacjg dwucztonows, zwrotng, czyli reflek-
sywna, oraz przechodnig — tranzytywna. Relacja jest zwrotna, jesli kazdy element jest
z soba samym w tej relacji, czyli para (a, @) jest elementem relacji; przechodnia: jesli
pary (a, b) 1 (b, c) nalezg do relacji, to para (a, c¢) tez do niej nalezy. Relacja jest liniowa,
jezeli kazde dwa elementy sg porownywalne, czyli para (a, b) lub para (b, a) nalezy do
tej relacji dla dowolnych elementéw a i b. Par¢ uporzadkowang (a, b) bgdziemy w dal-
szym ciagu zapisywac w postaci stowa dwuliterowego ab.
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5. Zlota proporcja i wybor spoleczny

Lemat. Kazdy zbior par uporzadkowanych, kazda relacja, rozszerza si¢ do naj-
mniejszej preferencji zawierajacej ten zbior.

Dowéd. Najmniejszg preferencja jest iloczyn mnogosciowy wszystkich preferencji
zawierajacych dany zbior par uporzagdkowanych — dang relacj¢. Minimalng preferencie
nazywamy krotko preferencja generowang przez dang relacje.

Powstaje pytanie, jaka jest preferencja grupowa populacji Y. Par¢ ab nazywamy de-
cyzja konsumenta, jesli jest ona elementem jego preferencji. Kazda decyzja ab ma
swojg czestotliwos¢ — liczbe konsumentéw podejmujacych t¢ decyzje. Decyzja jest
maksymalna, jesli podejmuje ja 50% lub wigcej uczestnikow rynku. Zbior decyzji mak-
symalnych zwany jest relacjg maksymalng. Decyzje ab i ba s3 maksymalne jednoczes-
nie wtedy 1 tylko wtedy, gdy ich czestotliwosci sg réwne.

Preferencja spoleczna. Preferencja generowana przez zbior decyzji maksymal-
nych jest naturalng — nickwestionowana — preferencja populacji Y.

Jest to najprostsze i najwlasciwsze rozwigzanie problemu preferencji grupowe;j. Je-
zeli jednak pragniemy, by preferencja grupowa byla porzadkiem liniowym, to rozwig-
zanie powyzsze nie wystarcza, albowiem preferencja generowana przez rodzing decyz;ji
maksymalnych moze nie by¢ porzadkiem liniowym, a nawet dowolnym porzadkiem,
lecz tylko preferencja. Preferencja jest porzadkiem, jesli spetnia dodatkowo trzeci wa-
runek — jest stabo asymetryczna. Relacja jest bowiem stabo asymetryczna wtedy, gdy
warunki ab i ba pociagaja rownos¢ elementéw a = b. Kazda decyzja ma swoje prawdo-
podobienstwo: stosunek czgstotliwosci do liczby wszystkich konsumentow n. Tak wigc
moéwiac o decyzji, mozna méwic o zdarzeniu i jego prawdopodobienstwie. Jest to praw-
dopodobienstwo klasyczne — uczestnicy maja rowne wagi.

Definicja. Dwa zdarzenia 4 i B sg subniezalezne, gdy p(AB) < p(A)p(B), s nie-
zalezne, gdy p(AB) = p(A)p(B), sa superniezalezne, gdy p(AB) = p(A)p(B), gdzie
p oznacza prawdopodobienstwo.

3. Reguta Janusza Lyki, czyli reguta 2/3

Regula 2/3. Jesli prawdopodobienstwo kazdej decyzji maksymalnej jest ostro wigk-
sze od 2/3: p(4) > 2/3, gdzie A = ab, natomiast ab jest decyzja maksymalna, to zbior
decyzji maksymalnych jest porzadkiem liniowym.

Dowod tego faktu jest niezwykle prosty. Je§li bowiem A = ab i B = bc oraz p(4) >
2/31p(B) > 2/3, to naturalnie p(4B) > 1/3. Tak wigc decyzja C = ac ma prawdopodobien-
stwo ostro wigksze od 1/3, co oznacza, ze zdarzenie przeciwne C’ = ca nie moze by¢
elementem maksymalnym. Tak wigc C jest elementem maksymalnym (J. Lyko (2000)).

4. Reguta ztota

Liczba ztota y = % jest jedynym prawdopodobienstwem, wynoszgcym nieco
mniej niz 62%; spetnia rownosé x2 = 1 — . Jesli wiec prawdopodobienstwo zdarzenia
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réwna si¢ liczbie zlotej, to kwadrat tego prawdopodobienstwa jest rowny prawdopodo-
bienstwu zdarzenia przeciwnego: szczegdlny, wyrdzniony fakt, ktory stanowi podstawe
zasadniczego twierdzenia. Najprostszy utamek tancuchowy

1/(1+——)

reprezentuje liczbg zlota. Jego redukty sg dane pigknym wzorem — prawem natury —

Y
n = /Fn+1’
gdzie (F,) jest ciggiem Fibonacciego: Fy = 1,F; = 1,F,1p = Fppq + E,,n€eN.
Jest wigc:
T1=1/2<T3=3/5<"'<X<'“<2/3=T2<1=T0.

Liczba zlota okresla liczbe Lyki 2/3 oraz definiuje przedziat [1/2, 1].

Z}ota regula. Jezeli prawdopodobienstwo kazdej decyzji maksymalnej jest ostro
wieksze od x , czyli p(4) > x, gdzie A = ab i ab jest decyzja maksymalng, a dodatkowo
decyzje maksymalne postaci 4 = ab i B = bc sg super niezalezne, to zbior decyzji mak-
symalnych jest porzadkiem liniowym.

Dowod tego twierdzenia jest rownie prosty. Jezeli bowiem 4 = ab i B = bc oraz
p(A)>x p(B) > xip(4B) = p(A)p(B), to p(C) = p(A)p(B) > x* = 1 — y;, gdzie
C = ac. Tak wigc C’ = ca nie moze by¢ zdarzeniem maksymalnym.

Twierdzenie to jest uogolnieniem reguty Lyki. Paradoks wyborczy Condorceta nie
spelnia warunku superniezaleznosci; u Condorceta n = m = 3. Relacje porzadku linio-
wego wygodnie jest zapisywaé podobnie jak decyzje w postaci stow. Kazdy porzadek
liniowy jest permutacjg zbioru X. U Condorceta trzy relacje porzadku liniowego to: abc,
cab oraz bca. Relacja maksymalna jest w tym przypadku zbiorem: {ca, ab, bc}.
Do zbioru decyzji maksymalnych naleza ab i bc, ale nie nalezy ac. Prawdopodobien-
stwa wszystkich decyzji maksymalnych sg rowne 2/3. p(4B) =1/3 < p(A)p(B) = 4/9;
oznacza to, ze zdarzenia te sg subniezalezne, a nie superniezalezne. W paradoksie Con-
dorceta wszystkie elementy zbioru X sg rOwnowazne — rowno cenne. W regule J. Lyki
o superniezaleznos$ci wyraznie si¢ nie mowi, lecz prawdopodobienstwa maksymalne s
tak duze, ze pociagaja bezposrednio przechodnio$¢ relacji.

Uwaga. Ztotg regule mozna nieco uogolnic¢ przez ostabienie zatozen. Zamiast su-
perniezaleznosci decyzji maksymalnych wystarczy przyja¢ nieréwnos$é: p(4B) > 2,
gdzie 4 = ab 1 B = bc. Oczywiscie z superniezaleznosci wynika podana nierownosc.
Jest to wigc nieznaczne ostabienie zatozen. W pracy (A. Maciuk, A. Smoluk (2018))
dowodzi si¢ ztotg regule przy zatozeniu, ze zdarzenia maksymalne sg niezalezne.
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5. Zlota proporcja i wybor spoleczny

5. Morat

Bez nazw, termindw i orzecznikow — predykatow — nie ma nauki, nie ma wiedzy,
nie ma teorii. Zawsze wigcej widzimy, gdy znamy nazwy przedmiotow, na ktdre pa-
trzymy. Teorie naukowe dotycza obiektow idealnych, ktore uwaza si¢ za pojecia pier-
wotne — niedefiniowalne. Nauka to struktury matematyczne. Struktury mogg si¢ wza-
jemnie wykluczaé: zawiera¢ sprzeczne aksjomaty. Prawda absolutna jest poza nauka.
Prawd¢ naukowg mierzy si¢ w ztocie. Im teoria bardziej uzyteczna, im daje wigkszy
zysk, tym jest lepsza — blizsza prawdy absolutnej. Nauka jest wigc utylitarystyczna. Po-
dane tutaj rozwigzania problemu spolecznego wyboru, tacznie z twierdzeniem o dykta-
torze Arrowa, sa tylko propozycjami. Naturalnie sa tez inne warianty relacji grupowe;j,
na przyktad relacja bedaca centrum Czebyszewa wszystkich preferencji uczestnikow
rynku. Przy tym rozwigzaniu trzeba wprowadzi¢ odleglo$¢ pomiedzy preferencjami.
Centrum Czebyszewa zbioru to srodek najmniejszej kuli zawierajacej ten zbior. Gtosny
malarz Vincent van Gogh w domu rozkoszy obcial sobie ucho. Bolestaw Kopocinski
uwaza, ze uczynit to po to, by uprosci¢ malowanie autoportretu. Obandazowang glowe
maluje si¢ szybciej; im wigcej bandazy, tym lepiej. Se non é vero, é ben trovato. Chociaz
to moze nie by¢ prawda, jednak jest dobrze pomyslane. Ironiczng wypowiedz Giordana
Bruna odnosimy nie tylko do Zartobliwej anegdoty Kopocinskiego, ale réwniez do
wszystkich rozpatrzonych tu propozycji, wlacznie z twierdzeniem o dyktatorze. W la-
tach miedzy wielkimi wojnami, 1918-1939, w Brzezanach s¢dzia byt Rusin. Przyszty
do niego dwie niewiasty — zwane wowczas babami — z Zagdaniem rozstrzygnigcia sporu.
Sedzia po wystuchaniu stron uznat sprawe za btahg i zalecat ugode — bez sadu. Kobiety
jednakowoz nalegaly na s¢dziego, by wydat oficjalne rozstrzygniecie. — Budete prisia-
gati? — Budemo. — Budete ciefowaty kriest? Budemo. Po zatatwieniu formalnosci s¢dzia
o$wiadcza: — Teper pocetujtie mienia w zopu. Sprawe umarzam. Kobiety po wyjsciu
z budynku sadu zgodnie wotaja: — Mudryj sudia! Tutaj zbior Y tworzg dwie baby z po-
rzadkami liniowymi ab i ba. Umarzajac sprawe, sedzia wybrat preferencj¢ utozsamia-
jaca oba poglady. Anegdote powyzsza wielokrotnie powtarzata Stanistawa Bartosie-
wicz pochodzaca z Brzezan. Stynny od trzech tysiecy lat jest sad Salomona. Sedzia kie-
rowany boska madroscig wskazal prawdziwg matke dziecka — ona zostata dyktatorem
— inaczej niz w Brzezanach.

Ztota proporcja — fundament architektury greckiej — trafita, za sprawa ztotej reguty,
do ekonomii i polityki. Sg state fizyczne, sg i state ekonomiczne oraz polityczne. Prawa
nauki sg uniwersalne. Liczba 2/3 jest swoistym zaokragleniem ztotej liczby do liczby
wymiernej. Wiele populacji ze wzgledu na okreslona ceche dzieli si¢ na dwa obszary,
z ktorych jeden obejmuje 2/3 catosci, a drugi 1/3. Cukru trzcinowego jest 2/3, a bura-
czanego 1/3. Liczba 2/3 i jej dopetienie do jednosci, czyli 1/3, pojawia si¢ w wielu
wzorach geometrycznych; wystarczy wspomnie¢ o kuli, stozku i walcu oraz o objgto-
Sciach i1 polach powierzchni tych figur. Jozefa bracia sprzedali za 20 srebrnikéw, a Ju-
dasz Jezusa sprzedat za 30 srebrnikow. Czyzby tu takze pojawita si¢ reguta 2/3?
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Decyzje spoteczne budzg refleksje natury ogdlniejszej. Demokracja nie zawsze kie-
ruje si¢ logika i rzeczywista zalezno$cig. Sad skorupkowy wydalit Arystydesa z Aten.
Przecigtnego zjadacza fig ktuta w oczy jego szlachetnos¢ i sprawiedliwo$é. Podobng
sytuacje¢ obserwuje si¢ w naszych wyborach do wladz panstwowych i1 uczelnianych.
Wybiera si¢ wygodna przecietnosé, a przeciez lepiej jest, gdy lew przewodzi stadu ba-
randw niz baran stadu lwow. We Wroctawiu przy ulicy Katedralnej stoi dom z madra
dewiza: Non dominus domo, set Domus Domino honestanda est. Nie pan domem, lecz
dom panem si¢ szczyci. Nie katedra wynosi profesora, lecz uczony nobilituje profesje.
Simia simia est, etiam si insygnia aurea gestat. Ongi$ srodowisko akademickie byto
elita — créeme de la creme; dzi$ jest to pospolite ruszenie szturmujace ztoty zamek na
glinianej gorze. W kraju mamy ponad 400 szkot typu akademickiego pod réznymi na-
zwami: uniwersytet, akademia, politechnika, szkoty regionalne i ogélnokrajowe z r6z-
nymi przymiotnikami. Nazwy te zmieniaja si¢ jak w kalejdoskopie w zaleznosci od sy-
tuacji rynkowej. Personel nauczajacy jest staty, albowiem zna si¢ na wszystkim. Na kaz-
dy milion obywateli Rzeczypospolitej przypada jedenascie uczelni. Bon mot z czaséw
towarzysza Gierka — w kazdej wsi WSI — stat si¢ faktem. Trafiajg si¢ persony, ktorych
mozg skuty ztotymi, rektorskimi fancuchami jak mrozem, czyni wszystko — wilacznie
ze zmiang statutu szkoty — by cigzar tego ztota odczu¢ na piersi. Czy moze istnie¢ szkota
wyzsza z prosperujaca spotdzielnia przyjec: gotowka, a nie wiedza i zdolnosci, decyduje
o wpisie na liste Alma Matrix.

Dobry artykul naukowy jest jednoczes$nie dzietem literackim — esejem lub felieto-
nem. Jego lektura, nawet pobiezna, winna kazdego ubogaci¢. Trzy kategorie: logika,
etyka i estetyka nim zadzg. Logika to proponowana teoria i dowody, pouczenie moralne
to etyka, pigkno za$ to estetyka.
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Swiat nauki - kwiat nauki

Marek Biernacki, Antoni Smoluk

Sta viator!

1. Profesor Ludomir Laudanski byt mistrzem krotkiej formy, zwanej przez niego
felietem. Pochodzit ze Lwowa — miasta niezwyklego. Lwowskie cafuje rgczki zna cata
Polska. Lwow — miasto bohaterskie, odznaczone przez Marszatka Jozefa Pitsudzkiego,
stynat z nauki, sztuki i kultury. Ludomir Laudanski przejal wszystkie dobre cechy
mieszkancow Lwowa. Wysoka kulture ogolna, pigkny jezyk oraz zdolnosci tworcze.
Podobno — zdaniem profesora Stanistawa Niciei — jedna trzecia wybitnych polskich
tworcow nauki, kultury 1 sztuki to Iwowianie. Laudanski byt absolwentem Politechniki
Warszawskiej. Przez wiele lat pracowal za granica; w uczelniach Pétnocnej Afryki wy-
ktadat przedmiot zwany krotko lotnictwem. Aeronautyka jest naukg o plywaniu ciez-
szych od powietrza obiektow w ziemskiej atmosferze. W swych pracach taczyt sztuke
lotu z nauka o optymalizacji kosztow magazynowania. Przelot szybowca na zadanym
dystansie w czasie najkrotszym zalezy od wlasciwego wykorzystania pradéw wznosza-
cych. Nabieranie wysokosci przez szybowiec to gromadzenie towarOw w magazynie;
przelot jest rownoznaczny z wydawaniem towaru z magazynu. Laczny koszt magazy-
nowania i wydawania towaréw ma by¢ w okreslonym okresie czasu najnizszy. Profesor
Laudanski byt nie tylko mistrzem krotkiej formy; Springer wydat Jego pigkna ksiazke
Between Certainty and Uncertainty (L. Laudanski (2013)). W ksigzce tej zamiescit zdje-
cie rzezby z nadproza wejscia do Piwnicy Swidnickiej we Wroctawiu. Pocztowka z tym
zdjeciem przedstawiajagcym graczy w kosci byta przygotowana dla uczestnikéw XIV
Europejskiego Spotkania Statystykow, ktore odbylo si¢ we Wroctawiu w 1981 roku.
Pod zdjeciem byla tacinska sentencja: Alea iacta sunt — kosci zostaty rzucone. Na wro-
ctawskim ratuszu przedstawiono chwile skupienia graczy przed rzuceniem kosci. Nie-
zwykle fizjonomie. Europejskie Spotkanie Statystykéw we Wroctawiu odbywalo sie
w czasach totalnego obowigzywania systemu kartkowego zapoczatkowanego przez to-
warzysza Gierka. Napis na pocztowce byt dwuznaczny; odnosit si¢ nie tylko do ptasko-
rzezby, lecz rowniez do sytuacji rynkowej w Polsce. Cenzura pocztéwke zaakceptowata
1 wydano ja w naktadzie 1500 egzemplarzy. Jednakowoz uczestnicy kongresu staty-
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stycznego pocztéwki tej nie otrzymali; zadecydowat o tym organizator spotkania pro-
fesor Witold Klonecki — podpuszczony przez panie z otoczenia rektora Uniwersytetu
Wroctawskiego. Na odwrocie byl napis w jezyku polskim i angielskim informujacy
o rzezbiarzu i czasie powstania rzezby. W ksigzce wydanej przez Springera jest za-
mieszczone to zdjecie z obcigtym lacinskim napisem o kosciach, lecz z doktadnym opi-
sem, gdzie ta plaskorzezba si¢ znajduje i kto jest jej autorem. Ksigzka Between Certainty
and Uncertainty jest we wszystkich wazniejszych bibliotekach swiata — wielka 1 dar-
mowa informacja o Wroctawiu; promuje ona nauke polska i jednocze$nie miasto Wro-
ctaw. Ludomir Laudanski stynal z wlasciwego, trafnego doboru ilustracji do swoich
felietow. Pisal o wszystkim. O nieznanych powszechnie epizodach z Zzycia uczonych,
politykow, pisarzy i malarzy, o hiszpanskim winie zwanym Scherry, o znanej po-
wszechnie grafice Pietera Bruegla starszego Mate ryby sq przysmakiem duzych ryb,
et cetera, et cetera. Jego poglady krytyczne mieécily si¢ zawsze w ramach zasady
streszczajacej si¢ w pigknym wloskim powiedzeniu: se non é vero, é ben trovato — jesli
to nie jest prawda, to jednakowoz jest pigknie pomyslane. Analogonem matematycz-
nym grafiki Bruegla jest stozek z wpisang kula. Kula dzieli stozek na dwie czgsci, lewa
— zwezajaca si¢ do wierzchotka stozka i prawg — rozszerzajacg si¢ w nieskonczonos$eé.
W kazdg z tych czesci wpisane sg kule styczne do siebie i do $cian stozka. Kule z lewej
strony tworza ciag geometryczny o promieniach malejacych do zera, z prawej zas row-
niez tworzg ciag geometryczny o promieniach tym razem rosngcych do nieskonczono-
sci. Wieksza kula pozera mniejsza, tak jak wigksza ryba delektuje si¢ matg na rysunku
Bruegla. Jezeli przekroj stozka ptaszczyzna przechodzaca przez jego o$ przetniemy pro-
sta przecinajaca obie tworzace, to rowniez stozek jest podzielony na dwie czgéci
i w kazda z tych czgsci mozna, tak jak poprzednio, wpisywac ciagi kot, tylko tym razem
pierwsza kula jest styczna do ptaszczyzny przecinajacej. Mozna jeszcze dalej idee tg
uogolnia¢; poczatkiem niech bedzie dowolny trojkat. Trojkat wyznacza graniastostup
ortogonalny do plaszczyzny trojkata. Kazdy wierzcholek trojkata jest jednoczesnie
wierzchotkiem stozka, ktorego tworzace sa bokami przechodzacymi przez ten wierz-
chotek trojkata. Mamy wiec trzy rézne stozki przeciete trzema ptaszczyznami i te stozki
na plaszczyznach wyznaczaja trzy elipsy. Ogniska elips to punkty stycznosci wpisanych
w stozek kul do $cian prostopadioécianu. Graniastostup z trzema stozkami wychodza-
cymi z jego wierzchotkéw mozna traktowac jako swego rodzaju wieze $wiatla.

Duzo felietow to niezwykle trafne recenzje ksiazek oraz artykutow naukowych i po-
pularnych. Lubit pisa¢ o intelektualistach §wiata zachodniego — paputczikach: Bertran-
dzie Russelu, Jeanie-Paulu Sartrze i o Zonie Sartra Simone de Beauvoir i wielu innych
ptatnych lub darmowych gloryfikatorach wladzy sowieckiej. Panig Simon najwtasci-
wiej chyba ocenit Czestaw Mitosz w swojej pigknej ksigzce Abecadlo; zainteresowa-
nego czytelnika odsylamy do matego, lecz wartosciowego dzieta. Paputczicy uwazali,
ze stowa radzieckiego hymnu sg $wieta prawda.
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Hlupoxa cmpana mos pooHas,
Mmnoeo 6 neii necos, noneti u pex!
A Opyeotl maxoii cmpansl He 3HATO,
[ 0e max 6016HO OblUM YeN0BeK.
Om Mockeébt 00 camvix 00 OKpauH,
C 1001cHBIX 20p OO Ce6epHbIX MOpel
Yenosex npoxooum Kax Xo3auH
Heobwvamnoii Poounwt ceoetl. *

Piesn ta, niewatpliwie napisana przez dobrego poete — Renata Ibragimova — w swej
istocie pickna, lecz brzmi ironicznie. Odwiedzajacy Zwigzek Radziecki wiedza, jak to
bylto ze swobodg przemieszczania si¢ po tym kraju i jakim gospodarzem swego kraju
byt obywatel Zwigzku Radzieckiego, zwanego w skrocie Sojuzem. Zachodni chwalcy
sprawiedliwego kraju, jakim byt Zwigzek Radziecki, wierzyli w stowa pie$ni dostow-
nie. Szczerze lub za przywileje.

2. Matematyka jest naukg o strukturach matematycznych i jednoczes$nie gromadzi
w abstrakcyjnej formie wiedzg o $wiecie fizycznym. Podstawowym pojeciem matema-
tyki jest mnogos¢, czyli zbior; drugim waznym i juz definiowalnym terminem jest po-
jecie funkcji. Specjalne funkcje spelniajace wlasciwe relacje to homomorfizmy i izo-
morfizmy; relacje to takze zbiory. Jesli funkcja f odwzorowuje zbidér X w Y, to obrazem
zbioru X jest zbior wartosci tej funkcji w zbiorze Y; gdy X jest strukturg matematyczng
i Y jest analogiczng strukturg, to f nazywa si¢ homomorfizmem, gdy spetnia odpowied-
nie relacje wlasciwe tej strukturze. Jezeli X'i Y sg zbiorami uporzadkowanymi, to ho-
momorfizm jest funkcja rosnaca.

Grupa filozofow wiedenskich, znana pod nazwa Wiener Krise, probowata w pierw-
szej potowie XX wieku okresli¢ przedmiot badan filozoficznych. Chcieli z filozofii
uczyni¢ nauke $cista podobna matematyce, fizyce i wszystkim naukom przyrodniczym.
Wsrad cztonkow kota byli wybitni logicy, migdzy innymi Kurt Goedel —autor glosnego
twierdzenia o niezupetosci kazdej teorii zawierajacej zbior nieskonczony, czyli aryt-
metyke. Dowod Goedla mozna stresci¢ w stowach: dowodow w teorii zawierajacej
mnogo$¢ nieskonczong jest przeliczalnie wiele, natomiast zdan prawdziwych nieprzeli-
czalnie. W tekscie, wzorujac si¢ nieco na Wiedenczykach, okreslimy domene wszyst-
kich nauk; jest nig kategoria struktur matematycznych, ktére nazywa¢ mozna struktu-
rami wiedzy powstatymi z obserwacji §wiata fizycznego. Te struktury to paradygmaty,
ktoére z roznych powodow ulegaja zmianie. Struktura jest rezultatem badan empirycz-
nych. Empirycznie otrzymuje si¢ relacje, ktore w strukturze staja si¢ pojeciami pierwot-
nymi definiowanymi przez aksjomaty. Aksjomaty struktury sa rowniez zdaniami za-
czerpni¢tymi z natury — prawdami indukcyjnymi. Kanony indukcji eliminacyjnej
J.S. Milla sg przyktadem zdan indukcyjnych. Struktura wiedzy dopetniona jest regutami
wnioskowania. Zasady wnioskowania to: reguta odrywania i reguta podstawiania. Jezeli
zdanie p jest prawda i prawda jest implikacja p > ¢, to na podstawie reguty odrywania
otrzymuje si¢ zdanie g, ktore jest rowniez prawda. Regula podstawiania sprowadza si¢
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do interpretacji tautologii logicznych: za symbole zdan mozna podstawi¢ dowolne zda-
nia empiryczne, a wynikiem bedzie nowe zdanie prawdziwe. Zakladamy, ze logika
Swiata materialnego jest dwuwarto$ciowa i ze mamy jg wrodzona. To, co jest, jest by-
tem koniecznym, natomiast bytow przysztych nie znamy; tworzy si¢ je na zasadzie eks-
trapolacji — s3 to scenariusze. Logika mozliwosci jest wielowartosciowa, zwykle troj-
wartosciowa, i ma charakter zblizony do probabilistyki. Aksjomaty bywaja r6znorodne;
struktury matematyczne mogg by¢ wzajemnie wykluczajace sie: geometria euklidesowa
i geometria L.obaczewskiego. Preferencja jednej struktury nad druga jest rezultatem
uzytecznos$ci. Kryterium uzytecznosci decyduje o wyborze. Jednakowoz cata nauka ko-
rzysta z dwoch zasadniczych aksjomatow. Pierwszy z nich mowi, Ze istnieje zbior nie-
skonczony, czyli taki, ktory jest rownoliczny ze swoim podzbiorem wtasciwym; aksjo-
mat ten wprowadza ciaglo$¢ do dyskretnego swiata przyrody — dyskretnego, bo utwo-
rzonego z atomow. Aksjomat drugi, rzecz nowa, mowi, ze caly Kosmos jest jedynym
perpetuum mobile — maszyng w cigglym ruchu, samonapedzajaca si¢. Materia tworzy
przestrzen, t¢ przestrzen, w ktorej si¢ obracamy, ruch materii za$ definiuje czas. Tak
wigc przestrzen i czas s3 niezmienne i wieczne.

3. Dana jest kategoria jednorodnych struktur matematycznych — relacje sg tego sa-
mego typu; czg$¢ tych struktur ma pewng wlasnos¢ P, a reszta tej wlasno$ci nie ma.
Obraz struktury X jest inwariantny wzgledem wiasnosci P, jesli obie struktury Xi Y
majg wlasnos$¢ P lub obie nie majg tej wlasnosci, i gdy obraz ma ja, gdy obie struktury
ja majg lub obraz nie ma jej, gdy obie struktury nie maja wtasnosci P. Jednorodna ro-
dzina struktur matematycznych to taka, gdzie wszystkie struktury w tej rodzinie sg tego
samego rodzaju, maja analogiczne relacje je definiujace, jest uporzadkowana; porzadek
w takiej rodzinie okresla relacja preferencji, ktora jest zdefiniowana przez pojecie wilo-
zenia jednej struktury w druga. Struktura 4 wktada si¢ w strukture B, jesli istnieje ho-
momorfizm struktury 4 w strukture B taki, ze struktura A jest izomorficzna ze swoim
obrazem — podstrukturg struktury B. Jesli utozsamimy struktury izomorficzne, to wpro-
wadzona wyzej relacja preferencji porzadkuje dang rodzing struktur. W tym uporzad-
kowanym zbiorze moze istnie¢ lub nie struktura minimalna; jesli istnieje, to jest wyzna-
czona jednoznacznie. W takim wlas$nie sensie mowa jest o minimalnych strukturach
w artykule.

4. Zbior uporzadkowany X ma wilasnos§¢ punktu statego wtedy i tylko wtedy, gdy
kazda funkcja rosnaca odwzorowujaca X w X ma punkt staly. Zbiory uporzadkowane
majace wlasno$¢ fix punktu charakteryzuje si¢ przez ich minimalne obrazy inwariantne;
w dalszym ciggu méwimy o strukturach — zbiorach uporzadkowanych — skonczonych
1 niepustych.

Twierdzenie pozytywne. Zbior uporzadkowany X ma wtasno$¢ fix punktu wtedy
i tylko wtedy, gdy jego minimalnym inwariantnym obrazem jest zbior jednopunktowy.

Kazdy obraz struktury majacej wlasno$¢ fix punktu ma réwniez wilasnos$¢ fix
punktu. Wiasno$¢ fix punktu jest dziedziczna. Wynika stad, Zze minimalnym inwariant-
nym obrazem struktury majacej wlasnos¢ fix punktu jest zbior jednopunktowy.
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Zbior uporzadkowany nazywa si¢ korona, gdy mozna go przedstawi¢ w postaci ma-
cierzy o k kolumnach, gdzie k = 2, i n wierszach i gdy najnizszy wiersz tworza ele-
menty minimalne, a najwyzszy maksymalne tego porzadku, a ponadto kazdy element
wiersza bezposrednio wyzszego dominuje tylko nad dwoma elementami wiersza niz-
szego. Korony nie majg wtasnosci fix punktu, albowiem mozna je przeksztatcac cy-
klicznie z zachowaniem relacji porzadku. Korona bedaca macierza o dwoch wierszach
i trzech kolumnach przechodzi na korong, czyli macierz o dwoch wierszach i trzech
kolumnach: pierwsza kolumna na druga, druga na trzecig i trzecia na pierwsza. Przy
tym izomorfizmie nie ma punktu statlego. Obrazem struktury niemajgcej wlasnosci fix
punktu moze by¢ zar6wno zbidr majacy wlasnos¢ fix punktu, jak i go niemajacy; obraz
inwariantny nie ma wlasnosci fix punktu tak jak wyjsciowa dziedzina.

Korony dwukolumnowe s3 minimalnymi obrazami zbiorow uporzadkowanych
niemajacych wlasnosci fix punktu. Minimalnym inwariantnym obrazem korony
o dwoch wierszach i czterech kolumnach jest korona o dwoch wierszach i dwoch ko-
lumnach (vide diagram Hassego: rys. 1). Szczyt budynku Panoramy Ractawickiej we
Wroctawiu jest korong dwuwierszowg o wielu kolumnach. Jest to struktura kotowa —
obrét korony o jeden zgbek (trybek), przesunigcie o jedng kolumng oznacza, ze nie ma
ona punktu statego. Korona jest takze harmonijkg i aby otrzymac¢ jej minimalny obraz,
te harmonijke nalezy $cisnac.

Rys. 1. Korona i jej minimalny obraz

Korony minimalne sg uporzagdkowane liniowo. Korona jest mniejsza, gdy wklada
si¢ poprzez funkcje rosngca w korone dwukolumnowsa wigkszg — majaca wigcej wier-
szy. Kazdy niepusty zbiér koron dwukolumnowych ma wigc element minimalny.

Twierdzenie negatywne. Skonczony, niepusty zbior uporzadkowany X nie ma
wilasnosci fix punktu wtedy i tylko wtedy, gdy zbior jego obrazow minimalnych tworza
korony dwukolumnowe. Wsrdd tych koron jest oczywiscie korona minimalna i ta ko-
rona charakteryzuje zbior (A. Smoluk (2016a)).

Jezeli zbior uporzadkowany jest niespojny, czyli istniejag dwa elementy, ktorych nie
mozna potaczy¢ droga, to wtedy naturalnie ten zbior nie ma wlasnosci fix punktu. Jego
minimalnym obrazem jest zbior dwupunktowy, w ktorym relacja porzadku jest iden-
tycznoscia, czyli elementy tego zbioru sg nieporownywalne. Jezeli zbior uporzadko-
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wany ma jeden punkt maksymalny lub jeden punkt minimalny, to ten zbiér ma wtasnos¢
fix punktu. Problem charakteryzacji uporzadkowanych skonczonych zbiorow postawit
Ivan Rival w roku 1984. Inwariantne minimalne obrazy uporzadkowanych zbiorow
wprowadzone wyzej daja pelng odpowiedz na pytanie Rivala.

Skonczony zbioér uporzadkowany jest izomorficzny z odpowiednio dobranym zbio-
rem liczb naturalnych uporzadkowanym przez relacj¢ podzielnosci. Krata jest takim
zbiorem uporzadkowanym, w ktérym zbiory dwuelementowe majg kres gorny i kres
dolny. W kracie skonczonej zawsze istnieje tylko jeden element maksymalny i tylko
jeden element minimalny. Supremum zbioru dwuelementowego to najmniejsza
wspolna wielokrotnos¢ liczb, a infimum to najwickszy ich wspolny dzielnik; mowimy
tu o skonczonym zbiorze uporzgdkowanym izomorficznym z podzbiorem liczb natural-
nych uporzadkowanym przez relacj¢ podzielnosci. Semikrata jest strukturg matema-
tyczna, w ktorej kazdy zbidr dwuelementowy ma supremum — jest to zbior uporzadko-
wany w prawo. Podobnie semikratg jest zbidr uporzadkowany, w ktorym kazdy pod-
zbior dwuelementowy ma kres dolny — jest to zbidr skierowany w lewo. Kazda skon-
czona semikrata i naturalnie krata ma wtasno$¢ fix punktu. Dowdd tego twierdzenia jest
oczywisty. Jezeli bowiem dany jest ciag malejacy w skonczonym zbiorze uporzadko-
wanym, to ma on granice w topologii dyskretnej — prawie wszystkie wyrazy tego ciggu
sa sobie rowne. Podobnie jest z ciggiem rosnacym. Jednocze$nie warto zauwazy¢, ze za-
sada indukcji matematycznej jest analogicznym twierdzeniem. W tym przypadku po-
rzadkiem jest funktor implikacji: jesli p, to g. Ze zdania falszywego wynika wszystko.
Relacja porzadku — repetitio est mater studiorum — jest dana przez implikacje: zero jest
elementem minimalnym — rodzina zdan fatszywych, a jedynka — zbiér zdan prawdzi-
wych — elementem maksymalnym. Jesli wigc ciag rosnie i pierwszym jego wyrazem
jest element maksymalny, to wszystkie wyrazy tego ciagu sa rowne. Jest to najprostsze
sformutowanie zasady indukcji matematycznej. Inny jezyk i twierdzenie staje si¢ oczy-
wiste. Automorfizm zbioru uporzadkowanego mozna traktowac jako zmiang, reorgani-
zacje instytucji; jest to reorganizacja, przy ktorej zaleznos$ci hierarchiczne utrzymuje
sig, chociaz niektore stanowiska moga ulec likwidacji albo przesunieciu w gore lub
w dot. Jezeli struktura instytucji ma charakter semikraty, a tak jest przewaznie, to przy
kazdej zmianie organizacji zachowujacej zaleznoS$ci hierarchiczne przynajmniej jedno
stanowisko pozostanie nienaruszone. Jest to wniosek z twierdzenia o fix punkcie. Wspo-
mniany wyzej izomorfizm korony o trzech kolumnach i dwdch wierszach jest formal-
nym uj¢ciem dobrze znanego zjawiska pod nazwa karuzela stanowisk.

5. Relacje to grafy, a grafy to sieci. Z kazda relacja okreslong w zbiorze X jest jed-
noznacznie zwigzana, generowana przez te relacje, preferencja. Preferencja ta jest ilo-
czynem wszystkich preferencji zawierajacych dang relacj¢ — jest to wigc najmniejsza
preferencja zawierajaca dang relacje. Preferencja jest jakby iloczynem porzadku i row-
nowaznosci. R6wnowazno$¢ generowana przez preferencje jest relacja taczaca elementy
wzajemnie zwigzane: x preferuje y i y preferuje x. Jezeli utozsamimy elementy rowno-
wazne, to otrzymamy porzadek w zbiorze klas abstrakcji. Klasy abstrakcji to pelne sieci:
kazde dwa punkty sa polaczone. Dyskryminujg one zbiér X; niepuste zbiory elementow
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rownowaznych sg uporzadkowane. Cala wiedza, obecnych i przysztych pokolen, spro-
wadza si¢ do porzadkow i rtownowaznosci. Materialne modele struktury zwanej korona
to: korona krolewska, corona muralis wiez i baszt zamkowych, rysunek na cylindrze
werbla, znami¢ kwiatowe jabtka granatu — inny symbol wtadzy monarszej. Materia ozy-
wiona i nieozywiona ma strukture sieci. Wiedza o swiecie fizycznym sprowadza si¢ do
relacji o okreslonych wiasnosciach. Powtorzmy raz jeszcze: relacje to sieci, wigc obra-
zowo mozna powiedzie¢, ze cata wiedza jest w sieci. Mandarynka to Citrus reticulatus.
Sie¢ — reticulatum — przenika wszystkie organizmy zywe i materi¢ nieozywiona: pier-
wiastki, skaly, mineraty, rosliny i zwierzeta, wodg i1 ruchliwy gaz. Stany §wiata sg okre-
$lone przez wypukte kombinacje trzech czystych stanéw — wierzchotkdw trojkata natury:
materii — hyle, formy — ducha (spiritus) albo ksztattu — morphe i1 zycia — zoe — bios.

6. Zyjemy w $wiecie map. Media nieustannie prowadzg nas w rozne miejsca globu
i kosmosu. Nie ma statystyki bez map. Mapa plaska jest specjalnym grafem skonczo-
nym planarnym. Kolorowanie mapy sprowadza si¢ do kolorowania wierzchotkow
grafu. Kolorowanie jest zgodne, jezeli wierzcholki potaczone tukiem majg r6zne kolory.

Liczba chromatyczng x(M) mapy M nazywa si¢ najmniejsza liczbe koloréw potrzebna

do kolorowania zgodnego tej mapy. Wierzchotki grafu to panstwa mapy, a tuki taczace
panstwa to granice. Mapa ptaska jest jednocze$nie mapg sferyczna: terminy ,,mapa sfe-
ryczna” i ,,mapa ptaska” sa synonimami. Mapy to grafy skoniczone. Panstwo jest obsza-
rem spojnym po odrzuceniu jego granic. Panstwa sgsiednie maja wspolng granice. Za-
ktada si¢, bez straty na ogélnosci, ze granice sg tukami gltadkimi, spojnymi; gltadkosc¢
oznacza, ze istnieje ciggla pochodna. Punkt styku wigcej niz dwoch panstw jest wierz-
chotkiem mapy. Wierzchotki mapy mozna uwazac za panstwa, ktorych sie nie koloruje
— ich powierzchnia jest zerowa. Taka definicja upraszcza redukcje map wigkszych do
mnigjszych — ich obrazoéw. Panstwa o wspolnym wierzchotku, ale bez wspolnej granicy
nie s3 sasiednie. Mapy sa izomorficzne, gdy istnieje homeomorfizm sfery przeprowa-
dzajacy jedna na druga. Redukcja mapy jest jej obrazem. Mapa jest strukturg matema-
tyczng — grafem. Redukcja mapy sprowadza si¢ do trzech rodzajow operacji.

A. Sciagniecie granicy do punktu.

B. Usuniecie granicy.

C. Sciagnigcie kraju do punktu.

Powszechnie znana prawda. Pelny graf pigciowierzchotkowy — kazdy wierzchotek
polaczony jest z pozostalymi czterema wierzchotkami — nie jest grafem ptaskim (pla-
narnym).

W zbiorze panstw mapy, ktérg mozna pokolorowacé co najwyzej czterema barwami,
okreslona jest relacja kolorowej zgodnosci, zwana krétko konkordancja. Dwa panstwa
sa w tej relacji wtedy i tylko wtedy, gdy przy kazdym kolorowaniu co najwyzej czte-
rema barwami maja kolory zgodne. Relacja konkordancji ¢(M) mapy M jest rbwnowaz-
noscig. Redukcja inwariantna nie zmienia liczby chromatycznej mapy i typu relacji kon-
kordancji; jesli konkordancja jest tozsamoscig — kazdy kraj jest tylko w tej relacji ze
soba, to po redukcji relacja konkordancji jest rowniez identycznos$cia, jesli natomiast
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relacja konkordancji nie jest identycznoscig, to po redukcji rowniez nig nie jest, jedna-
kowoz jest to inna relacja. Jesli liczba chromatyczna mapy nie przekracza trzech,
to mapa ma tylko jeden minimalny inwariantny obraz: odpowiednio jeden kraj, dwa
kraje, trzy kraje. Jesli za$ liczba chromatyczna mapy to cztery, to s3 dwa minimalne
inwariantne obrazy: Mo = {A,B,C,D} i M = {A,B,C,D,E} (rys. 2): mapa z czterech pan-
stw, gdy relacja konkordancji jest identyczno$ciag — c(Mo) = {(A,A), (B,B), (C,C),
(D,D)} —1mapa pigciu panstw, gdy relacja konkordancji nie jest identycznoscig — c(M)
={(AA). (B,B), (C,C), (D,D), (EE), (D,E), (ED)}.

Fundamentalny lemat. Jezeli dwa panstwa maja wspolny wierzchotek, to nie sg
w relacji konkordancji.

Przyktadem minimalnej mapy, dla ktorej relacja konkordancji nie jest identyczno-
$cia, jest mapa sferyczna ztozona z dwoch panstw okotobiegunowych oraz trzech pan-
stw rownikowych graniczacych pomigdzy sobg i z panstwami biegunowymi.

Rys. 2. Obrazy minimalne map — liczba chromatyczna y =4

Panstwa rownikowe zjadajg trzy barwy, a do pokolorowania panstw biegunowych
potrzeba czwartej barwy. Panstwa biegunowe sg w relacji kolorowej zgodno$ci — kon-
kordancji.

Dowod lematu sprowadza si¢ do uwagi, ze kazdg mape, na ktorej relacja konkor-
dancji nie jest identycznoscig, redukuje si¢ do minimalnej mapy pigciu panstw. Jesli
panstwa biegunowe maja wspolny wierzchotek, to mapa jest pelnym grafem pigcio-
wierzchotkowym — przeczy to sferycznosci tej mapy, bo bieguny sg potagczone odcin-
kiem wewnatrz sfery. Panstwa o wspdlnym wierzchotku nie sg w relacji kolorowej
zgodnosci.

Twierdzenie o czterech barwach. Do pokolorowania zgodnego mapy plaskiej wy-
starczg cztery barwy.

Dowad. Jezeli twierdzenie jest falszywe, to istnieje mapa o najmniejszej liczbie gra-
nic, ktorej nie mozna zgodnie pokolorowac czterema barwami. Na mapie tej Sciggamy
jedng granic¢ do punktu — wierzchotka. T¢ nowag mapg mozna juz pokolorowaé czte-
rema barwami. W zbiorze panstw mapy zredukowanej istnieje relacja kolorowej zgod-
no$ci. Panstwa, pomiedzy ktorymi granic¢ Sciagnigto do punktu, maja wspdlny

60



6. Swiat nauki — kwiat nauki

wierzchotek, a wiec zgodnie z lematem nie sg w relacji kolorowej zgodnosci. Wynika
stad, ze mozna powrdci¢ do stanu pierwotnego, czyli zalozZenie, Ze istnieje mapa, ktorej
nie mozna pokolorowa¢ zgodnie czterema barwami, jest fatszem. Dowdd zostat zakon-
czony. Zobacz rowniez (A. Smoluk (2016a), (2016b), (2020)).

7. Artykut dedykowany Ludkowi, mistrzowi felietu 1 dalekich analogii, zakonczy¢
wypada powotaniem si¢ na wielka poezje. Nauka jest bowiem picknem, dobrem
i prawda; niesie wiedze uzyteczng o Swiecie fizycznym. Tylko ludzie z urodzenia przy-
nalezni nauce, jak Ludomir Laudanski, szukaja pickna, dobra i prawdy dla nich samych,
a nie z powodu ich uzyteczno$ci prognostycznej. Nauka jest poezja. Horacy w dziele
Ars poetica zaleca taczenie uzytecznosci z picknem. Omne tulit punctum, qui miscuit
utile dulci. W nauce jest prawda i pigkno formalne. Przy rzucie dwoch kosci zbieramy
wszystko, gdy kostka prawdy i pigkna wskazuje szostke oraz kostka uzytecznosci i do-
bra rowniez niesie szostke. Kwiat nauki pachnie dobrem i pozytkiem jak kwitngca
i brzg¢czaca rojem pszczot lipa. Lux in tenebris lucet [Ludek]!

* Rozlegly jest moj kraj ojczysty,
Duzo w nim lasow, pol i rzek!

Ja innego takiego kraju nie znam,
GdZzie tak swobodnie oddycha czlowiek.
Od Moskwy do kresow,

Od potudniowych gor do potnocnych morz,
Czlowiek chodzi jak gospodarz
Nieograniczonej Ojczyzny swej.
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Metrologia i statystyka.
O zlotej regule

Antoni Smoluk

Esej ma charakter wspomnieniowy, definicyjny i daje w koncu drobne uogdlnienie
znanej reguty 2/3 Janusza Lyki.

1. W Katedrze Statystyki Akademii Ekonomicznej we Wroctawiu pracowatem 5 lat
od roku 1964. W latach 1962-1965 wspotpracowatem z Janem Falewiczem, emeryto-
wanym kierownikiem Katedry Statystyki. Poznalem go na odczytach Polskiego Towa-
rzystwa Ekonomicznego, organizowanych raz w miesigcu w pokoju Stanistawy Barto-
siewicz. Z czasem statem si¢ jego konsultantem matematycznym, doradcg i konsulem.
Prowadzilismy korespondencje, mieszkat w Wisle, na tematy naukowe zwigzane z per-
mutacjami i cyklami. Wiadomo, ze kazda permutacja jest iloczynem niezaleznych cykli.
Falewicz szukat cykli ekonomicznych — czasu zwrotu zainwestowanego kapitatu. Czas
zwrotu kapitatu zalezy od rodzaju galezi. Znajomos¢ tych czaséw jest podstawg decy-
zyjng dla wielu inwestoréw. Jako$ tak dziwnie si¢ dzieje, ze problemem czasu zwrotu
zajmuje si¢ mato ekonomistow. Falewicz listy zwyczajne przesytal w popularnych
w owym czasie zielonych, tanich kopertach, pisane otdéwkiem na zwyklej kartce pa-
pieru. Listy obszerniejsze, zawierajace dtuzsze rgkopisy byly przesytane w szarych ko-
pertach. Te koperty wigkszego rozmiaru wykorzystywat po raz drugi; nicowat koperty,
w ktorych otrzymywat z PWN zapowiedzi wydawnicze. Oszczedno$¢ i troska o naturg
byly dla niego celem zasadniczym, godnym pochwaly i nasladowania. Czasy dzisiejsze
to marnotrawstwo surowcow, a szczegolnie papieru. Jego listow miatem kilkanascie.
Zostaty one opublikowane wspolnie z korespondencja, jaka dysponowata Stanistawa
Bartosiewicz w ,,Pracach Naukowych” wydawanych przez Uczelni¢. Z powodu tej pu-
blikacji wszystkie listy zagingty, chyba w wydawnictwie podczas opracowania redak-
cyjnego. Nieodzalowana szkoda. Falewicz zajmowat si¢ gldwnie regresja, a regresja to
funkcje korelacyjne, czyli iloczyn skalarny. Stowo regresja wymawiat, nieco sepleniac,
regresia. Sic! Falewicz miat referat na seminarium interdyscyplinarnym prowadzonym
przez grupe Hugona Steinhausa. Towarzyszytem mu, ale moja obecnos$¢ byla zby-
teczna, bowiem Falewicz byl réwniez dobrym matematykiem — ukonczyt Politechnike
w Petersburgu. Po jego referacie na Politechnice Wroctawskiej pracownik tej uczelni
zapytany o tre$¢ wystgpienia Falewicza odpowiedziat krotko: regresia. Zyt 75 lat;
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urodzit si¢ w roku 1890 w Wilnie, a zmarl w 1965 w Wisle. Byt cztowiekiem prawym.
Napisat artykut o cyklach w macierzy przeptywow miedzygateziowych. Podatem krotki
dowdd, niecate 3 strony, jednego z faktow, o ktorych on pisat. Falewicz dotaczyt mnie
jako wspotautora swego artykutu, a moj dowod, zasugerowal opublikowaé jako nieza-
lezny artykul, a nie jako suplement. Dbat 0 mdj rozwdj naukowy, pewnie jak nikt inny.
Bylem mu szczerze oddany i traktowatem jak starszego kolege, przyjaciela. Mysle,
ze 1 on uwazal mnie za swego zwolennika i kolegg. Inteligencje swoich wspolpracow-
nikéw sprawdzat na rysunkach bedacych rzutami figur geometrycznych. Z tych rzutow
nalezalo odgadna¢ ksztatt figury. Testy te to rezultat studiow geometrii wykreslnej —
swego rodzaju poezja geometryczna. Po jego $mierci Polskie Towarzystwo Ekono-
miczne zorganizowato sesj¢ naukowa. Obrady odbywaly si¢ wysoko, na drugim lub
trzecim pigtrze poétnocnej pierzei Rynku wroctawskiego. Na tym spotkaniu wygtositem
krotki referat o liczbach Falewicza. Referat byt chtodno przyjety, albowiem skupitem
si¢ na matematyce, nie podajac ekonomicznego znaczenia tych liczb. Liczby Falewicza
okreslaja, ile jest permutacji utworzonych z cyklow jednakowej dlugosci, chociaz
w roznych permutacjach mogg to by¢ cykle rézne. Po zakonczeniu seminarium po§wig-
conego Falewiczowi niektdrzy z uczestnikow poszli na wspolny obiad do Monopolu.
Wtedy jeszcze za referaty konferencyjne ptacono honorarium.

W Katedrze Statystyki bylo sporo cztonkéw Polskiej Zjednoczonej Partii Robotni-
czej. Ja rowniez w 1965 roku statem si¢ cztonkiem tej przodujacej organizacji. Na ar-
gumenty kolegdw: Twoje miejsce w partii! Nie zasmiecaj Srodowiska uczciwych ludzi,
nie byto sity. Z moim cztonkostwem jest tak jak z przeniesieniem stolicy z Krakowa do
Warszawy. Po tej operacji krola Zygmunta Wazy potencjat intelektualny kazdego z tych
dwoch miast wzrost wbrew prawom fizyki, ale zgodnie z regutami statystyki. Bytem
najmtodszy, wiec obwotano mnie grupowym. Jako partorg katedry bylem zobowigzany
pisa¢ raz w roku opinie wszystkim pracownikom Katedry — rowniez kierownikowi. Ka-
tedra liczyta kilkanascie osob; opinii, nawet krotkich, trzeba bylo pisa¢ sporo. Zadanie
uproscitlem sobie, przygotowujac wzorcowy arkusz opinii. Kazdy z pracownikow
w tym arkuszu wpisywat swoje imi¢ i nazwisko, stopien naukowy lub tytul, informo-
wal, czym si¢ zajmuje 1 w jakim stanie sg jego badania, pisal przymiotniki w rodzaju:
zdolny, pracowity, wielki erudyta et cetera. Kazdy wigc mial opini¢ o sobie taka, jaka
chcial. Wiadystaw Bukietynski wielce pochwalit mdj pomyst. Juz w latach pdzniej-
szych, gdy nie bylem pracownikiem Katedry Statystyki, organizowatem sesje¢ naukowa
zwigzang ze 100-leciem urodzin Wtodzimierza Lenina. Sesja ta byla naturalnie pod
sztandarami czerwonymi partii, a referaty zwigzane z pracami Lenina — tworcy pierw-
szego panstwa ludu pracujacego miast i wsi. M¢j referat zwigzany byt ze statystyka —
dotyczyt danych statystycznych w pracach Lenina. Lenin wyciggnat wtasciwy wniosek
z danych dostarczonych przez carska statystyke. Dostrzegt w nich te sity, ktore byty
zdolne obali¢ carat. Sifa to jednorodne zbiory: duze zaklady przemystowe i armia. Cata
propagandg skupil na robotnikach i wojsku, pomijajac rozproszong biedote wiejska. Re-
feratu nie wyglaszalem. Po wejsciu na podium ograniczytem si¢ do pytania: czym jest
leninizm? Nastgpita konsternacja, odpowiedzi nie bylo. Odpowiedz miatem, lecz jej
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publicznie nie oglositem. Leninizm to polityka aktualnie panujgcego biura politycznego,
natomiast doktrynerstwo zawtadneto czlonkami poprzedniego nmonurOropa. W roku
1970 ukazato si¢ wiele prac po§wigconych Leninowi. Hasto ,,.Lenin” bylo wszystkim.
Publikowano duzo i1 bez wigkszej wartosci. Lenin wedkuje nad Popradem. Przecho-
dzgcy turysta pyta: — Jak biorg? — Paszot won, odpowiada wodz Bolszewikow. Na stu-
lecie Lenina 6w turysta wydal dwutomowe dzieto zatytutlowane: Moje rozmowy z Leni-
nem. Cy600THHK — to pomyst Lenina na darmowg prace w sobotnie popotudnie. Czas —
popotudnie sobota — a bluzy si¢ lepig od potu. Instytut Metod Rachunku Ekonomicz-
nego Wyzszej Szkoty Ekonomicznej we Wroctawiu wydat specjalny numer ,,Prac Na-
ukowych” (Statystyka (1969)): zobowigzanie do uczczenia V Zjazdu PZPR — instytu-
towy Cy00oTtHuK. Inicjatorem byla formalnie partia, lecz w istocie mys$l wyszta od dy-
rektora instytutu; cheial mie¢ srodki dyspozycyjne: przez zotadek do serca. Go$¢ insty-
tutu — profesor — dobrze potraktowany napisze niewatpliwie dzigkczynng recenzj¢. Ho-
noraria zasility konto dyrektorskie. Taki jest radosny poczatek ,,zjazdu” nauki polskiej
do obecnego stanu. To historyczne wydarzenie jest niewatpliwie zwigzane z powszech-
nymi w tamtych latach zobowigzaniami pracownikow réznych zawodéw. Uczeni ra-
dzieccy dla uczczenia kolejnej rocznicy Rewolucji Pazdziernikowej lub innego wyda-
rzenia zobowigzywali si¢ odkry¢ rzecz nowa. W Instytucie Badan Jadrowych w Dubnej
pod Moskwa deklaracje dotyczyly zwykle odkrycia nowej czastki elementarnej. Z po-
wodu tych odkry¢ powstata klasyfikacja niebytu czastek elementarnych w kolejnosci
rosngcej: primo — czastki pewne, istniejace; secundo — czastki watpliwe; terzio — czastki
niemozliwe 1 quarto — czastki elementarne odkryte w Dubnej. Zobowigzanie ma wigc
istotny wptyw na jako$¢ odkrycia. Prawa nauki nie zaleza od miejsca i czasu, wszedzie
sa jednakowe.

W latach mej przynalezno$ci do Katedry Statystyki w katedrze tej funkcjonowat
barek. Opiekunka barku byta Urszula Krolik — pdzniej zmienita nazwisko; jej zadanie
sprowadzato si¢ do zaopatrzenia barku w alkohole: Jarzebiak, Starke, Soplice, Krupnik
1 innego rodzaju wyborne wodki. W barku, oprocz kieliszkow i butelek z wodka, byla
skarbonka; obowigzywata samoobstuga. W skarbonce nigdy nie brakowato pieni¢dzy,
interes doskonale si¢ rozwijat; z barku korzystal tez raz jeden z pdzniejszych rektorow
Uniwersytetu Wroctawskiego. Kierownik Katedry Statystyki, profesor Zdzistaw Hell-
wig, przelakt si¢ tego rozkwitu i barek zlikwidowat.

2. Na Konferencji Polski Poludniowej w 2021 roku profesor Jozef Pociecha mowit
o paradygmatach statystycznych. Jego zdaniem paradygmat statystyczny to sktadnik
losowy modelu ekonometrycznego, ktory jest zmienng losowa o rozktadzie normalnym,
sredniej zero i malym rozproszeniu. W swym wystgpieniu wspomniat o Kole Wieden-
skim i eksperymencie naukowym. Wiener Kreise — to grupa wiedenskich logikow, ma-
tematykow, ekonomistow i filozofow redukujaca filozofi¢ do nauki o $wiecie fizycz-
nym. Jej podstawg jest eksperyment, a narzgdziem logika — reguty wnioskowania. Filo-
zofia jest nauka przyrodnicza, podobnie jak geologia, fizyka i matematyka. Cztonkowie
Wiedenskiego Kota szli nawet dalej: ograniczyli nauke do logiki — czysty logicyzm.
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Logika jest nam dana przez Boga, wrodzona — z niej wyptywa pelna wiedza. Wzorce
do nauki wprowadzit Thomas Kuhn w swej znanej ksigzce The Structure of Scientific
Revolutions — Struktura rewolucji naukowych — opublikowanej w 1962 roku. Wzorzec,
czyli paradygmat, to zbior hipotez i poje¢ pierwotnych obowigzujacych w nauce. Z for-
malnego punktu widzenia paradygmat jest tozsamy ze strukturg matematyczng. Teorie
sprzeczne wewnetrznie nie przedstawiajg zadnej wartosci naukowej. Cenne natomiast
moga by¢ paradygmaty wzajemnie si¢ wykluczajace, czyli sprzeczne migdzy soba, ale
majace modele w $wiecie fizycznym — niesprzeczne wewnetrznie. Nowy paradygmat
pojawia si¢ wowczas, gdy stary okaze si¢ albo sprzeczny wewnetrznie, albo jatowy tre-
sciowo — nie niesie juz zadnych nowych informacji o rzeczywisto$ci. Nowa hipoteza,
nowy paradygmat to inne spojrzenie na naturg. Czesto wraca si¢ do starych paradygma-
tow, a prawdziwy postep polega na uogdlnianiu paradygmatdw, taczeniu kilku hipotez
w jedng. Przyktadem takiego spojrzenia na paradygmaty jest hipoteza mowiaca, ze caly
wszech$wiat jest jednym wielkim Perpetuum Mobile. Ta hipoteza scala w jedno dzie-
sigtki obowigzujacych obecnie hipotez fizycznych i kosmicznych.

Czym jest Statystyka? Czy jest to nauka? Jaka nauka jest Statystyka? Nauka jest
zawsze 0 naturze, o $wiecie fizycznym. Co jest przedmiotem Statystyki? Przedmiotem
Statystyki jest region, czyli mapa, a takze skonczone, jednorodne i duze zbiory zwigzane
z tym regionem. Pojecia zbioru jednorodnego 1 duzego sprobujemy w dalszym ciggu
objasni¢ na przyktadach. Nauka to uktad nazw, aksjomaty i logika — reguly wniosko-
wania. Bez nazw nie ma wiedzy. Semantyka — prawda — jest w nazwie. Kazda rodzina
ma pojemnik na guziki. Sortowanie guzikow jest czynno$ciag monotonna, jednak guzi-
cza taksonomia jest dobrym poczatkiem teorii mnogosci i topologii. Nie jest to staty-
styka. Jednorodne rodziny, jakie si¢ otrzymuje, moga by¢ juz przedmiotem zliczen sta-
tystycznych — parastatystyka. Dalsze pomiary cech przedmiotow definiujacych dana
klase to uzupehienie zliczen statystycznych. Przecigtno$¢ to statystyka, anonimowosc.
Zawdd uczonego jest dzis pospolitym zajeciem. W minionych wiekach uczony uchodzit
za gore — Mont Blanc — blyszczaca z daleka. Dzis kazdy pagorek uchodzi za swiatowego
medrca. Nie jest wielka sztuka, by z internetowych legend spreparowac referat na ko-
lejng konferencje w Tel Awiwie, Seulu lub Rapa Nui. Sieci losowe to dzisiejszy $wiat,
z nim zyjemy i z niego zyjemy. Podobnie jest z jakoScig Zzycia i dziedzing znana pod
nazwa Gender Studies. Na te tematy sa pienigdze i kazdy z nas ma co§ w tych dziedzi-
nach do powiedzenia. Zwrot pal go szes¢ i statystyka jest adekwatnym podsumowaniem
uczonych od wszystkiego i badan naszych czasow. Osoba juz si¢ nie liczy, jest pospolita
statystyczng jednostka — przecietnym punktem populacji. Jest to nie tyle pagorek, ile
kupa $mieci — gorka saneczkowa. Wielki uczony sam si¢ przedstawia jako Chris from
USA, chociaz jest rodem z Walbrzycha. Skacze z konferencji na konferencje, jest
w ciagglym ruchu. Kolejny referat jest permutacjg wczesniejszego wyktadu. Nalezy do
gatunku profesor nie mam czasu. Ma na twarzy przylepiony usmiech, w reku elegancki
briefcase, a jego typowa odpowiedzig na dowolne pytanie jest zwrot nie mam czasu.

Niewatpliwie technologia i nauka to autorzy dobrobytu, w jakim zyjemy. Statystyka
jest organizacja zliczen — okreslania liczby kardynalnej — zbiorow. Statystyka tworzy
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rodzaj kartoteki, banku danych o okre§lonym regionie i nic wigcej. Jest to wigc organi-
zacja podobna do bankowosci, asekuracji, wojska, policji itd. W statystyce nie ma pa-
radygmatow, bo nie jest to nauka. W statystyce sg jedynie standardy i wzorce pomiarow.
Te standardy i wzorce maja utatwiaé tworzenie wigkszych zbioréw danych, scalanie
jednorodnych regiondw. Parametry statystyczne: $rednia, mediana, moda i decyle,
to wielkosci dzielace niejednorodng populacje na podzbiory jednorodne. Grecka wyspa
Samos to okoto 480 km kwadratowych 1 42 tysigce mieszkancow, a francuska wyspa
Tahiti to 1000 km kwadratowych i okoto 180 tysigcy mieszkancow. Tych dwoch regio-
néw, wewngtrznie przypuszczalnie jednorodnych, nie mozna scala¢, albowiem wielko-
sci scalone nie bedg mialy rozsadnej interpretacji. Wyspe Samos wybrano nie przypad-
kowo, bowiem tu urodzit si¢ Pitagoras, a Pitagoras jest nie tylko ojcem uczonych, lecz
glownie tworcg iloczynu skalarnego. Iloczyn skalarny to forma kwadratowa, forma
kwadratowa dodatnio okreslona za$ jest macierza korelacyjna, a macierze korelacyjne
to z kolei mniej lub bardziej udane modele. Przetwarzanie danych nie jest domeng sta-
tystyki, lecz konkretnych nauk korzystajacych ze statystycznych bankow danych. Acz-
kolwiek $wiat dazy do unifikacji jednorodnosci — gospodarka 1 kultura amerykanska
dominujg: Samos z VI wieku B. C. (p.n.e.) i Samos dzisiejsze to rdwniez regiony nie-
jednorodne. Tahiti i Samos dzieli duza odleglo$¢ przestrzenna, natomiast Samos Poli-
kratesa i dzisiejsze dzieli jeszcze wicksza odleglos¢ czasowa.

Zliczenie ziaren maku w duzym worku nie jest zadaniem tatwym. Tego typu prace
wykonuje si¢ metodg probkowania. Probkowanie to postgpowanie typu Monte Carlo,
czyli procedura probabilistyczna, lecz nie statystyczna. Aby policzy¢, ile jest ziaren
w worku z makiem, nalezy pobra¢ kilkanascie prob po 10 ziaren z réznych miejsc tego
worka, zwazy¢ kazda z nich dokladnie, a nastgpnie obliczy¢ $rednig wagg proby.
Aby oszacowac liczbe ziaren, wystarczy zwazy¢ caty worek i wykona¢ proste rachunki.
Postgpowanie takie ma charakter badawczy dla biologa czy ogrodnika wybierajacego
do swej uprawy odpowiedni gatunek maku. W podobny sposob geolog bedzie szacowat
wielkos¢ ziaren piasku na wybranej plazy. Czynno$¢ ta ma rowniez charakter poznaw-
czy, a nie jest tylko informacja dla plazowiczow, jakie obuwie nosi¢. Podstawa metod
Monte Carlo jest prawo Gaussa mowigce, ze srednie niezaleznych pomiaréw daza do
warto$ci rzeczywistej. Skuteczno$¢ metod Monte Carlo jest zadziwiajaca. Skompliko-
wane obliczenia mozna otrzymac prosto, postugujac sie probg losowa. Metody te wy-
probowano po raz pierwszy, gdy prowadzono badania nad bombga atomowa. Niezawod-
nych metod wyboru proby jest tyle, ilu uczonych statystykow; kazdy z nich proponuje
bowiem sposob wyboru reprezentatywnej proby. Proba jest inna populacja, wiec jej zli-
czanie to takze statystyka — statystyka nizszej proby.

Statystyka jest instytucja organizacyjng. Niewatpliwie pojawiaja si¢ w niej, jak wszg-
dzie, elementy nauki. Dziatania te jednakowoz maja charakter czynnosci organizacyj-
nych, sa jakby spacerem po regionie, opisuja dziedzing. Dobrym pordwnaniem jest dzia-
tanie ksieggowego klasyfikujacego wplywy 1 wydatki przedsigbiorstwa. Statystyka jest
sztukg zliczania skonczonych, jednorodnych, chociaz duzych zbiorow. Mak w worku
i piasek na plazy — chociaz tworza zbiory duze i jednorodne — nie sg przedmiotem
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zainteresowan statystyki. Statystyka jest dzialem metrologii. Podobnie jest z bankowo-
Scig 1 ubezpieczeniami. Bankowos¢ jest fragmentem nauki o finansach, a ubezpieczenia
to praktyczne wykorzystanie wiedzy o procentach. Jesli samochody koloru czerwonego
majg wigcej wypadkow niz samochody koloru biatego, to ubezpieczenie biatego jest tan-
sze, a czerwonego jest drozsze. Mowi si¢ w tym przypadku o statystyce wypadkow. Nie
jest to statystyka, lecz elementarna probabilistyka. Podstawa finansow jest przystowie
moéwiace, ze W jednym koszyku nie trzyma sig wszystkich jajek; jest to popularne sformu-
lowanie zasady dywersyfikacji. Metrologia to swego rodzaju analiza matematyczna. Jest
to struktura matematyczna nazywana algebra liniowa; algebra ta, nad ciatem liczb rze-
czywistych, jest generowana przez ustalony zbior jednostek: centymetr, sekunda, dolar,
kilogram masta itd. Jednostki tworzg komutatywng grupg wolna, a algebra jest genero-
wana przez t¢ wlasnie grupe. Jest to najkrotszy i najprostszy wyktad metrologii w ujgciu
og6lnym. Przy okazji warto wspomnie¢ o ubezpieczeniach emerytalnych. Moze znajdzie
si¢ kto$ odwazny i madry, ktory opracuje system ubezpieczen oparty na Sredniej placy.
Ubezpieczamy si¢ tak, aby emerytura byta wielokrotnoscig $redniej placy: pot sredniej
placy, cata $rednia ptaca, dwie $rednie placy itd. Jakos$¢ zycia emeryta zalezy od stosunku
jego renty — emerytury — do $redniej placy. Pomiar to nauka — wielka i trudna nauka.
Dyktator Polikrates opanowat Samos przy pomocy 15 hoplitoéw. Informacja o hoplitach
nie ma charakteru statystycznego. Okragly stot rycerzy krola Artusa to takze zbior jed-
norodny, ale takze nie jest to statystyka. Sam krol to jedynie Primus inter pares. Polikra-
tes — dyktatorzy greccy byli dobrymi wladcami — zlecit Eupalinosowi przebicie tunelu
przez gorg sprowadzajacego zrodlang wode do miasta. Tunel o dtugosci 1036 metrow
drazono z obu stron. Rzecz dziata si¢ w polowie VI wieku przed Chrystusem. Obie ga-
Iezie tunelu, gorna i dolna, spotkaty si¢ z bledem jednego metra. Gataz gorna byta jeden
metr nad galezia dolng. Roznice t¢ mozna nawet uwazac¢ nie za blad pomiaru, ale za
celowy uskok zwigkszajacy przeptyw wody. Tunel jest 175 centymetrow wysoki. Nie
trzeba thumaczy¢, jakich pomiaréw uzyto, by otrzymac tak precyzyjny rezultat. Korzy-
stano niewatpliwie z twierdzenia Pitagorasa. Ten akwedukt na Samos jest jednym z cu-
dow $wiata — wigkszym osiggnieciem niz wspoétczesne tunele alpejskie, tunel pod cie-
$ning La Manche czy japonski tunel Hokkaido.

Francuski encyklopedysta Jean le Rond d’ Alembert podzielit wiedze ludzka na trzy
grupy: nauki pamieciowe — historia, nauki racjonalne — filozofia i przyrodoznawstwo
zwigzane z myS$leniem i logika, oraz na sztuke — zwigzang z estetyka, pigknem, czuciem
i dusza. Statystyka w tej klasyfikacji nalezy cze¢$ciowo do kazdej z tych trzech grup, ale
jej istota jest sztuka, czyli dziatanie. Muza statystyki jest jedna z trzech pierwszych muz,
zwana Melete, opiekunka pracy, ¢wiczenia, nauki i wszelkiego dziatania.

Jesli zatozymy, a zatozenie to jest rozsadng hipoteza, ze wszech§wiat jest przestrze-
nig polska, to obowigzuje zasada numerycznego opisu stanow natury. Przestrzen polska
jest zupetng metryczna przestrzenig osrodkowa; osrodek to przeliczalny podzbior gesty,
ktéry mozna ustawi¢ w ciagg. Dla kazdego stanu natury, elementu przestrzeni polskie;j,
istnieje ciag liczb jednoznacznie go definiujacy. Jest nim cigg odleglosci wybranego
punktu od o$rodka. Taka numeryczng charakteryzacje standw natury nazywamy zasada
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numerycznego opisu. Nie jest to jednak statystyka. Opis ilosciowy nie jest statystyka.
Statystyka jest rodzajem szufladki z kartotekami. Dane statystyczne, raz jeszcze to pod-
kreslamy, to podstawa decyzji dla ludzi zarzadzajacych regionem lub dane zrodtowe,
empiria dla nauk przyrodniczych. Demografia jest wiedza o spoteczenstwie silnie opartg
na danych statystycznych, ale takze nie jest to statystyka. Ksiggi parafialne urodzin
i zgonéw maja charakter szeregéw czasowych. Staly si¢ one poczatkiem powaznych
spisow statystycznych. Statystyka jest wigc instytucja dostarczajgca materialy dla decy-
zji 1 badan podobnie jak piekarnie dostarczaja chleb i butki do sklepoéw. Niektorzy trak-
tujg statystyke jako nauke o decyzjach w warunkach niepewnosci. Naturalnie kazda de-
cyzja dotyczy przysztosci, przysztosc jest nieokreslona, wiec wszystkie decyzje sa
w warunkach niepewnosci. Statystyka jest podstawa wielu decyzji, teorig decyzji jed-
nak nie jest. Warto wspomnie¢ rowniez o ktamstwie statystycznym. Wyr6znia si¢ dwa
rodzaje oszustw statystycznych. Podawanie danych btednych, wzietych z powietrza
jako wielkosci spisowych, a po drugie — traktowanie pojedynczych zdarzen jako wiel-
kosci statystycznych. Liczba wypadkow na drogach moze male¢, lecz klamstwo staty-
styczne dowodzi, ze tych wypadkow jest coraz wigcej. Codziennie, wielokrotnie wspo-
mina si¢ o zasztych kolizjach na drodze. Jaskrawym przyktadem ktamstwa statystycz-
nego jest propaganda tak zwanej pandemii. Nie porownuje si¢ liczby zgondw z okresem
normalnym, lecz pojedyncze zgony z powodu grypy wynosi si¢ do apokaliptycznych
rozmiaréw. W istocie nigdy nie ma pewnosci, co jest przyczynag Smierci.

Inna sprawa to hipotezy i testy statystyczne. Jest to naukowy kwiatek do statystycz-
nej praktyki. Abstrakcyjne algebry Rosjanie picknie nazywaja AOcTpakTHas deryxa;
podobnym gatunkiem tworczo$ci naukowej jest teoria hipotez statystycznych. Warto$¢
poznawcza tej teorii jest zadna, bo testowanie hipotez statystycznych jest naukg o ni-
czym. Jeden z mlodych statystykow probowat testowac hipotezg mowiaca, ze rozklad
nie ma $redniej, czyli ze $rednia jest wielkoscig nieskonczong. Nie ma testow na nie-
skonczono$¢. Nauka cata jest swego rodzaju testem aksjomatu nieskonczonosci. Pod-
stawg matematyki jest aksjomat mowiacy, ze istnieje zbior nieskonczony. Z tego aksjo-
matu i innych jeszcze go uzupetiajacych wynika cata nauka. Ekonomiczna i techniczna
skuteczno$¢ nauki potwierdza ten aksjomat. Test statystyczny jest wnioskowaniem
w rodzaju: jesli p, to ¢, i zdarzyto si¢ wlasnie ¢; na tej podstawie wnosi si¢, ze powinno
by¢ prawdziwe zdanie p. Zdanie p jest niezalezne od zdania ¢ i moze by¢ zaréwno
prawdziwe, jak i nieprawdziwe. Te proste stowa rozwinieto w cala nauke o btgdach
pierwszego i drugiego rodzaju, hipotezach takich i owakich. Profesor Czestaw Doman-
ski, gdy w podobnym duchu méwilem na jakim$ sympozjum o testach statystycznych,
zgodzit si¢ ze mna, ale w rozmowie w cztery oczy radzit, by tego nie powtarza¢ ze
wzgledu na studentow i mtodziez statystyczng. Testy statystyczne to indukcja naturalna,
empiryczna. Czym ona jest, najlepiej objasnia kurcz¢ Bertranda Russela. Kurcze przez
sto kolejnych dni dostaje gar$¢ pszenicy, a gdy zjawia si¢ sto pierwszego dnia po swoja
porcje ziarna, idzie do garnka. Indukcja matematyczna jest zupelnie czyms innym. Jak
bankowo$¢ jest wiedza o bankach, tak statystyka jest wiedzg o urzedach statystycznych.
Statystyka matematyczna jest czeScig probabilistyki i podobnie jak cata probabilistyka

68



7. Metrologia i statystyka. O ztotej regule

jest naukg o niczym. Nie ma zdarzen losowych, nie ma zdarzen niezaleznych. Ruch
komara nad Odrg ma wptyw na dalekie czarne dziury Kosmosu.

3. Okoto roku 2000 w Katedrze Matematyki zajmowano si¢ teorig preferencji i spo-
lecznym wyborem. Preferencja jest relacjg zwrotng i przechodnia, a porzadek jest taka
preferencja, ktéra jeszcze ponadto spetnia trzeci warunek — jest stabo asymetryczna:
jesli a<bib <a,toa=b>b. Kenneth Arrow dostat w 1972 roku nagrod¢ Banku
Szwecji imienia Alfreda Nobla w dziedzinie ekonomii, migdzy innymi za twierdzenie
o spotecznym wyborze. Jesli mamy skonczong populacje preferencji — porzadkow,
to jaka preferencja, porzadek powinna obowiazywac calg grupe? Przy bardzo prostych
warunkach okazuje sig, ze preferencja zbiorowa jest preferencja ktoregos z cztonkow
grupy. Tego decydenta nazywa si¢ dyktatorem. Gdy do warunkéw doda sig, by prefe-
rencja zbiorowa nie byta jedng z preferencji uczestnikow zbiorowosci, wtedy preferen-
cji grupowej nie ma. Albo jest dyktator, albo nie ma jednolitego pogladu na wybory
czlonkoéw grupy. Preferencje dotycza towardw, pogladow politycznych, kolorow, sma-
kow itd. Mamy wiec skonczony zbidr elementow X, ktory mozna uwazaé za towary
konsumpcyjne. Parg elementéw a i b nazywamy decyzja. Decyzja oznacza, ze konsu-
ment woli towar b niz towar a, przedktada towar b nad a. Kazda decyzja w zbiorze
wszystkich preferencji ma jaka$ czestotliwos¢. Mozna ja uwazac¢ za prawdopodobien-
stwo lub procent uczestnikow majacych takie wtasnie upodobanie. Majac czgstotliwo-
$ci, wybiera si¢ decyzje o maksymalnych czestotliwosciach. Kazda czestotliwos¢ lub
jej negacja jest nie mniejsza niz 1/2. Relacja decyzji maksymalnych bytaby porzadkiem
obowigzujacym calg populacje, gdyby byta whasnie porzadkiem. Relacja maksymalna
moze jednakowoz nie by¢ porzadkiem. Janusz Lyko (J. Lyko (2000)) zauwazyl, ze je-
zeli kazda czestotliwos$¢ maksymalna jest wigksza od 2/3, to wtedy relacja maksymalna
jest porzadkiem, gdy wszystkie preferencje cztonkdéw grupy sa porzadkami liniowymi.
Liczba 2/3 jest wielko$cig uprzywilejowang w geometrii (J. Lyko, A. Smoluk (2014)).
Wystarczy wspomnie¢, ze w trojkacie rownobocznym jedna trzecia wysokosci to pro-
mien okregu wpisanego, a 2/3 wysokosci to promien okrggu opisanego na tym trojkacie.
Wielko$é ta pojawia sie¢ rowniez w zyciu spotecznym. Na Slasku zbudowano trzy Ko-
scioly Pokoju, do czasdéw dzisiejszych ocalaty tylko dwa. Moze to przypadek, moze to
reguta. Zdarza si¢ tak czgsto. Ztota liczba:

_V5-1
X_ 2 )

znana bardzo dobrze starozytnym Grekom — stad oznaczenie od pierwszej litery stowa
¥pLodG 0znaczajacego zloto, spetnia rownanie:

x2=1—x.

Liczba zlota jest specjalnym prawdopodobienstwem, wynoszacym w przyblizeniu
62%, podczas gdy liczba Lyki to okoto 67%. Ztote prawdopodobienstwo jest uprzywi-

lejowane. Z podanego wyzej rownania wynika, ze kwadrat prawdopodobienstwa x
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réwna si¢ prawdopodobienstwu zdarzenia przeciwnego. Jezeli dwa niezalezne zdarze-
nia majg prawdopodobienstwo , to nie moze zaj$¢ zdarzenie przeciwne. Semantyka to

stowa i zawarta w nich tres¢, natomiast syntaksa to sktadnia — aksjomaty i reguly wnios-
kowania. Zdarzenia A4 i B nalezace do algebry Boola sg wzgledem prawdopodobien-
stwa p superniezalezne, gdy p(AB) < p(A)p(B), sa niezalezne, gdy p(4B) = p(A)p(B),
183 subniezalezne, gdy p(AB) > p(A)p(B). Jezeli dwa subniezalezne zdarzenia maja
prawdopodobienstwo nie mniejsze niz y, to ich czgs¢ wspolna nie moze by¢ zdarzeniem

przeciwnym. Czg$¢ wspolna ma prawdopodobienstwo wigksze niz zdarzenie prze-
ciwne. Liczba zlota moze zastapi¢ liczbe 2/3 w regule Lyki. Jest to najmniejsza dopusz-
czalna liczba, najmniejsze prawdopodobienstwo wymuszajace, by relacja wigkszo-
$ciowa byla liniowym porzadkiem. Naturalnie kazda liczba wigksza od liczby ztotej
rowniez spelnia regule gwarantujaca porzadek w zbiorze decyzji maksymalnych.
Liczba zlota w tym sensie jest wielko$cig optymalng. Granicg pomigdzy obszarem da-
jacym wiedze i obszarem, gdzie tej wiedzy nie ma (A. Maciuk, A. Smoluk (2018)).
Uogolnienie rezultatu Janusza Lyki mozliwe jest tylko przy dodatkowym zalozeniu.
Zalozenie to oznacza, ze decyzje maksymalne postaci ab i bc sg subzalezne, czyli czg-
stotliwos¢ zdarzen Aq 1 A spetnia warunek:

p(AabAbc) = p(Aab) 'p(Abc)-

Zdarzenie A jest zbiorem tych decydentow, ktorzy podejmuja decyzje ab. Zatoze-
nie o subzaleznosci dotyczy jedynie decyzji maksymalnych ab i bc. Powstaje pytanie,
czy istnieje relacja maksymalna spetniajgca warunek subzaleznosci, lecz niespelniajaca
dodatkowego warunku:

P(Aab) > X,

ktora nie jest relacjg porzadku. Podobny przyktad zwigzany jest takze z preferencjami.
Przy preferencjach zaktada si¢, ze czgstotliwosci sg wigksze od , a relacja maksy-

malna nie jest preferencja.

Preferencje grupowa mozna tatwo wprowadzi¢ na innej drodze. Zat6zmy, ze decy-
denci sg uporzadkowani liniowo, wtedy kazdemu towarowi a ze zbioru X jest przypo-
rzadkowany wektor f{a) liczb naturalnych od zera do n, gdzie n jest liczbg wszystkich
decydentow. Wektor f(a) = (n4, ..., ny,), gdzie liczba naturalna n; oznacza, ze towar
an; decydentow postawito na i-tym miejscu; oczywiscie ny + -+ + n,) = n. Zbior war-
tosci funkeji f* jest naturalnie preferencja. Jest to preferencja typu Pareto w zbiorze N™.
Roéznym towarom moga odpowiadac takie same wektory pomiarowe liczb naturalnych.
Tak okreslong preferencje mozna uwaza¢ za wybor grupowy. Towary utozsamia sig,
gdy przyporzadkowane im wektory liczb naturalnych sa réwne.
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Esej jest dedykowany Katedrze Statystyki Uniwersytetu Ekonomicznego we Wro-
ctawiu na jej 70-lecie. Zyjemy lat 70 lub — gdy sil stanie — lat 80. I to jest wiasnie staty-
styka. Dzigkuj¢ profesorowi Markowi Biernackiemu za pomoc w jego redakcji. Za nie-
standardowe, ekstremalne poglady w nim wyrazone odpowiada tylko A.S.

Wroctaw, w poniedziatek, 13 wrze$nia 2021 roku.
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Twierdzenie o czterech barwach

Antoni Smoluk

Artykut jest dopetnieniem i uproszczeniem wczesniejszych prac (A. Smoluk (2016),
(2017)); w tych pracach czytelnik znajdzie definicje, ktorych tu nie powtarzamy. Jezeli
mapa M daje si¢ zgodnie pokolorowac czterema barwami, to w rodzinie krajow tworza-
cych M istnieje relacja rownowazno$ci barwnej. Dwa kraje sg rOwnowazne barwnie —
kolorowo, gdy przy kazdym zgodnym kolorowaniu M czterema barwami oba maja ten
sam kolor. Mapa jest nierozktadalna, gdy nie jest produktem map mniejszych; iloczyn
ten jest inwariantny ze wzgledu na kolorowanie (A. Smoluk (2016)).

Lemat 1. Jezeli mapa jest prosta, to kazde dwa kraje maja tylko jedna granice.
Francja i Hiszpania majg dwie granice — dwa niespdjne kawatki; Ksiestwo Andora

przerywa granice.
Lemat 2. Jezeli dwa kraje maja wspolny wierzchotek, to nie sg kolorowo rowno-
wazne.

Dowod. Jezeli na danej mapie istnieje relacja kolorowej rownowaznosci, to takg
mape mozna zredukowa¢ do mapy minimalnej. Redukcja nie zmienia liczby chroma-
tycznej mapy 1 whasnosci relacji kolorowej rownowaznosci: relacja ta albo jest identycz-
noscig, albo nig nie jest. Jesli jest identycznoScia, to zadne dwa kraje nie sg kolorowo
réwnowazne. Istnieje pig¢ typow minimalnych map zredukowanych: jedne kraj, dwa
kraje, trzy kraje, cztery kraje i pig¢ krajow. Na czterech pierwszych typach map relacja
kolorowej réwnowaznosci jest identycznoscig. Mapy, ktorych liczba chromatyczna to
cztery, dzielg si¢ na dwie grupy: te, na ktorych relacja kolorowej rownowaznosci jest
identycznoscia, i te pozostale, na ktorych nie jest. Jezeli na M istniejg kraje rozne row-
nowazne kolorowo, to wtedy istniejg trzy kraje 4, B i C majace kazdy z kazdym granice
oraz dwa kraje X1 Y graniczace z 4, B i C. Jezeli kraje biegunowe X 1 Y maja wspolny
wierzchotek, to wtedy mapa ta jest rOwnowazna mapie z pigciu krajow, na ktorej kazdy
kraj graniczy z kazdym. Przeczy to twierdzeniu méwigcemu, ze graf pigciopunktowy,
w ktorym kazdy wierzchotek jest potaczony z kazdym innym, nie jest grafem plaskim.

Mapa M nazywa si¢ mapa trynitarng, gdy w kazdym wierzchotku schodzg sig tylko
trzy kraje. Kolorowanie map czterema barwami redukuje si¢ do kolorowania czterema
barwami map trynitarnych, i to trynitarnych map prostych.
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Twierdzenie. Trynitarng mape¢ prostg mozna pokolorowaé czterema barwami.

Dowéd. Zakladamy, Zze twierdzenie jest prawdziwe dla map prostych majacych
n granic. Niech mapa M ma n +1 granic. W wierzchotku trzech panstw 4, B i C jedng
granice $ciggamy do punktu. Otrzymujemy mape M o wierzchotkach, w ktorych scho-
dza si¢ cztery kraje 4, B, C i D, gdzie D lezy pomigdzy A i B, naprzeciw kraju C.
Mapa M, zgodnie z zatozeniem indukcyjnym daje si¢ pokolorowa¢ czterema barwami.
Z lematu drugiego wynika, ze kraje 4 i B maja roézne kolory. Mozna wigc wréci¢ do
sytuacji poczatkowej tak, ze mapa M daje si¢ pokolorowa¢ rowniez czterema barwami.
Jezeli za$ mapa M, nie jest mapg prosta, to jest produktem dwoch map mniejszych. Pas
rozcinajacy D, C i X moze by¢ $ciggnigty do dwoch krajow, poniewaz kraje D i C mogag
mie¢ ten sam kolor. Kazdy z czynnikoéw produktow daje si¢ zgodnie pokolorowac czte-
rema barwami, barwy za$ udaje si¢ tak dobra¢, by kraje A 1 B miaty r6zne kolory. Mozna
wigc rowniez w tym przypadku wroci¢ do sytuacji poczatkowej. Dowdd zostat zakon-
czony.

Uwaga. Jezeli mapa M jest prosta i ma wierzcholek, w ktorym stykaja si¢ cztery
kraje lub kraj o czterech granicach, to kolorowanie M redukuje si¢ do kolorowania mapy
mniejszej. Jezeli na mapie prostej istnieje wierzchotek rzgdu wyzszego niz cztery, to ko-
lorowanie tej mapy rowniez redukuje si¢ do kolorowania mapy prostsze;.

Istota zgodnego kolorowania czterema barwami sprowadza si¢ do barwienia pro-
stych map trynitarnych.

Redukcja mapy oznacza zmniejszenie liczby jej granic. Dwie mapy sag homomor-
ficzne, gdy jedna powstaje z drugiej przez usunigcie kilku granic. Redukcja jest inwa-
riantna, jesli nie zmienia liczby chromatycznej mapy i typu relacji kolorowej zgodnosci:
albo jest to relacja identyczno$ciowa, albo nie jest identycznoscig. Istnieje wigc, jak po-
wiedziano na poczatku, pig¢ inwariantnych obrazow. Jesli relacja kolorowej zgodnosci
nie jest identycznoscia, to redukcja inwariantna pozostawia wybrane dwa kraje ciagle
w relacji kolorowej zgodno$ci. We wnetrzu kazdego z tych dwu wybranych krajow wy-
roznia si¢ punkt — w jednym A4, a w drugim B. Inwariantno$¢ oznacza, ze te wybrane
punkty zawsze naleza do ro6znych panstw bedacych w relacji kolorowej zgodnosci.
Tak nalezy patrze¢ na sformutowany wyzej lemat; tymi dwoma wybranymi krajami sg
kraje majace wspolny wierzchotek, gdyby takie kraje istniaty. Wychodzac od minimal-
nego obrazu, w ktorym relacja kolorowej zgodno$ci nie jest identycznoscia w strong
przeciwna do wyjsciowej mapy M, dotaczamy kolejno granice. Ten proces dolaczania
granic nie moze sprawi¢, by kraje biegunowe miaty wspolny wierzcholek. Wspolny
wierzchotek moglby sie pojawié tylko przy $ciaganiu niektorych granic do punktu.
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Cosinus. Funkcje okresowe.
Czas liniowy czy kolisty'?

Antoni Smoluk

Scientia nihil aliud est quam veritatis imago

Rzecz bedzie o cosinusie, elipsie, etyce i estetyce. Esej jest rozwinigciem notki
(A. Smoluk (2014)) i jej wersji angielskiej (A. Smoluk (2014a)). Jest to polemika z opi-
niami recenzentow. Recenzentow byto czterech, ktorych dla prostoty nazywam A, B,
CiD. Trzy recenzje A, B, C byly przygotowane dla redakcji Ekonometrii wydawanej
przez profesora Jozefa Dziechciarza we Wroctawiu, a recenzja D dla Wariacji Metafi-
zycznych wydawanych w Utopii. Recenzje A i C byly pozytywne, pozostate dwie —
negatywne. Recenzenci B i D uwazajg pracke za niegodng druku, a nawet szkodliwa.
Naturalnie polemizuje tylko z recenzjami negatywnymi, a 0 pozytywnych wspominam
mimochodem. Dla wygody czytelnika zamieszczam notke o cosinusie bez zmian; kon-
czy si¢ ona epitafium. Opuszczono jedynie rysunek cylindra przecigtego plaszczyzna
pod katem 45 stopni z podpisem: Monument sinusa. Czy czas jest kolowy czy liniowy?
Odpowiedz na to pytanie zalezy od problemu. Einstein w szczytowym okresie swej ka-
riery byt ulubiencem kazdego salonu. — Profesorze! Czym rdzni si¢ czas od wiecznos$ci?
Pytanie platonicznej wielbicielki uczonego sprawia mistrzowi przyjemny klopot.
Z usmiechem i zadumg objasnia. — Roznica jest w jakosci. Na odpowiedz mnie potrzeba
czasu, a pani wiecznosci, by ja zrozumie¢. Anegdota ta jest dobrym — cho¢ moze nieco
ironicznym — wstepem do eseju o funkcjach okresowych i cosinusie. Gtéwna mysl notki
sprowadza si¢ do zmiany dziedziny funkcji — powrotu do dalekich poczatkow trygono-
metrii. Funkcja okresowa opisuje zjawiska periodyczne przyrody, zjawiska powta-
rzalne. Dziedzing funkcji okresowej jest wigc okragly zegar — czas kotowy. Czas

' W istocie nie ma potrzeby rozrézniania dziedziny funkcji okresowej bedacej kotem od dziedziny
bedacej prosta. Sa takie potrzeby praktyczne, by dziedzing byla linia prosta, wtedy, gdy przyktadowo
badamy drganie struny lub koto, wtedy, gdy budujemy czasomierze. Autor promuje czas kolisty z tego
powodu, ze jest on powszechnie w §rodowisku polskich matematykow odrzucany, a wlasciwie mylony
z czasem liniowym — trudna walka o zmiang przyzwyczajen.
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kotowy symbolizuje wiecznos¢. Czas liniowy jest pochodng rozwoju naturalnego —
wzrostu wyktadniczego. Czas liniowy to Newton, Einstein i fizyka makro. Struna jest
oczywiscie linig prosta, a do opisu jej drgan stuzg harmoniki — funkcje okresowe. Czas
liniowy jest dalszym postgpem w nauce i poznaniu. W przyrodzie czesciej spotykamy
rzeczy okragte niz proste odcinki. Mariazem kota i prostej jest walec; spirale na walcu
modelujg czas rzeczywisty.

Funkgcje, ktorej dziedzing jest zbior liczb naturalnych, nazywa si¢ krotko ciggiem;
z tych samych powodow — precyzja i gleboka tres¢ — funkcje okresowe potrzeba defi-
niowac inaczej niz dotychczas — krocej i jasniej. Funkcja okreslona na kole, czyli funk-
cja, ktorej dziedzing jest grupa kota, 7' = {e”: te R} nazywa si¢ funkcja okresowa. Mul-
tiplikatywna grupa T jest bowiem izomorficzna z addytywna grupg ilorazowa R/(27Z)
liczb rzeczywistych R, gdzie naturalnie R/(27Z) jest rodzing klas abstrakcji relacji row-
nowazno$ci x =y (mod 27). Jak wykresem funkcji f: X — Y jest podzbior produktu

X x Y, tak wykres funkcji okresowej lezy na cylindrze T x R lub — ogdlniej —na 7 x Y.
Funkcje okresowe rozumiane tradycyjnie sg funkcjami niezmienniczymi — automorfi-

zmami — wzgledem dziatania podgrupy addytywnej {27Z'k ckeZ } grupy R, gdzie Z
jest grupa liczb catkowitych; orbita funkcji okresowej jest jednym punktem.
Uwaga. Wykresem funkcji cosinus {(e”, cost):te R} jest elipsa
2

X 2
—+y =1.
5 y

Wida¢ to nieomal bezposrednio. Funkcja f: R — R dwoch zmiennych, okreslona
wzorem f(x, y) = x, osigga ekstrema warunkowe, pod warunkiem x* + y*> =1, w punk-
tach: 4 = (1, 0) — maksimum oraz B = (—1, 0) — minimum. Naturalnie

{(X, y) eR: X’ +)* = 1} = {(cost, sint): teR};
przecigcie plaszczyzny z = x, czyli zbioru
(7. DR (xy)e R
z cylindrem
{(x’ Y, Z)€R3: (x, y) ERz, x° +y2=1}

w R, jest wlasnie wykresem funkcji cosinus, a wiec elipsg. Rownanie tej elipsy, za-
pisane w nowych wspotrzednych:
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,o1 1

X =—=x+—=2z,
202

Y=y,

Z!

1 1
=——Xx+—12z,
V272

jest dane wyzej — primy pominieto; jest bowiem z =x, wiec: x' = V2 x, y=y,

z' = 0. Rownania parametryczne za$§ dane s3 wzorami:
x' =2 cost, y'=sint, z'=0,t€R.

Analogicznie, badajac ekstrema warunkowe funkcji g(x, y) = y, przy tym samym
warunku, widzimy, iz wykresem funkcji sinus jest elipsa

2
x2+y—:l.

Jest to obrocony o kat % wykres funkcji cosinus.

Funkcje f(x, y) =x oraz g(x, y) =y sa naturalnie rzutami na pierwsza i druga os.
Funkcja A(x, y) = max {x, y} nie jest projekcja, ale zasluguje na nazwe¢ semiprojekc;ji.
Nie jest to funkcja gladka — w punktach prostej y = x nie ma pochodnej. Cztery punkty:

) (L1 (11
A= 1)’3_(ﬁ’ﬁj’c (1,0 b [ﬁ’ JEJ

sg lokalnymi ekstremami warunkowymi / na zbiorze x* +y* =1; w 4 i C funkcja &

osigga maksima, a w B i D — minima. Przecigcie cylindra wykresem funkcji 4 jest
nowa funkcja okresowa — w polowie sinusem i w polowie cosinusem. Wykres tej
funkcji nie jest tworem ptaskim. Podobnie rzecz si¢ ma, gdy zamiast £ wezmiemy
funkcje j(x, ) =min {x, y}. Przyklady te niegladkich ciaglych funkcji okresowych
typu spline — funkcji sklejanych — pokazuja, jak produktywna dydaktycznie jest
zmiana definicji funkcji okresowe;j. Ciagta funkcja okresowa '€ C(7, R) jest przecig-

ciem powierzchni F e C([—l, 1] 2, R) z cylindrem. Odwzorowanie przestrzeni Bana-

cha C ([—1, 1]2, R) w przestrzen C(T, R), ktore funkcji F przypisuje jej zawezenie do
zbioru T, jest liniowg surjekcjg o normie 1; w obu przestrzeniach myslimy o normie
Czebyszewa.

Wierzg, ze wzmianka o wykresie funkcji sinus i definicji funkcji okresowej w ogol-
nosci begdzie uzyteczna dla nauczycieli — szczegdlnie tych, ktorzy widzg matematyke
jako nauk¢ o $wiecie fizycznym, dla ktérych matematyka nie jest odmiang abstrak-
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cyjnych wielowymiarowych szachow. Poznajemy to tylko, co istnieje. Nie ma nauki
o niebycie. Przyjecie grupy kola T za dziedzing funkcji okresowej wyjasnia istote
wszystkich przebiegdw periodycznych w naturze: biologii, fizyce, ekonomii, kosmosie.
W wirach powietrznych mieszkajg przecie pigkne panny — eteryczne wity. Ruch wirowy
jest powszechny. Jego istotg jest bowiem dazenie do rownowagi. Czas ma natur¢ ko-
towa — co jest, juz bylo, co bylo — bedzie. Jesli celem szkoty jest wychowywanie, prze-
kazywanie wiedzy i urabianie kultury naukowe;j, to niewatpliwie funkcje okresowe tak
wlasnie trzeba traktowac. Stare nawyki jednak zmienia si¢ opornie — tradycja jest sta-
bilna. Sondaz wérod matematykoéw rdznego szczebla, proba — z pewnoscig niereprezen-
tatywna — liczyta kilkanascie osob, pokazat, ze idea tu gltoszona jest catkowicie obca
dzisiejszym absolwentom wydzialéow matematycznych. Nawet para — nulla calamitas
sola — tytularnych profesorow matematyki, po dwoch dniach detalicznych objas$nien nie
chwycila, czym jest cosinus. Pomyst, z nieznanych mi powodow ostro zwalczany, jak
szkodliwa i zta nauka, nie przystaje wigc do stanu umystow dzisiejszych matematykow.
Moze przewaza lgk przed nowym i prostym? Tak bywa u ludzi starszych — nie trzeba
si¢ uczy¢, wystarcza rutyna. Moimi rozmowcami byli jednak w przewadze ludzie mto-
dzi i bardzo mtodzi. Durnowo krysty, win kryczy pusty. To dosadne przystowie Rusinow
lepiej pasuje do nas — rozpasanych w swej wolnosci — Polakdéw niz do dumnych Koza-
kéw. Zawsze mamy swoje zdanie. By¢ moze nawet ten esej jest tego przyktadem. A po-
nadto juz Arystoteles uwazal, ze purus mathematicus to purus stupidus. Pewnie co$
w tym jest, bo mowi si¢, iz matka znanego matematyka zalita si¢ — chyba jednak z po-
czuciem dumy — sasiadce: mam trzech synow — dwoch normalnych i matematyka. Pyta-
nie, czy matematyk jest kim§ urodzonym jak poeta, czy tez jest z zawodem poswiad-
czonym dyplomem, jest ciggle otwarty. Matematyka cechuje niewatpliwie wielkie po-
czucie sprawiedliwosci, przestrzeganie zasady fair play i naturalnie praworzadnosc¢. Ro-
dzimy si¢ matematykiem czy tez zostajemy nim po odpowiednich studiach? — Ja wiem
lepiej — sinus jest liniq falistq i niczym wiecej. Wojtow matematycznych skorych do
takich wypowiedzi jest w naszej — polskiej — matematyce sporo. A przeciez jest to stara
idea — kolo jako dziedzina funkcji okresowej — dobrze znana specjalistom od analizy
Fouriera. Tytutem przyktadu podam dwa cytaty. Najpierw z trudnej, cho¢ popularnej
ksigzki Kalejdoskop matematyczny Hugona Steinhausa. ,,Gdy nawiniemy papier na
$wiece, potem przetniemy $wiece uko$nie ostrym nozem i rozwiniemy papier, otrzy-
mamy sinusoide” (H. Steinhaus (1954), s. 234). Swieca Steinhausa warta jest gry — sta-
ran o zmian¢ programdw nauczania matematyki i metod uczenia tego przedmiotu w
polskich szkotach wszystkich szczebli: od przedszkola do uniwersytetu. Cytat drugi jest
z robwnie pieknie napisanej ksiazki — tym razem specjalistycznej; jest nim pierwsze zda-
nie wstgpu Jean-Pierre’a Kahane’a do jego dzieta o szeregach Fouriera zbieznych abso-
lutnie (J.-P. Kahane (1970)). ,,Ksigzka traktuje o funkcjach klasy A4, czyli o funkcjach
cigglych na okregu o absolutnie zbieznym szeregu Fouriera”. Steinhaus rozwija elipse
i pokazuje sinusoid¢, Kahane zwija sinusoidg i otrzymuje elipsg¢, chociaz tego wyraznie
nie pisze. Jest wigc sinusoida — linia falista, jest elipsa — sinus. Przestrzen Banacha okre-
sowych cigglych funkcji na prostej jest izomorficzna i izometryczna z przestrzenig

77



Antoni Smoluk

funkcji cigglych na okregu. Repetitio est mater studiorum. Dziedzing funkcji okresowej
ex definitione jest grupa kota T. Definicja ta rozszerza si¢ natychmiast na funkcje dwu-
okresowe okreslone na torusie 72 i og6lnie na funkcje wielookresowe, ktorych dziedzing
jest produkt 7". W tym jest cata sprawa. Mozna to uwaza¢ — mowigc gornolotnie — za
namiastke nowego paradygmatu w teorii funkcji okresowych. Odrzuémy wygodna ru-
tyng, a bedzie lepiej, naturalniej, prosciej. Moze najwiccej zyska si¢ zwolennikow ko-
towej dziedziny funkcji okresowych, gdy poszerzymy wyktad o przedstawiong tu mysl.
Stuchacze (czytelnicy) sami zadecyduja, co przyjaé¢ za definicje. Pojawi si¢ wiecej mo-
deli, teoria stanie si¢ bogatsza, a wiedza szersza. Celem nauki jest wszak doskonato$¢.

August Kekulé, chemik niemiecki, tworca teorii budowy zwigzkow organicznych,
w 1865 roku odkryt pierScieniowg nature benzenu i podat klasyczny dzi§ wzor struktu-
ralny. Wzor ten powstat w sennej wizji, gdy zdrzemnat si¢ przy biurku. Bylo to praw-
dziwe ol$nienie. Podobnie rzecz ma si¢ z elipsa i cosinusem. Elipsa jako wykres cosi-
nusa pojawita si¢ we $nie. Zastuguje wigc na uwage i z tego powodu. Sny bywaja pro-
rocze. Jest to drobny przyczynek — toutes proportions gardées — do psychologii odkry¢
naukowych. Najwigkszym pomnikiem sinusa jest chyba wroctawska wieza niebianska
Sky Tower.

Z powodu cosinusowej batalii profesor Bolestaw Kopocinski wygotowat fraszke na
wzor nagrobkéw hrycianskich; Hrycianki — to wie$ koto Nowogrodka. Zart w pore zaw-
sze jest celny — trafia w sedno: czasem wspiera, innym razem rujnuje. Dziekuje w imie-
niu wszystkich sinusow i cosinuséw bez wzgledu na skutek.

Epitafium

Tut lazyt Anton Smaljuk,
Prafiessor wsjakich nauk.
Na miaso nie miel wkusa,

A dumat o kasinusach.
Ho! ho! ho!
Szczoz wsiakim da taho?

Artykut o cosinusie doczekat si¢, jak wspomniano, czterech recenzji. Dla Wariacji
Metafizycznych (WM), organu Pospolstwa Towarzyskiego Metafizykow (PTM), opini¢
przygotowal recenzent oznaczany dalej literg D. Ma ona niewatpliwe zalety, ma tez
wady. Z tego powodu zalaczamy ja w dodatku in extenso, by czytelnik poznat smak tej
niezwyklej oceny — oceny dluzszej niz opiniowana notka. Pozostale trzy: A, B, C, przy-
gotowano na specjalnych arkuszach, z informacja, by opiniodawca oceniat w punktach;
wyceny te powinien uzasadni¢ pigcioma zdaniami.

1. Problematyka (maksimum 20 punktow).

2. Metoda (maksimum 20 punktow).

3. Meritum (maksimum 50 punktéw).

4. Forma (maksimum 10 punktow).
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Pierwszy recenzent, nazwijmy go A, wycenil prace na 81 punktéw (15, 20, 40, 6).
Drugi, B, na 30 punktow (5, 10, 10, 5), trzeci, C, na 80 punktow (15, 15, 40, 10).

Interesujace sa opinie recenzenta B — Zzadano od niego przynajmniej pigciu zdan,
wigc w kazdej sprawie akuratnie je dal. Przytoczg je z drobnymi zmianami jezykowymi
niemajacymi wplywu na tresc.

O problematyce mowi: Problem definiowania poje¢ matematycznych na réznych
poziomach ogolnosci czy abstrakcii jest daleki od nowosci. Cel pracy niejasny, bo wy-
mogi glebi tresci, jasnosci 1 krotkosci stawiane przez autora definicjom formalnym sa
nieokreslone. Wolno watpi¢, czy aparat pojeciowy wykorzystany dla okreslenia funkcji
cosinus jest krotszy od siatki pojeciowej matematyki szkolnej. Praca ma charakter in-
terdyscyplinarny: dotyczy matematyki, socjologii i historii nauki, a takze ma fragmenty
pseudofilozoficzne i literackie. Praca nie dotyczy zadnej znanej mi koncepcji ekonome-
trycznej.

O metodzie pisze: praca metodologicznie jest niejednorodna, zawiera sformalizo-
wang warstwe matematyczng i opis werbalny. W pierwszej wykorzystano metodg de-
dukcyjng. Nie budzi to zastrzezen. Wolno watpi¢ w naukowy charakter narracji stowne;.

Tres¢ merytoryczna: tytutowa propozycja jest interesujaca, cho¢ jej znaczenie dla
matematyki jest znikome — rodzaj ciekawostki przyrodniczej. Fragmenty czgsci werbal-
nej sa bardziej ekspresja swobodnego strumienia $wiadomo$ci niz tekstem naukowym.
Potwierdza to logika autora — nie ma nauki o niebycie — bo status ontologiczny pigknych
panien — eterycznych witow [kursywa recenzenta z wykrzyknikiem] jest nicokreslony.
Skad wigc pomyst, by skierowa¢ prace do czasopisma naukowego?

Forma opracowania: jezyk pracy jest nierowny. Precyzji i elegancji wywodu formal-
nego nie towarzysza podobne atrybuty czesci werbalnej. Pewne fragmenty tej ostatniej
sa jezykowo niepotrzebnie udziwnione i pretensjonalne. Wyklucza to intersubiektywna
weryfikacje calosci pracy, co jest podstawowym warunkiem naukowego statutu. Zawar-
tos¢ Epitafium zdaje si¢ narusza¢ sugerowang przez redakcje zasade anonimowosci.

Zaiste crazy logic! Czy recenzent B zrozumial prace? Jesli tak, to jego opinia jest
koloru zielonego — oblana sosem jalousie du métier. 1 to mozna zrozumiec¢; wtasciwos¢
ta charakteryzuje najwickszych uczonych — pcha badania do przodu. Obowigzuje jed-
nak obiektywizm, a nie niszczenie konkurenta. Madry widzi wartos¢ nowych propozy-
cji, aczkolwiek moze zazdrosci¢. Dlaczego ja tego wczesniej nie widziatem? Przeciez
to takie proste i pigkne. Jezeli jednakowoz B zrozumiat prace, to tym, co napisal, wy-
stawit sobie zte swiadectwo moralne. Zaneguje¢, chociaz to dobre i wartoSciowe. Jesli
za$ nie zrozumial, to nie powinien pisa¢ — zle pisa¢. A widac¢, ze nie zrozumial; §wiadczy
o tym jego wzmianka o teorii definiowania, eterycznych wilach, ciekawostce przyrod-
niczej, jaka jest elipsa, oraz inne madro$ci w rodzaju intersubiektywnej weryfikacji.
Podstawg kazdej definicji jest zawsze wielkie twierdzenie. Definicja sinusa jest oparta
na twierdzeniu Talesa. Prawo Keplera jest dla opiniodawcy ciekawostka przyrodnicza.
Ile takich ciekawostek jest w jego dossier? Ontyczno$¢ — egzystencjalnos¢, stan on-
tyczny wspomnianych przeze mnie Zartobliwie wiléw podobny jest do opiewanej po-
wszechnie przez metafizykdéw flaszki Kleina, z ktdrej niewatpliwie recenzent pit swoje
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madrosci nie raz. Kazdy artykut naukowy winien, z szacunku dla czytelnika, by¢ jed-
nocze$nie dzielem literackim. W pracy jest nauka, jest propaganda, jest Zart i ironia.
Autor wierzy, ze madry czytelnik bedzie wiedziat, co jest nauka, a co zartem. Zart — by
praca lekko si¢ czytata. Sapienti sat. Kazde wazne odkrycie jest strumieniem $wiado-
mosci — naglym wylewem intuicji. W eseju jest wiec, jak powiedziano, dedukcja, jest
intuicja, jest przymruzenie oka. Ta réznorodnos¢ formy dotyczy jednej sprawy — idei
okresowosci przenikajacej $wiat caty. Wykresem cosinusa jest elipsa. Czy to jest cieka-
wostka przyrodnicza? Tak! Jak najbardziej, ale jest to jednocze$nie czysta nauka, czysta
matematyka. Jest to prawo przyrody. To, co konieczne, jest wigcej niz prawdg naukowa,
jest stanem natury.

Subtelne jalouse de métier jest zrozumiate 1 nawet pozadane, lecz pospolita Brot-
neid jest pewnie grzechem. W recenzji czuje si¢ raczej odor rynku rybnego — Neid;
nie ma w niej przyjemnej woni Pol Elizejskich, jaka czuje si¢ w jalouse. Recenzent D
bije si¢ z myslami, co postanowi¢ — lepiej — jak ma uzasadni¢ wczesniej podjeta decyzje
o0 odrzuceniu notki przestanej mu do oceny. Naturalnie on wygrywa t¢ walke i swoje
mysli rozbija w pyl tworzacy wielki tuman kurzu zakrywajacego gtowna mysl eseju —
koto jest domeng funkcji okresowe;j.

Szczegodlnie dzigkuje recenzentom A i C, ktorzy uznali artykut za godny propagacii,
dzigkuj¢ tez tym pozostatym B i D, co go odrzucili. Ci ostatni daja mi tatwg okazj¢ do
pokazania postawy przeciwnej nauce. Nie pisze si¢ ztej opinii tylko dlatego, Ze recen-
zentowi praca si¢ nie podoba; istotne jest meritum sprawy, a nie towarzyszace glownej
idei mysli autora. Wszystko wolno, lecz nie wszystko jest dobre, nie wszystko prawem
natury, nie wszystko buduje, nie wszystko jest zgodne ze zwyklym poczuciem etyki.
Szemrane towarzystwo — to wspaniata instytucja. Eliptyczna wypowiedz recenzenta D
o towarzystwie jest zadziwiajaca. Powiedzial wiecej, niz gdyby wytozyt kawe na tawe.
Amicus Plato, amicus Socrates, sed magis amica veritas. Przyjaciele recenzenta D sa
u niego przed prawda. Prawda jest sprzedajng partnerka; kto wigcej ptaci, ten ma wiecej
prawdy. Zaprawdg przystowia sg wielkg empiryczng madroscia ludzkosci. Ksigga przy-
stow — to pouczajaca kanoniczna ksiega Biblii. Szemrane towarzystwo. Sic! Fortyfikacja
emocjonalna. Zaden argument nie przemawia. Ja wiem lepiej. Istnieje kategoria — wiem
to z zycia — matematycznych medrcow, ktorzy wszystko wiedza. Mowisz takiemu, ze
wiasnos$¢ A jest podrzedna wzgledem wiasno$ci B. — Naturalnie, ja to dawno wiedzia-
tem. Jednakowoz, gdy zapytasz medrka, dlaczego produkt nieskonczony zbiezny do
0 jest rozbiezny, to albo zrobi tajemniczg ming i nic nie powie, albo da ci do zrozumienia,
ze to wyjatkowo trudna sprawa i on nie ma czasu na wyjasnienie, a ty tego nigdy nie
zrozumiesz. Typowy przyktad profesora ,,nie mam czasu”, ktory zastania swa wszech-
stronng pustg glebie rozlicznymi zajeciami. Jak mu powiesz, to on wczesniej wiedziat,
jak nie powiesz i pytasz, to on jest zajety. Kilku takich medrkoéw do§wiadczytem w swym
dhugim zyciu. Recenzent pisze, co wie, a nawet troche wigcej, niz wie. Nie moja rzecz
osadzac jego wiedze, to sprawa jego sumienia. Ja przetestowatem cosinusa na grupie
chyba nawet liczniejszej niz 17 0s6b — ludzi z dyplomem magistra matematyki, doktora
matematyki, doktora habilitowanego matematyki i profesora matematyki. Zaden z nich
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nie mial zielonego pojecia o tym, ze wykresem cosinusa, gdy dziedzing jest okrag, jest
wiasnie elipsa. Ja tez tego nie wiedzialem do chwili natchnionego snu, chyba w lutym
2013 roku. To nie Steinhaus mnie natchnal, chociaz jego Kalejdoskop czytatem wielo-
krotnie jak Biblic. Swieczka Steinhausa warta jest gry; zmiana definicji funkcji okreso-
wej bedzie procentowac. Fragment o cigciu $wiecy byl oczywista prawda. To samo jest
takze napisane w znanym podreczniku Fichtenholtza. Wniosek z tego jest nastepujacy:
nieuwaznie czytamy dobre podr¢czniki akademickie. Propozycja eliptycznego naucza-
nia i definiowania funkcji okresowych jest zupetnie czym innym niz rozrywki matema-
tyczne. Kto si¢ wywyzsza, ten si¢ poniza. Odi et amo. Kazdy z nas jest kwadratem po-
dzielonym na dwa prostokaty — czarny i biaty. Czarnej strony, swojej takze, nienawidzg;
kocham czg$¢ biatg — dobrg. Kazdy z nas jest troche anielski, trochg diabelski. Nie po-
wigkszajmy zta pycha i pogarda. Nie zazdros¢my innym daréw, jakie majg od Boga,
lecz prosmy o $wiatto rozumu dla siebie. Nie pisze o sobie, bo taki wniosek wysnuja
niewatpliwie z tych stow glosni eksperci od logiki matematycznej, chociaz prawda jest,
ze modle si¢ o poznanie dla siebie i zadufanych w sobie bliznich. Przeczytajmy uwaznie
psalm XV, bo tam jest odpowiedz na pytanie: Who may dwell on the holy mountain?
Kto zniszczyt polskg matematyke od gory do dohu — od uniwersytetu do przedszkola? To
czlonkowie szemranego towarzystwa odpowiedzialni za pomysty w rodzaju prostej za-
wartej w plaszczyznie. Prosta lezy na plaszczyznie jak kij na podlodze; laska nie jest
zawarta w podtodze. Jezyk szemranych matematykow jest niezwykly: laska jest czgscia
deski nawet wtedy, gdy lezy na niej w poprzek, a sinus w zadnym razie nie jest elipsa,
chociaz juz Ptolemeusz wiedzial, ze jest. Ptolemeusz, ktéry tak wlasnie definiowat funk-
cje kolowe. A wprowadzit je, by tatwiej mozna bylo opisywac stan nieba. Nie tworzyt
szachow pigtnastowymiarowych ani dowodu na 537 stron, ktérego naturalnie nie rozu-
mie sam kompilator. Funkcje kotowe to natura. Ptolemeusz, jego lata zycia mieszcza si¢
w przedziale 90-180 naszej ery, zdefiniowat sinusy dla katow, a pytanie, czym jest sinus
100, byto dla niego bez sensu. Dla rozrywki polecam zadac¢ to pytanie tym, co wszystko
wiedza lepiej: ile jest wlasnie sinus 100? Po przeczytaniu recenzji moge powtorzy¢ po
trzykro¢ przytoczone w eseju brutalne przystowie. Z recenzji tej zieje, ciagle mowa
o0 opinii D, bardzo to przykre, ordynarna zazdros¢. Jalousie de métier jest szlachetng pod-
nieta do rywalizacji. Nawet naturalistyczna za§ Brotneid jest zrozumiala 1 mozna ja
usprawiedliwi¢. W recenzji panuje tylko pospolita zazdro$¢ — grzech glowny. Mnie
krowa zdechta, niech zdechnie sgsiadowi. Tu nie chodzi o krowe. Niech zasycha polska
matematyka. Pismo i recenzent usilnie si¢ przykladaja, by stato si¢ to faktem. Jesli juz
nie jest? Modlimy si¢ do tego, co obce — z Paryza, Londynu lub Berlina. Jasne, ze Ko-
penhaga jest wazniejsza niz Wroctaw, a Monthly od szemranego periodyku. Amerykan-
ska gazete redaguja ludzie madrzy. Specjalistow od logiki, polskich wybitnych logikow
matematycznych uprzejmie informujg, Ze z tej wypowiedzi nic nie wynika o wladzach
umystowych recenzenta i redakcji. Recenzent — wybitny specjalista od funkcji okreso-
wych — dzieli potencjalnych czytelnikow eseju na dwie kategorie: madrych jak on,
co wszystko wczesniej wiedzieli, i reszte; ci ostatni tez to wiedzieli, a nawet troche wig-
cej, tylko — jako rzecz btaha — wyleciato im to z trwatej pamigci.
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Dhugos¢ tuku elipsy wyraza si¢ calka eliptyczng; przy okazji przypomne, ze dhugosé
jednej fali sinusoidy jest rowna dhugosci elipsy. Ta zbiezno$¢ wynikow ma proste
objasnienie geometryczne. Przekrdj kotowego walca plaszczyzng daje elipsg, a rozwi-
ni¢cie walca przeksztalca t¢ elips¢ w sinusoide (G.M. Fichtenholz (1962), s. 152).

Kazdy si¢ moze myli¢. Recenzent jest cztowiekiem, moim bliznim. Jesli jest ucz-
ciwy 1 widzi przedmiot, to zmieni zdanie. Nie wymagam przeprosin. Jesli jest madry po
europejsku, to bedzie do dnia sgdnego twierdzil, Ze pani Racja stoi po jego prawicy,
a Prawda — jego najlepsza przyjaciotka — jada z nim obiady. Wojtow w Polsce jest duzo;
W nauce jeszcze wiecej niz w administracji, szczegdlnie w polskiej nauce. Recenzent
lubi cudzystowy, ja ich nie lubig, dlatego nie natozytem calej polskiej nauce o niczym
korony cudzystowu. Recenzent D niewatpliwie stara si¢ pokazac, ze jest comme il faut,
ze ocenia obiektywnie — jest bezstronny, a ponadto sadzi, ze wlasnie on poznat rzecz do
konca i gleboko. To jest jedynie jego osobiste mniemanie; tekst zalatuje fatszem. Mysli
mu si¢ placza, jak zawsze, gdy piszemy nieszczerze. Wariograf by to wskazat wyraznie.
Ogdolnie wyksztatcony zawodowy matematyk nie znajdzie w nim zZadnych faktow i pomy-
stow... Tak recenzent D widzi tre$¢ eseju. Przepytatem, jak wspomniano wyzej, 17 za-
wodowych matematykow wyksztalconych bardziej niz ogoélnie i zaden nie miat pojecia
o tym, ze cosinus jest elipsa. Recenzent tez. W dawnych czasach byty zawody — pu-
bliczne dyskusje filozoficzne i matematyczne. Swiatly recenzent popisuje si¢c swymi
zdolnosciami i wielka ogdlng wiedza, a mnie obral za worek treningowy. Moze przeciez
wystapic z otwartg przylbicg i broni¢ prawdy, ktdra nie potrzebuje obrony, bo zawsze
jest na wierzchu. Ptolemeusz — to definicja kotowa sinusa, a Fourier — liniowa. W re-
cenzji jest to przestawione. Czasem wygodniej tak, innym razem owak. Definicja li-
niowa sinusa to szereg potg¢gowy, a wigc co$ znacznie bardziej silnego niz koto i zwykty
trojkat — wstawa i dostawa Sniadeckiego. Definicja kotowa to wlasnie definicja trady-
cyjna, szkolna, wywodzaca si¢ od Ptolemeusza przynajmniej. Wystarcza koto i trojkat
oraz twierdzenie Talesa. Piszg explicite, bo medrkowie od matematyki o tym zapo-
mnieli. Jesli by szanowny recenzent to wiedzial, to bez pardonu wygarngt by mnie,
ze o tym wie kazde dziecko, a szczeg6lnie wiedza to dzieci w jego nadzwyczajnym oto-
czeniu. Szkoda jednakowoz tych dzieci, ktore sa krolikami do§wiadczalnymi, majacymi
uzasadni¢ tez¢ recenzenta. Dziecko zawsze powie to, co chcemy; tutaj akurat mowig
inaczej, niz oczekuje recenzent. W definicji kotowej widza poczatek, szeregi potegowe
przyjda pozniej — na studiach. Tablica Mendelejewa zgrabnie tagczy — w tym istota od-
krycia — kotowa okresowo$¢ — powtarzalne wtasnosci chemiczne z liniowg dziedzing —
rosngce liczby atomowe pierwiastkow. Koto byto na poczatku, a potwierdzaja to nazwy
funkcji odwrotnych do funkcji trygonometrycznych: arcus sinus, arcus tangens itd.;
nazwy te oznaczaja wlasnie, ze dziedzina jest kotem.
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Rys. 1. Definicja sinusa. Tales

Smutno mi, ze srodowisko matematykow polskich jest tak bardzo karlowate. Dwa
tysigce medrkéw matematycznych z wszystkimi mozliwymi tytulami przez pigtnascie
minut klaszcze na stojgco dlatego, ze nic nie rozumie, bo naturalnie zrozumie¢ tego nie
mozna, albowiem sam referent nie wie, co méwi. Nie ma to zresztg wielkiego znacze-
nia, o niczym mozna bowiem wszystko glosi¢. Smutno mi, Boze! Srodowisko ludzi
z dyplomem matematyki, dyplomem czgsto bez wartosci, bo kupionym, wyproszonym,
protekcyjnym, jest zbiorowiskiem kartéw moralnych. Jak widza, Ze mozna, to zaraz
hurmem skaczg na pochyte drzewo, depcza, ttamsza, pluja. Wzrok tych biedakow sigga
butéw ludzi normalnych. Wroctaw jest szczegdlnie lubiany przez te, na ogédt sympa-
tyczne, stwory. Czarny jest stan naszej matematyki — merytoryczny i etyczny. Niska
etyka, brak moralnosci i zasad pociaga za sobg niski poziom badan. Dawniej widziatem
w matematykach ludzi prawych i sprawiedliwych, a ich zasady moralne byly podstawa
sprzeciwu wobec sinusoidalne;j linii partii. Kazdy rzeznik kroi krakowska suchg — rozu-
mie si¢ kietbase — pod katem 45°, bo takie plasterki majg estetyczny wyglad i lepiej si¢
nimi obktada buteczkg. Cosinus definiuja planety krazace po swoich orbitach. Jest to
wigc prawo nauki. W plaszczyznie ekliptyki lezy orbita ziemi; plaszczyzna rownika
niebieskiego — rownolegta do ptaszczyzny rownika ziemskiego i1 przechodzaca przez
Stofice —wraz z plaszczyzna ekliptyki definiuja wspolrzedne astronomiczne. Przesilenie
zimowe to maksimum ptaszczyzny rownika nad ekliptyka, przesilenie letnie za$ to mi-
nimum plaszczyzny réwnika pod ekliptyka. Koto — dziedzina sinusa — lezy na plasz-
czyznie rownika, a elongacje — wstawy — wyznaczaja drogg Ziemi — wykres sinusa.
Powtdrzmy to raz jeszcze. Rzuty ortogonalne orbity Ziemi na plaszczyzne rownika nie-
bieskiego wyznaczaja koto i niebieski cylinder. Kazda elipsa jest sinusem pomnozonym
przez odpowiednig stalg. Elongacje to odlegtos$ci punktéw orbity Ziemi od réwnika,
czyli wartosci sinusa. Orbita Ziemi jest wykres sinusa. Piszg to i juz styszg matematycz-
nych medrcow mowigeych, ze oni to wiedzieli od kotyski. Oczywiscie niczego tu nie
odkrywam. Wykres sinusa wykre$la bieg roczny Ziemi woko6t Stonca. 4 propos kolyski
— to tez sinus, jak i wahadlo zegara. Wycinanki, nie tylko lowickie, pokazuja, ze rulon
papieru przeciety na ukos daje sinusoide; podobnie z pnia drzewa cigtego w skos po-
wstajg eliptyczne podobrazia popularnych landszaftow. Przyktady mozna ciagna¢ da-
leko. Jesli sinus jest taki popularny, bez niego zy¢ trudno, to niezwykle smutny jest fakt,
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ze ludzie z dyplomami magistrow od matematyki nie wiedza, ze wykresem sinusa jest
elipsa. Tak niska jest ocena naszych studiow matematycznych. Uczymy bzdur w ro-
dzaju flaszki Kleina, a nie uczymy matematyka pachngcego zycia. Milcze¢ nie mogg,
bo nie chceg obcigza¢ sumienia grzechem zaniedbania. Prawdg trzeba glosi¢ nawet
wtedy, gdy caly $wiat jej przeczy. Terminy Sniadeckiego — wstawa, czyli sinus, to od-
cinek wertykalny, a dostawa, czyli cosinus — horyzontalny, sa bardzo adekwatne, mozna
nawet powiedzie¢ mnemotechniczne. Niestety, zwyciezyly nazwy migdzynarodowe.
Hipparchos wiedzial, Ze stosunek dlugosci tuku do promienia jest staly. Ta wielkos¢
ex definitione jest katem. Prawa geometrii byly podstawa przy obliczaniu promienia
Ziemi i dlugosci potudnika. Raz jeszcze podkreslam, ze funkcje, o ktérych mowa, majg
natur¢ kotowa, a nie liniowg. Wstawa jest wysokos$cig Ziemi w danym jej punkcie orbity
nad poziomem ekliptyki. Orbita jest elipsa, wigc tor Ziemi jest sinusem. Wiedzial o tym
Kepler i wszyscy po nim, a nie wiedzg tego polscy matematycy. Ptolemeusz korzystat
z dorobku Hipparchosa. Jego cykle i epicykle to kota, a wigc wstawy Sniadeckiego.
Dla Ptolemeusza sinus byt cieciwa (rys. 3):

cigciwa (2a) = 2sin o

Okrag jest dziedzina, a wykresem funkcji jest elipsa. Fourier to struna drgajaca,
a wigc prosta jako dziedzina. Naturalng dziedzing jest linia prosta, gdy badamy ruch
ztozony: wzrost wyktadniczy plus cykliczne nawroty.

Rys. 2. Definicja luku — Archimedes

Staly stosunek tuku AB do promienia OA jest katem mierzonym w radianach

AB
(rys. 2); staty stosunek bokow, @ = constans, jest sinusem kata (rys. 1).
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9. Cosinus. Funkcje okresowe. Czas liniowy czy kolisty?

Rys. 3. Cigciwa i sinus — zatoka. Ptolemeusz

Lwowska anegdota o Grodku Jagiellonskim jest w Polsce popularna i adekwatna.
Niezaleznie od tego, co napiszesz, to zle napiszesz; twoja twarz mi si¢ nie podoba.
Ty przeciez nie mozesz uczynic tego dobrze. Pisze to ze wstydem. Wstyd hamuje cheé
naprawy. Moze cho¢ jeden cztonek pseudomatematycznego klanu si¢ nawréci. Liczy
si¢ prawda, a nie dobro szemranego towarzystwa wzajemnej adoracji. Istotnie esej nie
jest lekturg dla medrkow; przeznaczony jest dla normalnej 1 $wiatlej elity. Kazda popu-
lacja dzieli si¢ zawsze na trzy czgsci: ciemni, normalni i medrkowie. Ciemnych jest 1/6,
normalnych 2/3 i megdrkéw 1/6. Esej jest przeznaczony dla ludzi normalnych. Kazdy
przymiotnik ma trzy stopnie jakosci i tym stopniom odpowiadaja trzy kategorie obiek-
tow. W podziale tym klasy skrajne reprezentujg podobny poziom i daleko — w metryce
kotowej na prostej — schodzg sig.

Im wigcej modeli teorii, tym teoria bogatsza i poznanie glebsze.

Odcinki a i b sag wspolmierne, jesli istnieje odcinek c taki, ze a = mc 1 b = nc, gdzie
m 1 n to liczby naturalne. Wspotmiernos¢ odcinkow okazuje sie liniowa zalezno$cia
w przestrzeni liniowej liczb rzeczywistych R nad ciatem liczb wymiernych Q. Ta prze-
strzeh ma wymiar nieskofnczony; liczby niewymierne — pierwiastek kwadratowy
z dwoch 1 pierwiastek kwadratowy z trzech — sg w tej przestrzeni liniowo niezalezne.
Skonczony zbidr kwadratow ma boki wspolmierne wtedy i tylko wtedy, gdy podprze-
strzen liniowa, rozpigta na dlugosciach bokéw tych kwadratow, ma wymiar jeden.
W twierdzeniu tym mowa jest o podprzestrzeni liniowej w przestrzeni R nad cialem
liczb wymiernych Q. Podobnie patrze¢ trzeba i na funkcje okresowe.

Jesli mowimy o sinusie — wstawie, to argumenty mierzymy w stopniach, a gdy o si-
nusoidzie, to argumenty maja miano radiané6w. Ptolemeusz miat wstawy, ktére nazywat
zatokami. Jego sinusy sg cigciwami, a wspotczesne sinusy to polowy cigciw. Co mozna
powiedzie¢ o przyjaciotach, ktérym robi si¢ kanapki na wspolna wycieczke? Kanapki
z kilku gatunkéw najlepszych wedlin, doskonatego masta i wlasnego serca. Wyciecz-
kowicze po otrzymaniu serdecznego poczgstunku natychmiast rzucajg kanapki pierw-
szemu burkowi, ktory wtasnie si¢ nawinagl przygnany zapachem. Podobnie zachowuje
si¢ redakcja WM w sprawie eseju o cosinusie: podtrzymuje wniosek recenzenta, chociaz
jego opinia jest prokuratorskim aktem oskarzenia. Dajcie pracg, a ja udowodni¢ o niej
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kazda teze: jest genialna, jest pustym betkotem. Wynik zalezy od pospolitego sgdu o au-
torze, a nie od tresci 1 formy jego pracy. Gdyby redaktorzy Amerykanskiego Miesigcz-
nika Matematycznego byli na poziomie recenzenta i redakcji Wariacji Metafizycznych,
to wspomniane przez recenzenta dwa artykuty autorow Apostola i Mnatsakaniana nigdy
by si¢ tam nie ukazaty. Na szczgsécie pracujg tam ludzie normalni, a nie polska elita
szemranego towarzystwa.

Fourier to naturalnie linia prosta, a nie koto, bo struna jest odcinkiem tgczagcym dwa
punkty. Ptolemeusz to koto, wida¢ to na zalaczonych rysunkach. Koto jest istotg mne-
motechnicznego wiersza, ktory pozwala uczniom tatwo okresli¢ znak funkcji trygono-
metrycznej w zaleznoSci od ¢wiartki. Funkcja przyporzadkowujaca liczbie naturalnej
jej reszte z dzielenia przez cztery nie jest zdaniem recenzenta funkcjg okresowa w sensie
kotowym. Jak najbardziej jest; z tym swoim pomystem recenzent idzie dalej niz artykut
o cosinusie. Okresowo$¢ zalezy od relacji rownowaznos$ci generowanej na dziedzinie
funkcji. Ograniczg si¢ tylko do relacji rOwnowaznos$ci w grupie generowanej przez pod-
grupe normalng. Jezeli G jest grupa, ktorej H jest podgrupa normalng, to zbior klas abs-
trakcji G/H jest grupg ilorazowa. Jezeli funkcja f odwzorowuje zbior G w zbidr 7,
to f jest funkcja okresowa wzgledem podgrupy H wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
funkcja F z grupy ilorazowej G/H w Y, ktora dla kazdego elementu g ze zbioru G spehia
warunek F(g/H) = f(g), gdzie g/H jest klasg abstrakcji elementu g; inaczej mowiac, funk-
cjaf jest okresowa w sensie H, gdy przyjmuje state wartosci na klasach abstrakcji relacji
roéwnowaznosci generowanej przez H. Funkcja modulo cztery wymieniona przez recen-
zenta jest funkcja okresowa wowczas, gdy H jest podgrupa wielokrotnosci czworki
{4n: n € Z} w grupie liczb catkowitych Z. Grupa Z4 jest izomorficzna z grupg T4 pier-
wiastkdw czwartego stopnia z jedynki, ktora jest naturalnie podgrupa grupy 7. Recen-
zent wszystko to pomieszat i grupe 74 chce koniecznie umie$ci¢ na prostej, chociaz to
jest naturalnie koto podzielone na cztery réwne czgéci. Liczby rzeczywiste mierza dhu-
gosci, odleglosci; liczby zespolone mierzg katy i pole wycinka kota. Pole S liczby ze-
spolonej z r6znej od 0 jest dane wzorem S = %rzArg (2), gdzie r oznacza modut liczby
z, natomiast Arg(z) jest argumentem glownym tej liczby (rys. 4). Sitg 1 pickno pojgcia
grupy wida¢ w teorii Galois i wlasnie w analizie Fouriera — teorii funkcji okresowych.
Kazdy element grupy generuje podgrupe cykliczng, taka jest podgrupa 4Z, jego wiclo-
krotnosci lub potgg. Kazde koto zebate jest podgrupa w grupie 7, a zegarmistrz — spe-
cjalistag od ruchéw okresowych i funkcji periodycznych.

Rys. 4. Pole liczby zespolonej — kawalek tortu
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Cosinusy kierunkowe to wspétczynniki Fouriera wektora jednostkowego. Niech
wektor x € R"*1 ma norme jeden; x jest naturalnie kombinacjg liniowg bazy z wektorow
jednostkowych e;, a wspotczynniki tej kombinacji s iloczynami skalarnymi wektora x
przez wektory bazowe, czyli wspotczynnikami Fouriera wektora x w bazie naturalne;j.
Oczywiscie kwadrat dtugosci wektora x rowna si¢ jeden i dalej rowna si¢ sumie kwa-
dratow wspotczynnikow Fouriera wektora x. Jest to twierdzenie o zupelnosci bazy,
czyli rowno$¢ Parsevala lub tez twierdzenie Pitagorasa w wielu wymiarach.

Grupa Z4 liczb catkowitych modulo 4 i inne tego typu grupy Z,— grupy ilorazowe
Zn = ZInZ, sa par excellence zwiazane z kotem, a nie z prosta. Funkcja na Z jest okre-
sowa w sensie podgrupy nZ wtedy i tylko wtedy, gdy jej warstwice wraz z dowolnym
elementem zawierajg klase abstrakcji tego elementu. MowiliSmy o tym wyzej w przy-
padku ogdlnym dowolnej grupy G i jej podgrupy H. Recenzent D z nieznanych powo-
dow widzi w grupach Z, prosta, czyli porzadek liniowy, nie za$ koto — czyli preferencije
— 1 jego podzial na rowne czeSci. Jednym stowem istnieje homomorfizm grupy Z,
w grupe kota 7. To wlasnie Fourier wyprostowal czas i wprowadzit czas liniowy po-
trzebny do opisu struny drgajacej. Powtorzmy: Fourier to nie koto, lecz prosta. Poczy-
najac od Archimedesa, funkcje okresowe majg za dziedzing koto. Koto bowiem jest
pojeciem naturalnym, a linia prosta matematycznym abstraktem.

Problem istnienia bytow matematycznych nie jest prosty. Grupa ilorazowa
T/{1,— 1} naturalnie istnieje pod wzglgdem algebraicznym, jej byt topologiczny —
kazdy punkt ma otoczenie homeomorficzne z odcinkiem, jest watpliwy, wrecz niemoz-
liwy. Jest to bowiem jednowymiarowy odpowiednik butelki Kleina. W matematyce
przyjmuje sie, ze zarowno rozmaito$¢ Kleina, jak i jednowymiarowa przestrzen rzutowa
sg bytami istniejgcymi w naturze. Nie ma przeciez nauki o tym, co nie istnieje. Ete-
ryczne wily dadzg si¢ bowiem sprowadzi¢ do naturalnych powszechnie w przyrodzie
wirdw. Wir jest albo dazeniem do stanu réwnowagi uktadu, albo burzeniem istniejace;j
rownowagi. Wiry to liczby zespolone. Oznacza to, ze liczby te istniejg w naturze — mie-
rzg wiry. Czym jest liczba 1 + 1000'%*? Czy ta liczba istnieje? Co o niej wiemy? Jaki
jest jej rozktad na czynniki pierwsze? Liczby tak duze oczywiscie nie maja modeli
w $wiecie fizycznym. Praktycznie tego typu liczbami nikt si¢ nie zajmuje. Oczywiscie
aksjomaty peano implikuja nieskonczong mnogos¢ obiektow zwanych liczbami natu-
ralnymi. Z punktu widzenia nauki i techniki zajmowanie si¢ liczbami typu tysiac do po-
tegi tysige silnia nie ma zadnego znaczenia i sensu. Takich liczb po prostu nie ma. Pro-
blemem dla metafizykdéw pozostaje zadanie: jak dtuga bedzie tasma papieru, na ktdrej
zapiszemy t¢ liczbe, przeznaczajac na kazda cyfr¢ 1 cm. Ciag (a,), gdzie a, =1 + 107,
symbolizuje nieograniczony wzrost wyktadniczy; mozna go nazwac liczba nieskoncze-
nie wielkg —nieskonczonoscig. Dalekim wyrazem tego ciggu jest wypisana wyzej liczba
naturalna. Mozna wigc utozsami¢ ja z nieskonczonoscia. Ciag (b,), gdzie b, =2 sym-
bolizuje wyktadniczy spadek; jest to wielkos¢ nieskonczenie mata. Takie wielkosci
mozna utozsamia¢ z fluksjami, chociaz fluksja jest funkcjonatem liniowym rozpatry-
wanym w otoczeniu zera. Butelka Kleina — jednostronny torus — istnieje tylko w mysli.
Stan ontyczny witow jest wigc podobny do stanu egzystencjalnego flaszki Kleina
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i Sfinksa. Wily mozna jednak malowaé, Sfinksy nawet rzezbi¢, a z butelkg Kleina tego
zrobi¢ si¢ nie da — mozna tylko o niej pomysle¢. Nie wszystko jednakowoz istnieje,
co daje si¢ pomysle¢. Niewyksztalcone metafizycznie bakterie nie wiedza, ze do zawe-
kowanych stoikéw jest tatwy dostep — wystarczy wej$¢ do czwartego wymiaru, a tam
zobaczymy, ze zamknigte w stoiku konfitury sa dostgpne. W czterowymiarowej prze-
strzeni odkrycie pana Wecka traci swg moc. Magdeburskie kule, pompa proézniowa
et cetera — wszystkie te odkrycia powstaly z niewiedzy wynalazcow o istnieniu czwar-
tego wymiaru. Czym jest odlegto$¢ mierzona pig¢tnastoma miliardami lat Swietlnych?
Jest to promien kuli obejmujacej kosmos. Nasza wyobraznia i potrzeby poznawcze jak
na razie nie si¢gaja tak daleko; promien kosmosu réwna si¢ wiec w przyblizeniu 141 ty-
siecy trylionéw kilometréw. Jesli jednak promien kosmosu odniesiemy do wspomnia-
nej wyzej nieznanej liczby, 1 + 1000 to promien ten jest oczywiscie zerem. Nauka
szuka praw nauki i doskonatosci w budowie swiata. Hipoteza staje si¢ prawem nauki
dopiero po wielokrotnej empirycznej weryfikacji.

Funkcje okresowe to prawa natury; kota i elipsy istnieja w przyrodzie. Czy funkcje
okresowe maja jakikolwiek zwigzek z ekonometrig? Dwie trzecie ekonometrii dotyczy
budowy modeli liniowych, a jedna trzecia zajmuje si¢ badaniem okresowosci. Oczywi-
scie w modelach liniowych czesto wystepujg takze funkcje okresowe. Recenzent B,
jak pisze, ma w tej sprawie inne poglady. Liczby zespolone to katy i obroty, a wigc
funkcje okresowe sg immanentnie — naturalnie — zwigzane z dziedzing zespolonag.

Przestrzen wymiaru 4 wystepuje w ekonomii; jest nig rodzina koszykow czteroto-
warowych. Tworza ja wektory (xo, x1, X2, X3), gdzie x; oznacza procent wydatkow na
produkt mierzony i-ta jednostka bedacy strukturg wydatkow rodziny. Jezeli towary sa
mocno zagregowane, takie jak: wydatki na mieszkanie xo, na Zzywno$¢ x1, na odziez x»,
na samochod x3, to uktad (20%, 40%, 10%, 30%) oznacza realne wydatki ankietowane;j
rodziny na te cztery rodzaje agregatow. Jesli dopuscimy piaty towar — wydatki na kul-
turg, wtedy wektor (30%, 30%, 10%, 20%, 10%), czyli rozktad (3/10, 3/10, 1/10, 2/10,
1/10), jest pewnym szacunkiem struktury wydatkéw w rodzinie. Naturalnie rozktad ten
zalezy od zarobkow; im wyzsze zarobki, tym waga zakupow przesuwa si¢ w prawo,
czyli rosng wydatki na dobra rzedu wyzszego — edukacjeg, kulture, rozrywke, bezpie-
czenstwo. Przestrzenie wielowymiarowe sg wigc uzyteczne w nauce; nie jest to zatem
narzedzie do manipulowania w metafizycznych spekulacjach. Duze agregaty maja
pewna warto$¢ informacyjna, jednak ich warto$¢ poznawcza jest niewielka; dysagrega-
cja, czyli rozdrobnienie, poczagtkowo ma warto$¢ poznawczg, by w koncu zamienic si¢
w bezuzyteczny chaos. Istnieje — jak zawsze ztoty Srodek.

Funkcje okresowe mozna wiec definiowac na trzy sposoby. Zalezy to od struktury
dziedziny. Jezeli w dziedzinie jest relacja rownowaznosci, to funkcja jest okresowa,
gdy klasy atrakcji tej relacji sg zawarte w warstwicach. Wspomniano juz o tym wyze;j.
Jezeli dana jest grupa przeksztatcen dziedziny, to funkcja jest okresowa wzgledem tej
grupy, gdy jest funkcja automorficzng wzgledem niej, czyli gdy superpozycje tej funkcji
z funkcjami transformujacymi dziedzing nie zmieniajg jej. Po trzecie wreszcie, byta tez
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juz o tym mowa, funkcja jest okresowa, gdy dziedzing jest grupa, a okresowo$¢ odnosi
si¢ do jej podgrupy. Podgrupa generuje relacje rownowaznosci.

Nauka dotyczy zawsze spraw $wiata naszego. Terminy naukowe majg swoje odpo-
wiedniki w jezyku codziennym. Funkcje okresowe, zwane takze funkcjami kotowymi,
cyklicznymi, opisujg zjawiska powtarzalne. Ich dziedzing jest tarcza odpowiedniego ze-
gara, czyli koto. Non scholae, sed vitae discimus. Wiedza ulatwia zycie, przyczynia si¢
do zwigkszania wydajnos$ci mézgu i ragk. Nauka czysta — wiedza o niczym — jest meta-
fizyka: bajka o rusatkach, cyklopie i ztotym runie.
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Suplement

Recenzja artykutu nadestanego do Wariacji Metafizycznych [MW]
Antoni Smoluk, Wykresem cosinusa jest elipsa,
4 strony formatu A4

1. Artykut ma budowe jednocze$ciowa — podziat kompozycyjny wyznaczaja po-
szczegolne akapity. W pierwszym akapicie artykutu Autor przedstawia gtdwna idee:
»funkcje okresowe potrzeba definiowac¢ inaczej niz dotychczas — krocej i jasniej”. Bez-
posrednio potem wprowadza definicje bedacg kluczowym elementem pracy: ,,Funkcja
okreslona na kole, czyli funkcja, ktorej dziedzing jest grupa kota, T= {e,t € R }, na-
zywa si¢ funkcja okresows”, wyjasniajgc zaraz, ze chodzi o grupe multiplikatywng izo-
morficzng z addytywng grupg ilorazowa R / 27 wyznaczong przez relacje rOwnowaz-
nosci x = y mod 27. Podkresla takze, ze ,,Jak wykresem funkcji f : X — ¥ jest pod-
zbior produktu X X Y, tak wykres funkcji okresowej lezy na cylindrze T x R, Iub ogdl-
niej T x Y. Akapit drugi, wydzielony w formie uwagi, rozpoczyna si¢ od wymienio-
nego w tytule pracy stwierdzenia, ze ,,Wykresem funkcji cosinus {(eit, cos t) : t 2 R}
jest elipsa X22 +Y2 = 1”. W dalszej czesci Autor przedstawia rozumowanie uzasadnia-
jace poprawno$¢ cytowanego stwierdzenia. Akapit trzeci, najkrotszy, to informacja,
ze wykresem analogicznie rozumianej funkcji sinus jest rowniez (odpowiednia) elipsa.
W akapicie czwartym Autor analizuje jeszcze dwa naturalne przyktady wykresow funk-
cji okresowych (ciagtych, ale nier6zniczkowalnych) okreslonych na okregu. Kolejny —
najobszerniejszy — akapit Autor rozpoczyna zdaniem ,,wierz¢, ze wzmianka o wykresie
funkcji sinus i definicji funkcji okresowej w ogolnosci bedzie uzyteczna dla nauczy-
cieli (...)”. Na poparcie tego pogladu przytacza szereg argumentéw o charakterze teo-
riopoznawczym, filozoficznym i spotecznym (obyczajowym). Opisuje takze reakcje
matematykow, z ktorymi wczesniej prowadzit dyskusje o przedstawionych wyzej ide-
ach. Akapit pigty informuje o genezie pomystu Autora: ,,Elipsa jako wykres cosinusa
pojawita si¢ we $nie”. Artykut konczy fraszka autorstwa profesora Bolestawa Kopcin-
skiego napisana, wedle stow Autora, ,,z powodu cosinusowe;j batalii”.

2. Odnoszac si¢ do zawartosci pierwszych czterech akapitow recenzowanego arty-
kutu, warto przytoczy¢ na poczatek jego fragment: ,,A przeciez jest to stara idea — koto
jako dziedzina funkcji okresowej — dobrze znana specjalistom od analizy Fouriera.

Tytulem przyktadu podam dwa cytaty. Najpierw z trudnej popularnej ksiazki
Kalejdoskop matematyczny Hugona Steinhausa: «Gdy nawiniemy papier na §wiecg, po-
tem przetniemy $wiece ukosnie ostrym nozem i rozwiniemy papier, otrzymamy sinuso-
ide» (H. Steinhaus (1954), s. 234). Cytat drugi jest z rownie pigknie napisanej ksigzki —
tym razem specjalistycznej; jest nim pierwsze zdanie wstepu Jean-Pierre’a Kahane’a do
jego dzieta o szeregach Fouriera zbieznych absolutnie (J.-P. Kahane (1970)). «Ksigzka
traktuje o funkcjach klasy 4, czyli o funkcjach ciaglych na okregu o absolutnie zbiez-
nym szeregu Fouriera»”.
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Na poparcie stow Autora warto przywolaé jeszcze jedna, klasyczng juz pozycje
Steina i Shakarchiego: Fourier analysis. An introduction (E.M. Stein, R. Shakarchi
(2003)) — ani popularna, ani specjalistyczna, bo skierowana do poczatkujacych adeptow
analizy harmonicznej. W paragrafie Functions on the circle tejze ksigzki znajdujemy
klarowne i zgrabne dydaktycznie wyjasnienie zwigzkow migdzy klasa okresowych
funkcji okreslonych na prostej i klasg funkcji okreslonych na okregu; wywod konczy
zdanie: ,,In conclusion, functions on R that 2 — periodic, and functions on an interval of
length 2 that take the same value at its end-points, are two equivalent descriptions
of the same mathematical objects, namely, functions on the circle”.

Reasumujac, nalezy stwierdzi¢, ze idea postrzegania funkcji okresowej (okreslonej
na prostej, nie zapominajmy o tym) jako tozsamej z funkcja na okregu jest powszechnie
znana 1 byta prezentowana w literaturze w uj¢ciu zarowno fachowym, jak i popularno-
naukowym. Warto doda¢ w tym miejscu, ze Autor recenzowanego artykutu oczywiscie
nie jest pierwszym, ktory zainspirowany przyktadem z Kalejdoskopu Steinhausa glgbiej
rozwaza zwigzki funkcji trygonometrycznych z elipsa wykres§long na pobocznicy walca.
By nie siggac¢ daleko wstecz, przywotajmy powszechnie dost¢pny popularyzatorski ar-
tykut Apostola i Mnatsakaniana (T.M. Apostol, M.A. Mnatsakanian (2007)), por. tez
(T.M. Apostol, M.A. Mnatsakanian (2012)), ktéry zaczyna si¢ stowami: ,,In his delight-
ful book Mathematical Snapshots, Steinhaus (...) describes the simple, engaging con-
struction (...). Wrap a piece of paper around a cylindrical candle, and cut it obliquely
with a knife. The cross section is an ellipse, which becomes a sinusoidal curve when
unwrapped”’; doktadng analiz¢ wspomnianych zwigzkow znajdziemy w paragrafie 2,
zatytutowanym ,,Unwrapping an ellipse from a circular cylinder”.

3. Kolejne akapity omawianego artykulu nie mogg by¢ przedmiotem recenzji. Sta-
nowia one bowiem zbior osobistych pogladéw Autora i nie maja charakteru naukowego
czy nawet popularnonaukowego. Pogladow z zasady nie recenzuje si¢. Mozna zgodzi¢
si¢ z nimi lub ewentualnie polemizowac z Autorem. Tego jednak piszacy te stowa nie
mogt uczynic, gdyz nie taka wyznaczono mu role.

4. W tym miejscu mogltem zakonczy¢ cze$¢ krytyczng recenzji i przejs¢ do podsu-
mowania. Miatem jednak poczucie, ze nie tego ode mnie oczekiwano. Wystawiajac
cierpliwo$¢ Redakcji na probe, postanowitem wykorzysta¢ sprzyjajace okoliczno$ci
i podda¢ gléwna ide¢ pracy szerszym konsultacjom z tymi, do ktérych potencjalnie
zdaje si¢ by¢ adresowana.

Nie chodzi przy tym o to — podkreslmy, ze Autor definiuje funkcje okresowe jako
funkcje okreslone na okregu. Jak juz napisano wyzej, rzecz jest powszechnie znana i ak-
ceptowana. Chodzi o sugesti¢, ze definicja ta powinna byc¢ ta ,,generyczng”, od ktdrej
nalezy rozpoczyna¢ poznawanie funkcji okresowych. Autor pisze bowiem: ,,Mozna to
uwaza¢ — mowigc gornolotnie — za namiastke nowego paradygmatu w teorii funkcji
okresowych. Odrzu¢émy wygodna rutyne, a bedzie lepiej, naturalniej, prosciej”, a wezes-
niej stwierdza: ,,Wierzg, ze wzmianka o wykresie funkcji sinus i definicji funkcji
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okresowej w ogdlnosci bedzie uzyteczna dla nauczycieli (...)”. Wlasnie te dwa ostatnie
stwierdzenia postanowilem poddac szerszej konsultacji.

Szczegolny zbieg okolicznosci sprawil, ze omawiany artykut otrzymatem do recen-
zji w trakcie semestru, w ktorym prowadzitem m.in. dwa przedmioty w bardzo silny
sposOb zwigzane z teorig funkcji okresowych. Pierwszy przedmiot przeznaczony byt
dla mtodych studentow matematyki specjalizujacych si¢ w jej zastosowaniach. Drugi
przedmiot byt uzupetiajgcym przedmiotem ,,0g6Inouczelnianym”, na ktory zapisali si¢
studenci z 16 kierunkow studiow (w wigkszosci tzw. humanistycznych). Ponadto w ra-
mach serii tzw. ,,zaj¢¢ otwartych” prowadzilem wyklady oraz warsztaty dla uczniow
i nauczycieli szkot srednich, gimnazjalnych, a nawet podstawowych — zajgcia te, oma-
wiajace rolg matematyki w akustyce, muzyce i inzynierii dzwigku, w istotny sposob
oparte byty na pojeciu funkcji okresowej, stanowily wiec doskonate okazje, by przedys-
kutowac¢ uzyteczno$¢ 1 przyswajalnosc¢ ,,fourierowskiej” definicji funkcji okresowej na
wszystkich szczeblach szkolnictwa. Niezaleznie od tego, z jakim gremium prowadzone
byty dyskusje, wnioski byly podobne — pozwolg sobie przytoczy¢ tutaj dwa najczesciej
wypowiadane.

Po pierwsze, ,.klasyczna” definicja funkcji okresowej nie wymaga od odbiorcy nie-
mal Zzadnego przygotowania matematycznego; badanie (nawet Sciste) funkcji okreso-
wych w konwencjonalnym ujgciu mozna rozpocza¢ nawet w szkole podstawowej, ma-
jac do dyspozycji cztery podstawowe dziatania matematyczne. Natomiast aby postuzy¢
si¢ definicja ,,fourierowska”, trzeba posiada¢ umiejetnos$¢ precyzyjnego matematycz-
nego opisywania okregu i pozycjonowania na nim argumentoéw funkcji. Po drugie, de-
finicja ,,fourierowska” w proponowanej postaci dyskryminuje funkcje dyskretne, okre-
slone na zbiorze liczb calkowitych, z natury bliskie niedo$wiadczonemu odbiorcy.
No bo jak, dla przyktadu, przy uzyciu ,,fourierowskiej” definicji w prosty sposdb spraw-
dzi¢, ze funkcja przyporzadkowujaca liczbie calkowitej reszte z dzielenia przez 4 jest
okresowa? ,,Klasyczne” ujecie nie stwarza tu zadnych problemow. Moi rozmowcy, bez
wzgledu na wiek 1 do§wiadczenie matematyczne, doskonale wyczuwali intuicje lezace
u podstaw definicji ,,fourierowskiej” — przeciez to, co periodyczne, odbywa sig¢
,,w kotko” — ale pozostawali na stanowisku, ze podczas pierwszych rachunkowych zma-
gan z periodycznoscia dobrze jest dziedzing ,,wyprostowac”, by zjawiska trwaty jednak
,,0d-do i ponownie”.

5. Pora na konkluzje. Do jakiej grupy czytelnikdéw moglby by¢ skierowany recen-
zowany artykul? Ogdlnie wyksztatcony zawodowy matematyk nie znajdzie w nim zad-
nych faktéw i pomystow, z ktérymi nie zetknat sie¢ wezesdniej, czy to w czasie studiow,
czy tez, gdyby pamie¢ zawiodta, w trakcie (nawet sporadycznego) przegladania czaso-
pism popularyzatorskich — cho¢by cytowanego Monthly. Czytelnik niewyksztatlcony
matematycznie bgdzie z pewnos$cig skonfundowany faktem, ze prostote forsowanej tu
definicji uzasadnia sie, rozwazajac ,,grupe multiplikatywna izomorficzng z addytywna
grupa ilorazowa R/2z wyznaczong przez relacje rownowaznosci x = y mod 2 7
1 ze oczywisty 1 naturalny fakt, ze wykresem cosinusa jest elipsa ,,widac (...) nieomal
bezposrednio”; niecomal, bo wczesniej trzeba wiedzie¢, jak napisa¢ roOwnanie (para-
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metryczne) okregu, walca i plaszczyzny. Konfuzja poglebi si¢ jeszcze po przeczytaniu
dwoch ostatnich stron artykutu, bo zamiast rozwazan merytorycznych, dowodzacych
(chocby tylko na gruncie dydaktyki matematyki) stuszno$ci propagowanych idei, czy-
telnik znajdzie rodzaj eseju przedstawiajgcego poglady i przekonania Autora. Jesli juz
o pogladach mowa: moze w artykule skierowanym do czytelnikow [Wariacji Metafi-
zycznych] lepiej byloby jako ,,pomnik cosinusa” wybra¢ kopenhaskie Tvcho Brahe Pla-
netarium zamiast wroctawskiego Sky Tower? — ale to oczywiscie tez tylko poglad.

Niech wolno mi bedzie przypomnie¢, positkujac si¢ wydanym przez PWN Popu-
larnym stownikiem jezyka polskiego (wybor stownika jest nieprzypadkowy), dwa wy-
brane znaczenia waznego tutaj stowa: fowarzystwo — 1. osoba lub wiele 0séb przeby-
wajacych z kims, spedzajacych razem czas; 2. organizacja, zgrupowanie ludzi majacych
wspolne cele.

Uwazam, ze zagadnienia poruszone w recenzowanym artykule moga stanowic
(i z pewnoscig wielokrotnie juz stanowity) znakomity temat przewodni rozméw i dys-
kusji prowadzonych w towarzystwie matematykow i mito$nikow matematyki — biorac
pod uwage niekwestionowang erudycje¢ i swadg Autora, beda to zawsze inspirujace kon-
wersacje. Nie widze jednak wystarczajgcych powodow, by artykut ten upubliczniaé
w periodyku [ Towarzystwa Metafizycznego).

T.M. Apostol, M.A. Mnatsakanian (2007). Unwrapping Curves from Cylinders and Cones. Amer. Math.
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Topolog w teniséwkach,
artysta Bronistaw Knaster
(1893-1980)

Rys. 1. Bronistaw Knaster — profesor
Leopoldinum

Antoni Smoluk

Bronistaw Knaster urodzit si¢ 22 maja 1893
roku w Warszawie jako syn Ludwika — lekarza;
ojciec zmart po wojnie we Wroctawiu i jest po-
chowany na cmentarzu $w. Wawrzynca przy
ul. Odona Bujwida we Wroctawiu. Na tym sa-
mym cmentarzu po latach spocznie i jego syn.
Bronistaw Knaster przed pierwsza wojng $wia-
towa, od 1911 do 1914 roku, studiowat w Paryzu
medycyng. Znat dobrze jezyki rosyjski i francu-
ski. Byl przeciez warszawiakiem, a Warszawa to
glowne miasto Priwislanskawo Kraja. Dla wigk-
szosci Rosjan Polska i dzisiaj jest nadwislanska
prowincja: Kurica nie ptica — Polsza nie zagra-
nica. Pochodzil z bogatej rodziny mieszczan-
skiej. W 1915 roku rozpoczat studia matema-
tyczne na Uniwersytecie Warszawskim powota-
nym przez Niemcow, ktorzy zajeli Warszawe.
Wojne odrodzonej Polski z Rosja bolszewicka
w 1920 roku traktowat powaznie. Bylo to Smier-

telne zagrozenie dla mlodego organizmu panstwowego. Nie byl typem bon vivanta
z warszawskich kawiarni, lecz patriota — mundurowym lekarzem frontowym. W 1923
roku doktoryzowat si¢ na polskim juz Uniwersytecie Warszawskim u Stefana Mazurkie-
wicza. Jego praca doktorska byla w glownym nurcie badan warszawskiej szkoty mate-
matycznej utworzonej przez Wactawa Sierpinskiego, Kazimierza Kuratowskiego, Zyg-
munta Janiszewskiego — rowniez polskiego Zzotnierza.

Przestrzen polska zawdzigcza swoja nazwe pracom ogloszonym przez matematy-
koéw warszawskich w poczatku XX wieku. Jest to osrodkowa zupetna przestrzen
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metryczna. Tego typu przestrzenie topologiczne sg wazne z przyczyn praktycznych.
Rzeczywisto$¢ fizyczna jest wlasnie takiej natury. Osrodek to podzbidr przeliczalny —
tak jak liczby wymierne. Ten przeliczalny osrodek w przestrzeni polskiej jest zbiorem
gestym. Zupetnos¢ przestrzeni znaczy, ze nie ma w niej dziur. Kazdy punkt przestrzeni
polskiej mozna dowolnie blisko podejs¢, wychodzac z ggsto potozonego przeliczalnego
osrodka. Wtasnie taka jest przyroda i taka jest natura naszej wiedzy. Si non e vero,
e bene trovato. Aproksymacja jest podstawg do§wiadczenia — poznajemy, przyblizajac
obiekty mniej nieznane tymi lepiej poznanymi. Pierwiastek z dwoch jest ciggiem zbiez-
nym utamkow.

Pierwsza zong Knastera byla aktorka Maria Morska — prawdziwa stella maris —
muza skamandrytow. Skamander to grupa poetow, literatow, ludzi sztuki i nauki po-
wstata w Warszawie przez wspdlny interes wybitnych poetow: Jana Lechonia, Anto-
niego Stonimskiego, Juliana Tuwima, Kazimierza Wierzejskiego i Jarostawa Iwaszkie-
wicza. Laczyta ich pigkna poezja Staffa i poematy Homera, a ponadto jako grupa mieli
wigksza sile przebicia w powojennej polskiej rzeczywistosci. Grupa rozpadla si¢, gdy
jej cztonkowie osiggneli swoj cel — zajeli decydujaca pozycje w polskim PEN Clubie.
Julian Tuwim za stowa rznij karabinem w bruk ulicy, bo twoja jest krew, a ich jest nafta
byt pociggniety do odpowiedzialnosci sagdowej. Oskarzono go o sianie defetyzmu. Jest
to zew buntu jak Lermontowa Bielejet parus adinokij. Az trudno uwierzy¢, ze piesn
liryczng: A moze bysmy tak najmilsza wpadli na dzien do Tomaszowa, napisat ten sam
cztowiek. Cztonkowie Skamandra réznili si¢ istotnie w pogladach politycznych. W po-
ezji Skamandrytéw bylo pigkno formalne, ale tez zarzewie buntu. Po 1945 roku, gdy
partia walczyla z poezja formalng, Tuwim pochylony nad kwiatem rézy wzdychat:
Rozo, rozo — formalistko. Poezja to glownie pigkno 1 wzniosta mysl, a nie werble wzy-
wajace do boju. Skamandryci spotykali si¢ w kawiarni Ziemianskiej przy ulicy Mazo-
wieckiej w Warszawie, blisko uniwersytetu i kredytowego towarzystwa ziemskiego —
stad pewnie nazwa kawiarni. Pigterko w Ziemianskiej przeznaczone bylto dla wielkich
skamandrytow. Kabaretem Skamandra zostata piwnica pod Pikadorem w niedalekim
hotelu Europejskim. Pod pikadorem Morska recytowata skamandryckie produkcje.
Bronistaw Knaster czut si¢ wspotczionkiem tej grupy. Poglady skamandrytow byly mu
bliskie i swojskie (I. Krzywicka (2013)).

Ojciec Stonimskiego, wesoly lekarz, nazwat traktat konczacy wojne 1905 roku Ro-
sji z Japonia pokojem z japonskim obiciem. Wezwany razu pewnego przez przyjaciot
do chorej stuzacej zastat ja w tozku. Widzi, ze dziewczyna jest zdrowa jak rzepa. — Pani
Jjest zdrowa. — Tak doktorze, ale oni mnie nie ptacq. — Dobry pomyst. Oni mnie takze nie
placq, niech sig pani posunie. Jest tu picknie zdefiniowany strajk polski —udawana cho-
roba; jest jeszcze przestrzen polska, procesja polska i stynna Plica polonica — powod do
dumy narodowe;j. Procesj¢ polska — gesiego z zapalonymi gromnicami — rozpropagowat
Dolabella. Antoni odziedziczyt po swym ojcu zdolnosci i blyskawiczna riposte. Knaster
uchodzi za autora krotkiej kalamburycznej nowelki. Czy to pasztet zajeczy ten wie,
co zje. Jesli zajeczy, to nie zajeczy, a gdy nie zajeczy, to zajeczy. Przypuszczalnie wiersz
Staffa o deszczu jesiennym bijacym w szyby jeczace i drzace natchngt Knastera.
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O szyby deszcz dzwoni, deszcz dzwoni jesienny
1 pluszcze jednaki, miarowy, niezmienny,
Dzdzu krople padajq i kg w me okno...
Jek szklany... ptacz szklany... a szyby w mgle mokng
1 swiatta szarego blask sqczy sie senny ...
O szyby deszcz dzwoni, deszcz dzwoni jesienny...

Jest to najprawdziwsza mtodopolska sztuka dla sztuki. Skamander to Troja i Homer.
Polskim Skamandrem jest Wista, Wawel jest Troja, a Homerem Wernyhora. Stanistaw
Wyspianski to drugi nasz wieszcz.

Noc w miescie gleboka. Skamander polyska,
Wislang swietlgc sie falg.

Skamander to wspolnota interesow, aczkolwiek nieobca byta skamandrytom
idea sztuki dla sztuki. Knaster uczuciowo silnie zwigzany z tg poetycka grupa byt
matematykiem typowo skamandryckim: uprawial matematyke dla samej matema-
tyki, czyli ¢wiczyl polot mys$li. Bon mot Knastera koresponduje z przypisywang
Tuwimowi reklama. Maca tanio, bo w podwdrzu. Knaster kochat Skamander i ska-
mandrytéw. Knaster nie byt poetg, lecz matematykiem, a matematyk to przeciez
wigcej niz poeta. Jeden z uczniow Dawida Hilberta porzucit matematyke i zajat si¢
poezja. Zdarzenie to Hilbert skomentowat krotko — Widocznie miat za matg wyob-
raznie. Na wielu grobach widzimy czgsto wyryte stowa: profesor matematyki lub
matematyk. Matematycy szczyca si¢ swoim powotaniem. Wielu opozycjonistow
przeciw rzadom tyranskim to ludzie b¢dacy matematykami. Droga od matematyki
do prawdy i sprawiedliwosci jest krotka.

Co wieczor wyruszatem, do popularnej woéwczas Ziemianskiej, w poblizu placu
Wareckiego... Kawiarnia byla naturalnym $rodowiskiem artystéw — miejscem wy-
miany pogladow.... Tak po latach w Paryzu wspominal Witold Gombrowicz dawna
Warszawe. Na polpietrze Ziemianskiej, swoistym warszawskim Olimpie, mieli swoje
stoliki skamandryci. Byt to polski parnas, a jego cztonkowie intelektualng magnateria.
Ziemianska byta og6lnie dostepnym salonem Warszawy, w ktorym nalezato bywac, je-
$li tylko miato si¢ aspiracje artystyczne, naukowe lub literackie. Ogolnie znani goscie
Ziemianskiej to oprocz skamandrytow generat Wieniawa, czyli Bolestaw Diugoszow-
ski, 1 Franz Fischer — warszawski Falstaff; tlem tej elity literackiej, artystycznej i na-
ukowej byli snobi z catej Polski — nasze swojskie high society. W Ziemianskiej Adolf
Nowaczynski zauwazyl, ze Polska poezja pachnie cebulg. Ta wypowiedz zbulwerso-
watla Stonimskiego. Przyganiat kociot garnkowi. Podobnie jak z poezja jest i z matema-
tyka. Hrabia Jan Mycielski uwazat, ze wybitni polscy matematycy to albo arystokraci,
albo Zydzi. Matematyka polska pachnie wiec réwniez cebula, ale i lawenda. Myélat
pewnie o sobie i o innym hrabim — Jerzym Losiu. Sam Mycielski wyktadat teori¢ kon-
sekwencji w ujeciu Alfreda Tarskiego. Pojeciami pierwotnymi jest tutaj rodzina
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zdan S okreslonej teorii i funkcja konsekwencji C, ktora zbiorowi zdan przypisuje
wszystkie konsekwencje, czyli zbior zdan, ktoére mozna z niego wydedukowac. Teoria
konsekwencji oparta jest na pigciu bardzo prostych aksjomatach, ktore dla wygody czy-
telnika przypomne. Po pierwsze, funkcja konsekwencji jest rosngca: wigkszy zbidr —
wigcej konsekwencji. Po drugie, z pustego zbioru zdan nic nie wynika. Po trzecie, zbior
zdan jest podzbiorem swoich konsekwencji. Po czwarte, funkcja konsekwencji jest
idempotentna — zloZzona sama z sobg nie zmienia si¢. Po pigte wreszcie, konsekwencja

zbioru zawierajgcego dwa zdania sprzeczne jest rodzina wszystkich zdan S. W Ziemian-
skiej Nowaczynski wzniost toast. Nie bytoby Polski, gdyby nie Mickiewicz, nie byloby
Mickiewicza, gdyby nie Pan Tadeusz, nie byloby Pana Tadeusza, gdyby nie Jankiel.
Zdrowie Juliana Tuwima! Tuwim wyzwany odpowiedziat ironicznie. Nie bytoby Mic-
kiewicza, gdyby nie Pan Tadeusz, nie byloby Pana Tadeusza gdyby nie Jankiel, nie by-
toby Jankiela, gdyby nie cymbaty. Zdrowie Adolfa Neuwerta. Ziemianska to arystokra-
cja. Kabaret skamandrytow miat siedzib¢ w kawiarni Pod Pikadorem w piwnicy Hotelu
Europejskiego. Pikador miat drazni¢ i niepokoi¢ kottunow. Rzad sowiecki dla podnie-
sienia swego prestizu zaprosit do odwiedzenia pierwszego panstwa robotniczego afry-
kanskiego kacyka. Ten po zapoznaniu si¢ z ideologia bolszewicka, gdy udato mu si¢
szczesliwie wroci¢ do swego plemienia, miat powiedzie¢: ja glupia krol nie wiedzied,
ze bolszewicy robi¢ krolom kai kai. Anegdota ta przypuszczalnie wywotywata burze
$miechu Pod Pikadorem. Kto ja wymyslit — Stonimski czy zona Knastera pani Morska?
Knasterowie mieszkali w Warszawie przy ulicy Zurawiej. We Wroctawiu jest ulica Zu-
rawia i niedaleko niej Orla. Knaster zamieszkat na parterze willi przy ulicy Orfowskiego
daleko od Zurawiej i Orlej. Wréémy jeszcze na ulice Zurawiag w Warszawie, gdzie
u Knasterow byta Anna z Lilpopdéw — Zona Jarostawa Iwaszkiewicza. Oczarowana Zong
Knastera — Anng z Frenkieléw — zwana Niuta — wspomina: jego, Knastera, sposob mo-
wienia o niej to bezgraniczna czutos¢, chwilami jakby ojcowska — pokorne uwielbienie,
adoracja, jakq otacza sig¢ tylko bostwo. Niuta miata pickne niebieskie oczy —
Anromunsie enasku — niezabudki. Ukonczyta angielska szkote $rednia dla pensjonarek.
Inteligentna, pigkna i dobrze wyksztatcona — osoba nieprzecigtna w pelnym tego stowa
znaczeniu. Stynne felietony Stonimskiego publikowane w ,,Wiadomosciach Literac-
kich” powstawaty pod jej przemoznym wptywem. Brak felietonu oznaczatl zepsuty te-
lefon Niuty. W czasach towarzysza Wiestawa Gomutki ukazata si¢ ksigzka o Skaman-
drze. Student majacy pewne klopoty z egzaminem u Knastera wziat pod pache, niby
przypadkowo, ksiazke o skamandrytach i siadajac przed biurkiem Knastera u niego
w domu, potozyl ja niedbale obok. Dzieto nie uszto uwagi egzaminatora; sprawdzanie
wiadomosci z topologii ograniczyto si¢ do rozmowy o Skamandrze. Wynik egzaminu
byt pozytywny — naduzycie stabosci profesora. Knaster druga wojne §wiatowa spedzit
we Lwowie. W czasach sowieckich byt profesorem ukrainskiego uniwersytetu, a pod-
czas niemieckiej niewoli byt zatrudniony na hanbigcym stanowisku w instytucie Weigla
(Instytut Badan nad Tyfusem Plamistym i Wirusami). Mieszkat wraz z zong i jej przy-
jacielem przez caty okres pobytu w jednym pokoju. Tworzyli oryginalny trojkat row-
noramienny, ktérego podstawg byta Maria Morska. Zwierzenia Morskiej z tego okresu

97



Antoni Smoluk

staly si¢ po wojnie kanwg powiesci Ireny Krzywickiej, z domu Goldberg, pt. Zamuro-
wany swiat. Morska zmarta po zakonczeniu wojny w 1945 roku w Lodzi. Wojenny
lwowski trojkat rozpadt sig.

ot

VL B
Bl !f k.
A% L
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W okresie migdzywojennym Knaster prowadzit w Warszawie seminarium z topolo-
gii. Znani ludzie nauki i sztuki czgsto puszczaja w obieg anegdoty o sobie. Dobra aneg-
dota podnosi prestiz i przyczynia si¢ do popularyzacji osoby: rodzaj kryptoautoreklamy.
Z anegdot o sobie styng warszawski tenor Wiestaw Ochman i wroctawski matematyk
Hugo Steinhaus. Przyjaciel Ochmana, kowal, miat prosi¢ go o przywiezienie mu ze swo-
ich artystycznych podrozy — latal przeciez po calym $wiecie — porzadnego kowadla,
bo w Polsce nie moze go kupi¢. Steinhaus propagowat dwie anegdoty. Prezesem Polskiej
akademii nauk byt cztowiek zastuzony nie tyle dla nauki, ile dla przewodniej sity narodu
— partii. Zdarzylo sie¢, ze Steinhaus nie mogt by¢ obecny na jednym z plenarnych posie-
dzen akademii. Prezes prosit go o usprawiedliwienie absencji. Ja moge tatwo usprawie-
dliwi¢ nieobecnosé, lecz czym pan uzasadni swojg tu obecnos¢ — tak wtasnie mial odpo-
wiedzie¢ Steinhaus. Druga anegdota jest w podobnym duchu. Do Wroctawia w listopa-
dowy pdzny wieczor przyjechata delegacja uczonych z Kraju Rad. Z rektoratu telefonuja,
aby pojechat na dworzec ich przywitaé. Jestem co prawda przy zdrowych zmystach,
ale ciato mam watle i czuje si¢ niezdrow. Gdyby byto odwrotnie, pojechatbym niezwtocz-
nie. Tak naturalnie nie mogt odpowiedzie¢ prezesowi ani urzednikowi z rektoratu, albo-
wiem byly to czasy, gdy nawet Steinhaus nie mogt sobie pozwoli¢ na Zartowanie z wia-
dzy. Anegdoty jednakowoz sg celne i podkreslaja, ze Steinhaus, cho¢ lojalny, trzymat
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dystans do samozwanczych partyjnych rzadéow. O Banachu tego nie mozna powiedziec.
Knaster przypuszczalnie nie wymyslal anegdot o sobie. W 1924 roku, $wiezo po dokto-
racie, mial na kongresie matematycznym w Amsterdamie zaplanowany referat rewolu-
cjonizujgcy matematyke. Koledzy mieszkajacy z nim w hotelu zamkneli go w pokoju
w tym czasie, gdy w programie byt jego referat. Do przewrotu w matematyce nie doszto.
Via Krakow, od 1945 roku jest profesorem matematyki na jedynej wtedy uczelni wro-
ctawskiej bedacej potaczeniem uniwersytetu i politechniki. Knaster nie byt profesorem
tytularnym. Stanowisko profesora dano mu na Iwowskim (ukrainskim) uniwersytecie
1z tego stanowiska zrobit tytut naukowy. We Wroctawiu, w poczatkowym okresie, byt
kierownikiem jednej z czterech katedr matematycznych. Byt rowniez jednym z zatozy-
cieli wroctawskiego czasopisma ,,Colloquium Mathematicum”. Mazurkiewicz, promo-
tor Knastera, sugerujgc wezwanie Knastera ze Lwowa do Polski po wojnie podat dwa
argumenty: jest specjalista od wydawnictw naukowych i rowniez radzi sobie dobrze
7 propagacja czasopism i ksigzek. Nie ma w tym pi$mie wzmianki o jego walorach nau-
kowych. Istotnie Knaster byt wspaniatym redaktorem dziet matematycznych i estetg —
dbat o wyglad zewnetrzny ksigzki: literacki jezyk, gleboka tre$¢ 1 pigkna szata. Greckie
pickno bije z oktadek serii Monografie matematyczne. Uniwersytet Wroctawski to kon-
tynuacja jezuickiego Leopoldinum. Zaréwno budynek akademii, jak i stowarzyszony
z nig kos$ciot to peretki architektury barokowe;j, stawiacej w rzezbie i malarstwie zakon
Ignacego Loyoli oraz Cesarstwo Austriackie.

Byl topologiem i nauczycielem z powotania. Wyktadat geometri¢ analityczng i to-
pologie. Wyklad geometrii analitycznej oparty na maszynopisie Marcelego Starka byt
zly, bo podrecznik Starka jest nieudang ksiazka — nieudane potaczenie Scistej dedukcji
z intuicjg. Wyktady z topologii — wzorowane na znanej ksigzce Kazimierza Kuratow-
skiego — byly lepsze pod kazdym wzgledem od rozwazan geometrycznych. Jesli mate-
matyka jest organizmem, to mozgiem jego jest logika, sercem komutatywna potgrupa
stow z alfabetem liczb pierwszych, czyli teoria liczb naturalnych, plucami — algebra
liniowa, Zotagdkiem — aksjomaty i dane empiryczne, watrobg — funkcje analityczne, ner-
kami za$ — analiza matematyczna i funkcjonalna. Kos¢cem i tkanka catosci jest teoria
mnogosci, topologia, porzadki i wypuktos$¢. Topologia jest we wszystkich dziatach ma-
tematyki, bo topologia wnosi do dyskretnych zbiorow ciggtosc¢. Jeden zbior, jeden dys-
kretny szkielet jest fundamentem wielkiej rodziny przestrzeni topologicznych. Zbidr
jest jeden, natomiast topologii nieskonczenie wiele, gdy zbior jest nieskonczony. Badat
kontinua, czyli przestrzenie topologiczne spdjne, bedace podzbiorami domknigtymi
1 ograniczonymi przestrzeni euklidesowej trojwymiarowej, niezawierajace podzbioru
roéwnowaznego z kotem — cze$cig plaszczyzny ograniczong przez okrag.

Knaster w 1922 roku podat konstrukcje kontinuum dziedzicznie nierozktadalnego:
przestrzeni topologicznej niebgdacej suma dwdch swoich podprzestrzeni rownowaz-
nych, czyli homomorficznych, z cala przestrzenig. Prostym przyktadem kontinuum
dziedzicznie nierozkladalnego jest okrag. Okrag jest suma dwoch odcinkow, ale odci-
nek nie jest rownowazny okregowi. Kontinuum dziedzicznie rozktadalne to odcinek.
Kazdy odcinek jest sumg nie tylko dwoch, ale dowolnej liczby odcinkow. Odcinek jest
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dziedzicznie rozktadalny na dwie podprzestrzenie, trzy podprzestrzenie, cztery pod-
przestrzenie i tak dalej. Stynny dywan Sierpinskiego jest kontinuum dziedzicznie roz-
ktadalnym na osiem czeSci, ale rowniez na pigtnascie czesci, na dwadzie$cia cztery cze-
sci 1 tak dalej. Krzywa Knastera, zwana takze pseudotukiem, oraz twierdzenie o nie-
przeliczalnej rodzinie przedziatéw otwartych to jego dwa glowne wyniki. Przedziaty
otwarte to odcinki prostej bez koncow, natomiast nieprzeliczalna rodzina to mnogosc,
ktorej liczba kardynalna to alef 1. Rodzina przedzialow otwartych roztgcznych jest albo
skonczona, albo jest mnogoscia, ktorej liczba kardynalng jest alef 0. Alef zero to naj-
mniejsza nieskonczono$¢, natomiast alef jeden, ale trzeba w to wierzyc¢, jest druga z ko-
lei nieskonczonoscig. Innych nieskonczonos$ci nie ma, a nawet i podane tutaj dwie tez
sg watpliwe. Jesli uwierzymy w ich istnienie, to twierdzenie Knastera dowodzi si¢ pro-
sto. Kazdy punkt prostej albo nie jest pokryty przez zaden przedziat rodziny, albo jest
pokryty przez skonczong liczbe przedziatow, albo jest pokryty przez nieskonczong ro-
dzin¢ przedziatow. Jesli ta nieskonczona rodzina pokrywajaca ktory$ punkt jest typu
alef 1, to twierdzenie jest juz udowodnione. A gdy jest skonczona lub typu alef 0, to wyj-
$ciowa rodzina nie jest nieprzeliczalna — alef 0 razy alef 0 rowna si¢ alef 0.

Na siedemdziesigte urodziny, w 1963 roku, Knaster dostal nagrodg panstwowsg —
najwazniejsze polskie finansowe wyroznienie. Nadano mu w 1955 roku Krzyz Oficer-
ski Orderu Odrodzenia Polski; miat przyznane takze inne odznaczenia. Nie byl jedna-
kowoz ulubiencem wiadzy komunistycznej jak inny skamandryta — Jarostaw. Jego
druga zona byta gospodyni prowadzaca mu dom; Knaster nie miat wlasnych dzieci,
tylko pasierbice. Karykature Knastera rysowat Jesmianowicz; karykatura Je§mianowi-
cza nobilituje — Knaster nalezy do elity polskich matematykow trzeciej ¢wierci dwu-
dziestego wieku. Trzy najpickniejsze audytoria Instytutu Matematyki Uniwersytetu
Wroctawskiego nosza imiona Wtadystawa Slebodzinskiego, Hugona Steinhausa i Bro-
nistawa Knastera. Na uroczyste otwarcie instytutu zaproszono Knastera i Steinhausa.
W najwigkszym audytorium, nawiasem méwiac wtedy z bledem architektonicznym,
bo Zle zgrane linie wywotywaty rozchwianie blednika — zawroty gtowy i mdtosci, Stein-
haus i1 Knaster znaczaco spojrzeli na siebie: ten z nas nada swe imig tej sali, ktory pierw-
szy opusci ten $wiat. Wspomniany btad architektoniczny p6zniej usunigto, zdejmujac
boazeri¢. Knaster i Steinhaus majg we Wroctawiu swoje ulice. Okoto roku 2016 we
Wroctawiu przy ulicy Witkiewicza 11 otwarto restauracj¢ pod nazwa Steinhaus; godlem
jej zostala stynna karykatura Steinhausa mistrzowsko nakreslona przez Leona Jesmia-
nowicza. Specjalnoscia restauracji byta kuchnia zydowska, Iwowska i ulubiona potrawa
Steinhausa — gicz cieleca. Restauracja krotko byta czynna, bo po roku ja zamknieto
i wystawiono lokal na sprzedaz. Byli kolegami i przyjaciétmi, jednak w tym zwigzku
Steinhaus miat glos decydujacy. Jesli Knaster twierdzit, ze kazdy ma prawo do swego
nazwiska, to Steinhaus wypowiedz t¢ uzupehial: tylko w pierwszym przypadku. To on
wybral dla siebie pietro willi, by moc deptac po gtowie Knastera. Knaster miat zdolnosci
manualne — byl typem zlotej raczki. Prowadzil rowniez ksiege buchalteryjng catego
domu. Steinhaus takimi pracami pogardzal. Jerzy Lo§ ze wszystkich matematykow
wroctawskich po 1945 roku najwyzej cenit wlasnie Bronistawa Knastera. Uwazat go za
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wybitnego matematyka tworzgcego swojg szkote topologiczng. Rok 2019 ogloszono
rokiem polskiej matematyki. Oby stat si¢ rokiem odrodzenia. Francesco Albertini
w swoim znanym przewodniku po Rzymie pisze: Roma quanta fuit ipsa ruina docet.
Cytat ten dotyczy — mutatis mutandis — matematyki polskiej. Jaka byta w Krakowie,
Lwowie, Warszawie 1 Wilnie, §wiadczg resztki obecne w Toruniu, Poznaniu, Warsza-
wie, Krakowie i we Wroclawiu.

10 sierpnia 2016 roku poprositem doktora Mieczystawa K. o podanie pigciu najwy-
bitniejszych wroctawskich matematykéw po roku 1945. Bez zastanowienia wymienit
cztery nazwiska: Witadystaw Slebodzinski, Kazimierz Urbanik, Czestaw Nardzewski,
Hugo Steinhaus, w tej wlasnie kolejnosci; po chwili namystu dodat do tej czworki
Edwarda Marczewskiego. Slebodzinski byt promotorem jego rozprawy doktorskie;j.
Przypuszczalnie fakt ten, obok wktadu Slebodzinskiego w teorie form rozniczkowych,
wptynat na kolejno$¢ nazwisk. Z wymienionej pigtki popiersie we wroctawskim ratuszu
ma tylko Steinhaus. Przy ulicy Wtodkowica pod numerem 11 jest restauracja Steinhaus,
ktorej godtem jest pigkna karykatura tego matematyka zrobiona przez Leona JeSmiano-
wicza. Serwuja tam dania kuchni zydowskiej i lwowskiej. Typy profesora Bolestawa K.
z 19 sierpnia 2016 roku w materii wroctawskich geniuszy matematycznych to: Mar-
czewski, Nardzewski, Steinhaus, Slebodzinski, i réwniez — po chwili zastanowienia —
Urbanik na koficu. Porzadek ustala wagi: pierwsze miejsce — pig¢ punktow, a za kazde
nastepne o jeden punkt mniej od poprzedniego. Jak wida¢, w obu odpowiedziach na
ankiete zbior osob jest ten sam, lecz inna kolejnos$¢, inna preferencja — relacja zwrotna
i przechodnia. Wygenerowana laczna preferencja na pierwszym miejscu stawia Nar-
dzewskiego i Slebodzifiskiego, ktérzy maja po siedem punktéw, w $rodku jest Mar-
czewski z szeScioma punktami, a zamykaja listg Steinhaus i Urbanik, ktdérzy maja po
pie¢ punktow. Ta piatka wydaje si¢ dobrze wybrana, bo dzieli si¢ w sposob naturalny
na trzy podzbiory. Nie jest to jednak jednorodny zesp6t uczonych zwigzanych i zjedno-
czonych wspo6lng ides, jak to byto w szkole Iwowskiej. Wybor szesciu najwazniejszych
wroctawskich matematykow jest zadaniem trudniejszym. W podrgcznej szybkiej pa-
migci mamy tylko kilka nazwisk — trzy Iub cztery. Powyzsze preferencje nauczycieli
akademickich uzupehia, ozywia i rozszerza lista nauczyciela szkoly sredniej — magister
Lucyny N. Kolejno proponuje ona: Steinhausa, Urbanika, Marczewskiego, Nardzew-
skiego i1 Bronistawa Knastera. 24 sierpnia 2016 roku ankietowano réwniez profesora
Ryszarda J. Proponuje on Rylla, Steinhausa, Marczewskiego, Knastera i Urbanika
uznac¢ za tych najwazniejszych. Napisat on u Nardzewskiego pickng prace magisterska,
na poziomie rozprawy doktorskiej, poswieconej aksjomatycznej definicji zbioru wypu-
klego. Réznica wieku — okoto dziesie¢ lat — skutkuje nieznajomoscia Slebodzinskiego;
studenci uniwersytetu nie styszeli o tym profesorze Politechniki. Cztery ankiety daja
faczng preferencj¢ obejmujaca zbidr szescioelementowy. Pierwsze miejsce zajmujg
Nardzewski i Steinhaus — po czternascie punktow, nastepnie Marczewski — dwanascie
punktéw, Urbanik — dziesie¢, Slebodzinski — siedem i Knaster — trzy punkty. Pierwsza
piatka jest widoczna, ale czy to ta wlasciwa? Kto jest szosty? Czy Knaster, a moze Sta-
nistaw Hartmann lub Witold Wolibner? Zbiorowa preferencja odzwierciedla, mowiac
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dzisiejszym jezykiem handlowym, marketing wlasnej osoby. O publicity najbardziej
dbali Nardzewski i Steinhaus; czynili to bardzo dyskretnie, ale skutecznie, jak widac.
Steinhaus byl niewatpliwie szpakami karmiony. Najmniej o wplywy troszczyli si¢ Kna-
ster i Slebodzinski. Wszystkich wymienionych tu matematykéw karykaturowat Leon
JesSmianowicz. Szczegdlnie pigkna jest karykatura Edwarda Marczewskiego, w ktorego
oczach zawsze btyszczaty dwie iskierki. Marczewski wsrod matematykow byt arbitrem
elegancji, salonowych manier i najlepszej kindersztuby. JeSmianowicz karykaturowat
tylko wybitnych, wigc jego karykatura uszlachetnia. W Instytucie Matematycznym Uni-
wersytetu trzy sale amfiteatralne noszg kolejno nazwiska: Marczewskiego, Steinhausa
i Slebodzinskiego. Steinhaus, Marczewski, Slebodzinski i Knaster maja we Wroctawiu
swoje ulice.

Moja wielka pigtka matematycznego Wroclawia to: Urbanik — pierwszy, pdzniej
Steinhaus, dalej Knaster, po nim Slebodzinski i na koncu Marczewski. Porzadek gene-
rowany przez te ankiety to nastgpujaca kolejnos¢ wyrdznionej szostki: pierwszy Stein-
haus z 18 punktami, drugi Urbanik z 15 punktami, trzeci Nardzewski ma 14 punktow,
czwarty Marczewski 13, piaty jest Slebodzinski z 9 punktami i liste zamyka Knaster
majacy tylko 6 punktow. Ponad przecigtng, 25/2 punkta, zebrali: Steinhaus, Urbanik,
Nardzewski 1 Marczewski; wydaje si¢, ze jest to dobry, adekwatny wybor. W 2017 roku
Uniwersytet Wroctawski wypuscil w jezyku angielskim afisz pt.: Matematycy Uniwer-
sytetu Wroctawskiego w latach 1945-2017. Ten afisz to macierz 3x3 zdje¢ legitymacyj-
nych z krotkimi notkami pod nimi. Sa to kolejno wedtug wierszy: Wiadystaw Swiebo-
dzinski, Hugo Steinhaus, Bronistaw Knaster, Witold Wolibner, Edward Marczewski,
Stanistaw Hartmann, Czestaw Ryl-Nardzewski, Kazimierz Urbanik i Andrzej Hula-
nicki. Kolejno$¢ ta jest wyznaczona datg urodzenia, od najstarszego do najmtodszego.
Najdtuzsza notka jest pod zdjeciem Steinhausa, $rednig dlugoscia wyrdzniono Hart-
manna, Nardzewskiego i Hulanickiego. Podpisy te w jaki$ sposob daja wage poszcze-
g6lnym osobom. Mozna stad nawet wnioskowac, z jakiego kregu wywodzit si¢ autor
tego afisza.

27 maja 2016 roku w piatek w Instytucie Informatyki Uniwersytetu Wroctawskiego
odbytla si¢ sesja naukowa poswigcona pamigci Czestawa Rylla Nardzewskiego z okazji
90. rocznicy urodzin i upamigtnienia jego Smierci w 2015 roku. Pogrzeb na Cmentarzu
Grabiszynskim we Wroctawiu zgromadzit 196 zatobnikow, jak dwukrotnie skrupulat-
nie przeliczyl obecny rachunkowy pedant. W sesji naukowej uczestniczyto okoto sto
0sob. Wygloszono cztery referaty. Dwa pierwsze mialy charakter probabilistyczny,
trzeci byt swego rodzaju tancem pokazujagcym, jak doskonali si¢ wyniki, a ostatni —
czwarty — dotyczyt kategoryczno$ci teorii naukowych. Pierwszy referent Nardzew-
skiego nazywat poufale Stawkiem i zachwycat si¢ 6semka, ktora pojawita si¢ w twier-
dzeniu. Osemka miata dla referenta religijny charakter; zapomniano, ze podzbiorow
w zbiorze trdjelementowym jest osiem, zapomniano o o$miu ewangelicznych blogosta-
wienstwach, a powotano si¢ na buddyjskie i chinskie powigzania. Referat drugi byt kon-
trapunktem do wystgpienia pierwszego. Pierwszy profesor wszystko wiedziat, lecz
mato méwil, bo uwazal ze stuchacze nie pojma glebi jego mysli. Drugi za$ przeciwnie,
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skromnie uwazat, ze mato wie i jego wiedza jest raczej ptytka, a stuchacze doskonale
znajg przedmiot, wigc takze si¢ streszczat. W trzecim referacie raczej przetanczonym
niz méwionym pojawilo si¢ pojecie twierdzenia w formie skonczonej, idealne;j, perfek-
cyjnej; prawo nauki jest wlasnie takim twierdzeniem. To prawo nauki nie byto wyraznie
widoczne; mozna go chyba stresci¢ w fredrowskiej zasadzie: z kijka grubego da sig
wystrugac kijek cienki. Jesli funkcja gruba jest ciagla, to istnieje funkcja cienka — row-
niez ciagla — zawarta w tej grubej. Kojarzy sig¢ to z patyczakiem Pinokio, wyrzezbionym
przez Carlo Collodiego. Rzezbienie to odrzucanie czgsci zbednych. W dziataniach na
zbiorach sprowadza si¢ to do ich iloczynu. Tak wigc ultrafiltry wigza si¢ 1 z rzezbami,
i z selektorami. Czwarty referat dotyczyt kategorycznosci, czyli pytania, kiedy teoria
ma jeden tylko model. Jesli $wiat jest dostatecznie liczny, powiedzmy — liczy przedmio-
tow alef z indeksem 47, to kazda teoria w tym $wiecie jest kategoryczna — takiego uni-
wersum zwyczajnie nie ma. Stuchaczowi tych referatow, niby-matematycznych, a wigc
naukowych, przychodzita uparcie do glowy ksigzka Karola Marksa Nedza filozofii —
Misere de la philosophie. Ale matematyka to twierdzenie Talesa, twierdzenie Pitagorasa
i metoda wyczerpywania Archimedesa, a wigc cos tak waznego i1 picknego, ze te czarme
mys$li Marksa rozwiewato dzieto Boethiusa Consolatio philosophiae. Mysli, czarne
i zle, jasne 1 dobre, zmienialy si¢ jak w kalejdoskopie. Czterej wybitni specjalisci budo-
wali pomnik Nardzewskiemu, przy okazji tworzac postumenty pod wlasne monumenty
wokol pomnika swego nauczyciela. Po kawie serwowanej w Instytucie Matematycz-
nym Uniwersytetu w audytorium imienia Steinhausa odbyla si¢ sesja wspomnieniowa
zorganizowana przez Polskie Towarzystwo Matematyczne. Tutaj polerowano i wosko-
wano wystawiony poprzednio pomnik Nardzewskiego. Naturalnie méwcy popisywali
si¢ zazyla znajomoscig ze Stawkiem. Demonstrowano fotografie, z ktorych najlepsza
przedstawiata Stawka na tle kory starego debu. Obrazki te, pomijajac pickny dab, po-
kazywaly naturalnie matematykow ze srodowiska wroctawskiego. Znaczenie osoby jest
pochodng rzedu, ktory zajmuje na zdjgciu. Pierwszy szereg zarezerwowany byt dla
Steinhausa, Marczewskiego i Hartmanna. Na zadnym z tych zdj¢¢ naturalnie autora nie
bylo, wiec nie odwazyt si¢ zabra¢ glosu w sprawie tyczacej sie Swietlanej pamieci
Stawka. Po raz pierwszy to nazwisko ustyszatem okoto roku 1957 na studiach matema-
tycznych w Uniwersytecie Wroctawskim. Czestaw Ryll Nardzewski, zwany kréotko
przez studentéw Ryllem, uchodzit za genialnego mlodego uczonego rozwigzujacego
problemy matematyczne tak jak Aleksander Wielki wezet gordyjski. Dla czwartego
roku studiéw zaproponowano wyktad Rylla — chyba z teorii miary — na ktory naturalnie
si¢ zapisatem. Kurs ten jednak po dwoch lub trzech zajeciach przejat kto$ inny, z nie-
znanych dla studentéw powodow. Z tych kilku zaje¢ nie pamietam wiele; byty to zajecia
zwyczajne, niebudzace jakichs specjalnych emocji. Kilka razy widzialem Rylla w kinie
Warszawa w towarzystwie, pewnie, zony. Rozmawialem z nim przez telefon w sprawie
pobytu profesora Wtodzimierza Odynca we Wroctawiu, ktéry wyglosit referat w Pol-
skim Towarzystwie Matematycznym. Wyktad ten picknie wigzal zasade dualnosci pro-
gramowania liniowego z analizg Fouriera. Na odczycie tym miatem przyjemnos¢ sie-
dzie¢ tuz za plecami Nardzewskiego. Miat wtosy falowane, jakie czgsto widzi si¢ wsrod
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ludzi uzdolnionych artystycznie — poetdw, muzykow, uczonych. Ostatnie zdarzenie od-
noszace si¢ do Rylla znam z relacji swego mtodszego kolegi, dzi§ znanego specjalisty
od rachunkowosci. Byto to w czasach przejSciowych trudno$ci w zaopatrzeniu za towa-
rzysza Gierka. Kolejka, wigc moj kolega staje i dopiero wérod uczestnikow ogonka do-
wiaduje sig, co tu dajg. Ot6z daja —jak na dOwczesne warunki picknie wydanag, luksusowa
niemal — jednotomowa Encyklopedi¢ powszechng Panstwowego Wydawnictwa Nauko-
wego. Ksigzka kosztowata okoto trzystu ztotych, a tych pieniedzy mdj kolejkowicz nie
mial przy sobie. Poprosit nieznanego sobie s3siada o pozyczke, a ten bez skruputow dat
mu pieniadze, naturalnie po wymianie adreséw. Gdy kilka godzin p6zniej zwracat dlug
wierzycielowi, ten o§wiadczyt: — Niepotrzebnie si¢ pan fatygowal, ja na zwrot tych pie-
niedzy wcale nie liczytem. Niezwyklym wierzycielem byt profesor zwyczajny Czestaw
Ryll Nardzewski (A. Smoluk (2016)). Tekst powyzszy, pisany trzy lata temu, okazat si¢
proroczy. W 2019 roku na grobie Nardzewskiego pojawita si¢ nowa granitowa stella
z wyrytym twierdzeniem o istnieniu cigglego i1 gladkiego selektora. Mutlifunkcja to
5 prostokatow o bokach roznej dtugosci, rownolegtych i prostopadtych do osi uktadow
wspotrzednych, przylegajacych do siebie kawatkami dtuzszych bokow. Powstat z nich
obszar spojny, pionowo wypukly. Selektor taczy punkt lezacy na lewym, dluzszym
boku pierwszego prostokata z punktem lezgcym na prawy dluzszym boku ostatniego
prostokata; jest to linia koloru czerwonego, wyrdzniajaca si¢ na jasnym granicie. Zbior
wartosci multifunkcji probowano zacieniowa¢. Naturalnie selektor jest granicag maksy-
malnego filtra multifunkcji. Jak na razie jest to chyba jedyne twierdzenie na plycie gro-
bowej. Analiza Fouriera laczy si¢ w sposob naturalny z teorig multifunkcji poprzez efekt
Gibbsa i zbieznos¢ wykresow funkcji w metryce Hausdorffa. Metryka Hausdorffa jest
okreslona w przestrzeni podzbioréw zwartych ptaszczyzny — tylko ten przypadek begdzie
nas interesowac. Odlegtos¢ Hausdorffa dwoch zbioréw zwartych plaszczyzny to wigk-
szy z odstepodw jednego zbioru od drugiego.

Hipoteza. Jezeli funkcja f'jest calkowalna z kwadratem na odcinku oraz sumy czg-
sciowe jej szeregu Fouriera sg ciggiem zbieznym w metryce Hausdorfa do multifunk-
cji M, to istnieje ciagly selektor multifunkcji M wtedy i tylko wtedy, gdy funkcja
jest ciagla funkcja okresowa.

Efekt Gibbsa pokazuje, jak natura radzi sobie z nieciggloscig; funkcja zamienia si¢
w multifunkcj¢ i to z nadmiarem okolo 9% i niedomiarem tak samo 9% w punktach
nieciaglosci funkcji. W ten sposdb rozwigzuje si¢ problem znany pod grozna nazwa
horror vacui.

Profesor — znawca prawa finansowego — Lestaw Adam byt Iwowskim kolegg Stein-
hausa. Odwiedzat go réwniez po wojnie we Wroctawiu. Steinhaus zajmowat gorna po-
fowe willi na Biskupinie; na parterze byto krolestwo Knastera. W salonie u Knastera
dywan byt podwinigty, stala duza szkolna tablica. Na podtodze lezata gruba warstwa
miatu powstalego w wyniku wycierania na sucho tablicy. Pod §ciana, osypang biatym
pytem, wida¢ byto porzucona niedbale 50-tomowa wielka radziecks encyklopedie. Se-
minaria — zwane knasteriami — trwaty kilka godzin. Jeden z uczestnikow w tym czasie
systematycznie zdrowo drzemal. W przerwie zona Knastera czestowata kanapkami
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1 herbatg. Przynosita piramid¢ kanapek na duzej tacy. Tak podobno byto na seminariach
u Hilberta. Wracajmy jednak na gor¢ do Steinhausa. Tu na dywanie siedzi gospodarz
z Adamem i zabawiajg si¢ puszczaniem bgka. Nasladujg chlopca ze znanego obrazu
Chardina. Matematyk objasnia prawnikowi mechanikg nieba bez dzieta Laplace’a — wy-
starcza mu wirujacy bagk. W tanecznym ruchu frygi wida¢ harmoni¢ sfer niebieskich,
a w jej szumie mozna ustysze¢ muzyke niebianska. Trzeba miec tylko oczy i uszy Stein-
hausa.

Iy

Rys. 3. Knaster w oczach Je§mianowicza

W domu przy ulicy Ortowskiego portretowat Knastera Stanistaw Kukla. Obraz jest
dobry, lecz portret nieudany. Brakuje tego jednego rodzynka, po ktéorym od razu widac,
czyja to postac. Knaster na obrazie jest nierozpoznawalny — Kukla nie byt Jesmianowi-
czem. Portret przedstawia go siedzacego w pizamie przy oknie, za ktorym wida¢ bujna
zielen. Przypuszczalnie byt chory, obraz jest datowany i sygnowany: Kukla, 1960. Kna-
ster mial pianino i byt biegly w grze na tym instrumencie. Poznat Kukle przez swa pa-
sierbicg, ktora byta uczennicg liceum plastycznego przy ulicy Piotra Skargi. W tym li-
ceum nauczycielem byt Kukla — uczyl rysunku i malarstwa, a jego zona Gala w szkole
tej uczyla jezyka francuskiego. Knasterowie i Kuklowie bywali u siebie. Pasierbica
Knastera ukonczyta wyzsza szkole wychowania fizycznego. Po studiach pracowata
jako rehabilitantka. W swej pracy dyplomowej zajmowala si¢ badaniem fizycznego roz-
woju dzieci i mlodziezy; naturalnie postugiwata si¢ pojeciem liczby przyblizonej. Wiel-
kosci przyblizone to przedziaty domknicte liczb rzeczywistych. Przy opracowywaniu
danych pomagatl jej nie ojczym, lecz kolega Knastera — specjalista od zastosowan.
Tenze matematyk ztozyl nieco pozniej swoja notke o sekwencjach — badanie pici w ko-
lejnych urodzeniach. W jego pracy wystapita wielkos¢ przyblizona 0,150. Knaster — re-
daktor biuletynu wydawanego przez Wroctawskie Towarzystwo Naukowe — zakwe-
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stionowat ten zapis: Przeciez wystarczy napisac 0,15. Nazwy te sg oczywiScie roznymi
oznaczeniami jednej liczby doktadnej. Jednakowoz nie byla to liczba doktadna, lecz
wielkos¢ przyblizona oznaczajgca przedziat [1495/10.000, 1505/10.000], natomiast
wielkos¢ 0,54 przyblizona jest przedziatem [145/1000, 155/1000]. Stanistawa Kukle
nazwano malarzem na uboczu; Bronistawa Knastera mozna rowniez uwazaé za mate-
matyka na uboczu. Wystawg obrazéw Kukli w muzeum miejskim anonsowano na afi-
szach: Malarz na uboczu. W albumie tej wystawy jest wspomniany wczesniej portret
Knastera.

Wyktadal, jak juz wspomniano, na Uniwersytecie Wroctawskim geometri¢ anali-
tyczng dla pierwszego roku i topologi¢ ogolng dla roku trzeciego. Zajecia odbywaly sie
na parterze w starym gmachu Politechniki Wroclawskiej. Robit wrazenie cztowieka
skromnego i surowego, o twarzy pocigtej zmarszczkami i tysej glowie. Garnitur na nim
zwisal, a na stopach miat biate tenisdéwki; zimg nosit meszty. Byt mezczyzna stusznego
wzrostu, okoto 183 cm, i odpowiedniej tuszy. Spemial prawo Broca', mowiace,
ze wzrost w centymetrach rowna si¢ sto centymetrow, czyli jeden metr, plus waga w ki-
logramach pomnozona przez centymetr na kilogram. Wyktad byl zawsze z przerwa
15-minutowg. W czasie pauzy spacerowat zwykle z Andrzejem Lelkiem korytarzem
okalajacym dziedziniec budynku. Na ktoérym$ wyktadzie jesienig 1955 roku dat
prztyczka rezimowej propagandzie. — Piszq o tysigcach wybudowanych mieszkan, ale
nie podajq, ile mieszkan wybudowano w tym czasie w Wiedniu. Wypowiedz ta zaniepo-
koita mnie; wiedziatem bowiem, czego si¢ mozna spodziewac po wtadzy ludowej. Przy-
puszczalnie Knaster czut juz nadchodzaca odwilz; ja bylem jeszcze w strefie mrozu.
Fatszowanie informacji — to standardowy zabieg propagandowy. Czlonkiem Zwigzku
Mtodziezy Polskiej niestety nie bytem, chociaz cata moja klasa maturalna byta zetem-
powska. W mojej studenckiej grupie ¢wiczeniowej byto wigcej takich jak ja, ale prze-
wazali oczywiscie zetempowcy. Przyjaciel Andrzej Czylok — chyba najlepszy student
na roku — nie byl na jednym z zebran ZMP. Kolezanka, zetempowski odpowiednik par-
tor-ga grupy studenckiej, wezwala go na dywanik. Kazano mu usprawiedliwi¢ swa nie-
obecnos¢ na tym przeciez bardzo waznym spotkaniu. Takie to byty pigkne i ciekawe
czasy. Stad moéj niepokoj po ustyszeniu stéw profesora.

Knaster miatl swoisty sposob egzaminowania; na egzaminie pisemnym dawat do
rozwigzania pie¢ zadan, a kto je rozwigzat, podchodzit do niego ze swoim wypracowa-
niem. Rzucat okiem na pracg i zadawal tylko jedno pytanie w rodzaju: Jakim prawem
fizycznym rzqdzi hiperbola? Naturalnie myslat o prawie Boyle’a i Mariote’a. Pierw-
szych kilka osob otrzymywato ocene bardzo dobra lub dobra, cze$¢ dalszych wystar-
czajaca, a cala reszta na koncu miata ocene negatywna, niezaleznie od jakos$ci rozwig-
zan. Wowczas studenci z pokorg zgadzali si¢ na ten niewatpliwie swojski rodzaj spraw-
dzania wiadomosci: jesli jeste$ zdolny, dziataj szybko i1 dobrze.

Moim ulubionym przedmiotem byta topologia ogoélna. Z racji tych zainteresowan
w roku akademickim 1958/59 uczestniczytem w seminarium z topologii. Seminarium

! Paul Broca — antropolog francuski.
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to odbywato si¢ w mieszkaniu Knastera przy ulicy Ortowskiego 5. W salonie po lewej
stronie od wejscia stata duza tablica na trojnogu w ksztalcie sztalugi. Dywan, z gatunku
perskich, byl podwiniety, a parkiet pod tablicg kryta gruba warstwa miatu kredowego.
Z uczestnikdw tego seminarium, zwanego popularnie knasterium, pamigtam Jerzego
Mioduszewskiego, Witolda Nitke i Edwarda Piegata; chyba byl takze Roman Duda,
Janusz Jerzy Charatonik i inni — facznie okoto osiem 0sob. Knasterium z przerwg trwato
cztery godziny. Jeden z uczestnikow po kwadransie zasypiat, a budzit si¢, gdy pani Kna-
sterowa wnosita na duzej metalowej tacy piramid¢ kanapek. Taca w Getyndze byta
srebrna; taca Knasterowej takze mogla by¢ srebrna. Pod $ciang salonu obok drzwi wej-
sciowych staty 52, amoze i 53 tomy — z tomami uzupetiajacymi — Wielkiej radzieckiej
encyklopedii. Hasta matematyczne tej encyklopedii, niektore pigknie opracowane, re-
dagowat sam wielki Andriej Kolmogorow. Na ostatnim roku, z przyczyn nieracjonal-
nych, opuscitem seminarium Knastera 1 przeniostem si¢ na seminarium z funkcji anali-
tycznych prowadzone przez doktora Jana Zamorskiego, a firmowane przez profesora
Witolda Wolibnera. Przyczyna mej decyzji byt wspomniany przyjaciel Andrzej Czylok.
Obaj mieli$my by¢ na wspolnym seminarium z topologii. Andrzej, tak wtedy sadzitem,
okazat si¢ nielojalny wobec mnie. Chciatem si¢ wigc z nim rozsta¢. Wydawalo mi sig,
ze moge napisac¢ dobrg prace z kazdej dziedziny. Wybratem wiec funkcje analityczne,
bo w grupie seminaryjnej Jana Zamorskiego byl drugi mdj przyjaciel — Eugeniusz
Szczepankiewicz; na to seminarium zapisali si¢ takze Stanistaw Gacek, Wlodzimierz
Nalepa, Eugeniusz Sacata i Tadeusz Zielinski. Funkcje analityczne niewatpliwie stano-
wig wazny dzial matematyki; sg watroba organizmu, jakim jest matematyka, a topologia
jest tylko jego tkanka taczna. Tak wigc mimowolnie wybratem lepie;.

Co jest trwalym osiagnigciem Knastera? Czy jest nim continuum dziedzicznie nie-
rozktadalne i dowod lematu Spernera? Continuum Knastera jest konstrukcja pickna,
mogaca konkurowac¢ z dywanem Sierpinskiego. Ekstremalna t linig zachwycat si¢ Kol-
mogorow wraz z wybitnym topologiem Pawlem Siergiejewiczem Aleksandrowem.
Z polecenia tych dwoch radzieckich matematykow — staw §wiatowych najwyzszej klasy
— Knaster zostal profesorem ukrainskiego uniwersytetu w Lwowie. Krzywa nierozkla-
dalna to naturalnie rozwazania metafizyczne, ale lemat Spernera to najprawdziwsza na-
uka: twierdzenie o rozktadzie sympleksu na podsympleksy. Czym jest sympleks? Jest
to specjalny zbidr wypukty. W przestrzeni n-wymiarowe;j istnieje n+1 punktow wypu-
kle niezaleznych; oznacza to, ze punkty nie lezg na rozmaitosci liniowej wymiaru o je-
den nizszego niz przestrzen. Wypukta kombinacja punktow jest kombinacja liniowa,
ktérej wspdtczynniki sa nieujemne i sumujg si¢ do jedynki. Sympleks n-wymiarowy
jest zbiorem wszystkich wypuktych kombinacji n+1 punktow wypukle niezaleznych.
Sympleks mozna podzieli¢ na skonczong liczbe mniejszych podsympleksow. Punkty,
ktoére generuja caty sympleks, nazywaja si¢ jego wierzchotkami. Zaktadamy, ze wierz-
chotki podstawowego sympleksu sg ponumerowane od zera do n lub pomalowane r6z-
nymi barwami. Wierzchotki podsymplekséw numerujemy albo kolorujemy zgodnie
z regula wypuktosci. Jezeli dany wierzchotek mniejszego sympleksu jest wypukta kom-
binacja wierzchotkow podstawowego sympleksu, to mozna mu nada¢ dowolny numer
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lub barwg tego wierzchotka podstawowego, przy ktorym jest wspotczynnik rozny od
zera. Po tych uwagach tatwo formutuje si¢ twierdzenie Spernera.

Jezeli sympleks jest rozbity na podsympleksy, ktorych wierzchotki sq numerowane
zgodnie z regutq wypuklosci, to istnieje podsympleks, ktorego wierzchotki majq rozne
numery lub rozne kolory.

Lemat ten dowodzi si¢ indukcyjnie ze wzgledu na liczbe wierzchotkow dodanych.
Jezeli nie ma podziatu, czyli nie dodajemy Zadnego wierzchotka, to lemat jest oczywi-
Scie prawdziwy. Zat6zmy, ze jest prawdziwy dla k£ dodanych punktow. Jezeli dodamy
jeszcze jeden punkt, to lezy on albo we wngtrzu ktdrego$ z podsympleksow, albo na
ktorej$ Scianie. W obu przypadkach lemat jest naturalnie prawdziwy. Szczegdly tatwe
do uzupehienia pomijamy.

Pigtro willi, w ktorej mieszkat Knaster, zajmowal Hugo Steinhaus. Knaster uwazat,
i tego si¢ domagat od innych, ze jego nazwiska nie powinno si¢ odmienia¢ zgodnie
z regulami jezyka polskiego, tylko tak jak nazwisko prezydenta Egiptu Nassera. Miato
wigc by¢ w dopelniaczu Knastera, a nie Knastra. Steinhaus zas mowil, ze knaster to
tanszy gatunek fajkowego tytoniu i jako rzeczownik pospolity odmienia si¢ podobnie
jak inne tego rodzaju stowa: aster, majster et cetera. OczywiScie sg wyjatki, np. bokser.
Najlepszy gatunek tytoniu to prymka, od nazwy niemieckiej gatunku prima sort. Zda-
rzyto sie, ze gospodarz z Kretowiec — wsi koto Zbaraza — kupit najtanszy tyton. W pu-
detku byt jednakowoz najlepszy gatunek z dotaczong karteczka. Jesli mtody kupit, niech
dziekuje, a gdy stary, niech w ...¢ catuje. Wykropkowane stowo jest najwlasciwszym
rymem do Ukrainskiej Powstanczej Armii. Steinhaus kochat i tworzyt wieloznaczne
kalambury; bon mot to jego ulubiony rodzaj poetycki. Dla cigtej wypowiedzi potrafit
poswigci¢ wiele. Cata Polska zna jego wieloznaczng i gleboka definicje ziemi: Ziemia
— kula u nogi. Podobno Tuwim, gdy to ustyszat, klgkat w pokorze przed Steinhausem,
by ztozy¢ mu hotd. W definicji Steinhausa stycha¢ dzwigki buntowniczej piesni rosyj-
skiej Bradjaga: atiec twoj w dalokoj Sibiri dawno uz kandalami griemit. Ziemia to ma-
teria: migdzy duchem i materig posredniczy matematyka — to stowa z ptyty grobowej
Steinhausa. W czasach miedzywojennych, gdy Lwow byt glosny na catym $wiecie z po-
wodu osiggnig¢ matematycznych, zawital tam wybitny matematyk francuski Henry
Lesbegue. Calka Lesbegue’a byta wlasnie posredniczkg pomiedzy Banachem i Stein-
hausem. Steinhaus na Plantach Krakowskich ustyszal podczas spaceru dyspute dwoch
mtodziencow, w ktorej od czasu do czasu pojawiato sie nazwisko matematyka francu-
skiego; rozmawiali o calce Lesbegue’a. Bez ceregieli przylaczyt si¢ do tej rozmowy;
spotkanie to zadecydowato o przysztosci Banacha. Calka Lesbegue’a na poczatku
XX wieku byta trudnym matematycznym novum znanym tylko nielicznym. Banach stat
si¢ filarem najwazniejszej polskiej szkoty naukowej — Lwowskiej Szkoty Analizy Funk-
cjonalnej. Wro¢my jednak do wizyty Lesbegue’a. Steinhaus przedstawit mu dziekana
wydziatu przyrodniczego, do ktérego byly przypisane studia matematyczne. Dzieka-
nem w owym czasie byl profesor Stanistaw Kulczynski, znany biolog, znawca roslin-
nosci torfowej 1 torfowisk. — Oto nasz dziekan, jedyny biolog na swiecie, ktory przeczy-
tat ksiqzke Hausdorffa o teorii zbiorow i na nieszczescie jq zrozumiat. Co ta wypowiedz
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miala oznacza¢? Byt to chyba tylko bon mot i nic wigcej. Kulczynski znat dobrze ma-
tematyke i stosowal ja w swoich badaniach. Uwazat, ze ciagly rozwoj przyrody jest
naturalny i thumaczy si¢ zwyczajnie. Ksiazka za$ Felixa Hausdorffa o gtéwnych kierun-
kach teorii mnogo$ci ma rowniez swoja warto$¢ naukowa i dydaktyczng. Hausdorff jest
jednym z tworcow topologii — specjalnej geometrii — nauki o ciaglosci i spojnosci. Jesz-
cze jeden popis stowny Steinhausa.

Rys. 4. Knaster z czasow Skamandra

Jezeli w pierwszym akcie sztuki na $cianie wisi strzelba, to w ostatniej scenie aktu
trzeciego strzelba ta wypali. Nadeszla chwila, by powrdci¢ do prymki. Wielki Johann
Wolfang von Goethe miat powiedzie¢ o Johannie Sebastianie Bachu: nicht BACH aber
SEE will nennst. Wzorujac si¢ na Goethem — foutes proportions gardées — mozemy
powiedzie¢ o Knasterze: nie KNASTER, lecz PRYMKA winno by¢ jego imig¢.
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Chiopiec z papierosami,
czyli Andrzej Stanistaw Barczak
(1939-2019)

Antoni Smoluk

Memoria bene peracte vitae sempitern est

Profesor Andrzej Barczak urodzit si¢ 4 Iutego 1939
roku w Rudzie Slaskiej. Zmart 21 maja 2019 roku w Ka-
towicach. Jego pogrzeb odbyt si¢ 25 maja tegoz roku.
Msz¢ zalobng odprawiono w parafialnym kosciele
$w. Jozefa Robotnika. Prawie wszyscy zatobnicy, a byto
ich okoto 200, przystgpili do komunii §wigtej. Nie bylo
oficjalnych przemowien, a jedynie ksigdz w kazaniu
wspomniat o dokonaniach zmartego. Urng z prochami
ztozono do grobu matki, w gldwnej alei pobliskiego pa-
rafialnego cmentarza.

Zyjemy wérdd ludzi niezwyktych, wybitnych i prze-
waznie nie odczuwamy tego uprzywilejowania i wyroz-
nienia danego nam kaprysem losu. Odwrotna perspektywa zamienia pigmejow z krajow
dalekich w olbrzymdw, za$ swojskich gigantow skarla. Szuka si¢ prawdy 1 wielkosci het
daleko, a nie widzi si¢ skarbow pod reka; zadziwiajaca krotkowzrocznos¢ — szczegodlnie
w Polsce popularna. Caly swiat zna z Ewangelii smutng skarge Jezusa: nikt nie jest pro-
rokiem we wlasnym kraju. Andrzej byl

Andrzej Barczak pojawit si¢ po raz pierwszy w naszym zyciu wczesng wiosng 1965
roku na seminarium inaugurujagcym stynng dzi$ seri¢ Konferencji Polski Poludniowe;.
Chwila historyczna dla ekonometrykow, matematykow i statystykow uczelni ekono-
micznych z Katowic, Krakowa i Wroctawia. Od tej daty spotykali$my si¢ juz czgsto na
réznych zgromadzeniach; szczegdlnie wazne byly zakopianskie konferencje profesora
Aleksandra Zeliasia. W Zakopanem byl czas na rozmowy tyczace si¢ nauki i sztuki,
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mieszkancow Podhala, a takze wszystkich innych aktualnych spraw. Andrzej uwielbiat
Podhale i zachwycat si¢ goralska kultura, picknym folklorem, niezwyktym poczuciem
godnosci ludzi gor. Nosit na piersiach wytloczong z blachy mosi¢znej goralskg ozdobe
przypominajacg parzenice i szarotki. Widziat Podhale kolorowo jak ksigdz profesor
Jozef Tischner. W swoim czasie Elzbieta Stolarska rozczytywala si¢ w pismach Tisch-
nera i polecala je kolegom. Tischner byl w modzie. Andrzej miat takze — jak ksigdz
Tischner — za przyjaciotke madra gazdzing; mieszkat u niej i dzielit stot z gospodarzami.
Z gazdzing prowadzit dlugie rozmowy, na wszystkie mozliwe tematy. Kuchni¢ goralska
uwazal za jedna ze smaczniejszych. Gorale to ludzie honoru, przepetieni radoscia zy-
cia; przebywaja wsrdd groznej, poteznej, magicznej przyrody. Z kim przystajesz, takim
si¢ stajesz. Surowa natura wyrabia twardy charakter, zmusza do ci¢zkiej pracy i zacho-
wania porzadku. Goérali cechuje umitowanie prawdy i ciekawo$¢; nieobey jest im sza-
cunek dla odmiennych pogladéw i tolerancja. W gory zawsze ciggnat kwiat polskiej
milodziezy — z Antonim Malczewskim i Juliuszem Stowackim na czele. Staszic w go-
rach szukat bogactw naturalnych i mineratéw, Andrzej — wrazen estetycznych, spokoju
i natchnienia. Wincenty Pol byt poeta i geografem, a jego poemat Piesn o ziemi naszej
najpiekniejsza nauka geografii ojczystej.

W gory! W gory mily bracie!
Tam swoboda czeka na cie.
Na szatasy do pasterzy,
Gdzie ze zrodta woda biezy,
GdZzie si¢ serce sercem mierzy...

Pol byt takze tworca metrologii serdecznej. W gorach serce sercem mierzymy.
Czlowieka mozna zmierzy¢ tylko sercem; jak wszedzie, tak 1 w stosunkach miedzyludz-
kich jest to wzorzec pomiaru. Si vis amari — ama (jesli chcesz by¢ kochany, kochaj).
Za przyczyna Zbigniewa Pawtowskiego Andrzej pokochat rowniez Kotling Ktodzka;
byto to miejsce ich wspolnych wedrowek.

Decydujacy wptyw na jego zycie mieli matka, zona i Zbyszek — profesor Zbigniew
Pawtowski, przyjaciel, mistrz i kolega. Andrzej darzyt go ojcowskim szacunkiem; cho-
ciaz byli w znakomitej komitywie, stale o Zbyszku mowil: moj profesor. Pierwszym
autorytetem Andrzeja byla jednak matka. Ze swa rodzicielka przez cate dlugie jej zycie
— zyta 102 lata, zmarta w 2004 roku — miatl kontakt nadzwyczaj serdeczny. Pepowina
duchowa nigdy nie zostata przecigta: kazde dobre drzewo wydaje dobre owoce. Paw-
towski — erudyta i s$wiatowiec — prowadzit dtugie rozmowy ze starszg od siebie o 28 lat
matka Andrzeja. Byta osoba niezwykla — do§wiadczona przez zycie; bogata madroscia
ludzi prostych doskonale uzupetiata szeroka wiedze Pawlowskiego. Moze byty to
zwierzenia z przezytych ci¢zkich czas6w? Andrzej byt troskliwym synem, mgzem i oj-
cem. Miat pickng, madra, dobrze wyksztatcong i skromng Zong; byta jego Muza, Aspa-
zja 1 Egeria. Vivat, crescat, floreat —niech zyje, niech wzrasta, niech kwitnie. Miat z nig
dwoje dzieci — Syna i Corke. Syn jest nauczycielem akademickim, a corka zajmuje
wazng pozycje w nauce francuskiej. Zona Mirostawa ukoficzyta studia mikrobio-
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logiczne na Uniwersytecie Lodzkim w 1978 roku. Po studiach pracowala najpierw
w Katedrze Towaroznawstwa, a po6zniej Marketingu Akademii Ekonomicznej w Kato-
wicach. Tu si¢ doktoryzowata z towaroznawstwa. Cate swe zycie oddata rodzinie: An-
drzejowi, synowi, corce i matce Andrzeja. Ich $lub odbyt si¢ 29 czerwca 1969 roku.
Andrzej zmart 21 maja 2019 roku. Do jubileuszu ztotych godow zabrakto im 39 dni,
13+ 13 + 13, czyli 6 tygodni bez trzech dni. Andrzej pamigtal o zonie i ze swych licz-
nych podrozy przywozit jej zawsze jaki$ prezent — stoiczek utartej rozy albo inny dro-
biazg. Byla znacznie mtodsza od niego i czasem zartobliwie mowil, ze kiedy$ bedzie
go wozila na wozku inwalidzkim; szlachetna prostolinijnoscig i cicha wielkoscia.
Szczesliwe chwile uptywaty im przy wspolnej wieczornej herbacie. Zawotanie ,,chwilo
trwaj!” jest przywoltywaniem nieskonczonosci szczesliwej. Si vis amari — ama! (jesli
chcesz by¢ kochanym — kochaj!).

Podstawg etyki jest estetyka — pigkno fizyczne jest zrodtem pigkna duchowego.

Srodowisko ekonometrykow i statystykow polskich na przetomie lat sze$édziesia-
tych i siedemdziesiatych byto grupa solidarng i spdjng pod wzglgdem zaréwno nauko-
wym, jak i towarzyskim. Bylo w tym gronie kilka osobisto$ci — wybitnych postaci, nie-
przecietnych indywidualnoéci, ludzi renesansu, z wrodzonym talentem, o szerokich ho-
ryzontach i wielkim umysle; realna plejada gwiazd na ekonometrycznym niebie.
Andrzej Barczak byt cztowiekiem trzymajacym sie starej zasady: ne cede malis — nie
folguj zhu, walcz o prawdg i stuszng sprawe. Uczony szuka prawdy, a nie blasku i stawy.
Amicus plato, sed magis amica veritas — Platon jest przyjacielem, lecz wigkszg przyja-
ciolka jest prawda. Ta zasada Arystotelesa byta rowniez reguta Andrzeja. Cechowat sig
prawdomownoscia, rzetelnos$cig w badaniach i pokora. Nikt nie jest prorokiem we wias-
nym kraju, a jednak zdarzajg si¢ wyjatki. Profesor Andrzej Barczak byt zakochany
w swej matlej ojczyznie — polskim zaglebiu weglowym i metalowym. Byt tam po-
wszechnie szanowany, a jego opinie stuzyly dobru regionu.

Dobre obyczaje wyniesione z domu propagowal w srodowisku naukowym. Byt
wielkg indywidualnoscig catej slaskiej spotecznosci i wsrdd polskich ekonometrykow.
Inicjowat i organizowat sympozja i konferencje poswigcone regionowi $laskiemu. Za-
bierat publicznie glos we wszystkich waznych sprawach Slaska; zasiadat w radach nad-
zorczych wiodacych firm i doradzal w swoim czasie wojewodzie; byl rotarianinem —
cztonkiem ekskluzywnej instytucji migdzynarodowej wspierajacej réznorakie zbozne
plany. Pewnie z tego powodu lokalny hierarcha zartobliwie nazywat go masonem. An-
drzej z duma nosit ongi$ odznake klubowg w klapie, a koledzy wokdét bardzo mu tego
zaszczytu §wiatowego zazdros$cili. Swojska odmiang rotarian jest klub Polski Potudnio-
wej — Krakow, Katowice, Wroctaw — organizujacy rotacyjnie swoiste konferencje.

Pisat cotygodniowe felietony w prasie lokalnej, w ktorych poruszat wazne tematy:
upadek uniwersytetow, prace magisterskie z tasmy, uczciwosc i gospodarno$¢. Problem
szkolnictwa wyzszego jest poréwnywalny z katastrofg globalnego ocieplenia i zmian
klimatu. Felietony Andrzeja tematyka pozostajace w centrum aktualnych spraw ukazy-
waly sie pod wspdlnym supertytutem Zabia perspektywa. W jednym z nich pisat o ha-
zardzie moralnym, o wystawianiu dobrej opinii na ryzyko.
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Profesor Barczak piastowat wiele waznych funkcji akademickich. Dtugo pracowat
nad programami studiow ekonomicznych. Szczeg6lnie dbat o matematyke i przedmioty
pokrewne: statystyke, ekonometri¢, badania operacyjne i logik¢. Bez matematyki nie
ma nauki; poziom nauki jest pochodng poziomu matematyki. Matematyka jest przeciez
naukg o $wiecie fizycznym, tyle Zze w abstrakcyjnej — uniwersalnej — formie. Izomor-
fizm jest istotg nauki i dydaktyki. Jednoczy modele w teori¢. Jest wigc matematyka nie-
przypadkowo nazywana krolowa nauk. Czyzby$my zapomnieli o tym? Kontynuowat
studia, zainicjowane w $srodowisku katowickim przez Pawtowskiego, nad makromode-
lami i1 planowaniem gospodarczym. W Katedrze Ekonometrii Wyzszej Szkoty Ekono-
micznej w Katowicach byta podrgczna biblioteka, na ktorej potkach Pawlowski groma-
dzit literature obowigzujaca pracownikow. Wsrod pism i ksigzek znalazly si¢ takze
»Zastosowania Matematyki” oraz ,,Przeglad Statystyczny”. To wlasnie lektura Zasto-
sowan Matematyki data Andrzejowi bardzo dobra znajomos¢ prac Steinhausa.

Stynat z szerokiego wyksztalcenia ogdlnego i francuskiej kultury kulinarne;j: nie-
wyczerpane zrodto pomystow — zywy polihistor. Lubit kofeing i nikotyng. Byt cztowie-
kiem spelionym. Nalezal do grupy pasjonatow zainteresowanych wszystkim; lubit
szczegodlnie muzyke i turystyke gorska. Bywat czesto na koncertach w Slaskiej Filhar-
monii zaliczanej do najlepszych polskich instytucji muzycznych. Arbiter elegancji —
w catym tego stowa znaczeniu. Cenit rzeczy porzadne — z najwyzszej potki — jak kazdy
solidny mezczyzna. Lubit tadne przedmioty oraz markowe zegarki i samochody. Jako
jedyny w $srodowisku ekonometrycznym na lepsze okazje wkladatl smoking 1 lakierki;
nosil wlosy spigte gumka w dtugi ogonek, nigdy ich nie strzygt. W ostatnich latach wro-
cit do natury; swoja mito$¢ do przyrody skupit na ogrodzie dziatkowym. Bujno$¢ upra-
wianych tam kwiatow przynosita mu wielka rados¢.

Znat si¢ na winach; czesto bywal we Wloszech i wysoko cenit wina toskanskie.
Lubit rozmowy o wszystkich markowych trunkach; degustacja jest nauka, a rozmowa
— sztuka. W przefermentowanym soku gronowym jest niewatpliwie co$ niezwyklego.
W mtodosci byt dobrze zapowiadajacym si¢ florecista. Kochat polskie gory i Alpy; do-
skonaty przewodnik po zakopianskiej nekropolii — cmentarzu na Peksowym Brzyzku —
malenkie poletko usiane grobami znakomitosci. Lezatby tu i Karol Szymanowski,
gdyby nie krakowska Skatka. W czasie zakopianskich konferencji Aleksandra Zeliasia
odwiedzal w towarzystwie kawiarnie przy Krupowkach. Lokal ten stynat z wybornych
lodow.

Kolekcjonowatl mate dzwonki: mosi¢zne, spizowe i porcelanowe. Alpejskie krowy
nosza dzwonki na szyjach, a po ich dzwigku identyfikuje si¢ wtasciciela. Rosliny gor-
skie o fioletowych kwiatach w ksztalcie klosza zwane sg dzwonkami. Popularny bul-
garski winiak pity z tych kwietnych kieliszkow smakuje niezwykle w towarzystwie
przyjaciot i kolegdw. Luksus, ktorym lubit si¢ otaczac, byt dzialaniem kompensujacym
trudne zycie podczas wojny i zaraz po wojnie. Pochodzit z rodziny robotniczej. Ojciec
zmarl w 1945 roku, gdy Andrzej liczyt zaledwie lat szes¢. By pomoc matce w utrzyma-
niu domu, juz jako dziecko sprzedawat na targu papierosy. Palit, by zwroci¢ uwage na
jako$¢ towaru. Dziecko zaciggato si¢ dymem nikotynowym dla reklamy w czasie,
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gdy o marketingu nie byto mowy. W szkole dawat lekcje matematyki stabszym kole-
gom. Celem nauki jest pigkno 1 doskonato$¢ — nic wigcej. Optyka Andrzeja byta swoista
jak kazdego myslacego czlowieka — z jego miejsca widaé lepiej, ostrzej. On w swych
felietonach zatrzymywal obrazy, ktorych przecigtny obserwator nie widzi. Karl Mann-
heim, tworca socjologii wiedzy, wprowadzil pojgcie perspektywizmu do teorii po-
znania. Socjologia jest naukg uwarunkowang Srodowiskiem, perspektywa rodzinng
1 szkolng uczonego; poglady grupy, do ktorej si¢ nalezy, determinujg rzeczywistose.
Miejsce urodzenia i wychowanie to archetypy wykute w naszej $wiadomosci; od tych
artefaktow nie mozemy si¢ w zaden sposob uwolni¢. Felietony Andrzeja Barczaka nie-
watpliwie nawigzujg do teorii Mannheima. Perspektywiczne spojrzenie to dobra zasada
badawcza.

Misja uniwersytetu jest doskonato$¢ i perfekcja. Doskonatosci nie ma w dzietach
ludzkich — doskonato$¢ jest niedoscigtym celem.

Byt doktorem honorowym Uniwersytetu Ekonomicznego we Wroctawiu, otrzymat
liczne odznaczenia, wyrdznienia, medale i ordery, byt cztonkiem wielu stowarzyszen
naukowych 1 nie tylko. Nalezy podkresli¢, ze nie byt cztonkiem rzadzacej w Peerelu
partii. Mysla przewodnig drogi zyciowej Andrzeja byla teza, ze celem nauki jest dosko-
nalos¢. Nie prawda, lecz wlasnie doskonatos¢. Jednakowoz nie ma doskonatosci bez
prawdy; to, co doskonate, musi by¢ z koniecznosci prawdziwe. Prawa nauki to abstrakty
odnoszace si¢ do idealnej natury — przyroda jest zawsze zdeformowana. Prawda Ary-
stotelesa trwa tylko chwile, prawda naukowa — wiecznie. W doskonatosci jest prawda;
bez prawdy nie moze by¢ doskonatosci. Doskonatos¢ jest w niedoskonatosci. Poszcze-
goblne elementy przyrody sa skazone niedoskonatoscia, ale calo$¢ szczyci sie doskonata
harmonig i pigknem. Tak jest z lis¢émi drzewa, tak jest z gatunkami zwierzat, tak jest
z kazdym cztowiekiem. W niedoskonatosci jest pigkno i doskonatos¢. Gdyby wszystkie
kamienie byly idealnie kuliste, §wiat bylby draznigcy i monotonny. W réznorodnosci
jest spokdj i pickno. A wigc celem nauki jest perfekcja.

Zrobit wiele dobrego, zarowno jako rotarianin, jak i jako profesor, dla swej matej
ojczyzny i uczelni. Dziatal bezinteresownie. Uwazal, Ze umiar jest cnota. Przy dzieleniu
nalezy pamigtaé o bliznim, nie bra¢ wszystkiego dla siebie. Andrzej zyt i pozwalat zy¢
innym. Si vis amari — ama. Napisat wiele recenzji prac doktorskich, rozpraw habilita-
cyjnych i ksigzek profesorskich. Wybitnie przyczynit sie do rozwoju kadry naukowe;.

Potrafil $mia¢ si¢ z siebie. Na jakims$ $laskim mitingu, a byto to w 2017 roku, gdy
»Zzarta” go juz straszna choroba, prowadzacy spotkanie dziennikarz zapowiedziat jego
wystapienie stowami: teraz zabierze glos znany katowicki tetryk, przepraszam ekono-
metryk, profesor Andrzej Barczak.

Byt zwolennikiem eutanazji — w krytycznych sytuacjach; jesli nie mozesz znie$¢ cier-
pienia, winiene§ mie¢ prawo wyboru. Mowit o luksusowych szwajcarskich o$rodkach,
gdzie przy lampce wina, z widokiem na Alpy, mozna przenies¢ si¢ do lepszego $wiata.
Ten szwajcarski Charon za swa ustuge bierze nie obola, lecz sze$¢ tysiecy frankow.

Zaproszony przez profesora Jozefa Hozera na konferencj¢ mikroekonometryczng
do Swinoujécia wymowit si¢ brakiem czasu. W dniach konferencji trafil jednakowoz
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do Swinoujécia. Spotkat go tam profesor Hozer. Wpadtem, by odwiedzi¢ zong w sanato-
rium, powiedziat. Wpadt jak §liwka w kompot — skwitowal jego usprawiedliwienie Hozer.

W milodosci zostat przyjety przez Tadeusza Kotarbinskiego na dtuzsza rozmowe.
Prezes Polskiej Akademii Nauk dat mu wskazowki, ktorych pozniej trzymat si¢ przez
cale zycie. Nauka jest powotaniem podobnie jak kaptanstwo, a szczero$¢, obiektywnosé¢
i prawda sg jedynymi obowigzujacymi zasadami. Zwolennik brzytwy Ockhama — nie
mnozyt bytow bez potrzeby.

W 2018 roku odbyto si¢ uroczyste odnowienie jego doktoratu. Byt to drugi wazny
jubileusz w jego zyciu. Pierwszy obchodzit w 2014 roku, gdy Katowice, Krakow i Wro-
ctaw $wigtowaty 50-lecie glosnych konferencji Polski Poludniowej. On byt jednym
z czworga zyjacych uczestnikow pierwszej z nich; trzeciego jubileuszu — ztotych godow
matzenskich — juz nie doczekal. Ciato zamiera — idea trwa. Pamig¢ dobrze przepgdzo-
nego zycia jest wieczna.
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Zycie jest droga -
Zbigniew Pawlowski (1930-1951)

Antoni Smoluk

Lux in tenebris lucet

Zbigniew Pawlowski urodzit si¢ w listopadzie 1930
roku we Lwowie, a zmarl na poczatku sierpnia 1981 roku
w Katowicach. Zyt wiec niecate 51 lat. W tym roku,
2017, mija 36 lat od jego $mierci. Na zycie cztowieka na-
uki trzeba patrze¢ z trzech stron. Po pierwsze z punktu
widzenia teleologii. Celem nauki jest poznanie $wiata,
doskonalenie czlowieka i1 perfekcja tworzonych teorii.
Po drugie, z metodologicznego punktu widzenia. Karte-
zjusz w swym dziele Traktat o metodzie wyrdznia trzy
elementy gwarantujace sukces naukowy. Nalezg do nich
dobra szkota i wybitni nauczyciele, podr6z zaokraglajaca
zdobyta wiedzg po wiodacych centrach intelektualnych
Swiata 1 wreszcie praca, praca i praca. Bez myslenia, pi-
sania i ciaglego przerabiania tekstu nie moze powstac
cenne dzieto. Trzeci punkt widzenia na pracg uczonego jest etyczny. Prawda i dobro sg
pojeciami wspodlznaczacymi; jedno konotuje si¢ z drugim. Nie mozna oddzieli¢ dobra
od prawdy ani prawdy od dobra; po rozwodzie prawda zamienia si¢ w fatsz, a dobro
w zio!.

Ojciec Zbigniewa Pawlowskiego, Leopold, byt doswiadczonym bankowcem. Ro-
dzina Pawlowskich, chociaz warszawska, zmieniata miejsce pobytu z powodu fachowej

! Esej powstal w kosciuszkowskim 2017 roku. W roku 2019 mineto 38 lat od $mierci Zbigniewa
Pawtowskiego; 38, to 19+19, czyli 19 lat XX-ego wieku i 19 lat XXI-ego wieku — pigkna, jak zawsze,
symetria. W tym roku, w maju, zmart prof. Andrzej Barczak — pierwszy i najwazniejszy uczen Zbigniewa
Pawlowskiego. Zbigniew Pawlowski jest mistrzem Andrzeja Barczaka; z tego powodu esej o nauczy-
cielu poprzedza esej o jego najlepszym wychowanku. W czasie pisania kilka razy konsultowatem si¢
z prof. Andrzejem Barczakiem; jest on w istocie wspotautorem.
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wiedzy ojca; wysylano go do roznych miast, aby nadzorowaé prace oddziatéw banku
centralnego. Z tego powodu Zbyszek urodzit si¢ we Lwowie, a nauke w szkole elemen-
tarnej rozpoczat w Poznaniu. Druga wojna §wiatowa rzucita calg rodzing az do Algierii;
tutaj mtody Pawlowski uczeszczal do gimnazjum francuskiego. Poznal dobrze jezyk
Corneille’a i przy okazji wloski. Wrdcili w 1945 roku do Warszawy; przydzielono im
mieszkanie na Mokotowie przy ulicy Narbutta. W Warszawie zdal mature i rozpoczat
studia w Szkole Gtownej Planowania i Statystyki zlokalizowanej w poblizu miejsca za-
mieszkania. Studiowat statystyke, specjalizowat si¢ w statystyce matematyczne;j. Studia
ukonczyt w 1954 roku. Napisal prace magisterska u profesora Wiestawa Sadowskiego;
badal w niej popyt na oleje roslinne. Prace podjgt w Katedrze Statystyki kierowane;j
przez Wiestawa Sadowskiego, pozniejszego wieloletniego prezesa Glownego Urzedu
Statystycznego. Odbyt staz naukowy u profesora Hermana Wolda w Upsali. Wold, wy-
bitny statystyk, byt cztonkiem Szwedzkiej Akademii Nauk i komitetu przyznajacego
Nagrodg Banku Szwecji im. Alfreda Nobla w dziedzinie nauk ekonomicznych. Zbyszek
wrocil do Warszawy z gotowa pracg doktorska o testach sekwencyjnych i ich zastoso-
waniach w badaniu jako$ci. Tworcg takiej metody badania jakos$ci wyrobow jest Wold.
Przy okazji przypomng pickne twierdzenie Wolda tyczace si¢ operatorow liniowych
w przestrzeni Hilberta. Jezeli operator liniowy jest automorfizmem, to jego orbity sg
albo translacyjne, albo rotacyjne. Orbita translacyjna to cigg nieskonczony bez poczatku
i konca, a orbita rotacyjna to ciagg skonczony — analogon kota zebatego. Ten podziat
orbit operatora dat podstawe teorii prognozy procesow stochastycznych. Translacje to
niepewno$¢ i prognozy, a rotacje to nawroty i determinizm. Doktoryzowat si¢ w 1957
roku; jego praca byla poswigcona testom sekwencyjnym Wolda stosowanym w badaniu
jakosci. Promotorem byt profesor Sadowski. Udat si¢ nastepnie do Cambridge, gdzie
u profesora Richarda Stone’a zapoznat si¢ z mikroekonometrig. Stone w 1984 roku do-
stal Nagrode Nobla za pokazanie, jaki wplyw na dochdd narodowy maja budzety ro-
dzinne. Pawtowski tam zrozumial, ze mikroekonometria implikuje makroekonometrig.
W Cambridge w gtownym zarysie powstala praca habilitacyjna o popycie konsumpcyj-
nym. Habilitowat si¢ w warszawskiej Szkole Gtownej Handlowej w 1962 roku. Jego
rozprawe habilitacyjna recenzowat Oskar Lange. Po habilitacji, jako docent, zwyczajem
amerykanskim, opuszcza rodzimg uczelni¢ i obejmuje, po profesorze Ziomku, kierow-
nictwo Katedry Statystyki w Wyzszej Szkole Ekonomicznej w Katowicach. Z jego ini-
cjatywy powolano na tej uczelni Katedre Ekonometrii, ktorej nastepnie zostat kierow-
nikiem. Przez jedng kadencje byt prorektorem do spraw nauki; lojalny wobec wladzy
komunistycznej, z koniecznos$ci cztonek PZPR. Uwazat, ze rewolucja to w pierwszym
rzedzie przemiana duchowa, a nie rujnowanie organizmu spolecznego. Wierzyt, ze po-
lityka partii moze si¢ zmieni¢ pod wptywem madrych jej cztonkow. W Szwecji widziat
wigcej socjalizmu niz w ludowej Polsce. Rezydowat w pokoju goscinnym, na drugim
pietrze budynku, w ktérym urzedowat. Pracownicy jego katedry mieli obowigzek stu-
diowania biezacej literatury. W podrgcznej bibliotece dostgpne byty pisma: ,,Zastoso-
wania Matematyki”, ,,Przeglad Statystyczny” i inne. Pawlowski wyrabiat dobry obyczaj
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naukowy $ledzenia literatury fachowej. Pracownikow czesto delegowat do Warszawy,
gdzie w czytelni PAN-owskiej mogli studiowac¢ bogatg literaturg obcg.

Z jego inicjatywy powstata instytucja Konferencji Polski Poludniowe;j. Sa to co-
roczne — trwajace od 1965 roku do dzi§ — konferencje statystykow, ekonometrykow
i matematykow z uczelni ekonomicznych z Katowic, Krakowa i Wroclawia. Pierwsza
konferencje¢ zorganizowaty Katowice, druga Krakow, trzecig Wroctaw; kolejne organi-
zowane sg cyklicznie. Po $mierci Pawtowskiego do nazwy konferencji Polski Potudnio-
wej dodano podtytul: Seminarium imienia Profesora Zbigniewa Pawlowskiego.

W 1967 roku Rada Panstwa nadata mu tytut profesora nadzwyczajnego, a po pigciu
latach w 1972 roku — tytul profesora zwyczajnego. Jego kariera naukowa przebiegata
wigc zgodnie z akademickim dobrym standardem — co pi¢¢ lat awans o jeden stopien:
doktor, docent, profesor nadzwyczajny, profesor zwyczajny. Zasady tej starat si¢ prze-
strzega¢ takze w stosunku do mtodszych kolegdw, ktorzy probowali skrocic ten bieg po
stopniach. Byt czlowiekiem bardzo tagodnym, kulturalnym, ale i wymagajacym. Jego
jezyk byl pickny 1 literacki, nie uzywat stéw pospolitych. Dostat dobra kindersztube
w tradycyjnej rodzinie inteligenckiej. Opowiadat mysliwski dowcip o zajaczku zatyka-
jacym uszy po niecelnym strzale — szczesliwym dla zwierzyny; niezadowolony strzelec
klat siarczyscie. Jego matka byta troskliwa opiekunkg syna; kochat jg bardzo. Dom ro-
dzinny Pawlowskich stynat z doskonatej kuchni.

Wspolnie z Oskarem Langem przeszczepit na grunt polski ekonometri¢. Nauka ta
pod jego wptywem weszta na trwale do uczelni ekonomicznych i na wydzialty ekono-
miczne uniwersytetow. Promowal mtodych zdolnych, a jednoczeénie kulturalnych
adeptow ekonometrii i statystyki. Ledwie tolerowal w nauce ludzi bez obycia i kultury.
Ulubione pytania, ktore stawiat na konferencjach referentom, tyczyty si¢ testowania hi-
potez statystycznych i wlasnos$ci estymatoréw. Organizowal, cieszace si¢ wielkim po-
wodzeniem, konferencje w Jeleniowie; ich tematyka dotyczyta prognoz, symulacji
i modelowania oraz sterowania. Zapraszal na nie wybitnych specjalistow, ktorzy mieli
przekaza¢ swa wiedze mlodszym kolegom. Konferencje te odbywaty si¢ w rokokowym
patacu, ktorego dziedziniec zdobi rzezba wspaniatego biatego rumaka. Patac, ktory
w wyniku zaniedban byt w kompletnej ruinie, odbudowano, zachowujac nieliczne or-
namenty przecinkowe — rzadko$¢ w naszej architekturze. Przy patacu jest park —miejsce
spacerow i dyskusji w czasie przerw konferencyjnych. Uczestnikiem tych konferencji
byl, mtodziutki wowczas — moze jeszcze student, obecny profesor zwyczajny Jozef Ho-
zer. Pawlowski lubit ludzi podobnych nieco do siebie. Byt pragmatykiem.

Konferencje Polski Potudniowej miaty zjednoczy¢ trzy o$rodki naukowe i stwo-
rzy¢ drugie po Warszawie centrum naukowe. Odniost tutaj sukces; zesp6t statystykow
ekonometrykow i matematykow z uczelni z Katowic, Krakowa i Wroctawia po kilku-
nastu latach stat si¢ najsilniejszg grupa w swej specjalnosci w Polsce. Lubit barok; da-
rzyt specjalnym uczuciem Kotling Ktodzka. Spedzat tutaj kazda wolna chwilg na we-
drowkach samotnych lub w towarzystwie kolegi z katedry. Jego domem byly koleje;
zartowano, ze zna na pamie¢, liczacy 700 stron, rozklad jazdy. Nie byto to dalekie
od prawdy, byl bowiem konsultantem PKP przy uktadaniu rozktadu. Godziny odjaz-
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dow i przyjazdow pociggdw majg wielki wplyw na zycie spolecznosci mieszkajacej
wzdhuz linii kolejowej. Dobry rozktad oszczedza czas ludzi dojezdzajacych do pracy;
jest krwioobiegiem tgczacym poszczegélne regiony. Pawtowski miat bilet sieciowy
wazny na kazdy pocigg przez caly rok. W pociggu czasu nie marnowat; pisat, redago-
wal, recenzowat, korygowat. Mieszkat w Warszawie, pracowat w Katowicach, ale zda-
rzalo sig, ze do Wroclawia przyjezdzal via Gdansk i Szczecin. Lubit klasyczng muzyke,
barokowych wioskich kompozytoréw, Mozarta, Beethovena i catg plejade niemieckich
i francuskich muzykow; szczegdlnie uwielbial wloskie Belcanto. Zdarzato sig, ze przez
telefon serwowal kolegom stynne arie. Znat muzyke, literature i sztuke. Nostalgiczna
tesknota za parowa koleja, ,,pluszowymi” hotelami i restauracjami. Potrafil bez zajgk-
nigcia, pewnie wyniost to z gimnazjum francuskiego, wymieni¢ wszystkich marszatkow
Napoleona. Oprocz francuskiego i wtoskiego znal dobrze jezyk angielski. Korzystat
takze z literatury w innych jezykach. Nigdy nie afiszowat si¢ wiedzg ani koneksjami
w $wiecie naukowym. Dobrze grat w brydza i organizowal wieczorem sesje brydzowe
— podczas swoich konferencji i Konferencji Polski Potudniowej. Byt perfekcjonista
i tego wymagat od swoich wspotpracownikow. Interesowal si¢ wygtadzaniem danych
statystycznych; szczegoélnie cieszyta go metoda prosta dajaca trend o minimalnej $red-
niokwadratowej krzywiznie. Takg lini¢ modeluje witka tozy przepleciona pomigdzy
gwozdziami bedacymi odpowiednikami danych statystycznych. Interesowata go natu-
ralna i adekwatna definicja uktadu cybernetycznego, obejmujgca rowniez modele eko-
nometryczne. Chcial wspomagac sterowanie procesami gospodarczymi. Obrady rozpo-
czynaly si¢ o godzinie 9.00 po $niadaniu, a wieczorem o 20.00 po kolacji byt brydz.
Mowit zawsze: dziewigta zero zero, dwudziesta zero zero.

Megzczyzna stusznego wzrostu, 182 centymetry, budowy atletycznej, o twarzy szla-
chetnej i prostym nosie — zawsze elegancki — nosit poczatkowo modny ptaszcz i odpo-
wiedni kapelusz; pdzniej, juz pod koniec zycia, zmienit ten strdj na beret i kurtke.
Kurtka byta dwustronna, strona oficjalna miata btyszczacy kolor zielonkawy, taki jak
na pioérach kaczoréw, a strona turystyczna przypominata ubior wojskowy. Spacerowat
po miejscu swoich konferencji z rgkami zatozonymi na plecach i dogladat, czy wszystko
jest zgodne z harmonogramem; wygladat na gospodarza lustrujacego swdj majatek. No-
sit ztoty sygnet. Ten sygnet wyrdznial go w catym towarzystwie naukowym. Z czasem
kilku jego kolegow zaczeto go nasladowac i sprawito sobie sygnety lub pierscienie z ka-
mieniami. Pierscien jest symbolem wiernosci i zobowigzania. Tak wigc snobizm ma
réowniez dobre strony. Obecny rok 2017 jest ogloszony rokiem Kos$ciuszki z powodu
200. rocznicy $mierci tego polskiego patrioty. W Krakowie usypano mu kopiec.
Po $ciezkach tej symbolicznej mogity Ko$ciuszki na poczatku wiosny 1981 roku spa-
cerowatem po raz ostatni ze Zbigniewem Pawlowskim. Ze szczytu kopca ogladalismy
wiosenng panoramg¢ okolicy, a nasze spotkanie zakonczyto si¢ herbata w pobliskich ka-
zamatach. Rozmowa nie kleila si¢; obaj bylismy zatroskani 6wczesng sytuacja w Pol-
sce: strajki, bojki, rozruchy uliczne. Kosciuszko byt cztowiekiem sukcesu. Ukonczyt
dobre studia wojskowe, w Ameryce jako wybitny specjalista od fortyfikacji awansowat
na generata. Zycie prywatne miat nieudane. Podobnie jest z Pawtowskim. Jako uczony
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jest cztowiekiem sukcesu. Jednak zycie osobiste miat podobnie jak Kosciuszko nieu-
dane. Jego rodzice mieszkali w Warszawie, on rezydowat w katowickiej samotni, a Zona
z corkg mieszkaty w Lublinie. Kosciuszko staral si¢ powstrzymac Polske przed zej-
sciem do grobu niewoli, a Pawlowski robit wszystko, by nauka polska mogta doréwnaé
$wiatowej. Umart w swej katowickiej samotni w pierwszg niedzielg sierpnia 1981 roku
po powrocie z Polanicy. Przyczyng $mierci byt wylew krwi do mézgu. Spoczat w grobie
swej matki na Cmentarzu Powgzkowskim w Warszawie. Po $mierci w jego dossier zna-
leziono dokumenty $wiadczace o tym, ze zamierzal ubiegac si¢ o etat pracownika ba-
dawczego w ONZ. ONZ oprocz przyzwoitych warunkoéw finansowych daje nieograni-
czone mozliwosci dostepu do wszelkiego rodzaju danych empirycznych. Warto o tym
pamigta¢. Pawlowski pozostawit znany podrecznik z ekonometrii uzywany do dzis.

Lubit stodycze, alkoholem nie gardzil — kieliszek koniaku wystarczat mu na caly
wieczor. Oprocz baroku i rokoka cenit takze secesje. Jesli tylko byta okazja, zawsze
wybierat hotele o jakichs$ akcentach secesyjnych. Jego ulubionym miejscem pobytu we
Wroctawiu byt Hotel Monopol, znany ongi$ z wybornej kuchni i secesyjnych wngtrz.
Pawlowski — przystojny, silnego charakteru me¢zczyzna byt lubiany przez panie. On sam
miat swoje preferencje w materii zenskiej. Widzial w kobiecie, podobnie jak Goethe,
ducha ciagngcego mezczyzn w gore ku niebu. Das Ewig-Weibliche zieht uns hinan.
Istotnie panie temperuja mg¢zczyzn i podciagaja ich w strone nieba. Darzyt szczegolnym
szacunkiem subtelng i pigkng docent Barbarg Ciepielewska. W katedrze ekonometrii
w Katowicach zatrudnit trzy pigkne, inteligentne i kulturalne dziewczyny, ktore nazy-
wano aniotkami Pawlowskiego. Jeleniow — miejsce jego konferencji zachwalal takze
pod wzgledem wypoczynkowym. Miejsce to przyciaga specyficznym magnetyzmem.
Pawlowski przypisywal mu wielkie znaczenie: para malzenska po nocy spgdzonej w pa-
facu Jeleniowskim mogta by¢ pewna pozadanego potomka. Sztuki wspdtczesnej spro-
wadzajacej si¢ glownie do szoku unikatl. Zdarzylo sie, ze wroctawscy gospodarze za-
brali go na dramat Witkacego do Teatru Kalambur. Pawlowski przemeczyt si¢ do prze-
rwy 1 wyszedt po angielsku do Monopolu; gospodarze meczyli si¢ dalej ze zborsuczona
naturg autora dzieta.

Pod wzgledem naukowym interesowaty go w poczatkowym okresie prognozy, poz-
niej zajal si¢ modelowaniem ekonometrycznym, a w ostatnim okresie pod wptywem
kolegow z instytutu wiedenskiego IIASA — sterowaniem. IIASA to skrot nazwy Inter-
national Institute for Applied Systems Analysis mieszczacego si¢ na zamku Laxenburg
pod Wiedniem. Prowadzono tu badania nad energia jadrowa, woda i demografia. Paw-
towski pracowat w sekcji demograficznej. W teorii prognozy wyrdznit punkty zwrotne;
punkty zwrotne to dzi§ powszechnie znane gieldowe korekty. Jesli kurs akcji rosnie,
to inercja sprawia, ze ich cena gietdowa przewyzsza ich warto$¢ rzeczywista. Nastepuje
korekta, czyli pojawia si¢ trend spadkowy. Spadek tez doprowadza do zanizenia warto-
$ci, wiec pojawia si¢ korekta w gore. Taki proces albo sie stabilizuje na cenie réwno-
wagi, albo destabilizuje kurs gietdowy. Wieden odwiedzat czesto i tam opublikowat
ostatnie swoje prace. Prognozy zawsze odgrywaly wazna role, a szczegolnie byly po-
mocne w gospodarce planowej; modelowanie spetniato dwie role: poznawcza — byt to

120



12. Zycie jest droga — Zbigniew Pawtowski (1930-1951)

bowiem rodzaj eksperymentu, i weryfikacyjng. Poprzez modelowanie sprawdzano ja-
ko$¢ modelu. Sterowanie to wazna czynno$¢ w gospodarce planowej. Kazdy uktad cy-
bernetyczny jest w jakis sposob zwigzany ze sterowaniem. Pawtowski poswiecit kilka
swoich prac sterowaniu. Prace te rozdawal kolegom z krotka dedykacjg: docentowi
dr. hab. XY Z. Pawlowski i data. Byt lakoniczny w wypowiedziach. Jesli przesytat list
lub kartke, to zwykle byla to informacja na trzy linijki tacznie z pozdrowieniami. Nie
pomijat naleznych stopni i tytutow. Prace doktorskie 1 habilitacyjne oceniat na stopien.
Podstawg oceny byt rezultat, a nie osoba. Nie lubit familiarnej zazytosci. Kolegow, na-
wet tych, z ktérymi byt na ,,ty”, trzymat na dystans. Wszelkie kumoterstwo byto mu
obce.

Niestety dozylismy czasow, gdy dominuje wiedza gazetowa, takze w nauce. O stop-
niach i tytutach decyduja koneksje — odkrycia to rzadkie zdarzenia. Nauka jest jednak
motorem postepu pomimo tej gorzkiej prawdy. Lux mundi.
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Filadelfijski Litwin Marian Budrewicz
(1944-1995)

Antoni Smoluk

Vita mortuorum in memoria vivorum est posita

Doktor nauk ekonomicznych Marian Budrewicz urodzit si¢ 3 maja 1944 roku
w Odelsku, w okolicy Grodna, w rodzinie chtopskiej. Jego rodzing, za czaséw bolsze-
wickich w 1952 roku, wywieziono do Kazachstanu; zaliczono ich bowiem do wrogich
ustrojowi pomieszczykow. W 1956 roku pozwolono im wroci¢ do Polski; zamieszkali
w Sokotce. W Sokotce Budrewicz ukonczyt szkolg podstawowa i w 1962 roku — liceum.
Bezposrednio po maturze rozpoczat studia w Wyzszej Szkole Ekonomicznej we Wro-
ctawiu na Wydziale Gospodarki Narodowej; kontynuowat je na Uniwersytecie Lenin-
gradzkim, ktory ukonczyt w 1968 r.; zaraz po studiach podjat prace w Katedrze Mate-
matyki Wyzszej Szkoty Ekonomicznej we Wroctawiu, na stanowisku asystenta.

Napisat rozprawe doktorska Matematyczne modele optymalizacji biezgcego planu
asortymentowego w wielkich organizacjach gospodarczych, pod kierunkiem docenta
Wiadystawa Bukietynskiego. Obrona odbyta si¢ w 1977 roku na Wydziale Zarzadzania
i Informatyki. W 1969 r. przeniost si¢ do Jeleniej Gory. Pracowat w powotanym wlasnie
Wydziale Zamiejscowym Gospodarki Regionalnej 1 Turystyki. Byt adiunktem od
1977 r., a od 1987 — starszym wykladowca. Prowadzit zajecia dydaktyczne z matema-
tyki 1 ekonometrii.

W 1991 roku przeszedt na rent¢ inwalidzka. Zmart w Jeleniej Gorze 26 stycznia
1995 r. Pochowano Go na cmentarzu w Jeleniej Gorze. Nad grobem przemawiata
prof. Danuta Strahl — Dziekan wydzialu zamiejscowego w Jeleniej Gorze.

Krotki okres pracy w Katedrze Matematyki, rok akademicki 1968/1969, byt pod
wpltywem doktora Eugeniusza Szczepankiewicza; dr Szczepankiewicz byt w tym czasie
faktycznym kierownikiem Katedry Matematyki, albowiem prof. Rudolf Hohenberg cho-
rowal. Szczepankiewicz cel matematyki utozsamial z transformacja formut. Istota mate-
matyki jest zagadnienie rownowaznosci stow w potgrupie. Budrewicz poszukiwat no-
wych klas funkc;ji korelacyjnych. Metoda badawcza jest tu algorytmiczne przeksztatcanie
wzorow — sprawdzanie tozsamosci; obliczano wielowymiarowe catki. Doktor Budrewicz,
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aczkolwiek po studiach ekonomicznych, byt dobrze zaznajomiony z matematykg. Ukon-
czyt wszak prestizowa uczelni¢ radziecka; specjalizowat si¢ w cybernetyce.
Nazwisko Budrewicz jest w poemacie narodowym Mickiewicza (ksiega druga):

(...) Terajewicza znatem, co idgc na dziki,
Nie brat nigdy innego oreza procz piki!
Budrewicza, co chodzit z niedzwiedziem w zapasy.
Takich mezow widzialy niegdys nasze lasy!

Miszka — maskotka moskiewskiej olimpiady
z 1980 r. Fot. M. Kosielifiska

Niedzwiedz jest symbolem imperium rosyjskiego. Walka z niedzwiedziem moze
oznacza¢ przeciwstawienie si¢ rosyjskiej ingerencji w nasze narodowe sprawy. Natu-
ralnie marucha barankiem nie jest. Nawet tagodna olimpijska maskotka ma plastikowe
pazury.

W 1979 roku, pdznym latem, w domu wypoczynkowym w Zachetmiu byto spotka-
nie akademickie przed rozpoczeciem nowego roku dydaktycznego. Dyskutowano, spa-
cerowano, ucztowano. Ogorek jest pospolitg zakaska. Wieczorem, w salonie willi Ro-
zyckiego, Marian Budrewicz obnosit krysztalowa tacg z plasterkami kwaszonych ogor-
kow i czgstowal nimi kolegdow ze stowami xax 6 ayuuiux domax @unadenvpuu. Ocza-
rowatl towarzystwo, a kwasne warzywo stato si¢ ekskluzywna potrawa. Wszak naduzy-
cie nie zaprzecza uzyciu. Frazg t¢ z 12 krzeset llfy i Pietrowa wypowiadat z nienagan-
nym petersburskim akcentem. Surrealizm absolutnie realny. Obecny tam profesor Zdzi-
staw Hellwig przypominal, ze mozg pracuje pod wptywem cebionu. Szare komorki,
wbrew powszechnej opinii, zuzywaja znacznie wigcej energii niz mig¢snie. Poczgstunek
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doktora Mariana pobudzal nasze mozgi, bysmy mogli dalej prowadzi¢ dyskurs o zalez-
nosci stochastycznej, modelach ekonometrycznych i prawach nauki.

Byt uosobieniem litewskiego spokoju i dobra. Zyt krétko. Jego droga z Odelska do
Jeleniej Gory byta dluga i nawet ciernista; prowadzita przez Kazachstan, Sokotke, Wro-
ctaw i1 Leningrad. Mial w sobie rado$¢ zycia, ktora udzielata si¢ otoczeniu.

Deine Zauber binden wieder,
Was die Mode streng geteilt.
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Dalsze uwagi o ksiazce Genialni
Mariusza Urbanka

Antoni Smoluk

Ksigzka Urbanka jest pochwatg lwowskiej atmosfery, jest dopetieniem licznych
publikacji Jerzego Janickiego poswigconych mieszkancom tego grodu. Stanistaw
Nicieja zafascynowany ludzmi Lwowa, ktérzy zamieszkujg juz tylko Cmentarz Lycza-
kowski, pokochat to miasto pierwszg mtodzienczg mitoscia. On to wlasnie, przegladajac
encyklopedie i leksykony, zauwazyt, ze 1/3 Polakow liczacych si¢ w naszej kulturze to
mieszkancy Lwowa. W tym jego spostrzezeniu wida¢ przejaw reguly 2/3 sformutowa-
nej przez profesora Janusza Lyke, mowiacej o zasadniczej wigkszosci. Liczba 2/3 jest
o tyle wazna w nauce i w jezyku potocznym, ze zastuguje na odrgbng nazwe; oznacza
si¢ ja zwykle grecka literg lambda — A. Reguta 2/3 mowi, ze populacja, ktora rzadzi si¢
demokratyczng zasada wigkszosci glosow, ma wspolna preferencje zawsze wtedy,
gdy kazda decyzj¢ podejmuje wigkszos$cig przekraczajaca 2/3. Zwykle 1/3 tworzy elitg,
a podstawowa wigkszo$¢ obejmuje 2/3 populacji. Profesor Nicieja, nie znajac tej za-
sady, picknie pokazat ja na przyktadzie Iwowskiej elity: intelektualnej, kulturalnej, go-
spodarczej, sportowej i wojskowej. Urbanek lubi Lwow, a jego ksigzka stawi miesz-
kancow i matematykow tego miasta. Jestem rowniez oczarowany Lwowem — jak
Nicieja i wielu innych, chociaz urodzitem si¢ poza Lwowem — na styku Podola i Woty-
nia. Mieszkancy Lwowa cechujg si¢ pogoda ducha, humorem, goscinno$cig i dobrocia,
ale takze bohaterstwem, umitowaniem wolnosci, nieprzeci¢tng inteligencjg. W moim
domu przechowywano w skrzyni, jak relikwie, ksigzke Heleny Zakrzewskiej Dzieci
Lwowa. Byla to moja pierwsza lektura, ktéra wywarta wielki wplyw na moj stosunek
do tego miasta i jego mieszkancow. W Kretowcach koto Zbaraza, w miejscu, gdzie si¢
urodzitem, Lwow uchodzit za metropolig, a jego mieszkancow uwazano za $wiatowcow
z wielkomiejskim sznytem. Obawiano si¢ pojawiajacych si¢ od czasu do czasu w oko-
licy Zbaraza tyczakow i Iwowskich baciarow. Traktowano ich jak oszustow i drobnych
ztodziei. Osobiscie odczutem niezwykto$¢ mieszkancow Lwowa na trasie ze Zbaraza
do Zar koto Zagania. Byt grudzien 1945 roku i wywozono nas na ziemie po wiekach
odzyskane. Nasz pociag byt nieszczgdliwy z tego powodu, ze tym transportem jechali
chtopi z Kretowiec. Wiadomo — mieszkancy wsi po zniwach musieli mie¢ nadmiar zyw-
nosci. Co kilkadziesiat kilometréw pociag stawal w polu i obstuga mowila, ze nie moze-
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my dalej jechaé, bo osie si¢ grzejg. Kilkanascie dobrych razy musiano te osie chtodzi¢
bimbrem, stoning, maka, kasza, kurami i gesmi. Zdarzyto si¢, gdysmy stali z powodu
nagrzanych osi, ze torem obok nas przejechat inny transport wygnancow. Drzwi wago-
néw byly pootwierane, staly w nich choinki, a ludzie $piewali — by¢ moze kolgdowali.
Kto to? A, to lwowiaki. Odpowiedz ta byta pelna podziwu i zazdrosci. Ich pociag pedzit
na zimnych osiach, a nasz stojacy miat osie gorace, grozace zapaleniem. Mojzesz pro-
wadzit Izraelitow z Egiptu do Kanaanu 40 lat, mieszkancy Kretowiec jechali do ziemi
obiecanej przez ojca narodéw Jozefa tylko trzy tygodnie i trzy dni. Takie byto moje
pierwsze spotkanie z mieszkancami grodu Iwa.

Lwow jest czwartg stolicg §wietlanej Rzeczpospolitej, po Krakowie, Warszawie
1 Wilnie. Tu byt Zygmunt Stary i krolowa Bona, tu byta wojna kokosza, tu w katedrze
nieszczesny krol Jan Kazimierz oddat Polske w poreke Marii — matce naszego Zbawi-
ciela.

Ksigzka Urbanka konczy si¢ obfitym skorowidzem nazwisk; wsrdd nich jest kilka-
dziesigt osob wymienionych na ponad dziesi¢ciu stronach ksigzki. Oprocz matematy-
kow 1 cztonkow ich rodzin, ponad dziesie¢ razy wspomina si¢ Adolfa Hitlera i Jozefa
Stalina. To w jaki$ sposob charakteryzuje okres migdzywojenny i wojenny we Lwowie.
A propos powigzan rodzinnych i towarzyskich pamieta sie, ze Leon Chwistek byt wiel-
kim przyjacielem i Banacha, i Steinhausa; ozenionym z siostra Steinhausa Olga, ktorej
wspaniaty portret jego pedzla mozna oglada¢ we Wroctawskim Muzeum Narodowym.
Chwistek byt logikiem, filozofem i przede wszystkim malarzem. Portret zony Olgi jest
jednym z najlepszych polskich obrazéw okresu migdzywojennego. W dziele tym wida¢
propagowany przez Chwistka strefizm kolorow; nade wszystko zachwyca ono uroda
kobieca i pochwatg mody lat dwudziestych ubiegltego wieku. Chwistek byt takze przy-
jacielem innego geniusza tamtych czasow — Stanistawa Ignacego Witkiewicza. Witkie-
wicz prowadzil ranking przyjaciot, a zagniewany z jakiego§ powodu umiescit Chwistka
na koncu listy. Zty na kogo ze swego otoczenia, by go pognebic¢, mawiat: umieszczam
Cig po Chwistku. Banach dla swego przyjaciela Chwistka podzielit wydziat przyrodni-
czo-filozoficzny Uniwersytetu Lwowskiego, by utworzy¢ dla kolegi druga na uniwer-
sytecie Katedre Logiki. Ponad dziesi¢¢ razy wspomina si¢ nazwiska Hermana Auerba-
cha, Stefana Banacha, naturalnie Kazimierza Bartla, Marka Kaca, Bronistawa Knastera,
Antoniego Lomnickiego, Edwarda Marczewskiego, Stanistawa Mazura, Johna von
Neumanna, Witadystawa Orlicza, Stanistawa Ruziewicza, Juliusza Schaudera, Wactawa
Sierpinskiego, Marcelego Starka, oczywiscie Hugona Steinhausa, Wlodzimierza
Stozka, Andrzeja Turewicza i Stanistawa Ulama. Mowa tu naturalnie tylko o matema-
tykach. Do tego grona powinno si¢ takze zalicza¢ botanika Stanistawa Kulczynskiego;
byt on w swoim czasie rektorem Uniwersytetu Lwowskiego i uprawial nauke na modte
matematyczng. Podstawa sa zawsze aksjomaty, regula wnioskowania dedukcja, a szuka
si¢ ogblnych twierdzen i niezmiennikoéw. Byl on przyjacielem Steinhausa i Banacha
i pewnie pod ich wptywem ewolucje widziat jako przejaw ciaglosci. Lwowska szkota
matematyczna to genialny Banach i jego otoczka. Stefanowi Banachowi proponowano
na doskonatych warunkach — sam mogt ustali¢ swa pensje — prace w Stanach Zjedno-
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czonych. Naturalnie propozycj¢ odrzucit. A my sie ze Lwowa nie ruszym za prog,
Ta mamciu, ta skaz mnie Bég. Druga polska szkola matematyczna — warszawska —
to Waclaw Sierpinski i spotka.

Znany matematyk wroctawski, wspotpracownik Steinhausa, Jan Mycielski — wy-
wodzacy si¢ z rodziny hrabiowskiej — obecnie zyjacy w Stanach Zjednoczonych, spe-
cjalista od metamatematyki, logiki i teorii gier, zatroskany o rozwoj polskiej matema-
tyki po zniszczeniach drugiej wojny §wiatowej zwykle mawiat z poczuciem dumy ro-
dowej: polska matematyke gtéwnie stworzyli arystokraci, jak on, i Zydzi — Polacy na-
rodowosci zydowskiej. Najwybitniejszy polski matematyk — Stefan Banach — brylant
Iwowskiej szkoty matematycznej — nie byt ani zydem, ani arystokrata — pochodzit z ni-
zin spotecznych. W ksigzce Urbanka duzo miejsca poswigca si¢ genealogii tego mate-
matyka. Mowi sie, ze mogt by¢ Zydem, Niemcem, lub zwyczajnie niewiadomo kim.
Dziecinstwo Banacha przypomina wybitnego francuskiego matematyka wieku o$wie-
cenia Jeana d’Alamberta. D’ Alambert byt podrzutkiem, Banach takze byt podrzutkiem
do obcej rodziny. Banach podobnie jak d’Alambert zyt nauka. Dla niego matematyka
byta nauka o analogiach pomigdzy analogiami. Analogie to homomorfizmy struktur
matematycznych. Wydaje si¢ niewatpliwe, ze przodkowie Banacha mieli geny niemiec-
kie; swiadczy o tym fizjonomia germanska. Jednakowoz bez wzgledu na to, czy wywo-
dzit si¢ on od Grekow, czy od Zydow, byt wybitnym matematykiem polskim — gwiazda
pierwszej wielkosci na lwowskim i §wiatowym firmamencie matematycznym. Ksigzka
Urbanka jest kronika powigzan rodzinnych i towarzyskich matematykow, ktdrzy
w dwudziestoleciu miedzywojennym przewingli si¢ przez Lwow. Pisze on o Iwowskim
srodowisku naukowym i atmosferze panujacej w tym niezwyklym miescie. Jednym
z tworcow szkoly matematycznej] we Lwowie jest niewatpliwie Hugo Steinhaus.
On wiedzial, co jest niezbednym warunkiem do uprawiania nauki. Troszczyt si¢ o byt
materialny swoich podopiecznych; gtownym forum Iwowskich matematykow nie byta
ksiega szkocka, lecz zatozone przez Steinhausa i Banacha pismo Argumenta Mathema-
tica — dowody matematyczne. Pismo to rozstawito Lwow i polska matematyke. Stein-
haus doskonale zdawatl sobie sprawe z faktu, Ze matematyka jest naukg o $wiecie fi-
zycznym — abstraktem fizyki, biologii, ekonomii, socjologii itd. Matematyka wienczy
piramide naukowa. Byt przeciwny badaniom prowadzonym dla samych badan, ktorych
wynikow nie mozna spozytkowac dla dobra kraju. Uwazal, ze polscy uczeni nie po-
winni zajmowac si¢ pajakami na Gibraltarze, lecz tym, co dotyczy nas bezposrednio.
Oczywiscie badanie pajakow gibraltarskich jest nauka, jesli tylko te stworzenia tam
zyja. Przypuszczalnie Steinhaus przez pajaki gibraltarskie rozumiat problemy metafi-
zyczne odnoszace si¢ do kulturotworczej filozofii; nie byly to dla niego byty fizyczne.
Matematyka jest przeciez naukg o $wiecie fizycznym, bo nie ma nauki o niczym, o nie-
bycie. Pytanie, czy

®=1+ 10001,
stownie: liczba jeden plus tysigc do potegi tysigce silnia, jest liczba pierwsza, nie jest

problemem naukowym. Jednak matematyka, i to nie tylko matematyka polska, roztrzasa
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powszechnie tego typu problemy. Odpowiedzi na powyzsze pytanie nie ma i przypusz-
czalnie nigdy nie bgdzie, bo ta liczba nie istnieje w naturze. Jest to napis, czyli nazwa,
bez sensu. Silnia jest iloczynem kolejnych liczb naturalnych. Z definicji zero silnia jest
jedynka, a (n+1) silnia jest rowna r silnia razy (n plus 1); tak wigc sze$¢ silnia rowna
si¢ 720, bo 5 silnia to 120, a 120 razy 6 jest wiasnie 720. Taka definicja nazywa si¢
definicja indukcyjng; pojecie definiowane dla liczby wickszej zalezy od tego poje-
cia zdefiniowanego juz dla liczb mniejszych. Liczba w jest dalekim wyrazem ciggu
a, =1+ 10", n € N. Hipoteza — zapewne trudna, ze w ciagu tym jest nieskonczenie
wiele liczb pierwszych, ma matg warto§¢ poznawcza, a jej rozwigzanie nalezy do kate-
gorii ciekawostek matematycznych. Zadanie dla zdolniejszych uczniéw szkot Srednich
zwigzanych z tym ciggiem jest z klasy famiglowek informatycznych modnych dzisiaj.
Nalezy bowiem udowodnié, ze w ciagu (a,) jest nieskonczenie wiele liczb ztozonych.
Dodatkowa informacja, ze sg to liczby podzielne przez 7, jest wskazowka utatwiajgca
rozwigzanie. Ciag (a,) jest wielkosScig nieskonczenie wielka, ktorej odpowiadaja wiel-
kosci nieskonczenie male bedace podstawa analizy matematycznej. Pajaki w wypowie-
dzi Steinhausa pojawily si¢ przypuszczalnie pod wplywem ojca Stanistawa Kulczyn-
skiego, ktory byt arachnologiem — znawca pajgkow.

Lwowska szkola matematyczna to w skrocie trzy nazwiska: Antoni Lomnicki,
Hugo Steinhaus i przede wszystkim Stefan Banach. Druga szkota matematyczna w la-
tach migdzywojennych na ziemiach polskich byla w Warszawie; tworzyli ja Wactaw
Sierpinski, Kazimierz Kuratowski 1 Zygmunt Janiszewski. Zasadniczym produktem
szkoty lwowskiej jest pojecie przestrzeni Banacha, a szkoty warszawskiej — przestrzen
polska. Przestrzenie polskie wywodzg si¢ od Janiszewskiego. Przestrzen jest §wiatem,
w ktorym zyja matematycy. W przestrzeni polskiej mozna mierzy¢ odlegtosci pomiedzy
elementami, nie ma w niej dziur — kazdy ciag stabilizujacy si¢ ma granicg — oraz istnieje
osrodek, ktory mozna uwazac za dane empiryczne budujace przestrzen. Przestrzenie
bez osrodka sg mato uzytecznymi abstraktami. Przestrzenie Banacha z o$rodkiem sa
oczywiscie przestrzeniami polskimi, ale rowniez istniejg przestrzenie Banacha, w kto-
rych tego osrodka brakuje, 1 wtedy nie sg to juz przestrzenie polskie. Obie te szkoty
naukowe — lwowska 1 warszawska — taczyt dos¢ silny podktad topologii mnogosciowej
bedacej nasza narodowa specjalnos$cig matematyczng okresu miedzywojennego.

Po wojnie trojka matematykow lwowskich — Wiladystaw Orlicz, Andrzej Alexie-
wicz 1 Jerzy Albrycht — stworzyla w Poznaniu silny osrodek matematyczny. Po 1945
roku w Polsce nie powstata jednakowoz Zzadna liczaca si¢ szkota naukowa w matema-
tyce. Polska matematyka skonczylta si¢ w 1939 roku. Wptyw na taki stan mialy niewat-
pliwie liczne reformy programowe trwajace nieprzerwanie od lat sze$¢dziesiatych
ubieglego wieku do dzi§. W matematyce polscy reformisci, na czele z Zofig Krygowska,
wzorowali si¢ na Francuzach. Banach nie wzorowat si¢ na nikim, wigc caty §wiat na-
sladowal jego wiasnie. Odor reform Krygowskiej ciagle dusi polska matematyke.
Chyba przyszedt czas, by wpusci¢ do szkolnictwa nieco Swiezego powietrza, a wtedy
polska matematyka moze z peryferii naukowych wysunie si¢ na czoto. Urbanek wyr6z-
nia dwie cezury — 1939 i 1945 — grubg czcionka. W 1939 roku skonczylta si¢ gltosna
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stawa matematyki polskiej, a po 1945 roku dreptano w miejscu, tworzgc matematyczny
manieryzm i barok. Ksigzka Urbanka nie ma podziatu na rozdzialy i paragrafy. Jest to
dzieto niezwykle; nie jest to powies¢, nie jest to biografia, nie jest to historia, nie jest
tez to leksykon. Najbardziej przypomina notatnik — wypisy z dziet popularnych traktu-
jacych o ludziach nauki zwigzanych ze Lwowem. Glowne ciato obejmuje 244 strony
druku, a pozostate strony to dodatki: rozmowa z Romanem Duda, kalendarium, litera-
tura, skorowidz. Autor sugeruje, ze jest to historia Banacha, Mazura, Steinhausa
i Ulama. Persony te tworza osnowe dziela, a jego watkiem jest splot matematyki i ka-
wiarnianych plotek. Powstata rzecz lekkostrawna, ciekawa — popularna lektura do po-
duszki, rodzaj smacznego bigosu informacyjnego. Autor zamieszcza tylko cztery foto-
grafie tych wlasnie matematykoéw. Ponadto dzieto ozdobione jest kilkunastoma starymi
zdjeciami Iwowskiej architektury i ulic. Jest to w zasadzie zebrany materiat do napisania
dzieta literackiego Iub ksigzki popularyzujacej nauke. Procz wymienionych dat przeto-
mowych w ksigzce sg tylko $rodtytuty, ograniczajace si¢ do nazwiska osoby, o ktorej
autor w danym miejscu mowi. Te $rodtytuty mozna traktowac jako swego rodzaju dia-
log. Przypominajg one napisy na tasmie filmowej. Autor jednakowoz unika dialogow,
by nie by¢ posadzonym o zmyslenia. Jego ksiazka nie jest jednak oparta na studiach
archiwalnych. Korzysta on gléwnie z pamigtnikarskiej i wspomnieniowej literatury,
ktorej spis uczciwie przytacza dla dobra czytelnika. Ponadto zamieszcza obszerne ka-
lendarium utatwiajace lekture i wzmacniajace pamigc. Literatura jest podzielona na dwa
dziaty: wydawnictwa ksigzkowe 1 artykuly gazetowe. Jezyk ksigzki — potoczysty 1 nie-
razacy — ma przyjemny aromat reportazu. W ksiazce sg liczne nawroty do hodowli in-
sektow w instytucie Weigla w czasie okupacji niemieckiej. Byt to sposob na przetrwa-
nie, a nawet uratowanie zycia. Opisy sg jednak tak bardzo naturalistyczne, ze czytelnik
bedzie sie zzymal. Moze jest to jego turpistyczny zabieg promocyjny? W tym miejscu
nasuwa si¢ pytanie, jak daleko cztowiek ma prawo si¢ spodli¢ w obawie przed $smiercia?
Maksymilian Kolbe wybrat $mier¢ nie tylko dla ratowania blizniego; gardzit Smiercia,
bo $mier¢ byla wybawieniem przed upodleniem. Autor jakby chciat uzupehi¢ Paran-
dowskiego Alchemie stow, lecz nie doréwnuje mu jezykiem. C'est le ton qui fait la chan-
son. To stowo buduje nastrdj i tworzy bohaterow. Ton ksigzki Urbanka jest tabloidowy,
daleki od dzieta literackiego. Powstata alchemia matematyczna bez matematyki.

Genialnych zamyka dodatek begdacy rozmowa autora z profesorem Romanem
Duda. Czytajac ten dialog, odnosi si¢ wrazenie, ze to autor ksigzki jest profesorem ma-
tematyki, a Duda dziennikarzem. Wypowiedzi Urbanka sa dlugie i fachowe, a odpo-
wiedzi profesora popularne i zwyczajne. Czytelnik naturalnie z ksigzki tej nie pozna
osiagnie¢ matematyki polskie;.

Glosny stat si¢ swego czasu zapisany w ksigdze szkockiej problem Mazura. Czego
dotyczy pytanie Mazura, czytelnik z lektury si¢ nie dowie. Problem jest trudny, ale jego
rozwigzanie nie spowodowato przewrotu w nauce. Kazda przestrzen Banacha jest prze-
strzenig liniowg, a w kazdej przestrzeni liniowej istnieje baza algebraiczna. Przestrzen
liniowa to rodzina wektoréw z dziataniem dodawania oraz operacja ich wydluzania lub
skracania. Mazur pyta, czy w kazdej przestrzeni Banacha istnieje baza topologiczna.
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Baza pozwala dla kazdego wektora znalez¢ jego rozklad spektralny wzgledem wybra-
nego uktadu jednostek — bazy. Problem bazy topologicznej faczy algebraiczne dziatania
z ciggloscia. Wiele lat pozniej mlody matematyk szwedzki Per Enflo podat przyktad
przestrzeni Banacha bez bazy topologicznej. Otrzymat za ten wynik niezwykta nagrode
ufundowang przez Mazura — zywg ges$. Baza algebraiczna generuje skoficzone koszyki
dobr — w interpretacji ekonomicznej, a baza topologiczna — nieskonczone. W przestrze-
niach wymiaru skonczonego obie bazy sg rOwnowazne. Mozna wigc powiedziec,
ze w §wiecie wymiaru skonczonego nie ma roznicy, czy myslimy o bazie topologicznej,
czy o algebraicznej. Operacje, czyli operatory, to funkcje, ktore wektorom przypisuja
wektory, a funkcjonaty to funkcje, ktdre wektorom przypisujg liczby; w ekonomii ope-
ratory sg procesami technologicznymi — transformuja jedne koszyki dobr w inne, nato-
miast funkcjonaty sg catkami, cenami lub miarami. Baza topologiczna nie jest jednak
bazg algebraiczng — istotna jest tu cigglo$¢. Autor czyni z Mazura poputczika sowietow
i wladzy ludowej. Nie nalezy jednak zapominac o czasach rzadow pierwszych sowietow
we Lwowie. Poputczikiem byl Kulczynski, a takze Banach, Steinhaus za$ oportunistg.
Wspodtczesnym wielbicielom prezydenta Rosji warto przypomniec, ze stowo poputczik
i nazwisko prezydenta majg wspolng etymologi¢. Problematy, ktore zawiera ksigga
szkocka, dotyczg glownie analizy funkcjonalnej i maja znacznie nizsza rangg ideotwor-
cza niz stynne problemy Dawida Hilberta. Niepotrzebnie wiec podnosi si¢ te pozyteczna
ksigzeczke do rangi biblii naukowe;j.

Miasto to ludzie. Nie ma juz pigknego, gtoSnego i roz$piewanego Lwowa z lat dwu-
dziestych i trzydziestych ubiegtego wieku. Jego mieszkancow wymordowano, wywie-
ziono na Sybir lub wypedzono na zachdd, na tak zwane Ziemie Odzyskane; jest to so-
wiecka realizacja starych projektow rosyjskich zwigzania z soba Polski na zawsze. Po-
zostala owdowiata architektura niszczona bezlitosnym czasem i bezmyslng eksploata-
cja. Lwow to jego mieszkancy. Nec dominus domo, sed domus domino honestanda.
Nie pan domem, lecz dom panem si¢ szczyci. Nie ma juz dawnego Lwowa, pozostaty
smutne budynki, ulice, puste place — nie ma dawnych mieszkancow i nie ma atmosfery
radosne;j, tworczej, ktdra panowata w tym miescie od lat do 1939 roku. Nie ma Kawiarni
Szkockiej, nie ma Hotelu Georgea ze wspaniata kuchnig ulubiong przez Steinhausa,
Nie ma dawnej luksusowej akademickiej ulicy. W 1939 roku, w czasie ostatnich bez-
troskich wakacji, mozna bylo widzie¢ na niej elegancka dame, ktorej niespodziewanie
pekta gumka od niewymownych. Prawdziwa Iwowianka, jakby nigdy nic, wyjmuje
jedna noge, wyjmuje druga nogg, bierze z gracja spadly dessous, strzepuje, chowa do
torebki i kontynuuje spacer. Jest nawet zadowolona, ze jedng czynno$¢ ma juz z gtowy.
Lwoéw $miat si¢ i zartowal; tragedia linoskoczka Muchy stata si¢ kalamburowa przypo-
wiescig o wysokim domu i tegiej jego wiascicielce Tyliczkowej. Pokaz przejscia na
duzej wysokosci po linie przez ulice rozpoczety na domu Tyliczkowej zakonczyt sie
$miercig $miatka. Linoskoczek Mucha wlazt na Tyliczkowq i wyziongt ducha. Oboje,
Mucha i Tyliczkowa, pochodzenia prawdopodobnie czeskiego, sa potwierdzeniem mie-
szanki narodow zamieszkujacej Lwow. Plebejusz Iwowski za§ w przetartych na sie-
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dzeniu sztanach §wiecit lepetrykq. Batak charakteryzowal si¢ wspanialym stowotwor-
stwem, a pigknym tego przyktadem jest lepetryka taczaca naturalnie elektryke z czescia
ciata zwang zartobliwie sempiterng. Tesknote zas Rusinow za tadem i harmonig panu-
jaca przed pierwsza wojng $wiatowg wyrazano w popularnym w przystowiu szto ta
wojna narobyfa. Taki byt wlasnie dawny kochany Lwow.

Nowi wlasciciele Lwowa wtozyli duzo wysitku, by zaciera¢ §lady polskosci. Potgz-
nej sile czotgdw sowieckich oparty sie jednak tytaniczne kolumny Cmentarza Orlat.
Duch przeciez jest silniejszy od materii, aczkolwiek kolumny §wiadczg o polskiej tech-
nologii budowlanej i uosabiajg nieztomno$¢ lwowiakow.

Eksplozja matematyki lwowskiej nastgpita po pierwszej wojnie Swiatowej — po
wielkiej wojnie. Byl to bunt mlodosci przeciw starej klasycznej matematyce Eulera,
Lagrange’a, Kauchego i Gaussa. Nauka — jak sztuka — szuka ciggle nowosci i neguje
dotychczasowe paradygmaty. Lwowiacy szukali podobienstw wsrod podobienstw, ana-
logii wérod analogii, homomorfizmow pomiedzy przestrzeniami homomorfizmow.
Starsi zachecali, mtodsi fedrowali. W Warszawie powstata ksigzka o produktach nie-
skonczonych; jej autor — wybitny przedstawiciel szkoly warszawskiej — przypuszczalnie
nie wiedzial, ze produkty nieskonczone sg tym samym co sumy nieskonczone. Jesli jed-
nak wiedzial, to jego dzielo jest rodzajem plagiatu. Teoria produktow nieskonczonych
jest nauka izomorficzng z teoria sumowania szeregéw. Struktury te sa izomorficzne,
czyli identyczne z matematycznego punktu widzenia. We Lwowie co$ takiego nie mo-
globy si¢ zdarzy¢. Furda, srebro i zloto, wystarczy by¢ mtodym, zdolnym i matematy-
kiem z kawiarni szkockiej; odniesiesz sukces, bedzie liczacy si¢ wynik naukowy. Naj-
wazniejsze wyniki w matematyce osiagaja ludzie mtodzi — Galois zyt tylko dwadziescia
jeden lat, a zostawil niebianskie pigkno w teorii grup — nauce o symetrii. Jego teoria
moéwi, ze istniejg wielomiany, ktorych pierwiastki, czyli miejsca zerowe, nie sg pier-
wiastnikami. Czym jest pierwiastnik? Jest to liczba, jaka otrzymamy z liczb catkowitych
przez kolejne wypehianie nastepujacych operacji: dodawania, odejmowania, mnoze-
nia, dzielenia i wyciggania pierwiastkéw dowolnego stopnia. Galois pokazal, Ze istnieje
wielomian, ktérego wspotczynniki sg liczbami calkowitymi, a miejsca zerowe nie sa
pierwiastnikami. Nie ma wigc wzoru (jego teoria mowi troszke wiecej) na obliczanie
pierwiastkow wielomianow z uzyciem operacji algebraicznych i pierwiastkowania. Ma-
tematycy lwowscy stworzyli wlasna przestrzen — przestrzen Banacha, w ktorej dosko-
nale im si¢ zyto; zasada odwzorowan zawgzajacych Banacha jest podstawowym twier-
dzeniem gwarantujacym zbieznos$¢ procesow iteracyjnych przy wszelkiego rodzaju ob-
liczeniach. Moze warto tu wyraznie przypomnie¢, ze matematyczna rownos¢ nie jest
identycznoscia, lecz rownowaznoscia. Pot nie jest rowne dwom ¢wiartkom, lecz tylko
jest im rownowazne. Idea ta jest zwigzana z matematycznym problemem stow. Czego
on dotyczy? Latwo zrozumie¢ smak potrawy matematycznej na prostym przyktadzie.
Opisana nizej teoria wyda si¢ zapewne pustym abstraktem, lecz jest — w rdéznorakich
wersjach — istota matematyki. Jest to abstrakcyjny opis wybranych symetrii kwadratu.
Mowimy tu o potgrupie stow w alfabecie ztozonym z dwoch liter: a i b. Teorie t¢ defi-
niujg trzy aksjomaty; pierwszy z nich moéwi, ze stowo aa jest rOwnowazne stowu
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pustemu, drugi — ze stowo bb tez jest rtOwnowazne stowu pustemu, a trzeci — ze stowa
ab 1 ba sa rownowazne. Stowo puste oznacza transformacj¢ tozsamosciowa — identycz-
nos¢, ktora jest jedno$cig przy mnozeniu — superpozycji — przeksztalcen. W potgrupie
stow Jan Morzymas widziat istote symetrii. Podstawowy problem wspoétczesnej mate-
matyki ma charakter literacki i sprowadza si¢ do rownowaznosci stow w polgrupie.
Kiedy dwa stowa sa rownowazne w okreslonym $cisle sensie?

Steinhaus jest jednym z zatozycieli Iwowskiej szkoty matematycznej; sam studio-
wal matematyke w Getyndze. Uniwersytet Getyngenski jest uczelnig ksigcia matema-
tykéw — Gaussa. Mozna wigc uwazac, ze takze Gauss jest nauczycielem Iwowskich
matematykow z okresu migdzy wielkimi wojnami. Steinhaus, stojac przed pomnikiem
Gaussa w Getyndze, mogt matematycznie spozytkowac stynng wypowiedz Corregia:
Takze ja jestem matematykiem. Gauss przypuszczalnie nie znat teorii Galois, rowniez
Steinhaus mowil, Ze tez jej nie zna. Z nieznanych powodow Steinhaus nisko cenit teorie
grup, chociaz uwazal — by¢ moze tylko dla popisu, ktory niewatpliwie lubit, ze praw-
dziwy matematyk musi znac teori¢ Galoisa, i tym samym siebie uwazal za fizyka. Czym
jest teoria Galois? Istota teorii Galois jest opisane wyzej pojecie pierwiastnika. Pier-
wiastniki tworzg zbior zamkniety ze wzgledu na dziatania arytmetyczne oraz na pier-
wiastkowanie. Tworzg one obiekt zwany w matematyce ciatem, podobnie jak liczby
wymierne, liczby rzeczywiste i liczby zespolone. Repetitio est mater studio rum. Teo-
ria Galois mowi, ze istnieje wielomian, ktdrego wspotczynniki sg pierwiastnikami,
ale miejsca zerowe, czyli pierwiastki tego wielomianu, nie sg juz pierwiastnikami. Teo-
ria ta nie ma wiekszego znaczenia praktycznego, jednakowoz miata silny wplyw na
teori¢ grup, ktora z kolei stanowi fundament fizyki atomowej i biologii molekularne;.
Tu jednakowoz pragne zaznaczy¢, ze przestrzen Banacha jest jednocze$nie grupg — ta-
czy w jedno algebre i geometrie. W przestrzeniach polskich nie ma struktury algebra-
icznej. Algebra jest nauka o dzialaniach, a istota geometrii jest cigglos¢. Najogolniejsza
geometrig jest przestrzen topologiczna — badanie spdjnosci i cigglosci terenu. By nie
zmuszac czytelnika do poszukiwan, przypomne anegdote tyczaca si¢ Corregia. Malarz
ten, stojac przed obrazem Rafaela Swieta Cecylia, miat zawotaé: Anche io sono pittore!
Takze ja jestem malarzem! Corregio byt wigc dumny z tego, ze byt malarzem podobnie
jak Rafael. Czut si¢ cztonkiem wspaniatej elity. Steinhaus miat odeprze¢ zarzut o pysze
i dumie matematykow stowami: Moze majq ku temu powody? Znany jest slogan przy-
pisywany Ulamowi mowiacy, ze z dwdch oséb jednakowo przygotowanych do wyko-
nania jakiej$ czynno$ci matematyk zawsze zrobi to lepiej. Ulam byt rasowym matema-
tykiem, inteligentnym nad miar¢; ma on swdj udzial w budowie broni jadrowe;j.
W obiegu krazy pojecie ciggu Ulama; jest to cigg bedacy probabilistycznym rozszerze-
niem ciggu Fibonacciego. Ciag Fibonacciego opisuje rozrod krolikow, a cigg Ulama jest
proba Scistego opisu reakceji fancuchowe;.

Steinhaus jest autorem picknie napisanej, trudnej ksiazki popularnej Kalejdoskop
matematyczny. Ksigzka ta $wiadczy o jego niezwyklej kulturze naukowej. Matematyka
jest wszedzie, ale nie kazdy jg widzi: w podziale pol gospodarstw wiejskich, w locie
muszki, w rozkroju kietbasy krakowskiej, we wszelkiego rodzaju parkietach, takze na
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ulicach, chodnikach i placach. Wroctawskie chodniki, ulice i place uragajg matematyce
i regutom estetyki. Widocznie wladze naszego miasta uwazaja — zlikwidowano szkoty
zawodowe — ze kto nic nie potrafi robi¢, to jeszcze moze brukowac ulice, wroctawski
Rynek i chodniki. Gdyby nie te chodniki i ulice, Wroctaw istotnie moglby staé si¢ mia-
stem pigknym — perlg Unii. Niedawno zrobiono nowe wejscie na plac Solny od strony
poludniowo-zachodniej. Projekt jest dobry, lecz wykonanie wota o pomst¢ do nieba.
Szczegodlnie uktad kamieni w murach oporowych bramujgcych schody jest amator-
szczyzng w najgorszym tego stowa znaczeniu. W tym samym stylu — opus horridum —
wykonano pomnik leénika na Slezy. Pomnikéw i chodnikéw nie robi si¢ z cienkich
wielkich ptyt, bo one szybko pekajg i rzecz nowa wyglada jak stara lub jeszcze gorze;j.
Pomniki symbolizuja wiecznos¢ i nalezy je stawia¢ z grubych blokow granitu na solid-
nym fundamencie. Po wojnie méwiono, z ironicznym usmiechem, ze u nas tiochnika
bolszaja, no kultury niet. Ten zwrot odnosi si¢ jako$ do wspotczesnych wroctawskich
brukarzy, ktoérzy w granitowej ptycie potrafia wycig¢ symboliczne okienko — jak na
ekranie komputera, ale nie wiedza, ze tego rodzaju wycinanki maja mato wspolnego
z rzemiostem ukladania chodnikéw i sztuka parkietazu. Vide ulica Swidnicka koto ho-
telu Monopol, vide pomniki Chopina i Stowackiego. Pigtg achillesowa Wroctawia sg
jezdnie i chodniki, chodniki wylozone kamieniem tupanym. Jak na stolice kultury eu-
ropejskiej zakrawa to na lekki skandal, bowiem dama w drogich pantofelkach po go-
dzinnym spacerze po miescie wroci do hotelu boso z pokrwawionymi stopami. Kostka
lupana jest dobra na turystyczne $ciezki w Karkonoszach, ale nie na chodniki w euro-
pejskim miescie. Steinhaus byt wielkim mitosnikiem i znawca jezyka polskiego, a jego
aforyzm: ziemia — kula u nogi, poraza mnogoscia tresci w trzech stowach.

Ulubiong tematyka polskich matematykow tamtego okresu byla teoria mnogosci —
nauka o zbiorach, i topologia mnogo$ciowa — rodzaj geometrii badajacej ciagtos¢. Teo-
ria mnogosci — chociaz jest podstawa wspolczesnej matematyki — w jaki$ sposob juz si¢
wyczerpata. Nikt na powaznie nie zajmuje si¢ skalg alefow — ciggiem coraz wigkszych
nieskonczonosci. Alef zero to najmniejsza nieskonczonos¢, alef jeden to nastepna nie-
skonczonos$¢ i tak dalej. W naturze bytu zwanego nieskonczonoscia przypuszczalnie nie
ma. Jednak aksjomat o istnieniu nieskonczonosci jest podstawa matematyki i catej nauki
wspotczesnej, matematyka bowiem jest szczytem piramidy naukowej, abstraktem uj-
mujacym cala nauke. Uzytecznos¢ nieskonczonos$ci potwierdzaja wspaniale osiggniecia
nauki wspodtczesnej: loty kosmiczne, todzie podwodne, komputery ef cetera. Mowa tu
o nieskonczonosci aktualnej — bycie moze nie tyle fizycznym, ile umystowym. Na-
miastka tej nieskonczonosci jest inna nieskonczonos$¢ oznaczajaca praktycznie nieogra-
niczono$¢. Jest to nieskonczonos¢ potencjalna — tylko mozliwa. Wszystkie mnogosci sa
skonczone, lecz nie ma mnogosci najwickszej. Dziecko zapytane, czy mogg by¢ rézne
nieskonczonosci, odpowiada bez wahania, ze nieskonczonos¢ jest tylko jedna. Wydaje
sig, ze zgodnie z sugestig czystego umystu dziecigcego trzeba odrzuci¢ calg skale alefow
i ograniczy¢ si¢ tylko do dwoch koniecznych w nauce nieskonczonos$ci: dyskretnej —
alef zero, 1 cigglej — kontinum, alef jeden.

133



Antoni Smoluk

Banach mowil, ze prawdziwy matematyk widzi analogi¢ pomigdzy analogiami.
Taka analogig jest stynne twierdzenie Banacha i Steinhausa o ciggu operatoréw ograni-
czonym punktowo. Twierdzenie to jest wnioskiem twierdzen szczegotowych: twierdze-
nia o ciggu sum harmonik, twierdzenia o ciggu wieclomiandéw Lagrange’a i innych tego
rodzaju wynikéw znanych wczesniej przed powstaniem analizy funkcjonalnej. W tym
wypadku twierdzenie ogolne jest dos¢ prostym — kawiarnianym — wnioskiem z twier-
dzen szczegdtowych; twierdzenia szczegdlowe natomiast — wbrew nazwie — nie wyni-
kaja z twierdzenia ogélnego. W twierdzeniach szczegotowych nalezy pokaza¢ to,
co w twierdzeniu ogdlnym przyjmuje si¢ jako zatozenie. O tym wiasnie trzeba pamig-
ta¢, oceniajac osiagniccia szkoty Iwowskiej. Matematycy znaja zartobliwg regute Ar-
nolda méwigca, ze jesli jakis wynik naukowy przypisany jest nazwisku, to zawsze jest
to niewlasciwe imi¢. Jaskrawym tego przykladem w geografii jest lad odkryty przez
Krzysztofa Kolumba, nazwany jednakowoz Ameryka.

Przestrzenie Banacha sa pojgciem ciagle zywym, natomiast przestrzenie polskie
réwnie wazne jak przestrzenie Banacha sg konikiem profesora Andrzeja Wieczorka,
ktory wigkszos$¢ swych prac rozpoczyna od zwrotu: niech dana bedzie przestrzen pol-
ska. Ksigzka Urbanka jest uzyteczna dla wszystkich mito$nikéw Lwowa i swego ro-
dzaju rozrywka dla matematykow. Ksigzki pisze si¢ dla pieniedzy, stawy lub z nudy.
Banach napisat wiele podrecznikow bardzo $redniej jakosci — dla pienigdzy, ktorych
potrzebowat na zycie kawiarniane. Ten jego dorobek dydaktyczny zszedt na margines.
Pozostata teoria operacji liniowych. Niezaleznie od intencji autora Genialnych ksiazke
nalezy oceni¢ wysoko i polecic¢ ja mitosnikom Lwowa, matematykom i tym wszystkim,
ktorzy dyskryminujg nasz kraj, dzielac ludzi na Polakow i Zydow. Polska jest jedna.
Tytul dzieta niewatpliwie ma charakter marketingowy i jest nieco na wyrost; jest po-
chwalg pokolenia, ktore odeszlo juz w przesztosc.

Post scriptum 2022

Recenzja ksigzki Mariusza Urbanka powstala kilka lat wczeséniej. Przed wojng
w Polsce byty dwie szkoty matematyczne — Iwowska i warszawska. Glowa szkoty war-
szawskiej byt Wactaw Sierpinski, a Iwowskiej Hugon Steinhaus. Istota matematyki jest
izomorfizm. Izomorfizm to abstrakcja, a wigc przyczyna tego, ze matematyka jest trak-
towana powszechnie jako dziedzina trudna. Jednakowoz, matematyka jest wszedzie,
a kazdy jest matematykiem. Obiekty izomorficzne utozsamia si¢, stad ciagi arytme-
tyczne 1 geometryczne. Z punktu widzenia matematyki, jest to jedno pojgcie pod
dwiema r6znymi nazwami. Praktyczne modele tej teorii mogg by¢ rézne. W banku, na-
turalnie, wolimy procent sktadany, a oprocentowanie zwykle liniowe jest mniej intere-
sujace. Sierpinski, chociaz zaliczany do wybitnych tworcéw matematyki, napisal ob-
szerny traktat o produktach nieskonczonych. Produkty nieskonczone i sumy nieskon-
czone to poj¢cia izomorficzne. Mowiac po prostu, Sierpinski przettumaczyt dzieto o su-
mowaniu szeregow na ksigzk¢ o mnozeniu ciggdw. Jesli przydarzy si¢ tak, ze ktos
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przettumaczy ksigzk¢ angielska na jezyk polski i wyda pod swoim nazwiskiem,
to oskarzany jest stusznie o plagiat. Przettumaczenie dzieta z jezyka sum na jezyk ilo-
czyndw uchodzi za prace oryginalng. Steinhaus nalezat do elity intelektualnej Lwowa
i odwiedzat elegancka i drogg restauracje George’a oraz rownie ekskluzywng cukiernie
Ludwika Zalewskiego. Banach lubit jadtodajni¢ Tylczkowej oraz kawiarni¢ Szkocka.
W odréznieniu od Steinhausa byt swego rodzaju proletariuszem. Pochodzit istotnie
z tzw. nizin spotecznych. Matematyk sowiecki Wladimir Arnold, ktory pdzniej emigro-
wat do Paryza, sformutowatl prawo gloszace, ze kazde odkrycie noszace czyje§ nazwi-
sko, nazwane jest niewtasciwym imieniem. Jaskrawym przyktadem tego jest Ameryka.
Prawo to zwane jest zasadg Arnolda. Oczywiscie, zasada Arnolda rowniez dotyczy sa-
mego Arnolda, a takze Banacha. Przestrzenie liniowe, zwane przestrzeniami Banacha,
znane byty na wiele lat przed Banachem. Banach, kierujac si¢ uwaga, z ktorej byl przy-
puszczalnie dumny, twierdzit, Ze bada analogie pomiedzy analogiami. Konkretne przy-
ktady przestrzeni liniowych unormowanych i zupelnych badat w przypadku ogolnym.
Stad wlasnie wyrosta teoria operacji liniowych.

W nauce, matematyce i fizyce, wyrdznia si¢ trzy typy pracy zbiorowej. Wypraco-
wana przez fizykdéw kwantowych wspolna dyskusja, zwykle w gorskim odosobnieniu,
nad sensem proponowanych przez siebie pomystow jest pierwszym rodzajem dobrej
wspotpracy naukowej. W tych warunkach mogta powsta¢ tzw. Kopenhaska interpreta-
cja fizyki kwantowej i replika na nig — Kot Erwina Schrédingera. Drugi typ pracy zbio-
rowej stworzyli wybitni matematycy francuscy, znani pod wspdlnym imieniem Nico-
lasa Bourbakiego. Bourbaki tworzyl nowa matematyke, albo nadawat nowa forme starej
matematyce. Pracowali réwniez w osrodkach rekreacyjnych, by w odosobnieniu dys-
kutowac i wybra¢ najodpowiedniejszg formg dla klasycznych pojec i twierdzen. Na ko-
lejne spotkanie, jeden z cztonkow grupy, miat zlecenie, by opracowac projekt kolejnego
tomu matematyki. Dzieto to byto podstawa do dyskusji i czesto zdarzato sig, ze odrzu-
cano je, a zlecano komus$ innemu opracowanie nowej wersji. Praca Bourbakiego to
nowa era w historii matematyki. Wielotomowe dzieto jest miejscami niezwykle pick-
nym i prostym wyktadem tej trudnej nauki, jaka jest matematyka. Warto podkresli¢,
ze bourbakisci rachunku prawdopodobienstwa nie zaliczaja do matematyki. Jest to bo-
wiem fragment teorii miary, czyli funkcjonatow liniowych w przestrzeniach Banacha.

Trzecim typem zbiorowej pracy naukowej jest kawiarnia szkocka. Pracowano
w oparach alkoholu, a postaciag wiodaca byt tylko Banach. W zwiazku z tym, mozna
pytac o jedno twierdzenie noszgce dwa nazwiska — Banacha i Steinhausa. Twierdzenie
to, podstawa analizy funkcjonalnej, uogélnia rezultat Henriego Lebesgue’a. Twierdze-
nie Lebesgue’a dotyczy zbieznosci sum czesciowych szeregéw Fouriera. Uogolnienie
zaproponowane przez Banacha i Steinhausa odnosi si¢ do operatorow liniowych. Jezeli
cigg operatorow liniowych w przestrzeni Banacha jest punktowo zbiezny, to jest
zbiezny jednostajnie, czyli w normie. Zasadniczy wynik, wynik pierwotny otrzymat
Lebesgue. Uogolnienie jest juz dziatalno$cia wtorna, chociaz dotyczy analogii pomig-
dzy analogiami. Przy okazji warto zapyta¢ o wkiad Steinhausa w to twierdzenie.
Dowdd, niewatpliwie, podal sam Banach. Natomiast Steinhaus moégl zasugerowac
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Banachowi przegladnigcie si¢ w twierdzeniu Lebesgue’a. W ksiazce szkockiej jest
wspomniany wczesniej problem Mazura o bazach w przestrzeni Banacha. Rozwigzat
go w 1972 roku mtody wowczas matematyk Per Enflo. Dostat od Mazura, jako nagrodg,
za rozwigzanie tego problemu zywa ges. Z powodu surowych szwedzkich przepisow
0 wwozie zwierzat, ges t¢ upieczono i zjedzono w Warszawie. Matematyka jest nauka
o izomorfizmach. Problem Mazura mozna sformulowaé¢ w jezyku izomorfizmow.
Czy istnieja przestrzenie Banacha homeomorficzne, czyli izomorficzne w sensie geo-
metrycznym, ale nie izomorficzne w sensie algebraicznym. Nie istnieje ciagly operator
liniowy, utozsamiajacy obie te przestrzenie. Jezeli takie dwie przestrzenie istniejg, to
nie w kazdej przestrzeni Banacha istnieje baza topologiczna. Z problemem Mazura jest
zwigzana wlasno$¢ aproksymacyjna przestrzeni liniowych unormowanych. Przestrzen
liniowa unormowana, ale niekoniecznie przestrzen Banacha, ma wlasnos¢ aproksyma-
cyjna, jesli dla kazdej liczby silni dodatniej » istnieje w tej przestrzeni podprzestrzen
wymiaru skonczonego taka, ze kula jednostkowa jest od niej oddalona mniej niz o .

Fundamentem lwowskiej szkoty matematycznej jest nie Hugo Steinhaus lecz Waw-
rzyniec Zmurko. Jego prace drukowane po niemiecku i polsku, w swoim czasie, liczyly
si¢ jako wazne wyniki i podreczniki. Kilka razy otrzymat nagrode w Paryzu i Londynie
za wynaleziony przez siebie integrator oraz aparaty sluzace do kreslenia linii stozko-
wych — konografy. Byt tez pierwszym Polakiem, ktory piastowat urzad kierownika Ka-
tedry Matematyki.
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BALAMUTY

Na Wyspach Batamutach
Koty chodzq w butach;
Mozna tamze spotkac osta
Z mqdrq glowgq pana posta,
A kura darmodajka
Ciggle znosi zlote jajka.

Na wierzbach rosng gruszki,
Skoro tygrysy lubiq i pietruszki.
Wieloryb cho¢ stary,

Jest tej miary co skalary.
Tuczone sq tososie
w naczelnika dzwiecznym nosie.
Naukowe wielkie szczury
Pedzq na szczyt zlotej gory.
Ston zas w sktadzie porcelany
Jest tam wielce pozgdany.
Batamuty — z grubej rury
Spadly na szczyt szklanej gory.
Batamuty ztoty kraj,
Gdzie go szukac, gdzie jest raj?

Nonsensowna tre$¢ wiersza sugeruje limeryk, forma za$§ quasi-limeryk lub antyli-
meryk. Jest to naturalnie przerobiona — mutatis mutandis — bajka Jana Brzechwy Na
wyspach Bergamutach, wlasciwie to pastisz bajki Brzechwy. Posredni cel Batamutow
to aktualizacja wiersza Brzechwy. Propozycje pierwowzoru chciano dopasowac do fraz
naszego jezyka. Mamy kota w butach, osty sa naszym zwierzgciem niecomal domowym,
kury niosa jajka zlote; obiecujemy zlote gory i gruszki na wierzbie. Nie ma na debach
jablek ani gronostajowych czapek. Tygrysy lubig wszystko z powodu Kubusia
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Puchatka. Wieloryby sg najwickszymi ssakami, a skalary zadomowily si¢ w akwariach.
Mamy muchy w nosie, wigc moze by¢ tam i tosos$. Stresujace sa wyscigi szczurow;
wierzymy w istnienie szklanych gor. Jest tu wigc gtdwnie zart, ironia i zawsze usmiech.
Batamuty — swojski kraj.

Bajka wnet si¢ spodobata z powodow czysto naukowych. W zbiorze pustym funk-
cja zdaniowa — predykat — poprzedzona kwantyfikatorem ogdlnym jest zdaniem praw-
dziwym. Elementy zbioru pustego majg dowolne wlasnosci. Ze zdania fatszywego wy-
nika wszystko: i prawda, i falsz. Balamuty sa wigc wirtualng rzeczywistoscia.
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