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FUNKCJA WZGLEDNEJ UZYTECZNOSCI
A STOSUNEK DO RYZYKA

Streszczenie: Niniejszy artykul przedstawia wyjasnienie wynikow eksperymentéw loteryj-
nych przy przyjeciu dwoch alternatywnych zatozen: pierwszego, ze ludzie rozpatruja zmia-
ny majatku w sposob bezwzgledny, oraz drugiego, ze zmiany majatku sa postrzegane w
kontekscie rozwazanego problemu. Pierwsze zatozenie prowadzi do wyprowadzenia teorii
perspektywy, drugie za$ do rozwiazania przypominajacego funkcj¢ uzytecznosci zapropo-
nowang przez Markowitza [1952]. Artykut przedstawia argumenty za przyjeciem drugiego
zalozenia i omawia stosunek do ryzyka wynikajacy z takiego modelu.

1. Wstep

Historia funkcji uzytecznosci sigga poczatkow XVIII w., kiedy to Bernoulli (1738)
i Cramer (1728) zaproponowali ja dla rozwigzania paradoksu petersburskiego.
Pierwszy z nich przyjat logarytmiczny, drugi za$ pierwiastkowy ksztatt funkcji
uzytecznos$ci pienigdzy, co pozwolito na uzyskanie skonczonej wartoéci nieskon-
czonego ciagu wyplat. Identyczna metode wyceny loterii z wykorzystaniem funkcji
uzytecznosci uzyskali von Neumann i Morgenstern (1944), wychodzac od rozwa-
zan dotyczacych racjonalno$ci wyborow. Wyprowadzona przez nich teoria ocze-
kiwanej uzyteczno$ci stata si¢ podstawowa hipoteza wspolczesnej ekonomii.
Ksztattem funkcji uzytecznosci zajmowali si¢ w pozniejszym okresie m.in. Fried-
man i1 Savage (1948) oraz Markowitz (1952).

W latach 50. XX w. pojawity si¢ jednak watpliwosci, czy ludzie rzeczywiscie
dokonuja racjonalnych wyborow w sensie NM. Przyktadami takich odstgpstw byty
m.in. paradoksy Allaisa (1953) i Ellsberga (1961). Wyniki tego typu eksperymen-
tow behawioralnych doprowadzity do powstania nowych teorii okreslanych jako

I Autor dzigkuje profesorowi Harry’emu Markowitzowi za cenne uwagi i korekty niniejszego
tekstu, przekazane w prywatnej korespondencji i w czasie spotkania w sierpniu 2009 r. w San Diego, CA.

2 Kontakt: ul. Chroscickiego 93/105, 02-414 Warsaw, Poland, e-mail: kontek@artal.com.pl,
kkontek2000@yahoo.com.
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non-expected utility theories, z ktorych najstawniejsza stala si¢ Teoria Perspektywy
Kahnemana i Tversky’ego (1979) oraz jej kumulacyjna wersja (1992). Za ich po-
wstanie Daniel Kahneman zostal uhonorowany Nagroda Nobla w dziedzinie eko-
nomii w 2002 r.

Celem niniejszego artykutu jest pokazanie, ze te same wyniki eksperymentow,
ktére doprowadzity do wyprowadzenia Teorii Perspektywy, moga prowadzi¢ do zu-
pehnie innego rozwiazania. Podstawowa roéznica w obu podejsciach jest sposob re-
prezentacji zmian majatku. O ile zatozy si¢, ze zmiany te (czyli zyski i straty) sg przed-
stawiane w sposob absolutny (czyli jako pewne kwoty pieni¢zne) o tyle analiza danych
eksperymentalnych prowadzi do teorii perspektywy. Zaktadajac jednak, Zze zyski i stra-
ty sa postrzegane w sposob wzgledny (czyli jako czesci glownej wygranej), to roz-
wigzaniem jest krzywa wzglednej uzytecznos$ci, przypominajaca swoim ksztattem
krzywa uzytecznosci zaproponowang przez Harry’ego Markowitza w 1952 r.

2. Krzywa uzyteczno$ci Markowitza

Mimo dosy¢ powszechnego pogladu, ze teoria perspektywy byta pierwsza teoria
thumaczaca wyniki eksperymentdow behawioralnych, nalezy zauwazy¢, ze wiele prze-
tomowych spostrzezen zostalo przedstawionych przez Harry’ego Markowitza wiele
lat przed jej powstaniem. W 1952 r. Markowitz opublikowat dwa artykuty, z ktoérych
pierwszy — Portfolio Selection — doprowadzit go do teorii portfela i Nagrody Nobla
w 1990 r., drugi za$, mniej znany, to The utility of wealth, ktéry przedstawiat jego
hipoteze na temat krzywej uzytecznosci. Krzywa ta jest przedstawiona na rysunku 1.

Rys. 1. Krzywa uzytecznos$ci wedtug hipotezy Markowitza z 1952 r.

Zrodto: opracowanie wlasne.
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Markowitz zalozyl, ze krzywa uzyteczno$ci powinna by¢ rozpatrywana wzgle-
dem warto$ci majatku, co zostato pdzniej ujete przez teori¢ perspektywy w postaci
koncepcji zyskéw i strat. Markowitz zauwazyt takze, ze ludzie nie lubia gier syme-
trycznych (to znaczy takich, w ktérych mozna wygra¢ albo przegra¢ taka sama kwo-
tg pieniedzy), co doprowadzito go do wniosku, ze lewa czes¢ krzywej powinna by¢
bardziej stroma niz jej prawa czg$C. Spostrzezenie to, okreslane jako ,,generalna
awersja do ryzyka”, stalo si¢ jednym z kluczowych postulatow teorii perspektywy.

Inne szczegolnie podkreslane osiagnigcie teorii perspektywy, to znaczy pokazanie
dlaczego ludzie kupuja zaréwno loterie, jak i ubezpieczenia, moze by¢ roéwniez wythu-
maczone za pomoca funkcji uzytecznosci Markowitza. Wynika to z ksztattu krzywej,
ktora w poblizu $rodka uktadu wspotrzednych jest wklesta dla strat (co thumaczy zakup
ubezpieczen) oraz wypukta dla zyskow (co thumaczy zakup loterii). Dodatkowo funk-
cja Markowitza ma ksztalt podwojnego S z trzema punktami przegiecia, ktore wyzna-
czaja cztery obszary stosunku do ryzyka (sklonnos¢, awersja, sktonnos¢, awersja). Do
podobnych wnioskéw autorzy teorii perspektywy doszli dopiero w kumulacyjnej wer-
sji tej teorii z 1992 r. Efekt ten zostal okreslony jako ,,poczwdrny wzor stosunku do ry-
zyka” (fourfold pattern of risk attitude), przy czym wzor ten powstaje z kombinacji
funkcji wartosci 1 funkcji wag prawdopodobienstw, przez co nie jest on tak jedno-
znacznie widoczny jak w przypadku krzywej o ksztatcie podwojnego S.

Markowitz przyjat ponadto, ze krzywa uzytecznosci jest ograniczona od dotu i
od gory, co pozwolito mu wyjasni¢ paradoks petersburski, ktoéry nie jest wyjasnio-
ny przez teori¢ perspektywy, ani w wersji z 1979, ani z 1992 r. Markowitz zajat si¢
takze dynamika podejmowania decyzji, to znaczy wptywem kolejnych zdarzen na wy-
niki nastgpnych decyzji. Teoria Perspektywy jest pod tym wzglgdem teoria ,,statycz-
na”, to znaczy wyniki poprzednich wyboroéw nie maja wptywu na dalsze wybory.

Jak wida¢, Markowitz omowit w swoim artykule wigkszo$¢ koncepcji, ktore
zostaly przedstawione w nieco innej postaci przez teori¢ perspektywy 27 i 40 lat
pozniej. Nalezy przy tym pokresli¢, ze teoria perspektywy nie odniosta si¢ do
wszystkich obserwacji Markowitza.

Mimo swoich zalet funkcja uzytecznosci, wedtug hipotezy Markowicza, nie
byta w stanie wytlumaczy¢ wszystkich paradokséw behawioralnych wskazujacych
na naruszanie aksjomatow NM. Dlatego tez zostata odrzucona przez Kahnemana i
Tversky’ego. Jak si¢ okazuje, wystarczy jedno dodatkowe zatozenie, aby funkcja
uzytecznosci Markowitza mogta wytlumaczy¢ te paradoksy [Kontek 2009b]. Zato-
zenie to bedzie przedstawione w dalszej czgsci pracy.

3. Bezwzgledne postrzeganie zmian majatku

Przedstawmy sposéb rozumowania Kahnemana i Tversky’ego, ktory doprowadzit
ich do powstania teorii pespektywy. W tym celu rozwazmy proste, myslowe ekspe-
rymenty loteryjne podobne do tych, ktore byly przez nich przeprowadzone w rze-
czywistos$ci.
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Eksperymenty 1-3. Czy wolisz:

1) loterig 100 zt z p = 0,5 czy tez pewna wyptlate 50 z1?,

2) loterig 200 zt z p = 0,5 czy tez pewna wyptate 100 z1?,

3) loterig 400 zt z p = 0,5 czy tez pewna wyptlate 200 zt?

Analogiczne eksperymenty moga by¢ powtdrzone dla innych wartosci wyptat
w celu ,,przeskanowania” hipotetycznej krzywej uzyteczno$ci w szerokim zakresie
kwot pienigznych. Najczestsza odpowiedzia na tego typu pytania jest wybor pew-
nej wyplaty, co prowadzi do wniosku, ze ludzie charakteryzuja si¢ awersja do ry-
zyka w zakresie zyskow. Dlatego tez mozna zatozy¢, ze krzywa uzytecznosci jest
wklgsta w tym zakresie. Podobne eksperymenty dla strat prowadza do stwierdzenia
sktonnosci do ryzyka i wypuktej krzywej uzytecznosci. W rezultacie takiego po-
dejscia otrzymuje si¢ funkcje uzytecznosci (wartosci) przedstawiona na rysunku 2.
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Rys. 2. Funkcja wartosci i funkcja wag prawdopodobienstw wedtug teorii perspektywy

Zrbdto: opracowanie wlasne.

Rozwazmy teraz inne eksperymenty loteryjne.

Eksperymenty 4-6. Czy wolisz:

4) loterig 500 zt z p = 0,1 czy tez pewna wyplate 50 z1?,

5) loterig¢ 1 000 zt z p = 0,1 czy tez pewna wyplatg 100 zt?,

6) loterig 2 000 zt z p = 0,1 czy tez pewna wyptate 200 z1?

W tych eksperymentach najczestsza odpowiedzia jest wybor loterii, co ozna-
czaloby sklonnos$¢ ludzi do ryzyka. Co interesujace, dzieje sig tak dla tych samych
kwot pewnych wyptat co w eksperymentach 1-3 (to znaczy dla 50 zi, 100 zt i 200 zt).
Aby wyjasni¢ to zjawisko mozna bytoby przyjac, ze ludzie maja awersjg do ryzyka
rowniez w eksperymentach 4-6, jednak istnieje tu dodatkowy efekt zwiazany z
percepcja prawdopodobienstw. Efekt ten miatby polegac¢ na nieliniowym postrze-
ganiu prawdopodobienstw i przewazaniu ich matych wartosci. Efekt ten bytby przy
tym na tyle silny, ze dominowalby nad awersja do ryzyka zdeterminowang przez
krzywa uzytecznosci, a to by wyjasniato ostateczny wybor loterii. Tego typu rozu-
mowanie prowadzi do wykreslenia nieliniowej funkcji wag prawdopodobienstw,
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jako drugiej funkcji niezbednej do opisu eksperymentéw. Krzywa ta jest przedsta-
wiona na rysunku 3. Przedstawiony sposob rozumowania doprowadzit do powsta-
nia teorii perspektywy i innych teorii zaktadajacych istnienie nieliniowej funkcji
wag prawdopodobienstw.

Przedstawione do tej pory wnioskowanie nie daje podstaw, aby odrzuci¢ takie
rozwiazanie. Zatézmy jednak, ze podobne eksperymenty przeprowadzili inni na-
ukowcy, ktorzy wyciagneli wnioski w odwrotnej kolejnosci. Eksperymenty 4-6
moga sugerowac generalng sktonnos¢ do ryzyka w szerokim zakresie wyptat i wy-
pukly ksztalt krzywej uzytecznosci dla zyskow oraz wklesty dla strat, co jest
przedstawione na rysunku 2.
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Rys. 3. Alternatywne wyjasnienie eksperymentow 1-6

Zrodto: opracowanie wlasne.

Z kolei awersja do ryzyka stwierdzona w eksperymentach 1-3 moglaby by¢
wytlumaczona za pomoca innej funkcji wag prawdopodobienstw, ktora by silnie
niedowazala $rednie prawdopodobienstwa (patrz rysunek 3). Tego typu wniosko-
wanie zakladatoby zatem réwniez istnienie funkcji wag prawdopodobienstw obok
funkcji uzytecznosci, ale funkcja ta miataby odwrotny ksztatt niz ta przedstawiona
na rysunku 2.

Oba otrzymane rozwigzania przedstawione na rysunku 2 i 3 mialyby iden-
tyczna zdolno$¢ opisywania wynikéw eksperymentéow dajac jednak zupelnie
inne wyttumaczenie ludzkich zachowan. Rodzi si¢ zatem uzasadnione pytanie
czy w zakresie zyskow ludzie maja generalnie awersj¢ do ryzyka, a obszary
sktonnosci do ryzyka powinny by¢ opisane za pomoca funkcji wag prawdopodo-
bienstw (jak podaje teoria perspektywy), czy moze jednak ludzie maja generalnie
sktonnos¢ do ryzyka, a obszary awersji do ryzyka powinny by¢ opisane za pomoca
innej funkcji wag prawdopodobienstw? Analogiczne pytania mozna postawi¢ dla
zakresu strat. Fakt, ze zmiana kolejnosci wnioskowania wplywa na tak znacznie
ostateczne wnioski, jest powaznym sygnalem, Ze przedstawione rozumowanie
moze by¢ nieprawidlowe.
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4. Wzgledne postrzeganie zmian majatku

Przeprowadzone do tej pory rozumowania, prowadzace do koncepcji nieliniowej
funkcji prawdopodobienstwa, zaktadaly bezwzgledne traktowanie zmian majatku.
Oznacza to, ze zyski i straty byly reprezentowane jako konkretne wyptaty pienigz-
ne (50 zi, 100 zt i 200 zt). Wiasnie w takiej formie sa wyrazone zyski i straty w
Teorii Perspektywy3. Jednakze ludzie postrzegaja zmiany majatku w sposob
wzgledny*. Oznacza to, Ze zyski i straty sg zazwyczaj rozwazane w kontekscie ana-
lizowanego problemu (framing). Wniosek ten nie jest nowy i byt sformutowany
przez samego Kahnemana i Tversky’ego w 1984 r., a wigc 5 lat po powstaniu teorii
perspektywy>. Mimo to bezwzgledne traktowanie zmian majatku pozostato pod-
stawowym zatozeniem kumulacyjnej teorii perspektywy z 1992 r.

Wyjasnienie, ze ludzie postrzegaja zmiany majatku w sposob wzgledny, bazuje
na prawie Webera, ktore jest podstawowym prawem psychofizycznym. W pierwszej
polowie XIX w. niemiecki badacz Ernst Weber przeprowadzit eksperymenty majace
na celu okreslenie minimalnej zauwazalnej réznicy pomigdzy waga przedmiotow i
stwierdzil, ze ro6znica ta jest dwa razy wigksza w przypadku przedmiotu wazacego
2 kg niz w przypadku przedmiotu wazacego 1 kg. Doprowadzito go to do sformuto-
wania prawa, ze najmniejsza zauwazalna roznica pomigdzy bodzcami jest w stalej
proporcji do wielkosci samego bodzca (Encyclopadia Britannica 2009):

AS/S=k

gdzie AS jest najmniejsza zauwazalng rdéznica (just noticeable difference), S jest
warto$cig bodzca, a k jest stala. Prawo to dziala z dobra doktadnoscia w szerokim
zakresie dla wigkszosci bodzcow. Na przyktad wartosc & jest rowna okoto 2% dla
cigzarow, 4,8% dla gtosnosci i 7,9% dla jasnosci. Wynika stad, ze okre§lona zmia-
na cigzaru, na przyktad o 0,2 kg, moze by¢ mocno odczuwalna, lekko odczuwalna
lub w ogoéle niecodczuwalna, w zalezno$ci od wartosci samego bodzca. Oznacza to
dalej, ze stopien percepcji okre§lonej zmiany bodzca nie moze by¢ zdefiniowany w
sposob jednoznaczny, gdyz zalezy on od kontekstu. Sposob dzialania prawa Webe-
ra dla wielkosci finansowych moze by¢ pokazany na przyktadzie:

Problem la: Jaka jest najmniejsza kwota pieniedzy istotna dla osoby robiqcej
zakupy za blisko 100 zt?

Bedzie to prawdopodobnie kwota zblizona do 1 zt (ale nie tak mata, jak 1 grosz).
Osoba taka moze na przyktad rozwaza¢ zakup innego produktu tanszego o 1 zt.

3 Teoria perspektywy przyjmuje, ze funkcja wartoéci jest zdefiniowana jako v(x) = Ax “, gdzie

X jest zyskiem (lub strata) wyrazonym w postaci okreslonej kwoty pieniedzy.

4 Nalezy tu wyraznie odréznié wzgledne traktowanie majatku (co prowadzi do koncepcji zyskow
i strat) od wzglednego traktowania zmian majatku (czyli wzglednego traktowania zyskow i strat).

> Kahneman i Tversky [1984] podali, Ze: The topical organization of mental accounts leads peo-
ple to evaluate gains and losses in relative rather than in absolute terms (podkreslenie autora).
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Problem 1b: Jaka jest najmniejsza kwota pieniedzy istotna dla tej samej osoby
kupujacej dom za ok. 500 000 zt?

Bedzie to prawdopodobnie przynajmniej 1000 zt. Oferta zakupu domu za
479 538 PLN wydaje si¢ trudna do wyobrazenia — oferta opiewajaca na 480 000 zt
jest o wiele bardziej prawdopodobna. Wynika stad, ze kwota 10 zi, istotna w
pierwszym przypadku, jest zupehie nieistotna w drugim.

Powyzszy przyktad pokazuje, ze system mentalny czlowieka adaptuje sig¢ do
wielko$ci finansowych w taki sam sposdb, jak system sensoryczny. W rezultacie
najmniejsza zauwazalna réznica kwot pienigznych pozostaje w przyblizeniu stala
proporcja rozpatrywanych wielkosci finansowych. Oznacza to, ze rozpatrujac pro-
jekty finansowe, inwestycje, loterie, mozna osiagna¢ wielko$¢, ktora staje si¢ punk-
tem odniesienia w catym procesie myslowym powodujac, ze okreslona kwota pie-
ni¢dzy (na przykitad 10 z}) jest istotna lub nieistotna w zalezno$ci od kontekstu.
Tego typu konkluzja stanowi fundamentalne odejécie od teorii perspektywy traktu-
jacej zyski i straty w postaci konkretnych kwot pieni¢znych.

5. Funkcja wzglednej uzytecznosci

W punkcie 3 przedstawiono, jak traktowanie zyskow i strat w sposob bezwzgledny
prowadzi do koncepcji funkcji wag prawdopodobienstw. W niniejszym punkcie
zostanie pokazane, ze traktowanie zmian majatku w sposob wzgledny prowadzi do
innego rozwiazania.

Rys. 4. Funkcja wzglednej uzytecznosci wykreslona na podstawie przedstawionych eksperymentow

Zrédto: opracowanie wiasne.
Wyniki eksperymentow 1-6 moga by¢ wytlumaczone w odmienny sposob przy

zatozeniu, ze ludzie postrzegaja wyplaty w stosunku do gtéwnej platnosci loterii.
Zauwazmy, ze wszystkie eksperymenty 1-3 dotycza przypadku, gdy pewna wypla-
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ta stanowi potowe gtownej platnosci loterii. Mozna zatem stwierdzi¢, ze ludzie ma-
ja awersje do ryzyka, gdy wzgledna wyplata jest rowna 0,5. Zatem krzywa
wzglednej uzytecznosci jest wklgsta dla » = 0,5.

Podobnie eksperymenty 4-6 pokazuja, ze ludzie wykazuja si¢ sktonnoscia do
ryzyka dla wzglednych ptatnosci » = 0,1. Dlatego tez krzywa wzglednej uzyteczno-
$ci powinna by¢ wypukta dla tego punktu. Podobne rozumowanie pozwala na wy-
kreslenie ksztattu funkcji wzglednej uzytecznosci dla strat, co jest pokazane na ry-
sunku 4. Uzycie tej funkcji pozwala na wyjasnienie wynikow eksperymentow bez
koniecznosci stosowania funkcji wag prawdopodobienstw.

Jak wida¢, otrzymana krzywa jest niezwykle zblizona ksztattem do funkcji
uzytecznosci wedtug hipotezy Markowitza z 1952 r. Jedyna zasadnicza réznica
pomigdzy krzywymi jest taka, ze funkcja wzglednej uzytecznos$ci jest wyrazona ja-
ko funkcja wzglednych wyptat, natomiast krzywa Markowitza — jako funkcja wy-
ptat wyrazonych w sposéb bezwzgledny. To jednak wystarcza, aby funkcja ta byta
w stanie wyjasni¢ wyniki eksperymentow behawioralnych, takich jak paradoks Al-
lais’a [Kontek 2009b].

6. Podsumowanie

Artykul przedstawia alternatywne wytlumaczenie wynikow eksperymentdéw lote-
ryjnych w stosunku do rozwiazania zaproponowanego przez teori¢ perspektywy.
Przedstawione rozwiazanie zaktada traktowanie zmian majatku w sposob wzgledny
w odréznieniu od teorii perspektywy przyjmujacej ich bezwzgledna percepcje.
Wzgledna percepcja zmian majatku bazuje na prawie Webera — jednym z podsta-
wowych praw psychofizyki. Spostrzezenie to zostalo stwierdzone takze przez
Kahnemana i Tversky’ego.

Wprowadzenie podanego zatozenia do analizy wynikéw eksperymentow lote-
ryjnych sktania do odrzucenia podejscia teorii perspektywy. Funkcja wag prawdo-
podobienstw — jedna z podstawowych koncepcji calej teorii perspektywy — staje si¢
zbedna dla wytlumaczenia wynikéw eksperymentoéw. Zalozenie o wzglednym po-
strzeganiu zmian majatku prowadzi do jednoznacznego rozwiazania zblizonego
swoim ksztattem do funkcji uzytecznos$ci zgodnie z hipoteza Markowitza [1952].
Artykul wyraznie rozgranicza oba podejscia, gdyz wzgledne i bezwzgledne po-
strzeganie wzajemnie si¢ wykluczaja. Oznacza to, ze nie mozna jednoczesnie
twierdzi¢, iz ludzie postrzegaja zmiany majatku w sposob wzgledny (tak jak Kah-
neman i Tversky w 1984 r.) oraz ze teoria perspektywy w poprawny sposob opisuje
zachowanie ludzi (tak jak Kahneman i Tversky w 19791 1992 r.).

Podane rozwigzanie w jednoznaczny sposob pokazuje, ze istniejq cztery obsza-
ry stosunku do ryzyka. Ludzie odznaczaja si¢ sktonnoscia do ryzyka dla matych wzgled-
nych zyskéw 1 duzych wzglednych strat oraz awersja do ryzyka dla matych



Funkcja wzglednej uzytecznosci a stosunek do ryzyka 157

wzglednych strat oraz duzych wzglednych zyskow. Wniosek taki zostal wyciagnig-
ty przez Markowitza juz w 1952 r. i potwierdzony przez kumulacyjna teori¢ per-
spektywy w 1992 r.
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RELATIVE UTILITY FUNCTION AND RISK ATTITUDE

Summary: This paper discusses solutions derived from lottery experiments using two alter-
native assumptions: that people perceive wealth changes as absolute amounts of money; and
that people consider wealth changes as a proportion of some reference value dependant on
the context of the problem under consideration. The former assumption leads to the design
of the Prospect Theory, the latter — to a solution closely resembling the utility function hypo-
thesized by Markowitz (1952). This paper presents several crucial arguments for the latter
approach and provides strong arguments for rejecting the Prospect Theory paradigm.
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