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UWAGI O WSPOLCZYNNIKU KORELACJI

Streszczenie: W pracy omdwiono wybrane wlasno$ci klasycznego wspdtczynnika korelacji
i maksymalnego wspoétczynnika korelacji. Wprowadzono takze wspotczynnik zaleznosci
prostoliniowej oraz podano dowod asymptotycznej normalnosci jego probkowego odpo-
wiednika.
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Jednym z celdow niniejszej pracy jest omowienie wybranych wlasnosci wspotczynni-
ka korelacji (i jego estymatora), a takze maksymalnego wspotczynnika korelacji
(niektore z nich zostaly udowodnione w roku 2008, sa zatem dosy¢ aktualne).
W dalszej czgsci artykutu podano wspotczynnik zaleznosci prostoliniowej i jego
zwiazki ze wspotczynnikiem korelacji (sa to wyniki wlasne, m.in. autora). Wspot-
czynnik ten jest teoretyczna podstawa konstrukceji innych miar zalezno$ci nieliniowej
migdzy zmiennymi losowymi.

Przypomnijmy, ze wspéteczynnikiem Kkorelacji liniowej r zmiennych losowych
Xi Y nazywamy wielko$¢

rX,Y = CovX, YVarX VarY . (1)

Oczywiscie—1 <r<1,rXY=rY X, rXY=rmX+nY,oilem#0.
Przedstawia on wazna charakterystyke rozktadu wektora losowego (X, Y). Gtow-
ne jego wlasnosci sa $cisle zwigzane z dwiema prostymi regresji:

y —E(Y)VarY =rx — E(X)VarX, (2)
y—EXYarY=1rx — EX)VarX, 3)

ktoére sa prostymi najlepszej zgodnos$ci, w sensie metody najmniejszych kwadratow,
z masa prawdopodobienstwa w rozktadzie zmiennej (X, Y) [Cramer 1958]. Miarami
zgodnosci tych prostych sg nastgpujace wyrazenia:

mina, bERE(Y — b — aX)* = VarY, — 1", 4)
mina, bERE(X — b — aY)* = VarX, — r* . %)
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Widaé z tego, ze kazda zmienna ma wariancje zmniejszona w stosunku (1 — 72): 1,
na skutek odjecia od niej jej najlepszej, sredniokwadratowej, liniowej oceny wyrazo-
nej w zalezno$ci od drugiej zmiennej. Wspotczynnik » mozna zatem uwaza¢ za miare
stopnia liniowosci wykazywanej przez rozktad wektora losowego (X, Y). Stopien ten
osiaga wartos¢ najwigksza, gdy » = 1, a cala masa prawdopodobienstwa jest rozpo-
starta na prostej. Przypadek przeciwny zachodzi, gdy » = 0, wtedy nie mozna zmniej-
szy¢ wariancji jakiejkolwiek zmiennej losowej przez odjecie funkcji liniowej drugiej
Zmienne;j.

Maksymalny wspélezynnik Korelacji R(X, ¥) miedzy zmiennymi losowymi X
oraz Y zostal wprowadzony przez Gebeleina [Gebelein 1941]. Definiuje go wyraze-
nie:

RXY = supf,.grfX.gY (6)
gdzie supremum dotyczy wszystkich funkcji f, g, takich ze 0 < Var(fX,Var(gY)) <.

Wymienmy kilka wlasnosci wspotczynnika R:
o jesli wektor (X, ¥) ma rozktad normalny, to R(X, Y) = »(X,Y) [Lancaster 1957],
e jesli niezdegenerowane zmienne losowe X, ..., X, sa niezalezne, o jednako-
wym rozktadzie, to

RSm,Sn = mn, (7)

gdzie m < n sa naturalne oraz Sk = j = 1kXj, j =1, ..., n [Dembo, Kagan, Sheep
20017,

e jesli niezdegenerowane zmienne losowe X, ..., X, sa niezalezne, o jednako-
wym rozktadzie, to
RG=1mXj, j=1+1nXj)=m — Imn —1, (8)

gdzie liczby naturalne 1, m, n, spelniaja warunek: 1 <1+ 1<m < n [Yaming 2008].

Warto wspomnie¢ o korelacyjnej nierownosci Gaussa. Zatozmy, ze A, B sa wy-
puklymi, symetrycznymi podzbiorami przestrzeni Rn. Niech v bedzie gaussowska,
centralng miara na Rn. Wowczas hipoteza korelacyjna Gaussa stanowi, ze:

VANB > vAvB. 9

Dowdd tego znajduje si¢ w pracy [He-Jing, Ze-Chun 2008].
Zauwazmy, ze jesSli mamy proste regresji zmiennych losowych X oraz Y:

y=ax + by, (10)

X=ayy+ by, (11)
mozemy takze wyznaczy¢ wspoélezynnik korelacji liniowej r; mianowicie:

r2XY=ala2. (12)
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Zdefiniujemy wspolczynnik zaleznosci prostoliniowej k£ zmiennych X, Y [An-
toniewicz 1988]. Bedziemy go rozumieli jako kosinus kata, pod jakim przecinaja si¢
proste regresji. Po tatwych przeksztalceniach otrzymujemy:

kX, Y=cosa=al +a2al2+1a22+1, (13)
gdzie o jest katem przecigcia prostych regresji.
Mozemy takze napisac:
kKVarX,VarY,r = VarX + VarYrVarX + r2VarY VarY + r2VarX. (14)

Z tego wynika, ze wspolczynnik zaleznosci prostoliniowej & jest rowny jeden,
gdy miedzy zmiennymi jest dokladna zalezno$¢ liniowa, jesli zas k£ = 0, to takiej
zaleznosci nie ma. Oczywiscie & = 1 tylko wtedy, gdy »* = 1, oraz k= 0, gdy » = 0.
Wartosci posrednie nie sg jednak przyjmowane jednoznacznie. Moze sig¢ zdarzy¢, ze
przy ustalonej wielko$ci wspotczynnika 7 otrzymamy roézne wartosci wspotczynnika
k (w zalezno$ci od wariancji). Rozpatrzmy teraz unormowane zmienne losowe (tzn.
wariancja rowna jeden, warto$¢ oczekiwana rowna zero). Wtedy wzor (14) przyjmie
postac:

kr=2r1+r2,re—1,1. (15)
Rysunek 1 przedstawia wykres tej funkcji.
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Rys. 1. Wykres funkcji &(7)
Zrédlo: opracowanie whasne.

Mozna wyznaczy¢ maksymalng réznicg migdzy wspotczynnikami k oraz r. Oka-
zuje sig, ze:

maxVarX, VarY >0, r e[—1,1] kVarX, VarY, r —r=105-22 2. (16)
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Maksimum jest osiagane dla » = £5 -2 oraz Var(X) = Var(Y). Dowdd znajduje si¢
w pracy [Wilkowski 1994].

Zwroémy jeszcze uwage na fakt, ze wspotczynnik korelacji liniowej 7 jest row-
niez kosinusem kata, ale migdzy innymi wektorami.

Jednym z wazniejszych rodzajow zbieznosci wedlug rozkladu jest zbiezno$¢ do
rozktadu normalnego. Ciag zmiennych losowych (X,) zbiega wedtlug rozktadu do
N(m, 57), s > 0, jezeli rownowaznie ciag (X, — m)/s) zbiega wedtug rozktadu do
N(O,1). Ogolniej mowimy, ze ciag zmiennych losowych (X,) jest asymptotycznie
normalny o $redniej m, i wariancji sn2, jezeli sn2 > 0 dla dostatecznie duzych n
oraz

Xn —mn sn d NO,1. 17)

Zapisujemy to jako: X, jest AN(mn, sn2). Oczywiscie ciagi (m,) oraz (s,) sa cig-
gami statych. Liczby te nie musza by¢ jednak $rednia i odchyleniem standardowym
zmiennej losowej X;;; zmienna ta nie musi mie¢ ani $redniej, ani odchylenia standar-
dowego. Zauwazmy, ze jezeli X, jest AN(mn,sn2), to nie wynika z tego, ze ciag (X,)
w ogole zbiega wedtug rozktadu. Mamy jednak zawsze

suptPXn <t — P(N(mn,sn2) < t)0, no . (18)

Chcac zatem oblicza¢ prawdopodobienstwa, mozna traktowaé¢ X, jako zmienna
losowa N(mn,sn2) [Serfling 1999].

Niech (X3, 1Y), ..., (X, Y,,) beda niezaleznymi obserwacjami, o jednakowym roz-
ktadzie, z pewnego rozktadu dwuwymiarowego (wektor (X;, Y1) ma taki sam rozktad
jak wektor losowy (X, Y)). Jak pamigtamy, wspotczynnikiem korelacji liniowej
zmiennych losowych X1 Y jest wielkos¢

rX, Y= CovX, YVarX VarY . (19)

Jego probkowy odpowiednik ma postac:

m=i=InXi — X(Yi-Y)i=1n(Xi —X)2i=1n(Yi - V)2, (20)
gdzie X = 1ni = 1nXi, Y = 1ni = 1nYi.

Okazuje sig, ze rn jest AN(r, n”'dSd") [Serfling 1999], gdzie S jest macierza ko-
wariancji wektora (X, ¥, X% Y2, XY), a wektor d = (rE(X)Var(X) — E(Y)VarX VarY,
rE(Y)Var(Y) — EQX)VarX VarY, —r2Var(X), —2Var(Y), 1VarX VarY).

W rozwazaniach dotyczacych asymptotycznej normalnos$ci korzysta si¢ z naste-
pujacego twierdzenia.

Twierdzenie A. Przypusé¢my, ze Xn = Xnl, ..., Xnk jest AN, bn2%, gdzie Z jest
pewna macierza kowariancji oraz bn — 0. Niech g(x) = (g1(X), ..., gn(X)), x=(x1, ...,
xi), bedzie taka funkcja wektorowa, ze kazda jej sktadowa g; jest funkcja rzeczywi-
sta, a rozniczka w punkcie x = u jest niezerowa (wystarczy, aby co najmniej jedna
pochodna czastkowa byla ciagla i r6zna od zera w tym punkcie). Niech

D = 0gioxj x = u, (21)

oczywiscie D jest macierza wymiaru m X k .
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Wowczas
g(X,) jest AN(g(u), bn2DEDT). (22)

Dowdd tego twierdzenia znajduje si¢ w ksiazce [Serfling 1999].

Poprzednio zostal wprowadzony wspotczynnik zalezno$ci prostoliniowej &
zmiennych losowych X oraz Y rozumiany jako kosinus kata, pod jakim przecinaja sig
proste regresji tych zmiennych. W dalszym ciagu (X3, 1)), ..., (X, Y,) beda niezalez-
nymi obserwacjami o jednakowym rozktadzie z pewnego rozktadu dwuwymiarowe-
go (wektor (X;, Y;) ma taki sam rozktad jak wektor losowy (X, ¥)). Na podstawie
wzoréw (14) i (20) wnioskujemy, ze probkowy odpowiednik wspotczynnika & ma
postac:

m=>(=1nXi —X)2+i=1n(Yi—Y)2)rni=1n(Xi — X)2 +rn2i=
=n(Yi—-Y)2rm2i=1n(Xi —X)2+i=1n(Yi-Y)2. (23)

Twierdzenie B. Niech wektor V = X, Y, 1ni = 1nXi2, Ini = 1nYi2, 1ni =
= 1nXiYi, funkcja g: RS — R bedzie okreslona wzorem

gz1,22,23,24,25 =25 —z122(23 — z12 z4 — 222 + z4 — 22223 — z12)z3 —
z12 4+ 25 — 2122223 — z12 z4 — 222 + z5 — 2122224 — z22. (24)

Woéweczas kn jest AN(k, n'*°" | gdzie S jest macierza kowariancji wektora (X, Y,
X, P, XY), a wektor

0=0g0z1z=FEV, ..., 0g80z5z = EV . (25)

Dowéd. Zauwazmy, ze wektor V jest AN(E(V), n”'S) [Serfling 1999]. Widaé, ze
kn = g(V), funkcja g spelia zalozenia twierdzenia A (w naszym przypadku
b,=n" 2). Mamy zatem teze twierdzenia B.

Na zakonczenie zauwazmy, ze idee zwiazane ze wspdfczynnikiem zalezno$ci
prostoliniowej moga by¢ wykorzystane przy konstrukcji innych miar zaleznosci.
Analogicznie jak w wypadku prostych regresji mozna definiowaé krzywe regresji
(wprowadzajac np. zaburzenie w czeSci liniowej rownania krzywej, raz przy jednej
zmiennej, a raz przy drugiej). Nastegpnie trzeba wyznaczy¢ punkt przecigcia krzy-
wych regresji, ktory lezy blizej $rodka cigzkosci zbioru danych. Kosinus kata, pod
jakim przecinaja si¢ krzywe w tym punkcie, bedzie wtedy wspdtczynnikiem zalezno-
$ci nieliniowe;j.
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NOTE ON CORRELATION COEFFICIENT

Summary: The paper discusses correlation coefficient and the maximal coefficient of corre-
lation. It also introduces the line dependent coefficient and gives the proof of the normal
asymptotic distribution of its sample equivalent.
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