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1. Wstep

W standardowym podejs$ciu do modelowania cen akcji przyjmuje si¢ zatozenie
o normalnos$ci rozktadu stop zwrotu. Oznacza to, ze ceny akcji podlegaja geome-
trycznemu ruchowi Browna. Normalno$¢ rozktadu zaktada si¢ np. w klasycznej
teorii portfelowej [Markowitz 1952] czy przy wycenie opcji metoda Blacka-
-Scholesa [Black, Scholes, 1973].

Wiadomo jednak, ze faktycznie rozklady stop zwrotu nie sa normalne. Obserwu-
je si¢ zjawiska takie, jak grube ogony i wysoka kurioza. Ma to istotne znaczenie w
praktyce. Modele oparte na rozktadzie normalnym moga niedoszacowywac ryzyka.

Na mozliwo$¢ uwzglednienia skokéw w modelowaniu cen akcji zwrocono
uwage juz w artykule [Meron 1976]. Jednak wykrywanie skokow stalo si¢ mozliwe
dopiero po pojawieniu si¢ mozliwosci technicznych do obrobki danych wysokiej
czestotliwos$ci. Pierwsze dobre testy do wykrywania skokdéw pojawity si¢ dopiero
na poczatku XXI w. w pracach Barndorffa-Nielsena i Shepharda. Od tej pory po-
jawito si¢ kilka nowych propozycji.

W artykule beda zastosowane metody wykrywania skokow do analizy indeksu
gietldowego WIG20 i jego dwoch spotek niefinansowych, ktore maja najwigkszy
udziat w indeksie: PKN Orlen i TP SA. Probujemy wyznaczy¢, jakie znaczenie
maja skoki w ksztaltowaniu si¢ cen tych waloréw (jak czgsto wystepuja skoki i jaki
maja udzial w zmienno$ci). Oprocz tego, postaramy si¢ stwierdzi¢, czy skoki sa
specyficzne dla danego waloru, czy raczej dotycza calego rynku.

Artykut sktada sig¢ z szesciu punktow. W punkcie drugim beda przedstawione
testy, jakimi postuzono si¢ dalej. Czg$¢ trzecia zawiera informacje o danych uzy-
tych do badania. W czgsci czwartej zostang zaprezentowane wyniki dotyczace
liczby dni sesyjnych ze skokami, a w czg$ci piatej — dotyczace rozktadu wykrytych
skokow. Cze$¢ szOsta zawiera wnioski.
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2. Model i metoda testowania

Wszystkie testy skokow zakladaja, ze ceny podlegaja procesowi dyfuzji ze
skokami, tzn. logarytmy cen akcji mozna opisaé nastepujacym rownaniem:

dy, =, dt + o,dW, + J,dq, , (D

gdzie: W jest procesem Wienera, ( to proces Poissona, J,to niezalezne i zmienne

losowe o jednakowym rozkladzie reprezentujace wielko$¢ skokow. Jesli dryf o i
zmienno$¢ o sa deterministyczne, to Yy jest procesem Lévy’ego o skonczonej

aktywnosci'. W przedstawionych dalej testach skokow « i o moga by¢ jednak
takze procesami stochastycznymi. Co wigcej, dozwolony jest efekt dzwigni (kore-
lacji migdzy procesem generujacym zmienno$¢ Yy a zmienno$cia w procesie o ).
Wigkszosé¢ testow skokoéw postuguje sie estymatorami wariancji kwadratowe.
Jest to granica Z:(yti =Y, )’ przy t, <t <..<t <T 0 (zob. np. [Protter 2005]).
Wariancja kwadratowa procesu Yy oznaczana jest symbolem [y]. W przypadku
procesu (1) wariancj¢ kwadratowa mozna podzieli¢ na dwie czgsci:
[y]1=[y°1+[y"], gdzie [y°] jest wariancja kwadratowa ciaglej czesci procesu, za$
[y"] to wariancja kwadratowa skokow ([y*]1=)"(Ay, )2 = ZJtzl{dqtzo} ). Testowa-
t<T t<T
nie obecno$ci skokoéw sprowadza sie zatem do testowania, czy [Y]=[Y°].

Do estymacji wariancji kwadratowej mozna postuzy¢ sie zmiennos$cia zreali-
zowana i1 biwariancja (zob. [Barndorff-Nielsen, Shephard 2004; Barndorff-Nielsen,
Shephard 2006]). Zatézmy, ze obserwujemy proces (1) w odstepach czasu h. Ob-
serwacje te oznaczamy przez Y, ;. Niech ;=Y,; -V, oznacza (logarytmiczne)

stopy zwrotu cen. Wariancja zrealizowana dla pewnego okresu (np. dla dnia) to
N
RV, => 1, (2)
i=l

gdzie: N oznacza liczbg obserwacji w ciagu tego okresu (np. jezeli mamy dane godzin-
ne i ceny obserwujemy od 9:00 do 16:00, to N = 7). Biwariancjg definiuje si¢ wzorem:

BPV, = i|rh,i—l||rh,i| . 3)
i=2

Pokazano, ze gdy h—0,to RV, —>[y] oraz BPV, > 2[y°]/7, to RV, —BPV,

jest nieobciazonym estymatorem wariancji kwadratowej skokow [y®].

Korzystajac z tych dwoch statystyk, Bardorff-Nielsen i Shephard zapropono-
wali 3 testy:

!'Zob. np. [Cont, Tankov 2004].
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— roznicowy, oparty na statystyce

3

BNS, =——(RV, —BPV,) 4)
\]Qq
- logarytmiczy:
BNS, =LY ]m(ln RV, —InBPV, ) (5)
V Qq
- ilorazowy:

BNS, = y' N [1— BPV, ] 6)

.
Przy tym Q, to kwartyczno$¢ definiowana jako € =(%+7z—5j I olds.
0

Udowodniono [Barndorff-Nielsen, Shephard 2006], ze rozktadem granicznym tych
statystyk jest standardowy rozktad normalny. Wyniki symulacji Monte Carlo poka-
Zuja, ze testy maja dos¢ duza moc wykrywania skokow juz dla ok. 70 obserwacji.

Oprocz testow opartych na biwariancji istnieje tez druga grupa bazujaca na sta-
tystyce swap variance:

SWV, = 2i(efm ~1-1,). (7)
i=1

Statystyka ta zostala wprowadzona w artykule [Jiang-Oomen 2008] i mierzy nad-
wyzke (lub niedobdr) powstaly przy zabezpieczaniu delta-hedgigowym instrumentu o
wyplatach rownych logarytmowi z koncowej ceny akcji. Podobnie jak poprzednio, tak
i w tym przypadku mozliwe sa trzy testy oparte na 3 ré6znych statystykach:

— test roznicowy:

N
JO, =——(SWV, - RV, )- 8
d \/Q_SW( h h) ( )
- test logarytmiczny:
30, =N (1hswy, ~nRv, )- )
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— test ilorazowy:

j0, - IN (1— RV, j (10)
Q Swy,

sw

.
'L; J _fasds, gdzie 4, :81”(%]/ J7z . Podobnie jak w przypadku
0

przy czym Q, =

testow opartych na biwariancji, tak i tu rozkladem granicznym jest standardowy
rozktad normalny, jednak w przeciwienstwie do tamtych testow — obszar odrzucen
jest dwustronny.

Przedstawione testy pozwalaja jedynie stwierdzi¢, czy w jakim$ okresie (np. w
ciagu dnia) miat miejsce skok lub wystapily skoki. Nie mozna doktadnie okresli¢
momentu skokow, ich liczby, wielko$ci ani znaku. Momenty skokow mozna wy-
znaczac¢ np. metodami falkowymi (zob. np. [Wan 1995] Iub [Fan, Wan 2007]). My
jednak poshuzymy si¢ metoda ekonometryczna z artykutu [Lee, Mykland 2006].
Jest ona oparta na statystyce

[ o=, 11
h,i BPV ( )

K,i

gdzie:

BPV, | :KL_ i [ [ (12)
+2

T 4 j=i-K

przy czym K musi by¢ wybrane przez stosujacego test. Statystyka |, ; ma rozktad
graniczny N(0,1).

3. Dane

Do badan postuzylismy si¢ notowaniami indeksu WIG20 oraz dwoch najwigk-
szych spolek niefinansowych wchodzacych w jego sktad: PKN Orlen SA i TP SA.
Ceny byly kwotowane w odstepnie 1 minuty od godziny 9:10 do 16:10. Na pod-
stawie tego obliczono stopy zwrotu, 1-, 5-, 10- i 20-minutowe, pomijajac zwroty
nocne. Dane dotyczyly 68 dni sesyjnych, od 27 maja do 29 sierpnia 2008 r. Po
przeprowadzeniu obliczen okazalo sig¢, ze dane dotyczace zwrotow 1- i1 5-
-minutowych sg zbyt zanieczyszczone szumem zwigzanym z mikrostruktura rynku.
Dopiero przy danych 10-minutowych uzyskano stabilno$¢ —otrzymane wyniki byty
bardzo zblizone do wynikow dotyczacych nizszych czgstotliwosci. Z tego powodu
dalej prezentujemy tylko wyniki uzyskane na podstawie danych 10-minutowych.
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4. Wyniki — liczba dni ze skokami

Dla wszystkich trzech instrumentow przeprowadzono opisane wczesniej testy. Dla
kazdego dnia sesyjnego obliczono wartosci statystyk testowych na podstawie 10-
-minutowych stop zwrotu. Rysunki 1 i 2 przedstawiaja te statystyki dla kolejnych dni
sesyjnych dla indeksu WIG20. Nastepnie przy poziomie istotnosci 0,01 w odniesieniu
do kazdego dnia osobno sprawdzono, czy miatl miejsce skok (skoki). Tabela 1 przed-
stawia wykryta liczbe dni ze skokami dla kazdego testu i kazdego waloru. Warte odno-
towania jest to, ze ostatnie dwa testy (JO, 1 JO,) wykryly skoki w tych samych dniach.

10

9

8

7

6

g m BNSd
4 W BNSI
3 BMNSr
2

) L

1 4 71013161922252831343740434649525558616467

) Rys. 1. Statystyki BNSy, BNS; i BNS; dla kolejnych dni sesyjnych dla WIG20
Zrbdto: opracowanie wiasne.
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Rys. 2. Statystyki JOd, JO1 i JOr dla kolejnych dni sesyjnych dla WIG20
Zrédlo: opracowanie whasne.
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Tabela 1. Wyniki testow — liczba dni w ktorych wykryto skoki (poziom ufnosci 0,99)

Test WIG20 PKN TP SA
BNS,4 24 31 31
BNS, 19 27 28
BNS, 15 24 24
JO4 22 25 20
JO, 15 15 14
JO; 15 15 14
Wszystkie BNS 15 24 24
Wszystkie JO 15 15 14
Wszystkie testy 7 11 10

Zrodto: obliczenia wiasne.

Tabela 2. Wspolne skoki dla indeksu i spotek (test JO; poziom istotnosci 0,99)

Spotka Liczba skokow
WIG20 15
PKN 15
TP SA 14
WIG20 i PKN 5
WIG20i TP SA 4
WIG20, PKN i TP SA 3

Zrodto: obliczenia wlasne.

Aby sprawdzié, jaka cze$¢ skokow wynika z ruchow catego rynku, a jaka jest
idiosynkratyczna dla waloru, wyznaczyliSmy liczbe dni, w ktorych miaty miejsce
skoki w wigcej niz jednym walorze. Wyniki przedstawia tab. 2. Do wskazania dni
ze skokami postuzyliSmy sig¢ tu testem opartym na statystyce JO,, ktory jak sig
wydaje, najlepiej wskazuje skoki. Jak wida¢ w tabeli, wigkszo$¢ skokdéw jest idio-
synkratyczna. Sposréd odpowiednio 15. 1 14. skokéw PKN i TP SA jedynie 5. i 4.
byty skokami wspolnymi z indeksem WIG20. Jedynie 3 skoki byly wspdlne dla
wszystkich trzech walorow.

5. Wyniki — rozklad skokow

Aby wyznaczy¢ rozktad wielkosci skokow, postuzylismy si¢ testem opartym na sta-
tystyce |,; ze wzoru (11). Podobnie jak w poprzednim punkcie, tak teraz zastosowali-

$my dane 10-minutowe. Przy obliczeniu ruchomej biwariancji BPV, ; wziglismy

K =20. Znajac doktadne miejsca skokow, mogli§my wyodrebni¢ stopy zwrotu odpo-
wiadajace skokom. Na tej podstawie mogliSmy wyznaczy¢ rozklad wielkosci skokow
(rys. 3 przedstawia rozklad skokow dla WIG20 estymowany metoda kernelowa) oraz
obliczy¢ wariancje kwadratowa skokéw. Tabela 3 zawiera wyniki dotyczace wariancji
kwadratowej skokdw i jej udziatu w catkowitej wariancji kwadratowej procesu cen.
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Tabela 3. Wariancja kwadratowa, wariancja kwadratowa skokow i udziat wariancji kwadratowe;j
skokéw w catkowitej wariancji kwadratowej procesu cen

Spétka WIG20 PKN TP SA
Wariancja kwadratowa 0,00433 0,01613 0,01059
Wariancja kwadratowa skokow 0,01097 0,03501 0,02707
Udziat skokow 39,43% 46,08% 39,13%

Zrbdto: opracowanie wilasne.

Density

0,010 -0.005 0.000 0.005 0.010

) Rys. 3. Rozktad wielkosci skokow dla WIG20
Zrodto: opracowanie wlasne.

Najwazniejszym wnioskiem z tab. 3 jest to, ze skoki maja duzy udziat w warian-
cji kwadratowej procesu cen. Udziat ten w przypadku PKN sigga prawie polowy, a w
przypadku pozostatych dwoch walorow przekracza jedna trzecia. Z kolei rys. 3 po-
kazuje, ze znaczna cze$¢ skokow to skoki male (najmniejsze skoki nie sa wykrywane
w oszacowaniach — stad ,,szczerba” w okolicach zera). Doktadniejsza analiza poka-
zuje jednak, Zze zdarzaja si¢ (rzadko) skoki o ekstremalnie duzych wielkosciach —
przekraczajacych 10 odchylen standardowych procesu. To one maja duzy wptyw na
rozktad stop zwrotu oraz na udziat skokow w wariancji kwadratowe;.

Warte odnotowania jest tez to, ze cho¢ znaleziono stosunkowo mato wspélnych
skokéw walorow (tab. 2), to skoki te byly stosunkowo duze; i tak: skoki wspdlne
dla wszystkich trzech waloréw stanowia 11,2% wariancji kwadratowej PKN, 6,3%
zmienno$ci TP SA 19,0% zmienno$ci WIG20. Skoki wspolne z indeksem stanowia
22,1% zmienno$ci PKN i 14,0% zmiennosci TP SA.

6. Whnioski

Wnhioski z przeprowadzonych badan mozna stresci¢ w nastgpujacych czterech
punktach.

1. Skoki stanowig istotng czg$¢ procesu cen akcji. Najmniej czute testy wykry-
ly skoki w ponad 20% dni sesyjnych (przy wysokim poziomie ufno$ci wynosza-
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cym 0,99). Maja tez duzy udzial w zmienno$ci cen. Stanowia ponad jedna trzecia
wariancji kwadratowej procesu.

2. Znaczna wigkszo$¢ skokow jest idiosynkratyczna. Jedynie niewielka ich
czes¢ jest wspolna dla catego rynku. Te wspolne skoki sa jednak najsilniejsze i
najbardziej wplywaja na zmienno$¢.

3. W procesie cen najwigcej jest skokow niewielkich, jednak wystgpuja tez
bardzo duze skoki (o wielkosciach siggajacych dziesigciokrotnosci odchylenia
standardowego), ktore maja istotny wptyw na zmienno$¢ i rozktad stop zwrotu.

4. W zwiazku z tym przy ocenie ryzyka inwestycyjnego, budowie portfela czy
wycenie instrumentéw pochodnych nie wystarczy poshuzy¢ si¢ standardowymi
modelami opartymi na rozktadzie normalnym. Brak uwzglednienia skokow cen
powoduje niedoszacowanie ryzyka.
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ESTIMATION OF JUMPS OF STOCK PRICES
ON THE WARSAW STOCK EXCHANGE

Summary

In the article the author deals with the detection and analysis of jumps in the index WIG20 and
its two main components. With the tests of Barndorftf-Nielsen and Shephard as well as tests of Jiang
and Oomen he detects days in which jumps occur. Then using the Lee and Mykland test he classifies
some returns as jumps. This allows him to calculate the distribution of the jumps and their share in
total volatility of price processes. He also considers the question how many jumps are common to the
market and how many are stock-specific.
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