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1. Wstep

Ustalanie rezerw szkodowych jest podstawowa czynno$cia dokonywana w
dziatach aktuarialnych zaktadéw ubezpieczen majatkowych. Rezerwa szkodowa
tworzona jest w celu pokrycia szkod, ktore zaszly w danym w okresie sprawo-
zdawczym, ale odszkodowania lub §wiadczenia nie zostaly w nim wyplacone.

Podstawowa wielkoscia oszacowywana przez aktuariuszy jest warto$¢ oczeki-
wana przysztych odszkodowan i §wiadczen. Warto$¢ ta powinna stanowi¢ dolng
granicg tworzonej rezerwy szkodowej. Wybdr odpowiedniej metody daje mozli-
wos¢ znalezienia rowniez rozktadow prawdopodobienstwa badanej zmienne;.

Kalkulacja rezerwy moze si¢ odbywac na podstawie klasycznego modelu ko-
lektywnego ryzyka przy dodatkowych zatozeniach, ze zgromadzone dane sa reali-
zacjami zmiennych losowych, ktore moga by¢ opisane za pomoca modelu GLM.
Obszernos$¢ opisu zastosowania modeli jest powodem ograniczenia pracy do przed-
stawienia kalkulacji warto$ci oczekiwanej przysztych odszkodowan.

2. GLM - zalozenia modelu

Uogo6lniony model liniowy (GLM, Generalized Linear Model) okres$lony jest
na nastepujacych zatozeniach':
1. Zbidr niezaleznych zmiennych losowych Y, , u = 1,2,....r ma postac:

Y;l:h(XuB)—i_eu’ (1)
gdzie: X, — jestu- tym wierszem macierzy X o wymiarach 7 x p,
£ — jest wektorem parametréw o dtugosci p,
e, — jestskladnikiem losowym takim, ze E[e,] = 0.

! G. Taylor, Loss reserving. An actuarial perspective, Kluwer Academic Publisher, Boston 2000, s. 171.
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2. Przeksztatcenie 4:9R —> R jest przeksztalceniem wzajemnie jednoznacz-
nym. Ponadto zmienne Y, maja rozktad z wyktadniczej rodziny rozktadow (expo-
tential dispersion familly).

3. Dla modelu tego zaktada si¢, ze E[eu] = 0, stad spelniona jest rownos¢:

E[Y,1=h(X,B) oraz h(E[Y,])=XB=7,. 2

4. Funkcja g = h — 1 nazywana jest funkcja taczaca (link function), a n, — pre-
dyktorem liniowym (/inear predictor). W zastosowaniu modelu do kalkulacji re-
zerw szkodowych przyjmuje sig, iz funkcja taczaca jest funkcja logarytmiczna.

3. Wykladnicza rodzina rozkladow

Zmienne Y, maja rozklad z wyktadniczej rodziny rozktadow o funkcji gestosci
0 postaci:

6 -b(0)
Sy (3:0,)=exp| ———+c(»9) | 3)
gdzie: a,b, ¢ — sa funkcjami,
0, ¢ — sa parametrami nazywanymi odpowiednio: parametrem kano-
nicznym oraz parametrem dyspersji (skali, rozproszenia),
Wy — jest waga obserwacji y,”.
W zastosowaniach praktycznych przyjmuje sig czgsto, iz

a(g)=¢/m,. 4)

W przypadku tym warto$¢ oczekiwana i wariancja zmiennej Y, maja odpo-
wiednio postac:

E[Y,]=6'(6,)= 4, (5)
VarlY,1=b"6,) ¢/w,. (6)

Funkcja 5"(6,) nazywana jest funkcja wariancji (variance function) i oznacza-
na jest przez V(,uu ) .

Do wyktadniczej rodziny rozktadow o wyktadniczej dyspersji naleza m.in.:
e rozklad Poissona, gdzie:

V(u)=p', ¢=1 oraz Var[Y]=¢E[Y ], (7)

e rozklad gamma(v,d), gdzie:

2 W kalkulacji rezerw zaklada sig, ze w ;= 1 dla wszystkich obserwacji w trojkacie.
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V(u)=p’, ¢=v"' oraz Var[Y]=¢-m". (8)

Parametr ¢ mozna interpretowaé¢ w rézny osob. Dla rozktadu Poissona ¢ =1 i
oznacza, ze wariancja jest rowna sredniej; dla rozkladu gamma stala wartos§¢
¢ =v"' oznacza staty wspotczynnik zmiennosci, ktory wynosi ¢ .

4. Podstawowe zalozenia

Zastosowanie modelu GLM odbywa si¢ po uprzedniej klasyfikacji historycznych
danych dotyczacych wyptaconych odszkodowan. Odszkodowania klasyfikowane sg
wedtug dwéch wielkos$ci: okresu powstania szkody oraz okresu, w ktérym nastapita
wyplata odszkodowania. Klasyfikacja ta prowadzi do prezentowania danych w po-
staci tzw. trojkata szkod. Przyklad prezentowania danych zawierajq tab. 11 2.

W metodach kalkulacji rezerw opartych na GLM najczeSciej wykorzystuje si¢
nastegpujace zatozenia:

1. Opisywane zmienne w trojkatach Y;; sa generowane przez model multiplika-
tywny o postaci:

Y,~mx, y,, )

a wigc moga by¢ wyjasniane przez parametry charakteryzujace dany okres wypad-
kowy i oraz okres opdznienia j;

ii. Zmienne losowe Y; maja rozktady z wyktadniczej rodziny rozktadéw lub wa-
riancj¢ rozkltadu mozna przedstawi¢ za pomoca warto$ci oczekiwanej przez kon-
strukcje funkcji wariancji V.

iii. Funkcja aczaca g = ™' jest funkcja logarytmiczna. Wyboér ten sprowadza
multiplikatywny model:

E(Y;)=exp(y, ) =exp(X;P), (10)
do postaci liniowe;j:
i (E(Y,))=XB=m,. (1)

gdzie: X;; jest wierszem macierzy, ktory odpowiada wartosci w komorce (i,f) trojkata.
W szczegblnym przypadku predyktor liniowy moze mie¢ postac:

ny=u+o+p, =Xp. (12)

Na podstawie powyzszych zatozen warto$¢ oczekiwana badanej zmiennej Y,
otrzymywana jest z relacji (12). Warto$ci przysztych odszkodowan prawego dol-
nego trojkata kalkulowane sa zgodnie z formuta.
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ml.j:E(Yij):exp(ﬁ+0?i+ﬁA‘j). (13)

Estymatory parametréw wektora [ =( B, B, )t otrzymywane sa metoda naj-

wigkszej wiarygodnosci. Szczegotowo zagadnienie estymacji parametrow modelu
GLM zostato przedstawiono w pracach [Denuit i in. 2001; Mildenhall 1999]. Ze
wzgledu na obszerno$¢ rozwazan temat ten zostat w pracy pominiety.

5. Zastosowanie modelu ryzyka kolektywnego

Zatozenia modelu GLM umozliwiaja prognoze rezerwy na podstawie danych
zawartych w trojkatach zawierajacych: liczby N;; odszkodowan wyptaconych z
opoznieniem j, ktoére powstaly w roku wypadkowym i, oraz przecigtnej wartosci
odszkodowania Xj; indywidualnego wyplaconego z op6znieniem j, ktore jest wyni-
kiem zdarzenia w roku wypadkowym i. W przypadku tym zaklada sig, iz liczby
odszkodowan oraz ich wartosci sa niezaleznymi zmiennymi losowymi’. Metoda ta
znalazta zastosowanie w przypadku, kiedy zmienne S,, maja ztozony rozktad Pois-
sona ze szkoda indywidualng X;; o rozkladzie gamma Zaroéwno rozktad Poissona,
jak 1 gamma mozna wyrazi¢ za pomoca funkcji okreslonej wzorem (3). Rozktady
te naleza do wyktadniczej rodziny rozktadow.

W celu prognozowania rezerwy wykorzystuje si¢ dwa trojkaty danych’. Pierwszy
z nich zawiera liczby odszkodowan N; wyplaconych w poszczegolnych okresach (i, /),
dla ktorych przyjmuje sig, iz maja rozklady Poissona z parametrem ,ul Drugi trojkat

zawiera przecigtne wartosci odszkodowan indywidualnych Xj; wyplaconych w okre-
sach (7, j). W celu prezentacji metody zatozono, ze Xj; maja rozktad gamma (v , 5, ).

Dla zmiennych tych, zgodnie ze wzorami (9) i (10), prawdziwe sa relacje:
Var[N,1=¢'E[ N, |, gdzie ¢'=1 (14)
Var[X;]1=¢- ml/ , gdzie p=v""' (15)

W celu dokonania prognozy konieczne jest okreslenie struktury predyktorow
liniowych dla zmiennych o rozktadzie Poissona i zmiennych o rozktadzie gamma.
W przyktadzie tym zdefiniowane zostaty one odpowiednio:

In(E[N,; D =n,=p+a,+p;, (16)
ln(E[Xi/]):Ui/:lLl'+a'i+ﬂ_/ " (17)

3 M. Denuit, J. Dhaene, M. Goovaerts, R. Kass, Modern actuarial risk theory, Kluwer Academic
Publishers, Boston 2001, s. 208.

4 Tamze.

> Tamze.
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Zastosowanie modelu bedzie przedstawione na podstawie danych zawartych w
tab. 1-2.

Tabela 1. Trojkat liczb odszkodowan 7;;

nj; 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 30,00 | 22,00 | 27,00 | 28,00 | 20,00 | 18,00 | 19,00 | 9,00 | 12,00 4,00
2 26,00 | 33,00 | 31,00 | 26,00 | 30,00 | 23,00 | 18,00 |16,00 9,00

3 37,00 | 27,00 | 29,00 | 27,00 | 30,00 | 24,00 | 28,00 |12,00

4 26,00 | 18,00 | 16,00 | 22,00 | 26,00 | 16,00 | 12,00

5 39,00 | 28,00 | 21,00 | 29,00 | 31,00 | 31,00

6 37,00 | 26,00 | 25,00 | 25,00 | 33,00

7 34,00 | 31,00 | 32,00 | 30,00

8 45,00 | 39,00 | 36,00

9 44,00 | 32,00

10 52,00

Zrodto: dane umowne.

Tabela 2. Trojkat losowych przecigtnych wartosci odszkodowan )_Cl.j

X; 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 49,92 | 46,05 | 41,81 | 40,38 | 38,57 | 30,56 | 34,94 | 41,27 | 2536 | 33.86
2 56,77 | 48,45 | 46,33 | 44,15 | 41,58 | 32,64 | 37,64 | 4530 | 26,59

3 59,33 | 54,78 | 51,66 | 48,72 | 4534 | 36,95 | 40,71 | 47,10

4 63,65 | 5748 | 56,31 | 51,55 | 44,96 | 38,02 | 47,35

5 68,66 | 63,10 | 59,40 | 56,31 | 52,15 | 39,61

6 7431 | 68,80 | 64,13 | 61,39 | 56,94

7 81,96 | 71,82 | 6823 | 64,91

8 84,75 | 76,46 | 71,73

9 91,07 | 80,94

10 94,64

Zrodto: dane umowne.

Algorytm kalkulacji rezerwy moze by¢ zapisany w nastgpujacy sposob:

Krok 1. Predykcja brakujacych elementow dolnego prawego trojkata — liczby
szkdd na podstawie GLM.

Krok 2. Predykcja brakujacych elementéw dolnego prawego trojkata — prze-
cigtnych warto$ci szkdd indywidualnych na podstawie GLM.

Krok 3. Oszacowanie wartosci $redniej E[S; ] na podstawie otrzymanych war-

tosci E[ X, ] oraz E[N,].

Krok 4. Oszacowanie R;oraz R. Ustalenie rezerwy.
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W celu kalkulacji rezerwy korzysta si¢ z podstawowej wtasnosci modelu ryzy-
ka kolektywnego okreslonej wzorem:

E[S,]= E[X,]EN,]. (18)

Wartos¢ rezerwy kalkulowana jest na podstawie rOwnan:

n

RizSizz Sija (19)
Jea,
i=1

gdzie: A — oznacza prawy dolny trojkat, dla ktérego prognozowane sa warto$ci
szkod indywidualnych S;

Warto$¢ oczekiwang oraz wariacj¢ rozktadu R mozna znalez¢ z wykorzysta-
niem formuty:

E[R]= iE[SU]. (21)

JeA;

6. Prognoza rezerwy — przyklad numeryczny

Jak zaznaczono we wstepie, obszernos¢ opisu zastosowania modeli jest powo-
dem ograniczenia pracy do przedstawienia kalkulacji warto$ci oczekiwanej przy-
sztych odszkodowan.

Estymacji parametrow predyktorow liniowych oraz estymacji wartosci oczeki-
wanych zmiennych N oraz X; dokonuje si¢ na podstawie przyjgtego zatozenia
dotyczacego struktury predyktoréw liniowego dla modelu Poissona i gamma, ktére
sa okreslone wzorami (16), (17). Estymacji parametrow dokonuje si¢ na bazie pro-
cedur opisanych w [McCullagh, Nelder 1999; Mildenhall 1999]. Estymowane war-
tosci parametréw przedstawione sa w tab. 3.

Dla modelu Poissona parametr dyspersji ¢'= 1, w przypadku modelu gamma

estymowana warto$¢ (15 = 0,0005511. Na podstawie otrzymanych ocen parametrow

mozliwe jest okreslenie wartosci predyktorow liniowych dla modelu Poissona
GLM oraz gamma GLM. Wartosci predyktorow liniowych sa podstawa do obli-
czenia oczekiwanych warto$ci zmiennych ;i Xj;, w tym danych prognozowanych
dla dolnych prawych trojkatow (zob. tab. 4-5).

Kolejnym krokiem jest budowa dolnego prawego trojkata przyrostowych war-
tosci S;; odszkodowan do wyptaty na podstawie iloczynu estymatorow wartosci
oczekiwanych Nj; 1 Xj; (dla dolnych prawych trojkatéw) zgodnie ze znana formutq
(17) charakteryzujaca model kolektywny.
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Tabela 3. Estymatory parametréw modeli: Poissona GLM oraz gamma GLM

POISSON GLM GAMMA GLM
Parametry warto$¢ bla dszzglclllmku parametry warto$¢ Sz;:glln?lia&d
mu 3,3738 0,0937 mu’ 3,9249 0,0113
alfa2 0,1362 0,1006 alfa2’ 0,0808 0,0111
alfa3 0,2000 0,1011 alfa3’ 0,1707 0,0116
alfa4 -0,1886 0,1141 alfa4’ 0,2372 0,0121
alfa5 0,2047 0,1069 alfas’ 0,3107 0,0128
alfa6 0,1535 0,1136 alfa6’ 0,4015 0,0136
alfa7 0,2449 0,1193 alfa7’ 0,4643 0,0148
alfa8 0,4615 0,1229 alfa8’ 0,5134 0,0164
alfa9 0,3664 0,1433 alfa9’ 0,5798 0,0193
alfal0 0,5775 0,1674 alfal0’ 0,6252 0,0261
beta2 -0,2169 0,0840 beta2’ -0,1040 0,0111
beta3 -0,2401 0,0895 beta3’ -0,1614 0,0116
beta4 -0,2052 0,0951 beta4’ -0,2148 0,0121
beta5 -0,1233 0,0991 beta5’ -0,2919 0,0128
beta6 -0,3458 0,1146 beta6’ -0,5181 0,0136
beta7 -0,4639 0,1325 beta7’ -0,3601 0,0148
betal -0,9770 0,1787 beta8’ -0,2133 0,0164
beta9 -1,0928 0,2313 beta9’ -0,7082 0,0193
betal0 -1,9875 0,5086 betal(’ -0,4027 0,0261
Zrédto: opracowanie wiasne.
Tabela 4. Wartosci estymowane E A
E| N, 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 29,19 | 23,50 | 22,96 | 23,77 | 25,80 | 20,65 | 18,35 | 10,99 9,79 | 4,00
2 33,45 | 26,93 | 26,31 | 27,24 | 29,57 | 23,67 | 21,03 | 12,59 | 11,21 | 4,58
3 35,65 | 28,70 | 28,04 | 29,04 | 31,51 | 25,23 | 22,42 | 1342 | 11,95 | 4,89
4 24,17 | 19,46 | 19,01 | 19,69 | 21,37 | 17,10 | 15,20 9,10 8,10 | 3,31
5 35,82 | 28,83 | 28,17 | 29,17 | 31,66 | 25,35 | 22,52 | 13,48 | 12,01 | 4,91
6 34,03 | 27,40 | 26,77 | 27,72 | 30,08 | 24,08 | 21,40 | 12,81 | 11,41 | 4,66
7 37,29 | 30,02 | 29,33 | 30,37 | 32,96 | 26,39 | 23,45 | 14,04 | 12,50 | 5,11
8 46,30 | 37,28 | 36,42 | 37,71 | 40,93 | 32,77 | 29,12 | 17,43 | 15,52 | 6,35
9 42,10 | 33,90 | 33,12 | 34,29 | 37,22 | 29,79 | 26,48 | 15,85 | 14,12 | 5,77
10 52,00 | 41,86 | 40,90 | 42,35 | 45,97 | 36,80 | 32,70 | 19,58 | 17,43 | 7,13

Zrodto: opracowanie wlasne.
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Tabela 5. Warto$ci estymowane E [X;]

E [x,] 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 50,65 | 45,64 | 43,10 | 40,86 | 37,82 | 30,17 | 35,33 | 40,92 | 24,94 | 33.86
2 5491 | 49,49 | 46,73 | 44,30 | 41,01 | 32,71 | 3831 | 4436 | 27,04 | 36,71
3 60,08 | 54,14 | 51,12 | 48,46 | 44,87 | 35,78 | 41,91 | 48,53 | 29,59 | 40,16
4 64,20 | 57,86 | 54,63 | 51,79 | 47,95 | 38,24 | 44,79 | 51,87 | 31,62 | 42,92
5 69,10 | 62,27 | 58,80 | 55,75 | 51,61 | 41,16 | 48,21 | 55,83 | 34,03 | 46,20
6 75,67 | 68,20 | 6439 | 61,05 | 56,51 | 45,08 | 52,79 | 61,14 | 37,27 | 50,59
7 80,57 | 72,61 | 68,56 | 65,00 | 60,17 | 47,99 | 56,21 | 65,09 | 39,68 | 53.86
8 84,63 | 76,27 | 72,01 | 68,27 | 63,20 | 50,41 | 59,04 | 6837 | 41,68 | 56,58
9 90,44 | 81,51 | 76,96 | 72,96 | 67,54 | 53.87 | 63,09 | 73,07 | 44,54 | 60,46

10 94,64 | 8529 | 80,54 | 76,35 | 70,68 | 56,38 | 66,02 | 76,46 | 46,61 | 63,27

Zrodto: opracowanie wlasne.

W efekcie otrzymujemy kolejne dane przedstawione tab. 6, ktore sa prognoza-
mi wartosci oczekiwanych odszkodowan S; do wyplaty.

Tabela 6. Wartosci estymowane E [S;] — model kolektywny

E sg |1t 2 3 4 5 6 7 8 9 10 E [s]
1 0,00
2 16827 | 16827
3 35364 | 19621 | 54985
4 47197 | 25626 | 142,18 | 87041
5 108565 | 752,72 | 40869 | 226,75 | 247381
6 108554 |112967] 78325 | 42526 | 23595 | 365967
7 198338 | 126633 |1317.81] 913,68 | 496,08 | 27524 | 625252
8 257478 258700 | 1651,72 [171887[1191,76 | 647,06 | 359,01 | 1073020
9 2548,69 |2502,14] 251402 | 160512 |167038]1158,14 | 628,80 | 348.88 | 1297617
10 3570,56] 3 293,99 [3233,84] 3249,18 | 207450 |2158.841496,80 | 812,68 | 45090 | 2034129

Ogolem | 58022,19

Zrédto: opracowanie wiasne.

Sumowanie elementow trojkata dla danego roku odniesienia daje warto$¢ ocze-
kiwana przysztych odszkodowan S; dla roku odniesienia i. Suma wszystkich elemen-
tow trojkata stanowi warto§¢ oczekiwana odszkodowan S do wyptaty ogotem.

7. Podsumowanie

W literaturze aktuarialnej coraz czgéciej podkresla sig fakt, iz ustalanie rezerwy
szkodowej w wysokosci rownej wartoSci oczekiwanej przysztych odszkodowan i
$wiadczen jest poziomem niewystarczajacym. W zwiazku z tym ustalona rezerwa po-
winna zawiera¢ margines bezpieczenstwa. Decyzje o poziomie rezerwy mozna podjac
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na podstawie informacji wariancji, odchyleniu standardowym, wspolczynniku zmien-
nosci lub o rozktadzie prawdopodobienstwa zmiennej S. Zastosowanie stochastyczne-
go modelu GLM daje mozliwo$¢ okreslenia rozktadu przysztych odszkodowan. Osza-
cowanie rozktadu pozwala na okreslenie prawdopodobienstwa, iz warto$§¢ odszkodo-
wan i $wiadczen przekroczy rozwazany poziom rezerwy szkodowe;.

Wprowadzenie do kalkulacji rezerwy dwoch trojkatow danych umozliwia zasto-
sowanie kolektywnego modelu ryzyka. Obserwacja danych w przedstawionych trojka-
tach oraz prognoza brakujacych elementéw trojkatéow wnosi dodatkowe informacje,
ktoérych nie mozna uzyskaé na podstawie jednego trojkata zawierajacego przyrostowe
warto$ci odszkodowan wyptacanych z op6znieniem w stosunku do okresu odniesienia.
Wykorzystanie jednego trojkata jest dominujacym podej$ciem opisywanym w literatu-
rze aktuarialnej, jednak posiadanie danych uporzadkowanych w dwoch trojkatach po-
zwala rowniez oceni¢ i prognozowac tzw. zjawisko eskalacji liczby i wartoSci rosz-
czen, ktore moze wynika¢ np. ze wzrostu $wiadomosci ubezpieczeniowej 0sob ubez-
pieczajacych si¢ lub z procesu inflacji roszczen. Informacje moga rowniez bra¢ udziat
w podejmowaniu decyzji w stosunku do wartosci rezerw szkodowych.
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IMPLEMENTATION OF COLLECTIVE RISK MODEL
AND GENERALIZED LINEAR MODEL
FOR A LOSS RESERVE CALCULATION

Summary

This article describes an implementation of Generalized Linear Model and Collective Risk Model for a
loss reserve calculation. A loss reserve is the main value calculated by actuaries. A process of calculating
starts from building two data triangles. The first one contains the number of losses, the second one contains
average values of losses. The data is presented in order by an accident year and by a development year. The
article presents also an application of Fast Fourier Transform to calculate a loss distribution.
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