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1. Wstep

Na koniec kazdego roku bilansowego towarzystwo ubezpieczen zobligowane
jest do utworzenia rezerw finansowych na pokrycie zaistniatych, ale nie wyptaco-
nych jeszcze odszkodowai. Sumaryczna wartos¢ utworzonych rezerw moze zostac
podzielona wedlug aktualnego statusu rozpatrywanych roszczen na dwa rodzaje
rezerw, odpowiednio dla:

e szkod zaistnialych i zgloszonych ubezpieczycielowi!,

e szkdd zaistniatych i nie zgloszonych do dnia utworzenia rezerwy.

Oszacowanie wysokosci rezerwy dla szkéd pierwszego rodzaju oparte jest
zwykle na informacjach zebranych w procesie likwidacji tych szkéd i stanowi su-
me¢ oszacowan wartosci poszczegolnych odszkodowan dokonywanych przez likwi-
datoréw szkéd. W drugim przypadku zakiad ubezpieczen nie ma zadnej informacji
ani o liczbie ani o rodzaju zaistnialych zdarzen objetych ochrong ubezpieczeniowa,
co powoduje, ze warto$¢ rezerwy musi zosta¢ oszacowana za pomoca metod
statystycznych, na podstawie informacji historycznych dotyczacych rozwoju szkod
w kolejnych latach, po roku ich zaistnienia. Obliczen tych dokonuje si¢ po uprzed-
nim zapisaniu dostepnych danych historycznych w charakterystycznym formacie
trojkatéw szkodowych. Przykiad takiego trdjkata szkéd wyptaconych przedstawio-
nonarys. 1.

' Zgodnie z bardziej szczegélowa klasyfikacja zdefiniowang w polskim prawie ubezpicczenio-
wym, szkody te dziclone sa dalej na zgloszone i oszacowane oraz zgloszone i nieoszacowane. W tej
pracy pomijamy ten aspekt zakladajac w uproszczeniu, ze warto$¢ kazdej ze zgloszonych szkod
zostata w pewien sposGb oszacowana.
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X,y ~CX, g =U; - CX, o = RES, ¢, dlaroku ,
CX,..I‘ w— CX’—I,I = Ut—] —CX’_]’I = R.ES’_]’ 1 dlarokut—1,
CX,_Z’ W= CXt—Z, 2= Ut—Z - CX‘_Z, 2= RES‘_Z,z, dlaroku -2,

itd.,
gdzie jako U, oznaczono ostateczna wysokos¢ szkéd z danego roku (U, - CX, ),

a jako RES, , wysokos¢ poszukiwanej rezerwy dla roku #, na koniec roku k.

W przypadku catego portfela poszukiwana jest suma RES = ZRES,_S, s Tak
W-12520

zapisana rezerwa szkod RES jest suma rezerw na szkody zgloszone i nie zgloszone.

W tym przypadku, gdy jako wynik kalkulacji rezerwy otrzymujemy oszacowanie

sumarycznej kwoty pozostatych zobowiazan, réznice migdzy otrzymanym wyni-

kiem a rezerwg na szkody zgloszone utworzong przez likwidatoréw CR, ; traktuje

si¢ jako oszacowanie rezerwy na szkody niezgloszone.

Celem niniejszej pracy jest proba wypracowania modelu kalkulacji rezerwy,
ktory pozwalalby nie tylko na dokonywanie optymalnego wyboru miedzy udziatem
metod CL i BF w oszacowaniu tej rezerwy, ale rowniez okre$latby wybor miedzy
opisanymi powyzej, dwoma mozliwymi zakresami danych stanowiacym podstawe
do zastosowania tych metod.

2. Oznaczenia

W celu prowadzenia dalszych rozwazan wprowadzmy nastepujace oznaczenia:

X, j,w — zmienne losowe reprezentujace sumy szkéd, ktore zaistniaty w roku
t, zostaly zgtoszone ubezpieczycielowi w roku j oraz w pelni zlikwidowane (wy-
ptacone) w roku w. Zaktadamy przy tym:

sW2w2j,

°«J2j,

eW>J,
gdzie W, J oznaczaja odpowiednio rok wyplacenia ostatniej szkody ze szkod
zaistniatych w roku  oraz rok zgloszenia ostatniej z tych szkdd. Dla indeksow w, j
przyjmujemy, ze warto$¢ 0 oznacza rok wyplacania lub zgloszenia szkdd réwny
rokowi ich powstania ¢, warto$¢ 1 oznacza rok ¢ + 1, itd.

Y| (X tJ, w) — taczne oszacowanie wysokosci szkéd X, ; ., dokonywane w za-

ktadzie ubezpieczen przez likwidatorow szk6d?.

2w celu uproszczenia dalszych rozwazan zakladamy tutaj, ze oszacowanie szkody dokonywane
jest tylko raz — w momencic jej zgtoszenia, a jego wartos¢ nie zmienia si¢ az do momentu wyplacenia
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CX, k= Z ZX t, j,w — skumulowana warto$¢ szkdd zaistniatych w roku f,
J ws<k

ktore zostaty zgloszone i wyplacone do kofica roku k wiacznie.

CXR ¢ = z ZX 1, j,w — skumulowana wartos¢ szk6d zaistniatych w roku ¢,

w j<k

ktore zostaty zgloszone do konca roku £.

CR, 4 = ZY(X 0 J, w) — rezerwa na szkody zgloszone do konca roku £, ale

J<k,w>k

nie wyplacone przed koncem tego roku. Jest to sumaryczna wielkos¢ oszacowan
dokonanych przez likwidatoréow szkdd, dla szkdd zaistniatych w roku ¢, zgloszo-
nych do konca roku £, ktore zostang w petni zlikwidowane i wyptacone w latach
k+1,k+2, ..

U, = CX, w — skumulowana, ostateczna wartos¢ wszystkich szkod zaistnialych
w roku ¢.

EP, — sktadka zarobiona w roku ¢.

ULR, — oczekiwany wspdiczynnik szkodowosci dla kohorty szkod zaistniatych
w roku ¢.

ULR, - wartos¢ $rednia oczekiwanego wspétczynnika szkodowosci dla szkéd
zaistniatych w poszczegdlnych latach.

RES,  =U,; - CX, ; — kwota szkod, ktére zaistnialy w roku ¢, ale nie zostaly

wyptacone do konca roku k. Zawiera szkody zgloszone do towarzystwa ubezpie-
czen do konca roku &, ktore nie zostaly jeszcze wyplacone, oraz szkody nie zglo-
szone jeszcze do towarzystwa.

pf , q,’: — wspotczynniki okreslajace schemat wyptaty szkod zaistniatych
w danym roku. Zachodza warunki:

OOSpgSpfSpfS...Spﬁ/ =1,

°g f =1- pf .

p;;, q;c — wspolczynniki okreslajace schemat zgtaszania szkod zaistniatych
w danym roku. Zachodza warunki:

e0<ph<pi<ph<..<ply=1,
° g =1-pi.

odszkodowania. W rzeczywistodci proces likwidacji moze by¢ bardziej zlozony, a wartosé rezerwy
wielokrotnie przeszacowywana.
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3. Model probabilistyczny

Wspotczynnik szkodowosci ULR, moze byé traktowany jako pewien parametr
ryzyka wahajacy si¢ z roku na rok wokot swojej sredniej ULR,. Zakladamy, ze
zmienne ULR, dla kolejnych lat zdarzen sa od siebie niezalezne, maja identyczny
rozklad, ktory charakteryzuja momenty:

E(ULR,)=ULRy, (¢))

Var(ULR,)= o} 1. )

Na podstawie wartosci parametru ULR, okreslamy nastgpnie momenty warun-
kowe zmiennej U, oznaczajacej sumaryczng wielkos¢ szkdd zaistniatych w danym
roku. Rozklad zmiennej U, zalezy od realizacji oczekiwanego wspdiczynnika

szkodowosci ULR, w sposéb okreslony ponizej formutami (3) i (4).

E(U,|[ULR,)= EP, - ULR,, 3)
Var(U,|ULR, ) = ER? - o2, 4)

Na podstawie powyzszych definicji otrzymujemy nastgpnie momenty bezwarunko-
we zmiennejU,.

E(U,) = E(EF, -ULR,) = EP, -ULR,, (5)
Var(U,)=E(Var(U,|[ULR,))+ Var(E(U,[ULR, ))=E(ER? -07 )+ Var(EF,-ULR, )=

(6)
=EP? -0} +EP} 'O'%JLR'—_EP12(0'2+G%/LR)-

gdzie o2 = E(cr,z).

Dwaustopniowa definicja zmiennej U, opisujacej calkowite wyplaty z danego
roku, poprzez wczesniejsze zdefiniowanie parametru ryzyka ULR,, ma swoje natu-
ralne przyczyny. Wahajacy si¢ z roku na rok parametr ryzyka ma odzwierciedlaé
zmienne czynniki wplywajace na oczekiwang warto$¢ szkod, ktére pozostaja
w wigkszosci poza kontrola zaktadu ubezpieczen. W przypadku ubezpieczen ko-
munikacyjnych na wahania parametru ryzyka moga wplywaé: pogoda, nat¢zenie
ruchu spowodowane zmianami w cenach paliwa, liczba sprzedawanych samocho-
dow itp. W ubezpieczeniach kredytu jako analogiczny czynnik podaé mozna ko-
niunktur¢ w gospodarce. Czynniki tego rodzaju wptywaja na oczekiwang wielko$é
szkdd, natomiast rzeczywista realizacja zmiennej U, zaleze¢ bedzie dodatkowo od
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parametrow charakterystycznych dla portfela zakladu ubezpieczen, takich jak kwa-
lifikacja przyjmowanych ryzyk lub regionalizacja sprzedazy.
Wspdtczynniki pf(, p,’: okreslajace odpowiednio schemat zglaszania szkdd i

schemat wyptlacania szkod, w okresie od roku ich powstania ¢ do ostatniego roku
rozwoju W, definiujemy formalnie nastgpujaco:

CXt, k
pl= E[ 7, |ULR,J, )

;o [CXR,
Pk =B ——[ULR; |. (®)
t

Zaktadamy przy tym, ze definicje te sa identyczne dla kazdego roku ¢. Proces
zglaszania szkdd konczy sie zwykle szybciej od procesu ich wyptacania (warunek
W > J), wiec oczywiscie moze sig zdarzy¢, ze w ostatnich latach wyptacania szkéd

dla p;; =1'k>J.
Kolejne, podstawowe dla dalszych rozwazan zalozenie mowi, ze oszacowania
likwidatorow szkod Y (X ‘i w) sa nieobciazone, co zapisujemy formalnie jako (9).

LU R A ©

Zgodnie z wprowadzonymi oznaczeniami, oszacowanie poszukiwanej rezerwy
RES, , dla ustalonego roku f, wedlug kazdej z metod bazowych opisuja wzory

(10)-(13).

Rezerwa obliczona metodg Chain Ladder dla szkod wyplaconych

CL a
RPt,k =CXl,k.'_p‘ (10)
Py
Rezerwa obliczona metoda Chain Ladder dla szkdd zgtoszonych
;
Rl =(CX, 4 +CRt,k)"q_I:—+CRl,k (1)

Pk

Rezerwa obliczona metoda Bornheuttera-Fergusona dla szkéd wyptaconych
RP} = EP,-ULRy-qf . (12)
Rezerwa obliczona metoda Bornheuttera-Fergusona dla szk6d zgtoszonych

RI(; = EP, -ULRy gk +CR 4. (13)
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Warto zauwazy¢, ze prezentowane metody cechuje skrajnie rézny sposob osza-
cowania ostatecznej wielkosci szkdd, na podstawie ktorej wyznaczana jest rezerwa.

Dla metody CL jest to CX, -—ip- lub tez (CXt,k +CR,,,()-—1’.—, podczas gdy
Py Pk

w metodzie BF mamy (EP, -ULRy-q +CX, ;) lub tez (EP, -ULRy-qj +CX,  +

+CR,, k)- Oznacza to, ze metoda CL wykorzystuje jedynie informacj¢ o realiza-

cjach szkdd z biezacej kohorty, zaniedbujac catkowicie informacje o sredniej, diu-
goterminowej wielkosci tych szkéd pochodzaca z lat wezesniejszych. Pozwala to
na ewentualne wykorzystanie informacji o realizacji parametru ryzyka ULR, cha-
rakterystycznej dla danego roku, ktéra zawarta jest posrednio w zmiennych CX, ,

oraz CR, ;. Odwrotne podejécie reprezentuje natomiast metoda BF, ktéra informa-

cji o wyptaconych (i ewentualnie zgloszonych) dotychczas szkodach uzywa jedy-
nie jako wartosci historycznych, natomiast oszacowanie wartosci odszkodowan,
ktore beda wyplacone (lub zgloszone) w przysziosci opiera wylacznie na wartosci
s$redniej parametru ryzyka ULR;, pomijajac catkowicie fakt, ze szkodowos¢ ta dla

rozpatrywanej kohorty szkdéd okreslona jest bardziej przez realizacj¢ zmiennej
ULR, , ktéra moze odchyla¢ si¢ od swojej $rednie;j.

4. Rozwigzanie problemu
4.1. Metoda Benktandera

Na podstawie metod Chain-Ladder (CL) oraz Bornheuttera-Fergusona (BF)
nalez): tak wykorzysta¢ posiadane informacje, aby zdefiniowany przez nas estyma-
tor RES rezerwy szkdd RES, cechowat minimalny btad sredniokwadratowy.

Problem znalezienia optymalnego rozwiazania, ktére byloby umiejscowione
pomigdzy skrajnymi przypadkami, byt juz poruszany w literaturze [1-3]. Propono-
wanym rozwiazaniem jest tutaj zdefiniowanie estymatora rezerwy jako sredniej
wazonej:

RPPy =c-RPS} +(1-¢)- RPPY, (14)
gdzie wspétczynnik ¢ wyznacza si¢ w ten sposdb, aby zminimalizowaé blad $red-
2
niokwadratowy postaci E[(RES,‘ Kk~ RPrPk) J

Nie bgdziemy w tym miejscu przedstawia¢ formut stanowiacych peine rozwia-
zanie tego problemu. Zainteresowanych odsylamy do pracy Thomasa Macka [2].
Mozna w niej znalez¢ réwniez wazne wnioski mowiace, ze w praktyce wspot-
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czynnik ¢ moze by¢ w wiekszosci przypadkéw zastgpowany przez p ,f bez znacza-
cej utraty trafnosci oszacowania (metoda Benktandera [1]).
Stosowanie wspdiczynnika p,f jako wagi pomiedzy omawianymi metodami

ma swoje intuicyjne uzasadnienie. Dla kohort szkéd bedacych w dalekiej fazie roz-
woju, gdzie wyptacone roszczenia stanowia wysoki procent ich oczekiwanej kon-
cowej kwoty, udzial metody CL opartej na wielko$ciach charakterystycznych dla
badanej kohorty powinien by¢ duzy. W takim przypadku mozemy bowiem spo-
dziewac sig, ze wiedza na temat biezacego odchylenia si¢ wspofczynnika szkodo-
wosci ULR, od swojej sredniej oraz o realizacji zmiennej U/, ktora zawarta jest
w dostgpnych danych CX, , oraz CR, j, stanowi bardziej wiarygodne zrodio in-

formacji od sredniej dtugookresowej ULRy. Jezeli natomiast etap rozwoju szkod

jest stosunkowo wczesny, co wyraza si¢ przez niska wartos¢ wspolczynnika p,‘f ,

wtedy potencjalny blad generowany przez metodg¢ CL na podstawie skapych infor-
macji zawartych w zmiennych CX,  oraz CR, , moze by¢ relatywnie wysoki.

Bardziej stabilne i wiarygodne oszacowanie rezerwy uzyskujemy wowczas poprzez
odwolywanie si¢ do sredniej wartosci szkéd EP, - ULRy.

Metoda Benktandera oraz wnioski plynace z jej analizy moga by¢ stosowane
zarowno do wynikow generowanych przez par¢ metod CL i BF opartych na troj-
katach szkéd wyptaconych, jak i do analogicznych wynikéw opartych na trojkatach
szkdd zgloszonych. Problem ujednolicenia ewentualnych rozbieznosci nie jest jed-
nak poruszany w cytowanych pracach.

4.2. Wyznaczenie rozwigzania

Intuicyjnie wydaje sig, ze w przypadku lat rozwoju szkod, ktore charakteryzuja
si¢ stosunkowo wysoka wartoscia udziatu szkod zgloszonych p};, do szkéd juz
wyptaconych p,’: , uwzglednienie informacji o warto$ci oszacowan CR, ; mogloby
wplynaé pozytywnie na ograniczenie blgdu estymatora rezerwy. Wplyw ten jest
oczywiscie uzalezniony nie tylko od braku obcigzenia oszacowan Y(X 0 w), ale

takze od wariancji tych oszacowan. Jezeli bowiem trafnos¢, z jaka likwidatorzy
szkdd oszacowujg ich wartosci, jest wysoka, co wyraza si¢ przez niska warto$¢ wa-

riancji warunkowe;j Var(Y(X 0 W)IX [ j,w), to wykorzystanie informacji o war-
tosciach CR, , podczas kalkulacji rezerwy wplynie na obnizenie bledu tych me-
tod. Jezeli jednak przyjmiemy odmienne zalozenie, o wysokiej rozbieznosci doko-

nywanych oszacowan (wysoka wariancja Var(Y (X ', w)‘X ‘. w)), to moze oka-
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za¢ sig, ze z powodu niskiej jakosci dodatkowej informacji zawartej w CR, , nie

warto jej wykorzystywa¢ w przeprowadzanych kalkulacjach, gdyz przyczynia si¢
to do wzrostu btedu estymatora.

Podczas rozwazania problemu wywazenia wynikow generowanych przez me-
tod¢ Chain Ladder i Bornheuttera-Fergusona naturalne wydaje si¢ skonstruowanie
w analogiczny sposdb estymatora uwzgledniajacego zarowno informacje o szko-
dach wyplaconych, jak i o rezerwie na szkody zgloszone. W tym celu rozwazmy
model regresji liniowe;:

RES, i =by - RPSF +by - RICY +b3y - RPBE + b, - RIP + 6, (15)

gdzie by + by + b3 + by =1, a czynnik losowy & ma zerowa warto$¢ oczekiwang
E(&) = 0 oraz skoniczona wariancj¢ Var(g) <.

Analizujac wstgpnie cztery formuly okreslajace metody bazowe dla zapropono-
wanego wzoru, mozna dostrzec, ze opieraja si¢ one w sumie na trzech zmiennych
pierwotnych CX, ,, CR, , oraz (EP, -ULR). Metoda BF oparta na szkodach

zgloszonych R/ ,rf“; stanowi pewna kombinacje liniowa trzech pozostalych, ponie-
waz, jak mozna zauwazyc¢, prawdziwy jest zwiazek.

BF BF 4 ] Cl Cl Pf Q5c
" '] B .
Rl = RE Gy =+ Pic| RICE = RE === |, (16)
q; Pk

Stad uwzglednianie wszystkich czterech metod podczas kalkulacji RES nie jest
konieczne, gdyz jedna z nich nie zawiera zadnej nowej informacji. Postawiony
problem mozemy zapisa¢ teraz jako

RES,  =by - RPC +by - RICk +(1=by ~by)- RES; + &
2
E[(RES,, k = by RPE —by - RITK —(1-by —by)- R }—> min.
Po przeksztalceniu powyzszego réwnania do postaci
BF CL
RES, y ~ RPP =by -(RPCy -~ RPB] )+ by (RIS, - RPP)+ 2 (17)
pozostaje rozwiaza¢ réwnanie macierzowe (18)

V.B=C, (18)
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gdzie:
Var(RP,k—RP, ) Cov(RRSk ~ RRE(, RIF; - RPPY)

V a—
Cov(RP, K= RI, k —RP,'?k) Var(RI:,k —RP:,k)

b

C RE _ BF
c- °V( Si.x -~ RP2%, RECk - RPFY) i [bl}

COV(RES:k—RI’:k RIFE - RP; k) by

Rozwiazanie rownania (18) ma postacé:

3

B=v'.cC.
4.3. Kalkulacje pomocnicze

Do wyznaczenia tego rozwiazania niezbgedne bgdzie jeszcze wyrazenie warian-
cji i kowariancji poszczegolnych rezerw za pomoca wariancji i kowariancji zmien-
nych pierwotnych CX, ,, CR, , oraz U,, ktére moga by¢ obliczane lub oszaco-

wywane bezposrednio na podstawie danych szkodowych. W tym celu wprowadzi-
my ponizej zalozenia dotyczace momentéw zmiennych CX, , oraz CR, . Warto-

$ci oczekiwane warunkowe oraz bezwarunkowe definiujmy zgodnie z réwnaniami

(19)-(21).

E(CX, ([ULR,)= pf - ER,-ULR,, stad E(CX,, «)=pfEPR-ULRy,  (19)
E(CR, k|ULR,)= (Pk - pf)-ER.-ULR,, stad E(CR,«)=(pk - Pf)- EP: - ULRy,(20)
E(CX, 4 +CR 4|ULR )= p- EB-ULR, stad E(CX, 4 +CR, )= pk EF; -ULRy.(21)

Przyjmujemy dodatkowo ponizsze zatozenia odno$nie do wariancji zmiennych
CX, i CR; -

Var(CX, (|ULR,)= pf - ER? -7, 22)

Var(CX, ;)= E(Var(CX,, ([ULR, )) + Var(E(CX, x LR, )) =
(23)

= pf - EP} -0 +(Pf)2 -EP? -olp,
Var(CX, 4 + CR, «|[ULR,) = Var(CX, 4[ULR,) + Var(CR, LR, ).~ 24)

gdzie o2 = E(a,z).
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W celu zdefiniowania wariancji zmiennej CR, ; wprowadzmy definicj¢

N E T . 25)

oraz dodatkowy parametr ,uz, ktory bedzie charakteryzowaé catkowity btad, jaki
moga popetni¢ likwidatorzy w przypadku szkéd pochodzacych z roku .

Var[ ZY(X,‘ j,w)— > X, j’w|D,,W]=Ep,2. u’. (26)

JsW, w>0 JSW, w>0

Okreslenie catkowitego bi¢du réwnaniem (26) pozwoli nam na nastgpujace
zdefiniowanie wariancji warunkowej i bezwarunkowej rezerwy CR, j:

Var[ ZY(Xl,j, w)_ ZXI,j,w\Dl,k}=var[CRt,k - ZXl,j,wlDt,k}=

J<k, w>k J<k, w>k J<Sk, w>k
j 2
ko)t @D

Var(CR, ;)= E(Var(CR, ¢|D, i )) + Var(E(CR, 4|D, ()=

:E((p;;_plf).EP,z-#z)+Var[ ZXl'j'sz (28)

JSk,w>k

- (k- pf) B2 2 +(pl - P ) 52 % + (gl - pf ) - BPP-oHn

2 wykorzystaniem réwnosci Var(CR, ¢|Dy.¢)=Var CR, k= ¥ X j.w|De |
Jj<k,w>k
Kowariancje bezwarunkowe zmiennych CX, , CR, ; oraz U, maja posta:

Cov(CX, 4,U;)= E(Cov(CX,, ., Uy |ULR, )+
+Cov(E(CX, t, U, [ULR,}, E(U,|ULR, )) =
= E(Cov(CX, 1, CX 1,k + Re ULR,)) +
+Cov(E(CX, 4, U |ULR, ), E(U,JULR,)) =

- E(Var(CX,, ¢ |ULR, )+ Cov(E(CX, 4|ULR,), E(U |ULR, )) =
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=E(p{ - ER? o)+ Cov(pf - EP, -ULR,, EP, - ULR, )=
=pf - EPY (0 + o), )
Cov(CR, 4. U, )= E(Cov(CR, U, luLR,))+

+Cov(E(CR, 4 |ULR,) E(U, [ULR,)) =

= E[COV[CR,J(, ZX’J'W +[Ut - ZXt.j.wJ

JSk,w>k JSk, w>k

+Cov(E(CR, |uLr,), B(U,[ULR,)) = (30)

= E[COV{CR,, ks DX wlULR, ]]+

JSk,w>k
+Cov(E(CR, ¢ [ULR, ), E(U,|ULR, )) =
=(Pi —P/f)'EPrZ(UZ +0'%/LR)
z wykorzystaniem zaleznosci dodatkowych, ponizszych zaleznosci:

ZXt,j,w

Jsk,w>k

COV[CR,,[( , th,j,w|ULRt}= E(COV[CR,’/( s ZXt,j,w

sk, wok Jsk, w>k

X, ow ]|ULR, ] =

J<k,w>k

+Cov[E(CR,‘k| ZX,J,WJ,E{ ZX,,j,w

J<k,w>k Jsk,w>k

= Var ZX,’j,w|ULR,}=(p;; _pf),Eplz o2,
j<k,w>k

Cov(CX, 4 +CRy, ,U;)=Cov(CX,, ([ULR, ) + Cov(CR, , |ULR,)
Cov(CX, 4, CRy, ) =E(Cov(CX, ¢, CR, (|ULR,))+
+Cov(E(CX, ¢ |ULR, ). E(CR, , ULR,)) =

= Cov(E(CX, ¢ |ULR, ). E(CR, , |uLr,))=
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~ 2. 2
=Pf‘(P5c—P;f)'EPr "OULR-

Po wprowadzeniu powyzszego modelu mozemy przejs¢ do kalkulacji wariancji
i kowariancji znajdujacych si¢ bezposrednio w definicjach macierzy V oraz C.
W pierwszym kroku przeksztalcimy momenty skladajace si¢ na macierze V oraz C
na poszczegdlne metody kalkulacji rezerw, w réwnaniach (31)-(35).

Var(RPf,% - RP,B,‘:) = Var(RPCL) + Var(RP )— 2 Cov(RP,(_:,l(‘, RP,B,‘:), a3hH
Var( RIS - RRE )= Var(RIFE )+ Var(RR ) -2 Cov(RICE RPEF),  (32)
Cov(RPS} - RP, RICY - RPBF) = Cov(RPS , RICY)- Cov(RPSE, RREF) -
~Cov(RP5F, RIS )+ Var(RPEF), (33)
COV(RESr, k-~ RPrBII:’ RP‘C}(, - tBlI:) = Cov(RE'S, k> RPtCk )*

34
- Cov(RE'S,' k> RP,Bk ) Cov(RP, RP ) + Var(RP,?f), eh

Cov{RES, - 825, ifk - R )= s, o)
(35
—COV(RES, k> RP ) COV(RP'}?II;,RI,C'I[Z)+ Vaf(RP,l?,f), )

Nastepnie, za pomoca formut (36)-(40), elementy macierzy V i C wyrazimy za
pomoca momentow zmiennych CX t.ks CRy k-

2 2
var(RP} )= [‘fk] -Var(CXl’k)z[% .Egz.[pf.az+(p,f)2 o‘ULR) (36)
Py

k Py

Pk Pk

gk | [
2. [_‘_] . [;—J . Cov(CX,’ k> CR & ) =
k

Pk

N2
]
qk 2 [ p. 2 2 2
=\—| -EP/- o° +(p?) ‘o +
[p;( } t (Pk (Pk ) ULRJ (37

2 2
Var(RIE ) [q—k] ~Val‘(CXx,k)+[+] 'Vaf(CRr,k)+
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*[;‘TT-EHZ-(;,;;—pf:)(fwz+(pz—pf)-a%fm)+
k

2.[z£_].[_1,_).p;.(pz-pf)-sez-azm,
o) ek
9l Ei L .Cov(CX, 4, CR, k) =
Cov(RRCE, RICK) = ;17/% o Var(CX, )+ 7 7
qk .qk EPZ (pp o +(pk )2'0'2ULRJ+ (38)
"l Pk
1’;7—‘,.—;7 (ol -pL ) EB? o Turs
Pi Pk
q,f zE-Var(CX )=
COV(R.ESLk’R_P"C/lt_‘)::—;-COV(CX"k,Ut)_pp 1k
Py k

9K gp2. P (% + 0P (39)
_;’;; EP?-pf (o +ofuR)+
p 2
+ik—'EP:2 (Pf"fz’f(l’f) 'UULRJ’
Py
: i
Cov(RES,, . RI} )= Iijl‘,— .Cov(CX,, 4, Uy ) - %z- Var(CX, )+
k
- Cov(CR,. k> U,)— —li—.Cov(CR,’ K CXy & ) = (40)
Pk Pk
] 2
=%'532'[Pf'(02+0%/LR)*(P/€'02+(P£)) 'J%JLRD‘*
k
+L ((Pk-Pk) EP} ((U +0ULR) Pf'a%JLR))-
Pk

Warto zauwazy¢, ze przy zalozeniu kalkulacji rezerwy metoda BF na podsta-
wie stalej sredniej ULR, rezerwa ta pozostaje wartoscia deterministyczna, co spo-

woduje uproszczenie si¢ czgsci pozostatych formut do postaci (41)-(44).

Vaf(RP:',B/f ) =0, (41)
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Cov(RRSk, RRPE) =0, (42)
Cov(RI%, RPBY)=0, (43)
Cov(RES, i, RP2} )=0. (44)

5. Podsumowanie

W celu zilustrowania prezentowanych rozwiazan rozwazmy przykiad liczbowy
oparty na nastgpujacych zatozeniach:

e peten okres rozwoju szkéd wynosi 8 lat,

o skiadka zarobiona EP, w kazdym roku wynosi 10 000,

e oczekiwany wspdtczynnik szkodowosci ULR; w kazdym roku wynosi 50%,

o wszystkie trzy parametry cr%/LR, 0'2, ;12 opisujace odpowiednio: wahania
wspolczynnika szkodowosci, wahania skumulowanych wyptat oraz wahania oszaco-
wan likwidatorow, sg stale w kazdym roku i przybieraja wartosci podane w tab. 1,

e Oczekiwane schematy rozwoju szkéd zgloszonych i wyptaconych sa jedna-
kowe w kazdym roku powstawania szkod i dla lat rozwoju 1-8 przybieraja poniz-
sze wartosci:

P : 60, 80,90, 95, 98, 100, 100, 100%,
p,’:: 35, 50, 60, 70, 85, 95, 100, 100%.

Na podstawie powyzszych ogdlnych zalozen dokonano obliczen wspoétczynni-
kow regresji b, b, oraz by dla kazdego roku rozwoju szkod oraz wartosci rezerwy
dla kazdej z czterech metod bazowych. Nastgpnie warto$¢ rezerwy dla propono-
wanej, ujednoliconej metody obliczono w oparciu o wyniki metod bazowych,
z uwzglednieniem wspotczynnikow charakterystycznych dia danego roku rozwoju

szkod.
Wyniki obliczen dla trzech przykladowych zestawéw parametrow a%/LR, o2,
/,12 zapisano w tab. 1.

Jak mozna zauwazy¢, w wariantach 1 oraz 2 zmieniono jedynie parametr ;12
okreslajacy trafnos¢ oszacowania rezerwy szkdd przez likwidatoréw. Wzrost tego
parametru w przykladzie 2 spowodowal zauwazalny wzrost bigdu dla metod wyko-
rzystujacych oszacowania likwidatordw (CL, BF incurred losses) przy niezmienio-
nych bledach metod opartych jedynie na szkodach wyptaconych. W obu przypad-
kach osiagnigto najnizszy blad sredniokwadratowy, wykorzystujac metody bazowe
w najbardziej korzystny sposob. W ostatnim, trzecim przykladzie, poprawiono za-

ozenie o trafnosci oszacowan likwidatorow (niska warto$¢ pz) z jednoczesnym
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Tabela 1. Otrzymane wyniki

1 2 3

ot 0,0100 0,0100 0,0030
o? 0,0010 0,0010 0,0030
P 0,0015 0,0040 0,.0005
Blad metody (w tys.)

CL (paid losses) 418 418 1254
CL (incurred losses) 409 908 430
BF (paid losses) 1153 1153 899
BF (incurred losses) 482 802 359
Proponowana metoda 244 305 337

Zrédto: obliczenia wlasne.

silnym wzrostem wahan wspétczynnikow crlsz R oraz o2, Spowodowato to oczeki-
wana, relatywna popraw¢ wynikéw metod opartych na szkodach zgtoszonych
wzgledem tych, ktore bazuja wyltaczenie na wyptatach. Wytlumaczenie powyzsze-
go wyniku wydaje si¢ by¢ relatywnie proste. Przy zatozeniu o bardzo dobrej jako-
Sci informacji zawartej w oszacowaniach likwidatorow, wykorzystanie szerszej in-
formacji o szkodach zgloszonych w miejsce bardziej skapej informacji o szkodach
wyptaconych pozwala na redukcj¢ bigdu prognozy.
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LOSS RESERVE CALCULATION
WITH AN OPTIMAL CLAIMS DATA USAGE

Summary

The most commonly used loss reserve calculation methods, the Chain Ladder (CL) and the
Bornhcutter-Ferguson method (BF), represent opposite approaches to the ultimate loss amount
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prediction problem. The first one is based only on the current year loss data while the other uses long
term average loss ratio. The problem of simultaneous application of both methods was already
touched by many authors and some solutions are well known (see the Benktander method).

In practice. both methods mentioned above may be applied to the paid losses or incurred losses
triangles. It may happen thou, that the results obtained with these methods may differ significantly
from each other, depending on the loss triangle we used.

In this paper, we consider the application of both methods (CL and BF) simultaneously to the
incurred and paid claims data. As a result, a unified approach is presented, which cnables one to use
both, paid losses and incurred losses at the same time. We concentrate on such usage of all available
claims data, both paid ones and reported but not paid, that minimizes the mean square error of the
reserve prediction. A computational example is also presented.
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