PRACE NAUKOWE UNIWERSYTETU EKONOMICZNEGO WE WROCLAWIU
Nr 47 2009
TAKSONOMIA 16
Klasyfikacja i analiza danych — teoria i zastosowania

Grzegorz Haranczyk

Uniwersytet Jagiellonski, StatSoft Polska

Andrzej Sokolowski

Uniwersytet Ekonomiczny w Krakowie

ROZWAZANIA O ROZKLADZIE ODLEGLOSCI
OD PUNKTOW KRATOWYCH
W ROZKEADZIE ROWNOMIERNYM

1. Wstep

Zauwazmy, ze rozktad rownomierny ma wiele ciekawych wtasno$ci. Migdzy in-
nymi kazdy ucigty lub warunkowy rozktad k-wymiarowego rozktadu rownomierne-
go jest tez rozktadem rownomiernym. Rozktad réwnomierny tatwo sprowadzi¢ do
przedziatu [0,1] (ogdlnie — wielowymiarowej kostki o boku jednostkowym). W lite-
raturze w odniesieniu do takiego rozktadu znajdujemy okreslenie ,,zmienna lilipucia”
(lilliputian variable); np. [Kowalczyk, Pleszczynska, Ruland 2004].

Pociecha i Sokotowski [1989] zaproponowali szereg statystyk przeznaczonych
do testowania wielowymiarowej jednostajnosci. Zatozyli, ze jezeli rozktad generu-
jacy jest jednostajny, to punkty empiryczne powinny by¢ rozlozone mniej wigcej
~rownomiernie”, bez skupien i dziur. Zaproponowali, aby strukturg punktow opisac
dendrytem. Wiazadla takiego dendrytu powinny mie¢ podobna (statystycznie) dhu-
go$¢ w przestrzeni o zadanym wymiarze. Wigzadta dendrytu mozna tatwo znorma-
lizowac¢ tak, aby ich suma byla réwna 1. We wspomnianej pracy zaproponowano
pig¢ statystyk testowych; sa nimi: miara podobienstwa struktury dendrytu do struk-
tury, w ktorej wszystkie elementy sa tej samej wielkosci, najkrotsze wiazadlo den-
drytu, najdluzsze wiazadto dendrytu, rozstgp oraz wariancja dtugosci wiazadta.
Podano wartos$ci krytyczne uzyskane droga symulacji komputerowych.

Denkowska i Sokotowski [2008] pokazali wielowymiarowy rozktad o strukturze
grupowej, jednostajny przedziatami, na ktory ,,nie reaguja” wymienione statystyki.
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Jezeli uznamy, ze pewnego rodzaju modelem wielowymiarowego rozktadu
rownomiernego jest krata regularna, to warte rozwazenia wydaje si¢ poszukiwanie
rozktadu odleglosci punktow empirycznych od najblizszego punktu kratowego.

1. Rozklad odleglosci od punktéw kratowych w przypadku jednowymiarowym

Zauwazmy, ze do badania rozktadu odlegtos$ci wystarczy rozwazanie pojedyn-
czej ,.celi” kraty, gdyz w uogodlnionej kracie regularnej cele sa takie same. Bez
zmniejszania 0go6lnosci rozwazan zaktadamy, ze bok celi jest jednostkowy. W
przestrzeni jednowymiarowej cele (okienka karty) sa odcinkami o jednakowej dtu-
gosci. Poniewaz rozwazamy odleglos¢ do najblizszego wezla, punktow odleglych
od najblizszego konca o mniej niz d jest 2d. Mamy zatem

F(d)=PX<d)=2d de[o;] (1)

2. Rozklad odleglosci od punktéw kratowych w przypadku dwuwymiarowym

Modelem pojedynczego okna w uogodlnionej regularnej kracie dwuwymiarowe;j
jest kwadrat o boku jednostkowym. Na rysunku 1 pokazano model ilustrujacy me-
chanizm konstrukcji funkcji gesto$ci rozktadu odlegtosci od punktéw kratowych.
Prawdopodobienstwo jest rowne polu zaznaczonemu na schematach. Dla odlegto-
$ci nie wigkszych od 0,5 pole sktada si¢ z czterech ¢wiartek kota. Dla d > 0,5 te
rosnace ¢wiartki zaczynaja si¢ pokrywaé, zatem od pola kota nalezy odjac cztery
jednakowe czesci wspolne.
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Rys. 1. Zbiory punktow odlegtych od weztow kraty o mniej niz d; 1 - gdy d € [Oﬂ ’
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Zrodto: opracowanie wlasne.
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Dystrybuanta ma postac¢

F(d)=P(X <d)=

gdzie
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Po podstawieniu (3) do (2) otrzymujemy

rd’ de{
F(d)=P(X <d)=

Oczywiscie wida¢, ze

F(0)=0, F(%} =1.
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Rys. 2. Dystrybuanta rozktadu odlegtosci od punktow kratowych dla dwuwymiarowego

rozktadu réwnomiernego

Zrodto: opracowanie wlasne.
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Rys. 3. Funkcja ggstosci rozktadu odleglosci od punktow kratowych dla dwuwymiarowego
rozktadu rownomiernego
Zrodto: opracowanie wlasne.

Na rysunku 2 przedstawiono posta¢ dystrybuanty rozkladu odlegtosci od punktow
kratowych w dwuwymiarowym rozktadzie rownomiernym, a na rys. 3 — jego gestosc.

2. Rozklad odleglosci od punktow kratowych
w przypadku k-wymiarowym

W przypadku tréjwymiarowego rozktadu réwnomiernego modelem pojedyn-
czej celi kraty regularnej jest szeScian. Przy konstrukcji rozktadu rozwaza sig
osiem kul (z kazdej kuli jej 1/8 objetosci) o srodkach potozonych w wierzchotkach
sze$cianu oraz promieniu d. Dla d < 1/2 dystrybuanta jest rowna objgtosci kuli. Dla
d >1/2 sytuacja komplikuje si¢ o tyle, Zze najpierw zaczynaja pokrywacé si¢ kule o
srodkach lezacych w wierzchotkach bgdacymi wierzchotkami tej samej S$ciany
sze$cianu. Spotkanie z kula wychodzaca z przeciwlegtego wierzchotka nastapi, gdy
d bedzie réwne potowie przekatnej szescianu.

W przypadku k-wymiarowym modelem pojedynczej celi regularnej kraty jest
hipersze$cian o liczbie wierzchotkéw rownej 2*. Dystrybuanta i funkcja gestosci
beda wieloczesciowe, co wynika z czesciowego pokrywania si¢ hiperkul o $rod-
kach w tych wierzchotkach. Pierwsza czes¢ dystrybuanty (dla d < 1/2) jest rowna
objetosci hiperkuli o promieniu d i wynosi
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Jak wida¢, przy wzroécie wymiaru k ro$nie skomplikowanie funkcji rozktadu.
Wydaje sig, ze w takim przypadku wygodniejsze jest szacowanie ksztattu rozktadu
przez badania symulacyjne. Na rysunku 4 przedstawiono przyklady oszacowanych
funkcji gestosci odleglosci od punktéw kratowych dla k od 3 do 7. Mozna zauwa-
zy¢, ze oprocz przesuwania si¢ potozenia rozktadu — co jest zwigzane ze znanym
efektem ,,rozdymania si¢” przestrzeni klasyfikacji — wydaje si¢ on asymptotycznie
przybliza¢ do rozktadu symetrycznego. Zagadnienie to wymaga jednak dalszych
badan symulacyjnych.

F(d)= d-. (5)
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Rys. 4. Funkcja ggstosci rozktadu odleglosci od punktéw kratowych dla przypadku
) wielowymiarowego oszacowana na podstawie symulacji (1 mln przypadkow)
Zroédto: opracowanie wlasne.

Testowanie wielowymiarowej rownomiernosci (czyli braku struktury grupo-
wej) mozna przeprowadzaé przez porownywanie empirycznego rozktadu od punk-
tow kratowych uzyskanego z analizowanych danych z takim samym rozktadem
generowanym przy zalozeniu wielowymiarowej rownomiernosci. Na rysunku 5
pokazano porownanie w przypadku k = 2, gdy zbiorowos$¢ badana skltada si¢ z
dwoch grup. Przedstawione rozktady odleglosci od punktow kratowych sa zdecy-
dowanie rozne.
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Rys. 5. Wyniki symulacji dla przypadku dwuwymiarowego.

Wykresy rozrzutu i ponizej odpowiadajace im rozktady odlegtosci o

Zrbdto: opracowanie wihasne.

3. Podsumowanie
Jak pokazano, potencjalnym zastosowaniem proponowanego rozktadu jest te-

stowanie wielowymiarowej r

J4

4

ownomiernosci przez por

rycznego rozkladu odleglosci od punktéw kratowych z rozktadem teoretycznym.

Dalszy kierunek badan to poszukiwanie rozktadu odlegtosci od swoistych punktow
kratowych. Kazda o§ w przedziale zmiennosci cechy dzielimy na n—1 réwnych

odcinkow. Otrzymujemy n rownomiernie roztozonych punktow. Sa one podstawa
wielowymiarowej kraty rownomiernej. Jezeli oryginalne wartosci cech zamienimy
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na rangi, to swoistym punktem kratowym nazywamy wierzchotek kraty regularnej
wyznaczony przez te wspotrzedne rangowe.
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THE DISTRIBUTION OF DISTANCE FROM LATTICE POINTS
IN UNIFORM DISTRIBUTION

Summary

A search for probability distribution of distance to lattice points in the uniform distribution is presented
in the paper. Probability functions for one and two dimensional cases have been derived analytically. For
higher dimensions, Monte Carlo analysis is advised in order to approximate the distribution.
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