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1. Wstep

W ostatnich latach duza role w badaniach probkowych przypisuje si¢ metodom
szacowania parametrow w populacji generalnej z uwzglednieniem wszelkich do-
stegpnych zrodet informacji (spisy, rejestry administracyjne itd.). W ramach tego
nurtu badan — okreslanego mianem statystyki matych obszaréw (SMO) — szczegol-
ne znaczenie przypisuje si¢ podejsciu kalibracyjnemu, ktére odgrywa istotna rolg w
badaniach z brakami odpowiedzi.

Zgodnie z definicja zaproponowana przez jednego z jej tworcow [Sarndal
2007] kalibracja jest metoda estymacji parametréw w odniesieniu do skonczonych
populacji, ktora sktada si¢ z:

o obliczenia wag z uwzglednieniem informacji dodatkowych, tak aby spelnione
byto odpowiednie rownanie — tzw. rownanie kalibracyjne,

« wykorzystania tych wag do estymacji wartosci globalnej badz innych parame-
trow, przy czym warto$¢ zmiennej mnozona jest przez wage, a sumowanie od-
bywa si¢ po zbiorze wszystkich respondentow,

o uzyskania w ten sposob nieobciazonych oszacowan parametrow, w sytuacji
gdyby w badaniu nie wystapity braki odpowiedzi oraz inne btedy nielosowe.
Podejscie to zyskalo akceptacje — przede wszystkim w badaniach prowadzonych

przez urzedy statystyczne panstw skandynawskich — a takze w Kanadzie, Belgii i Holan-

dii. Na potrzeby realizacji badan stworzono odpowiednie programy (GES w Kanadzie,

CLAN97 w Szwecji, g-CALIB-S w Belgii oraz Bascula w Holandii), ktore w procesie

estymacji r6znych parametrow wykorzystuja wiele dostepnych w tych panstwach zbio-

réw zmiennych pomocniczych z rejestrow administracyjnych i spisow.

W polskiej praktyce badan statystycznych kalibracja nie byta do tej pory wyko-
rzystywana. Jak jednak pokazuja pierwsze prace z tego zakresu [Paradysz, Szym-
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kowiak 2007; 2008], jej zastosowanie moze prowadzi¢ do znacznej redukcji obcia-
Zenia i zmniejszenia wariancji estymatorow, ktore sa czesto konsekwencja wyste-
powania w badaniu brakéw odpowiedzi.

W podejsciu kalibracyjnym ze wzgledu na fakt, ze w wielu badaniach, oprocz
brakow odpowiedzi, rozktady badanych cech charakteryzuja si¢ silnymi asymetriami
— duza wagg zaczeto przywiazywac do problemu estymaciji kwantyli, ktore w takich
przypadkach sa czgsto miarami potozenia bardziej pozadanymi anizeli $rednia.

W zwiazku z tym celem artykutu jest zastosowanie estymatorow kalibracyj-
nych kwantyli na potrzeby oszacowania wydatkéw gospodarstw domowych na
wybrane towary i ushugi konsumpcyjne w przekroju powiatow wojewodztwa wiel-
kopolskiego w 2002 r. na podstawie danych pochodzacych z Badania Budzetow
Gospodarstw Domowych (BBGD).

Potrzeba zastosowania estymatorow kalibracyjnych wynika z dwoch zasadni-
czych powodow. Po pierwsze, w badaniu tym jednym z istotnych problemow jest
duza frakcja brakéw odpowiedzi oraz skrajnie asymetryczne rozktady wielu kate-
gorii wydatkow i dochodow. Po drugie zas, mimo iz w wielu publikacjach poda-
wane sa informacje o przecigtnych dochodach i wydatkach w gospodarstwach do-
mowych jako podstawowych miarach okreslajacych zamoznos¢, poziom zycia oraz
strukture konsumpcji, informacje te nie sa jednak wystarczajace, aby okresli¢ sto-
pien zréznicowania gospodarstw pod wzgledem uzyskiwanych dochoddéw oraz
ponoszonych wydatkach. Stad tez prezentuje si¢ wartosci réoznych wskaznikow
mowiacych o nierownosciach dochodowych i strukturze konsumpcji opartych na
decylach (wskaznik zréznicowania decylowego, wskaznik wahania decylowego,
wskaznik dyspersji decylowej itd.).

2. Estymatory kalibracyjne kwantyli

Niech dana bedzie N-elementowa populacja U ={1,2,...,N}. Z populacji tej
zgodnie z okreSlonym schematem losowania pobieramy n-elementowa probe
sc U . Niech 7, oznacza prawdopodobienstwo inkluzji i-tej jednostki do proby

tzn. 7, =P(ies) dla i=1,2,....N, a d, =LdeZie waga odpowiadajaca jednost-
T

ce i. Zalozmy, ze celem naszego badania jest oszacowanie kwantyla rzedu o -0, ,
zmiennej y. W szczegdlnym przypadku, gdy o =0,5, dokonujemy oszacowania
mediany zmiennej y .

Zatozmy w dalszym ciagu, ze » oznacza m-elementowy zbior respondentdw,
dla ktorych znana jest warto$¢ zmiennej y. W konsekwencji zbior s\r oznacza
zbidr nierespondentow, tj. jednostek w probie, ktore z roznych powoddéw nie udzie-
lity odpowiedzi i nie jest znana dla nich warto$¢ zmiennej y .
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Zalozmy ponadto, ze dysponujemy wektorem zmiennych pomocniczych

T
O =(Qx1 ,a""’QxJ,a) , ktorego poszczegélne sktadowe sa kwantylami rzedu o
na poziomie populacji. Informacje na temat poszczegolnych J kwantyli mozna

pozyskac ze spisow badz z odpowiednich rejestrow administracyjnych. W przy-
padku braku takich danych zastgpujemy wektor Q, , wektorem oszacowanych

A A A T
kwantyli O, , = ( [ONPRINON ’a) na podstawie proby s . Zakladamy przy tym, ze

w przeciwienstwie do zmiennej y w odniesieniu do zmiennych x,,...,x, dysponu-
jemy informacjami dla wszystkich jednostek badania.

Zanim zdefiniowany zostanie estymator kalibracyjny kwantyla rzedu o wpro-
wadzimy definicje dystrybuanty zmiennej y, kwantyla rzedu o oraz dystrybuanty

interpolacyjnej [Harms, Duchesne 2006].
Definicja 1. Dystrybuanta zmiennej y jest funkcja o postaci:

N
ZH(t_yi)
F(t)="—-v—, 1
()= (M
gdzie:
H(—y)= 1 dlat>y, @)
770 dlar<y,

dlai=1,...,.NiteR.
Definicja 2. O, , nazywamy kwantylem rzedu « € (0,1) zmiennej y, jezeli:

0, = inf{t‘Fy (£)> a}, 3)
gdzie teR.
Definicja 3. Dystrybuanta interpolacyjna zmiennej y nazywamy funkcje F cal
zdefiniowana w nastgpujacy sposob:
ile t y,
Fyea (1) =, “

VVI.

M

1

gdzie funkcja H (1, y,) jest zmodyfikowana postacia funkcji (2), tj.
1 dlay, <L, (1),

H, (t,y)=1p8,, (1) dlay,= u,, (1), 5)
0 dlay>U, (1),
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gdzie:
L, (t)zmax{{yi,ier|yi St}u{—oo}}, (6)
Uy,r(t):min{{yi,iedyi >t}u{oo}}, (7)
t—L,, (1)

SA0) ©

Do wyznaczania estymatorow kalibracyjnych kwantyli wykorzystywana jest
dystrybuanta interpolacyjna bazujaca na zmodyfikowanej funkcji A . Dla funkcji
tej w punktach ¢e{y,, ier} spemiony jest warunek H, (1,y,)=H (t—y,). Wy-
stepujace w definicji (3) funkcje L i U maja nastgpujaca interpretacje: L oznacza
dolnego, a U — goérnego sasiada punktu ¢z w zbiorze respondentéow r dla kazdego
yi,i=1l...,m.

W podobny sposdb definiujemy dystrybuante kwantyla rzedu ¢ i dystrybuante
interpolacyjna dla kazdej zmiennej pomocniczej x;, i=1L...,J . W tym celu w
definicjach (1)-(3) nalezy dokona¢ zamiany oznaczenia zmiennej y na odpowied-
nig zmienng pomocnicza x; oraz zbioru r na zbior s. Wynika to z zalozenia po-
czynionego poprzednio odnosnie do tego, ze dla zmiennych pomocniczych dyspo-
nujemy informacjami na poziomie catej proby.

Definicja 4. Estymatorem kalibracyjnym kwantyla rzgdu « jest QAy,ml’a, ktory
jest rozwiazaniem rownania:

Qy,cal,zz = F'}:i’al ((Z) > (9)
gdzie ﬁy’w, jest dystrybuanta interpolacyjna zmiennej y, a wektor wag
w= (w1 peees W, )T jest rozwigzaniem zadania optymalizacyjnego:

w =argmin,  D(v,d), (10)
przy warunku:
A A A T T
Qx,a,cal = (Qx,,cal,a 50" ‘7ij,cal,a ) = Qx,a = (Qxl,a 5 "ij,a ) > (1 1)
oraz
D w=N, (12)
i=l1
gdzie D(v,d) jest funkcja odlegtosci o postaci:
m (w, —d.)*
D(w,d):lzu. (13)
23 d,

Wystepujace w powyzszej definicji estymatora kalibracyjnego kwantyla rzedu
a réwnania (11) 1 (12) sa tzw. rownaniami kalibracyjnymi. Pierwsze z nich mowi
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o tym, ze wektor wag kalibracyjnych w powinien zosta¢ wyznaczony w taki spo-
sob, aby kwantyle poszczegolnych zmiennych pomocniczych w populacji rownaty
si¢ odpowiednim kwantylom wyznaczonym na podstawie proby. Drugie z kolei
roOwnanie orzeka, ze suma wag powinna by¢ réwna liczebno$ci populacji general-
nej. Zwro¢my uwage, ze gdy nie sa znane kwantyle rzgdu o w odniesieniu do
zmiennych pomocniczych — w powyzszej definicji nalezy w miejsce wektora

A

r ., A A T
O =(Qx1 PPN O ’a) wprowadzi¢ wektor O, , =(Qx1 PPN O ’a) . Oszacowa-

nia poszczegolnych kwantyli kazdej zmiennej pomocniczej mozna dokona¢, wyko-
rzystujac w tym celu estymator Horvitza-Thompsona o postaci:

QAX‘,HT,a :ﬁ’le(a)’ (14)
gdziedla i=1,...,J :

S, (1)
— i=1 .
>.d,
i=1

Twierdzenie 1 rozstrzyga posta¢ wag estymatora kalibracyjnego okre§lonego w
definicji (4).

Twierdzenie 1. Rozwigzaniem zadania minimalizacji funkcji odlegtosci (10)
przy warunku (11) i (12) jest wektor wag kalibracyjnych o postaci

F, (1) (15)

w=(w,...,w,), ktorego skladowe spetniaja warunek:
w,=d,(1+a] 1), (16)
przy czym

-1
i :(lediaia@ (Ta —Zl:diaij, (17

gdzie T, =(N,a,...,a)T, a skladowe wektora a, =(1,a1,.,...,aﬁ)T, dla j=1,..,J,
wyrazajq si¢ nastepujacym wzorem:

% dlax, < )5 (Qx,/,a)’
a; = %ﬁxﬂs (Qx/,a) dlax; = was (Q"/’a )’ )
0 dlax, >ij,S(ij,a)'




84 Tomasz Klimanek, Jan Paradysz, Marcin Szymkowiak

Analogicznie do uwagi poczynionej poprzednio, gdy nie znamy kwantyla Q. ,
zmiennej x; na poziomie populacji, zastgpujemy go we wzorze (18) przez ij,a

oszacowanym na podstawie proby s .

3. Estymatory kalibracyjne kwantyli w BBGD

Na rysunkach 1 i 2 zestawione zostaly wyniki estymacji wydatkow gospo-
darstw domowych na energi¢ elektryczna. Rysunek 1 zawiera ponadto informacje
na temat frakcji brakow odpowiedzi w przekroju powiatow wojewodztwa wielko-
polskiego w 2002 r. Frakcja brakéw odpowiedzi dla wybranej grupy wydatkow —
na energi¢ elektryczna — wahata sig¢ od 6 do 65%. Z analizy — ze wzgledu na to, ze
trzy powiaty nie byly reprezentowane w probie przez zadne gospodarstwo domowe
— wylaczono powiat kaliski, wolsztynski i miasto Konin. Jako zmienna pomocni-
cza, dla ktorej dostepne byty informacje na poziomie catej proby, wykorzystano
dochody gospodarstw domowych ogotem. Ponadto dane o liczbie wszystkich go-
spodarstw domowych w poszczegdlnych powiatach wojewodztwa wielkopolskiego
(niezbgdne do utworzenia pierwszej sktadowej wektora T, ) zostaly zaczerpnigte ze

spisu z roku 2002. W analizie wydatkow gospodarstw domowych na energi¢ elek-
tryczna przyjeto, ze o =0,5. Oznacza to, ze szacowaniu poddana zostala mediana
tej grupy wydatkéw. Ze wzgledu na nieznajomo$¢ mediany dochoddéw gospo-
darstw domowych w przekroju powiatow wojewodztwa wielkopolskiego (poziom
populacji) dokonano jej oszacowania z wykorzystaniem estymatora Horvitza-
-Thompsona (14) w na podstawie wynikéw BBGD.
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Rys. 1. Frakcja brakow odpowiedzi i oszacowania mediany wydatkéw gospodarstw domowych
na energig elektryczna (w zt) z wykorzystaniem estymatora kalibracyjnego
w przekroju powiatow wojewodztwa wielkopolskiego w 2002 r.
Zrodlo: opracowanie whasne.
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Jesli za podstawe wyciaganych wnioskow przyjmie si¢ mediang oszacowana w
oparciu na estymatorze kalibracyjnym, to najwigksza warto$¢ przyjmie ona w po-
wiatach chodzieskim i §redzkim. Oznacza to, ze 50% gospodarstw domowych w
tych powiatach wydaje na energi¢ elektryczna ponad 250 zi. Najmniejsza wartos$¢
mediana przyjmuje z kolei w powiecie nowotomyskim, z czego wynika, ze w 50%
gospodarstw domowych wydatki na energi¢ elektryczna nie przekraczaja 35 zt. Jak
pokazuje rys. 2, estymator kalibracyjny mediany poglebia roznice migdzy powia-
tami, cho¢ w niektorych powiatach daje zblizone oceny jak estymator Horvitza-
-Thompsona. Co wigcej, estymator ten w swych ocenach znacznie odbiega od ocen
estymatora bezposredniego dla powiatow, w ktorych frakcja brakow odpowiedzi
jest stosunkowo duza'. Dla powiatow, w ktérych frakcja brakéw odpowiedzi mie-
$cita si¢ w przedziale 30-40%, oceny wydatkéw na energig elektryczna uzyskane
na podstawie estymatora kalibracyjnego i Horvitza-Thompsona byly zblizone
(z wyjatkiem powiatu nowotomyskiego).
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Rys. 2. Oszacowania mediany wydatkow na energig elektryczng (w zt)
z wykorzystaniem estymatora kalibracyjnego i Horvitza-Thompsona
w przekroju powiatow wojewoddztwa wielkopolskiego w 2002 r.
Zrédto: opracowanie wiasne.

Wydaje si¢ ponadto, ze oceny mediany dokonane z wykorzystaniem estymatora
kalibracyjnego (z wyjatkiem powiatu nowotomyskiego) daja bardziej przekonujace
oceny wydatkéw na energig elektryczna. Wynika to zapewne z tego, ze przy ocenie

! Oceny mediany wydatkéw na energie elektryczna na rys. 2 z uwzglednieniem obydwu estyma-
torow zostaly przedstawione w przekroju powiatéw wojewodztwa wielkopolskiego wedlug rosnacych
wartosci wskaznika brakow odpowiedzi.
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wynikéw estymacji nalezy mie¢ na uwadze fakt, Ze istnieja roznice migdzy posta-
wami konsumpcyjnymi respondentow i nierespondentow. Jest to réwniez konse-
kwencja tego, ze estymatory znane ze statystyki matych obszarow (w tym réwniez
estymatory bezposrednie) maja tendencj¢ do niwelowania réznic migdzy obszarami,
w przeciwienstwie do estymatorow kalibracyjnych, ktore te roznice uwypuklaja.

4. Podsumowanie

Przedstawiona metodologia wyznaczania kwantyli w badaniach reprezentacyj-
nych z wykorzystaniem wszelkich dostepnych zrédet danych — charakterystyczna
dla statystyki matych obszaréw — moze stanowi¢ godna rozwazenia alternatywe w
stosunku do estymatorow znanych z klasycznej metody reprezentacyjnej — zwlasz-
cza w odniesieniu do badan z brakami odpowiedzi, w ktorych rozklady cech cha-
rakteryzuja si¢ dodatkowo silnymi asymetriami. Jak jednak pokazuja doswiadcze-
nia panstw stosujacych w praktyce podejscie kalibracyjne oraz wyniki badan symu-
lacyjnych, estymatory kalibracyjne w przypadku istnienia odpowiednich zrédet
zmiennych pomocniczych (spisy, rejestry administracyjne) charakteryzuja si¢
mniejszym obciazeniem i wariancja w porownaniu z estymatorami klasy SMO.

W polskiej praktyce badan statystycznych metodologia ta nie byta dotad wyko-
rzystywana przez GUS. Warto jednak wspomnie¢, ze w ramach przygotowan do
spisu 2011 wiasno$ci tych estymatoréw beda testowane na podstawie danych z
NSP 2002 przez pracownikéw AE w Poznaniu wchodzacych w sktad powotanej
przez GUS podgrupy roboczej ds. metod statystyczno-matematycznych na rzecz
spisow. Poniewaz Spis Powszechny 2011 ma mie¢ nowa formulg bazujaca na inte-
gracji roznego rodzaju rejestrow administracyjnych, metodologia ta zyskataby na
znaczeniu ze wzgledu na bardzo duze mozliwosci wykorzystania ré6znego rodzaju
zmiennych pomocniczych. W przypadku szacowania parametréw opisujacych wy-
datki gospodarstw domowych na rézne artykuty i dobra konsumpcyjne z danych
BBGD szczegblnie waznym zrodtem — w kontek$cie wykorzystania zmiennych
pomocniczych — mogltby by¢ na przyklad rejestr podatnikow, ptatnikow i innych
podmiotéw oraz dokumentow ,,POLTAX” czy baza danych o podatnikach podatku
dochodowego od 0s6b fizycznych (PIT).

Pelne wykorzystanie informacji pomocniczych zawartych w tych Zrdédiach
mogtoby dodatkowo poprawi¢ proces estymacji oraz uwiarygodni¢ wyniki badan z
BBGD, w ktoérych oprocz brakéw odpowiedzi istotnym problemem jest wiarygod-
no$¢ podawanych przez gospodarstw domowe danych.
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THE CALIBRATION ESTIMATORS OF QUANTILES OF HOUSEHOLDS’
INCOMES AND EXPENDITURES DISTRIBUTION
IN HOUSEHOLD BUDGET SURVEY

Summary

The main objective of the paper is to present the calibration estimators used in Household Budget
Survey (HBS) which are essential as far as methodology in surveys with nonresponse is concerned.
HBS is the survey in which besides the nonresponse one has to deal with the problem of highly
skewed distributions. The article presents selected calibration estimators of quantiles according to the
idea of calibration proposed by J.-C. Deville, C.-E. Sdrndal and S. Lundstrém and developed by
T. Harms and P. Duchesne. The theoretical foundations are accompanied by the empirical attempt to
apply the discussed estimators in HBS. Moreover, the comparison between calibration estimators of
quantiles and classical ones, well-known in literature, is made.
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