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ZASTOSOWANIE DRZEW KLASYFIKACYJNYCH
W ANALIZIE KLAS UKRYTYCH

1. Wstep

W badaniach ekonomicznych czesto spotyka si¢ dane mierzone na stabych ska-
lach pomiaru. Jedna z metod pozwalajacych na analizg tego typu danych jest anali-
za klas ukrytych (latent class analysis), ktora zostala zaproponowana przez Lazars-
felda [Lazarsfeld, Henry 1968]. Obecnie ta metodg zajmuje si¢ Vermunt [1997].

Drzewa klasyfikacyjne oraz regresyjne sa nieparametryczng metoda. Zostaty
one wprowadzone przez Breimana i in. [1984]. Wyrazna zaleta tego rodzaju drzew
jest to, Ze w przeciwienstwie do analizy klas ukrytych, pozwalaja analizowaé dane
mierzone zaréwno na stabych, jak i na mocnych skalach pomiaru.

Celem artykulu bedzie zaprezentowanie, w jaki sposob drzewa klasyfikacyjne
mogg, usprawni¢ analize klas ukrytych oraz jak tego typu drzewa mozna wykorzy-
stywaé do ograniczenia liczby zmiennych wprowadzanych do analizy klas ukrytych.

W konicowym etapie artykutu zostanie réwniez pokazana graficzna prezentacja danych
za pomoca tzw. wykresu wspdtrzednych barycentrycznych, ktory to pozwoli na przedsta-
wienie zaleznoéci miedzy kategoriami zmiennych zawartych w tablicy kontyngencji.

2. Etapy postepowania w proponowanej procedurze

2.1. Redukcja zbioru zmiennych przeprowadzana
za pomocg drzew klasyfikacyjnych

Drzewa sa nieparametryczng postacia modelu dyskryminacyjnego lub regre-
syjnego [Breiman i in. 1984]. Drzewa umozliwiaja budowe modelu w postaci:

K
y=) al(xeR,), )

k=1
gdzie: R, — rozlaczne obszary w przestrzeni cech,
a, — parametry modelu,
x — wektor cech.
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W zalezmosci od tego, czy y jest zmienna mierzong na skali mocnej, czy zmien-
n3 mierzona na skali nominainej, méwimy w pierwszym przypadku o drzewach
regresyjnych, natomiast w drugim — o drzewach klasyfikacyjnych.

Celem budowy takiego drzewa jest uzyskanie podzbioréw maksymalnie jedno-
rodnych ze wzgledu na warto$é zmiennej zaleznej.

Do podstawowych miar jakosci podzialu drzewa stosowanych w drzewach kla-
syfikacyjnych naleza: wskaznik Giniego, miara entropii, regula podzialu na dwie
czesci (twoing rule). Wiecej miar mozna znalez¢ w pracy [Gatnar 2001].

W przypadku natomiast drzew regresyjnych miara jakosci podzialu drzewa jest wariancja.

2.2. Przeprowadzenie analizy klas ukrytych

Zalézmy, ze mamy dana tablice kontyngencji z trzema zmiennymi obserwo-
walnymi: 4 (i=12, ..,1), B (j=12,..,J) oraz C (k=1,2, ..,K). Zmienna
ukryta X przyjmuje wartosci w=1,2, ...,W, gdzie W oznacza liczbg klas. Model z
jedna zmienna ukryta X mozna przedstawi¢ za pomoca ponizszego réwnania:

ABCX
Ty = Z”ykw ) 2

w=l
gdzie: mfkﬂcx — prawdopodobienstwo warunkowe tego, ze i-ta, j-ta, k-ta kategoria
zmiennej A, B oraz C znajdzie si¢ w opisie klasy ukrytej w.
Wykorzystanie wzoru (2) wymaga spelnienia zatozenia o lokalnej niezalezno-
$ci zmiennych:
;&CX ”_X”A\X”B\X C\X , (3)

gdzie: 71',"5 — prawdopodobienstwo przynaleznosci danych obserwacji do klasy
w zmiennej ukrytej X,
¥ _  prawdopodobiefistwo warunkowe tego, ze i-ta kategoria zmiennej
A znajdzie sie w opisie klasy ukrytej w.
Prawdopodobieristwa po prawej stronie réwnania (3) wymagaja spelnienia od-
powiedniego zalozenia:

w I J K
Z 7~ =Z A :Z ﬂ,ﬁ:x z C\X _ 1 4)
w=l =l j=1

Wybér optymalnej liczby klas

Jednym ze sposobéw wyboru modelu z odpowiednia liczba klas sa kryteria in-
formacyjne. W celu wyboru liczby klas w analizie klas ukrytych mozma sig postu-
zy¢ wieloma kryteriami informacyjnymi. Do najbardziej popularnych w tego typu
analizie zaliczamy kryterium informacyjne Akaike (AIC) oraz bayesowskie kryte-
rium informacyjne (BIC). Rowniez w analizie klas ukrytych czesto stosuje si¢ kry-
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terium informacyjne CAIC. Szeroko stosowana w analizie klas ukrytych jest staty-
styka BIC, kt6ra mozna zapisaé za pomoca ponizszej formutly:

BIC =-2LL +In(n)-df, 5)
gdzie: LL - iloraz wiarygodnosci,
n - liczba obserwacji,
df - liczba parametrow modelu.

Sclove [1987] skorygowat probg w kryterium informacyjnym BIC, przyjmujac za liczbe
obserwacji n = (n+ 2)/24 . W dalszej czesci to kryterium bedzie oznaczane jako ABIC.

Kryterium informacyjne Akaike [1974] ma nastepujaca posta¢:
AIC=-2LL+2-df. 6)

Kryterium informacyjne CAIC zaproponowane przez Bozdogana [1987] moz-
na zapisaé za pomoca ponizszej formuty:

CAIC =-2LL +(In(n) +1)- df . (7

Zgodnie z przyjetym kryterium informacyjnym wybierany jest ten model, w
ktorym warto$¢ danego kryterium jest najmniejsza. Wowczas taki model bedzie
wskazywal optymalna liczbe klas, jaka nalezy przyjac¢ do dalszej analizy.

Wizualizacja danych

Van der Heijden, Gilula oraz van der Ark [1999] pokazali, ze modele klas
ukrytych mozna przedstawié¢ za pomoca wykresu wspdlrzednych barycentrycznych
(barycentric coordinates). Wykresem tego rodzaju wspotrzednych jest trdjkat row-
noboczny, ktérego wierzchotki (trzy niewspolliniowe punkty P;, P,, P3) tworza
bazg przestrzeni. Kazdemu z tych punktéw przyporzadkowana jest pewna waga (w
tym przypadku zaktadamy, Ze wszystkie wagi sa rowne 1). Dowolny punkt w prze-
strzeni tréjwymiarowej mozna wyrazi¢ jako sum¢ wazona:

P=xR+yPB +zhB,.

Wspbtczynniki x, y, z sa nazywane wspotrzednymi barycentrycznymi. Przyj-
muja warto$ci z przedziahu [0,1], a ich suma jest réwna 1 (x + y + z = 1). Kategorig
danej zmiennej mozna potraktowac jako taki punkt P o wspéirzednych x, y, z.

Poprzez odpowiednie przeksztalcenie poszczegdlnych prawdopodobienstw wa-
runkowych 71',-’;‘,\"’ ,lrjﬂx ,ﬂax model klas ukrytych moze by¢ przedstawiony za
pomoca ponizszego réwnania:

”.'k A /A 11X _ClX
e DY e i (8)
ﬂ't w=l
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A/ X Al X
gdzie: 7X/4 = T - T T

wi w
X _AIX .
Z ﬂ-w ﬂiw
w=l

W ten sposob przeksztalcone prawdopodobienistwa warunkowe pozwalaja na
naniesienie punktéw na wykresie wspétrzednych barycentrycznych 1 odczytanie
zaleznoéci migdzy poszczegdinymi kategoriami zmiennych obserwowalnych.

)

3. Zastosowanie

Do ilustracji obydwu metod wykorzystano zbiér danych German Credit, ktéry
jest udostepniany przez repozytorium Uniwersytetu Kalifornijskiego [Blake i in.
1998]. W zbiorze tym jest 1000 obserwacji, ktére opisane sa 21 zmiennymi.
Zmienna y jest zmienna opisujaca rodzaj klienta: 700 wnioskéw oceniono jako
dobre, a 300 jako zle. Znajdujace sie w zbiorze zmienne ciagle poddano dyskrety-
zacji zgodnie z wartoscia $redniej albo mediany.

ViI=A3.Al4

v
700800

pat
26

dobry 2ty
183/81 7420

V1 -stan istniejgcego rechunku a vista

V2-<czas trnania wmiesigcach

V3-historia kredytona do rg
va<cel kredvtu 1841
V6-rachunki oszczednosciowes/okligacje

2ty
82118

. Rys. 1. Drzewo klasyfikacyjne dla zbioru German Credit
Zr6dlo: opracowanie wiasne.

Klasyfikacji dokonano za pomocg funkcji rpart, ktéra mozna znalezé w pro-
gramie R. W wyniku przeprowadzonej klasyfikacji algorytm CART wyodrebnit 5
zmiennych (zob. rys. 1), ktére to wykorzystano nastgpnie do analizy klas ukrytych.
Zmienna decydujaca o podziale drzewa jest stan istniejacego rachunku a vista. Na-
stgpna zmienna decydujaca o podziale drzewa jest czas trwania kredytu. Jezeli czas
trwania kredytu byt ponizej 21 miesiecy, to obserwacje kierowane sa do lewej galezi
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drzewa, gdzie nastgpuje podzial zgodnie ze zmienna historia kredytowa. Jezeli czas
trwania kredytu jest powyzej 21 miesiecy, to obserwacje kierowane sa do prawej
galgzi drzewa, gdzie nastgpuje podzial ze wzgledu na zmienna rachunki oszczedno-
Sciowe/obligacje, a w kolejnym kroku ze wzgledu na zmienna cel kredytu.

W wyniku przeprowadzonej analizy klas ukrytych (zob. tab. 1 i rys. 2), zgodnie
z kryterium informacyjnym BIC oraz CAIC nalezy przyjac, ze najlepiej dopasowa-
nym modelem jest model z dwiema klasami ukrytymi, podczas gdy skorygowane
kryterium BIC (ABIC) wskazuje na model z trzema klasami. Kryterium informa-
cyjne Akaike (AIC) wybiera modele znaczniej rozbudowane. Dla tego typu danych
kryterium to wskazalo model z oSmioma klasami. Ponizej znajduja sie¢ wartosci
poszczegblnych kryteriéw informacyjnych wraz z ilustracja graficzna.

Tabela 1. Warto$ci kryteriow informacyjnych

Liczba klas BIC AIC CAIC ABIC
1 13391,7 13288,7 13412,7 13325,0
2 13176,8 12965,8 13219,8 13040,3
3 13204,8 12885,8 13269,8 12998,4
4 13277,1 12850,1 13364,1 13000,7
5 13387,7 12852,8 13496,7 13041,5
6 13494,5 12851,6 13625,5 13078,5
7 13591,5 12840,6 13744,5 13105,5
8 13696,6 12837,7 13871,6 13140,8
9 13830,9 12864 14027,9 13205,2

10 14175,7 12876,4 14170,2 13255,7
11 14041,9 12859,1 14282,9 13276,4
12 13951,2 12884,9 14438,7 13340,4
Zrédio: opracowanie wlasne.
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, Rys. 2. Wartosci kryteriow informacyjnych — ilustracja graficzna
Zrédto: opracowanie wiasne.
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W wyniku dokonanego podziatu zgodnie z kryterium informacyjnym BIC oraz
CAIC mozna wskazaé, ze do klasy I nalezy 60,6% wszystkich wnioskéw, natomiast do
klasy I 39,4% wnioskéw kredytowych. Klasg I opisuja klienci, ktérzy zostali przez bank
uznani za niewiarygodnych. Ta klasa charakteryzuje sie tym, ze rachunek a vista tych
0s6b jest ponizej 0 DEM (53,3% wnioskow). Osoby ubiegajace sig o kredyt chciaty go
wziaé na wigcej niz 21 miesiecy (51,9%). Giéwny cel, na jaki cheialy przeznaczy¢ kre-
dyt, to nowy samochdd (27,9%). Wiekszo$¢ przysztych kredytobiorcdw (77,3%) miato
rachunek oszczednosciowy ponizej 100 DEM. Natomiast w II klasie, w ktorej 92,5%
wszystkich wnioskéw zostalo uznanych za dobre, kredyt ma by¢ przeznaczony na arty-
kuly gospodarstwa domowego (33,6%). Jezeli chodzi o stan rachunku, to osoby te w
wigkszosci (60,8%) nie miaty rachunku a vista, kredyt chcialy wzia¢ na mniej niz 21
miesigcy. Zaréwno w klasie L, jak i IT u wigkszo$ci oséb ubiegajacych sig o kredyt
wszystkie poprzednie kredyty w tym banku zostaty splacone.

W tab. 2 znajduje sie rozklad prawdopodobienstw dla trzech klas, gdyby$my lderowali
si¢ kryterium informacyjnych ABIC. Zgodnie ze wzorem (4) nalezy przeksztalci¢ prawdo-
podobienstwa warunkowe tak, aby mozna bylo nanie$¢ poszczegdlne kategorie zmiennych
(jako punkty) na tzw. wykresie wspdlrzednych barycentrycznych. Tego rodzaju wykres
pozwoli w efekcie na interpretacje zalezno$ci miedzy kategoriami zmiennych (rys. 3).

* stan istniejgcego rachunku a vista
A czastrwania w miesigcach

° rodzaj wniosku (0_1 .0)
=+ historia kredytowa

x  cel kredytu

< rachunki oszczednosciowe/obligacje

(1.0.0) AM5 (0.0.1)

. Rys. 3. Wykres wspétrzednych barycentrycznych dla danych German Credit
Zrédlo: opracowanie wlasne.
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Poniewaz na wykresie znajduje si¢ bardzo duza liczba kategorii i czgsto nie je-
steSmy w stanie odczytaé bezposrednio zaleznosci miedzy kategoriami zmiennych,
mozna postuzy¢ sie (podobnie jak w analizie korespondencji) hierarchiczna analiza
skupien. W tym przypadku bedzie to metoda Warda, ktora okazuje si¢ niezwykle
przydatna przy tego rodzaju wykresach. W programie R t¢ metodg realizuje m.in.
funkcja agnes w pakiecie cluster. Analizowane kategorie nalezy poddaé
grupowaniu na podstawie przeksztalconych prawdopodobienstw warunkowych,
ktdre to sa wspoirzgdnymi tych kategorii na omawianym wykresie (rys. 3).

™

(=]
-

0.6
]

odlegtosé
0.4

0.2
]

. Rys. 4. Dendrogram uzyskany za pomoca metody Warda dla danych German Credit
Zrédlo: opracowanie whasne.

W artykule skupiono si¢ na interpretacji zaleznos$ci miedzy kategoriami zmien-
nej rodzaj klienta a pozostalymi kategoriami analizowanych zmiennych wzietych
pod uwage w analizie klas ukrytych. W celu atwiejszej interpretacji rys. 3 poshu-
zono si¢ dendrogramem przedstawionym na rys. 4.

Z uzyskanego dendrogramu wynika, Ze osoba, ktorej wniosek uznano za dobry,
charakteryzowala si¢:

— brakiem stanu istniejacego rachunku a vista (A14),

— rachunkiem krytycznym/sa inne kredyty (poza) (A34),

— kredyt bgdzie przeznaczany gtéwnie na uzywany samochdd (A41), radio badz
telewizor (A43) oraz wakacje (A47).

Whiosek oséb, ktory zostal przez bank odrzucony, charakteryzowat si¢ tym, ze:
— stan rachunku a vista byl ponizej 0 DEM (Al1l),

— wszystkie kredyty w tym banku zostaty sptacone (A31).
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4. Podsumowanie

Drzewa klasyfikacyjne, jako metoda, maja wyraZna przewage nad analiza klas
ukrytych — wykorzystuja zarGwno zmienne niemetryczne, jak i metryczne, podczas
gdy analiza klas ukrytych pozwala na analize danych mierzonych na stabych ska-
lach pomiaru.

Celem artykuhu byla przede wszystkim redukcja liczby zmiennych wprowa-
dzanych do analizy klas ukrytych. Bardzo uzyteczna metoda okazaly si¢ w tym
wypadku drzewa klasyfikacyjne, ktére pozwolily wybra¢ 6 zmiennych sposréd 21
analizowanych w przyktadzie German Credit.

Dodatkowo, za pomoca analizy klas ukrytych, pokazano na wykresie wspétrzed-
nych barycentrycznych kategorie zmiennych, ktére pomogly w scharakteryzowaniu
wniosku. Zostal on nastepnie uznany za dobry lub zostat odrzucony przez bank. Ana-
liza klas ukrytych moze sig okaza¢ uzupelnieniem dla drzew klasyfikacyjnych, gdyz
pozwala na identyfikacje wspdtwystepowan miedzy kategoriami rozpatrywanych
zmiennych, gdy poshugujemy si¢ graficzng wizualizacja tej metody.

WyrazZnga zaleta przedstawionej procedury jest to, Ze za pomoca drzew klasyfi-
kacyjnych zostaly wybrane te zmienne, ktére miaty istotny wplyw na zmienna
zalezng. W koficowym etapie zostal pokazany wykres wspélrzednych barycen-
trycznych, ktéry wskazal najbardziej istotne kategorie zmiennych majace decydu-
jace znaczenie w przypadku przyjgcia lub odrzucenia wniosku kredytowego.
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AN APPLICATION OF THE CLASSIFICATION TREE
IN THE LATENT CLASS ANALYSIS

Summary

The latent class analysis is one of multivariate analysis techniques of the contingency table which
is based on discrete data. This method was introduction by Lazarsfeld [1968]. The classification and
regression tree is a nonparametric technique which was proposed by Breiman et al. [1984].

The main aim of this article is to show how we can use the classification tree to reduce the num-
ber of variables which can be put into the latent class analysis. Additionally the article shows the
barycentric coordinates graph which permits to describe the relations among categories of variables.
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