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1. Wstep

Twoérca metody wektorow nosnych (SVM — support vector machines) jest Vla-
dimir Vapnik, ktory pierwotnie zaproponowat jej algorytm przeznaczony do rozwia-
zywania zadan dyskryminacji [Vapnik 1998]. W 2001 r. Ben-Hur, Homn, Siegelmann
i Vapnik zaproponowali nowa metodg taksonomiczng (SVC — support vector cluster-
ing) — wykorzystujaca podejscie analogiczne jak w dyskryminacyjnej metodzie wek-
tordw noénych. Metoda SVC jest metoda bardzo elastyczna — pozwala na generowa-
nie skupien o nieliniowych, bardzo nieregularnych ksztaltach, lecz nie wymaga na-
kladania a priori zatozen dotyczacych liczby i ksztaltu skupien. Te dwie najwazniej-
sze cechy wyniku grupowania metoda taksonomiczna, czyli liczba i ksztalty skupien,
zaleza przede wszystkim od dwoch parametréw metody SVC. Bardzo wazna kwestig,
jest wiec odpowiedni dobor warto$ci parametréw metody SVC.

W niniejszej pracy przedstawiono propozycje wykorzystania jednej z metod
walidacji wynikéw klasyfikacji — analizy replikacji — jako kryterium wyboru war-
tosci kluczowych parametréw taksonomicznej metody wektoréw nosnych.

2. Taksonomiczna metoda wektoréw nosnych
— krotki opis algorytmu

2.1. Etap pierwszy — wyznaczanie optymalnej hiperkuli zawierajacej obrazy
obserwacji ze zbioru danych

Szczegolowy opis algorytmu taksonomicznej metody wektorow nosnych moz-
na znalez¢ w [Ben-Hur i in. 2001]. Pierwszy etap metody SVC jest bardzo podob-
ny do dyskryminacyjnej metody SVM, ktora jest opisana w polskiej literaturze
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m.in. w [Trzesiok 2004]. Z tego powodu w tym rozdziale przedstawiono jedynie
gléwna idee metody oraz najwazniejsze elementy formalnego, analitycznego zapi-
su zadania optymalizacyjnego, przez ktéry realizowana jest metoda. W punkcie 2.2
omoOwiony zostal bardziej szczegétowo drugi etap metody SVC, zwiazany z iden-
tyfikowaniem przynaleznosci obiektow do skupien.

Niech dany bedzie zbiér uczacy D={x', s xN}, gdzie x'eR?, dla

i=1, ..., N. Taksonomiczna metoda wektor6w no$nych, podobnie jak jej dys-
kryminacyjny odpowiednik, w pierwszym kroku transformuje dane z przestrzeni
pierwotnej w przestrzen o znacznie wiekszym wymiarze za pomoca nieliniowego
przeksztalcenia @:R? — Z . W nowej przestrzeni cech wyznaczana jest hiperkula
0 najmnie¢jszym mozliwym promieniu, zawierajaca obrazy wszystkich obserwacji
ze zbioru D. Zadanie wyznaczenia takiej kuli oznacza poszukiwanie jej $rodka
0zZnaczonego przez a oraz promienia R, co mozna zapisa¢ [Schélkopf, Smola 2002]
w sposéb analityczny jako zadanie optymalizacyjne o postaci:
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gdzie: ve[0,1] — parametr mechanizmu regularyzacji, za pomoca ktérego uzyt-
kownik okre$la gorna granice frakcji obiektow ze zbioru D, kt6-
re moga zostaé sklasyfikowane jako obserwacje nietypowe (ich
obraz w przestrzeni cech moze znajdowa¢ si¢ poza wyznaczana,
hiperkula — dla tych obserwacji zachodzi: & >0).
Rozwiazanie powyzszego zadania optymalizacyjnego mozna wyznaczy¢ meto-
da mnoznikéw Lagrange’a. Po przeksztalceniu funkcji Lagrange’a do postaci dual-
nej mozna zadanie (1)-(2) zapisaé nastgpujaco:
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1 VN ; 1
gdzie: a; — wspélczynniki Lagrange’a,
K(u,v)=¢(u)-¢(v) — funkcja jadrowa, definiujaca iloczyn skalarny w
nowej przestrzeni cech.
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Rozwiazanie zadania optymalizacyjnego (3) mozna przedstawi¢ w postaci:

N
a= 2 ai ¢(xl )!
i=1
N N N 4
R* =K(x*, x*) + ZZa}ajK(xi ,xi)— ZZ(Z,-K(Xi, x*),
i=l j=1 i=l
gdzie: x* — dowolny wektor nosny, czyli obserwacja, ktérej w rozwiazaniu zadania
(3) odpowiada niezerowy mnoznik Lagrange’a (&, >0) .
Wykorzystanie funkcji jadrowych jest charakterystyczna cecha metody wekto-
réw nosnych. Pozwala ono na przeszukiwanie bardzo bogatej przestrzeni funkcji
klasyfikujacych, bez koniecznos$ci definiowania wprost nieliniowej transformaciji ¢ .
Wyznaczony $rodek i promiefi kuli pozwalaja na zdefiniowanie funkcji f.
Zwraca ona warto§¢ 1 dla obserwacji, ktérych obraz w nowej przestrzeni cech
znajduje si¢ wewnatrz wyznaczonej hiperkuli, a warto§¢ —1 w przeciwnym wypad-
ku. Funkcje f mozna zapisa¢ w nastepujacej postaci:

N N N
f®= sgn[Rz —{K(xx)+ZZma,-K(x',xj)—2Za.~K(x‘ ”‘)J] N6
i=1

i=l j=1

Przeciwobraz zbioru punktéw tworzacych hipersfer¢ w Z dla przeksztalcenia
@:R? — Z tworzy w przestrzeni pierwotnej R? rozlaczne kontury — obwiednie danych.
Te kontury moga by¢ zinterpretowane jako brzegi skupien. Punktom hiperkuli z przestrzeni
Z odpowiadaja jedynie punkty ograniczone konturami w przestrzeni pierwotnej.

Na rys. 1 przedstawiono ideg taksonomicznej metody wektoréw nosnych. W
skrécie mozna ja opisaé jako procedure, w ktérej dane przeksztalcane sg za pomo-
ca nieliniowej transformaciji w przestrzen o wiekszym wyrniarze, gdzie wyznacza-
na jest optymalna hiperkula zawierajaca ich obrazy. Hipersfera, poprzez transfor-
macj¢ odwrotna, wyznacza w przestrzeni danych rozlaczne kontury, ktére moga
by¢ interpretowane jako brzegi skupien.
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. Rys. 1. Ilustracja idei taksonomicznej metody wektoréw no$nych
Zrodlo: opracowanie wlasne.
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Przedstawiony pierwszy etap metody wektoréw nosnych daje opis konturéw
ograniczajacych zidentyfikowane skupienia w przestrzeni pierwotne;j, lecz nie roz-
rdézmia poszczegdlnych skupien miedzy soba. W etapie drugim wskazane zostanie,
w jaki sposéb algorytm moze rozpoznawaé, w ktérym skupieniu znajduje sig dany
obiekt.

2.2, Etap drugi — wskazanie przynaleznosci do poszczegélnych skupien

Moima zauwazyé, ze gdy dane sa dwa punkty nalezace do dwoch réznych sku-
pien, to odcinek taczacy te punkty zawiera tez punkty ,,poérednie”, nienalezace do
zadnego skupienia (zob. rys. 2), czyli punkty, ktdrych obrazy w przestrzeni Z leza
poza wyznaczona hiperkula (funkcja f dana wzorem (5) zwraca dla tych punktéw
warto$é —1).

Rys. 2. Ilustracja sposobu identyfikowania przynaleznosci do skupiefi (dana jest funkcja opisujaca
. globalnie kontury wszystkich skupien jednoczesnie)
Zrédlo: opracowanie wiasne.

Niech x'x* oznacza odcinek taczacy punkty x', x*. Zdefiniujmy macierz po-
tqczen A=[a,; ]y, > ktéra bedzie identyfikowaé, czy dana para punktéw x', x*
nalezy do tego samego skupienia:

o gty W jm=-1

a, = xex'x (6)
1, gdy ‘f(x)=1.

xex's
Wartoé¢ 1 w macierzy oznacza, ze na pewno odpowiednie dwa punkty naleza
do tego samego skupienia, ale ze wzgledu na mozliwo$é wyznaczenia skupien
niewypuktych, warto§é 0 niekoniecznie oznacza, ze punkty naleza do réznych sku-
pien. Przyklad ilustrujacy sposob identyfikowania przynalezmosci do skupien w
przypadku klas niewypuklych przedstawiono na rys. 3, na ktérym punkty B i D
naleza do tego samego skupienia, cho¢ w macierzy polaczen odpowiadajaca tej
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parze warto$¢ jest rowna 0. Natomiast parze B, C oraz parze C, D odpowiada w
macierzy potaczen warto$é 1. Konieczne zatem jest przeksztalcenie macierzy pota-
czen tak, Zeby reprezentowala relacje przechodnia, a dokladniej — relacj¢ réwno-
waznosci, tj. relacje zwrotna, symetryczna i przechodnia. Dopiero po takim uzu-
pelnieniu mozna z niej odczytaé strukturg skupien. Innymi stowy, skupienia sg
wyznaczone przez potaczone fragmenty grafu, generowanego przez macierz 4.

Rys. 3. llustracja sposobu identyfikowania przynaleznosci do skupiefi w przypadku klas niewypuklych
Zrédto: opracowanie wiasne.

Klasyfikowane punkty odcinka w algorytmie metody sa probkowane. W przy-
kladzie numerycznym przedstawionym w nast¢pnej czgSci artykulu sprawdzano
kazdorazowo 11 punktéw rozmieszczonych na odcinku réwnomiernie.

Do rozstrzygnigcia pozostaje jeszcze kwestia przynaleznosci do skupien tych
obiektéw, ktére podczas budowy modelu SVC, w zwiazku z ustalong wartoScig
parametru v, zostaly sklasyfikowane jako obserwacje oddalone. Obserwacje te,
jako ze ich obrazy nie naleza do hiperkuli, nie zostana przydzielone do Zadnego
skupienia. Jedng z mozliwosci jest potraktowanie kazdej z obserwacji oddalonych
jako jednoelementowego skupienia. Druga mozliwosé to wskazanie przynaleznoSci
takiego obiektu do najblizszego skupienia (ta opcja zostala zastosowana w badaniu,
ktérego wyniki przedstawiono w punkcie 4).

W znanych dostgpnych pakietach statystycznych (SPSS, Statistica, SAS, a tak-
ze w R) metoda wektoréw no$nych jest oprogramowana jedynie w zakresie reali-
zowania zadan dyskryminacji, regresji oraz wyznaczania uogélnionego kwantyla
rozktadu. W przypadku tych zadan, w odréznieniu od opisanej powyzej metody
taksonomicznej, w nowej przestrzeni cech wyznaczana jest optymalna hiperplasz-
czyzna, a nie hipersfera. Mozna jednak wykazaé [Schélkopf, Smola 2002], ze wy-
bér funkcji jadrowej Gaussa:

K(u,v)= exp(—}'"u - v"z) @)

sprawia, iz problem znajdowania hipersfery zawierajacej obraz zbioru danych jest
rébwnowazny problemowi wyznaczania hiperplaszczyzny oddzielajacej obraz danych
od poczatku uktadu wspétrzednych. Ta uwaga pozwolita na wykorzystanie funkcji
svm(.., type="one-classification”) z biblioteki €1071 programu R
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do zrealizowania pierwszego etapu metody SVC. Drugi etap (identyfikacja przyna-
leznosci obiektow do skupien z dana funkcja f definiujaca ich kontury) zostat zreali-
zowany za pomoca autorskich funkcji napisanych w jezyku programu R.

3. Wrazliwosci liczby otrzymywanych skupien
oraz ich ksztaltu na wartosci parametré6w metody SVC

Oprécz parametru regularyzacji v kluczowe znaczenie dla wyniku grupowania
taksonomiczna metoda wektoréw no$nych ma wybor parametru ¥ funkcji jadro-
wej Gaussa (7). Do zilustrowania znaczenia tego wyboru poshuZono si¢ zbiorem
danych Smiley, wygenerowanym komputerowo za pomoca procedury zawartej w
bibliotece mlbench pakietu statystycznego R (zob. rys. 4). Jest to jeden z ogdl-
nodostgpnych zbiordw zaprojektowanych specjalnie do sprawdzania wtasnosci
metod wielowymiarowej analizy statystyczne;.
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Rys. 4. Wyniki grupowania na zbiorze danych Smiley taksonomiczna metoda wektoréw nosnych
dla réznych wartoéci parametru ¥ funkcji jadrowej Gaussa ( =0,5, y=1,04, y=3)
Zrédlo: opracowanie wiasne.
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Z przedstawionego przyktadu wynika, ze metoda SVC jest bardzo elastyczna i
pozwala na wyznaczenie skupien o bardzo rézmorodnych ksztattach (nieliniowych,
niewypuktych). Bardzo cenna wlasnoscig metody SVC jest to, ze jej stosowanie
nie wymaga przyjmowania zadnych zalozen dotyczacych liczby skupien i ich
ksztaltu, choé¢ wiadomo, Ze charakterystyki te silnie zaleza od wartosci parametru
y funkcji jadrowej Gaussa (im wigksza jego warto$¢, tym wigksza liczba zidenty-
fikowanych skupien). Wynik grupowania zalezy takze od warto$ci parametru regu-
laryzacji v € [0,1] metody SVC (parametr ten umozliwia rozpoznanie prawdziwe;j
struktury klas w przypadku wystgpowania obiektéw nietypowych lub nierozlacz-
nych skupien). Jak dotad nie zaproponowano jednak efektywnej metody wyzna-
czania warto$ci tych parametréw.

4. Propozycja ustalania warto$ci parametréw taksonomicznej
metody wektorow nosnych przez analiz¢ replikacji

W literaturze [Mucha 2007] spotka¢ mozna propozycje wykorzystania metod
walidacji wynikéw klasyfikacji (np. analize replikacji) do ustalania wartosci para-
metréw hierarchicznych metod taksonomicznych. Podejsécie to opiera sie na zato-
zeniu, ze model, za pomocg ktérego odkryto prawdziwa liczbg i strukturg klas,
bedzie si¢ charakteryzowal najwieksza stabilno$cia (liczba wyznaczonych klas i
ich struktura nie bgdzie sig istotnie zmieniala w przypadku grupowania préb wylo-
sowanych z analizowanego zbioru danych). Do pomiaru stabilno$ci wynikéw kla-
syfikacji dla réznych préb losowych wykorzystano miare Randa. Proponowana
procedura wyboru wartoéci parametrow taksonomicznej metody wektoréw nos-
nych sklada sig z nastgpujacych krokow:

1. Wylosowa¢ z analizowanego zbioru danych B préb (tu B = 20).

2. Ustalié przeszukiwang przestrzen parametréw (rézne kombinacje wartosci
yiv).

3. Dla kazdej kombinacji warto$ci parametréw zastosowaé taksonomiczng me-
todg wektor6w nosnych do grupowania obiektéw w calym zbiorze i w wylosowa-
nych prébach.

4. Poréwna¢ parami zgodno$¢ klasyfikacji catego zbioru i probek, obliczajac
warto$¢ miary Randa (wynik grupowania catego zbioru dla danej kombinacji pa-
rametrow jest tu traktowany jako punkt odniesienia i dlatego wyniki grupowania
préb losowych dla tej samej kombinacji parametréw sa zawsze poréwnywane je-
dynie z wynikiem grupowania calego zbioru).

5. Wybra¢ ten wariant warto§ci parametréw, ktéry daje modele o najbardziej
stabilnych wynikach klasyfikac;ji.

Do zilustrowania przedstawionej procedury wykorzystano zbiér danych zapro-
jektowany do por6wnywania wlasno$ci metod statystycznej analizy wielowymia-
rowej i wygenerowany za pomoca funkcji cluster.Gen(.., model=6) za-
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wartej w pakiecie clusterSim programu R. Ze wzgledu na mozliwo$é zilustro-
wania wynikéw grupowania wybrano zbiér z przestrzeni R*, w ktérym obserwa-
cje skupione sa w pieciu klasach liniowo nieseparowalnych (zob. rys. 5). W anali-
zowanym zbiorze kazda klasa zawierala 50 obserwac;ji.
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Rys. 5. Zbiér danych wykorzystany w analizie oraz wynik grupowania taksonomiczng metoda
wektorow nosnych z parametrami ¥ =6 i v =0,1, ktére zostaly zidentyfikowane jako optymalne

. po zastosowaniu analizy replikacji
Zrodto: opracowanie whasne.

Wiyniki przeprowadzonej analizy replikacji i stabilnosci wynikéw grupowania
dia réznych kombinacji parametréw metody SVC przedstawia tab. 1.

Tabela 1. Uérednione po wszystkich prébach losowych warto$ci miary Randa oraz wsp6tczynnik
zmiennoéci miary Randa dla réznych kombinacji warto$ci parametréw taksonomicznej metody
wektoréw nosnych (dodatkowo w kazdym przypadku zamieszczono informacjg o liczbie skupien
zidentyfikowanych w calym zbiorze danych)

Warto§¢ ¥ 6 5 4 3 2 1 6 5 4 3
Warto$é v 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01 0,1 0,1 0,1 0,1
Uéredniona

warto$¢ miary 0979 0976| 0,944 0,832| 0,857 0859| 0980| 0,938]| 0,949| 0,841
Randa

Wspbiczynnik

zmiennosci dla 0,034 0,037( 0,058 0,084| 0,149| 0,188 0,035| 0,041 0,057| 0,097
miary Randa

Zidentyfikowana
liczba skupieh 5 5 4 3 3 1 5 4 4 3

Zrédto: opracowanie wiasne.

Przeprowadzona procedura wyznaczania wartosci parametréw taksonomiczne;j
metody wektor6w noénych oparta na analizie replikacji wskazata, ze stabilno$§¢
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wynikéw grupowania jest najwigksza w modelu SVC z parametrami y=6 i
v =0,1. Nalezy zauwazy¢, ze w tym przypadku wskazany model charakteryzuje
si¢ najwigksza warto$cia usrednionej miary Randa, a takze wspotczynnik zmienno-
sci dla miary Randa jest najmniejszy, co dodatkowo wzmacnia wniosek o stabilno-
Sci wynikéw grupowania dla tej kombinacji parametréw. Ponadto w tym przypad-
ku metoda SVC poprawnie zidentyfikowala liczbg skupien réwna 5 (zob. rys. 5).
W kombinacji parametréw generujacych liczbg skupien inna niz 5 wartosci miary
Randa s3 istotnie mniejsze, co potwierdza przydatno$é przedstawionej procedury
do wyznaczania warto$ci parametréw taksonomicznej metody wektoréw nosnych.

5. Podsumowanie

Taksonomiczna metoda wektoréw nosnych pozwala na wyznaczenie skupien o
bardzo réznorodnych, nieliniowych ksztaltach, a jednoczes$nie nie wymaga przyj-
mowania zadnych zatozen dotyczacych liczby klas. Wybdr wartosci parametréw ¥ i
v metody SVC ma kluczowe znaczenie dla ksztaltu i liczby wyznaczanych skupien.
Wryniki analizy replikacji moga stanowi¢ przestanki do wyboru warto$ci parametrow
metody SVC. Poréwnujac stabilnos¢ wynikéw grupowania préb losowych i calego
zbioru danych dla ré6znych kombinacji parametré6w metody, mozna wybraé ten uktad
parametréw, dla ktdrego wartos¢ miary Randa jest najwigksza. Podstawowa wadg
tego podejscia jest to, Ze czas obliczen potrzebnych do zrealizowania metody SVC
bardzo szybko ro$nie wraz ze wzrostem wymiaru kostki danych. Zastosowanie ana-
lizy replikacji (procedur probkowania) dodatkowo znacznie zwigksza ten czas. Ta
wlasnosé metody SVC istotnie ogranicza jej zakres zastosowan.
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ON PARAMETER SELECTION AND VALIDATION
OF SUPPORT VECTOR CLUSTERING

Summary

Support Vector Clustering (SVC) is a new method for unsupervised classification. The advantage
of this method is that no prior assumptions about the number or the shape of clusters are required. The
choice of two parameters: the soft margin constant and the Gaussian kernel parameter, is crucial to
the clustering solutions. In the paper the validation of SVC based on resampling techniques is pro-
posed as a method for a parameter selection. The method was illustrated on benchmark data set from
R package clusterSim
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