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S. WĘGRZYN

Przebiegi nieustalone w wielostopniowych wzmacniaczach 
oporowych o sprzężeniu pojemnościowym

v x Rękopis dostarczono 10. 9. 52

Streszczenie. W artykule przedstawiono obliczenie przebie­
gów nieustalonych powstających w poszczególnych stopniach wielo­
stopniowego wzmacniacza oporowego o sprzężeniu pojemnościowym 
przy załączaniu (względnie wyłączaniu) na jego, wejście napięcia sinu­
soidalnego. Załączanie sinusoidalnej siły elektromotorycznej na wej- ■ 
ście wzmacniacza, rozpatruje autor jako zwarcie jednej z zespołu 
dwóch równych i przeciwnie skierowanych sił elektromotorycznych. 
Metoda ta w odniesieniu do wzmacniaczy omawianego typu pozwala 
na uzyskanie dużej prostoty obliczeń oraz umożliwia przeprowadzanie 
obliczeń graficznie. <

1. WSTĘP

Stany nieustalone zachodzące w czwórnikach liniowych charak­
teryzujemy przy pomocy tzw. funkcji przejścia [2], [4], Jest to funkcja' 
czasu K (t) określająca przebieg napięcia na wyjściu danego czwór- 
nika wywołany przyłożeniem na jego wejście napięcia równego zeru 
dla wszystkich momentów czasu mniejszych od zera i równego na­
pięciu jednostkowemu dla wszystkich momentów czasu większych 
względnie równych zeru. Jeżeli na wejście czwórnika o znanej funk­
cji przejścia K (t) załączymy w chwili t—0 napięcie stałe U1 to prze­
bieg napięcia U2 (t) na wyjściu tego czwórnika będzie określony 
równaniem

U2(t) = U1K(t).

Jeżeli załączane napięcie U1 nie jest stałe lecz zmienne określone 
daną funkcją czasu Ui (t), to napięcie wyjściowe możemy obliczyć 
przy pomocy całki Duhamela według relacji

t

(1)
dtj



U

Arch. Elektrot.

: .1
A

Rys. 1. Uproszczony schemat jed­
nego stopnia wzmacniacza opo­
rowego o sprzężeniu pojemno­

ściowym.

82 S. Węgrzyn

Wzór ten względnie jego forma symboliczna’ może być więc pod­
stawą .przy rozpatrywaniu przebiegów nieustalonych powstających 
w wielostopniowych wzmacniaczach oporowych o sprzężeniu po­
jemnościowym przy załączaniu na ich wejście napięć sinusoidalnych. 
Korzystanie z tego wzoru związane jest jednak w tym przypadku 
ze żmudnymi obliczeniami matematycznymi prowadzącymi ponadto 
do wyrażeń mało przydatnych do analizy i praktycznych obliczeń. 
Bardzo dogodne jest natomiast stosowanie przy rozpatrywaniu prze­
biegów nieustalonych w wielostopniowych wzmacniaczach omawia­
nego typu metody dwóch przeciwnych stanów ustalonych. Pozwala 
ona na uzyskiwanie rozwiązań w sposób szybki i prosty bez zatraca­
nia przy tym sensu fizykalnego rozpatrywanego zjawiska.

2. OPERATOROWE WYRAŻENIE WSPÓŁCZYNNIKA WZMOC­
NIENIA JEDNOSTOPNIOWEGO WZMACNIACZA OPOROWEGO 

O SPRZĘŻENIU POJEMNOŚCIOWYM

Rozpatrzmy uproszczony schemat jednostopniowego wzmacnia­
cza oporowego o sprzężeniu pojemnościowym przedstawiony na 
rys. 1.

Załóżmy, że w przedziale rozpatrywanych zmian napięcia siatko­
wego i odpowiadających im zmian prądu anodowego pracujemy na

'^o^we\.

ps n Uwy

Rys. 2. Układ zastępczy jednego 
stopnia wzmacniacza ż pominię­
ciem pojemności międzyelektro- 

dowych lampy.

prostoliniowej części charakterystyki lampy L, oraz że stałe napięcie 
ujemne siatkowe jest dostatecznie duże, zapewniające niepojawienie 
się w żadnym przypadku prądu siatkowego. Oznaczenia U we, la, L, ló, 
Uwy i odpowiadające im zastrzałkowanie na rys. 1, odnoszą się ko­
lejno do składowych zmiennych, a raczej do zmian napięcia wejścio­
wego, napięcia wyjściowego, całkowitego prądu anodowego itd. Po­
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prawnie należałoby wszędzie napisać AUwe, kia, kls, itd. Dla pro­
stoty opuszczamy te oznaczenia zaznaczając, że rozpatrujemy i ukła­
damy równania tylko odnośnie przyrostów poszczególnych wartości. 
Symbolika ta obowiązywać będzie również odnośnie układów roz­
patrywanych w dalszej części pracy co już tam podkreślane nie bę­
dzie. Zaznaczamy, że rozpatrywać będziemy przebiegi i układy, dla 
których dopuszczalne jest pominięcie pojemności międzyelektrodo- 
wych. Posługując się obowiązującym wówczas układem zastępczym 
tego jednostopniowego wzmacniacza (rys. 2) otrzymamy na podsta­
wie twierdzenia Thevenina [1] wprost

UWy (p) = Uwe (p) SRZ - ,
jRs+ jRz+— 

pC 
gdzie

D  Qa Ra
Ra

W równaniu tym S oznacza nachylenie charakterystyki lampy L a Qa 
jej opór wewnętrzny. Z tego równania możemy znaleźć operatorową 
formę stosunku napięcia wyjściowego, do wejściowego. Stosunek ten 
nazywamy współczynnikiem wzmocnienia na stopień i oznaczamy, 
przez Ki. Zatem operatorowo

K1(p)=-SRZ-------- i (2)
Ks + Rz+ — 

pC
względnie po przekształceniu

K^-SR,-^--------(3)

C(RS+Rg)

Oznaczając k0 = SRz oraz a=--------------  otrzymamy ogólnie
C (Rs + Rz)

Ki (p) = - kjf(p) gdzie f (p) = •
Rs+Rz p+“

Ponieważ opór Rz jest zwykle mały w porównaniu z oporem Rs to 
wyrażenie na a i f (p) możemy uprościć i otrzymamy
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84 S. Węgrzyn . Arch. Elektrot.

a więc

KP)--(5) 
p + a

ostatecznie -

K^p)= kofXp)=-ko P . (6)
< , - p+a x

° Rozpatrzmy teraz jaka będzie forma operatorowa współczynnika 
wzmocnienia n-stopniowego wzmacniacza oporowego o sprzężeniu 
pojemnościowym, o wszystkich stopniach tego samego typu, przed-

Rys. 3. Uproszczony schemat n-stopniowego wzmacniacza oporowego 
o sprzężeniu pojemnościowym.

stawionego na rys. 3. Na podstawie wzoru (6) oraz uwzględniając 
zastrzałkowanie napięć Uj, U2 ,.............Un przedstawione na rys. 3, 
otrzymamy ogólnie -

U1(p)=-k0-P-~E(p) 
p + a

Ua(p)=-ka-^U1(p)
p+a

U3(p)=-?c0-^-U2(p) (7)
p+a

Un(p)= — ko Un-^p). 
p+a

Z równań tych otrzymamy
Un(p) = [-k0 ^~\nE(p) 

\ p + a/
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względnie Un(p) = / P \” (8)
E(p) \ °p + a/ /

• r , i
Ten stosunek napięcia wyjściowego do wejściowego nazywamy 
współczynnikiem wzmocnienia wzmacniacza n-stopniowego i ozna­
czamy przez Kn (indeks n oznacza n stopni).

Zatem w formie operatorowej -./
kn(p) = l-k0^~\n. (9)

\ p + a/

4. ZAŁĄCZANIE NAPIĘCIA SINUSOIDALNEGO NA WZMAC­
NIACZ n-STOPNIOWY O JEDNAKOWYCH STOPNIACH

' Załączanie jakiejś siły elektromotorycznej o przebiegu periodycz­
nym, na dowolny czwórnik liniowy pasywny, możemy rozpatrywać 
jako wyłączenie jednej z zespołu dwóch równych sił elektromotorycz­
nych, pracujących przeciw sobie jak to pokazano na rys. 4.

Przebieg napięcia (rys. 4a) spowodowany zamknięciem wyłącz­
nika K (załączenie siły elektromotorycznej E) będzie oczywiście iden-

a / b

Rys. 4. Załączanie periodycznej siły elektromagnetyczne] na pasywiny 
liniowy czwórnik W możemy zastąpić zwarciem jednej z dwóch pracu­

jącym przeciw sobie Sił elektromagnetycznych.

tyczny z przebiegiem napięcia na wyjściu czwórnika (rys. 4b) przy 
załączeniu wyłącznika K’ (zwarcie jednej z dwóch pracujących prze­
ciw sobie sił elektromotorycznych). Oczywiście oba czwórniki W 
(rys. 4a i 4b) są identyczne. Przed załączeniem wyłącznika K’ w ob­
wodzie (rys. 4b) wypadkowe napięcie na wejściu czwórnika, wywo­
łane pracą dwóch generatorów, jest równe zeru. Ponieważ czwórnik 
(rys. 4a) jest pasywny więc napięcie na jego wejściu jest też równe 
zeru. Stan ten możemy jednak rozpatrywać dla każdego elementu 
czwórnika jako sumę dwóch równych lecz przeciwnie skierowanych 
stanów ustalonych (mamy tu oczywiście na myśli napięcia i prądy 
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w poszczególnych elementach). Zwierając jeden z tych dwóch gene­
ratorów spowodujemy przerwanie stanu ustalonego-, który on wy­
musza, i wywołamy zaburzenie spowodowane wyładowaniem się 
poszczególnych cewek i kondensatorów czwórnika W. Całkowity 
więc stan nieustalony spowodowany załączeniem na wejście danego 
czwórnika W siły elektromotorycznej E (t) będzie sumą stanu usta­
lonego wywołanego tą siłą elektromotoryczną i zaburzenia wywo­
łanego zwarciem równej i przeciwnie skierowanej, która pracowała 
na dany czwórnik już przy stanie ustalonym przed momentem 
zwarcia. ' | I

W przypadku załączania sinusoidalnej siły elektromotorycznej na 
wielostopniowy wzmacniacz oporowy o sprzężeniu pojemnościowym,

Rys. 5. Załączanie siły elektromagnetycznej na wzmacniacz rozpatrywane 
jako zwarcie jednej z dwóch przeciw sobie pracujących sił elektromoto­
rycznych. Zastrzałkowano tylko napięcia wymuszane w stanie ustalonym 

przez załączaną siłę elektromotoryczną.

metoda ta da je duże uproszczenia. Odnośny schemat pokazany jest 
na rys. 5. Na rysunku tym zastrzałkowano tylko napięcia wymuszane 
w. stanie ustalonym przez niezwieraną (załączaną) siłę elektromoto­
ryczną. Rozpatrzmy jakie zależności występują między napięciami
na poszczególnych elementach pojedyńczego stopnia. W dalszych 
rozważaniach operować będziemy nie napięciami Un (t) ale stosun-
. . U„(t)kiem------  kn o

Stosunek ten nazwiemy napięciem zredukowanym i ozna­

czać będziemy przez (ty- Nazwa ta i oznaczenie odnosić się będzie
zarówno do wielkości symbolicznych, operatorowych jak i rzeczy­
wistych. W każdym z tych przypadków, aby przejść z wartości zre­
dukowanej na niezredukowaną, należy pomnożyć tę pierwszą przez 
współczynnik k0 w potędze równej liczbie kolejnej stopnia, którego 
napięcia rozpatrujemy. Odnośny wykres topograficzny dla zreduko­
wanych wartości maksymalnych napięć przedstawiony jest na rys. 6.



sin <p

gdzie:

cos <p

Rys. 7. Wykres topograficzny napięć
zredukowanych wzmacniacza

czterostopniowego.

arc tg-------  
uRsC

Rys. 6. Wykres topograficzny zre­
dukowanych wartości napięć dla 
pojedynczego stopnia wzmacnia­

cza.
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Wykres topograficzny dla kilku stopni wzmacniacza przedstawiony 
jest na rys. 7. Sporządzony on jest dla momentu czasu t=0 (moment 
włączania) i przy założeniu przebiegu załączanej siły elektromoto­
rycznej Ei(t)~EOTsin.(cot+i|>). Przedstawia więc stan ustalony w mo­
mencie załączania wywołany przez siłę elektromotoryczną rów­
ną i przeciwnie skierowaną, to- znaczy —Emsin (mt + ip) .

Z wykresu tego możemy znaleźć, jakie wartości napięć ustalonych 
są na poszczególnych kondensatorach rozpatrywanego układu wzmac­
niającego w chwili t=0 . Odnośnie amplitud wartości zredukowanych 
otrzymujemy wprost

— Jest zredukowana wartość napięcia na kondensatorze 
sprzęgającym pomiędzy n+1 a n-tym stopniem,

— jest-to- zredukowana wartość napięcia na siatce lampy 
n-tego stopnia,

y'on — jest to zredukowana wartość napięcia anodowego n-tego 
stopnia.

Napięcia te U'an i są sobie równe i przeciwnie skierowane, a za­
tem U' = — U' , . Odnośnie napięć U i U' jak widać z rys. 6 
obowiązuje
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<
u'ci = Em sin cp
Uc2 = Em sin cp cos cp
Uc3=Em sin cp cos2 cp. (10)

Ucn = Em sin cp cos”-1 cp .

Dla obliczenia natomiast wartości chwilowych, odpowiadających cza­
sowi t—0, musimy znaleźć rzuty poszczególnych promieni wykresu 
topograficznego (rys. 7) na oś urojoną. Otrzymamy wtedy:

Ucl (0) = — Em sin cp cos (cp + ip) 
Uc2(0)= Em sin cp cos (2 cp-Hp) 
U c3 W=—Em sin cp cos2 cp cos (3 cp + ip)

Ucn (0) = (—1 )” Em sin cp cos”-1 cp cos (n cp + tp), 

zaś dla wielkości niezredukowanych, ogólnie

Ucn(0) = (—l)"k'ó Em sin cp cos"-1 cp cos (n cp + ip). (11)

Takie napięcia są zatem na poszczególnych kondensatorach roz­
patrywanego wzmacniacza w chwili t=0. Po zwarciu siły elektro­
motorycznej zaczną się te kondensatory wyładowywać, każdy 
w swoim obwodzie Rz, Rs, C. Przy tym zaburzenie wywołane w pier- 
szym stopniu wyładowaniem się kondensatora C naładowanego' do 
napięcia Uci(0), zostanie wzmocnione przez drugą lampę tak, że za­
burzenie w drugim stopniu będzie już sumą zaburzenia wywo­
łanego wyładowaniem się w obwodzie drugiego stopnia kon­
densatora o pojemności C naładowanego do napięcia UC2 (0) 
oraz wzmocnionego' i przeniesionego dó tego obwodu przez drugą 
lampę zaburzenia pierwszego obwodu. Analogicznie zaburzenie 
w trzecim stopniu będzie sumą zaburzenia spowodowanego wyła­
dowaniem się w obwodzie Rz, Rs, C kondensatora naładowanego do 
napięcia Uc3 (0), oraz wzmocnionego, i przeniesionego do tego ob- 

- wodu przez trzecią lampę zaburzenia w drugim stopniu, który, jak 
już powiedzieliśmy, był sumą zaburzenia własnego i poprzedniego 
stopnia.

Zatem w pierwszym stopniu napięcie zaburzeniowe Uzi (t) będzie 
wywołane wyładowaniem się w obwodzie Rz, Rs, C kondensatora C 
naładowanego do napięcia Ud (0). Odnośne równanie operatorowe 
dla pierwszego obwodu będzie:
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u12 (p)=- Uci (0)-------- -—-,
> •- ' . , : Rz l Rs+pC '1 / - 7 z

względnie po przekształceniu i wprowadzeniu poprzednio stosowa­
nych oznaczeń

u12 (p)=- UC1 (0) ------------^—= - ua (0) f(p) ,
jRs“r Rg . ■ 1

Pi ----- "-----------------
C(RS+RZ) 

gdzie

Rz Rs p d" cc 
a

=____ 1____ 
C(RS+RZ)’

a uwzględniając założenie,' że opór Rz jest mały w porównaniu z opo­
rem Rs można przyjąć

p + a
1 a= —-. 

CRS

Napięcie zaburzeniowe Us* (t) w drugim stopniu będzie już wywo­
łane nie tylko wyładowaniem się kondensatora C, naładowanego do 
napięcia UC2 (0), ale również napięciem anodowym spowodowanym 
napięciem zaburzeniowym Uiz (t), a zatem równym -— k0 Uiz (t), 
gdzie k0=SRz. Dla drugiego'stopnia otrzymamy zatem zależność

U22(p)=[Ua2(p)-Uc2(0)]7(p) 
czyli

U2Z (p) = -k0 Ulz (p) f(p)~ UC2 Wfip),

a ponieważ Ulz(p) = ~Uci(0)f(p) to ostatecznie

U22 (p)=k0Ucl (0) f (p)-Uc2 (0) f(p) •

Rozumując analogicznie odnośnie stopnia trzeciego otrzymamy

U3Z (p) = [-k0 U2Z (p)- Uc3 (O)]?(p),

względnie po wstawieniu wartości Ug2 (p)

U8Jp)= -k2Ucl(O)73(p)+koUc2(Orf (p) -UG3 (0)7(p)
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i ogólnie dla n-tego stopnia
_  n
unz (p)=S k^~v f Ucv (0) (- l)n-v+l.

v = l
(12)

Uwzględniając ogólnie zachodzącą zależność pomiędzy wartoś­
ciami zredukowanymi a niezredukowanymi

UCv(0) = U;v(0)^ (13)
otrzymamy

tMp)=ko Jf(p)^+1U;^ (14)
v = l

względnie dla zredukowanej wartości

ui(p)=Sf(p)n-v+1U^(0)(-l)^+1. (15)
v = 1

Jest to ostateczna forma operatorowa podająca przebieg zredu­
kowanego napięcia na oporze siatkowym w n-tym stopniu wzmac­
niacza, wywołanego zwarciem jednej z załączonych na wej­
ście sił elektromotorycznych. Przejście z tej formy operatorowej na 
formę czasową jest już proste ze względu na znaną zależność [3], [5]

*) Autor posługuje się rachunkiem operatorowym opartym na przekształ­
ceniu Carsona w postaci

f(p) = pj e~ptf (t) dt. 
o

Przekształcenie to podporządkowuje funkcji zmiennej rzeczywistej f (t) funk­
cję zmiennej zespolonej f (p). Poziomą kreskę nad funkcją zmiennej p dajemy 
dla odróżnienia jej od funkcji zmiennej t.

Jeżeli pomiędzy funkcjami f(p) i f(t) zachodzi zależność określona powyż­
szym przekształceniem to mówimy, że funkcja f(p) jest funkcją operatorową 
odpowiadającą funkcji f(t) co zapisujemy w następujący sposób [6]:

W literaturze stosuje się również rachunek operatorowy oparty na przekształ­
ceniu Laplace’a w postaci
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gdzie
Ln—i — oznacza tzw. wielomian Languerre’a.
Uwzględniając te zależności możemy napisać

n
u'nz (t)^^ Ln—V (a t) (0) (- l)n-v+i. (16)

V = 1

Wzór (16) podaje nam przebieg zredukowanego napięcia zaburze­
niowego na oporze siatkowym w n-tym stopniu wzmacniacza, przy 
załączeniu na wejście napięcia sinusoidalnego. Występujące w tym 
wzorze napięcia U'c (0) są to chwilowe zredukowane wartości napięć 
na poszczególnych kondensatorach w momencie włączania, wywo­
łane w stanie ustalonym przez równą i przeciwnie skierowaną siłę 
elektromotoryczną niż włączana. Całkowite napięcie nieustalone bę­
dzie sumą napięcia zaburzeniowego UTOi(t) i napięcia ustalonego 
Um (t). Z wykresu topograficznego przedstawionego na rys. 7 mo­
żemy znaleźć, że dla n-tego stopnia zredukowana wartość napięcia 
ustalonego będzie wynosiła

Unu (t) = (—l)n Em cos" sin (a> t+n <p+H>).

Zatem całkowite napięcie nieustalone będzie w tym stopniu miało 
przebieg
UL(t)= ' n
= (— l)nEm cos" cp sin (wt+wp+F) +^e_atLn-v(at)UeV(0) (—l)«-v+i. 

v = l

Jest to wartość napięcia zredukowanego; dla przejścia na wartość 
rzeczywistą wystarczy ją tylko pomnożyć przez k".

5. ZNAJDOWANIE PRZEBIEGÓW NAPIĘĆ NIEUSTALONYCH 
METODĄ GRAFICZNĄ

W poprzednim rozdziale wykazaliśmy, że napięcie nieustalone 
w dowolnym stopniu wzmacniacza może być rozpatrywane jako 
suma napięcia ustalonego i napięcia zaburzeniowego. Wykazaliśmy

Modyfikacja Carsona polega więc na pomnożeniu przekształcenia Laplace’a. 
przez p. Jeżeli zatem funkcja (p) jest przekształceniem Laplace’a, a funkcja 
7(p) przekształceniem Carsona funkcji f (t) to pomiędzy funkcjami fŁ (p) i f (p) 
zachodzi relacja

f (p) = PfL (P) •
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przy tym, że operatorowe napięcia zaburzeniowe można przedstawić 
w postaci n

Ui (p)=S f (p)"-v+1 UĆv (0) (- 1)^+J , 
v=i ' : ■ ■ r

gdzie U^, (0) — zredukowana wartość napięcia ustalonego na kon­
densatorze n-tego stopnia odpowiadająca chwili załączania. Pokaza­
liśmy również (rys. 7), że poszczególne napięcia U'v (0) mogą być 
łatwo znalezione meto­
dą wykreślną. Na rys. 8 
przedstawiamy jeszcze 
raz tę konstrukcję (po­
mijając zbędne już te­
raz oznaczenia) dla 
czterech stopni wzmac­
niacza i przy przyjęciu 
fazy włączania ^=0.

Występująca we 
wzorze (15) funkcja 

jak

Rys. 8. Uproszczony wykres topograficzny na­
pięć zredukowanych dla wzmacniacza cztero-

operatorowa jest 
pokazaliśmy typu

stopniowego.

Odpowiadająca jej 

fn(t)

funkcja czasowa ma postać
d"-1 
dt"-1

_________ 0—at

_(n — 1)1
= e—at Ln-r (at).

Wartości tej funkcji dla n od 1 do 5 wynoszą:
n=l, f1(t)=e~at,
n=2, f2(t) = (l —at)e“at,

/ ' x a2 f2\
n=3, /3(t)= l-2at + —e-“‘, 

\ 2 /
n=4 , /4 (t) = (1 - 3 a t+8/2 a212 -1/6 a31^) e~“ ‘,
n = 5, ^(t) = (l-4at + 3a2t2-2/3a3t3+1/24a4t4)e-“t.

Dla ułatwienia obliczeń przedstawione są na rys. 9 przebiegi tej 
funkcji dla wartości n od 1 do 5 [5], [4], Na osi odciętych odmierzane

t
są wartości a t=---- to znaczy wartości stosunku czasu do stałe j cza- 

Rs C
sowej pojedynczego stopnia.
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Dla otrzymania więc na przykład napięcia zanurzeniowego 
w pierwszym stopniu (na siatce drugiej lampy) mnożymy funkcję

Rys. 10. Przebieg napięcia zaburzeniowego w pierwszym 
stopniu wzmacniacza

(na siatce drugiej lampy).

fi (i) wprost przez znalezioną z wykresu wartość (0) pomnożoną 
przez (—I)1-t+t= —1. Otrzymany przebieg pokazany jest na rys. 10.
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/ ' Z- Rys. 11. Przebieg napięcia zaburzeniowego
/ // w drugim stopniu wzmacniacza

y' (na siatce trzeciej lampy).

/ Na osi rzędnych tego wykresu odmierzaliśmy 
/ nie wprost wartości Uu (t), tzn. wartości napięcia 
/ zaburzeniowego na oporze siatkowym pierwszego 
0,345 stopnia, ale stosunek tych wartości do amplitudy 

napięcia panującego na elemencie w stanie usta­

lonym tzn. stosunek —3 Identycznie postępo-

wac będziemy odnośnie w dalszej części przedstawionych przebie­
gów zaburzeniowych napięć siatkowych pozostałych stopni jak rów­

nież napięć nieustalonych. Ponadto na osi odcię­
tych odmierzaliśmy nie czas, ale stosunek czasu 
do stałej czasowej pojedynczego stopnia tzn. 
t/T—ta. Jeżeli np. C=10000 pF, a RS=1MQ, to 
T = 10 msek, dla przejścia więc w tym przypadku 
na wartości czasowe należy wartości odczytane na 
osi odciętych pomnożyć przez 10 msek.

Dla znalezienia napięcia zaburzeniowego w 
drugim stopniu (na siatce trzeciej lampy) mno­
żymy funkcję f2 (t), przez odczytaną z wykresu

3

wartość (0) 
i dodaj emy do

0.505

4 5 6

fot

pomnożoną przez ( —1)2—1+1 = 1 
funkcji (t) pomnożonej przez

o

Rys. 12. Przebieg napięcia zaburzeniowego w trzecim stopniu 
wzmacniacza

(na siatce czwartej lampy).

wartość i pomnożoną przez ( —1)2—2+1= — 1. Otrzymana
krzywa pokazana jest na rys. 11.
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Analogicznie dla trzeciego stopnia

czemu odpowiada przebieg pokazany na rys. 12.

ĆL

/

0.650

______ 5 .6

Rys. 13. Przebieg napięcia zaburzeniowego 
w czwartym stopniu wzmacniacza 

(na siatce piątej lampy).

Dla czwartego stopnia

r.?. t) hWlAJOjC 1J!
+f3(t)iMo)(-ir-2+i+

+ /2(t) U'3 (0) (t) u'4 (0) (-1)4-4+!

odpowiadający temu przebieg pokazany. jest na 
rys. 13.

Dla znalezienia całkowitego napięcia nieusta­
lonego należałoby do każdego z tych wykresów 
dorysować przebieg napięcia ustalonego i obie 
krzywe zsumować. Przykładowo pokazane jest 
to na rys. 14 odnośnie stopnia czwar­

tego dla przypadku Rs=l MQ, C=10000 pF, przy częstotliwości za­
łączanej siły. elektromotorycznej f=100 c/s, oraz przy założeniu 
^=0. Z wykresu tego możemy odczytać, że w tym przypadku znie­
kształcenia pierwszych amplitud wynoszą 0,62; 1,12; 1,05.

Przedstawiona metoda nie tylko ułatwia obliczenie względnie 
znalezienie graficzne napięć zaburzeniowych występujących w po­
szczególnych stopniach wzmacniacza, ale uwidacznia również pewne 
zależności ogólne. I tak np. łatwo zauważyć, że im większa jest czę­
stotliwość załączanego napięcia tym mniejsze są napięcia zaburze- 
niowe występujące w poszczególnych stopniach wzmacniacza. Wy­
nika to bezpośrednio z „konstrukcji graficznej" wartości początko-

Archiwum Elektrotechniki T. I — 7
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Rys. 14. Przebieg napięcia nieustalonego w czwartym 
' ' - ■.. > 1 stopniu wzmacniacza dla przypadku — =10 msek, ■«p=05

f=100 c/s.

wej napięć zaburzeniowych. Im większa bowiem częstotliwość za­
łączanego napięcia tym mniejsze wartości napięć ustalonych, wy-

Rys. 15. Uproszczony wykres topograficzny napięć 
zredukowanych dla wzmacniacza czterostopniowego

dla przypadku =10 msek, f=500 c/s„ ip = 0.

stępujących na kondensatorach sprzęgających, a więc tym mniejsza 
wartość początkowa napięcia zaburzeniowego. Przykładowo poka-
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zano na rys. 15 i 16 rozwiązanie graficzne dla tego samego co- pó- 
przednio wzmacniacza, l/a=10msek, również przy przyjęciu fazy V 
początkowej ip = 0, ale przy założeniu pięciokrotnie większej często-

Rys. 16. Przebieg napięcia nieustalonego w czwartym 
stopniu wzmacniacza dla przypadku 1/a =10 msek, 

x ip = 0, f=500 c/s.

tliwości załączanego napięcia. Zniekształcenia pierwszych amplitud 
wynoszą w tym przypadku 0,89; 1,1; 0,93; 1,07.

6. ZAŁĄCZANIE NAPIĘCIA SINUSOIDALNEGO 
NA WIELOSTOPNIOWY WZMACNIACZ OPOROWY 

O SPRZĘŻENIU POJEMNOŚCIOWYM I NIEJEDNAKOWYCH 
STOPNIACH . /

Pokazana poprzednio, w rozdziałach 4 i 5 na przykładzie wzmac­
niaczy o jednakowych stopniach, metoda znajdowania przebiegu 
nieustalonego może być również stosowana w przypadku wzmacnia­
czy o niejednakowych stopniach.

Rozpatrzmy np. wzmacniacz trójstopniowy pokazany na rys. 17. 
Znajdujemy początkowo chwilowe wartości napięć w stanie ustalo­
nym wymuszane przez równą i przeciwnie do załączanej skierowaną

7*
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siłę elektromotoryczną, występujące na kondensatorach Ci, C2, C3. 
Niech one wynoszą w momencie załączania Uci(0), UC2(0), Uc3(0). 
Załączane zatem w chwili t=0 napięcie E (t) na wejście wzmacnia­
cza spowoduje zaburzenie wywołane wyładowaniem się każdego 
z kondensatorów Ci, C2, C3 w swoim obwodzie Rz, C , Rs ■ Oznaczmy 

Rys; 17. Uproszczony schemat wzmacniacza trójstop­
niowego o sprzężeniu pojemnościowym o niejednako­

wych stopniach. '

odwrotności stałych czasowych tych obwodów przez A, a2, a8. Na­
pięcie zaburzeniowe na siatce drugiej lampy wywołane będzie tylko 
wyładowaniem się kondensatora Cj, zatem - .

Ulg(p)=-Utl(0)-^-- 
p+«l

Napięcie zaburzeniowe na siatce trzeciej lampy będzie wywołane 
wyładowaniem się kondensatora C2 i przeniesionym przez drugą 
lampę zaburzeniem z pierwszego obwodu, zatem

• U2Z (p) = koi Uci (0)- ------ -Uc2 (0) - P— ■ 
p+04 p + a2 p + «2

Analogicznie zaburzeniowe napięcie wyjściowe

- , , 7 i u /m P P p4-Uwyz(.p)=—k02K03 U ci^)— ।p+«i p+a2 p-|-a3

P
P+ «3

+k03Uc2(0)-2- 
p+«2

_P_ -Uc3(0) 
p + a3

Przejście z tej formy operatorowej na czasową jest już proste zę 
względu na znaną zależność [4]

k = l p + ttk k = l



przy czym

— a2e
U2At)=k01UclW -UcJOe-^,

Uwyz(t)— k02 k03 Ucl (0)

+ k03Uc2(0)(aj-ag) (a2-a3)

(18)3

i

Całkowite napięcie stanu nieustalonego otrzymamy jak poprzednio 
jako sumę stanu ustalonego i obliczonych napięć zaburzeniowych.

gdzie U'cv(0) — zredukowane wartości napięcia na poszczególnych 
kondensatorach w chwili wyłączania. W przypadku wzmacniacza

U« (t) = - 2 Ln~v (a t) (0) (--

.(aa-«1)(a3-«1) (ai-a2)(a3“a2)

a2 — “i

r(2 Q a3t
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n
= Z e-«‘ Ln_v (a t) (0) (-1)”-",

a2e—“2t

«i-a2 

a2 e—a, t

— (Ą e—“it

4 _ (-a^-1
Ak------------------------------

n
II (ar-as)

W naszym przypadku otrzymamy np. następujące przebiegi napięć 
zaburzeniowych w poszczególnych stopniach

'Uń (t)=-Ucl(0>e-“S

— a2 e~“8 6 — as e~a
a3 — a2 ’ a2 —a3

-UciWe-^. (17)

/ 7. WYŁĄCZANIE WIELOSTOPNIOWEGO WZMACNIACZA
SPOD NAPIĘCIA SINUSOIDALNEGO

Rozpatrując poprzednio przypadek załączania przedstawiliśmy 
powstające wówczas napięcie nieustalone jako sumę napięcia usta­
lonego i napięcia zaburzeniowego, którego przebieg obliczaliśmy jako 
przebieg napięcia pochodzącego od wyłączenia równej, lecz prze­
ciwnie niż załączana skierowanej siły elektromotorycznej. Wyprowa­
dzone zatem poprzednio wzory na przebieg napięcia zaburzeniowego, 
wywołanego załączaniem na wzmacniacz SEM, mogą być wykorzy­
stane wprost dla obliczeń przebiegu napięcia nieustalonego wystę­
pującego przy wyłączaniu. Dla przypadku wszystkich stopni jedna­
kowych otrzymamy zatem z wzoru (16)
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o różnych stałych czasowych poszczególnych stopni, możemy wyko­
rzystać dla obliczenia przebiegów nieustalonych, wywołanych wy­
łączeniem działającego na wzmacniacz napięcia, przedstawiony po­
przednio wzór (17).

8. ZAKOŃCZENIE

Przedstawiona metoda pozwala na uzyskanie w prosty sposób 
ogólnych wzorów określających przebiegi napięć zaburzeniowych 
w wielostopniowych wzmacniaczach oporowych o sprzężeniu po­
jemnościowym. Przy przeprowadzaniu obliczeń nie zatraca się sensu 
fizykalnego rozpatrywanego zjawiska; dużą zaletą jest również to, 
że część tych obliczeń można przeprowadzić graficznie. Przedsta­
wiona metoda jest również dogodnym narzędziem przy dyskusji wa­
runków zaburzeń w poszczególnych stopniach wzmacniacza. Dla wy­
kazania tego zwróćmy uwagę na parę wniosków wynikających bez­
pośrednio z przeprowadzonych wywodów. I tak np. na podstawie 
wykresu topograficznego zredukowanych napięć w stanie ustalonym 
możemy od razu zorientować się co do wielkości początkowych war­
tości napięć zaburzeniowych, a więc i przepięć w poszczególnych 
stopniach wzmacniacza. Na osi urojonej tego wykresu odczytujemy 
bowiem wprost początkowe wartości napięć zaburzeniowych. Roz­
patrując np. przypadek dla którego obowiązuje wykres topograficzny 
przedstawiony na rys. 7 widzimy, że im dalszy stopień wzmacniacza, 
tym większe wartości początkowe występującego w nim napięcia 
zaburzeniowego.

Ogólnie można również zauważyć (co omówiono już szczegóło­
wo w rozdziale piątym), że im większa częstotliwość załączanego 
napięcia tym mniejsze napięcia zaburzen,‘iowe w poszczególnych 
stopniach wzmacniacza. Wynika to stąd, że im większa częstotliwość 
załączanego napięcia, tym mniejsze napięcia występujące na kon­
densatorach sprzęgających w stanie ustalonym, a więc mniejsze war­
tości początkowe napięć zaburzeniowych.
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C. BEHTPlKblH

HECTAUMOHHPHblE HPOUECCbl
B MHOrOKACKflflHbIX PEOCTATHbIX yCHJlEITEIW 

C EMKOCTHOK) CBSBbłO

Pe3K)Me
B CTaTbe npegCTasneH pacneT/ HecTagHOHapHbix npogeccoB, bo3- 

HMKałomnx b OTgenbHbix nacKagax peocraTHoro ycMhWTensi c ewKo- 
CTHOK) CB5I3bIO npH BKUfOMeHHM (hjIM BbIKglOHeHMw) CHHyCOHgaJlbHbIX 
HanpH>KeHHM Ha ero Bxoge. BunKweHue 3geKTpogBH>Kym,ew cmibi Ha 
Bxoge ycHguTega aBTop paccMaTpusaeT KaK KopoTKoe saMbinaHwe 
OflHOH W3 KOMnneKCa gByx paBHbix, ho npoTWBonono>KHO HanpaB- 
neHHbix 3neKTpoflBH>KymHx CHji. Elpogecc HecTagHOHapHoro Hanpsi>Ke- 
hhh Ha moóoH CTyneHH ycHnwTegsj mo>kho rorga paccHHTaTb KaK 
cyMMy HanpsoKeHHH Bbi3BaHHoro BKgrogaeMOH ageKTpogBHHtymeH 
CHgOW B CTaiJHOHapHOM peiKHMe M Hanp5I>KeHH5ł BO3Mym,eHM5I, BbI3- 
BaHHOTO KOpOTKHM 3aMbIK3HHeM BJieKTpOgBHJKyiJgeH CMJłbl paBHOH 
BKjnoHaeMofi, ho HanpaBJieHHoii npoTKBonono>KHO. 3th HanpajKeHHH 
BO3MyLH,eHH5! BbI3bIB3K)TCSI paSpagOM CB93bIBafOELI,HX KOHgeHCaTOpOB 
b nx KOHTypax Rz, Rs, C, ripuneM Hanpa>KeHHe BO3Mym,eHK5i b nep- 
bom KacKage Bbi3B3HO TonbKO paspsigOM CBa3biBaiom,ero KOHgeHCa- 
Topa 3Toro KacKaga; HanpsoKeHHe BO3MymeHH5i BToporo Kacnaga 
siBnaeTCSi yg<e cyMMofi Hanpa>KeHM5i BO3Mym,eHnsi Bbi3BaHHoro paspsi- 
gOM CB93biBaiomero KOHgencaTopa BToporo Kacnaga h ycnneHHoro 
u nepeHeceHHoro b 3tot Kacnag Hanpsi>KeHH5i BO3Mym,eHM9 b nepBOM 
KacKage. Booóige HanpaHłeHwe BO3Myuj,eHH5ł b pioóom Kacnage ^Biia- 
eTC5i CyMMOM COÓCTBeHHOfO BO3MyLgeHHSl H yCHgeHHbIX BO3Mym,eHHH 
nepeHeceHHbix H3 npegbigyigHx KacKagOB.

Me-rog 3tot b npHMeneHHH gna HCCnegoBaHHSi HasBannoro inna 
gaeT óogbujyio npocTOTy pacneTOB, a TaKH<e BO3MO>KHOCTb rpa4>H- 
necKoro HcnonHeHHa sthx pacneTOB.
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S. WĘGRZYN

TRANSIENT PHENOMENA
IN RESISTANCE-COUPLED MULTI-STAGE AMPLIFIERS

Summary

The paper presents an analysis of transient phenomena arising 
m ańy stage of a multi-stage resistance-coupled amplifier when 
applying (or remoying) a sinusoidal driving voltage. The author 
treats applying on of an input E. M. F. as short-circuiting one of 
two equal electromotive forces of opposite sign. The transient vol- 
tage in any amplifier stage can thus be determined as a sum of two 
components: one due to the applied steady state E. M. F. and the 
transient voltage due to the short-circuiting of the opposite E. M. F. 
The latter is caused by the discharge of the coupling capacitors in 
the corresponding circuits R,, Rs, C. The transient voltage in the 
first stage is due only to the discharge of the coupling capacitor in 
this stage, whereas in the second stage the transient voltage is madę 
up of the component due to the discharge of the coupling capacitor 
of this stage as well as of the amplified transient voltage of the first 
stage. Generally, the transient voltage of any stage is the sum of 
its own transient voltage and of the amplified transient voltages of 
the preceding stages. The method presented simplifies the deter- 
miation of transient behaviour of the discussed type of amplifier 
circuits and offers a possibility of performing the computations 
graphically.
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Wpływ zniekształceń liniowych na dokładność rozwiązań 
elektronowego analizatora równań różniczkowych

Rękopis dostarczono 28. 10. 52

'Streszczenie. Tematem pracy jest zbadanie wpływu znie- ’ 
kształceń liniowych układów sumujących i całkujących elektrono­
wego analizatora równań różniczkowych zwyczajnych na dokładność - 
rozwiązań w przypadku równań liniowych, jednorodnych i o współ­
czynnikach stałych. Zagadnienie to> zostało rozpatrzone, przy zupeł­
nie ogólnych założeniach i uwzględnieniu błędów powstałych na skutek 
niedokładnego dobrania współczynników badanego równania. Znale­
ziono warunki dostatecznie i praktycznie biorąc konieczne, jakie musi 
spełniać funkcja charakteryzująca przenoszenie układów liczących na.

. to, aby błąd otrzymanego wyniku nie przekraczał podanej z góry wiel­
kości. Przez nadanie tym warunkom postaci łatwo stosowalnej w prak­
tyce uzyskano wskazówki budowy elektronowych układów. liczących, 
potrzebne do uzyskania żądanej dokładności przy możliwie małych’ 
kosztach.-.Na zakończenie wyniki uzyskane na drodze teoretycznej 
porównano, z danymi doświadczalnymi. ' ■

1. WSTĘP

Zasada działania analizatora równań różniczkowych oparta jest 
na założeniu idealnego przenoszenia układów liczących [1]1). Tym­
czasem przenoszenie układów rzeczywistych obarczone jest nieści­
słościami, wśród których tzw. zniekształcenia liniowe grają w anali­
zatorach szczególnie ważną rolę. Zniekształcenia nieliniowe mają 
na ogół znaczenie drugorzędne, gdyż używane powszechnie ujemne 
sprzężenie zwrotne czyni ich wielkość pomijalnie małą. Z tego 
względu konieczność niedopuszczenia do zbyt dużych błędów po-

b Zasada ta zostanie bliżej objaśniona w rozdziale 2. Dane bardziej szcze­
gółowe podane są np. w książce „Elektriczeskije modieli“ L. Gutenmacherą, 
Moskwa 1949. W książce tej podano przeszło 100 pozycji literatury uczonych 
radzieckich-, z których wiele dotyczy analizatorów równań różniczkowych. ' 
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wstałych na skutek zniekształceń liniowych stanowi jeden z naj­
ważniejszych czynników, decydujących o przyjęciu lub odrzuceniu 
danego układu, wyborze lamp i wartości elementów. Dlatego też 
znajomość istotnych zależności pomiędzy zniekształceniami linio­
wymi a dokładnością wyników posiada podstawowe znaczenie przy 
projektowaniu analizatorów równań różniczkowych. Znajomość ta 
pozwala w szczególności na opracowanie metod kompensacji błędów, 
dzięki którym można osiągnąć duże dokładności wyników przy użyciu 
stosunkowo prostych środków.

Zadowalające rozwiązanie tych zagadnień nie zostało dotąd opu­
blikowane w dostępnej autorowi literaturze. Przeciwnie, ze wzmia­
nek różnych autorów [3] na ten temat zdaje się wynikać, że nie 
dysponowali oni dostatecznie opracowaną teorią. Wielu z nich daje 
wyraz przekonaniu, że należy dążyć do możliwie szerokiej wstęgi 
przenoszenia o płaskiej charakterystyce, co jest w dużym stopniu 
nieścisłe. W pracy A. Macnee [2] na temat wpływu zniekształceń 
liniowych na dokładność rozwiązań rozważone zostały tylko przy­
padki najprostsze, nie obejmujące przypadków najbardziej intere­
sujących, gdy przez odpowiednie kompensacje wpływ ten można 
wielokrotnie zmniejszyć. Na ogół jednak w publikowanych dotąd 
pracach na temat analizatorów ten tak ważny temat zostawał cał­
kowicie pominięty. Celem pracy niniejszej jest uzupełnienie tej luki 
przez dostatecznie ogólne i pełne opracowanie omawianych wyżej 
zagadnień.

2. UŻYTA SYMBOLIKA I POJĘCIA WSTĘPNE

2. 1. Operator różniczkowy
W pracy niniejszej używać będziemy symboliki operatorowej, 

której znaczenie określa następująca definicja.
Definicja. Niech dane będą dwa dowolne wielomiany:

Q (z) = aozn +.......... +an,
R (z) = bozm+...........+bm,

przy czym chociaż jeden ze współczynników wielomianu R (z) jest 
różny od zera. Niech dalej funkcja u (t) będzie określona i n-krotnie 
różniczkowalna w pewnym dowolnym przedziale L. Wówczas każdą 
funkcję v (t), spełniającą w tym przedziale równanie

(Jn
b0___ v (t)+_____ +bm v(t)=,a0 —u(t)+.......... +anu(t) (2) 

dtm---------------------------------- dtn 
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będziemy oznaczali jednym i tym samym symbolem

v (3)R (p)
W przypadku gdy R(z) = l, będziemy zamiast u (t) pisać 

Q (P)u (t).
Z powyższej definicji otrzymujemy z łatwością

pu (t)——u(t), — u(t) = fu(t)dt+c , —u(t) = u(t)+c.
dt p J p

W dalszym ciągu korzystać będziemy z następującego twier­
dzenia ').

Twierdzenie. Niech Q (z) będzie dowolnym wielomianem bez 
pierwiastków wielokrotnych. Wówczas każde .rozwiązanie równania

Q(p)u(t) = 0 , (4)

można wyrazić w postaci
u(t)=Ecke^;

gdzie Kk przedstawiają kolejno wszystkie pierwiastki równania 
O (z) = 0, Ck zaś są to> pewne stałe.

Równanie Q (z) = 0 nazywamy równaniem charakterystycznym 
równania (4). z . .

Wszystkie dalsze rozważania pracy poniższej ograniczymy do 
przedziału 0<t<T; ponadto założymy, że wszystkie rozpatrywane 
funkcje są ciągłe w tym przedziale i dostatecznie wiele razy róż- 
niczkowalne wewnątrz tego przedziału.
2.2 .Sfeci elektryczne liniowe )2

2) Uzasadnienie podanych w tym rozdziale zależności znaleźć można w każ­
dym obszerniejszym podręczniku teorii prądów zmiennych.

Symbolika określona w poprzednim rozdziale nadaj e się szcze­
gólnie dobrze do wyrażania zależności w sieciach elektrycznych 
liniowych. Tak np. prąd i (t) oraz napięcie u (t) w kondensatorze o po­
jemności C bądź w cewce o indukcyjności L- związane są odpowiednio 
równaniami: - /

u(t)=— i(t) bądź u(t) = pLi(t).
pC

b Dowód tego twierdzenia można znaleźć w każdym podręczniku, zawie­
rającym elementy teorii równań różniczkowych.
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Ogólnie biorąc, w sieciach liniowych związek między prądem 
i napięciem w danej gałęzi wyraża się zależnością

u(t) = Z(p)i (i),

gdzie operator Z (p) otrzymujemy z funkcji wyrażającej impedancję 
tej gałęzi Z (i co) przez zastąpienie wielkości i to symbolem p.

Rozpatrzmy teraz sieć elektryczną składającą się z elementów 
skupionych i liniowych, a więc np. z oporów, kondensatorów, ce­
wek i lamp elektronowych pracujących w liniowym zakresie swoich 
charakterystyk. Załóżmy, że w sieci tej wyróżnić można kolejno 
n+1 (ń>l) różnych biegunów, z których n pierwszych oznaczymy 
jako bieguny wejściowe (wejścia), pozostały zaś jako biegun wyj­
ściowy (wyjście). Umówmy się dalej, że wszystkie rozpatrywane na­
pięcia są odniesione do pewnego ustalonego potencjału, np. poten­
cjału ziemi. Niech wreszcie sieć ta ma tę właściwość, że gdy na­
pięcia na wszystkich biegunach wejściowych są stale równe zeru, 
to również napięcie na biegunie wyjściowym jest stale równe zeru. 
Wówczas, jeśli na wejścia takiej sieci przyłożymy kolejno napięcia 
o przebiegach (t), . . . un (t), to napięcie na wyjściu wyrazi się 
wzorem

n
Un+i(t) = SWk (p) (t) ,

k+1

gdzie W* (z) są to pewne funkcje wymierne zmiennej z o współczyn­
nikach rzeczywistych, zależne jedynie od rodzaju sieci, a więc nie­
zależne od napięć uk (t).

Dowód tego twierdzenia opiera się na tym, że .przebiegami napięć 
w określonych powyżej sieciach rządzą układy równań, różniczko­
wych liniowych o współczynnikach stałych i rzeczywistych, w któ­
rych to układach u.} (t) .... un (t) występują jako funkcje wzbudza­
jące.

Operatory Wk(p) otrzymać możemy z funkcji W* (i co), określa­
jących przenoszenie w stanie ustalonym napięć sinusoidalnych o czę­
stotliwości f=®/2 n , przez położenie symbolu p zamiast wielkości i® .

2.3 . Układy sumujące i całkujące

Układy sumujące i całkujące elektronowych analizatorów równań 
różniczkowych należą do klasy sieci, scharakteryzowanych w roz­
dziale poprzednim. *
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jol przedstawia rys. 1, 
ie wyjściowe w funkcji

Rys. 1. Symbol układu 
sumującego. ,

W. układach sumujących, których sym 
w przypadku idealnego ich działania napię1 
napięć wejściowych powinno wynosić

n

(t) — (5)
k=l

gdzie bk są to pewne z góry dobrane pa- - 
rametry stałe. W rzeczywistości jednak 
wielkości bk umiemy dobrać tylko, z ogra­
niczoną dokładnością, funkcje zaś charakteryzujące przenoszenie 
różnią się nieco od stałych. Tak więc ściśle biorąc, na wyjściu układu 
sumującego otrzymujemy napięcie

x • n .
Un ri (t) = £bk (1 + sk) [ 1 + S (p)| uk (t), 

k=l ■
gdzie bfc(l+s*) przedstawia rzeczywiście dobraną wielkość zamiast 
bk, b^l + s*) [1 + S zaś — rzeczywiście istniejące funkcje cha­
rakteryzujące przenoszenie. W dalszym ciągu zakładać będziemy 
stale, że wszystkie funkcje Sk (z) są identyczne i równe S (z), a więc, 
że

Un+l (t) — [l + >S(p)] J^bfc (l-j-S^UjcCt) , 

k = l
(6)

Jak wynika z poprzedniego-rozdziału, funkcja S (z) jest funkcją 
wymierną o współczynnikach rzeczywistych. . „ '

■ , Podobnie w układach całkujących, któ-
• rych symbol przedstawia rys. 2, w przy- 

: padku idealnego ich działania napięcie -wyj- 
ściówe powinno wynosić

Rys, 2. Symbol układu 
całkującego.

U/c+1 (t) Uk (t) • 
pT

. (?)

Wielkość — nazywa się parametrem całkowania.
T ■

W rzeczywistych układach całkujących napięcie wyjściowe jest

Umi-iW-------(1+ck+i) [1+Cfc+i(p)]u.fc(t), 
pT

(8)

gdzie wielkość (l + cfc+i)/T przedstawia rzeczywiście dobrany para­
metr, funkcja zaś (l + cfc+1) [l + Ck+1(z)]/zT — rzeczywiście istniejącą 
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funkcję charakteryzującą przenoszenie. W dalszym ciągu zakładać 
będziemy, że wszystkie funkcje Cfc+i (z) rozpatrywanych układów 
całkujących są identyczne i równe C (z) . Funkcja ta, podobnie jak 
S (z), jest funkcją wymierną o współczynnikach rzeczywistych.

Kres górny | s* | oraz | c*'| jest w'praktyce wyznaczony dokład­
nością używanych oporów, potencjometrów oraz kondensatorów 
i wynosi przeciętnie od 0,1% do 2%, a więc jest liczbą znacznie 
mniejszą od jedności. Również kres górny | S (z) | oraz | C (z) | w pew­
nym obszarze z powinien być mały w porównaniu z jednością, jak 
to wyniknie z dalszych rozważań niniejszej pracy.

Zjawisko odkształcenia się napięcia wyjściowego wskutek tego, 
że S (z) i C (z) nie są identycznie równe zeru, określamy mianem 
zniekształceń liniowych, funkcje zaś te — funkcjami określającymi 
zniekształcenia liniowe. ' .

Zadaniem niniejszej pracy jest określenie warunków, jakie muszą 
spełniać funkcje określające zniekształcenia liniowe układów sumu­
jących i całkujących na to, aby otrzymać dostateczną dokładność 
uzyskiwanych rozwiązań.

2 4. Przykłady

Podamy teraz dwa przykłady objaśniające zasadę działania elek­
tronowego analizatora równań różniczkowych oraz ilustrujące wpływ 
niedokładnego ustawienia parametrów i zniekształceń liniowych na

Rys. 3. Schemat układu 
do rozwiązy służącego 

wania równania (9).

dokładność otrzymywanych rozwiązań. 
Weźmy pod uwagę równanie

p + “u (t) = 0
T

(9)

i dla jego rozwiązania połączmy układ sumu­
jący i całkujący w schemat przedstawiony 
na rys. 3. Oznaczmy napięcie na wyjściu 
układu całkującego jako u (t); wówczas przy 
założeniu idealnego działania obu układów 
napięcie wejściowe układu całkującego wy­
nosi Tpuft), napięcie zaś wyjściowe układu 

sumującego wynosi — auft). Ponieważ oba te napięcia muszą być 
równe, otrzymujemy równanie (9).

Jeżeli w chwili t = 0 było u(0) = U, to
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Załóżmy teraz, że układ sumujący działa w dalszym ciągu ideal­
nie, natomiast przenoszenie układu całkującego' wyraża się wzorem

u,(t)= — (1+c) (l+ap)u(t).
pT

W przypadku tym zakładając jak poprzednio u(o) = U, otrzyma­
my przebieg napięcia wyrażony funkcją

u(t)=Ue~a'r,
gdzie

Widzimy więc, że 
istnienie zniekształceń 
siadać jakościowo ten

a =----------------- a .
1 +a(l + c)a

niedokładne dobranie współczynnika oraz 
liniowych w układzie całkującym mogą po- 
sam wpływ, a mianowicie powodować od-

kształcenie się pierwiastka równania charakterystycznego równania 
— a — a

(9) z wartości — na —v ' T T
W przypadku tym możemy więc błąd spowodowany zniekształ­

ceniami liniowymi podciągnąć pod błąd spowodowany niedokładno- 
ścią dobrania współczynnika a, zakładając np.

1+c i '---- ——— = 1 + c 
l+a(l + c)a

w miejsce zaś współczynnika a został dobrany współczynnik a (1 + c'). 
i traktując sprawę tak, jak gdyby układ całkujący działał idealnie,

Rozpatrzmy teraz równanie
/ co2\I p2 + — )u (t) = 0 (
\ T- 

(10)

dla rozwiązania którego zestawio­
no układy liczące jak na rys. 4. 
Załóżmy, że układy całkujące 
przenoszą idealnie, natomiast 
układ sumujący przenosi według 
zależności
u2(t)= — w2(1+ap)ui(t) (Ia| «T).

Tpu(t)fpW) u(t)

Rys. 4. Schemat układu służącego 
do rozwiązywania równania (10).

Wówczas przy warunkach początkowych u (o) —U, u (o) 0 zamiast 
dokładnego rozwiązania równania (10):

u(t) = U COS «
T 
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J V Tł ■ • 11 ' • 1 -® 1 I Al •" 1 ®2odchylił się z wielkości A = i—na A+AA = i — — - a ■—
T T 2 T2

O)

T

otrzymujemy napięcie o przebiegu równym w przybliżeniu

—-1-a —t tii(t)=Ue 2ar° cos co—.
T

W przypadku tym pierwiastek charakterystyczny równania (10) 
. a co\ .

• ■ 
2Tl

Możemy stąd wyciągnąć dwa wnioski:
a) Przyrost AZ nie da się sprowadzić, jak w przypadku poprzed­

nim, do błędu nastawienia współczynnika co2 lub parametru -

układu całkującego —. Otrzymana funkcja jest więc rozwią­

zaniem w pewnym sensie jakościowo innego równania;
b) Nawet bardzo mała wartość a może spowodować znaczny błąd. 

Przyjmijmy np. co = 2n-10, co odpowiada dziesięciu oscyla­
cjom sinusoidy w ciągu rozpatrywanego okresu (por. rys. 7); 
wówczas przy a=0,0001 T, a więc „stałej czasu błędu11 mniej­
szej dziesięć tysięcy razy od czasu trwania tego, okresu, po 
czasie t=T amplituda drgań zmniejszy się o- blisko 20’%.

Jak z tego widać, zniekształcenia liniowe mogą spowodować 
znaczne błędy ó szczególnie niekorzystnym charakterze.

2. 5. Symbol O2(zi.........zn)

Aby dalsze rozważania ograniczyć do istotnych własności pew­
nych wyrażeń, wprowadzimy następujący symbol, wzorowany na 
znanym symbolu O .

Definicja. Każdą funkcję cp(zi .... Zn), którą przy pewnym natu­
ralnym n można przedstawić w postaci 

n
Zaufa........ ZnjZiZj, (11)

i.J = l

gdzie współczynniki aa dążą do skończonej granicy, gdy którakol­
wiek ze zmiennych z dąży do zera, oznaczać będziemy jednym i tym 
samym symbolem

<P(Z1........ Zn) = O2(Zi.........Zn). (12)

Jako przykład zastosowania powyższego symbolu przytoczymy 
następującą modyfikację formuły przybliżonej Newtona, z której 
korzystać będziemy w przyszłości.
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Twierdzenie. Załóżmy, że funkcja <p (z) oraz s (z) posiadają roz­
winięcie Taylora w pewnym otoczeniu punktu Z, punkt A'+ AA należy 
również do tego otoczenia oraz spełnione są zależności:

t O , cp'(A) 0 (13)

<P(A+AA)+e(A-|-AA)=O .
Wówczas:

AA=-^+O2[AA; e'(A)]. (14)
T W

Dowód. Na podstawie przyjętych założeń mamy: ;
■ '; • ' i.

T (A-j-A A) H(k+A A) = cp (A)+s(k)+[<pi(A)+E'(A)]A A+
+[cp"W + e'W-^ +

a więc
0 = e (A)+cp'(A)A A-|-e'(A)A A+O2(A A)

Mamy stąd

AA= —A A+O2 A A)
<p'W <p'(X) 

a uwzględniając, że
--^AA+O2(AA) = O2[e'(A); A.A|

otrzymujemy bezpośrednio wzór (11). Z wzoru tego wynika, że gdy 
wielkości | AA | oraz | ezI(A) | są dostatecznie małe, to AA równa się 
w przybliżeniu — s (A)/qń(A). W przypadku tym wielkość AA nazywać 
będziemy odchyleniem się pierwiastka A pod wpływem funkcji s (z).

3. ZASADNICZE TWIERDZENIA TEORII

3.1. Założenia ogólne
W pracy niniejszej będziemy rozpatrywali wpływ zniekształceń 

liniowych na dokładność rozwiązania równań różniczkowych zwy­
czajnych liniowych jednorodnych o współczynnikach stałych. Znie­
kształcenia nieliniowe pominiemy w rozważaniach; w praktyce nie 
odgrywają one większej roli, gdyż silne ujemne sprzężenia zwrotne 
czynią ich wielkość znikomo- małą.

Można wykazać, że niezbyt wielkie zniekształcenia liniowe powo­
dują błędy dwojakiego rodzaju. Pierwszy polega na tym, że do roz­
wiązania przybywają nowe składniki. Okazuje się jednak, że przy

Archiwum Elektrotechniki T. I — 8 
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wyłącznym używaniu układów całkujących i sumujących z pominię­
ciem układów różniczkujących składniki te albo tak szybko znikają 
wobec tłumiącego działania układów całkujących na oscylacje wy­
sokiej częstotliwości, albo tak wolno narastają, że istnienie ich nie 
ma praktycznego znaczenia. Dlatego też zajmować się będziemy je­
dynie. błędami drugiego rodzaju, spowodowanymi odchyleniem się 
pierwiastków Z charakterystycznego równania danego równania 
o pewne wielkości AZ. ~-

Dla uproszczenia rachunków będziemy badali wpływ zniekształ­
ceń liniowych na jeden tylko, składnik rozwiązania. Ściślej mówiąc, 
przyjmować będziemy stale, że wartości początkowe dla danego rów­
nania są tak dobrane, że rozwiązanie można wyrazić w postacił):

u (t) = URe = Uer cos 4"cPl , (15)

gdzie U, a, co, cp oznaczają pewne wielkości stałe rzeczywiste, przy 
czym- U 0. Powyższe rozwiązanie nazywać będziemy rozwiąza­
niem odpowiadającym pierwiastkowi równania charakterystycznego7

X = (a+i co) danego równania.

Zgodnie z umową w rozdziale 1. 1 wszystkie równania będziemy 
rozpatrywali w przedziale 0 t T.

/ ■ ...
3.2. Określenie błędu 8

Niech ścisłym rozwiązaniem rozpatrywanego równania różnicz­
kowego będzie funkcja

at / £
u(t)=URe {eu+i'p} = UeF cos co—+ cp

\ T

Przypuśćmy dalej, że równanie to rozwiązywaliśmy na analiza­
torze i jako rozwiązanie otrzymaliśmy napięcie o przebiegu

u(t)=URe{e<x + AX)t + i’}=Ue(a+A^ cos

1) Symbole Re (z) oraz Im (z) oznaczają odpowiednio współrzędną rzeczy­
wistą i współrzędną urojoną liczby zespolonej z. Mamy więc z=Re (z)+ilm(z).

Otrzymane więc rozwiązanie obarczone jest pewnym błędem; po­

wodem tego błędu jest to, że zamiast dokładnej wartości X=—(a+i co) 

(16)

(co+Aco)—+<p . 
T

(17)
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pierwiastka równania charakterystycznego danego równania róż­

niczkowego otrzymuje się wartość różniącą się od Z oM=-(Aa+i Aco).

Wielkość błędu jaki popełnia się przyjmując zamiast funkcji u (t) 
funkcję uft) można określić bardzo różnorodnie. Pożądanym jest 
jednak aby definicja wielkości błędu spełniała następujące warunki: 

\ -
1. Wielkość ta powinna wyrażać się za pomocą jednej tylko liczr- 

__ by rzeczywistej, którą oznaczać będziemy przez 8 .
2. Znajomość 8 oraz funkcji u (ty, którą założymy ograniczoną 

. . i nie równą identycznie zeru, powinna wystarczać, aby dla 
każdego- t można było podać granice (skończone) przedziału, 
w którym zawiera się u (i).

Warunki te spełniałaby następująca definicja s
8 = kres górny | u (ć) - u (t) | • (

kres górny | u(t) |

jednak przy użyciu tej definicji uzyskalibyśmy wzory bardzo skom­
plikowane. Dlatego- też definicję tę nieco zmienimy, co pozwoli na 
znaczne uproszczenie rachunków.

Definicja. Jeżeli funkcje u (t) i u (ty wyrażają się wzorami (.16) 
i (17), wówczas błędem, jaki popełnia się przyjmując zamiast funkcji 
u (t) funkcję u (ty, będziemy nazywali wielkość 8 określoną wzorem

§ „kres górny | u (t)—u(t) 
kres górny |T7e(a+Aa)y v

Przy zachodzeniu powyższej równości można też powiedzieć, że 
funkcja u (t) różni się od funkcji u i(t) nie więcej niż o 8 .

W przypadku co=Aco=0 obydwie definicje pokrywają się ze sobą; 
gdy co 0, różnica polega na tym, że w mianowniku przyjmuje się 
kres górny „Obwiedni drgań'1 zamiast kresu górnego samych drgań.

Twierdzenie. Przy definicji danej wzorem (18) jest

8<T|AA| + OW). . . ^(20)

Dowód.
g_ kres górny | Re {Ue(1+A2Jt+i'p} — Re {UeM+i<p}| _ 

kres górny | Ue^+^fl

x _ kres górny | U p | Refe^+^^+^tl—e~AM)} | 
kret górny | U | • [e<A+AMt |

8*
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kres górny | e(K+A,l’t | • 11 — e—AXt | 
kres górny | e(x+AZk |

< kres górny 11 — e-AM| < | A2. | T+O2 (AX) .

3.3. Określenie pseudo rozwiązania. Odchylenie 
się pierwiastka X na skutek niedokładnego 
dobrania parametrów

Twierdzenie I. Załóżmy, że w celu rozwiązania równania

bi
T

. u (t) = cp (p) u (t) — 0 . 'pn (21)

zestawiliśmy układ, przedstawiony na rys. 5, w którym układy li­
czące nie dają zniekształceń liniowych, tj. S (z)=C (z)=0 ; wobec

Rys. 5. Schemat układu służącego do rozwiązywania 
równania (21).

tego błędy powstają wyłącznie na skutek niedokładnego dobrania 
parametrów, przy czym | sk | < 1 oraz | cfc | < 11. Przy tych założeniach 
rzeczywisty przebieg napięcia u (t) będzie spełniać równanie

n
p^ (1+sh) (1 +d)... (1 + ck) 1 fi (t) = 0 .

Tk J
(22)

Dowód. Przy oznaczeniach przyjętych na rys. 5, stosownie do 
wzorów (6) i i(8) i wobec S (z)=C (z)=0 mamy

Wk+ifa)-------(1+cjc+i) Ufc (t) k —0,1, ....n 
pT

oraz

w0(t)=—2'bk(1+sJ<:)uk(t) . (24)

(23)
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Z równania (23) otrzymujemy

u* (t)=--- 5------Uk+1 (t) =
1 + C/c+l

(pT)n~k
(l + Cfc+1)” ' (1 + Cn)

Podstawiając powyższe wartości do wzoru (24) otrzymujemy jako 
równanie różniczkowe funkcji u(t)—u,r(t) równanie przedstawione 
wzorem (21). . . ”7 ' i (

Przyjmiemy teraz następującą definicję.
Definicja. Pseudo-rozwiązaniem z dewiacją z(x> 0) równania da­

nego wzorem (21) będziemy nazywali każde rozwiązanie równania, 
danego wzorem (22), gdy spełniane są warunki

| s* |<x , | c* |<x , , k=l, 2, ■ ■ • n . (25)

Ponieważ parametry równań możemy dobierać w analizatorze je­
dynie z ograniczoną dokładnością, gdyż są one z zasady wyznaczone ' 
za pośrednictwem odpowiednich wielkości fizycznych (np. stosun- 

. kiem oporów), przeto o przebiegach uzyskanych za pomocą analiza­
tora przy założeniu braku wszelkich zniekształceń powiedzieć mo­
żemy w ogólności tylko tyle, że przedstawiają one pseudo-rozwiąza- 
nia zadanych równań. Pseudo-rozwiązania te tym lepiej zbliżają się 
do rozwiązań, im mniejsza jest dewiacja z, czyli stała występująca 
w nierównościach (25).

Twierdzenie II. Jeżeli równanie (22) funkcji u (t) napiszemy w po­
staci - [cp(p) + e(p)] u (t) = 0 (26)

to uwzględniając równanie (21) otrzymamy 
n

< e(z)= ^^ — ^"^(sk+ci+.... +Ck) + O2(si...snci...cn). (27
-

k=l
Dowód, którego rachunkowe szczegóły pominiemy, polega na 

porównaniu równań (21), (22) i (26).
Twierdzenie III. Przyjmijmy założenia twierdzenia I i załóżmy 

dodatkowo, że szukamy rozwiązania, odpowiadającego pierwiastkowi 
równania charakterystycznego k dla którego (por. rozdział
3.1) 1Wówczas odchylenie się Al pierwiastka równania charakterys­
tycznego1 1 spowodowane niedokładnym dobraniem parametrów wy­
nosi: „

Al = — r-’kn~~k (s/c+cj-j-.. .-j-Cfc)4-O2 (si...sn Cl...Cn) . (28)
Tk

K = 1
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Dowód, którego rachunkowe szczegóły pominiemy, polega na za­
stosowaniu równości (14) w przypadku gdy cp (z) określone jest przez 
równanie (21) s (z) zaś — przez równanie (27).

C
O

' . 4. Twierdzenie o odchyleniu się pierwiastka X 
wskutek zniekształceń liniowych

Twierdzenie. Załóżmy, że w celu rozwiązania równania (21) ze­
stawiliśmy układ przedstawiony na rys. 5 i szukamy rozwiązania 
odpowiadającego pierwiastkowi równania charakterystycznego A, 
przy czym <p'(A)^O oraz A nie jest biegunem ani funkcji S (z) ani C (z). 
Załóżmy dalej, że parametry układów liczących udało się nam usta­
wić zupełnie dokładnie, tzn. s*=c»=O, wobec czego uwzględniamy 
jedynie błędy spowodowane zniekształceniami liniowymi. Przy tych 
założeniach otrzymamy odchylenie się pierwiastka A o wielkość

AX = X C (X) — +S (A)+O2 [S(X) C (A) S' (A) C' (A) AA]. (29)

Dowód. Przy oznaczeniach przyjętych na rys. 5 mamy więc

ufc+1(t)=—[1+C(p)]«fc(t) 
pT

oraz
n

u0 (t) = — bk [1 + S (p)] uk (t).
fc=i

Wzory powyższe mają formalnie tę samą budowę co wzory (23) 
oraz (24) z tą różnicą, że zamiast stałych Sk oraz Ck występują symbole 
S (p) oraz C (p). Stosując więc podobne przekształcenia jak w roz­
dziale 3. 3 otrzymujemy analogiczne do wzoru (22)

n
^p”-*[l+W][l + C(p)lfc u (t) = [ęp (p)+ e (p)] u (t) = 0

. k = l

oraz analogicznie do wzoru 27)

e= [s (z) + kc (z)] + O2[S (z) C(z)]

k=l
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'4

Stosując teraz równanie (14) otrzymujemy 
n

AX=—— V [S (X) + kC (X)]+O2 [S (X) C (X) S'(X) C'(X) AX]
cp' (X) / iTk

k -i

Wobec <p(X) = O i przy oznaczeniach jak w równaniu (21) zachodzą 
następujące równości:

— yn-k = fp (X) _ X" = — Xn , (30)

n n

k=l k=l

= —n Xn—X [ęp (X) — n X"-x] = — Xcp'(X).

(31)

W oparciu o powyższe związki otrzymujemy już łatwo wzór (29).

Jednym z ciekawszych wniosków udowodnionego powyżej twier­
dzenia jest to, że AX zależy od wartości S (z) i C (z) tylko w punkcie X 
występującym w rozwiązaniu, a nie zależy np. od zachowania się 
tych funkcji w pewnym „paśmie przenoszenia". Następnie ze wzoru 
(29) widzimy, że błąd spowodowany funkcją C (z) zależy tylko od X, 
spowodowany zaś funkcją S (z) zależy tylko od X i <p'(X), a poza tym 
błędy te nie zależą od parametrów równania.

...»

.1

k = l

7

3. 5. Twierdzenie o b ł ę d|z ie s p ó w odo wa n y m od­
chyleniem się pierwiastka X. na skutek znie-

- kształceń liniowych

Twierdzenie. Przyjmijmy założenia twierdzenia rozdziału 3. 4 
oraz załóżmy dodatkowo, że X leży w określonym obszarze B zmien­
nej z oraz że w obszarze tym przy pewnych liczbach dodatnich bs 
oraz bc spełnione są nierówności. ■

s J |zC(z)|<8c. (32) x

-Otrzymana wówczas za pomocą analizatora funkcja u (t) różni się 
od ścisłego rozwiązania równania (21) nie więcej niż o wielkość

Im—!
— bs+o2 [s (X) c(X) sr (X) c’ (X) ax] . . (33)
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Dowód tego twierdzenia wynika bezpośrednio z twierdzenia po­
przedniego' paragrafu oraz wzoru (20). / »
Uwaga.

Warunki (32) byłyby również konieczne dla zachowania tezy 
twierdzenia, gdybyśmy przyjęli, że wielkość ^^/^'(źi) przy danym A 
może przyjmować dowolne wartości za wyjątkiem 0 w zależności od 
obioru funkcji cp (z). Ponieważ w praktyce wielkość ta może rzeczy­
wiście przyjmować szeroki zakres wartości, wobec tego w praktyce 
możemy przyjąć warunki (32) również za konieczne.

3.6. Twierdzenie o błędzie spowodowanym odchy­
leniem Się pierwiastka 1 na skutek jedno­
czesnego wpływu błędów dobrania parame­
trów i zniekształceń liniowych

Twierdzenie poprzedniego rozdziału nie uwzględnia tego, że czę­
sto błąd spowodowany zniekształceniami liniowymi można sprowa­
dzić do błędu dobrania parametrów, jak np. w pierwszym przykła­
dzie rozdziału 2. 4. Dlatego też uzupełnimy-go twierdzeniem nastę­
pującym, które pozwoli w wielu przypadkach na uniknięcie nieuza­
sadnionych w praktyce ograniczeń.

Twierdzenie. Załóżmy, że w celu rozwiązania równania

pn + —p' 
T

bn
Tn

u(t) = T (p) u(t) = 0 ' (34)

zestawiliśmy układ przedstawiony na rys. 5 i rozpatrujemy jedynie 
rozwiązanie odpowiadające pierwiastkowi X, przy czym A leży 
w określonym obszarze B płaszczyzny z. Załóżmy dalej, że układ 
sumujący i układy całkujące przenoszą według wzorów (6) oraz (8) 
przy czym stałe sic i Ck oraz funkcje S (z) i C (z) spełniają w obsza-
rze B przy pewnych liczbach dodatnich 8; 
następujące nierówności:

Re{S(z)} |<x2) 

T | zJm{S (z)} I < §s,

1 Re {C(z)} I <x2, 

T | zJm{C (z)} I < 8C .

(35)
(36)

(37)
Otrzymana wówczas za pomocą analizatora funkcja u (t) różni się 

od pewnego pseudo-rozwiązania z dewiacją %x+%2 równania (34)-nie 
więcej niż o wielkość

A"-1 
?'(A)

8s+Oa(Ax), (38)

X] , *2 >
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gdzie symbol Aa? oznacza zespół wielkości

Ax=[sr...s„ ci ...cnRe {S (X)} Re {C (X)} S (X) C (X) C'(X) AXx AX2]. (39)

Znaczenie liczb AXx i AX2 podane zostanie w dowodzie.

Dowód. Odchylenie się AX pierwiastka charakterystycznego X 
wskutek błędów dobrania parametrów i zniekształceń liniowych _ ' ■
wynosi 

n
y~^“fc[s/c+c1+-•-+cfc+S(X)+kC(X)] +

■ Zc= 1 ' ’ ■
+ O2 [si.;. snci... cnS(X) C(X)S\X) C'(X) AX] ? ; (40)

Wzór ten możemy otrzymać za pomocą tych samych przekształ­
ceń jakie wykonaliśmy w rozdziale 3. 1 w celu uzyskania zależności 
(28) z tą tylko różnicą, że zamiast wzorów wyjściowych (23) i (24) 
zastosować należy podobne formalnie wzory (6) i (8).

Rozłóżmy we wzorze (34) wielkości S (X) i C (l) na składowe rze­
czywiste i urojone, oznaczmy

s'k—S/c+Re {S(X)J, c'K = cfc+Re (C(X)};

następnie rozłóżmy AX na dwa składniki AXx + AX2 = A?v przy czym 
pierwszy składnik określimy wzorem

n ■ • ' -':\/ -

AX1 =----- — Xn—fc(sjc-ł-C 1+ • • • +c fc)-|-O2( S 1 • • • S n C 1 • • • c n) > (41)
ę (X)ZJ Tk

k = l

gdzie O2 przedstawia tę samą funkcję co funkcja O2 we wzorze (28). 
Jak wynika z podanej w rozdziale 3. 3 definicji i twierdzenia III 
odchylenie się AXj, pierwiastka X prowadzi do pseudo-rozwiązania 
z dewiacją Xi+xa równania (34), gdyż na podstawie (35) i (36)

I 41 < X1 + x2 , 141 + Z2 •

Ze wzorów (40) i (41) obliczamy - ;
n

AX2 = AX- AX1 = — VX"-* [ilm {S(X)} + iklm {C (X)}] + O2 (A x), 
<p'(X)^Tk

k=l

gdzie Aa? jest symbolem, który jest dany wyrażeniem (39). Stosując 
przekształcenia (31) i (32) otrzymujemy

AX2=XiIm {C (X)} + ilm {S Wj + OW). (42)
' z z ■ z

. r
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: >/ •'' * ■ -' - .-■ v?>,.- <ł; Z'-/-?-y.y -- <7-7 ;<<y y< • v-yK • y

\ ■■ ■' ’ ■;■•" v. a ' z ■' ■ " ' ■ i- y - y- : v ' ■■- ■ ■ ." z7 •"'' '

Stosownie do wzoru (20) funkcja powstała z rozwiązania równa­
nia (34) wskutek odchylenia się pierwiastka charakterystycznego' k 
o wielkość AX=AXj4;AX2 różni się od funkcji powstałej z tego roz­
wiązania wskutek odchylenia się pierwiastka X o wielkość AX1 nie 
więcej niż

Tl az2 n-o2 (AX2)
Xn-1

8s+o2(4xI,
9 W

przy czym powyższą nierówność uzyskaliśmy na podstawie (37) i (42). 
Ponieważ jednak, jak wykazaliśmy poprzednio, odchylenie się pier­
wiastka X o wielkość AXx prowadzi do pseudo-rozwiązania równania 
(34), tym samym otrzymujemy tezę twierdzenia.

Uwaga.
Podobnie jak dla twierdzenia rozdz. 3. 5 można okazać, że wa­

runki (35), (36) i (37) przy zachowaniu innych założeń są w pewnym 
sensie konieczne dla zachowania tezy powyższego- twierdzenia. 
Weźmy np. równanie

U (t) = ? (p) u (t) = 0 (43)

i jego rozwiązanie odpowiadające pierwiastkowi k=i —: 
T

u(t)=U cos oą — . 
T

Można wykazać, że błędy dobrania parametrów oraz części rze­
czywiste 5 (Z) i C (Z), a więc wielkości, które nie wyprowadzają poza 
pseudo-rozwiązania równania (43), wpływają jedynie na zmianę 
wielkości (Oj, Części urojone S (X) i C (X) powodują natychmiast to, iż 
otrzymana na analizatorze funkcja różni się od wszystkich pseudo- 
rozwiązań równania (43) o wartość nie mniejszą niż

T X Im {C(X)H — Im{S(A)} +O2(Ax), 
<P W

gdzie pod znak O2 należy podstawić zespół zmiennych danych wy­
rażeniem (39).

Przyjmując, że wielkość

X"-1 = 1 (Oi
(44)
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może przyjmować przy każdym oą dowolne wartości rzeczywiste za z 
wyjątkiem zera w zależności od obioru w2, otrzymalibyśmy warunki 
(37) jako konieczne dla zachodzenia tezy twierdzenia. Ponieważ 
w praktyce wielkość (44) może przyjmować istotnie bardzo szeroki 
zakres wartości w zależności od obiotu co2, wobec tego w praktyce 
możemy przyjąć warunki (37) również jako konieczne.

4. ZASTOSOWANIE ZASADNICZYCH TWIERDZEŃ TEORII 
DO OSZACOWANIA WSPÓŁCZYNNIKÓW LAURENTA FUNKCJI

S (z) I C(z)

4. 1. Określenie zadań rozdziału 4 *

Zadaniem rozdziału 4 jest podanie w praktycznej formie i zgodnie 
z praktyką warunków, przy których spełnione są założenia twier­
dzenia rozdz. 3. 5. lub twierdzenia rozdz. 3. 6, a więc warunków na 
to, aby otrzymane błędy nie przekraczały określonej z góry wiel­
kości. Przede wszystkim wyznaczony został obszar B , do którego 
powinniśmy i możemy stosować te twierdzenia. Następnie nierów­
ności (32) lub (36) i (37) zastąpiono nierównościami, jakie powinny 
spełniać współczynniki rozwinięcia Laurenta funkcji S (z) oraz C (z), 
przez co uzyskano związki łatwo stosowalne w praktyce. Tak więc 
osiągnięto praktyczne wskazówki na to, aby teza twierdzenia rozdz. 
3. 5 lub teza twierdzenia rozdz. 3. 6. została zachowana.

: ; x ' ' ' -' A-; ' - . ‘ / i -
4. 2. W y z na cze nije obszaru prakty czne j ' stoso-

walno ś c i teo r ii , -

Do danych określających zakres stosowalności danego analiza­
tora należy zakreślenie takiego obszaru płaszczyzny zmiennej zespo­
lonej, w którym powinny znajdować się pierwiastki równania cha- ' 
rakterystycznego rozpatrywanego równania różniczkowego, jeżeli 
chćemy, aby błąd rozwiązania nie był zbyt duży.

Rozpatrzmy rozwiązanie, odpowiadające pierwiastkowi 1=—(a+

+ i co), tj. funkcję
, a * / t \u(t)=Ue rcosl®----- 

\ T------ /

Jak widać, wielkość a wyznacza nam szybkość narastania oscylacji 
(przy a)0) lub szybkość ich tłumienia (przy a(0). Wielkość f-(o/2a-- 
oznacza ilość oscylacji w czasie od 0 do T.
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iT'

W praktyce zakres stosowalności analizatora ograniczamy do roz­
wiązań o niezbyt wygórowanej ilości oscylacji i o niezbyt wielkiej 
szybkości narastania. Stosownie do tego przyjmiemy obie liczby do­
datnie mg oraz ag (omega górne oraz alfa górne) i dalsze rozważania 
ograniczymy do obszaru ograniczonego nierównościami

| a+ico | < Wg i jednocześnie | a I < a. 

Przykładowo cop może wynosić 100, ag zaś 2.
■g •

Nierówność | a | C ag ma na celu głównie ograniczenie a od góry, 
o ile bowiem a jest znacznie mniejsze od zera, to jak łatwo wywnios-

Rys. 6 Obszar 
(zakreskowany),

B
do

którego odniesione
są. założenia 

działu 4.
roz-

kować z równania (19) błąd staje się pomijalnie 
mały. Przypadku tego rozpatrywać nie będzie­
my, w celu zaś uproszczenia rachunków ogra­
niczamy a również od dołu. .

Drugim czynnikiem, ograniczającym obszar 
rozważań jest kwestia praktycznej przydatności 
wyrażeń (33) oraz (38). Wyrażenia te zależą od 
bliższej nie wypisanej wielkości O2 i dlatego 
praktyczna ich wartość ogranicza się do przy­
padków gdy | O21 jest dostatecznie małe. Na to 
jednak, biorąc ogólnie, potrzeba w szczególności 
aby moduły wielkości S (Z) i C (k) były dosta- 

\tecznie małe.
Niestety, funkcje określające zniekształcę- 

nie w większości układów liczących posiadają 
bieguny w bliskim otoczeniu początku układu. 
Dlatego też z rozważań naszych wykluczymy 
pewne otoczenie początku układu o promieniu 

(omega dolne), wewnątrz którego | S{z) | i | C(z) |
przybierają znaczniejsze wartości. Ścisłych reguł, według których 
należy wyznaczać om teoria poniższa nie poda je, nie jest to jednak 
specjalnie ważne, gdyż wyniki końcowe (podane w rozdz. 4. 4) można 
wyrazić bez użycia w. '

Reasumując, dalsze rozważania ograniczymy do obszaru B zmien­
nej z, określonego' nierównościami

| a + ico | = | zT | > cod ,
| a + ico I < | a | < ag ,

(0 < < ag < mg).

Obszar ten pokazano na rys. 6.

(45)
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1 , ... 
z= —(a-|-x®) •

T '
(46)

4.3. Założenia ogólne dotyczące funkcji S (z) 
oraz C (z)(

W dalszym ciągu przyjmiemy kilka założeń dotyczących funkcji 
S (z) oraz C (z). Założenia te są w praktyce warunkami koniecznymi 
na to, aby układy liczące nadawały się do zastosowań.

Z twierdzenia rozdz. 3. 5 wynika, że na to, aby w obszarze B da­
nym przez równanie (45) błędy spowodowane zniekształceniami li­
niowymi były niewielkie, np. rzędu paru procent, konieczne jest aby ~ 
moduły S (z) i C (z) były w tym obszarze odpowiednio mniejsze od 
jedności. Warunek ten pociąga za sobą w praktyce, że funkcje S (z) 
i C (z) są ograniczone w pierścieniu

| a+iw | < COg

Ponieważ S (z) i C (z) są ponadto funkcjami wymiernymi o współ­
czynnikach rzeczywistych, jak to uzasadniono w rozdz. 2. 3, możemy 
je przedstawić w pierścieniu (46) w postaci szeregu Laurenta o współ­
czynnikach rzeczywistych 1). Wobec tego, że dalsze rozważania do­
tyczące 5 (z) i C (z) będą zupełnie podobne, wspomniane szeregi ozna­
czać będziemy jednym i tym samym symbolem

S(z), C (z) = anzn, (47)
n= — 00

Warunek, że moduły S (z) i C (z) mają być w obszarze B znacznie 
mniejsze od jedności, pociąga za sobą w praktyce również i to, że 
szereg (47) jest w tym obszarze szybko zbieżny, tzn. wyrazy jego 
maleją b. szybko wraz ze wzrostem | n | . Z tego względu dla oszaco­
wania błędów wystarczy uwzględnić w tym szeregu tylko kilka wy­
razów o niewielkim | n |.

W dalszym ciągu przyjmować będziemy stale ao = O . Nie ograni­
cza to ogólności rozważań, ponieważ w przypadku gdy w rozwinię­
ciu np. 5 (z) jest a^O oraz a^ —1, wówczas funkcję 1+S (z) mo­
żemy przedstawić w postaci:

1 + S (z) = (1 + a0) = (1 +a0) [1 + S (z)],
l + a0

gdzie wyraz a0 rozwinięcia Laurenta funkcji S (z) w pierścieniu (46) 
równa się zeru. Możemy więc w tym przypadku jako funkcję okreś-

0 Opis własności szeregu Laurenta, będącego uogólnieniem szeregu Tay- 
lera, znaleźć można w każdym podręczniku funkcji analitycznych. 
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lającą przenoszenie przyjąć 1 +S(z), czynnik zaś (l+a0) włączyć do 
błędu dobrania parametrów. Podobną zależność otrzymamy dla C (z).

Reasumując, przyjmować będziemy w dalszym ciągu, że funkcje 
S (z) i C (z) są rozwijalne w pierścieniu (46) w szereg Laurenta (47),' 
w którym a0 =0, powstałe zaś wyrazy maleją bardzo szybko wraz 
ze wzrostem | n |. x ; ■ ,

4. 4. Oszaco wanie współczynników Laurenta' 
funkcji S (z) i C (z)

Załóżmy, że rozpatrujemy rozwiązanie równania

Pn+~Pn~H-------+ ~ u(t) = ęp(p)u(t) = 0 (48)

odpowiadające pierwiastkowi %, leżącemu w obszarze B, określo­
nym w rozdz. 4. 2, przy czym <p'(X) 0. Załóżmy dalej, że w tym celu
zestawiliśmy układy liczące, których przenoszenie określają wzory 
podane w rozdz. 2. 3, funkcje zaś S (z) i C (z) spełniają warunki wy­
powiedziane w rozidz. 4. 3. Przy tych założeniach rozpatrzymy cztery 
następujące przypadki, które w praktyce wyczerpują niemal wszyst­
kie spotykane możliwości.

Przypadek I.

Szeregi Laurenta funkcji S (z) i C (z) są tak szybko zbieżne, że 
wystarczy uwzględnić jedynie wyrazy o współczynnikach a-t oraz a1, 
wpływ zaś powstałych wyrazów jest pomijalny. Jeżeli przy tym

Sk~ Ck ' 0 ,

I Ta—1|<8,
co2

Ta—1 — Ty <8, (49)

gdzie 8 oznacza 8S lub 8C w zależności od tego czy rozpatrujemy układ 
sumujący, czy całkujący, wówczas otrzymana za pomocą analizatora 
funkcja różni się od rozwiązania równania (48) nie więcej niż o wiel­
kość i .

8C + X"-1
<p'W

8S + O2
CL 1

S(A) C W S'^) C'(l) M 8S 8C — (50)

Dowód. Jeżeli w rozwinięciach Laurenta funkcji S (z) i C (z) po­
miniemy (tj. założymy równe zeru) wszystkie współczynniki z wy­
jątkiem a—! oraz a1, wówczas w obszarze B otrzymamy
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T z^an z- =T a_i+aiz2 = t
T1

a-i------ai + 
T

a2 , aa>
— ai +2 — ai .

aa>
T T

Pierwszy składnik otrzymanej sumy w przedziale 0< co2 < co2 
osiąga maksimum przy w = 0 lub co2 ~ <»2, które to maksimum ze wzglę­
du na (49) jest mniejsze od 8 . Składnik ten jest więc w przedziale
co2 < co2 < co2 tym bardziej mniejszy od 8 . Dwa pozostałe 
na zasadzie otrzymanego z nierówności (49) oszacowania

\ । „ 8T3

składniki

można zapisać jako O2

" o (O2
s

—; 81. W ten sposób
^g . /

T z£anzn 8 + O2 - ; 8 V. 
®g /

Jeżeli powyższą nierówność napiszemy osobno dla S (z) i osobno 
■ dla C (z), a następnie zastąpimy nimi nierówności (32), wówczas na 

zasadzie twierdzenia rozdz. 3. 5 otrzymamy nierówność (33) z tą róż- 
• / - ot

nicą, że pod znak O2 należy wprowadzić jeszcze wielkość —, 6S oraz 

8C, a to dąje już bezpośrednio tezę dowodzonego twierdzenia.

P r z y p ad e k II.

Szeregi Laurenta funkcji S (z) i C (z) są tak szybko zbieżne, że 
wystarczy uwzględnić jedynie wyrazy o współczynnikach a—at 

— a2, a3, wpływ zaś pozostałych wyrazów jest pomijalny. W przypadku 
tym górna granica przenoszenia częstotliwości jest na ogół niższa niż 
w przypadku I, co prowadzi w praktyce do mniejszych kosztów wy­
konania układów liczących. Załóżmy ponad to, że za pomocą odpo­
wiednich elementów korekcyjnych udało się nam skompensować 
wpływ współczynnika a1; tj. osiągnęliśmy ar=0. Jeśli przy tym

Ta-r ± 2
ag®2 co4

_____ , _« a rp2 1 rp3 U3

Ta-! ±
w2
- a2 8,

(51)

(52)

(53)^3
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I Sk I < ,
I Re {S (z)} | < x2,

I Ck | < Xi ,
I Re {C(z)} | <x2,

(54)
(55)

wówczas otrzymana za pomocą analizatora funkcja różni się od pew­
nego pseudo-rozwiązania z dewiacją x1+z2 równania (48) nie wię­
cej niż o wielkość

■ ■ - X”-1§c+ ^7—
<PW

8S + O2 8s 8c —\
\ ®gl

(56)

gdzie Aa? dane jest wzorem (39). X

Dowód. Postępując podobnie jak w dowodzie przypadku I otrzy­
mujemy:

zJm {^an zn} 
n =—oo

zJm{a-!Z 1+a2z2+a3z3} 
' ■ - ■ '■ . ' i ■

(oc-j-żco) ® 
a2+®2

a®2 , ro4 /a3
Ta—i~ 2-----a2+ — a3 — 2 — a2 +rp2 Z ni* * 1 ml 2

3a4-J-2a2®2
2*3

„ „ aro2 , ro4 „ , a \
Ta-j —2-----a2+— a3 + O2—1.rp2 rpl II

Mg.

Wykażemy teraz, że przy zachodzeniu nierówności (51), (52) i (53) 
maksimum wartości osiąganych w obszarze B przez wyrażenie

Ta~i — 2
aro2 , ®4 
---- ‘2*2 2*3 (57)

T = T

a

jest mniejsze od liczby 8. Zauważmy najpierw, że w obszarze B przy 
ustalonym ro wyrażenie (57) osiąga maksimum przy a=ag lub a=—ag. 
Gdy założymy a=ag, to maksimum wyrażenia (57) w przedziale 
0<®2<ro2 jest osiągnięte albo na jednym z krańców, albo' wewnątrz 
tego przedziału. Gdy jest osiągnięte na jednym z krańców przedziału, 
to na podstawie (51) i (52) wartość jego jest mniejsza od 8. Dla zba­
dania przypadku, gdy maksimum jest osiągnięte wewnątrz prze­
działu, przyrównajmy do zera pochodną funkcji stojącej między zna­
kami bezwzględnej wartości w wyrażeniu (57) wziętą względem ro 
przy a=a7. Otrzymujemy z łatwością, że przypadek ten zachodzi 
wtedy i tylko wtedy, gdy spełniona jest nierówność

0 <^ a3T<®^,
a3

a wówczas maksimum wyrażenia (57) przy a=a,7, jest osiągnięte 
przy

a'3 
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wartość zaś tego maksimum wynosi

Ta-i —
a9®2

—,----- -- a2
T3

<s+o2(—V

Na podstawie (51), (53) oraz (co2 / ®P<1 stwierdzamy łatwo, że 

otrzymana wielkość jest mniejsza od 8. Podobny wynik otrzymujemy 
zakładając a= —ag. Tym samym wykazujemy, że w przypadku II 
w obszarze B

T zim z”} 
n=—00

Jeżeli powyższą nierówność napiszemy osobno dla S (z) i C (z), 
a następnie zastąpimy nimi nierówności (37), wówczas otrzymamy 
tezę twierdzenia rozdz. 3. 6 z tą różnicą, że pod znak O2 należy je­
szcze wprowadzić wielkości 8S, 8C oraz a/co?. Wynik ten daje już bez­
pośrednio tezę dowodzonego' twierdzenia.

Uwaga.
Gdybyśmy w przypadku II oparli się nie na twierdzeniu z rozdz. 

3. 6, lecz na twierdzeniu z rozdz. 5. 5, to otrzymane wówczas ogra­
niczenia wielkości współczynników byłyby znacznie ostrzejsze. Tak 
np. gdy a_1=as=0, to warunki (52), (53) i (55) sprowadzają się do:'

I L- 5 r 
' 2 2 a co2 ’Z u.g g

p2
I a2 | < *2 ■ >

(58)

(59)

podczas gdy opierając się na twierdzeniu rozdz. 3. 5 otrzymalibyśmy
8 T2

|a2l<—-2, ' (60)
^g

czyli pó prawej stronie nierówności wielkość zmniejszoną ---- razy 
2«g

w stosunku dO' (58) lub — wg razy w stosunku do (59). Ponieważ 
8

dzielniki te są w praktyce dość duże, np. rzędu dwudziestu, otrzy­
malibyśmy warunek wyrażający ograniczenie zbyt daleko' idące 
wobec ■ istnienia błędów dobrania parametrów. Jak z tego widać, 
uwzględnienie w rozważaniach błędów dobrania parametrów, np. 
przez wprowadzenie pojęcia pseudo-rozwiązania, jest z punktu wi­
dzenia praktyki konieczne.

Archiwum Elektrotechniki T. I — 9
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Przypadek III.

Szeregi Laurenta funkcji S (z) i C(z) są szybko zbieżne, że wy­
starczy uwzględnić j edynie wyrazy o współczynnikach a_2 a~x oraz av 
wpływ zaś pozostałych wyrazów jest pomijalny. W przypadku tym 
dolna granica przenoszenia częstotliwości jest na ogół wyższa niż 
w przypadku I, co. prowadzi w praktyce dó mniejszych kosztów wy­
konania układów liczących. Załóżmy ponadto, że przy pomocy od­
powiednich elementów korekcyjnych udało się nam skompensować 
wpływ współczynnika a—u tj. osiągnęliśmy a—x = 0 . Jeśli przy tym

- cii co2----& t

(61) 

(62)

to otrzymana przy pomocy analizatora funkcja różni się od rozwią­
zania równania (48) nie więcej niż o wielkość

X-i

W)
8S + O2 [s W C (A) S' (X) C' (X) 8S 8S . 

COg
(63)

Dowód. Uwzględniając przyjęte założenia otrzymujemy oszaco- 
. wanie '

an z = T a~2 z-1 + ai z2
_|_ | a + I® I2

H-ICOI ag

l + ~d) 8 = 8 +O2 
Mgl

— 8,j. 
/

Pisząc otrzymaną nierówność osobno dla S (z) i osobno dla C (z) 
i zastępując nimi nierówności (32) w twierdzeniu rozdz. 3. 5, otrzy­
mujemy nierówność (33) z tą różnicą, że pod znak O2należy wpro­
wadzić jeszcze wielkości 8$, 8C oraz wd/co^. Wynik ten da je już bez­
pośrednio tezę dowodzonego' twierdzenia.

Warunek (61) można też podać w innej postaci. W rozdz. 4. 2 
wspominaliśmy, że rozważania nasze mają praktyczny sens tylko 
wtedy, gdy w rozpatrywanym obszarze B funkcja oznaczona w wy­
rażeniu (32) symbolem O2 jest dostatecznie mała. Na to jednak po­
trzeba w szczególności, aby liczby

(64)
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były odpowiednio mniejsze od jedności. Przyjmując założenie roz­

patrywanego przypadku i pomijając wielkość ar ~ jako znikomo 

małą, otrzymujemy z (64)

T2 =V
CD* a

(65)

gdzie V oznacza Vs lub Vo w zależności od tego rozpatrujemy S {z), 
czy C (z).

Z zależności (61) i (65) otrzymujemy następującą nierówność,,
82 4 (66)

Warunki (61) i (66) mają charakter raczej przybliżonego oszaco­
wania, gdyż trudno jest ustalić dokładną wartość om lub V, jaką na­
leży przyjąć w tych wzorach. Ponieważ jednak na zasadzie wzoru 
(29) wpływ funkcji a_2 zj2 jest znaczny tylko dla bardzo małych z, 
przedstawia przypadki w praktyce zazwyczaj mało interesujące, 
przeto posiadanie ścisłego wzoru do oszacowania a—2 nie wydaje się 
konieczne.

Przypadek IV.
Szeregi Laurenta funkcji >S (z) i C (z) są tak szybko- zbieżne, że 

wystarczy . uwzględnić jedynie wyrazy o współczynnikach a_2, 
a-i, ai, a2, oraz a3, wpływ zaś pozostałych wyrazów jest pomijalny. 
Załóżmy ponadto, że przy pomocy odpowiednich elementów korek­
cyjnych osiągnęlibyśmy a_i=ai=0. Jeśli przy tym

a_ 9
—- 8,

2 j " 4CLg Wg Wg
2 8,

4Wg (67)8

’ S/c I <'/-i, , | Re {>S(z)} I <x2, Re {C(z} | < z2,

wówczas otrzymana przy pomocy analizatora funkcja różni 
od pewnego pseudo-rozwiązania z dewiacją «'1+h2 o- wielkość 
większą niż

(68)

się 
nie

8s+O2(Ax8s8c- -d 
Wg Wg

(69)

Dowód, analogiczny do dowodów w poprzednich przypadkach, 
pomijamy. Pierwszą z nierówności (67) możemy zastąpić nierówno­
ścią (66). .
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Uwaga.

W rozdziale niniejszym podaliśmy szereg warunków dostatecz­
nych, przy spełnieniu których zachodzą odpowiednie twierdzenia. 
Opierając się jednak na uwagach podanych w rozdziałach 3. 5 i 3. 6 
można uzasadnić, że wymienione warunki są w praktyce również 
konieczne dla prawdziwości tych twierdzeń.

5. DANE DOŚWIADCZALNE I ZASTOSOWANIA PRAKTYCZNE -

5.1. Porównanie wyników z danymi doświadczal­
nymi

W oparciu się między innymi o przedstawioną w pracy niniej­
szej teorię zaprojektowano-, a następnie zbudowano układy sumujące \ 
i całkujące, które w użyciu dawały błędy nie większe niż przewi­
dziane w niniejszej pracy. Gdy natomiast wprowadzono sztucznie 
określone zniekształcenia liniowe, otrzymano błędy rozwiązania 
zgodne ilościowo z przewidzianymi w przedstawionej teorii. W szcze­
gólności przeprowadzono następujące dwa doświadczenia.

Doświadczenie I. •'

t
Rys. 7. Oscylogram funkcji u(t} — U cos 2 n 10 —

Zestawiono precyzyjnie działające układy w celu rozwiązania 
równania 

/ m2\p2+^U(t) = 0; u(0)=U; u(0)=0 (70)
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i otrzymano niemal dokładnie przebieg 

u (t)=U cos co — . (71)

Przebieg ten, przy co = 2jfl0 przedstawiony został na rys. 7; 
przedziałem zmienności t jest, jak wiemy, 0 t T.

R—C jak to przedstawia rys. 8. Wobec tego przenoszenie układu
W dalszym ciągu na wyjście układu sumującego włączono układ

1 + S (z) = — -----= 1 - zRC+O2 (zRC).

'Na podstawie wzoru (29) obliczamy AA. dla A=i - pomijając wszę­

dzie wyrazy O2 :
_ ' (M2 / RC co2

• | O I —-------
: 2imT \ Tj T2 2

Tak więc funkcja otrzymana za pomocą analizatora powinna mieć 
teraz niemal dokładnie postać

: t ■ '
ukt}—Ue2T r cos co — =

RC 2 t \
2 T T/

COS CD — + O2 | CD2 
. T \

RC t\
2 T Tl

W doświadczeniu dano RC=1,25 • 10-4T, wobec czego, przy 
co=2-5i-10 oraz co = 2%-2 otrzymać powinniśmy odpowiednio prze­
biegi

u(t)=U

oraz

t \ t
1 + 0,25 - cos 2 Jt -10 - +O2 

T1 T

u(t) = U
+ \ + / +

1 + 0,01 - cos 2 5t 2 — + O210,01—
T . T \ T
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u(0) = 0u(0)=U,

Rys. 10. Układ doświadczalny II.

i otrzymano 
przebieg

niemal dokładnie

(n2\^+—\u^ = 0,

u (t) = U cos ro — 
T

Rzeczywiście otrzymane przebiegi przedstawiono na rys. 9, gdzie 
obie krzywe znajdują się na jednym oscylogramie. Jak można 
stwierdzić, otrzymane wyniki doświadczalne w przypadku tym po­
krywają się w zupełności z przewidywaniami teoretycznymi.

Rys. 9. Otrzymane przebiegi w doświadczeniu I.

Z przeprowadzonych powyżej obliczeń i doświadczenia można 
wysnuć praktyczny wniosek, że wpływ tzw. pojemności szkodliwych 
wzrasta wraz z kwadratem częstotliwości drgań /=«>/2jt-.

D o ś w i a d c z e n i e II.

Podobnie jak poprzednio zestawiono precyzyjnie działające układy 
w celu rozwiązania równania 

przedstawiony na rys. 7. Następnie na wyjście układu sumującego 
załączono układ R—C jak pokazano na rys. 10. Wobec tego prze-



a więc dla | z |> —- 
RC

u0 (t)= ~ <o3 —u (t),
1 + pRC

Rys. 11. Otrzymane przebiegi w doświadczeniu II.
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noszenie układu sumującego' łącznie z układem R—C wyraża się 
wzorem

1+S(z)=------ — =1-^—+O2
' ! । 1 zRC

zRC 
zRC

.w
Na podstawie wzoru (29) obliczamy dla X=i—pomijając wszę­

dzie wyrazy O2:
Ty

2imT ( —RCico)

Tak więc funkcja otrzymana przy pomocy analizatora powinna 
mieć niemal dokładnie postać:

t
u(t)=Ue 2RC cos co - =U 1- '1 \

tt
cos co-+O3 —

2RC 'T

W doświadczeniu dano RC=2T, wobec czego przy m=2jv 10 oraz 
ci=2jr2 powinniśmy otrzymać odpowiednio przebiegi:

/ t \ t / t
u (t) = U 1-0,25 — cos 2;r-io— + O2 0,25 —

\ T T \ T,
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oraz / t \ / +\u (t) = U 1 - 0,25 — jcos 2 • 2---- F O2 (0,25 — |.
\ T) T \ T/

Na rys. 11 przedstawiono- rzeczywiste przebiegi. Jak widzimy, 
zmiana obwiedni amplitudy nie zależy od częstotliwości drgań, 
a wielkość tej zmiany jest zgodna z przewidywaniami teoretycznymi.

Rys.12. Charakterystyka przenoszenia częstotliwo­
ści układu sumującego.

Z przeprowadzonych powyżej obliczeń i doświadczenia można 
wysnuć praktyczny wniosek, że wpływ - kondensatorów sprzęgają­
cych jest niezależny od częstotliwości.

Na zakończenie wspomnimy o wyniku zdjęcia charakterystyki 
przenoszenia wielkich częstotliwości jednego z precyzyjnie działa­
jących układów sumujących. Charakterystykę tę przedstawiono- na 
rys. 12. Jak widać, wykazuje ona przy wyższych częstotliwościach 
wzniesienie o przeszło 10 dB, a więc nie jest ona w żadnym razie 
„płaska11. Tym samym okazano doświadczalnie, co zresztą nie było 
trudno przewidzieć na podstawie przedstawionej teorii, że dążenie 
wielu konstruktorów do- możliwie płaskiej charakterystyki przeno­
szenia częstotliwości jest nieuzasadnione.

5.2. Zastosowanie opracowanej teorii przy pro­
jektowaniu układów sumujących i całkują­
cych

Wyniki przedstawionej pracy znalazły pełne zastosowanie przy 
projektowaniu, a następnie przy zestrajaniu układów sumujących 
i całkujących.

Dla opracowywanego układu obliczano najpierw funkcję S (z) lub 
C -(z). Następnie znajdowano dla nich współczynnniki rozwinięcia 

1
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Laureata i sprawdzano czy spełnione są warunki podane w przy-' 
padku I rozdz. 4. 4. Na ogół okazywało się, że jeden z wyrazów a-i 
lub ai wymaga kompensacji. W tym celu wprowadzono do układu 
dodatkowe elementy w taki sposób, aby dla nowootrzymanej funkcji 
S (z) lub C (z) dany wyraz w rozwinięciu Laurenta był równy zeru. 
Następnie sprawdzano czy dalsze współczynniki spełniają warunki 
podane w odpowiednim dalszym przypadku rozdz. 4. 4.

Posługując się powyższą metodą opracowano układy, które pozwa­
lały na uzyskanie dużej dokładności pomimo użycia stosunkowo 
prostych środków. Wynik ten bez znajomości przedstawionej teorii 
nie byłby prawdopodobnie osiągnięty.

Praca niniejsza jest skrótem dysertacji przedstawionej Radzie 
Wydziału Łączności Politechniki Warszawskiej w celu uzyskania 
stopnia doktora. Przy ostatniej redakcji autor korzystał z wielu cen­
nych rad i wskazówek prof. dra inż. J. Groszkowskiego i prof. dra 
S; Turskiego, za CO' składa Im w tym miejscu serdeczne podziękowa­
nie. Wyniki przedstawionej pracy były referowane po raz pierwszy 
na seminarium Grupy Aparatów Matematycznych Państwowego In­
stytutu Matematycznego w maju 1951 roku. .

WYKAZ. LITERATURY

1. Gutenmacher L. — Elektriczeskije modieli ■— 1949, Moskwa.
2. Macnee A. —- Same limitations on the accuracy of electronic diffe- 

rential analyser — P. I. R. E., marz. 1952, s. 303. . -
3. M em e 1 e y C. A., M o r r i 11 C. D. — Linear electronic analog Computer 

design Proc, of the National Electronics Conference, t. 5, 1949, s. 48.

R. JiyKRLUEBMM

BJ1HHHHE JlHHEMHbIX HCKAJREHHW
HA TOHHOCTb PELUEHHH BH00EPEHLlMAJlbHbIX YPABHEHKH 

HPH nOMOLLUd 3REKTP0HH0E0 AHAJ1M3AT0PA

Pe3K>Me
Tewou HacTOsmjero Tpyga SBnaercsi nccjiegoBaHue bjiH^hhsi nuHeu- 

hhx MCKa>KeHMii cyMMHpyromwx u HHTerpMpyromMK oneweHTOB ajieu- 
TpoHHoro ananusaTopa o6biKHOBeHHbix HMc|>$epeHiJ,na.nbHBix ypaBHe- 
HHH Ha TOHHOCTb peuięHHH OflHOpOflHbIX JIMHeMHblZ ypaBHeHHw C nOCTO- 

4 .
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aHHblMPI KO34>4>HU,neHTaMM. BonpOC 3TOT paCCMOTpeH npH COBepmeHHO 
o6lohx npeonocbinKax h npw yqeie norpemHOCTew BcneflCTBne He- 
tohhofo noflóopa Koacjn^HoneHTOB nccneoyeworo ypaBHeHHa. HanoeHbi 
flOcraTOHHbie w npaKTPmecKPi HeoóxoRHMbie ycnoBPia, KOTopbiw oon>KHa 
yooBneTBopaTb c^yHKUPia, xapaKTeppi3yiomaa nepeoaay c.HeiHbix ane- 
weHTOB, Tan HTOóbi norpemnocTb nonyaeHHoro pesynbTara He npe- 
Bbicmana sapanee 3aoaHHOH BenHHHHbi. Bnarooapa npeocTaBneHHio 
3thx ycnoBMH b c^opMe nerKO npHMeHWMoii b npaKTHKe, nonyaeHbi 
yKasaHPia ona nocTpoeHHa 3neKTpoHHbix cneTHbix Mooenepi, Heo6xo- 
flHMbie ona nonyaeHwa Tpeóyewon tohhoctm npw HaHMeHbmeR hx 
CTOMMOCTH.

TeopewnecKM nonyneHHbie pesynbTaTbi cpaBHeHbi c onbiTHbmn 
OaHHHIMH.

yflOBneTBOpwTenbHoe pemeHPie bthx BonpocoB oo» cnx nop He 
6bino onyónMKOBaHO b oocTynHOH aBTopy nHTeparype. W3 pa3nnMHbix 
saweTOK Ha 3Ty Temy mojkho, KaK KameTca, saKmowib, hto He cy- 
m,eCTByęT em,e flOCTaTOHHO paspaóoTaHHaa Teopna btoto B.onpoca. 
Mnorne aBTopbi1) BbipantaiOT NHenwe, hto cneoyeT CTpeMHTbca 
k BO3MO5KHO LunpoKofi nonoce nepeoann c nnocKOH kapaKTepwcTMKofi, 
hto b 3HaHMTenbHOM CTeneHH HeTOHHO. B Tpyoe fl. MaKHH2) Ha rewy x 
BnHaHwa OHHeHHbix HCKajKeHHH Ha TOHHOCTb pemeHHH — pacCMorpeHbi 
TonbKO npocTeMmwe cnynaw, He saKmoHaroinne 6onee MHTepecHbix, 
B KOTOpbIX npw nOMOLOM COOTB6TCTBeHHbIX KOMneHCaOHH BnnaHHe 
nnHewHbix MCKaiKeHMH Morno 6bi óbiTb MHoroKpaTHO yMeHbmeHO. 
Boo6iu,e b paóoTax KacaK3Lu,Hxca aHanwsaTopoB ony6nHKOBaHHbix 00 
chx nop 3tot Tak BantHbin Bonpoc COBepmeHHO He noflHMManca. 
Henbio HacToamefi paóoTbi aBnaerca sanonHHTb 3tot npoóen npw 
noMoioH flOBonbHO o6m,eM u nonHofi paapaóoTKH Bbimeo6cy>KoaeMbix 
BonpocoB.

 ... .
x) Hnp. C. A, Meneley, C. D. Morril, op. cit.
2) A. Macnee, op. cit.

B HacToatoeM Tpyoe ynoTpeóneHbi cneoyrom,ne onepaTMBHbie chm- 
Bonbi, 3HaneHne KOTopbix BbiaCHeHO b cneoyromeM onpeoeneHHH:

OnpeoeneHue: flaHbi flBa nio6bix MHoroaneHa (1), npHMeM no 
KpanHeii wepe ookh W3 KOB^cJwoweHTOB R(z) He paBeH Hymo. 3aTew 
nycTb c^yHKOHa u (t) onpeoeneHa u n-pasa omJn^epeHHupoBaHa b He- 
KOTopoM nroóoM HHTepsane L. Toroa Ka>ł<oyio c^yHKomo v(t) b otom 
HHTepBane ypaBHeHMa (2) mm 6yoew o6o3HauaTb oohwm pi tom a<e 
CPIMBOnOM (3).



Tom I — 1952 Wpływ zniekształceń na dokładność analizatora 137

Chmeobbi stu ocoóeHHO yooÓHbi flnsi Bbipa>KeHH5i saBHCHMOCTefi 
b nnHeHHbix 3neKTpHHecKMX ceT5ix, b ocoóeHHOCTH Korna JKenaTenbHO 
nonyHHTB pesynbTaTBi He saBucsinne ot nepBOHaHajiBHBix 3HaHeHHn.

Boo6m,e roBopa — saBMćwMOCTb Me>Kny tokom u Hanpa?KeHneM 
B P.3HHOM OTBGTBneHUH JIHHCHHOH C6TW BbipaHOeTCE 33BHCHMOCTblO 
u (t) = Z (p) i(t) b KOTopow onepaTop Z(p) nonyMaeTca m $yHKiwn 
BbipayKaroineM HMneflaHC botem Z(żco), b KOTopon BenwHHHa im 3aMe- 
Hewa chmbojiom p.

B cyMMMpyrom,Mx 3jieMeHTax, kotopmx chmboji npep,CTaBjieH Ha 
puc. 1, b cnynae hx HpeanbHoro flewcTBHB — HanpMHteHHe Ha Bbixofle 
b ^yHkb1414 BbixopHbix nanpa>KeHMM BbipaweHO $opMy.non (5), b koto- 
pont>fc—HeKOTopbie 3apaHee nofloópaHHbie nocTOBHHbie napaMeTpbi. 
OflHaKO BejWMHHbl bk Mbl B peHCTBklTejlbHOCTH MOJKeM nofloópaTb 
TonbKO c orpaHHHeHHon TOHHOCTbio, a 4>yHKHnn xapaKTepM3yioinne 
nepenany HecKOjibKO oTTiHHaiOTca ot nocTosiHHBix. -

flanee npep,nono>KeHO, hto Ha Bbixo,n,e cyMM^pyłomen chctombi 
nonynaeM Hanpa>KeHwe (6), rpe bk(l+s/«) npeĘCTaBTiaeT BenMHHHy 
fleHCTBHTenbHO nonoópaHHyio bmocto bk, ^(l+s/c) [1+S (z)] — oew- 
CTBHTenbHyio cjjyHKBMio, xapaKTepn3yromyłO nepeflany. Tohho TaKH<e 
u b «HTerpHpyiOLLi,HX 3neMeHTax,' KOTopbix cmmboti npeflCTaBjieH Ha 
puc. 2, b cnyHae nx HfleanbHOro fleHCTBMa HanpsMteHHe Ha Bbixofle 
flOJBKHO paBHHTbCS (7). B fleMCTBHTenbHblX HHTerpHpylOIHKX 3neM6HTaX 
HanpaiKeHHe Ha Bbixone paBHO (8), r^e BenwHHHa (l+c/c+J/T npeflCTaB- 
naeT peficTBMTejibHO nop,o6paHHbin napaweTp, a 4>yHKU,na (l + c/c+i) 
[1-j-Cfc+i (z)]/T ReHCTBHTenbHyio $yHKiwio, xapaKTepn3yK)ipyio nepe- 
p,aHy. flanee npeflnono>KeHO, hto Bce cjjyHKijHH CR+i (z) paccMaTpw- 
Baewbix HHTerpnpyioiiJ,HX 3neweHTOB TOHłflecTBeHHbi u paBHbi C (z). 
CpyHKBMH S(z), C(z) COH3MepMMbI C fleWCTBHTejlbHblMH KOa^^HBMeHTaMH.

BBjieHHe HCKajKeHHSł BbixoflHoro HanpsoKeHHsi BCjiepcTBue toto, 
HTO S(z) H C (z) TOHifieCTBeHHO He paBHSKJTCB HyjllO, Mbl Ha3bIBaeM 
BHHeHHbiMH HCKa>KeHH5iMM, caMbie >Ke ęjjyHkń1414 — onpeflenaiomnMH 
JIMHeffHbie HCKaweHMSI.

3ap,aHen HacTonipeH paóoTbi SBJiaeTCb onpepeneHne ycjioBMK, 
KOTOpbIM flOJl>KHbI OTBeHaTb (JjyHKPMH Onpep,ejI5HOIItne TlHHeHHbie 
HCKaHłeHWsi cyMMTipyioinM u HHTerpupykdihmx 3neMeHTOB, hto6m toh- 
HocTb nonyHaeMbix pemeHwn óbina pocTaTOHHa.

BnwsiHHe -nnHeiiHbix HCKa>KeHHH w h6tohhoc™ 3aoaHH» napaMeTpoB 
Ha TOHHOCTb nojiyHaeMbix pemeHMH noacneno ĘByMB npuMepaMH 
b masę 2. 4.
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Htoóm orpaHHHWTb flajibHewmwe paccywoeHHJi cymecTBeHHMMH 
CBOHCTB3MM HeKOTOpbIX BbipaweHHH, BBeflCH CJieflyHOLU HM CHMBOB, flJia 
KOToporo npuMepoM cnywnT H3BecTHMH chmboh O'.

OnpeneneHwe. Kawflyro 4>yHRpHio <p(z1...zn), KOTopaa npw 
HeKOTopoM oeMCTBHTenbHOM n MOineT óbiTb npeflCTasneHa b BH^e (11), 
h b ROTopon KO3$4?MLi,neHTbi ay CTpeMSTCH r KOHeMHOMy npeneny, 
Korna oflHa H3 nepeweHHbix CTpeMHTCS k Hynio, mm 6y,ąeM oóosna- 
HaTb OflHHM H T6M >Re CHMBOJ1OM (12).

KaK npHMep npHMeneHHR BMmeCRasaHHoro CHMBona npHBeoeHo 
cneoyioinee Bn,n,on3MeHeHne npH6nH3HTejibHOH cJ?opMyjiM HbiOTOHa, 
Roropon mm nonb3yeMC5i b flanbHenmeM HCcneflOBaHHH.

TeopeMa. TIonołRHM, hto (jjyHRiiHH cp(z) h s (z) MoryT óbiTb 
pasnoweHbi b paflTannopa b HeKOTopon oSjiac™ tohrh X, hto TOHRa 
A+AA Tanwe newHT b 3toh oSnac™ u hto coSnrofleHa saBHCHMOCTb 
(13). B TaKpM cnynae coSmoneHa Tanwe w saBHCHMOCTb (14). BejiM- 
HMHy AA mm HasbiBaeM OTKJioHeHneM KopHst A noo BnnsHweM $yHK- 
pnw e(z).

B HaCTOsuijen paóoTe paccMOTpewo BJins?Hne nnHeHHbix ncKa>KeHMM 
Ha TOHHOCTb pemeHMH o6bIKHOB6HHbIX, flM4>4jepeHIJ,HanbHbIX, JIHHeHHbIX 
OflHOpOflHbIX ypaBHeHKH C nOCTORHHblMW KOScj^HUHeHTaMW. B paccyjK- 
fl6HH5lX Mbl OrpaHUHMJIHCb TOJIbKO norpemHOCTRMH, BbI3BaHHMMH OT- 
KnoHeHneM KopHen A xapaKTepnc™Heckoro ypaBHeHHsi naHHoro ypaB- 
H6HMSI Ha H3BeCTHyiO BejIHHHHy AA.

Ajm ynpouj,eHH5i pacneTOB HccneflOBaHo BHHRHHe jiHHeHHbix HCKa- 
jKeHHM Ha oflHy TOJibKO cocTaBnaroipyK) pemeHHa Bbipa>KeHHH (15), 

i 
cooTBeTCTByioinyio xapaKTepHCTHHecKOMy KopHio A=—(a + ico) naH- 
Horo ypaBHeHMR. T

3aTeM npHBeoeHo cneoyiomee onpefleneHMe norpeuiHOCTw peme- 
HHH 8. - , ■

OnpeneneHMe., Ecnn cjjyHKHHH u (t) w u (t) BbiparceHM <£>opMy- 
naMK (16) m (17) (bmcluhm npenen), to norpemnocTb, Bbi3BaHHyio 
npHH3THeM cjjyHKPHH U (t) BM6CT0 (jjyHKUMH U (t), Mbl Ha3OB6M BeJlH- 
HHHOH 8, Bbipa>KeHHOM c]?OpMyjIOM (19).1)

3to onpeneneHHe npn6nH3HTenbHO cooTBeTCTByeT onpefleneHHio 
(18), ho 3to nocjieflHee npnBe.no 6m Hac k oneHb cno>KHbiM $opMy 
naM; npHHHMaa we onpeoeneHHe (19), mm nonynaeM oóosHaneHHe (20),

B nnaBe3.3 paccMOTpeHO BjiHRHHe h6tohhocth 3aflaHn$i napaMeTpoB 
ypaBHeHHR Ha OTKnoHeHHe kophji A. flok^saHa cnenyiomaR TeopeMa:

J) Kres górny = BbicuiMM npeflen

npnBe.no
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Te op e m a. Hojiojkhm, hto ojih pemeHHH ypaBHeHHH(21) cocTaBJie- 
Ha Mooejib, npeocTaBjieHHan Ha puc. 5, b KOTopon cneTHbie sjieMeHTM 
He oaioT jiHHeHHbix HCKa>KeHHH, t. e. S (z) = C (z) = 0, BC/ieocTBHe Hero 
nOrpeilJHOCTH BO3HHK31OT HCKJHOHHTejIbHO OT H6TOHHOCTH 3aflaHHH 
napaMeTpoB, npHHeM | sk | < 1 h | Cr | < 1.

npH bthx npeonocMóKax oeHCTBHTenbHan KpHBaa HanpnjReHHH 
óyoeT yooBJieTBopnTb ypaBHeHHio (22).

Ha ochobshhh [stoh nocneflHen TeopeMM npHHHTo cneoyiomee 
onpeoeneHHe:

OnpefleneHMe. nceBflO-peuneHHeM c oTKJiOHeHHeM z ypaBHeHHH 
oaHHoro $opMyjiOH (21) HasMBaęM 'Ka>Kooe pemeHne ypaBHeHHH oaH- 
hoto cJjopMynoH (22), ećjin coSniooeHbi ycnoBHH (25).

Tan KaK b anannsaTope mm mojkcm nooónpaTb napaMeTpbi ypaB- 
HeHWH TonbKO c HeKOTopofi orpaHHHeHHOH tohhoctbio, h6o ohh onpe- 
oenniOTCH b npHHu,Hne nocpeocTBOM cooTBeTCTBeHHMx 4>H3HHecKHx 
BenHHHH (Hnp. OTHomeHHeM conpoTHBneHHH), to o npooeccax nony- 
H6hhmx npn noMomn aHann3aTopa, npeonojiaran nonHOe OTcyTCTBHe 
JIHHeHHMX HCKaiKeHHH, MM MOłKeM ńHLUb B OÓlIjeM CK33aTb, HTO OHH 
hbjihiotch npeBoo-pemeHHHMH 3aoaHHbix ypaBHeHHH. nceBOO-pemeHHH 
TeM 6™>Ke hooxooht k oencTBHTejibHMM pemeHHHM, hcm MeHbuie 
OTKJiOHeHHe z, t. e. nocTOHHHaa BMCTynaioinasi b HepaBeHCTBax: (25).

OTKnoHeHHe AJt xapaKrepncTHHecKoro KopHM, BM3BaHHoe hctoh- 
hmm 3ap,aHHeM napaMeTpoB naHO b ^opMyjie (28).

B rnase 3.4 paccMOTpeHO BnnaHHe nHHeHHbix HCKałKeHHH Ha ot- 
KJiOHeHHe KopH^ xapaKTepHCTHHecKoro ypaBHeHHH flaHHoro ypaBHeHHH. 
floKaśaHa cnep,yioinaa TeopeMa:

TeopeMa (masa 3.4). TIono>KHM, hto ona pemeHHa ypaBHeHHH 
(21) cocTaBJieHa Mooenb, npeocTaBneHHaa Ha pHC. 5, h hto mm hiucm 
pemeHHe cooTBeTCTByioinee KopHio xapaKTepHCTHHeckoro ypaBHeHHH 
A, npHHeM t a He HBnneTcn rioniocoM <j?yHKu,HH S (z) h C(z).
IIojiojkhm oanee, hto napaMeTpM ch6thmx sneMeHTOB hbm yoanocb 
noooópaTb coBepmeHHo tohho, Tan hto Sfc=cjc=O h, cneooBaTenbHO, 
M M yHHTMBaeM TOJIbKO nOrpemHOCTH, BM3BaHHbie TIHHeHHMMH HCKa- 
JKeHHHMH.

B 3THX yCHOBHHX OTKnOHeHHe KOpHH X BbipaJKaeTCH 4)OpMyjIOH (29), 
OflHHM H3 HHTepeCHMX BMBOflOB 3TOH TeOpeMbl HBJ1H6TCH TO, HTO 

Alt 33BHCHT OT 3H3H6HHH S (z) H C (z) TOJIbKO B TOHK6 Z, BMCTynaiO- 
m,eH B pemeHHH, HO He 3aBHCHT Hnp. OT COCTOHHHH 3THX cjjyHKOHH 
B TOH HJ1H HHOH ITOJlOCe H3CT0TM.
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Ha ocHOBaHMH (20) u (29) ^OKasaHa b rnaBe 3.5 cjienyioijnaa 
TeopeMa:

T e o p e m a (masa 3.5). CoxpaHaa npeonocbuiKn TeopeMbi rnaBbi 
3.4, npeflnonołKMM KpoMe Toro, hto X HaxoflHTca b onpefleneHHOH 
oónacTW B nepepieHHOH z, a TaKH<e hto b 3toh oónacTH npn Heno- 
Topbix nono>KMTenbHbix 3HaHeHH5ix 8S u 8C coómofleHbi HepaseHCTBa 
(32). Toma nojiyneHHaa npn fiomoihh ananH3aTopa ^yHKpna u(t)oTjin- 
naeTca ot tohhoto pemenna (21) He 6onee hcm Ha BenMHWHy (33).

B npaKTKKe ycnoBwa (32) TaK>Ke Heo6xooMMbi fljia ncno.nHeHH5i 
Te3Mca TeopeMbi.

TeopeMa rnaBbi 3.5 He yHHTbiBaeT toto, hto norpemnocTb Bbi3- 
BaHHaa JIMHeHHblMH HCKaJKeHHaMH HaCTO MOH<eT ÓblTb CBefleHa K no- 
rpeiiiHoc™ 3aaaHM5i napaweTpoB.

B masę 3.6 nccneflOBaHa omnÓKa b pemeHun, Bbi3BaHHaa BCJien- 
CTBHe OflHOBpeweHHoro BnwsHwa norpeiHHOCTen 3apaHH5i napaMeTpoB 
w jiMHeiiHbix HCKa>KeHHH. floKasana cnenyioinaa TeopeMa:

TeopeMa (masa 3.6). rio.no>KMM, hto aha peuieHHa ypaBHeHHSi (34) 
Mbi coCTaBHAH MOflenb, npenCTaBJieHHyio Ha puc. 5 u paccMaTpuBaeM 
nHmb pemeHHe, cooTBeTCTByromee KopHio A, npnneM X HaxoflHTca 
b onpefleneHHOH oónac™ B nnocKOCTH z. 3aTew nonoKWM, mto cyMMM- 
pyroinHM ajieweHT h HHTerpupyiomHe sneweHTbi nepeHocaT no cj?op- 
wynaM (6) n (7), npnqeM nocToaHHbie sk h Cr, a TaKH<e c^yHKpHH S (z) 
h C(z) yflOBiieTBopaioT b oónac™ B HepaBeHCTBaw (35), (36) h (37) 
npn HeKOTopbix nono>KHTenbHbix Hncjiax 8S; 8C; ; z2; (xi + x2<l).
Toma nouyHeHHaa npn homoihh aHannsaTopa c^yHKpńa u (i) OTj™na: 
eTca ot HeKOToporo nceBAO-peineHHa ypaBHeHHa (34) c OTKJiOHeHHeM 
z1 + x2 He 6onee new Ha BenmHHy (38), b KOTopoil chmboji Ajc o6o3- 
HanaeT KOMnneKC BenHHHH (39).

Kan u ona TeopeMbi rn. 3.5 mojkho AOKasaTb, hto CflenaHHbie 
npeflnono>KeHMa b npaKTKHecKnx ycnoBHax TaK»e Heo6xoflHMbi nna 
HcnonHeHHSi Teswca TeopeMbi rnaBbi 3,6.

B 4-on rnaBe npuBefleHbi b npaKTMHecKOH $opMe ycnoBHa y/jo- 
BneTBopałOLpne npaKTHneCKMM flaHHbiM, npn KOTopbix coómofleHbi 
npeflnonojKeHHa TeopeMbi rnaBbi 3.5 hjih TeopeMbi rnaBbi 3.6, cneflo- 
BaTenbHO ycjiOBHa, npn KOTopbix nojiyneHHbie norpemHOCTH He npe- 
BbimaiOT sapanee onpefleneHHbix BennHHH.

ITpe>KAe Bcero onpeneneHa npn noMOinn HepaBeHCTB (45) o6.nacTb B 
1

(puc. 6) nepeMeHHOH z=— (a+ico), k KOTopoil óynyT othocmtbcs 

p,anbHeninwe coo6pa>KeHKa. flanee npeflnonojKeHO, hto b stoh o6-
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nać™ cj?yHKU,Mw S(z) h C (z) MoryT óbiTb npeacTaBJieHM b $opwe 
ps^OB JlopeHTa (47), b kOTopbix ao=O. B npakTHke npefinonomeHMsi 
3TH HMCkOJlbkO He OTpaHMHWBaiOT o6m,HOCTH COOÓpaJKeHMH. np« 3THX 
npep,nońo>keHHax paccMoipewo, KaKMM orpaHtmeHmiM aojukhm 6bHb 
no/iMHHeHbi Koac^uńMeHTbi pa^OB (47), htoóm norpeuiHOCTb, BM3BaH- 
Haa nMHeHHbiMn ncka>keHnaMH, He óbuia 6m óojibme sapanee sanaHHOH 
BenHHWHM. B coo6pa>KeHnax 3tmx BM^ejieHM cjienyiomne 4 cnynaa, 
Koropbie b npaKTWKe HCHepnMB3iOT noHTn Bce BCTpenaioiu;weca BO3- 
MO>KHOCTH. z

I. Paflbi BoepeHTa ^yHKiiWH S(z) w C(z) cxoflaTca Tsk óbiCTpo, hto 
ROCTaTOHHO yHHTbIBOTb TOnbkO HJieHM C kOS^cjlHUWeHTaMH a_Ł U di a BJ1M- 
aHneM oCTa.nbHbix nneHOB mojkho npeneópeHb. Echu npw stom bo3- 
HHKaiOT saBWCWMOCTW (49), rne 8 oóosHanaeT 83 hjih 8c, b 33bhcitmocth 
ot toto pacCMaTpHBaeM nu mm cyMMHpyroinufi hjih HHTerpHpyrom.MH 
3jieMeHT, to nonyneHHaa npn noMOiijH aHamsaTopa t^ynknua otjih- 
naeTca ot peuieHHa ypaBHeHHa (48) He 6onee neM Ha BennHMHy (50). 
npep,biflyiu,ne 3aBHCMMOCTn Mbi p,Oka3MBaeM Ha ochob3hhh TeopeMbi 
rn. 3.5. 1 ~ |

11. Paflbi JlopeHTa cjjyHKUHM S (z) h C(z) cxonaTca Tak óbiCTpo, hto 
flOCTaTOHHO ynecTb TOUbKO HneHbi c Koe<J?cj?HnneHTaMM a—j, a1( a2, as, 
a "BJiHMHHeM ocTanbHbix MneHOB mo>kho npeHeópeHb. B stom cjiynae 
BepxHPiH npenen nepenaHH HacTOTbi Boo6m,e Hn>Ke aeM b I cnyHae, 
mtó b npaKTHke flaeT BO3MO>KHOCTb n3FOTOBJieHwa óonee p,emeBbix 
C4eTHbix MOflenefi. npennonojKHM KpoMe toto hto npn homouih coot- 
B6TCTBeHHbIX HOnpaBOHHbK SJieMeHTOB H3M yflaJIOCb KOMTieHCHpOBaTb 
BJiHHHMe KO3$c|?mjHeHTa aj, KHane roBopa, nojiyHHTb ax=0. Eonu npn 
stom BO3HMKaroT saBHCHMOCTH (51), (52), (54) h (55), TOTjja nonyHeH- 
Haa npn noMomri aHanH3aTopa cj?yHKiJ,Ha OTJiHHaeTca ot HeKOToporo 
nćeBflO-pemeHMM c OTK/iOHenneM x1 + x2 ypaBHeHna (48) He óonee neM 
Ha BejwHHHy (56), rfle Ax BbipaiKaefca no c^opMyne (39). floKasaTejib- 
ctbo npeflbiflymeH saBHCMMOc™ mm BbiBOgwM Ha OCHOBaHHH TeopeMbi 

-rnaBbi 3.6.
Ecnn 6bi mm bo II cnynae ocHOBMBanncb Ha TeopeMe r.naBM 

3.5 a He rnaBM 3.6, to nonyneHHbie npti stom orpaHHHeHwa 
BennHHH KOSc^K^pnjweHTOB 6binn 6m 6onee pe3KHMM. Tak Hnp., 
eonu a_1=a3 = 0, to ycnoBHa (52), (53) h (55) cboahtch k ycjiOBHMM 
(58) u (59). Ecjih >ke óy^eM ocHOBbiBaTbca Ha TeopeMe rnaBbi 3.5 —

to nonyHWM (60), t. e. c npaBon CTopoHbi HepaseHCTBa BejimwHy b—-
2ag
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zr-r., pas weHbiue b cpaBHeHHH c (58), u™ b - pas MeHbme b cpaBHe­
HHH c (59). $

Tak KaR b npaKTHKe bth RenHTejiH ROBOjibHO BenHRH, Hnp. ok. 20, 
to mbi nonyMMM ycnoBHe chmurom 6onbiiiHX orpaHHneHHH BcneflCTBHe 
HanuRMi norpeuiHOCTeH ot HeTOHHoro sanaHna napaMeTpoB. OTCjo.ua 
Mbi burum mto yqeT norpeuiHOCTen ot HeTOMHoro sanaHMS napaMe- 
TpoB b Hamux paccy>RReHMHx, Hnp. BBepeHHeM hohhthm nceBRO- 
pemeHHM, HBJiaeTĆJi Heo6xoflHMbiM c npaRTHHecROH tomrh 3peHnn.

III. Pjlflbl .TIopeHTa 4?yHRUHH S (z) W C(z) CXOfl3TC5i TaR ÓbICTpO, 
HTO ROCT3TOHHO yHeCTb TOHbRO HIieHbl C ROBcjj^HLłHeHTaMH (L2) 0,—^ Ctl 
BHHHHMeM we ocTajibHbix HJieHOB mojkho npeHe&penb. B otom cnynae 
hh>rhhh npeflen nepenaHH nacTOTbi Booóme Bbime hom b I cnyqae, 
sto b npaRTHRe paeT bo3moh<hoctb hstotobtishmi 6onee RemeBbix 
CH6THbIX CHCT6M. ripeRnOHOłRHM KpOMe TOTO, HTO npH nOMOIHH COOT- 
BeTCTB6HHbIX HOnpaBOMHbIX 3neM6HTOB HSM yflajlOCb ROMneHCHpOBaTb 
BJinHHHe RO34>4?MU,HeHTa a_i, HHane roBopsi nonynHTb a_! = 0. Echu npn 
3tom BO3HMRaiOT HepaBeHCTBa (61) u (62), to nonyHeHHaa npn homoiupi 
aHannsaTopa c^yHRnra OTTinnaeTC^ ot pemeHHH ypaBHeHna (48) He 
6onee neM Ha BenHHHHy (63).

ycnoBHe (61) HMeeT xapaRTep npHÓnHSHTenbHon opeHRH, TaR Ran 
TpyRHO tomho ycTaHOBHTb BejiHMHHy co^, ROTopyio cneoyeT npnHsiTb 
B 3TOH <]?OpMyne. ORHaRO BBHfly TOTO, HTO Ha OCHOBaHWH (jjOpMyjlbl 
(29) — BHHJiHHe 4>yHRUHH a_2 z~2 3HaqnTenbHO toubro npn oneHb 
Manbix z, hto b npaRTHRe Mano HHTepecHO, ycTaHOBJieHHe tohhoh 
C^OpMyJlbl RTI5I OpeHRM CL2 H6 ORa3bIBaeTCH Heo6xOflHMbIM.

IV. P?IRbI JlopeHTa RH5I 4>yHRHHM S (z) M C (z) CXOR5ITC5J TaR ÓbICTpO, 
MTO ROCTaTOHHO yHHTbIBaTb TOJlbRO HJieHbl C RO3$$nLI,KeHTaMH CL2, 
clj, ai, a^, a3 BTiHSiHHeM >Ke ocTanbHbix nneHOB mojrho npeneópenb. 
ripeflnono>RHM RpoMe toto, hto naw ynanocb npn noMoinn cootBeT- 
CTBeHHbix aneMeHTOB nonyHHTb a_1 = a1 = 0. Echu npn btom BO3HHRaiOT 
HepaBeHCTBa (67) h (68), to nonyneHHasi npn noMOipH anannsaTopa 
4>yHRLI,H5i OTHHHaeTCSI OT HeROTOpOTO UCeBflO-peUjeHM5I C OTKHOHeHHeM 
xi+k2 Ha BenHHHHy He óonbme neM (69).

PIpHBeReHHbie b masę 4.4 ycnoBwa b npaRTHRe aBnsnoTCsi TaR>Re 
Heo6xORHMbIMH flJIH HCHOJlHeHH5I 3afl,aHHbIX TeopeM.

B saRjnoneHHH pesynbTaTbi nonyneHHbie TeopeTmeCRH cpaBHeHbi 
c onbiTHbiMH RaHHbiMH. Ann peuieHHa ypaBHeHHa (70) óbuiH cosnaHbi 
tohho ReHCTByiomHe cneTHbie CHCTeMbi h nponecc (71) (pnc. 7) 6nin 
BOcnpoH3Bep,eH hohth tohho (71) (pnc. 7).

OTCjo.ua
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3aTeM, npn noMOipn npocTbix chctcm R-C óbinu BBeyeHbi ncnyc- 
CTBeHHbie nwHenHbie MCKa>KeHna, KaK sto noKasano Ha puc. 10. 
nonyieHHbie npoyeccbi (.puc 9 n 11) Bnojme cooTBeTCTBOBanH pac- 
HeTaM. CnsiTa TaKMte xapaKTepncTMKa nepenaMM 6o.nbujnx nacTOT ochoto 
W3 TOHHO fleHCTByłOm,HX CyMMHpybIUJHX SneweHTOB (pMC. 12). KaK BHflHO 
H3 3TOH XapaKTepHCTHKH, TipH 6onbUJHX MaCTOTaX BO3HHKaeT nOBbl- 
meHne 6onbme hcm Ha 10 yeuwóejio.B, ćjieyoBaTejibHo, STa xapaKTe- 
pWCTHKa HM B K3KOM CTiyHae He- MO>KeT SbITb Ha3B3Ha „nnOCKOH". 
nocneynee yoKasbiBaer Ha onniTe, hto BnpoHeM momho Obino npen- 
BHfleTb Ha ocHOBaHHH npeflCTaB/ieHHOH Teopnw, hto CTpeMneHHe mho- 
™x KOHCTpyKTopoB k BO3MOJKHO nnocKOH xapaKTepHCTHKe nepeyaHH 
HaCTOTbl --- HeOÓOCHOBaHO.

HacToamun rpyn npeycTasneH CoseTy Ornena Cbssh BapmaB- 
ckoto rionHTexHHHeCKOro MHCTKTyra, KaK AHCcepTapws nna nony- 
HeHHH flOKTOpCKOH CTeneHH.

Mbtop BbipaiKaeT rjiyóoKyio 6naroflapHOCTb npo^. n-py % Kpom- 
KOBCKOMy u npocj?. A-py C. TypcKOMy 3a MHorne ńeHHbie coBeTbi 
h yKasaHHM no penaKTHpoBaHHH Tpyfla.

PeąyjibTaTbi jipeflCTaBjieHHoro TpyAa oraBapHBaeMbi SbinH BnepBbie 
Ha ceMHHape rpynnbi MaTeMaT^MecKHX HnnapaTOBTocynapcTBeHHorb 
MaT.eMaTHHecKpro HnCTmyTa b Mae Mecaye 1951 roya.

L. ŁUKASZEWICZ

THE INFLUENCE OF LINĘ AR DISTORTION ON THE ACCU- - 
RACY OF ELECTRONIC DIFFERENTIAL ANALYSERS -

Summary

The purpose of this paper is to determine the influence óf linear 
distortion in adders and integratora on the accuracy of Solutions of 
ordinary linear homogeneous differential equations solved by means 
of electronic differential analysers. The problem is considered under 
the most generał assumptions taking into account the inaccurate 
setting of coefficients. Necessary and practically sufficient condi- 
tions have been found for the transfer function of analyser units 
in order to keep the^errors below a certain predetermined value. 
These eonditions being given in a form suitable for practical appli- 
cation present a useful indication for the most economieal design of 

' ' . - : f'
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electronic computing systems. Finally the theoretical results are 
compared with experimental data.

To the author’s knowledge no satisfactory solution of this prob­
lem has yet been published. Several authors [1] postulate that best 
conditions are obtained with maximum bandwidth and fiat freąuen- 
cy response. This opinion has been proved to be incorrect. A. Mac- 
nee [2] in his paper on the influence of linear distortion on the accu- 
racy of Solutions of electronic differential analysers considered only 
the simplest cases and omitted the most interesting ones when the 
effect of linear distortion can be greatly reduced by suitable com- 
pensation. This important subject, however, has been in most cases 
completely omitted in the pulblished literaturę concerning differen­
tial analysers. The purpose of this paper is to fili the existing gap 
by working out a sufficiently generał and comprehensive treatment 
of the subject.

The symbols of applied operational calculus are explained by the 
following definition:

D e f i n i t i o n: Let be given two arbitrary polynomials (1) with 
at least one of the coefficients of the polynomial R(z) being different 
from zero. Further let the function u(t) be determined and n-times 
differentiable within a given arbitrary interval L. The any function 
v(t) satisfying the eąuation (2) in this interval will be denoted by 
one and the same symbol (3).

Symbols adopted above are particularly well suited to express the 
relations in linear electrical networks, especially when results inde­
pendent of the initial conditions are desirable. The relationship bet- 
ween the voltage and current in a given branch of the network is, 
generally, expressed by the relation u(t) = Z;(p) i (t), where the ope­
rator Z(p) has been derived by substituting the ąuantity ico by the 
symbol p in the impedance function Z(iw) peculiar for this branch 
of the network.

In adders symbolised i|n fig. 1 the output-voltage of the output 
voltage function for the ideał case is given by the formula (5), the 
b^ being predetermined fixed parameters. In fact, however, we are 
un able to fix the ąuantities b* accurately and the transfer functions 
differ from the constant ones. Further, it has been assumed that at 
the output of the adders we receive the voltage given by (6), where 
bfc(l + sfc) represents the really chosen ąuantity instead of bk and 
bk d+sfc) [l + Sd)] — the actual transfer function. Similarly, the out-
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put voltage for the ideally operating integrators shown in fig. 2 
should be given by (7). In real integrators, however, this output 
voltage is equal to (8), where the quantity (1-Fc^+J/T represents the 
really chosen parameter and the function (I+cm-J [1 + Cfc+1(z)]/T is 
a really existing transfer function. Furher, it has also been assumed 
that all functions C/s+Ąz) of the integrators considered are identical 
and equal to C(z). The functions S(ź) and C^z) are the rational func- 
tións with real coefficients.

The phenomenon of output-voltage distortion due to the func- 
tipns S^z) and C^z) being not identically equal to zero we cali a linear 
distortion and the functions. themselves — the linear distortion defi- 
ning function. The purpose of this paper is to establish which con- 
ditions are to be satisfied by these functions in order to secure a sa- 
tisfactory accuracy of Solutions.

Two examples are given in sec. 2.4 to illustrate the influence of 
linear distortion and inadequate setting of the parameters on the 
accuracy of results. . . , - .

In order to restrict further considerations to essential properties 
of certain expressions the following symbol has been introduced 
which is analogous to the well known symbol O .

D e f initio n : Every function cp i(z1. . . zn), which may loe ex- 
pressed for as certain natural number n by (11), where the coeffi­
cients aa tend to a definite limit as any one of the variaibles tends 
to zero, will be denoted by one and the same symbol (12). As an 
ęxample of the application of this symbol, a modified Newton’s ap- 
proximation formula is shown and used further in the text.v.

Theorem. Let us suppose that the functions <p(z) and s(z) 
have Taylor’s series expansions in a certain region of the point Z, 
the point Z+AZ belongs to that region and that the relation (13) is 
fulfilled. Then the relations (14) are satisfied. The quantity M. is 
termed the deviation of the root Z due to the influence- of the 
function e (z).

In this paper a study has* been madę of the influence of linear 
distortion on the accuracy of Solutions of ordinary homogenepus li­
near differential equations with constant coefficients. Only the 
errors caused by the deviations of the roots X of thlę characteristic 
equafion of the given differential equation by a quantity AZ have 
been considered.' In order to simplify the computatfons the influence 
of linear distortion on only one component of the solution {shown by

10*
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15) has been examined. This component corresponds to the characte- 

ristic root Z.=—(a+ko) of the given eąuation.

The following definition of the solution error 8 has been introduced.
Definition: If the functions u(t) and u(t) are expressed by 

(16) and (17), then the error 8 we make by applying the function fKt) 
is described by the expression i(19)1).

1) Kres górny = the' upper bound.

The definition given aboye is similar to that of (18), but the appli- 
cation of the latter vould lead to morę complicated formulae. By 
means of the definition (19) the estimation (20) has been obtained.

In sec. 3.3 the influence of inaccurate setting of eąuation para* 
meters upon the deviation of the root Z. has been considered. The 
following theorem has been proved:

T h e o r e m. Suppose that in order to find the solution of the 
eąuation (21) a system was arranged as shown in fig. 5 in which the 
computing uriits do not eause linear distortion, i.e. S(z)=C(z)=0 and 
errors occur only as a conseąuence of inaccurate sętting of the para­
meters. Further | | < 1 and | ck | < 1. Under these assumptions the
real yoltage function will satisfy the eąuation (22).

On the basis of this theorem the following definition has been 
worked out:

Definition: Given that the eąuations (25) are satisfied, any 
solution of the eąuation (22) will be called a pseudo-solution with 
a dewiation % of an eąuation given by the formula (21).

We may consider the results obtained by means of an analyser, 
under the assumption of the absence of linear distortion, as a pseudo- 
solution of given eąuations, because the setting of the parameters 
in an analyser can only be of limited accuracy, owing to the fact 
that the parameters are ususally determined by means of different 
physical ąuantities (e.g. different resistance ratios). • ?

The lesser the deviation x, (Le. a constant in the ineąualities 
(25)) the better the approximation of the pseudo-solutions to the. true 
Solutions.

The deviation AZ of the characteristic root Z caUsed by the inaccu­
rate setting of the parameters is expressed by (28).

In sec. 3.4 the influence of linear distortion upon the deviation 
of the Z root of the characteristic eąuation of the given differential 
eąuation has been examined. The following theorem has been proyed:
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The o rem (sec. 3.4). Let us assume the scheme shown in fig. 5 
in order to find the solution of eąuation (21). We proceed then to find 
the solution corresponding to the root A of the characteristic eąua­
tion given that q/(A) 7^ 0 and'that A is neither a pole of function S(z) 
nor. of C(z). Further let us assume accurate setting of the parame­
ters of the computing units, i.e. sfc = cfe = 0, so that we consider only 
errors due to the linear distortion. Under these assumptions the de- 
viation of the root A is expressed by (29). '

One of the morę interesting conclusions of this theorem is that 
AA depends upon the values of S(z) and' C(z) only at the point A 
appearing in the solution, but -does not depeńd upon the ibehaviour 
of these functions within any freąuency band.

On the basis of (20) and (29) the following theorem has been pro- 
ved in sec. 3.5: J -

Theorem (sec. 3.5). As an additional assumption to those given 
in theorem sec. 3.4 we add the following one: let A be placed within 
the determined region B of the variable z and let the ineąualities (32) 
be satisfied for certain positive numbers 8S and 8C in this region. Then 
the function u(t) obtained by means of the analyser differs from the 
exact solution of the eąuation (21) by not morę than by the quan- 
tity (33).

In practice, the conditions (32) are also necessary to satisfy the 
thesds of the theorem. . . ■

The theorem stated in sec. 3.5 does not consider that the crror 
caused by linear distortion can often be reduced to the error of choa- 
sing the parameters. The error of solution caused by the simulta- 
neous influence of the errors in setting the parameters and due to 
linear distortion has been examined in sec. 3.6 and the following 
theorem proved:

Theorem (sec. 3.6). Let us assume a computing system as 
shown in fig. 5 adopted in order to solve the eąuation (34). Only the 
solution which corresponds to the root A will be considered, where A 
is a fixed point within the region B on the piane z. Let us. further 
assume that the adder and the integrators transfer according to for- 
mulae (6) and (7) respectively and the constants Ss and Ck together 
with the functions S(z) and C(z) satisfy the ineąualities (35), (36), (37) 
for certain positive numbers 8S, 8C, + x2<l), within the
region B. Then the function u(t) produced by the analyser differs 
from a certain pseudo-solution with a deviation + x2 of the equa- 
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tion (34) by not morę than the ąuantity (38), where the symbol Aa? 
denotes the ąuantities given by (39).

Similarly to theorem of sec. 3.5 it may be shown that the assump- 
tions madę are necessary in order that the thesis of the theorem of 
sec. 3.6 may be satisfied in practical conditions.

The conditions satisfying the assumptions of the theorems pro- 
ved in sec. 3.5 and in sec. 3.6 and securing that the errors do dot 
exceed a certain predetermined limit are stated in sec. 4 in accor- 
dance with experience and in a practical form. First or all, the re­

gion B of the variable ;Z=—(a+ico), being the objectof further consi- 

derations, has been defined by the ineąualities (45) (fig. 6). Further, 
it has been assumed for this region that the functions S(z) and C(z) 
may be expanded into Laurenfs series with ao=O. Such assump­
tions do not restrict practically the generality of our considerations. 
It has also been considered under these assumptions, which are the 
necessary restrictions of the coefficients of the series. given by (47) 
in order that the errors resulting from linear distortion may not 
exceed a predetermined ąuantity. When examining the problem the 
following four cases have been distinguished, which deal with nearly 
all possibilities encountered in practice.

I. The Laurenfs series of the function S(z) and C(z) so rapidly 
converge that it will be sufficient to consider only the terms with 
coefficients a-^ and a, and the influence of the remaining terms may 
be neglected. If at the same time the relations (49) are holding, then 
the function obtained by means of an analyser will differ from the 
solution of the eąuation (48) by not morę than the ąuantity (50). In 
the above relations 8 stands for 8S or 8C), 8S — in the case of anadder, 
8C — in the case of an integrator). The proof has been based on the 
theorem in sec. 3.5.

II. The Laurenfs series expansions of the functions S(z) and C(z) 
convere so rapidly that all terms except those with the coefficients

at, a2, as may may be neglected. In this case the upper limit of 
the transmitted freąuency is generally lower than that in the case I, 
which reduces the cost of computing units. Let us assume further 
that the coefficient has been compensated, by means of suitable 
correcting elements, i.e. we have a1 = 0. Now if the relations (51), 
(52), (54) and (55) coexist, then the function obtained by means of 
the analyser differs from a certain pseudo-solution with a deviation



Tom I — 1952 Wpływ zniekształceń na dokładność analizatora 149

+%2 of the equation (48) by not morę than the quantity (56^ 
where Ax is expressed by (39). The proof is based on the theorem in 
sec. 3.6.

If this proof were based on the theorem in sec. 3.5 instead of the 
theorem in sec. 3.6, then the limits imposed on the values of the 
coefficients would be morę stringent. Thus, when a1 = a3 = 0, then 
the conditions (52), (53) and (55) are reduced to (58) and (59) while 
on the basis of the theorem in sec. 3.5 we would have obtained (60), 

i.e. the right side of the inequality .would be —— — times smaller
2 Ug

in relation to (58) or —— times smaller in relation to (59). 
8

As these divisors are in reality quites large, e.g. about twenty 
we would obtąin a too stringent condition in view of the existance 
of the parameters setting errors. It foliows from the afore sald that 
in practice the consideration of parameters setting errors is necessąry 
e.g. by introducing the conception of a pseudo-solution.

III. The Laurent’s series of the functions S(z) and C(z) so ra- 
pidly converge that we need only consider the terms with coeffi­
cients a_z, a-i and ar and the influence of the remaining terms may 
be neglected. In this case the lower limit of the transmitted fre- 
quency is generally higher than that in the case I, which in practice 
reduces the cost of computing units. Let us assume also that it has 
been possible to compensate for coefficient a—x by means of cor- 
recting elements the i.e. a-j — 0. Now, if the inequalities given by 
(61) and (62) coexist, then the function obtained by means of the 
analyser will differ from the solution of equation (48) by not morę 
than by the quantity (63).

The conditions (61) is an approximate estimation, because it is 
difficult to determine an exact value of ®d which should be used in 
this formula. It follows.from formula (29) that the influence of the 
function a-2z~2 is considerable only for very smali values of z — 
which are of little interest — therefore no exact formula for the 
estimation of a_2 is required.

IV. The Laurenfs series of the functions S(z) and C(z) so rapidly 
converge that it will be' sufficient to consider only the terms with 
coefficients a_2, a_1; a2 and a3; the remaining terms may be ne­
glected. In addition let us assume that we obtained a_1=a1=0 by 
means of suitable correcting elements. Now if the inequalities (67) 
and (68) coexist, the function obtained by means of the analyser will 



150 L. Łukaszewicz Arch, Elęktrot.

differ from a certain pseudo-solution with deviation h1+k2 by 
a ąuantity not greater than (69).

In practice, the conditions given above in sec. 4.4 are indispen- 
sable to satisfy the necessary theorems.

Finally, the theoretical results have been compared with the 
ex.perimental data. Systems with high degree of accuracy have been 
built to obtain the solution of eąuation (70) and a nearly exact shape 
of eąuation (71) has been achieved (see fig. 7). Then some artifieial 
linear distortions have been introduced by means of simple R—C 
networks, as shown in fig. 8 and 1Ó. The results. obtained are shown 
in fig. 9 and 14. They agree with previous calculations. Afterwards 
the freąuency characteristic of one oi the precision adders was taken.

It is evident from fig. 12 that a gain of above 10 dB occurs at 
higher freąuencies in the characteristic and it is therefore by no 
means „flat“. In this way it has been proved that the tendency of 
many designers to attain a possibly fiat freąuency characteristic is 
unjustified.

This paper is a dissertation. presented at the Warsaw Technical 
University for acąuiring the degree of Ph. D. The author wishes to 
acknowledge the guidance and hel of Prof. J. Groszkowski, D. Eng. 
and and Prof. S. Turski, Ph. D. at the finał preparation of this paper. 
The paper was read for the first time in May 1951 at the discourse 
held by the section of Mathematical Apparatus of the State Institute 
o-f Mathematics, Warsaw.
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Streszczenie. DPraca omawia wpływ nieliniowości charakte- 
rystyki lampy na oporność zespoloną lampowych układów reaktan- . 
cyjnych. Wpływ ten wyraża się zależnością oporności zespolonej 
układu od wartości sinusoidalnie zmiennego napięcia anodowego 
i siatkowego (efekt pierwotny) oraz od wartości i fazy składowych 
harmonicznych tych napięć (efekt wtórny). Wykonane pomiary wy­
kazują istnienie obu tych efektów, powodujących -zmianę oporności 
urojonej układu rzędu kilkudziesięciu procent. Wpływ efektów nie­
liniowych można znacznie zmniejszyć przez zastosowanie pewnych 
układów, dających automatyczną kompensację lub ujemne sprzężenie 
zwrotne.

1, WSTĘP

Lampowe układy reaktancyjne są obecnie powszechnie stosowane 
w wielu urządzeniach telekomunikacyjnych i przemysłowych; są to 
bowiem układy przedstawiające dla prądu zmiennego' reaktancję 
o charakterze pojemnościowym lub indukcyjnym, której wartość 
można łatwo zmieniać w szerokich granicach przez zmianę punktu 
pracy lampy.. Tę możliwość zmiany reaktancji wykorzystuje się do 
modulacji częstotliwości w urządzeniach nadawczych, do automa­
tycznej regulacji .częstotliwości generatorów lampowych [1] [3], do 
automatycznego równoważenia układów mostkowych prądu zmien­
nego [2] itd. W większości przypadków analizę tych układów reak­
tancyjnych przeprowadza się metodą liniową, tzn. zakładając liniowy 
przebieg charakterystyki prądu anodowego lampy reaktancyjnej. 
Zakrzywienie tej charakterystyki uwzględnia się tylko' przy dyskusji 
zniekształceń w modulatorach reaktancyjnych częstotliwości [4]; za­
zwyczaj jednak prace te ograniczają się do omówienia zniekształ­
ceń, wywołanych periodyczną zmianą reaktancji rezonansowego ob­
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wodu generatora, przy założeniu prostoliniowej zależności nachylenia 
charakterystyki lampy od napięcia siatki.

Celem niniejszej pracy jest rozpatrzenie wpływu nieliniowości 
charakterystyki lampy na pracę układu reaktancyjnego. Jest to za­
gadnienie ważne ze względu na zastosowanie tych układów w urzą­
dzeniach pomiarowych oraz ze względu na możliwości wykorzysta­
nia uzyskanych wyników do wytłumaczenia pewnych właściwości 
układów lampowych ze sprzężeniem zwrotnym, np. wzmacniaczy 
i generatorów.

2. LINIOWY EFEKT REAKTANCYJNY

Zakładamy liniowy przebieg charakterystyki lampy wzmacnia­
jącej, który można wyrazić dla przebiegów zmiennych wzorem

I^S.Us+^-Ua. (1)
Q

Lampa pracuje w układzie reaktancyjnym (rys. 1), w którym sprzę­
żenie zwrotne otrzymuje się z dzielnika napięcia złożonego' z dwóch

i Zs; wielkość sprzężenia zwrotnego wyrażamy sto­
sunkiem podziału napięcia

~ U Z
w j = =  2—=wir + jwlt (2)

U a Zs + Zas
wielkość tę nazywamy, podobnie, jak w generato­
rach, współczynnikiem sprzężenia zwrotnego.

Jeżeli do anody lampy doprowadzimy zmienne 

napięcie sinusoidalne Ua, to napięcie siatkowe bę­
dzie równe

Us = Wi Ua, 

prąd zaś anodowy wyrazi się wzorem
A A A 1 A A 1
Ia = S1W1 Ua + —Ua = {S1W1 + - 

Q Q

Stąd obliczamy zastępczą oporność zespoloną lampy reaktancyjnej

7 Ua 1
Z“0=—T---- T’ (3)

la S1W}+ —

elementów Zas

Rys. 1. Układ 
reaktancyjny ze 

sprzężeniem 
zwrotnym.
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lub jej przewodność zespoloną

Yao= — + >51 — I + SLwir | + jS^ .
Q \Q /

(4)

Podobnie oblicza się współczynnik strat lampy reaktancyjnej

tg $0=

1 , ---- rs, w1T
9

SiWu

Kwir +1 
Kwu

(5)

Z wzoru (4) wynika, że lampę reaktancyjną 
można przedstawić układem trzech zastępczych 
przewodności (rys. 2), mianowicie dwóch prze­

wodności rzeczywistych: — oraz SiWlr i jednej 
9

przewodności urojonej Si wu.

Przy zastosowaniu lamp o dużej oporności 
wewnętrznej (lampy wielosiatkowe) można po­

minąć wielkość — , wobec czego przewodność 
Q -

zespolona wyrazi się wzorem uproszczonym

Rys. 2. Układ zastęp­
czy przewodności 

rzeczywistych i uro­
jonych liniowego 

układu reaktancyj- 
nego.

Yao^Si W1 = S1 Wir + jSi Wli, ' (6)

współczynik zaś strat będzie równy

tg o0 =----- . (7)
Wu

Z wzorów tych wynika, że przewodność urojona układu reaktan- 
cyjnego zależy od składowej urojonej współczynnika sprzężenia 
zwrotnego oraz od nachylenia charakterystyki lampy, natomiast kąt 
stratności układu zależy głównie od kąta przesunięcia fazowego 
współczynnika sprzężenia zwrotnego oraz w niewielkim stopniu od 
stałych lampy. „Dobry" układ reaktancyjny, czyli układ o małym 
kącie stratności, można uzyskać przez zastosowanie dzielnika napię­
cia, który da j e przesunięcie fazowe bliskie 90°.

W praktyce stosuje się najczęściej dzielniki napięcia złożone 
z oporu i kondensatora (rys. 3a i b) lub z oporu i cewki indukcyjnej 
(rys. 3c i d); układy a i d dają reaktancję pojemnościową lampy, na­
tomiast układy b i c dają reaktancję indukcyjną. Układy te będziemy 
dalej oznaczać skrótem literowym podającym budowę dzielnika na­
pięcia w kierunku od anody do katody; np. układ a, mający konden­
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sator pomiędzy anodą i siatką oraz opór między siatką i katodą, bę­
dziemy nazywać układem CR, układ b będziemy oznaczać jako 
układ RC itd.

Rys. 3. Typowe układy reaktancyjne ze sprzężeniem zwrot­
nym: a. układ typu CR, b. układ typu RC, c. układ typu LR, 

układ typu RL.

Wzory służące do obliczania tych typowych układów podano 
w tablicy 1.

Współczynniki liniowe układów reaktancyjnych. Tablica 1

Układ: CR RC LR RL

w=
co2 R2 C2 + j co RC 1 — j co RC R2 — j co LR co2 Ls + j co LR

1+®2 R2 C2 l + co2R2 C2 ' R2 + co2U2 R2 + co2 L2

co RC 1 R co L
j/l + co2 R2 C2 y/l + m^R2 C2 j/R2 + co2 R2 G2 R2 + co2L2

p= co CR
_ 1

■ co CR
R

co L
co L

R

Yao=
1 , S P2 , . s p ~ s p2 . . s p 

8 1+P2 1 + P2 I+P2 1 + P2

tg 80=
f+l+Taf . -

3. PIERWOTNY EFEKT NIELINIOWY W UKŁADACH 
REAKTANCYJNYCH

Charakterystykę prądu anodowego lampy można wyrazić szere­
giem potęgowym, który da je dostateczną dokładność przy ogranicze­
niu się do trzech pierwszych wyrazów

ia = Sius+S2-u2+S3u’+G1ua+G2u2+G3^. (8)
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Si jest tu nachyleniem charakterystyki prądu anodowego w punkcie 

pracy, G± = — jest przewodnością anodową lampy, a S2, S3> G2, G3 
Q

są nieliniowymi współczynnikami charakterystyki drugiego i trze­
ciego rzędu.

Jeżeli na anodę lampy wprowadzone jest napięcie sinusoidalnie 
zmienne

ua = Ua sin (co t—Yi) (9)
wówczas na siatce pojawi się napięcie z dzielnika napięć, które moż­
na wyrazić wzorem

Us=WiUa-
■ Ponieważ współczynnik sprzężenia zwrotnego jest równy

wi = wi e”1, 
gdzie yi jest kątem przesunięcia fazowego sprzężenia zwrotnego, to 
napięcie siatkowe wyrazi -się wzorem x \

• us=w1Uasinmt. x

Podstawiając wzory (9) i {10) dó (8) otrzymujemy

ia—Si Wi Ua sin co t+Śa wf Ua sin2 co t+S3 w3 Ua sinico t+
+GrUa sin (co t—Yi)+G2 Ua sin2 (co t—YiJ+Gś Ua sin3 (co t—Yi) •

Po wykonaniu prostych przekształceń oraz po pominięciu wyrazów 
mniejszego rzędu otrzymuje się wyrażenie, z którego interesuje nas 
składowa zmiennna prądu o częstotliwości podstawowej

SiWiUa+^S3W3iU3a
4

sin co t-|-

Gi Ua+ — G3U3 
4

sin (co t—Yi).

Posługując się rachunkiem symbolicznym można obliczyć przewod­
ność zespoloną układu reaktancyjnego.

YaI=^
— 3 2—3S1WlUa+-S3 W?Ua 

4
r - 3 -3‘ e^+ GiUo+-G3u2

4
ej(cot—tO

Ua

Wyrażenie to napiszemy w następującej postaci
Yal~ Wi [1 d-----~ wfUaT + Gi 1+— —“ Ua 1

L 4 Si J L 4 Gi J
(ii)
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Dla lamp o dużej oporności wewnętrznej (dla pentod i lamp wielo- 
siatkowych) można pominąć drugi wyraz powyższego wzoru; otrzy­
mujemy

4 Si
Yao

1 3 S8 2—2
1 +------ - Wi Ua

4 Si
(12)

Wzory (11) i (12) pokazują, że wskutek nieliniowego przebiegu cha­
rakterystyki lampy reaktancyjnej jej przewodność zespolona jest za­
leżna od amplitudy zmiennego napięcia anodowego, przy czym jeżeli 
uwzględnia się trzy wyrazy szeregu potęgowego, wówczas zależność 
ta ma postać paraboli kwadratowej, a zmiany przewodności są pro­
porcjonalne do kwadratu współczynnika • sprzężenia zwrotnego Wj . 
Przewodność zespolona wzrasta ze wzrostem napięcia U a, jeżeli stałe 
Si i S3 mają jednakowe znaki, natomiast maleje jeżeli znaki ich są 
różne. W lampach o dużej oporności wewnętrznej współczynnik strat 
układu reaktancyjnego nie zależy od amplitudy napięcia Ua (wzór 12), 
natomiast przy małej oporności wewnętrznej lampy kąt ten może 
ulegać zmianom w funkcji wartości napięcia anodowego (wzór 11).

Fizykalne wytłumaczenie zjawiska zmiany reaktancji w funkcji 
napięcia anodowego Ua jest proste; składowa zmienna prądu anodo­
wego o częstotliwości podstawowej nie zmienia się proporcjonalnie 
do wartości napięcia anodowego i siatkowego wskutek zakrzywienia 
charakterystyki lampy, a zatem lampa przedstawia reaktancję zależną 
od wartości tych napięć.

Można to także tłumaczyć zmianą średniego nachylenia charak­
terystyki lampy przy zmianie amplitudy napięcia anodowego i siat­
kowego, co wywołuje zmianę oporności rzeczywistej i urojonej 
lampy.

Efekt ten można by nazwać pierwotnym efektem nie­
liniowym, gdyż jest wywołany przez nieliniową zależność skła­
dowej zmiennej prądu anodowego od napięcia anodowego i siatko­
wego, wynikającą wprost z zakrzywienia charakterystyki lampy.

4. WTÓRNY EFEKT NIELINIOWY W UKŁADACH 
REAKTANCYJNYCH

Drugi efekt nieliniowy występuje w układach reaktancyjnych 
z lampą o charakterystyce nieliniowej, jeżeli napięcie anodowe (lub 
siatkowe) jest odkształcone (niesinusoidalne) i wyraża się wzorem

ua=Ual sin(o>t—Yi) + Ua2 sin(2cot+a2—Y2)+Ua3 sin(3 ®t+a3—Ys)+-
(13)
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Współczynnik sprzężenia zwrotnego jest zwykle zależny od częstotli­
wości, a przeto dla dalszych rozważań musimy znać jego wartości 
dla częstotliwości podstawowej i dla jej harmonicznych:

~ Usl
Wi=-<- =Wieni,

Uai

w2 = =w2 e™2,........ wr—^?=wjce3%lffc.

Ua2 Uak
Uwzględniając współczynniki sprzężenia zwrotnego, i ich kąty prze­
sunięcia fazowego, można napisać wzór na napięcie siatkowe lampy 
leaktancyjnej

us = w1Uai sin co t+w2Ua2 sin(2cot+a2) + w3Ua3 sin(3 ®t-|-a3) + ... (14) 
Podstawienie wzorów (13) i (14) do równania prądu anodowego (8) 
daje — po wykonaniu potrzebnych przekształceń [5] — wyrażenie 
będące sumą wielu składowych harmonicznych, z których interesuje 
nas tylko składowa podstawowa. Pomijając w tym wyrażeniu pewne 
wyrazy jako o wiele mniejszego rzędu od pozostałych, dochodzimy 
w ten sposób do wzoru

I ai=Si Wi Uai sin co t -j----- S3 wx Uai sin co t + Gi Uai sin (cot—yj+
4

+ — G3 UL sin (co t — Yi) + S2 Wi w2 Uai Ua2 sin (co t~ł~ a2 + 90°)+
. 4 ... . _ .. -

— — S3Wi w3UaiUa3sm(cot+a3)+ ....
3

+ G2Uai Ua2 sin (ort=j-a2-|-yx — y2-|-90°) +

- — G3UaiUa3(sincot+ys-a3)+... (15)

Pierwsze dwie grupy wyrazów przedstawiają składowe prądu, bę­
dące wynikiem pierwotnego efektu nieliniowego, omówionego w po­
przednim rozdziale, pozostałe wyrazy przedstawiają składowe prądu 
wynikające z innego efektu nieliniowego, który można by nazwać 
efektem wtórnym. Składowe te powstają wskutek nielinio­
wości charakterystyk lampy przez wzajemne oddziaływanie pewnych 
składowych zmiennych napięcia .anodowego lub siatkowego, np. skła-
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dowej podstawowej z drugą harmoniczną, drugiej harmonicznej 
z trzecią itd.; tworzą się przy tym nowe składowe prądu o częstotli­
wości równej różnicy lub sumie częstotliwości współdziałających 
składowych napięcia (pewną analogię stanowią tzw. tony kombino­
wane spotykane w akustyce, we wzmacniaczach itd.). Składowe prą­
du mające częstotliwość podstawową zmieniają wartość .składowej 
podstawowej prądu anodowego lampy reaktancyjnej, a więc i war­
tość jej przewodności zespolonej, którą obliczamy z (15) przechodząc 
na rachunek symboliczny wzorem

_ o _

4v — ^al
* all----------
Ual

e^‘+ GiUal+|G3U3al e3(at— t,)

Uai

S2 W1 w2 Ual Ua2 - - S3 W1 w3 Uai Ua3 +. ..
3

Uai

Uwzględniając wzór (11) można napisać

Yan=Yai+ S2w1w2Ua2^+^+9^-—S3 wf ws Uai Ua3 +.... 
■ - .

+G2 Ua2 - — G3 Uai Ua3 (16)

Jak wynika z powyższego wzoru, wtórny efekt nieliniowy powoduje 
zmianę zespolonej przewodności lampy reaktancyjnej i to zarówno 
jej modułu jak i kąta fazowego. Zmiany te zależą od współczynni­
ków nieliniowych lampy, od współczynników sprzężenia zwrotnego, 
od amplitud poszczególnych składowych harmonicznych napięcia 
oraz od ich wzajemnego przesunięcia fazowego.

Efekt ten powinien być słabszy od efektu pierwotnego, co wynika 
z porównania wzoru (11) z wżerem (16). Wartość efektu wtórnego 
jest zależna od wartości współczynnika sprzężenia zwrotnego dla 
częstotliwości podstawowej i dla harmonicznych, czyli od przebiegu 
tego współczynnika w funkcji częstotliwości. Efekt ten jest duży 
w tych układach, w których współczynnik sprzężenia zwrotnego 
wzrasta z częstotliwością, czyli w układach w których jest on większy 
dla częstotliwości harmonicznych niż dla częstotliwości podstawowej

Wj < w2 < w3 < w4. . . .
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Do tego typu układów należą układy CR i: RL w których współczyn­
nik wk wzrasta (rys. 4) z rzędem harmonicznej; oba te układy dają 
reaktancję pojemnościową.

Wtórny efekt nieliniowy 
rych współczynnik wk 
maleje ze wzrostem rzę­
du harmonicznej

W1>W2>W3>W4..., 

taką własność mają np. 
układy typu RC oraz LR 
(rys. 4) (czyli oba układy 
o reaktancji indukcyj­
nej), co wynika z budo­
wy dzielnika napięć 
sprzężenia zwrotnego, 
który przenosi napięcie 
z obwodu anody dp ob­
wodu siatki z tym mniej­
szą amplitudą, im więk­
sza jest ich częstotliwość. 
W wyniku tego, wtórny 
efekt nieliniowy jest ma­
ły, albowiem względna 

powinien być mały w układach, w któ-

Rys. 4. Zależność współczynnika sprzężenia 
zwrotnego od rzędu harmonicznej (przy 
w1=0,10) układu reaktancyjnego typu CR i RL 
(krzywe a i d) oraz układu typu RC i LR 

(krzwe b i c).

zawartość składowych harmonicznych napięcia na siatce jest tu 
mniejsza niż w obwodzie anodowym, przy czym maleje ona z rzę­
dem harmonicznej.

Pewne wyrazy wzoru (16) są ujemne, co wskazuje na możliwość 
kompensacji efektu wtórnego przez odpowiedni dobór modułu i kąta 
przesunięcia fazowego współczynnika sprzężenia zwrotnego dla po­
szczególnych harmonicznych napięcia anodowego. Kompensację taką 
może ułatwić zastosowanie układów, w których współczynnik sprzę­
żenia zwrotnego ma dla częstotliwości podstawowej inny znak prze­
sunięcia fazowego niż dla częstotliwości harmonicznych.

Powstaje w ten sposób układ pewnego rodzaju ujemnego sprzęże­
nia zwrotnego, dzięki czemu powinny zmniejszyć się zmiany reak­
tancji układu w funkcji amplitudy składowych napięcia anodowego 
o częstotliwościach harmonicznych.

Archiwum Elektrotechniki T. I — 11



160 T. Zagajewski Arch. Elektrot.

5. BADANIE EFEKTÓW NIELINIOWYCH

Wyniki rozważań powyższych sprawdzono na układach reaktan- 
cyjnych, w których użyto lampę 6L7 (heptoda). Na wstępie wyko-

Rys. 5. Zależność nachylenia charakterystyki 
heptody typu 6L7 od napięcia siatki pierw­
szej przy Uao~25O V, U^=US4=100 V oraz 

Us3=-4 V.

nano pomiary nachyle­
nia charakterystyki tej 
lampy, których wynik 
przedstawiono na rys. 5 
dla normalnych warun­
ków pracy układu (Ua, = 
= 250 V, Us2 = Us4 = 100V, 
Us3 = — 4 V). Charakte­
rystykę tę można wyra­
zić szeregiem potęgowym 
przy czym dla typowych 
punktów pracy otrzymuje 
się następujące wzory:

a) dla Usi = —9,0 V

S=Ą+N2 Aus1+S3 A2usl = 0,28-j-0,10 Ausi+0,0136 A2usl, (17)

b) dla Usl= -5,0 V

N—S1+N2 Ausi+Ą A^si + Ą • A3usl=
= 0,88+0,492 Ausi-0,0056 A8usi-0,0156 A3usl .

Wzory te odtwarzają charakterystykę lampy z dokładnością wy­
starczającą do obliczeń.

Badania przeprowadzono dla dwóch najbardziej rozpowszechnio­
nych układów reaktancyjnych, a mianowicie dla układów ze sprzę­
żeniem oporowo-pojemnościowym typu CR oraz RC, z których 
pierwszy ma współczynnik sprzężenia zwrotnego wzrastający, drugi 
zaś — opadający ze wzrostem rzędu harmonicznej (rys. 4). Współ­
czynnik sprzężenia zwrotnego obrano jednakowy dla obu układów; 
wynosił on 0,10 dla częstotliwości podstawowej równej 1000 ć/s.

Pomiar właściwości układu przeprowadzono metodami mostko­
wymi ze względu na konieczność mierzenia składowej urojonej prze­
wodności (pojemności lub indukcyjności), oraz kąta stratności układu 
reaktancyjnego. Do pomiaru pierwszego układu (typu CR), dającego 
reaktancję pojemnościową, użyto mostka Scheringa (rys. 6a), w któ-
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rym tak dobrano wartości oporności, by otrzymać prawidłową pracę 
lampy. W tym celu opór Ri, włączony w szereg z lampą, musi mieć 
oporność o wiele mniejszą od oporności wewnętrznej lampy (jego 
wartość była rzędu 1000 Q). Mostek zasilany jest napięciem stałym 
i zmiennym: napięcie stałe, doprowadzane poprzez dławik, służy do 
zasilania obwodu anodowego lampy, źródło zaś napięcia zmiennego

Rys. 6. Schematy układów mostkowych do pomiaru przewodności zespo­
lonej układów reaktancyjnycha. mostek Scheringa do badania ukła­
dów o reaktancji pojemnościowej (układów typu CR lub RL), b. mostek 
Haya do badania układów o reaktancji indukcyjnej (układów typu RC 

s lub LR).

zasila mostek pomiarowy przez kondensator blokujący. Napięcie 
zmienne, pochodzi z dwóch generatorów akustycznych, z których 
jeden dostarcza napięcia o częstotliwości podstawowej 1000 c/s, drugi 
zaś daje napięcie harmoniczne o częstotliwości 2000 lub 3000 c/s; 
odpowiedni stosunek częstotliwości obu napięć zmiennych oraz ich 
przesunięcia fazowe kontrolowane są za pomocą oscyloskopu kato­
dowego.

Pomiary drugiego układu reaktancyjnego (typu RC), który przed­
stawia reaktancję indukcyjną, przeprowadzono przy pomocy mostka 
Haya (rys. 6b); układ pomiarowy zestawiono podobnie jak poprzedni.

5.1. Pomiary pierwotnego efektu nieliniowego
Pierwsza seria pomiarów miała na celu sprawdzenie zależności 

wynikających z dyskusji pierwotnego efektu, nieliniowego. Badania 
przeprowadzono przy zasilaniu układu reaktancyjnego sinusoidalnym 
napięciem zmiennym o częstotliwości 1000 c/s, mierząc przewodność

n*
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Rys. 7. Pojemność zastępcza (rys. a) oraz kąt stratności (rys. b) 
układu reaktancyjnego typu CR, przy różnych wartościach napię­

cia siatki pierwszej, w funkcji zmiennego napięcia anodowego.

Rys. 8. Pojemność zastępcza układu reak­
tancyjnego typu CR w funkcji zmiennego 
napięcia anodowego: ------------- wartości
zmierzone, - — - - - wartości obliczone.

zespoloną układu dla róż­
nych wartości zmiennego na­
pięcia anodowego w grani­
cach od 1 do 100 V (wartość 
skuteczna). Układ badano 
dla różnych punktów pracy 
lampy, zarówno na wklęsłej 
jak i na wypukłej części jej 
charakterystyki, aby uzyskać 
wszechstronny pogląd na' za­
chowanie się lampy.'

Wyniki badania układu 
typu RC podane są w postaci 
wykresu na rys. 7. W punk­
tach pracy, leżących na wklę­
słej części charakterystyki 
(napięcie ujemne większe od 
— 6,0 V), pojemność układu 
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wzrasta przy wzroście zmiennego napięcia anodowego; jest to zgodne 
ze wzorem (11), gdyż w tym przypadku współczynniki Si i S3 mają 
znaki jednakowe (wzór 17). W punkcie pracy leżącym na wypukłej, 
części charakterystyki (Usi— —5,0 V) występuje zjawisko odwrotne: 
krzywa zmian pojemności jest opadająca, również zgodnie ze wzo­
rem (11), gdyż tutaj Si i S3 mają różne znaki (wzór 18). Dla po­
średniego położenia punktu pracy (w punkcie przegięcia charakte­
rystyki) (Usi = —5,5 V), krzywa jest prawie pozioma na dużym od­

cinku. Przebiegi zmian pojem­
ności dają się dość dokładnie 
obliczyć wyprowadzonymi wzo­
rami; zwłaszcza dla małych 
ujemnych napięć siatki zgod­
ność charakterystyk obliczo­
nych i zmierzonych jest wy­
starczająca dla tego rodzaju za­
gadnień (rys. 8).

20 40 60 80V 0 20 40 60 . 907

Rys. 9. Odwrotność zastępczej indukcyjności (rys. a) oraz współ­
czynnik strat (rys.' b) układu reaktancyjnego typu RC przy róż­
nych'wartościach napięcia siatki pierwszej w funkcji zmiennego 

napięcia anodowego,

Podobne pomiary wykonano w układzie typu RC ; wyniki, przed­
stawione na rys. 9 są zupełnie podobne do omówionych powyżej (na 
rysunku tym na osi pionowej odcięte są wartości odwrotności. in­
dukcyjności układu jako wielkości proporcjonalnej do jego przewod­
ności urojonej).
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Następnie dokonano sprawdzenia wpływu wartości współczynni­
ka sprzężenia zwrotnego na wielkość pierwotnego efektu nielinio-

Rys. 10. Względne zmiany zastępczej po­
jemności układu reaktancyjnego typu CR 
w funkcji zmiennego napięcia anodowego 
przy różnych wartościach współczynnika 
sprzężenia zwrotnego (0,10; 0,07; 0,036).

zaś krzywe są prawie dokładnie parabolami kwadratowymi, co po­
twierdza prawidłowość wyprowadzonych wzorów.

We wszystkich omawia­
nych powyżej pomiarach 
sprawdzano również wpływ 
wartości zmiennego napięcia 
anodowego na kąt stratności 
układu reaktancyjnego. Na 
ogół stwierdzono, że wzrasta 0.10 
on przy wzroście tego napię­
cia (rys. 7 i 9), przebiegi te 
są jednak nieregularne 
i trudne do obliczenia. Na­
tomiast zależność współczyn­
nika strat od współczynnika 
sprzężenia zwrotnego jest 
zupełnie wyraźna i zgodna 
z wzorem (4) i (5), a miano­
wicie kąt ten wzrasta z war-
tością w± (rys. 11); również zmiany kąta statności w funkcji warto­
ści zmiennego napięcia anodowego są tym większe, im większe jest

wego. Zgodnie ze wzorem 
(11) efekt ten powinien być 
proporcjonalny do kwadratu 
współczynnika Pomiary 
wykonano, w układzie typu 
CR, dobierając kolejno war­
tość współczynnika sprzęże­
nia zwrotnego: 0,10; 0,070; 
0,036. Procentowe zmiany 
pojemności układu przy róż­
nych wartościach zmiennego 
napięcia anodowego przed­
stawiono na rys. 10; zmiany 
te są dokładnie proporcjo­
nalne do kwadratu wartości 
współczynnika wi, wszystkie

•»

tgó,

Ua

m-0,10

m=0.07

_________

m=0030

w •200
Rys. 11. Zależność kąta stratności układu 
reaktancyjnego typu CR od napięcia ano­
dowego przy. różnych wartościach współ­
czynnika sprzężenia zwrotnego (0,10; 0,07; 

0,036)
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5.2. Pomiary wtórnego efektu nieliniowego 
z -

Wtórny efekt nieliniowy badano w układach przedstawionych na
rys. 6, przy czym zasilanie mostka napięciem zmiennym odbywało 
się z dwóch generatorów akustycznych 
połączonych szeregowo, z których je­
den dostarczał napięcia o. częstotliwości 
podstawowej .1000 c/s, drugi zaś napię­
cia - harmonicznego o częstotliwości 
2000 lub 3000 c/s. Potrzebną częstotli­
wość i fazę generatora harmonicznego, 
kontrolowano oscyloskopem katodo-, 
wym i utrzymywano przez regulację 
ręczną bez większych trudności.

Pomiary przeprowadzono na ukła­
dach typu CR i RC, przy czym w pier­
wszym rzędzie sprawdzono zależność 
ich współczynnika sprzężenia zwrot­
nego od częstotliwości. Pomiar ten wy­
konano' analizatorem harmonicznych, 
mierząc napięcie danej częstotliwości 
między katodą i anodą oraz pomiędzy 

idu
napięciem zmiennym o często-.. 
tliwości 1000, 2000, 3000 ... c/s. 
Uzyskane w ten sposób warto­
ści współczynnika sprzężenia 
zwrotnego naniesiono na rys. 4 
dla porównania z obliczonymi 
wartościami; zgodność ich jest 
zupełnie wystarczająca.

Wyniki pomiarów układu 
typu CR podane są na rys. 12 
i 13. Pierwsza seria pomiarów 
była wykonana przy zasilaniu 
układu napięciem o częstotli­
wości podstawowej 1000 c/s 
o stałej amplitudzie 20 V, oraz 

napięciem o częstotliwości harmonicznej (2000 lub 3000 c/s), któ­
rego amplitudę zmieniano od 0 do 15 V przy utrzymaniu stałego

Rys. 12. Wpływ zawartości 
składowych drugiej i trzeciej 
harmonicznej napięcia anodo­
wego na zastępczą pojemność 

układu reaktancyjnego 
typu CR.

katodą i siatką, przy zasilaniu

Rys. 13. Wpływ przesunięcia fazowego 
drugiej harmonicznej napięcia anodo­
wego względem jego składowej pod­
stawowej na zastępczą pojemność 

układu reaktancyjnego typu CR.
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przesunięcia fazowego pomiędzy tymi napięciami. Otrzymuje się 
przy tym (rys. 12) prawie liniową zależność pojemności układu od

Rys. 14. Wpływ' zawartości 
Składowej drugiej i trzeciej 
harmonicznej napięcia anodo­
wego na zastępczą indukcyj- 
ność układu reaktancyjnego 

typu RC.

amplitudy napięcia harmonicznego, 
przy czym nachylenie tych zmian jest 
znacznie większe (3-krotnie) dla dru­
giej harmonicznej niż dla trzeciej.

Drugą serię pomiarów wykonano 
przy stałych amplitudach napięcia pod­
stawowego i harmonicznego, zmieniano 
natomiast kąt przesunięcia fazowego 
pomiędzy nimi w granicach od 0 do 
360°. Wyniki przedstawione na rys. 13 
wykazują cykliczną (prawie sinusoidal­
ną) zależność zmian pojemności od kąta 
przesunięcia fazowego napięcia harmo­
nicznego względem napięcia podstawo­
wego, zgodnie ze wzorem (16).

Te same pomiary powtórzono w 
układzie typu RC, którego współczyn­
nik sprzężenia zwrotnego maleje 
w funkcji częstotliwości. Wyniki po­

miarów (rys. 14 i 15) są jakościo­
wo takie same jak dla poprzed­
niego układu przy o wiele (około 
6-krotnie) mniejszych procentowo 
zmianach indukcyjności w funkcji 
zawartości harmonicznych. Po­
twierdza to wyższość układów 
o zmniejszającym się w funkcji czę­
stotliwości współczynniku sprzęże­
nia zwrotnego nad układami o wzras­
tającym współczynniku wk, przewi­
dzianą w poprzednim rozdziale.

Liczbowe wartości efektu wtór-

Rys. 15. Wpływ przesunięcia fazo­
wego drugiej harmonicznej napięcia 
anodowego względem jego składo­
wej podstawowej na zastępczą in- 
dukcyjność układu reaktancyjnego 

typu RC.

nego są o wiele mniejsze Ód war­
tości efektu pierwotnego, niemniej 
jednak efekt ten może być szko­
dliwy w pewnych przypadkach, przy występowaniu silnie zniekształ­
conego napięcia .anodowego.
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6. KOMPENSACJA EFEKTÓW NIELINIOWYCH

Efekt nieliniowy jest niepożądany w wielu układach reaktancyj­
nych, w których zależy na utrzymaniu stałej wartości impedanoji 
układu, należy przeto rozpatrzyć metody jego kompensacji.

Pierwsza możliwość _została częściowo omói- 
wiona w rozdziale 4; zastosowanie pewnego ro­
dzaju ujemnego sprzężenia zwrotnego, polegają­
cego na zmianie znaku kąta przesunięcia f azowego 
dla częstotliwości harmonicznych w stosunku do 
jego znaku dla częstotliwości podstawowej. Układ 
tego rodzaju powinien wykazywać mniejszy 
wpływ efektu wtórnego niż zwykły układ reak­
tancyjny.

Najprostszy taki układ przedstawiono na rys. 16; 
gałąź sprzężenia zwrotnego zawiera pomiędzy 
anodą i siatką cewkę indukcyjną L i kondensa-

Rys. 16. Układ 
reaktancyjny 

ujemnym sprzę­
żeniem zwrotnym 
dla składowych 
harmonicznych.

Rys. 17. Układ reaktancyjny z 
automatyczną kompensacją pier­
wotnego efektu nieliniowego przy 
pomocy zmiany napięcia siatki.

tor C połączone szeregowo. Częstotliwość rezonansowa układu LC 
jest większa od częstotliwości roboczej, a więc dla częstotliwości 
rezonansowej układ sprowadza się do zwykłego układu typu 
CR, natomiast dla częstotliwości harmonicznych zastępcza oporność 

gałęzi „anoda— siatka11 jest induk­
cyjna, a zatem dla harmonicznych 
układ przypomina układ LR.

Pomiary wykonane na tym ukła­
dzie potwierdziły przypuszczenia; 
wtórny efekt nieliniowy był bardzo 
mały, zmiana reaktancji układu wy­
nosiła zaledwie 0,24-0,3% przy przy­
łożeniu na anodę lampy 25% napię­
cia drugiej lub trzeciej harmonicznej.

Natomiast pierwotny efekt nieliniowy jest w tym układzie nieco więk­
szy niż w układzie zwykłym, a przeto stosowanie układu z ujemnym 
sprzężeniem zwrotnym nie daje właściwie w tym przypadku korzyści.

Pierwotny efekt nieliniowy można tłumaczyć zmianą średniej 
wartości nachylenia lampy przy zmianie amplitudy jej napięcia 
wzbudzenia; np. przy pracy na dolnym zakrzywieniu charakterystyki 
zwiększenie amplitudy napięcia wzbudzenia powoduje wchodzenie
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w obszar o większym nachyleniu, czyli następuje zwiększenie jego 
średniej wartości. Można temu przeciwdziałać przez odpowiednie 

Rys. 18. Zmiany zastępczej pojemności układu 
reaktancyjnego typu CR w funkcji zmiennego 
napięcia anodowego: a. układ bez kompensacji, 
b„ c, d. układy z coraz silniejszą kompensacją 
pierwotnego efektu nieliniowego w układzie 

z rys. 17.

przesunięcie punktu 
pracy w obszar o mniej­
szym nachyleniu, tak 
by średnia jego war­
tość pozostała bez zmia- 
ny.z Można tO' przepro­
wadzić automatycznie, 
np. przez zastosowanie 
ujemnego napięcia siat­
ki, uzależnionego od 
wartości zmiennego na­
pięcia anodowego, np. 
w układzie przedsta­
wionym na rys. 17; 
trzecia siatka heptody 
dostaje stałe ujemne 
napięcie z baterii B1 
oraz napięcie z pro­
stownika zasilanego 
zmiennym napięciem

anodowym. W ten sposób przy wzroście zmiennego napięcia ano­
dowego i siatkowego następuje 
trzeciej, co samoczynnie kom­
pensuje zmianę nachylenia 
lampy.

Wyniki badania układu kom­
pensacyjnego podano na rys. 18;

Rys; 19. Układ reak- 
tancyjny z oporem

siatkowym.

wzrost ujemnego napięcia siatki

Rys. 20. Zmiany zastępczej pojemno­
ści układu reaktancyjnego typu CR 
w funkcji zmiennego napięcia ano­
dowego przy różnych wartościach

oporu siatkowego.

górna krzywa przedstawia procentowe zmiany pojemności układu 
reaktancyjnego bez kompensacji, dalsze krzywe, położone coraz niżej, 
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przedstawiają zmiany tej pojemności przy coraz większym stopniu 
kompensacji. Uzyskana poprawa jest bardzo znaczna, gdyż o ile bez 
kompensacji zmianą napięcia od 0 do 20 V powoduje zmianę pojem­
ności o- 10,4%, w granicach 0~50 V o 44°/o, to' z kompensacją można 
utrzymać pojemność z dokładnością +1% w zakresie napięć od 
0 do 23 V, w granicach zaś ± 2,5% w zakresie napięć od 0 do 52 V.

Samoczynną kompensację pierwotnego efektu nieliniowego można 
uzyskać również za pomocą oporu zabocznikowanego kondensatorem 
i włączonego w obwód siatki (rys. 19). Prąd siatki zależny od zmieri- 
nego napięcia siatki (a więc i od zmiennego napięcia anody) powo­
duje przesunięcie punktu pracy lampy przy wszelkich zmianach na­
pięcia anodowego, np. jego wzrost powoduje wzrost ujemnego na­
pięcia siatki. W ten sposób można uzyskać samoczynną kompensację 
pierwotnego efektu nieliniowego przy pracy na wklęsłej części cha­
rakterystyki lampy; wymaga to jednak pracy lampy z prądem siatki.

Wyniki badania takiego układu, przeprowadzonego przy różnych 
wartościach oporu siatkowego, przedstawiono na rys. 20. Przez odpo­
wiedni dobór oporu siatkowego (np. 3 MQ) można osiągnąć samo­
czynną kompensację, jednak w dość wąskim obszarze amplitud na­
pięcia anodowego (do ok; 10 V), o wiele węższym, niż za pomocą 
automatyki z oddzielnym prostownikiem.

Działanie prądu siatki nie ogranicza się tylko do wytwarzania 
ujemnego napięcia, czyli do przesuwania punktu pracy lampy; nie 
należy bowiem zapominać o tym, że prąd siatki jest silnie odkształ­
cony. Prąd ten wytwarza na oporności obwodu „katoda — siatka“ 
spadek napięcia silnie odkształcony, obfitujący w harmoniczne, co 
zmienia wartość współczynnika sprzężenia zwrotnego zarówno dla 
częstotliwości podstawowej jak i dla harmonicznych. Pojawienie się 
prądu siatki zmienia więc poważnie własności układu reaktancyjne- 
go, co nie ma jednak praktycznego znaczenia, gdyż układy reaktan- 
cyjne pracują zazwyczaj bez prądu siatki. Zjawisko to wymaga na­
tomiast szczegółowego' uwzględnienia w generatorach lampowych 
ze sprzężeniem zwrotnym, które zawsze pracują z prądem siatki.

7. WNIOSKI

Przy uwzględnieniu nieliniowości charakterystyki prądu anodo­
wego lampy można wyodrębnić dwa efekty, powodujące zmianę 
reaktancji i współczynnika strat układu reaktancyjnego:
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1. Pierwotny efekt nieliniowy, powstający wskutek 
zmiany średniego nachylenia charakterystyki lampy przy zmia­
nie wartości zmiennego napięcia anodowego. Efekt ten powoduje 
wzrost lub zmniejszenie reaktancji w funkcji napięcia anodowego 
wg paraboli kwadratowej, przy tym zmiany te są proporcjonalne 
do kwadratu współczynnika sprzężenia zwrotnego.

Skutki tego efektu można zmniejszyć przez pracę przy małym 
zmiennym napięciu'anodowym, przez dobór odpowiedniego punk­
tu pracy lampy reaktancyjnej lub przez dobór małej wartości 
współczynnika sprzężenia zwrotnego. Możliwe jest również sto­
sowanie automatycznej kompensacji tego efektu za pomocą ukła­
dów regulacyjnych.

2. Wtórny efekt nieliniowy, pojawiający się przy istnie­
niu napięć harmonicznych w obwodzie anodowym, jest wynikiem 
powstawania składowych o częstotliwościach różnicowych po­
szczególnych składników, a mających częstotliwość równą czę­
stotliwości podstawowej. Efekt ten daje również zmiany reaktan­
cji i kąta stratności układu reaktancyjnego, zależne od współ­
czynników nieliniowych lampy, od współczynnika sprzężenia 
zwrotnego' dla podstawowej i harmonicznych, oraz od przesunię­
cia fazowego pomiędzy poszczególnymi składowymi napięcia.

Znaczne zmniejszenie efektu wtórnego można uzyskać przez 
zastosowanie układu o malejącym w funkcji częstotliwości współ­
czynniku sprzężenia zwrotnego, np. układów typu RC lub LR. 
oraz za pomocą układów z ujemnym sprzężeniem zwrotnym.
Oba te efekty nieliniowe poważnie wpływają na właściwości 

układów reaktancyjnych, a przeto nie można ich pomijać przy roz­
patrywaniu tych układów. Podobne efekty mogą występować rów­
nież w .innych układach ;o sprzężeniu zwrotnym, np. we wzmacnia­
czach lub generatorach lampowych, zagadnienie to wymaga szcze­
gółowego opracowania.
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T. 3flrHEBCKM

HEHMHEMHblE 3<t><t>EKTbI B PEfiKTMBHbIX nflMnflX

PesiOMe

Llejibio Hadosnijero Tpyna siBnaeTcn HCcneflOBaHHe BnnsiHHH He- 
nuneHHOCTH xapaKTepHCTHKW naMnbi Ha nonHyio npoBOflHMOCTb pe- 
aKTMBHbIX naMH C OÓpaTHOH CBH3błO (puc. 1). npHHHMaa KpHByro 
xapaKTepncTHKK naMnbi 3a nnneHHyio, mm nonynMM nnn nonHofi 
npoBOflHMocTH Tanów -naMnbi ^op^y-ny

Yao =-----l~5iWi=(-----F 51 Wir I + jSi Wu (1)
Q \Q /

me
Uę Zs , . ,W! = — = >-----—=Wir + JWU=w J (2)
Ud Zś “F Zaś

paBHO KO34)<$>HLI,WeHTy OÓpaTHOM CB5I3W.
npuHMMaa, hto HenHHeiiHaB xapaKTepncTMKa naMnbi Bbipa>KaeTC5i 

pajlOM

ia = 51 Us +52 Us + Ss Us + Gi Ua+G2 Wa + Gj Ua (3)

to, nocne npnno>neHMa Ha aHojj CHHycoHflanbHoro nepeMeHHoro 
Hanp$i>ReHMn c aMonuTynow Ua — nonHaą npoBOflHMOCTb CHCTeMbi 
Bbipa3HTca $opMynoH:

- r 3
Yal=5iWi 1+-

4
52 2 r,2 ।
— Wi Ua +G1
5i

i+2 2?^ 
4 Gi

CO

^5i Wi i+2Ł3wf^
4 5i

t I 3 5g 2 tt2 
= Ya0 1+— — WlUa 

4 Si (4)

^opMynbi 3tw yKasbiBaiOT naw, mto nonnaa npoBOflHMOCTb pe- 
aKTHBHon naMnbi saBHCHT ot aMnnHTyflbi nepeMeHHoro aHOflHoro 
HanpjoKeHHH, 'a hmohho — 3aBHCHMOCTb 3Ta npn npHHMTbix nono- 
>«eHH5ix BBnsieTCs nponopu,HOHanbHOH KBanpaTy Hanp?i>KeHHa. Plon- 
Haa npoBOflHMOCTb naMnbi BO3pacTaeT BMecTe c aMnnHTysoH Ua, 
ecnw nocTOBHHbie w S3 hmokdt OflHHaKOBbie 3H3kh, h yMeHbmaeTca, 
ecnH 3HaKH 3th npoTHBonono>KHbi. FteneHHe 3to, HasbiBseMoe nep- 
BHHHblM HenHHeHHbIM 34>43eKTOM> OÓ^BCHSeTCSI $M3HHeCKH 
H3MeHeHweM cpenHen KpyTW3Hbi xap3KTepncTMKH naMnbi KaK $yHKu,HH 
BennHHHbi aHOflHoro u ceTOHHoro HanpameHHM, BcneflCTBne nero 3aBH- 
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cMMocTb wencny cnnon toks h shoaheim Hanpsi>KeHneM nawnbi CTaHo- 
bhtcb HenHHenHOH, a nonHaa npoBOflUMoeib naMnbi H3MeHaeTca.

flanbHeHLUHH HejiMHenHbin 3$4>eKT b peaKTMBHOH nawne boshh- 
KaeT b cnynae, ec™ aHOflHoe Hanpa>KeHHe nawnbi HCKanceHO, WHane 
roBopn, ecnn oho conepmHT rapMOHHHecKHe cocTaBnaiomHe, Hanp.:

Ua=Uai Sin (co t — yx)+Ua2 sin (2 co t+a3 — y2) + Ua3 sin (3 co t+ a3 — ys)+...
(5).

BenHHHHy ceTOwro HanpanceHHa mojkho onpe.ne.nnTb, ecj™ 
H3BeCTHa BenHHHHa KO3<j)cj)HLJHeHTa OÓpaTHOH CBB3H OBA OCHOBHOH 
HaCTOTbl H flna HaCTOTbl TapMOHHK - ' >

A < US1 • * U S2 A UskWi= — =w1e5Ti, w2= — —wz^, Wk=-—=Wk^ ■
Uai Ua2 Uak

Honbsyacb bthmh c|?opMynaMH a TaKHce cjjopmynoH (3), mh pac- 
CHHTbiBaeM nonHyro npoBOflHMOCTb peaKTHBHon naMnbi

Yaii-Yai+ [ąWx w2Ua2 --Ss wf w3 UaiUa3 e^'^+
.3

+G2Va2 - -G3 UaiUas e^+^~^+
\ 3

(6)

KOTopafi cneflOBaTenbHO 33bhcht ot BenHHHHbi h $a3bi rapMOHHne- 
CRHX COCTaBJT5HOIIJ,HX aHOflHOTO HanpSiJKeHHH; BJlHBHHe rapMOHHK — 
Ha3biBaeMoe btophhhbim HejiHHenHbiM 3<J>4>eKTOM — cnnbHO 
33BHCHT OT BenHHHHbi KO3<£>4>HLJHeHTa OÓpaTHOH CB5I3H H 33BHCHMOCTH 
nocnenHero ot pana rapwoHHK. 94>4>eKT 3tot 3HaHHTeneH b u,enax
B KOTOpbIX Wk BO3paCTaeT BMeCTe C paflOM rapMOHHKH

w1<w2<w3<w4 ... .;

Hanp. b CHCTeMax CR h RL (pnc. 3a h d) saBHCHMocTb 3Ta npencTaBnena
Ha pnc. 4. “1 z

BTOpHHHblH HenHHeHHblH B^J^eKT He3H3HHTeneH B CHCT6MaX 
c Koac^cIjHnHeHTOM wfc, yMeHbinaKDLpHMca BMeCTe c pa,n,OM rapMOHHKH:

w1>w2>wg>W4....;

Hanp. b CHCTewax RC h LR (pnc. 3b h c) saBHCHMocrb 3Ta npeflCTaB- 
neHa Ha pnc. 4.“'

TeopeTHHecKne paccyjK.n.eHHa npoBepeHbi Ha onbiTe b peaKTHBHbix 
nawnax renTOflax 6L7, KOTopbix KpyTH3Ha xapaKTepHCTHKH npefl-
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CTaBneHa Ha puc. 5. Koacj^wpweHTbi Si w S3 stów nawnbi wweioT 
ORHHaKOBbie 3H3KH npw Ugi< —5,5 b w pa3Hbie 3Hapw npw Ugl> —5,5 b.

nonHasi npoBopwMOCTb peaKTHBHbix naMn Sana wswepeHa npw 
noMoipn wocTa IJJepMHra wnw Tas (puc. 6), KOTopbie óbinw nwTa- 
ewbi pByMH apycTWPecpwMw reHepa-ropaMu npw HanpajpeHww c pacTO- 
TOW 1000 Tp, B ORHOM H3 HHX W TapMOHWPaMW 2000 WJ1W 3000 HJ 
b ppyrow. CooTHomeHHe pacTOT w <$>asa oóonx HanparpeHww 6binw 
npoBepaewbi npw noMomK paTopHoro ocpwpnocpona. flepBWPHbiw 
HepwHewHbiw sc^ekT 6bin wccneposaH npw nwTawww cwcTewbi cwHy- 
cowpanbHbiM HanpsuKeHweM 1000 rp; saBWCwwocTb peaPTWBHow npo- 
BopwwocTw cycpenTaHca (peaPTWBHoii npoBopwMOCTbro) cwctcmłi Twna 
CR w RC npepcTaBneHbi Hajawc. 7 w 9; npoBopwMOCTb 3Ta BO3pac- 
TaeT BMecTe c BenwpwHoii Ua npw 3HapwTenbHbix oTpwpaTenbHbix 
Ugi, M yMeHbinaeTcsi npw Ugi>—5,5 b, a pna Ugi= — 5,5 b owa poptw 
He caswcwT ot Ua. 3to cornacHO c 4?opwynow (4), Tan pak pna 
Ugi~ — 5,5 b npowcxopwT nepewena 3Hapa hoctosihhow S3.

flewcTBWTejibHbie ppwBbie b poct3tophow CTeneHW cornacHbi c Be- 
nwHWHaMW paccHWTaHHHMW npw noMOipw BbiBepeHHbix cj?opMyn (pwc. 8).

Bnwawwe nepBnHHoro HenwHewHoro 34>4>eKTa cwnbHO saswcwT ot 
KOStjł^lw^Ta oópaTHOw cbow; Ha pwc. 10 npeflCTaBneHbi OTHOCwTenb- 
Hbie eMKOCTHbie nepeweHbi peaKTWBHbix naMn npw wi = 0,036; 0,070 
w 0,10, KOTopbie noHTw tohho nponoppwoHanbHbi KBappaTy Benw- 
HWHbl Wi .

BTopwHHbiw HenwHewHbiw sc^eKT óbin wccnepoBaH npw nwTaHww 
cwcTeMbi pByMH HanpjpKeHWHMw: ophwm c nacTOTOw 1000 w ppyrwM 
c rapMOHwnecKOw pacTOTOw 2000 wjiw 3000 rp. flepBbie wsMepeHWH 
óbinw wcnojiHeHbi npw hocto^hhom cpBwre $a3 Mejppy stwmw Ha- 
npsiiKeHWsiMw, npw BOspatTaiomew BenwHWHe rapMOHWHecKoro Hanps- 
ipeHwsi. B cwcTewe Twna CR óbuia nopypeHa hoptw nwHewHaa 3a- 
BwćwMOCTb wejKpy cycpenraHCOM nawinbi w BenwpWHów rapMOHWPecKoro 
HanpsoKeHWB (pwc. 12), npwpeM ppyTW3Ha wsweHeHWW pnp BTopow 
rapMOHWKW b Tpoe 6ojibiiie pew pna TpeTbew. PesynbTaTOM BTopow 
cepww wswepeHww, wcnonHeHHOw npw hoctophhow aMnnwrype o6owx 
Hanp55>peHww w npw wsweHeHww cpBwra <^>a3 Me>ppy. hwmw, óbina pwkjiw- 
pecKaa saBwcwwocTb (pwc. 13), cornacHaa c 4>opwynow (6).

Te we w3MepeHW5i, wcnonweHHbie Ha cwcreMe Twna RC (kotopow 
poacJp^wpweHT oópaTHOw CB33W yMeHbmaeTca BMecTe c papoM rapwo- 
hwpw) panw b pesynbTare cxo>pwe ppwBbie (pwc. 14 w 15), opHapo 
BenwpwHbi w3MeHeHW5i óbinw 3HaPWTejibHO (b 6 pas) MeHbme, pto 
PBnaeTca popasaTenbCTBOM npeBOCxopcTBa cwctcm stoto Twna.
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HenHHeHHbie 3$$eKTbi bo mhofhx cńyna5ix BpeflHbi u ohm woryT 
ÓblTb yweHbllieHM npw nOMOmtl COOTBeTCTB6HHbIX nOnpaBOMHblX 
CHCT6M. riepBOH BO3WO>KHOCTbIO SIBnSieTCa npHWeHeHHe CHCTfeM 
C OTpHU,aTenbHOH OÓpaTHOH CB5I3bIO flna TapwOHHHeCKHX COCTaBnSI- 
K)IHHX, a MM6HHO AaK>mHX flnS rapWOHHHeCKHX COCTaBJWlOIHHX CflBHT 
$a3bi oópaTHbiii no oTHomeHnro k cflBwry 4>a3bi ochobhoh cocTaB- 
nsnomeH. OflHa H3 Taunx chctcm npeflCTaBnena Ha puc. 16: BeTBb 
oópaTHOH cbsish cojjepjKHT CHCTewy nocneflOBaTenbHoro pesoHanca 
LC, nweioinero pesonaHCHyio MacTOTy 6onbme, new paóonaa nacTOTa.

TaKHw oópasow CHCTewa 3Ta siBnsieTCSi chctcmoh rana CR flnsi 
paóonen hbctotm, ho rana RC nnsi rapwoHHHHbix HacTOT; Hccne.no- 
BaHHe stoh chctcwm noKa3a.no. hto btophhhmh HenHHeiiHbiH acj^e.KT 
ee OMeHb He BenHK (ok. O,2°/o npH U2: Ui = 0,25), ho nepBHHHbin 
HenHHeHHbiH scJnjjeKT 3flecb cnnbHee, new b o6biKHOBeHHbix CHCTewax.

XoponiHe pesynbTaTbi naeT CHCTewa aBTOwaTHHecKOH KOMneHca- 
u,hh nepBHHHoro HenHHeHHOro sc^eKTa npn nowoinn nepeMeHbi 
nyHKTa paóoTbi naMnbi. 3$$eKT btot mh nocTHraeM, H3MeH$ui cpep,- 
Hłoro Kpyrn3Hy xapaKTepHCTHKH nawnbi, Hanp. Ha BbinyKnon nacm 
xapaKTepncTHKH BO3HHKaeT yBenHHeHne ee npn yBennHeHHH aMnnHTyflbi 
npHJio>KeHHoro Hanp$i>KeHKa; HTaK, ecnn BO3pacTaeT aHOflHoe Hanpsi- 
FKeHne, to cnenyeT nepeflBHHyTb nyHKT paóoTbi 'jiaMnbi b oónacTb 
c MeHbmeH KpyTH3HOW, Hanp. yBenHHHBan OTpwpaTenbHoe HanpajKenne
TpeTben cctkh.

Phc. 17 npeflCTaBJiJieT cncieMy aBtowaTHHecKOH KOMneHCaunw, 
b KOTopoii OTpnnaTejibHoe HanpJDKeHHe TpeTbefi cctkw saBHCHT ot 
nepeweHHoro aHOflHoro HanpsiHieHHa, KOTopoe mm nonynaeM ot 
BbinpsMHTena, nHTaeMoro aHOflHMM Hanpa>KeHHeM. PesynbTaTbi fleil-
CTBHn 3T0H CHCTeMbi npeflCTaBJieHbl Ha pHC. 18, B KOTOpOM BepXHS15I 
KpHBaa oaeT H3MeHeHH5i cmkocth peaKTHBHOH nawnbi 6e3 KOwneHcanHH, 
a ocTanbHbie KpHBbie — H3MeHeHHSi cmkocth npn nanfaHenuieM BO3pac- 
TaHHH KowneHcanHH. KowneHcau,H$i yweHbmaeT H3M£HeHHn cmkocth 
c 10°/0 Ha 1% b npenenax aHOflHoro HanpsweHHa Ua ot O no 20 b.

HBTOMaTHHecKasi KOwneHcannsi nepBHHHoro HęnHHeHHoro ac^eKTa 
nonynaeTCsi TaKH<e npn homollih cctokhofo conpoTHBneHHS (pnc. 19), 
ecnn CHCTewa paóoTaeT c ceTOHHbiw tokom. Plpn 3HaHHTenbH0H 
BenHHHHe conpoTHBneHHn R3(Hanp. 3 werowbi) nonynaeTCsi OTHeTnHBasi 
KOMneHcayna (pnc. 20), OflHaKO b flOBOnbHO y3KHX npep,enax H3we-
HeHHH aHO,n,Horo HanpnjKeHHa; CHCTewa 3Ta Menee BbiroflHa, HeM 
CHCTewa c KOwneHCapneH b TpeTben ceTKe.

noKa3a.no
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T. ZAGAJEWSKI

NONLINEAR PHENOMENA IN REACTANCE VALVE CIRCUITS

S u m m a r y

This paper examines the influence of nonlinear valve charaćte- 
ristic on the admittance presented by the reactance valve circuits 
employing feedback (Fig. 1).

If a linear yalve characteristic is assumed this admittance can 
be written as follows:

^=7 + Si Wi =+ Si 11^7 + jSx wu (1)

where ' . . .

Us . ' z
Wi — — =Wir + jw^—Wi e™1 (2)

Ua Zs +Zas

is the feedback factor.
If now a nonlinear valve characteristic determined by the follo- 

wirig power series is assumed

ia=SiUs + Siuj TSaud + Gi ua + G2 u2 + G3u® (3)
' then the admittance of the reactance valve Circuit is defined by the 
following expression in case of the sinusoidally yarying anodę vol- 
tage with an amplitudo U a . . r .

' a q q i—

Yai^SjWi Id— — w2U2 +G.
4 St 1 " |

1 + - ^U2
4 Gi "

^S, wx [ 1+- w2 = Ya0 [1 + - Ł w2y U2 
L 4 Si 1 nj L 4 Si 1 Q

3 S.
4 Si

(4)

The a boye for muląc under the assumptions madę indicate 
a square relationship between the admittance of the reactance valve 
circuits and the amplitudę of the anodę yoltage. It shows also that 
the admittance increases, when U« increases and S3, S3 have the 
same signs. The opposite signs give a decrease of the admittance. 
This phenomenon called the primary nonlinear effect 
can be explained by the nonlinear relation between the anodę yol­
tage and the anodę current, which leads to a yariation of the ave- 
rage slope of the valve with yarying anodę and grid yoltages, thus 
changing also the valve admittance. - • - ' ,

Archiwum, Elektrotechniki T. I — 12



276 ' T. Zagajewski Arch. Elektrot.

Another nonlinear effect in the reactance valve circuits results 
from the distorted waveform of the anodę voltage, which may con- 
tain for example the following harmonie components:

ua = Uai sin (®t—Yi)+Ua2 sin (2 cot+a2 —y3)+UO3 sin (3 O)t+a3 —y3)+ ...
(Ś)

The value of thegrid voltage can be determined, if the value of 
the feedback factor at the fundamental and harmonie freąuencies 
are known ‘

w1=^L=wi e^1, w2 = ~-W2ej'’, Wk = ^^=Wkeiyk.

Ual Ua2 Uak
Using the aboye formulae and the expression (3) the susceptance 

component of the admittance can be evaluated as

YaU = Yal + [s2 W1 w2 Ua2 Ć S3 w J w3 Ua3e> +

(6)

This value of the susceptance depends upon the amplitudę and 
phase of the anodę yoltage harmonie components; the influence of 
harmonics called the s e c o n d a r y n o n 1 i n e a r effect de­
pends strongly upon the value of the feedback factor and its depen- 
dence on the order of the harmonie. This influence is pronounced 
in circuits with wk inereasing with the harmonie order.

Wi < W2 < W3 < W4 .... .

Fig. 4 represents the aboye relationship in CR and RL networks 
(Fig. 3 a, d).

The secondary nonlinear effect is smali when Wk decreases with 
the harmonie order w1i>w2^>w8>w4 . . . The same relationship for 
networks of the RC and LR type (Fig. 3 b, c) is represented by Fig. 4.

The abO’Ve. theoreticąl considerations were checked experimen- 
tally using a reactance valve Circuit, with a 6L7 valve. The trans- 
conductance charakteristic of it is shown in Fig. 5. The signs of the 
coefficients Rj and R3 are the same for 5,5 V and opposite for

V. _ . „ ; .
The admittance was measured with a Schering or Hay impedance 

bridge (Fig. 6) fed by two audio oscillators. One of them supplied 
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a 1000 c/s fudamental freąuency vo'ltage and the other one a voltage 
of a harmonie freąuency of 2000 or 3000 c/s. The freąuency ratio 
and the relative phases of these two voltages were checked by 
means of an oscilloscope.

The primary nonlinear effect 'was examined by the use of 
a 1000 c/s signal. The admittance characteristic of the CR and RC 
circuits represent Fig. 7 and 9. The admittance inereases with in­
ereasing Uu at large negatiye grid voltages, then decreases for 
Ugi^—5,5 V, being independent of Ua atUgt— —5,5 V. It agrees with 
the formula (4) sińce at this value of 17^1 the constant S3 changes its 
sign. The characteristics evaluated by means of the above formula 
agree very closely with those obtained experimentally.

The influence of the primary, nonlinear effect depends strongly 
upon the feedback factor. Fig. 10 represents relative variations of 
the capacitance of the reactance valve for wi = 0,036; 0,070 and 0,1. 
These variations follow very closely the sąuare law.

The secondary nonlinear effect was measured by means of two 
signais one at the fundamental freąuency of 1000 c/s and the other 
at the harmonie freąuency of 2000 or 3000 c/s. The first part of mea- 
surements was taken at a constant phase shift between the above 
two sigńals and for the steadily inereasing value of the harmonie 
freąuency signal

The CR network- gives a nearly linear relation between the ad- 
mittance of the valve and the amplitudę of the harmonie voltage 
(Fig. 12). The slope of this characteristic in case of the second har­
monie is about three times larger than in case of the third har­
monie.

The other set of measurements performed at a constant voltage 
of both signals and when varying their relative phase angle showed 
(Fig. 13) a periodie relationship in agreement with the formula (6). 
The same measurement madę for an RC network (the feedback fac­
tor of which decreases with inereasing order of harmonie) gave si- 
milar rosults (Fig. 14 and Fig. 15) but with a much smaller ampli­
tudę of yariation (6-fold) which proves the superiority of this type 
of network.

Suitable correcting networks reduce these — often very undesi- 
rabie — nonlinear effeets. One of the methods uses negative feed- 
back fpr the harmonie components i. e. the opposite phase shifts for 
the fundamentals and harmonics. Such a Circuit is shown in Fig.. 16. 
The feedback loop contains a series LC resonant Circuit, which ope- 
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rates at a freąuency Icwer than its own resonance freąuency. In such 
a case this Circuit behaves like a CR network at the fundamenta! 
freąuency and like an RC network at harmonie freąuencies.

Measurement carried out on the above type of Circuit showed 
a very smali secondary nonlinear effect (0,2% for U2: U1 = 0,25) but 
a morę pronounced primary nonlinear effect, than in common cir- 
cuits.

The automatic compensation of the primary nonlinear effect 
gives also satisfactory results. It is obtained by the variation of the 
operating point on the valve characterstic which results in the 
change of the average slope, e. g. on the convex part of the charac- 
teristic where the slope inereases, when the amplitudę of the applied 
signal inereases. If the anodę voltage inereases, then the operating 
point has to be shifted towards the part of the characteristic having 
lower slope by, for instance, suitably inereased third grid negative 
bias. ' '

Fig. 17 represents such an automatically compensated arrange- 
ment. Here the negative bias supply for the third grid is obtained by 
rectification of the r. f. anodę voltage. The performance of this Cir­
cuit is illustrated by Fig. 18. The upper curve corresponds to the 
compensated Circuit the lower curves define the amount of the ca- 
pacitance vąriation for ever inereasing compensation. It is evident 
therefore that the applied compensation reduces the capacitance 
variation from 10% to 1% for the variation of the anodę voltage 
from zero to 20 V.

The automatic compensation of the primary nonlinear effect can 
be also obtained — in case of the grid current flow — by the use /' ■ 
of the grid-leak resistance (Fig. 19). For sufficiently large values of 
this resistance (e. 3 MQ) some amount of compensation (Fig. 20) is 
obtained, which holds only for a fairly narrow rangę of the anodę 
voltage variations. This Circuit therefore is much less useful than 
the previous one. , '.



WYTYCZNE DLA AUTORÓW

Komitet Redakcyjny prosi autorów o ułatwienie prac redakcyjnych zwią­
zanych z przygotowaniem do druku nadesłanych artykułów przez przestrze­
ganie podanych wytycznych przy przygotowaniu maszynopisu:

1. Prące powinny być napisane pismem maszynowym, na pojedyńczych - 
arkuszach formatu A4, jednostronnie, z interlinią (co drugi wiersz), z mar*/ 
ginesem 3 cm z lewej strony. Stronice , numerowane. Artykuły należy x 
nadsyłać w dwóch egzemplarzach.

2. Wzory i oznaczenia należy wpisywać ręcznie, czytelnie, używając jedynie 
liter łacińskich i greckich. Wskaźniki niżej liter i wykładniki potęg pisać 
należy szczególnie dokładnie i wyraźnie.

3. Rysunki, wykresy i fotografie należy wykonywać na ‘ oddzielnych arku- 
szach z podaniem kolejnych numerów rysunków. W tekście i na margi­
nesie, obok właściwego tekstu, należy podać jedynie odnośny numer 
rysunku. Ostateczne wykonanie rysunków obowiązuje Redakcję.

4. Każda praca powinna być zaopatrzona v krótkie streszczenie (analizę) 
w języku polskim do 25 wierszy maszynopisu oraz obszerniejsze stresz­
czenia (do 20% objętości artykułu) w języku rosyjskim oraz angielskim, 
lub francuskim. W razie niemożności nadesłania streszczenia w języku 
obcym autor dostarcza obszerniejsze streszczenie w języku polskim w trzech 
egż. z jednoczesnym wpisaniem terminologii w języku rosyjskim oraz an­
gielskim lub francuskim.

' 5. Każda praca napisana w języku bbcym powinna być zaopatrzona 
w obszerne streszczenie w' ją?yku polskim a także streszczenia w innych 
językach. '

6. ■ Wszystkie rysunki, wykresy i fotografie należy nazywać w tekście rysun­
kami' (skrót:, rys.) i nie używać określeń jak figura, Szkic, fotografia. 
U samego dołu rysunku (a . przy fotografiach — na odwrocie) należy 
wpisać czytelnie numer rysunku, napis pod rysunkiem, tytuł pracy lub ■ 
nazwisko autora. .

7. Wszystkie tablice'(unikać zbyt .dużych) podobnie jak rysunki należy wyko­
ny wać‘na oddzielnych arkuszach i numerować kolejno . liczbami arabskimi. 
U góry każdej tablicy podać tytuł (napis), objaśniający.

8. Po zakończeniu artykułu należy podać wykaz literatury, wymieniając 
w następującej kolejności: nazwisko autora i pierwsze litery imion, pełny 
tytuł dzieła lub artykułu, tytuł czasopisma, tom lub numer zeszytu, rok 
i miejsce wydania oraz ewentualnie numer strony. Pozycje powinny być -. 
ponumerowane w kolejności alfabetycznej autorów; w tekście — powo­
łania' na numer pozycji w nawiasie kwadratowym, np. [3]. Ą-

Uwaga: Autora obowiązuje korekta .autorska, którą należy zwracać w ciągu 
3 dni pod adresem:-Redakcja „Archiwum Elektrotechniki", Warszawa, Poli­
technika, Gmach Elektrotechniki, Zakład Elektroniki PAN. '
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