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Andrzej UBYSZ*

ODKSZTALCENIA PLASTYCZNE
I SAMONAPREZENIA W ZELBETOWYCH
KONSTRUKCJACH PRETOWYCH

Monografia jest rozwinigciem prac Profesera Augustyna Borcza, prezentujacych oryginalny model be-
tonu i teori¢ konstrukcji zelbetowych w pierwszej i drugiej fazie pracy. Opieraja sig one na zalozeniu, Ze
praca konstrukcji przy powtarzalnych obciazeniach jest sprezysta, a odksztatcenia w betonie sa suma de-
formacji sprezystych 1 plastycznych.

Poszczegdlne rozdzialy zawieraja przeglad modeli betonu i pokazuja, jak model Borcza miesci sig
w szeroko pojetej przestrzeni istniejacych koncepcji oraz charakterystyke morfologii rys w betonie.

Rozdzialy 4 i 5 zawieraja najwazniejsze wyniki badan i metody ich analizy z ponad dziesigcioletniej
pracy autora nad badaniem modeli laboratoryjnych i numerycznych. Takze autorskim wktadem do tych
rozdziatéw jest opracownie metody badan modelowych i obliczen zelbetowych konstrukcji pretowych,
ktora umozliwia modelowanie efektow zwigzanych z zarysowananiem i trwatymi odksztatceniami w be-
tonie w sposob dyskretny. Kolejnym oryginalnym wktadem do pracy sa rezultaty whasnych badan doswiad-
czalnych, na podstawie ktorych zaréwno weryfikowano teori¢ Borcza, jak i wyznaczono wartosci para-
metrow doé$wiadczalnych, umozliwiajacych efektywne wykorzystanie opracowanej metody obliczeniowej.
Na podstawie wynikow do$wiadczen — popartych wynikami innych autoréw — w pracy ustosunkowano
sie gtownie do fragmentu teorii Borcza, ktora zawiera opis powstawania wymuszonych deformacji pla-
stycznych i sprezystych (samonaprezen) w przekroju.

Ponadto przedstawiono zalozenia i wyniki wlasnych badan numerycznych, w ktérych postugiwano
sie modelem kontynualnym opartym na modelu Miera, Wechsego i Eligehausena, ktore autor opracowat
w ramach wspotpracy z Katedra Wytrzymatosci Materiatow w TU Stuttgart. Ten fragment pracy ma na
celu pokazanie réznic zarowno w zalozeniach, jak i w metodologii badan numerycznych i laboratoryj-
nych przy ciagtym i dyskretnym modelowaniu konstrukcji pretowych. Autorskim elementem pracy s row-
niez przyktady analiz numerycznych za pomoca zweryfikowanej do$wiadczalnie teorii Borcza i opraco-
wanej metody.

"Instytut Budownictwa Politechniki Wroctawskiej, Zaktad Konstrukcji Betonowych, 50-370 Wroctaw,
Wybrzeze Wyspianskiego 27.



W pracy przyjeto sposob obliczania zarysowanych konstrukeji Zzelbetowych w klasie funkcji uogol-
nionych. Wprowadzone funkcje dystrybucyjne opisuja w sposob dyskretny wszystkie efekty zwiazane z
zarysowaniem i deformacjami niesprezystymi.

Praca ma na celu uzupetnienie cyklu prac dotyczacych metod badawczych zarysowanych, zelbetowych
konstrukcji pretowych. Zastosowana metoda analiz jest jednak poprawna takze przy analizie dowolnych
konstrukcji pretowych z lokalnymi nieciagtosciami (np. defektami) i moze by¢ bezposrednio do takich

zadan wykorzystywana.

1. Wprowadzenie

1.1. Uwagi wstepne

Realizowane z koncem lat pig¢dziesiatych przez Augustyna Borcza badania ptyt zel-
betowych umozliwity zebranie zatozen do teorii tych konstrukcji pracujacych w II fa-
zie. Kolejne lata przyniosty ponad 20 badawczych i teoretycznych prac doktorskich, a
takze monografii opracowanych pod Jego kierunkiem. Kazda byta przyczynkiem do te-
oril przedstawionej w 1986 r., ktorej najbardziej oryginalnym clementem byt opis de-
formacji zelbetowych konstrukcji ulegajacych zarysowaniu. Teoria ta zwraca uwage mig-
dzy innymi na samonapre¢zenia wywotane niespr¢zystymi deformacjami betonu, na spre-
zysty charakter pracy konstrukcji przy obciazeniach wiclokrotnych, ale wprowadza row-
niez oryginalny model matematyczny do opisu zelbetowych belek, tarcz, ptyt i powtok.
Tak sformutowana teoria byta polemiczna z obowiazujaca od 1984 r. Polska Norma doty-
czaca projektowania konstrukcji betonowych, zelbetowych i spr¢zonych PN-84/B-03264
[192] oraz do zwiazanych tematycznie rozdziatow projektu normy PN-Pr/B-03264 [193]
1 Eurokodu 2 [57].

Teoria opracowana przez Borcza [25, 26] — mimo Ze zostata opublikowana jako zam-
knigta calo$¢ — pozostawita niektore zagadnienia dotyczace eksperymentu na etapie ba-
dan wstgpnych. Zainicjowany przez Profesora program badan, wykonywany w kiero-
wanym przez siebie zespole, nie doczekal si¢ peinej realizacji. Pozostawione notatki
nie daja petnego wgladu w calo$¢ zamierzenia. Jednak otrzymane — czg$ciowo po Jego
$mierci — wyniki z realizowanych programéw badawczych potwierdzaja wiele oczeki-
wan oraz nakazuja raz jeszcze powrdci¢ do wspomnianej teorii 1 uzupetnic ja, uwzgle-
dniajac obecny poziom wiedzy.

Ninicjsza praca przedstawia zalozenia i matematyczny model belki zelbetowej Bor-
cza uzupetnione o wyniki badan do§wiadczalnych Tomczaka, Eissay 1 badania wlasne.
W ramach badan wtasnych wykonano ponadto obliczenia oparte na modelach nume-
rycznych, ktore stanowily przygotowanie do eksperymentalnej czg$ci zagadnienia. Prze-
glad bibliograficzny stanowi wprowadzenie do sformutowania zwiazkow konstytutyw-
nych dla modelu dyskretnego oraz do matematycznego modelowania zadan technicz-



nych (takze z efektami dyskretnymi), jak na przyktad réwnanie osi ugigtej clementu pre-
towego. Obejmuje on takze studium modeli betonu, stali 1 wspolpracy miedzy nimi w
roznych fazach wytgzenia materiatu. Przedstawienie fizykochemicznego modelu beto-
nu jest proba interpretacji niektorych wynikoéw badan mechanicznych betonu na pod-
stawie wybranych wiadomosci o strukturze betonu. Wykorzystano natomiast obszernicj
monografic Godyckiego-Cwirko [68] w rozdziale 2 oraz Borcza [26] w wybranych podro-
zdziatach. W monografii przedstawiono zarowno wyniki badan doswiadczalnych, jak
1 przyktady rozwiazan numerycznych tego zagadnienia. Szczegdlng uwage zwrdocona na:

* badania zakresu liniowosci betonu w zwiazku konstytutywnym dla betonu,

» rozktad napre¢zen przy wielokrotnych cyklach obcigzania 1 odciazania,

» cfekt samonaprgzen w konstrukcji zelbetowej i czeSciowo sprezonej,

* sztywno$¢ konstrukcji w roznych fazach jej pracy,

a takze traktowane uzupetniajaco:

* zagadnienia zwigzane z efektywnym numerycznym modelowaniem konstrukeji;

* uzytkowe zastosowanie otrzymanych wynikow do aktéw normatywnych i projek-
towania.

Czgs$¢ doswiadcezalna oprocz rozstrzygnigé merytorycznych wymagata tutaj szcze-
gotowych rozwiazan dotyczacych przygotowania stanowisk do badania elementow prob-
nych w skali naturalnej, elementéw sprgzonych 1 elementéw rozciaganych (m.in. przy
cyklicznym wymuszaniu przemieszczen w badanych elementach, przy dopracowaniu
technik pomiarowych), a takze sposobu przygotowania elementow probnych, ustalenia
metod realizacji pomiarow oraz opracowania i analizy wynikow.

1.2. Charakterystyka zagadnienia

W konstrukcjach zelbetowych oblicza sig sity wewngtrzne wedtug klasycznej teorii
sprezystosci, natomiast przy wymiarowaniu przekroju wykorzystuje si¢ metodg stanow
granicznych. Jest to wewngtrzna sprzecznosc, z powodu ktérej zaprojektowana konstruk-
cja mnicj Jub bardziej odbiega od optymalnych przekrojow.

Doktadne poznanic zjawisk towarzyszacych deformacjom i redystrybucji sit wewng-
trznych w konstrukcji pozwala na:

« cfektywnicjsze wykorzystanie materiatéw konstrukcyjnych,

+ doktadniejsze okreslenie granicy bezpieczenstwa przy obciazeniach wyjatkowych
(przeciazenie w przypadku awarii, nieprzewidziane szkody gornicze, huragan itd.).

Doswiadczenia nawiazuja do badan modelowych prowadzonych przez inne osrodki
zagraniczne opracowujace europejska normg dotyczaca projektowania konstrukeji be-
tonowych, zelbetowych 1 spr¢zonych (gtéwnie prowadzonych przez Lehrstuhl fir We-
rkstoffe im Bauwesen der Universitdt Stuttgart pod kierunkiem prof. R. Eligehausena).
Obliczenia wykonywane zaréwno na modelach nieliniowych, jak 1 spr¢zysto-plastycz-
nych pokazuja ponadto, w jaki sposéb zbrojenie konstrukcji wptywa na jej pracg. Nie-
ktorych z oczekiwanych i potwierdzonych empirycznie efektoéw, a takze wynikajacych
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z nich skutkéw nie uwzgledniaja aktualnie obowiazujace normy projektowania tych kon-
strukcji (m.in. PN-86/B-03264 i Eurocode 2). Dostgpne dzisiaj metody wykonywania
obliczen statycznych i wymiarowania umozliwiaja natomiast uwzglednienie w pracy
konstrukcji nieliniowych modeli materialowych (betonu 1 stali), ich wspotpracy czy sa-
monaprgzen.

Eksperyment dotyczy pracy konstrukcji obcigzonej cyklicznie w przedziale przed-
i ponadkrytycznym, a szczegétowe badania okreslaja:

* napre¢zenia pozostajace w zbrojeniu po odciazeniu,

e przegrupowania sit wewngtrznych w konstrukcji,

* przegrupowania sit wewngtrznych w konstrukcji,

- zmiany sztywnosci w procesie cyklicznie narastajacych obciazen w zaleznosci od
cech materiatu i efektow spowodowanych zarysowaniem i reologia betonu.

[stota badan jest wyznaczenie parametrow opisujacych deformacje i samonapregze-
nia, a takze redystrybucje sit wewngtrznych w konstrukcji. Badania maja na celu wery-
fikacje przyjetego modelu obliczeniowego, a w szczegdlnosci:

« do$wiadczalne uscislenie parametrow przyjetych do obliczen,

« okreslenie wptywu samonaprgzen na wytgzenie konstrukeji,

« okreslenie granic redystrybucji sit wewngtrznych w konstrukcjach statycznie nie-
wyznaczalnych.

1.3. Zalozenia

Poniewaz w niniejszej pracy podstawa sformutowania badan na modelach numerycz-
nych i realizacji eksperymentu jest weryfikacja zatozen przedstawionych przez Borcza
[26], dlatego zamieszczono je w czgsci wstgpne;j:

« W obecnym etapie rozwoju teorii konstrukcji betonowych nie wystarcza zatoze-
nie liniowego jednorodnego modelu betonu. Nalezy uwzgle¢dniac rysy w strefie rozcia-
ganej betonu, przy czym nie mozna pomina¢ efektow pochodzacych z jego cech nie-
sprezystych.

 Przyjeto model betonu odpowiadajacy odksztatceniu podczas wielokrotnych ob-
ciazen. Z dobrym przyblizeniem mozna wowczas przyja¢ model jak dla materiatu spre-
zystego, na ktory naktadaja si¢ odksztatcenia niesprgzyste. Deformacje catkowite sa suma
deformacji sprgzystych i plastycznych.

« Wspotczynniki sprezystosci zaleza od wieku betonu, nie zaleza natomiast od ob-
ciazenia. Zatozenie to, chociaz przyblizone, oddaje jednak charakter deformacji pod-
czas obciazen wielokrotnych.

* Niesprgzyste deformacje betonu zalezg nieliniowo od wielkosci obciazenia. Celo-
we jest opisanie cech niesprgzystych za pomoca wspotczynnika petzania, ktory mozna
oblicza¢ na podstawie danych dotyczacych reologii betonu lub wyznacza¢ doswiad-
czalnie.



* Nieliniowe, niespr¢zyste odksztatcenia betonu nie spetniajg warunku spdjnosci, wy-
muszaja wigc powstanie samonaprezen. Pochodza one od nieliniowych deformacji nie-
sprezystych spowodowanych obcigzeniem, ale réwniez skurczem betonu, deformacja-
mi wilgotno$ciowymi i temperaturowymi. Naprgzenia pochodzace od obciazen sumuja
sie z samonaprg¢zeniami. Samonaprgzenia stanowig uktad sit samozrownowazony i po-
zostaja, gdy zdejmuje si¢ obciazenie zewngtrzne.

 Niespregzyste cechy betonu zbrojonego sa afiniczne do cech betonu niezbrojone-
go. Cechy betonu przewazajg w elementach konstrukcyjnych zbrojonych.

» Rysy w strefie rozcigganej elementow zelbetowych zmieniajg sztywno$¢ konstruk-
cji. Efekty pochodzace od zarysowania sa w modelu matematycznym opisane w sposob
dyskretny, z uwzglednieniem kazdej rysy za pomoca rachunku dystrybucyjnego.

e Model obliczania deformacji konstrukcji zelbetowych mozna okreéli¢ jako niejed-
norodny, sprezysto-plastyczny. Opis uwzglgdnia wszystkie stany deformacji konstruk-
cji pod obciazeniem wraz ze stanem krytycznym i nast¢pujacym po nim stanem pokry-
tycznym.

W czeséci doswiadczalnej pominigto analiz¢ podobienstwa modelowego, co uzasa-
dniaja wymiary elementow probnych.



2. Wybrane zagadnienia dotyczace modelu
betonu i betonu zbrojonego.
Wiasciwosci mechaniczne betonu

Modele konstrukeji betonowej lub Zelbetowej sa sformutowaniem ogolnych relacji,
ktore moga by¢ wykorzystywane zarowno do prac badawczych, jak i do projektowania.
Mozna zatem mowic o:

« modelach materiatu (betonu i stali),

» modelach wspotpracy elementéw konstrukcyjnych (np. betonu i stali, elementow
konstrukcji zespolonych, wzmocnien),

* modelach konstrukcji (zastgpcza geometria uktadu),

= modelach obcigzenia (zastgpczy schemat statyczny).

W mechanice najczgsciej przez model betonu rozumie sig:

+ zwiazek konstytutywny, pokazujacy relacj¢ migdzy tensorami odksztatcen i napre-
zen z ewentualnym uwzglednieniem warunkow srodowiska zewngtrznego (wilgotnosé,
temperatura),

 prawo pg¢kania betonu zdefiniowane w przestrzeni odksztatcen lub naprezen.

Na tej podstawie mozna okresli¢ wiasciwosci mechaniczne betonu, na przyktad pa-
rametry fizyczne i reologiczne potrzebne do formulowania zaleznosci miezbgdnych do
projektowania konstrukcji betonowych, zelbetowych 1 spr¢zonych.

W niniejszym opracowaniu pomini¢to przeglad literatury, ograniczajac si¢ do tych
teoril 1 badan, ktore stuza do opisu spr¢zystych cech betonu i efektu naprezen rezydual-
nych w betonie podczas wiclokrotnych cykli obciazen i odciazen konstrukcji'.

2.1. Modele konstytutywne

Sformutowanie réwnan konstytutywnych mozna oprze¢ na wlasciwosciach eclemen-
tarnych czasteczek sktadowych. Jest to mozliwe na przyktad na gruncie mechaniki sta-

' "W kolejnych podrozdziatach oparto si¢ na opracowaniach Chena [38], Bazanta [10]. Godyckiego
-Cwirko [68-72], Borcza [17-33], Dyducha [48-52], Biliszczuka [13-16], Derskiego [42] i Wojewodz-
kiego [245].



tystycznej zajmujacej si¢ stanami nieustalonymi. Jednak — jak dotychczas — nie sfor-
mutowano takiego modelu teoretycznego. Innym podej$ciem do zagadnienia rownan kon-
stytutywnych jest otrzymanie fizycznych zalezno$ci na drodze do$wiadczalnej. Takze
1 w tej pracy oparto si¢ glownie na relacjach empirycznych, nadajac im jednak — w kon-
tek$cie przedstawionych uprzednio wiasciwosci fizykochemicznych betonu — w nie-
ktorych przypadkach odmienng interpretacjg. Jako ogélna zalezno$¢, spetniajaca zasa-
dg izotropii przestrzeni fizycznej, przyjgto relacjq migdzy tensorem napre¢zenia Cau-
chy’ego w ortotropowym uktfadzie wspoirzednych a tensorem matych odksztatcen?:

s=all+aze+a3e2 (2.1)

w ktorej: s — tensor naprgzenia,
e — tensor odksztatcenia,
a,=a;(tre, tr e, tred),
I — tensor jednostkowy
tre =g,
tr e’ = g€,
tre’ = £,£,8,.

W ogdélnym przypadku tensory te moga by¢ takze pochodna czasu. Wyrazona w ten
sposob zaleznos¢ tensora naprezenia od tensora odksztalcenia pozwolitaby opisac petle
histerezy rejestrowane przy krotkotrwatych cyklach obciazen betonodw niskiej i sredniej
wytrzymatosci, na co zwracajg uwagg m.in. Dyduch, Destrebecq 1 Szerszen [48-50].
Praktyczna interpretacja zostanie pokazana w dalszej czgséci rozdziatu. Model betonu
czgSciej opisuje sig za pomocg uproszczonych modeli konstytutywnych. Ze wzgledu na
program zrealizowanych badan doswiadczalnych, ktore zmierzaja do wydzielenia linio-
wych cech betonu w betonowym modelu i zelbetowej konstrukcji, skoncentrowano si¢
glownie na modelach sprezystych?. Najczesciej spotykane modele to liniowy model orto-
tropowy oraz modelc hiper- 1 hipospr¢zyste.

Liniowy model ortotropowy zaproponowany przez Nilsona [183] 1 Owena [186] za-
klada, ze w procesic rozciggania beton jest materialem ortotropowym, ktory wskutek
powstawania lokalnych nieciagtosci przyjmuje anizotropowe wlasciwosci. W uktadzie

ortonormalnym zalezno$¢ przyjmie postac
i — ikl
o’ =C¥%;,; (2.2)

gdzie: 6¥ — tensor naprezen,
g, — tensor odksztatcen,
CU¥ _ tensor sztywnosci.

> W przedstawianych w niniejszej pracy zapisach tensorowych obowiazuje umowa sumacyjna.

3 Pelnicjszy opis modeli konstytutywnych (m.in. powierzchnie plastyczne, modele plastyczne, modele
sprezysto- i sprezysto-plastyczno kruche, modele sprezysto-lepkoplastyczne, modelowanie pelzania i skur-
czu w betonie) znajdzie Czytelnik w [245].
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W bardziej ogolnej postaci model ortotropowy begdzie iloczynem skalarnym tenso-
row:

s=Ke (2.3)

Tensor sztywno$ci K, ktory dla materialu spr¢zystego nazywany jest tensorem sta-
tych sprezystych lub tensorem modutéw materiatu (uogoélnione prawo Hooke’a), tutaj
jest funkcja symetrycznego tensora dwuwalencyjnego, wyrazajacego efekty wynikaja-
ce z nieciaglosci (zarysowania). Model ten zaktada jednak, ze kierunki napregzen gtow-
nych nie ulegaja zmianie podczas obciazania, co stanowi kolejne przyblizenie.

Model betonu opisuje si¢ z reguty na podstawie liniowej formy réwnania (2.1):

s =[cy + A(tr e)]1 + 2ue (2.4)
lub
o/ =[cg + 2915, + 2ue’ (2.5)

gdzie: A, u— state Lamego, 5 — symbol Kroneckera.

W modelach konstytutywnych betonu stosuje si¢ czesto zatozenie, ze dla ¢ = 0
= &/ =0, skad wynika warto$¢ col = (. Zatozenie takie pomija histori¢ obciazenia
i dlatego w niniejszej pracy sugeruje sig, aby przyjmowac ¢{/ = cj(o max) jako funkcjg
uwzgledniajaca maksymalne przecigzenie materiatu.

Model hipersprgzysty opiera si¢ na I zasadzie termodynamiki, ktéra uzaleznia funk-
cje energii odksztalcenia na jednostkg masy od stanu napr¢zenia 1 predkosci odksztatcen:

ol
W, = ; (2.6)
gdzie:
dw
W,=—,
dt
el = dg”
dt

Réwnanie konstytutywne oparte na zaleznosci (2.4) wyraza si¢ jako zalezno$¢ po-
chodnych tensoréw naprgzen i odksztatcen:
dt  de;xde; o ot

(2.7)

gdzie: CUX — tensor sztywnosci
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Tensor CY*! jest wyrazany przez roznych autoréw jako funkcja zalezna od stanu od-
ksztatcenia. Niedogodnoscia tej funkcji w przypadku modelowania betonu jest zatoze-
nic odwracalnosci procesu odksztatcenia.

Model hiposprezysty zaktada, ze sktadowe predkosci napr¢zen sa funkcja sktado-
wych predkosci deformacji:

i = ikl
G.t C Ek/.z (2'8)

gdzie: C/¥ = Ci (g, g).

Zwiazki konstytutywne zostaty przyjete jak dla materiatu anizotropowego. Tensor
Ci¥ (0, €), wyrazajacy miedzy innymi wspotczynniki materialowe, ma rézne wartosci
przy obcigzaniu, przy odcigzaniu i przy cyklicznych obciazeniach.

W modelu hiposprezystym wspotczynniki sprezystosci zaleza od stanu naprezenia
1 odksztalcenia, a zmiany cech spr¢zystych maja opisac¢ niespr¢zyste deformacje w pierw-
szym przyrastajacym obcigzeniu. Doswiadczalnie stwierdza si¢ natomiast, ze cechy sprg-
zyste betonu nieznacznie si¢ zmieniaja w kolejnych cyklach odcigzenia i odksztatcenia.
Ponadto mimo ogolno$ci modelu betonu nie uwzglednia on jego cech reologicznych.

Uogolnieniem obserwacji dokonanych na elementach znajdujacych si¢ w prostych
(np. jednoosiowych) stanach napre¢zen sa hipotezy wytrzymato$ciowe, opisujace wytg-
zenie materialu w ztozonych stanach napr¢zenia i odksztatcenia. W przypadku betonu,
ktory jest materiatem o wlasciwo$ciach w znacznym stopniu niespr¢zystych 1 nielinio-
wych, sformulowanie takicj hipotezy jest zadaniem w zasadzie niejednoznacznym.

Trudno jest sformutowac hipotezg dajaca wzglednie dobra zgodnos¢ z dosSwiadcze-
nicm. Korzystajac z wlasnych doswiadczen Dabrowski, Stachurski i Zielinski [41] wska-
zuja na teorig Caquot—Mohra (rys. 2.1), ktora znajduje empiryczne potwierdzenie w za-

r ]
Cn
Rs
1 Ta [
]‘\ FAY
- f 17 +0 !_/ \
e 1@ T
Rozcigganie 2 Sciskanie A
v/
4
Rs
Rs

Rys. 2.1. Krzywa granicznych stanéw naprgzen przedstawionych na kole Mohra [41]
Fig. 2.1. A limited state function of stresses on Mohr’s circle [41]



12

kresie dwuosiowego stanu napre¢zenia. Teoria ta zaktada istnienienie krzywej granicz-
nej, bedacej obwiednig kot Mohra, opisujacych stan napre¢zen granicznych. Przebieg do-
$wiadczalnej krzywej granicznej opisuje parabola:

72 =0,536R s + 0,536R? (2.9)

gdzie: R, — wytrzymatos$¢ stupowa betonu na Sciskanie.

Obecnie opracowywane teorie coraz czgsciej odchodza od opisu-betonu za pomoca
lintowo-sprezystych zwiazkow konstytutywnych. Dazy si¢ do wprowadzania coraz bar-
dziej realistycznych modeli sprezysto-plastycznych. Zaproponowany przez Majewskiego
[162] model ,,podwdjnie nasadkowy” wykorzystuje hyposprezyste zwiazki konstytutyw-
ne oparte na modelu konstytutywnym Duncana—Changa [47]. Kryterium zniszczenia
okresla w przestrzeni napr¢zen powierzchnia graniczna opisana stozkowa powierzch-
nia Druckera—Pragera zamknigta powierzchniami kulistymi 1 elipsoidalnymi, styczny-
mi do powierzchni stozkowej (rys. 2.2).

-—i ﬁ\; q,\:I 1
3

Rys. 2.2. Powierzchnia plastyczno$ci betonu wedtug Majewskiego [161]
Fig. 2.2. Surface of plasticity of concrete according to Majewski [161]

Powierzchnia okreslajgca kryterium zniszczenia jest opisana jako suma trzech po-
wierzchni:

F=F, +F,+F, (2.10)

z ktérych pierwsza opisuje stozkowa powierzchni¢ Druckera—Pragera:



| =

1
Fy = {E[(O'[/-O'ij ~0;0; )]} +(ac7,i —ﬂ)Y(K) =0 (2.11)
gdzie:
g=Bm R 1 (2.11a)
R,+R. 3 o
R.R. 2

=—2r 2.11b
TR e

Y(x) we wzorze (2.11) wyraza funkcje wzmocnienia—ostabienia:
Y(k)=Cy + (1= C, \Cakd2 + C; Jelmciaxd2]) (2.11¢)

Parametr x charakteryzujacy odksztatcenia jest wyrazony za pomoca drugiego nie-
zmiennika dewiatora stanu odksztatcenia:

1
K:%{E[(eyey—eﬁgﬂ)]} (2.11d)

natomiast C; (i = 2, 3, 4) sa statymi materialowymi (ktorych wartosci i interpretacj¢ gra-
ficzng przedstawiono w pracy Majewskiego [162]):

C, — warto$¢ parametru k, dla ktorej konczy sig¢ faza wzmocnienia, zaczyna za$ faza

ostabienia materiatu,

(5 — potozenie powierzchni poczatku zniszczen strukturalnych materiatu,

C, — potozenie koncowej powierzchni ostabienia.

Zatozenie wystgpowania obciazen dlugotrwatych lub cyklicznych inspiruje jawne
wydzielenie trwatych odksztatcen lepkoplastycznych, uwzglednienie zmian cech wytrzy-
mato$ciowych betonu. Przy cyklicznie $ciskanych (ze stalq czgstotliwoscia 10 Hz) prob-
kach walcowych Dyduch, Destrebecq i Szerszen zwracaja uwage na wyroznienic w row-
naniu konstytutywnym odksztatcen chwilowych (sprezystych) i trwatych [48]:

c=E(e-¢€,) (2.12)

w g e

gdzie: o, € - chwilowe naprezenie 1 odksztatcenie w n-tym cyklu,
B, = odksztatcenie trwale (sposob obliczania por. np. w [48, 49]
E = (1- D(1)E, — modut odksztalcenia podtuznego,
D(t) — funkcja zniszczenia.
Funkcja zniszczenia D(f) wynika z kinetycznego rownania Rabotnowa, w ktoérym
wprowadzono zaleznos$¢ od czasu nie tylko dla predkodcei przyrostu uszkodzen, lecz takze
dla zmiennych w czasie naprezen cyklicznych:



D= [G( )) (1= D(1)™" (2.13)

Predkos¢ przyrostu odksztatcen trwatych opisano zmodyfikowanym réownanie Nor-
tona, wprowadzajac dodatkowo napr¢zenia wzglgdne zmienne w czasie:

. g ,
8/) = [7) (2.14)
F()=(1-D) o) (2.15)

Stad ostatecznie po scatkowaniu wzgledem czasu otrzymano funkcje¢ zniszczenia
w postaci:
el
r+l1

—k
D(t)=1—-| (1= D)™ —(r+1)(fi] At (2.16)

gdzie: D, — poczatkowe uszkodzenie materiatu,
k, r, A, B, m — stale wyznaczane analitycznie i doSwiadczalnie.

W doswiadczalnej czg$ci niniejszej pracy przyj¢to model betonu zaproponowany
przez Borcza [26]. Jest on linlowym modelem ortotropowym, uwzgledniajacym plastycz-
ne cechy betonu, wykorzystujacym zapis Nowackiego [185], w ktorym proponuje si¢
przestrzenne ujgeie problemu petzania. Model ten opiera si¢ na podstawowych relacjach
z teorli sprezystosci, wyrazonych za pomoca tensora kulistego 1 dewiatora oraz wspot-
czynnikow materiatowych — wspotczynnikow sprezystosci podtuznej, poprzecznej
1 wspotczynnika Poissona. Przyjmuje si¢ zatem:

0@=sr+s€j,
(2.17)
T _ T4 &F
gy rey
oraz
sT=32el
T —nyy ol
E E
gdzie: H= A=

21+v)" T 31-2v)



W rownaniach tych przyjmuje sig jednak, ze tensor napr¢zen 1 odksztatcen jest su-
perpozycja wartosci sprezystych i plastycznych:

e sumaryczny tensor napr¢zen sprezystych i rezydualnych:

T T T
011 O Oi3
T T T T
G =|031 O3 O3 (2.182)
. [e
T T T
031 O3 O3
e sumaryczny tensor kulisty naprgzen sprezystych i rezydualnych:
s 0 0 s 0 0
ST= 0 SE 0 [+]0 SR 0 (218b)
0 0o sfl o o sf
 dewiator naprgzen:
E_E E E R R R R
O =S o2 013 Oy =S5 012 O3
T E E _ E E R R R R
S; =| Oz Op»—S Oy |T| On Oy =9 023 (2.18¢)
E E E _ E R R R
O3 O3 033 =S 03 032 O33 =S
« sumaryczny tensor odksztatcen spr¢zystych i rezydualnych:
LT
&1 &2 &3
T _| T LT

[32)
w
wm
e

™
)
<@

4 0 (2.19b)
0 R
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» sumaryczny dewiator:

I L E E R R R R
& —e € €3 &€, —e¢ € €13
T E £ B E R R R R
e; = &z €p—e €3 o €g €y —¢ €33 (2.19¢)
E E E R R R R
€3 €3 €53 —¢ &3 €3 €33 ¢

Rownania (2.18b), (2.18c¢), (2.19b) 1 (2.19¢) w zapisie tensorowym przyjmuja postac:

sT=sF+sR el=el + eR, (2.20)
T _F L R T _oE 4 R ~
Sp=Sp TSy ey= ey tey (2.21)

Forma ta, jak wspomniano, opiera si¢ na lintowym modclu ortotropowym, lecz wy-
roznia ja wydziclenie w rownaniu konstytutywnym tensoréw opisujacych sprezyste ce-
chy betonu, na ktére naktadaja si¢ deformacje trwate. Tak przedstawiony zwiazck kon-
stytutywny jest dobrg aproksymacja wielokrotnego obciazenia i odcigzenia konstrukcji.

W dalszej czgSci pracy zostanie przedstawione obszerniej zastosowanie sprezysto-
plastycznego modelu betonu Borceza, ktory migdzy innymi zaktada wystgpowanie sa-
monaprgzen w zginanym przekroju betonowym 1 zelbetowym oraz w sposoéb oryginal-
ny interpretuje nieliniowy charakter napr¢zen na wysokosci przekroju. Niektore z para-
metrow opisujacych sprezyste 1 plastyczne cechy betonu opieraja si¢ na danych do$wiad-
czalnych. Okreslenie ich nie wymaga jednak analizy przyczyn odksztatcen plastycznych.
Mozna tez wykorzystywac istnicjace wyniki badan, opierajac si¢ na przyktad na teorii
lintlowego pelzania betonu. Wicle z tych prac realizowane bylo jednak jako zadanic jed-
nowymiarowe, co mogto powodowac niedoktadnosci w stosunku do ogdlnego stanu na-
prezen 1 odksztateen.

Opisywanie modelu betonu za pomocy globalnych wspotczynnikdéw opisujacych cfek-
ty sprezyste i plastyczne w betonie pozwala lepiej opisaé rzeczywisty stan badanego
clementu. Otrzymane wyniki nalezy jednak traktowac jako superpozycje wielu czynni-
kow, ktorych indywidualny wplyw jest trudny do przesledzenia. Wartosciowym clemen-
tem tego modelu jest mozliwos¢ opisania historii obciazenia. Ma to znaczenie praktyczne
do badania zachowania si¢ konstrukeji pod obciazeniami uzytkowymi.

2.2. DoSwiadczalna zaleznos$¢ naprezenie—odksztalcenie?

Podstawowa zaleznoscia wykorzystywana do doswiadczalnego opisu wlasciwosci be-
tonu jest funkcja ,naprezenie—odksztatcenie”. Do opisu zachowan reologicznych beto-
nu czgsto wzbogaca si¢ ja o parametr czasu. Z zaleznosci tej wynikaja najistotnicjsze

“Rozdzialy 2.2'1 2.3 opracowano na podstawie [68].
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parametry fizyczne 1 rcologiczne, umozliwiajace opisanic i przewidywanie wlasciwo-
sci konstrukeji, takich jak: wytrzymalos¢, sprezystosé, deformacje dorazne sprezyste i
trwale. deformacje reologiczne. Parametry tc — ujgte w Sciste lub czgsciej w przyblizo-
ne zaleznoscl — majq zastosowania praktyczne, najezgsciej projektowe.

Jednokierunkowy stan naprezen jest pojeciem umownym. Trojwymiarowy przebicg
zjawiska wynika bowiem z budowy sieci krystalicznej. Przez wspomniany stan napre-
zen bedzie rozumiana proba wytrzymatoSciowa, podezas ktorej deformacje beda wy-
muszane w jednym, okreslonym kierunku oraz podczas ktorej wartoSci fizyczne mic-
rzone w jednym kierunku znacznie odbicgaja od warto$ci micerzonych w dwoch pozo-
statych kierunkach glownych.

Zaleznoscia, ktora przez wicle lat okreslata tendencje norm projektowych, jest para-
bola madrycka:

, 1{ ¢
& = BBl 1—=| == (2.22)
D 8[\’

Zalcznosc tg ustalono na podstawic wynikow badan doswiadczalnych dla proby de-
biutanckicj przy narastajacym obciazeniu. Parabola madrycka nic pokazuje zaleznosci
podczas odciazania probki, jak rowniez pomija cfekty reologiczne. Pewna jej modyfi-
kacja byly przyjete za Hognestadem [94] w ACI 1 Riischem [204] w DIN (rys. 2.3) pa-

2 o4

Re

£

——

£ =2Qc : Ebg Ey =3,89/00

b)

£R =29l00 £u=3,5%o

Rys. 2.3. Zalezno$¢ o-¢ wedlug [68] a) Hognestada (ACI) 1 b) Riischa (DIN)
Fig. 2.3. Relationship o€ according to [68] a) Hognestad and b) Riisch (DIN)



18

rabole, ktorych cecha charakterystyczna byto wprowadzenie dla wszystkich klas beto-
now granicznych wartosci tej paraboli:
a) dla Hognestada

0=0-¢=0%

o=R, €= 0,2%

(2.23)

b) dla Riischa

c=0—¢g=0% (224

G=R =DE.= 0,2%

gdzie €, jest odksztatceniem, przy ktorym probka jednokierunkowo sciskana osiaga war-
to$¢ graniczna R..

Graniczne warto$ci wytrzymatosci betonu oraz zalezno$¢ o—¢ ulegng zmianie, gdy
wymuszanie odksztalecen (obciazen) bgdzie miato charakter cykliczny. ZmiennoS¢ wy-
trzymatosci obliczeniowej w zaleznosci od amplitudy zmian naprgzen Oy,,x — Oy PO-
kazali miedzy innymi Dabrowski, Stachurski i Zielinski [41]. Wyniki tych badan okre-
$lajacych wytrzymalo$¢ zmgczeniowa betonu pokazuje rys. 2.4.

b Seiskanie
RS
09 R, o
é )
SN
065Rs < s
< SIS
c :b,_)
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3
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iy 05 10 6/Rs
Rr
y Rozciaganie

Rys. 2.4. Do$wiadczalne okreslenie wytrzymatosci zmgczeniowej betonu [41]
Fig. 2.4. Experimental definition of fatigue strength of concrete [41]

Elwi i Murraya [56] uogolnili krzywa jednoosiowego Sciskania Saenza. Przedstawia
ja migdzy innymi Grabiec [79] jako funkcj¢ zalezna od poczatkowego wspotczynnika
sprezystosci i niektorych granicznych wartosci jednoosiowego naprezenia 1 odksztaice-
nia, na przypadek $ciskania 1 rozciagania.
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2.25)

gdzie: g, €. — odksztalcenia przy $ciskaniu granicznym i odpowiadajace maksymal-

nemu napr¢zeniu.
Badania obciazen cyklicznych realizowane migdzy innymi przez Kmite, Biliszczu-
ka, Maliszkiewicza [115, 116], Dyducha, Destrbecq’a i Szerszen [48-51] pokazaly te
zaleznos¢ dla betonéw po 10 tygodniach 1 31 miesiacach dojrzewania (rys.2.5a) a takze
roznice w opisie zachowania si¢ betonu poddanego zmeczeniu pod cyklicznym osio-
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Rys. 2.5. a) Wykresy o—¢€ przy powtarzalnym obciazeniu $ciskajacym probek betonu
po #; = 10 tygodni i 7, = 31 miesigcy [113]; b) zmiany modutu odksztalcen
i odksztatcen trwatych wraz z postgpujaca liczba cykli obciazenia [48]

01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
wsp.Cyklu nvNr
— (1) Smax=0.69 ~ =~ (2)Smax=0.75 — - (3) Smax=0.775
~—— (4) Smax=0.7T8 ---- (5) Smax<0.80

Fig. 2.5. a) Plots o€ under repeatable compressive loading samples of concrete after 10 weeks
and 31 months; b) changes of elastic and plastic strains at repeatable loading (48]
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wym $ciskaniem. Doswiadczenie wykazalo, Ze na obciazenia zmeczeniowe bardzic)
wrazliwe sa betony miode oraz ze w miarg wzrostu liczby cyklow obciazen N narastaja
odksztatcenia nicodwracalne €,. Charakter wykresu zmienia si¢ z wypukiego wzglgdem
osi € na prosty. a ostatecznic na wklgsty. Wystepowanie tej wklgstosci rownoczesnie
z narastaniem €, oraz wzrastaniem odksztatcen sprezystych potwierdzajacych redukejg
E, $wiadczy o zblizaniu si¢ do granicy wytrzymalosci zmgezeniowej. Autorzy wyra-
7nic jednak tutaj podkre$laja, aby nie interpretowac jednoznacznie wzrostu g, jako efcktu
reologicznego.

Dyduch wyrédznia sktadnik opisujacy lepkosprezyste zachowanic sig betonu, wpro-
wadzajac zmodyfikowane rownanie Nortona, w ktorym dla obciazen oligocyklicznych
cfektywne napr¢zenia &(r) zmienia si¢ z postgpujacym uszkodzeniem materiatu (por.
rown. (2.12)—(2.16). W tym modelu uzalezniono rowniez modut odksztatcenia podtuz-
nego E od funkeji uszkodzen, ktorej predkos¢ opisano réwnaniem Rabotnowa (por. rown.
(2.13)1(2.16)):

E=(1-D())E, (2.206)

Zmiany modutu odksztatcen wraz z postepujaca liczba cykli obciazenia dla probek
obciazonych réznym poziomem naprgzen S O,nax!f. Oraz zmiang w czasie odksztal-
cen trwatych przedstawia rys. 2.5b.

W przypadku obciazen cyklicznych nalezy zwrdci¢ uwage na dwa wazne zjawiska
obserwowane réwnicz przez cytowanych autorow. Pierwsze z nich to stabilizacja od-
ksztatcen trwatych przy wiclokrotnym obciazaniu 1 odciazaniu. Drugie dotyczy cyklicz-
nych obcigzen, gdy poziom napr¢zen maksymalnych przekracza wytrzymatos¢ zmeceze-
niowa betonu. W tym przypadku odksztalcenia trwate nic maleja, lecz po okreslone;j
liczbie cykli prowadza do zniszczenia materiatu.

W przypadku rozciagania wytrzymatos$¢ betonu zalezy w znacznym stopniu od sif
kohezji pomig¢dzy spoiwem a kruszywem. Obserwuje si¢ tutaj znacznic wigkszy roz-
rzut wynikow bedacy rezultatem zaréwno mechanizmu zniszczenia, jak 1 metody po-
miarowej. Z samej struktury betonu wynika niemoznos¢ zrealizowania idealnego osio-
wego badania wytrzymatosciowego, jednak w przypadku rozciagania, gdzie wyniki za-
leza gtownie od sit kohezji, kazdy defekt (nieciagtos¢) w przekroju powoduje widocz-
na nierownomierno$¢ procesu®.

Jedna z cz¢$cicej stosowanych metod jest bezposrednie rozcigganic probek mocowa-
nych w prasic za pomoca szcezek lub klejonych zywicami epoksydowymi® (rys. 2.6).

Wykorzystywane w praktyce zalezno$ci umozliwiajg posrednie okreslenie wytrzy-
malo$ci na rozcigganie. Stosuje si¢ tutaj tak zwana mctodg brazylijska, polegajaca na
rozlupywaniu walcow (kostek) lub empiryczne zalezno$ci migdzy wytrzymatoscia probki
na klasyczne $ciskanic osiowe a wytrzymato$cia na rozciaganic:

max

> W rozdziale 4 pokazano inne zaleznosci o—¢€ na przykladzie wynikow badan whasnych.

*Ta metoda stosowana jest rownicz przez autora.
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Rys. 2.6. Metody osiowego rozciagania probek betonowych [68]
Fig. 2.6. The methods of axial tension of concrete samples [68]

R, =041 (R,5)"? = 0,232 (R,)!" (2.28)

Podobnic mozna wyrazi¢ zaleznos¢ migdzy wytrzymato$cia probki na $ciskanic osio-
we a wytrzymaloscia na rozciaganie przy zginaniu:

R,=0,79 (Ry)"? = 0,464 (Ry,)""? (2.29)

Nowym jako$ciowo podej$ciem byto wprowadzenic wielokierunkowego stanu na-
prezen. Kupfer [148] w probie $ciskania dwukierunkowego (kostki 20x20x5 c¢m) do-
swiadczalnic ustalit zalezno$¢ granicznych napr¢zen gtdéwnych za pomoca rownania cli-
psy (2.30) 1 paraboli (2.31) (rys. 2.7). Otrzymane warto$ci przedstawiono analitycznic
1 graficznie jako wzgledne wartosci bezwymiarowe w odniesicniu do wytrzymatosci przy
sciskaniu jednokierunkowym.

] _.1,26ﬁ03 4 G2 =1 =10 (2.30)
R_\' R.\' R.\' R.\’
G192 19145659220 (2.31)
R R,

BY S S By
Praktyczne zastosowanic w badaniach laboratoryjnych (przy okreslaniu wytrzyma-
tosci na rozcigganie metoda brazylijska) ma szczegolny przypadcek tej proby, uzaleznia-
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Rys. 2.7. Wytrzymalo$¢ betonu w plaskim stanie naprezenia [68, 148]
Fig. 2.7. Strength of concrete in two-dimensional state of stresses

jacy wzajemny stan napr¢zen o, > 01 0, < 0. Wyniki otrzymane przez Smitha [212],
potwierdzone w Polsce przez Krzysztofiaka [122], wskazuja na zalezno$¢ (2.32):

2 2
%1 %2 (2.32)
R> R?

Dla poréwnania Kupfer [64] (rys. 2.8) aproksymowat wyniki swoich badan pokazu-
jacych zalezno$¢ migdzy napre¢zeniami rozeiagajacymi w dwoch kierunkach gtownych
parabola trzecicgo stopnia:

3
[ﬁj R N P (2.33)

Badania zaleznosci 0,-¢; w trjosiowym stanie naprezen realizowali m.in. Schickert
i Winkler [211]. Ustalili oni zalezno$ci mi¢dzy napr¢zeniami a odksztalceniami w kie-
runkach glownych. Okreslali wstgpny, hydrostatyczny stan naprezen oraz tak zwane
$ciezki obciazen, ustalajace priorytet obciazen w kierunkach gtéwnych. Przyktadowe
wyniki przy przyroscie naprezen Sciskajacych Ao irozciagajacych Ao, = Aoy =—0,5A0,
pokazano na rys. 2.9.
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Rys. 2.8. Krzywa napr¢zen granicznych w obszarze $ciskanic-rozciagganie [68. 148]
Fig. 2.8. The function of limiting stresses in the domain compression-tension
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Rys. 2.9. Zalezno$¢ naprezenia o) od odksztatcenh w kierunkach glownych (por. rys. 2, 24, 25)
Fig. 2.9. Relationship o€ in principal directions (see figs. 2, 24, 25)

Zwraca uwage poziom naprgzen, przy ktéorym nastgpuje nieciagtosc pierwszej po-
chodnej funkcji naprezen po odksztatceniach w kierunkach rozciagania

lim 0, < lim 0}, (i=23) (2.34)

EDE EDE iy,

. do
gdzie: O'I,E’=d—8].
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Mozna to wyjasni¢ warto$cig energii, dla ktorej nastgpuje zniszczenie duzej ilosci
wigzan wewnatrzczasteczkowych, a pozostale daja zwigkszenie wspotczynnika sprezy-
stosci materialu w okreslonym kierunku.

2.3. Inne doswiadczalne zaleznoSci fizyczne
dla probek betonowych

W kolejnych latach nastapit rozwoj wiedzy o betonie 1 sformulowano inne zalezno-
$ci. Wybrano te z nich, ktore pozwalaja zinterpretowad nicktore wyniki otrzymywanc
przcz autora w badaniach wtasnych.

o Zmiana objetosci probki pod narastajqcvi oociqzeniem. Zaleznos¢ dla probki sci-
skanej jednoosiowo podana przez Brandtzacga [34, 68] (rys. 2.10) oraz poddanej dwu-
kierunkowemu $ciskaniu w plaskim stanic naprezen wykazana doswiadcezalnie przez
Kupfera [148] (rys. 2.11) pokazuja, ze przy naprezeniach o < 0,3R_ zmiany objgtoscio-
we przebiegaja lintowo, po czym nast¢puje coraz intensywniejsze zmnicjszanie objgto-
$ci, aby po osiagnicciu okreslonej wartosci sily krytycznej (minimum objg¢tosci) powtor-
nie narastac. Zaobserwowano przy tym, ze przy napre¢zeniach odpowiadajacych punk-
towi przegigeia 4 pojawiaja sig pierwsze mikropeknigeia. Zjawisko to mozna wythuma-
czy¢ migdzy innymi istnieniem krytycznych poziomoéw cnergetycznych: £, ; — przy
ktorym nastgpuje zerwanie pierwszych wiazan migdzyczasteczkowych oraz £, — przy
ktorym nastgpuje zerwanie wigzan wewnatrzezasteczkowych. Gwattownosc¢ zjawiska po
osiagni¢ciu £, ;; mozna wyjasni¢ ,przekraczaniem” energii wigzania dla wiazan jono-
wych najtrwalszych w strukturze. Zjawisko to opisuje rownanie:

G4
K
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8 .
6kr]l I
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kril
A y
i
0 ar. =
Ty Téx Zey
Rys. 2.10. Zmiana objgtosci jednoosiowo $ciskanej probki betonowej [68]
Fig. 2.10. Change of volume of axially compressed concrete sample [68]
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Rys. 2.11. Zmiana objeto$ci dwuosiowo $ciskanej probki betonowej [68, 148]
Fig. 2.11. Change of volume of biaxially compressed concrete sample [68, 148]

AV 1-2p
V E/)()

(0, +0,) (2.35)

* Wplyw szybkosci obciqzenia na odksztalcenia jednostkowe i zmiane objetosci.
Podobnym w charakterze badaniem bylo okreslenie wptywu szybkosci obciazenia na
wielkos¢ odksztalcen jednostkowych €, i €, 1 zmiang objgtosci AV/V (rys. 2.12) [11, 68].
Przebieg zjawiska mozna wyjasni¢ rowniez wystgpowaniem krytycznych poziomow
energetycznych £, 1 E, ., a rozne kierunki nachylenia krzywych wskutek skracania
czasu obcigzenia dazeniem do termodynamicznego efektu adiabadycznos$ci procesu.

* Wplyw zmiennosci obcigzenia na szerokosc rozwarcia rys. Wplyw ten zostal wy-
kazany doswiadczalnie przez Furtaka [64]. Znormalizowana szeroko$¢ rysy zalezy od
liczby cykli obciazenia i od wspolczynnika asymetrii cyklu p, wyrazonego jako stosu-
nek momentu minimalnego do momentu maksymalnego. Zaleznos¢ t¢ wykazano empi-
rycznie (rys. 2.13) oraz analitycznie dla pretow gradkich (2.36) 1 zebrowanych (2.37):
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Rys. 2.12. Wptyw szybkosci obciazenia na wielkos¢ odksztalcen jednostkowych €. €,
oraz na zmiang objetosci AV/V [11, 68] )
Fig. 2.12. Influence of loading rate on the unit strains €, and &,
and the change of volume AV/V [11, 68]
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Rys. 2.13. Wplyw cykli obciazenia (a) oraz wspoiczynnika
asymetrii (b) na szerokos$¢ rozwarcia rysy [64]
Fig. 2.13. Influence of stress cycle (a) and the
stress ratio on the width of a crack (b) [64]
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(2.36)

(2.37)

* Wymiar probki. Przy doborze wymiaru probki nalezy zwrdci¢ uwage na nastgpu-
jace czynniki: po pierwsze, istnieja zaburzenia brzegowe w miejscach mocowania probek.
Powierzchnie docisku wprowadzaja dodatkowy, nieopisywany efekt naprgzen w okoli-
cach powierzchni kontaktu. Po drugie, nalezy zapewni¢ rownomierne roztozenie obcia-
zenia zewngtrznego na powierzchni¢ przekroju. Odksztalcenia wymuszane w kruszy-
wie 1 w stwardniatym zaczynie cementowym powinny by¢ statystycznie rowne. Ze wzgle-
du na znaczne rozbiezno$ci wspotczynnikow sprezystosci kruszywa 1 zaczynu beda wy-
stgpowaty roznice potencjatow naprezen (rys. 2.14). Obliczeniowe naprgzenia sa wigc
wiclkoScia umowna, w ktérej nic uwzglednia si¢ lokalnego stanu rzeczywistych napre-
zen. Podobnic w przypadku pomiarow tensometrycznych pomiar odksztalcen dotyczy
rowniez lokalnego, losowo wybranego fragmentu struktury betonu. Wymogi stochastycz-
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Rys. 2.14. Model Dantu [41] rozkladu odksztalcen 1 naprezen w przekroju betonowym [49]
Fig. 2.14. Dantu model of stress and strains distribution in a concrete section [49]

ne realizacji proby zalecaja przyjmowanic minimalnych liniowych wymiaréw clemen-
tu od 2,5D, ($rednica najwigkszego ziarna) dla najmniejszego boku tarczy (przy probach

ptaskich) do (4,5-10)D, dla probek szesciennych.

Wymiar probki wptywa zatem na przebieg zalezno$ci o-€ w fazie pokrytycznej (rys.
2.15). Ttumaczy sig to tym, ze na skutek dziatania sit tarcia (podczas przekazywania sit
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Rys. 2.15. Przebieg napr¢zen w strefie pokrytycznej dla réznych wysokos$ci probek [38], [167], [245]
Fig. 2.15. Stresses in a post-critical zone of a sample at different depth [38], [167], [245]

z prasy na probkg) wystgpuje Scinanie wzdtuz linii gtownych napre¢zen stycznych pod
katem 45°. W fazie pokrytycznej wigksze znaczenie maja cechy strukturalne niz mate-
riatowe.

2.4. Model wedlug Borcza

Wigkszo$¢ prob zmierzajacych do opisania zalezno$ci o—€ miata na celu okreslenie
wzajemne]j zalezno$ci tych wartosci za pomoca wielomianu lub krzywych logarytmicz-
nych (por. np. [209], [226], [239]).

Oryginalno$¢ opisu modelu betonu przez Borcza [26] polegata na rezygnacji z po-
szukiwania jednej funkcji opisujacej zalezno$¢ o—€1 zastapieniu jej superpozycja funkcji
opisujacych niezaleznie deformacje sprezyste 1 trwate. Uzalezniajac deformacje trwate
od maksymalnego poziomu obciazenia probki (konstrukcji), Borcz przedstawil zalez-
nos¢ o—¢ takze przy obciazeniach powtarzalnych. Do opisu przyjmuje w tym celu ten-
sor odksztalcen jak dla materiatu sprezystego, ktérego wartodci sumuja si¢ z tensorem
odksztatcen pozostajacych (trwatych, resztkowych):

g{j=eT+ e{j (2.38)
gdzie:

el =ef +ef (2.39)

el = ey el (2.40)

el el el — por. rown. (2.20); (2.21); (2.22).
Takic sformutowanie zalezno$ci o—€ pozwala traktowac beton jak konstrukcje linio-

wo-sprezysta takze w przedziale krytycznym i pokrytycznym. W sposob jawny wyrdz-
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Rys. 2.16. Zalezno$¢ o—¢ wediug Borcza [26]
Fig. 2.16. Realtionship o-¢ according to Borcz [26]

nia si¢ sprezysta 1 plastyczng czgs¢ deformacji (rys. 2.16). Parametry decydujace o nie-
lintowych cechach betonu — wspotpraca betonu ze zbrojeniem, deformacje trwale,
w przypadku rozciagania niespr¢zZyste rozwarcie rysy — sa opisywane jako efekty dys-
kretne, lokalizowane w wyidealizowanych punktach zarysowania. W przekrojach nie-
zarysowanych lub catkowicie $ciskanych punkty te moga mie¢ charakter nierzeczywi-
sty. Rozstaw rys moze by¢ ustalony dowolnie, najczgsciej na podstawic ktorej$ z istnie-
jacych teorii.

Borcz rozszerzyt takze pojgeic samonaprgzen w betonie. Oprocz zréwnowazonych
napr¢zen wewngtrznych spowodowanych czynnikami procesu wiazania i twardnicnia
betonu (temperatura, wilgotno$c¢) Borcz wprowadzit pojecie samonaprezen wywotanych
niesprezystymi deformacjami betonu. Zagadnienie to zostanie szerzej omowione w roz-
dziale 4, w ktérym przedstawiono model przekroju betonowego i zelbetowego.

Model ten dobrze koreluje ze strukturg betonu, wedtug ktorej mozna roztacznie in-
terpretowad odksztalcenia sprezyste zwiazane z deformacja wiazan wewnatrzczastecz-
kowych 1 odksztalcenia trwate zwiazane ze zniszczeniem tych wigzan. Deformacje spre-
zyste betonu tlumaczy si¢ odksztatceniami pojedynczych wigzan, ktore ze wzgicdu na
zdolno$¢ przemieszczen w ramach pojedynczego wigzania daja w skali probki odksztat-
cenia 0 mierzalnych warto$ciach. Odksztatcenia trwate sa najczgsciej interpretowanc
jako efekt przemieszezen struktury betonu w bezposrednim sasiedztwie peknigcia (rysy).
Jest to efekt dominujacy w przypadku duzych odksztatcen, jednak przy matych odksztat-
ceniach trwatych interpretacjg t¢ nalezy wzbogaci¢ o zjawiska fizykochemiczne zacho-
dzace w strukturze samego betonu. Odksztalcenie tego typu mozna wythumaczy¢ do-
datkowo wymuszeniem takiego wzajemnego przemieszczenia jonéw dodatnch i ujem-
nych, zc zaczna si¢ one wzajemnie odpychac. Interpretacja ta thumaczy takze kruche
peknigeia betonu. Trwate odksztatcenia konstrukeji, w nastgpstwie ktorych nie docho-
dzi do jej zarysowania, mozna wyjasnic¢ cze§ciowo mikrorysami powstajacymi wewnatrz
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struktury betonu. Mozna to wytlumaczy¢ dziataniem w strukturze betonu najstabszych
sif van der Waalsa (£,, = 4-25 kJ/mol), ktére ulegaja zniszczeniu przy do$¢ niskich po-
ziomach obciazenia. W przypadku domieszek polimerowych, nieusieciowanych odksztat-
cenia trwate thumaczy sie ,,rozprostowywaniem” liniowych tancuchéw makroczasteczek.
Wiasciwos$ci te wptywaja zarowno na cechy sprezyste (wspotczynnik sprezystosct), jak
i plastyczne (wydluzalnos$¢ przy rozciaganiu i $ci§liwo$¢ przy Sciskaniu) betonu.

Model ten pozwala tez wyjasni¢ spr¢zyste rozwieranie sig rysy oraz stan wymuszo-
nych odksztatcen sprezystych nazywanych w dalszej czgSci samonaprezeniami. Dyslo-
kacje w strukturze betonu wymuszaja lokalne deformacje przylegtych wiazan wewnatrz-
czasteczkowych. Podobnic mozna wytlumaczy¢ skurcz, ktory jest wynikiem samona-
prezen wywolanych nierownomierng faza procesu egzotermicznego na zewnatrz i we-
wnatrz betonu.

2.5. Energetyczny model betonu

Aby przedstawi¢ model betonu za pomoca relacji chemicznych lub fizycznych, na-
lezy sformutowaé zasadg zachowania energii.

W przypadku reakcji chemicznych oznacza to, ze odrgbnie substraty 1 odrgbnie pro-
dukty maja wicksza energi¢ potencjalng niz wszystkie reagenty znajdujace sig w stanic
rownowagi w okreslonych stgzeniach. Ujgcie ilosciowe rownowagi chemicznej definio-
wane jest przez prawo dziatania mas, mowiace ze w stanie rownowagi chemicznej
w uktadzie jednorodnym stosunck iloczynow stgzen molowych produktow reakcji do
substratow jest warto$cia stata w danej temperaturze 1 pod danym cisnieniem. Wedtug
Czarneckiego [39] przebiegu reakcji w ukladach niejednorodnych niec mozna traktowac
jako zgodnego bez ograniczen z prawidtowo$ciami wyprowadzonymi dla stanu rowno-
wagi uktadow jednorodnych. Na przyktad podczas wypalania kamienia wapiennego

CaCO4 — CaO + CO, (2.41)

zwicgkszanie ilosci CaO powinno doprowadzi¢ do zmniejszenia st¢zenia CO,. W prak-
tyce nie znajduje to wedlug autorow potwierdzenia. Nie osigga si¢ stanu rownowagi
w wickszosci proceséw technicznych opierajacych sig¢ na reakcji w ciatach statych,
a wige w takich procesach, jak otrzymywanie klinkieru cementu portlandzkiego, powsta-
wanie mulitu 3A1,05-2S10, czy podczas reakcji wypalania cementu.

Prawo dziatania mas charakteryzuje jednak stan rownowagi chemicznej podczas re-
akcji, podobnie jak zasady termodynamiki, ktére traktuja rowniez o efektach energe-
tycznych zwiazanych z przemianami energetycznymi. To powszechne dazenie do osia-
gnigcia stanu rownowagi w ustalonych warunkach ma jednak wptyw na mechaniczne
wilasciwosci betonu. Pozwala ono wythumaczy¢ zmiang nicktorych wtasciwosci fizycz-
nych w czasie, a takze cech reologicznych betonu.

Zasada zachowania energii formulowana za pomoca relacji fizycznych opiera sig
najczesciej na zasadzie prac przygotowanych 1 jest wykorzystywana do opisu doraznych



zachowan materiatu. Teorie wytrzymato§ciowe mechaniki ciata zaktadaja jednak konti-
nuum materialne, w ktérym funkcje opisujace stan napr¢zenia i odksztatcenia materia-
tu sa funkcjami ciagtymi 1 rézniczkowalnymi. Zatozenia te nie sa zgodne z rzeczywi-
stoscia 1 budowany w ten sposéb model mozna uwazaé za statystyczne przyblizenie.
Taka interpretacja znajduje potwierdzenie w eksperymencie.

Energetyczne teorie wytrzymato$ciowe sa oparte na zalozeniu, ze miara wytgzenia
jest ilo§¢ energii potencjalnej odksztalcenia w jednostce objgtosct materiatu w chwili
osiagniccia granicznego stanu energii odksztalcenia U8”, wspodlnej dla wszystkich sta-
noéw naprgzenia. Warto$¢ U8 wyznacza si¢ do§wiadczalnie na podstawic prostych prob
wytrzymatosciowych.

usr = ijgif (2.42)
Zgodnie z zatozeniami Borcza (rozdz.1.3) w réwnaniu (2.51) mozna wydzieli¢ ten-

sory napr¢zen 1 odksztatcen jak dla materialu spr¢zystego oraz tensory napregzen i od-
ksztatcen resztkowych:

UE = o¥le], (2.43)
przy czym:
R R (2.44)
T _ T T.
gyme ey
gdzie: /7 s7, sUT, e{/, el e{-j—jak w rownaniach (2.17-2.22) oraz
sT=sF + sk, (2.45)
GHIT = GKIE | GKIR (2.46)

Takie sformutowanie modelu energetycznego traktuje materiat jako kontinuum spre-
zysto-plastyczne bez uwzglednienia struktury molekulamnej betonu.

Oryginalnym ujeciem energii samego procesu zarysowania jest teoria Griffitha [68, 88],
ktory oprocz pojecia energii odksztatcenia wprowadzit takze pojecie energii powierzch-
niowej, odpowiedzialnej za niszczenie wigzi molekularnej. Formutuje on bilans ener-
getyczny wzrostu energii wyzwalanej podczas rozwijania si¢ rysy U 1 energii potrzeb-
nej do przyrostu dtugosei rysy S (rys. 2.17).

nclo?

U= 2.47
E (2.47)

S =4cT, (2.48)
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Rys. 2.17. Zalezno$¢ energii od dtugosci rysy [67, 68]
Fig. 2.17. Relationship energy-length of a crack
Warunkiem niszczenia probki jest spetnienie zaleznosci:
dU > dS (2.49)

wyrazajace stan, w ktorym proces niszczenia narasta bez dziatania sit zewnetrznych.
Naprgzenie graniczne mozna wyznaczy¢ dla stanu, w ktorym pochocuae funkceji energii
potrzebnej 1 wyzwolonej sg sobie rowne:

2

av _,mo (2.50)
dc E
Bz (2.51)
dc
Wynika stad warto$¢ naprezenia granicznego
2
_ =l (2.52)

e

Tak sformutowany bilans energetyczny pomija jednak zachowanie materiatlu w proce-
sic odwrotnym (odciazenie), a takze analiz¢ wartosci sit migdzyczasteczkowych.

Enecrgetyczna analizg naprezen resztkowych na poziomie fizyki molekularnej podjat
rowniez Flaga [59, 60]. Wychodzac z warto$ci energii czastki clemenitarne;

E,=(v+0,5)hv—(v+0,5)2hvy (2.53)

gdzie: v - liczba kwantowa (0, 1, 2...),
hv — energia cieplna,
h  — stata Plancka (h = 6,6254 = 0,0002 -10734 J-s)
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Rys. 2.18. Funkcja energii 1 sit wiazania [57]
Fig. 2.18. Function of energy and bond’s strength [57]

mozna uzyskac funkcje energii 1 sit wigzania migdzyczasteczkowego w zaleznosci od
wzajemnej odlegto$ci migdzy molekutami (rys. 2.18).

Z analizy tej wynikaja migdzy innymi wnioski dotyczace naprgzen resztkowych
w makro- (1072 m), mikro- (10~ m) i submikrostrefach (107'° m) przekroju. W [59]
naprgzenia resztkowe typu makro zinterpretowano jako efekt nicustalonego pola tem-
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Rys. 2.19. Naprezenia typu makro w betonowym przckroju [59]
Fig. 2.19. Makro stresses in a concrete section [59]
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peratury 1 wilgotnosci (rys. 2.19). Wedlug Borcza podobny jakosciowo efekt zrowno-
wazonych naprgzen osiaga si¢ w nastgpstwie obcigzenia 1 odcigzenia konstrukcji.

Napr¢zenia rezydualne typu mikro powstaja na granicy kontaktu kruszywa i zaczy-
nu cementowego. Napr¢zenia te wyjasniaja zjawisko powstawania mikrorys w przekroju.
Napr¢zenia typu submikro traktuje si¢ jako nastgpstwo procesow hydrolizy 1 hydrata-
cji, w wyniku ktorych znaczny wzrost powierzchni wewngtrznej cementu jest zwigzany
z wzajemnym przemieszczaniem sig czasteczek spoiwa.

Analiza naprg¢zen na poziomie makro, mikro i submikro umozliwia doktadniejsze
wyjasnienie zjawisk zwiazanych z powstawaniem odksztalcen resztkowych (samona-
prgzen). Weryfikacja doswiadczalna przedstawiona w niniejszym opracowaniu dotyczy
badania naprezen i odksztalcen w skali makro. Z tej przyczyny do analizy otrzymywa-
nych wynikéw model energetyczny nie jest stosowany w dalszej czgsci pracy.

2.6. Model betonu wedlug Eurokodu 2

Eurokod 2 modyfikuje istniejace opisy betonu. Formutujac odpowiednie rownania
wzorowano si¢ na normatywach niemieckich przystosowanych gtéwnie do praktyczne-
go zastosowania w projektowaniu i realizacji. Zaleznos¢ naprgzenie—odksztatcenie przy
jednoosiowym $ciskaniu opisuje krzywa przedstawiona na rys. 2.20.

Zalezno$¢ funkcyjng dla obciazenia krotkotrwalego wyraza wzor:

l’_l___E_c,nomgcl EC _( Ec ]2
/

o = f ¢ ecl Ecl :
c ¢
1+ !_’l_%:,_@i_z G (2.54)
f(- Ecl
Oc
f.
Oy
0,4 f,
E.
Ecm
Eci Ecu €c

Rys. 2.20. Zalezno$¢ o—€ przy jednoosiowym $ciskaniu wg Eurocode 2 [57]
Fig. 2.20. Relationship o-€ during uniaxial compression according to Eurocode 2 [57]
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gdzie: E — $rednia warto$¢ wspoétczynnika sprezystosci £

wartos¢ obliczeniowa E_ ,

g, — odksztatcenie przy maksymalnym naprezeniu (€, =-0,0022).

Do wymiarowania przekrojow dopuszcza si¢ zaleznos¢ paraboliczno-prostokatna dla
warto$ci e, = 3,5% lub uzycie wykresu bilinearnego, zaktadajacego, ze do osiagnigeia
przez beton charakterystycznej wytrzymatosci betonu funkcja o€ jest liniowo-sprgzy-
sta (rys. 2.21).

Cc O¢

lub odpowiadajaca jej

¢,nom e

G=10006(2508c1)fex

afcd (Ifcd

G=1000e(25Dec—1 Youfeq

v
3

0 -0,0020 -0,0035 €. 0 -0,00135 -0,0035 &
Rys. 2.21. Paraboliczno-linearny i bilinearny wykres o—¢ przy $ciskaniu [57]
Fig. 2.21. Parabolic-linear and bilinear diagram of o—& during compression [57]
Na rysunku 2.22 mozna zauwazy¢ analogi¢ w interpretacji naprezen sprezystych
i resztkowych wedtug teorii Borcza na wykresie bilinearnym, chociaz autorzy zaktada-
ja odmienny charakter zalezno$ci naprezenie—odksztatcenie. Istotng réznica jest tutaj

o, 4 5P s
fck v
(Xfcd /
/ 7
A
,/
2 —
0 -0,00135 -0,0020 -0,0035 €.

Rys. 2.22. Analogia do interpretacji naprezen sprezystych i resztkowych
wedhug teorii Borcza na wykresie bilinearnym
Fig. 2.22. Analogy to the Borcz interpretation of elastic
and residual stresses in a bilinear diagram
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uwzglednianie odksztatcen resztkowych dopiero po przekroczeniu wartosci granicznych
(/. foq)» podczas gdy wedhug Borcza odksztatcenia resztkowe uwzglednia sig na wszy-
stkich poziomach obcigzen.

Z Eurokodu 2 wynika rowniez, ze wlasciwos$ci betonu przydatne do wyznaczania od-
ksztatcen betonu — doraznych 1 reologicznych — zaleza nic tylko od klasy betonu, ale
takze od wiasciwosci kruszywa, ktore wptywaja bezposrednio na wspotczynniki spre-
zystosci podtuznej 1 odksztalcenia poprzecznego, a w konsekwencji na wartosci odksztat-
cen sprezystych i resztkowych w betonowej probcee.

2.7. Funkcja czasu. Reologia betonu

W przypadku obcigzen przed- i pokrytycznych, najezgsciej wystgpujacych jako ob-
ciazenie wyjatkowe, zjawiska reologiczne maja drugorzedne znaczenie. Jednak ponie-
waz model Borcza uwzglednia mozliwos¢ wprowadzania parametrow reologicznych
i istnieje fizyczna mozliwo$¢ wystapienia efektow reologicznych, wige zagadnienie to
zostanie krotko przedstawione.

Korzystajac z praw termodynamiki, mozna wyprowadzic¢ reologiczne rownania sta-
nu [42]. Zgodnie z pierwsza zasada termodynamiki przyrost energii wewngtrznej ciata
jest suma pracy sit zewngtrznych 1 iloéci ciepta dostarczonych do tego ciata:

AU, + AU, = AL+ Q (2.55)

Mozna je wyrazi¢ jako pochodna funkcji czasu:

dU"’ +(_i_g”_=d_]‘+£ (2.56)
dt dt dt dt
lub
Uyt Uy =L+ 0, (2.56a)
gdzie: AU, — przyrost energii kinetycznej,

AU, — przyrost energii potencjalnej,
AL - praca sit zewngtrznych,

QO - ciepto wymienione,
dU 7 o X - :
U, :_d_ — pochodna energii wzgl¢dem czasu (oznaczenia pozostatych obcia-
' t

zen sa analogiczne).
Wyrazajac przyrost ciepta za pomoca funkeji stanu — entropii:

0,=S,T (2.56b)

gdzie: S — entropia,
T — temperatura bezwzgledna
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i przeksztalcajac wyrazenie (2.56b), otrzymuje si¢ rownanie stanu:
L,=-8,T+U, +U,, (2.58)

Termodynamiczne réwnania stanu mozna zastosowac do adiabatycznych i izotermicz-
nych zmian stanu. Odpowiada to warunkom:

O, = 0 dla adiabatycznej zmiany stanu ciafa, (2.59)

T'=const (T, = 0) dla izotermicznej zmiany stanu. (2.60)
Dla zmiany adiabatycznej rownanie stanu (2.58) przyjmuje postac:
L,l = Uv,t + U/:,r' (2'61)

Dla zmiany izotermicznej przyjmuje si¢ temperaturg otoczenia jako stata oraz po-
jemno$c¢ cieplna otoczenia jako nieskonczona. Podczas izotermicznej zmiany stanu cie-
plo wytworzone podczas przetworzenia czgsci energii mechanicznej uktadu moze by¢
z niego odprowadzane, lecz nic moze by¢ odzyskiwane. To odprowadzone ciepto okre-
& 1 1 ~ T 4 1 Qte .
sla si¢ jako energig rozproszona U, ,. Wynika stad warunck:

Uroz.r = Q,l = S,zT (2.62)

L,=Ug,,+U,, +U, (2.63)

roz,t
Wystepujace w rownaniach stanu funkcje okreslaja stan mechaniczny ciata. Sa wige

one de facto funkcjami zmiennych mechanicznych. Energig kinetyczna U, potencjalna
U, 1rozproszona U, , mozna wyrazi¢ za pomoca rownan rozniczkowych ruchu:

O-,\'.\'..\' - O-.\;\',}f * O—.\‘:‘: W P.\' = 'Dv_\‘.t/ (’2'()4)
Oj\h\'.f * O-y_v,,v * Ojv:,: & P_\' = pv},‘” (2.65)
O':.\‘..\' ® O—:_\',_\' + O‘::,: % P: = pv:,n (2'66)
spetniajacych warunki brzegowe:
p, = O..cos(x,n)+ O'_\,),cos(_v,n) + 0,..cos(z,n) (2.67)
Py = Of),‘\_cos(x,n) + oi‘,},cos(y,n) + G)_zcos(:,n) (2.68)
P, = 0 eosin ) + G:},cos(y,n) + 0..cos(z,n) (2.69)

gdzie: P, (dlai=ux,y, z) — wspotrzedne sit masowych na jednostkg objgtosci ciata,
P — gestose,
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V; — przemieszczenia w kartezjanskim ukladzie wspotrzednych 7,

P, — wspotrzedne sit powierzchniowych,

cos(i,n) — kosinus kata normalnej zewngtrznej do brzegu ciata z osiami i;
lub w formie skroconej rownania (2.64)—(2.66); (2.67)—(2.69):

-
G +P pvt!l’

p' = o,cos(x/, n), (2.71)

gdzie: i=1,2, 3,
j=1,2,3.
Pracg sit zewngtrznych wyraza si¢ nastgpujaco:

dL = m (Podv, +P.dv, +P.dv.) dV+H(,U\dV P dv, +podv  JdF (2.72)

dL = J’” (P.dv,) dV+H dv,)

gdzie: V' — objgtosc ciata,
S — powierzchnia ciata.
Korzystajac z rownania ruchu, warunkéow brzegowych oraz twierdzenia Greena mozna
pracg sit zewngtrznych wyrazi¢ zaleznoscia:

dL = “‘J(a_\,_‘,dgv\.'\. +0,de,, +0..de.. )d V

”J 20, dey, +20,.d¢e . +20 . dE,. )av
(2.73)

’)

m Ly, + &[‘2’2 dv, + ‘7;‘2’3 dv, ]a’V
dL = mo dg”)dmm 20, dg'/}fmm[ - ]

Wzor (2.73) wyraza sumg przyrostu pracy sit wewngtrznych 1 energii kinetycznej.
Uwzgledniajac to oraz przedstawiajac rownanie jako pochodna funkceji czasu, otrzymu-
je si¢ zaleznosc:

L,l = Lw,l + Uv,l (274)
Porownujac to rownanie stronami z rownaniem (2.72) otrzymuje sig:

=U,,, T U, (2.75)

10Z,1
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Z rébwnania tego wynika, ze praca sit wewngtrznych przechodzi w energig potencjalna
i energig rozproszona.

Uktad o n stopniach swobody (dowolne parametry opisujace lokalny stan, np. lokal-
na temperatura, wspotrz¢dna, koncentracja osrodka itd.) mozna okresli¢ za pomoca
wspohrzgdnych uogélnionych ¢’ (nazywanych rowniez zmiennymi stanu). Przyrost energii
w uktadzie nastgpuje wskutek oddziatywanic uogdlnionych sit Q; (np. obciazenie ze-
wngtrzne wywotujace okreslony stan naprezen). Jezeli przyjmie sig, ze przed przytoze-
niem sit entropia uktadu ma warto$¢ ekstremalng i wyrazi si¢ ja za pomoca dodatnio
okreslonej formy kwadratowej

l n ; i
TSZ'E za:jq q’ (2.76)

i,7=1
to po przyltozeniu sit entropi¢ wyraza zaleznos¢:
n

Yayq'q’ +3 04" (2.77)

ij=I i=

TS =+
2
Warunki rownowagi catego uktadu wynikaja z tego, ze dla kazdego ze stopni swo-
body istnieja stany rownowagi, w ktorych entropia osiaga ekstremum. Wynika stad, ze
muszg by¢ spetnione warunki:

& =0 (2.78)
aq;
ktore stanowig uktad n rownan wiazacych uogoélnione sity O, z uogdlnionymi wspot-

rz¢dnymi ¢'.

W przypadku procesow nicodwracalnych pochodne entropii wzgledem wspotrzed-
nych uogélnionych sa sitami zwigzanymi ze zmianami w czasie zmiennych stanu ¢'. Ko-
rzystajac z twierdzenia Onsagera, wedtug ktorego pochodna entropii jest liniowg funk-
cja predkosci zmian wspotrzednych uogoélnionych

n J
Ta—S:—le,jaL (2.79)
aq; 253 o
w réwnaniu tym (zgodnie z twierdzeniem Onsagera) [B] jest macierza symetryczng. Na
podstawie rownania (2.79) tworzy si¢ nastgpna formg kwadratowa 2 proporcjonalna do
przyrostoOw entropii:

n 5 &ql —1 n 8(]' (9qj
Y=o ) by (2.80)

o dg; o 2

i i,j=1

Z rownan (2.77) 1 (2.79) wynika uktad rownan liniowych wiazacych uogoélnione sity
Q;, wspdirzedne ¢' i predkosci zmian dg'/dt:
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n ) n o J
0 =Y a9’ +X b, 71— (2.81)
=1 o
lub w postaci rownan Lagrange’a, korzystajac z form kwadratowych (2.76) 1 (2.80):
1 n . .
’2{/=E >.a,q'q’ (2.82)
ij=1
1 & dq' dg’
D== ) Dy=——=_— 2.83
2 ,.JZ=, o o (2.55)
otrzymuje sig¢:
ow oD
0=+
oq 3 " (2.84)
ot
Jednorodny uktad rownan (2.81) wyrazamy w postaci:
y b, 2)q7 =0 2.85
Zzll By i 5 q° = (2.85)
J
lub
n
Z(a,-j +pbyJg’ =0 (2.86)

J=1

w ktorym p jest operatorem rozniczkowym 9/0t.
Calke ogolna jednorodnego uktadu rownan rézniczkowych (2.85) otrzymuje sig
W postaci:

g/ =) oreH (2.87)
s=|

gdzie: A — stala relaksacji.
W rozwiazaniu kazdemu pierwiastkowi A, odpowiada sktadowa relaksacji:

g = e (2.88)

Z reguly w badaniach laboratoryjnych liczba stopni swobody jest wigksza od liczby
obserwowanych zmiennych. Wspétrzedne ¢’ nie podlegajace obserwacji nazywa sig ukta-
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Otrzymane z rozwigzania ukiadu rownan pierwiastki A, tworza ukfad dyskretny czasow
relaksacji, zwany rowniez widmem czasow relaksacji.

Rozwiazanic nicjednorodnego uktadu rownan rézniczkowych (2.81) mozna transfor-
mowac do ukfadu nowych wspoétrzednych normalnych. Rownanic (2.87) przyjmuje wow-
czas postac:

q' =) O°E (2.89)

Ostatecznie rozwigzanie uktadu rownan (2.81) przedstawia zalezno$¢ miedzy uogél-
nionymi sitami przytozonymi do uktadu Q, a uogdlnionymi wspétrzgdnymi (zmienny-
mi uktadu stanu) ¢

n o (I)(I) n

qf _ ZQ‘/ Z#-}Z (pl.s(;bjs (2.90)

=l s ptA s=I

W realizowanych badaniach, ktérych wyniki przedstawiono w rozdziale 5. uogol-
niony uktad sit 1 wspotrzednych jest zredukowany do ukfadu jednowymiarowego, w
ktorym uogdélniong sifq jest naprgzenic o, a uogdlniona wspolrzedna odksztalcenic &
Ukfad rownan redukuje si¢ wowczas do rownania stanu:

d d! % '
ac+B—c+.+v—0o=ac+b—€e+..+n—¢ (2.91)
ot or ot o'

w ktorym wspotczynniki «, B, ..., via, b, ..., n zaleza od przyjgtego modelu reologicz-
nego.

Oryginalna koncepcjg¢ uwzglgdniania w obliczeniach wiasciwosci reologicznych be-
tonu przedstawit Biliszczuk [13, 14]. Na podstawic istnicjacych teorii rozwinal zaga-
dnienie redystrybucji stanu naprezen w nicjednorodnych’ konstrukcjach betonowych
w zaleznosci od zachodzacych w nich zjawisk reologicznych. Przedstawiona metoda obli-
czen pozwala z dobrg doktadnos$cig przewidzie¢ zmiang stanu napr¢zen w konstrukcji
po dowolnym czasie. Praktyczne zastosowanic metody wymaga uzycia ztozonych algo-
rytmow, mozliwych do zastosowania wylacznie za pomoca komputera, jednak w przy-
padku ,,odpowicdzialnych” konstrukcji — gtdwnie sprezonych (np. przgsta mostowe,
dzwigary o duzych rozpigtosciach) — uwzglednianie efektow redystrybucji naprezen po-
winno stac¢ si¢ obowiazujaca norma®.

7 Zachowano oryginalne sformutowanic z pracy [13], w ktorej autor okre$la tym terminem konstruk-
¢je uzyskane przez polaczenie betonu i stali w jeden clement nosny. Chodzi wige tutaj o wyréznicnic be-
tonowych konstrukeji zbrojonych (konstrukcje zelbetowe, sprezone i zespolone), nie za$ o strukturalng
nicjednorodno$é betonu.

¥ Szezegolowy algorytm obliczenia przegrupowania napr¢zen w konstrulcjach zelbetowych, sprezo-
nych i zespolonych wraz z liczbowymi przyktadami znajdzic Czytelnik w pracy J. Biliszczuka Reologicz-
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Na podstawie badan przedstawiono rowniez koncepcjg¢ nieliniowego, reologicznego
rownania stanu, w ktérym do liniowej teorii petzania ciata sprezystego Mastowa 1 Aru-
tiuniana [5] dodano funkcj¢ opisujaca zmiany wytrzymatosciowe betonu w czasie:

In{1 = 7, (OF ]| (2.92)

8‘, (ts zO ) = O'(. (IO)J({’[O) +

!
(70'.(t0) | [ ap—,
—= 22 J(t,t)dty + =@ R™™

1'[ o, (619 )elty 2 Pr

0

Trzeci skiadnik sumy okre$la nicliniowe, plastyczne odksztatcenia betonu. Wyste-
pujace tu funkcje i parametry sa zdefiniowane nastgpujaco:

Gmm( (10) i j‘ aamax (t) 1 dt

Nnax (£) = ; 2.93
T R(t) ; ot R(1) ( )
gdzie: 0,,,,, (1) — maksymalne napr¢zenia w przedziale czasu <, 1>,
R(1) — funkcja zmian wytrzymato$ci betonu w zaleznosci od jego wieku,
R, . = lim R() — graniczna wartos¢ R(?), gdy 1—>ee,
(p“"d — koncowa warto$¢ odksztatcen plastycznych.

V4 praktycznych opracowan dotyczacych sposobéw uwzgledniania w obliczeniach
wiasciwosci reologicznych betonu mozna wymieni¢ tu modele MC 78 (Model Code
1978) oraz GTG 9 (General Task Group 9), ktorego ostateczna forma (MC 90) zostata
przyjeta do EC2°.

Wedhuig Model Code 1990 rownanie przedstawiajace odksztatcenia w betonie zacho-
dzace w czasie opisuje nastgpujaca zaleznosc:

£.(6,10) =0, (1) (1,10) + [T (1,80)d0 (1), (2.94)

Il)

funkcj¢ pelzania zas:

J(z,[o):E'l([ ){1+ E};([O)q)(f”o)} (2.95)

’
Wspotezynnik pelzania ¢(z, ;) moze by¢ obliczany ze wzoru:

(p(t’t()) = ¢oﬁL.([ - [o) (2.96)

na redystrybucja stanu naprezenia w niejednorodnych izostatycznych konstrukcjach betonowych, PWN,
Warszawa 1982 [13].

9 Petna charakterystyka tych modeli jest zawarta w Biuletynie CEB 1990 — Bulletin d'Information No
199. Evaluation of the time dependent behaviour of concrete, CEB, Paris, 1990 [37].
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o1,y = ¢oﬁc(t ) (2.96)

gdzie: + - wiek betonu w dniach w rozpatrywanym czasie;
t, — wiek betonu od chwili obcigzenia;

0y = OppB(f.,,)B(1y) — podstawowy wspotczynnik pelzania;

| RH
100
P =1+ (2.97)
013k,
gdzie: RH — wzgledna wilgotno$¢ otaczajacego srodowiska;
ho =24 /u — umowny, wzglgdny wymiar elementu;
A, — przekroj poprzeczny;
u — obwod elementu konstrukcyjnego majacy kontakt z atmosfera;
16,8
Blfm)=7—— (2.98)
f;:n]
Blio)= (2.99)
0,01 +1y°

gdzie: Bt — ty) = [(t = 1)/ By + (1 — 15)]”* — wspbtezynnik opisujacy rozwéj petzania
w czasie po obciazeniu;
By = 1,5[1 + (0,012RH)'¥]h, + 250 < 1500 dni — wspotczynnik uwzgledniajacy
wplyw wymiaru elementu 1 wilgotnosci srodowiska na postgp petzania.
Prezentowany model pelzania moze uwzglgdnia¢ wptyw rodzaju zastosowanego ce-
mentu 1 stopnia hydratyzacji w chwili obcigzenia na wspoiczynnik petzania betonu, okre-
slajac nastepujaco wiek betonu:

o
ty=tr —9TT+1 > 0,5 dnia (2.100)
Tl 2+t
gdzie:

ﬁgﬁgﬂh_u_és}
+ !
tor = ZAr

Jest temperatura modyfikujaca wiek obciazonego betonu. Pozostate oznaczenia w rown.
(2.100) sg nastepujace:

At; - liczba dni, w ktérych przewaza temperatura 7 [°C],

T(At;) — temperatura T [°C] w czasie A¢, [dni],
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n — liczba rozpatrywanych przedziatow czasu;

—1 dla cementow wolno twardniejacych,
o =1{ 0 dlacementow normalnic 1 szybko twardniejacych,

1 dla cementéw szybko twardniejacych o wysokiej wytrzymato$ci

Za pomoca temperatury modyfikujacej wiek obciazonego betonu £, » mozna rowniez
uwzglednia¢ wpltyw wzrostu 1 zmnicjszania si¢ temperatury na proces pefzania. Przy
stacjonarnym przebiegu tego procesu podstawowy wspdlczynnik petzania wynosi:

O,y 1) = Op(11g) = QB = 1y 7) (2.101)
natomiast przy przebiegu nicustalonym:
O1. 1 1) = Or o (1110) * O pans(is10) (2.102)

gdzie: @p it 19) = 0,004 (T - 20)?,
T — temperatura [°C], do ktérej jest ogrzany obciazony clement konstrukcyjny.
Model MC 90 pozwala réwniez na uwzglednienic wpltywu wysokiego poziomu na-
prezenia. Przy poziomie naprezen 0,41, < o, < 0,6/, nalezy zwigkszy¢ podstawowy wspol-
czynnik petzania zgodnie ze wzorem:

d)[”to-j‘fl J:q)(z,z())exp{lj[ﬁﬂ (2.103)

Przedstawiony model MC 90 stat si¢ podstawa do obliczania cfcktow petzania w Eu-
rokodzie 21. Ostatecznie wedhug EC2 rownanie przedstawiajace odksztalcenia w beto-
nic — po uwzglednieniu odksztatceh wymuszonych €, ,, niczaleznych od naprgzen (np.
wywolanych skurczem lub temperatura) — przyjmie nastgpujaca posta¢ ogolna:

Ecror(100) =€, (1) + 0. (1) (1,5) + jJ(”f(» )do (1)
y (
=£,,()+0,()(Lig)+ D J(1.1,)do (1)

o

104)

lub w proponowanej do obliczen formic uproszczone;j:

Ecrn11g)= ¢, (f)+0'k-(fo)‘/([s[0)+[O'c(f)_o'c-(’o )][E ! ‘H\"(p([’[“)} (2.105)

Funkcja pelzania natomiast ma postac:
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1 E.(t,)
Jtty )= 1 < ! 2.
(e.t0) A 0(1.10) (2.106)

W wielu prostych przypadkach, jezeli naprezenia w betonie zmicniaja si¢ nicznacz-
nic, mozna oblicza¢ odksztatcenia postugujac si¢ zastgpezym (efektywnym) wspélezyn-
nikiem sprg¢zystosci:

_E)
L+ (.t)

W rozdziale 3 opisujacym morfologig rys zostanic przedstawiona propozycja Dydu-
cha [53] dotyczaca okreslenia szerokodci rozwartosci rys jako funkcji m.in. petzania
1 skurczu betonu.

Zaleznosci reologiczne wykorzystuje si¢ z reguly w praktyce do okreslenia stanow
granicznych uzytkowania. Przedstawione teorie — do$¢ powszechnic stosowane do okre-
Slania zwiazkow migdzy naprezeniami a odksztalceniami w elementach betonowych
i zelbetowych — podlegaty weryfikacjom takze w przypadku obicktow o znaczacych wy-
miarach. Do takich naleza badania Kmity [113] sprgzonych dzwigarow mostowych. Istot-
nym wynikiem praktycznym tych badan jest migdzy innymi uzyskanie rcologicznych
zalozen odksztatcen, pokazujacych, ze procesy reologiczne maja w rzeczywistych kon-
strukcjach mostowych przebieg mniej regularny niz w warunkach laboratoryjnych. Ry-
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Rys. 2.23. Przyktadowy wykres wyniku pomiaru odsztalcen reologicznych w przesle mostowym [113]
Fig. 2.23. Example of experimental reological strains diagram on a bridge span [113]
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sunek 2.23 pokazuje jedna z takich zaleznosci dla skrzynkowego dzwigara mostu rzecz-
nego. Wykres wskazuje na moment sprezenia oraz na wplyw zmiany wilgotnosci beto-
nu po zatozeniu izolacji, ktore powoduje zmniejszenie nierownosci odksztatcen w be-
tonie.

W dalszej cz¢$cl niniejszej pracy przyjgto za podstawe do rozwazan ogoélne zalez-
nosci, co umozliwia stosowanic dowolnej teorii petzania. W obliczeniach weryfikuja-
cych wyniki do$wiadczen postugiwano si¢ zatozeniami teorii sprezystopetznacego cia-
fa jako najbardziej odpowiadajacymi rzeczywistosci.

2.8. Modele betonu zbrojonego [78]

Poprawny opis modelu zelbetu powinien uwzglednia¢ oprocz zwiazkow konstytu-
tywnych w betonie takze zachowanie sig stali oraz wzajemna wspotpracg pomigdzy nimi.
Do opisu betonu jako materiatu fizycznego przyjmuje si¢ zazwyczaj modele konstytuwne
przedstawione we wczesniejszych rozdziatach. Mozna oczywiscie modele te rozwijac,
uwzgledniajac na przyktad niemonotoniczny lub cykliczny charakter obciazen, lecz wy-
maga to znajomosci wigkszej liczby parametréw doswiadczalnych.

Prostszy model przyjmuje si¢ zazwyczaj dla stali, dla ktorej z dobrym przyblizeniem
mozna zatozy¢ uproszczony, jednoosiowy stan napr¢zen, w ktorym prety przejmujq tyl-
ko sity osiowe.

Koncepcje tworzenia modeli zelbetowych wynikaja z rownan konstytutywnych be-
tonu. Mozna tu dokonac podziatu na modele spr¢zyste i plastyczne. W przypadku mo-
deli sprezystych wyroznia si¢ modele liniowe 1 nieliniowe. Modele liniowe maja w za-
sadzie zastosowanie tylko do opisu napr¢zen w zbrojeniu i niskich poziomach wyteze-
nia betonu. Poparty doswiadczeniami opis zachowania betonu przy wolnozmiennych ob-
ciazeniach zaproponowany przez Borcza [26] pozwala na wykorzystywanie tego modelu
takze przy obciazeniach przedkrytycznych, jednak pod warunkiem, ze uwzglgdnia si¢
odksztalcenia plastyczne w betonie przy wzrastaniu obciazenia.

Modele nicliniowo sprezyste mozna podzieli¢ na:

« Modele hipersprezyste, ktore postuguja si¢ pojgciem siecznego modutu sprgzysto-
$ci; spelniaja one rownania termodynamiczne, lecz nie opisujg odksztatcen trwalych,
waznych przy wzro$cie obcigzenia.

« Modele hiposprezyste opisuje si¢ za pomoca stycznego modutu sprezystosci; cha-
rakteryzuja si¢ one jednoznaczng zalezno$cia migdzy przyrostem odksztatcen 1 naprezen.

W modelach tych nalezy uwzgledni¢ rowniez kryteria okreslajace zniszczenie mate-
riatu.

Do modeli plastycznych mozna zaliczy¢:

« model ciata idealnie sprgzysto-plastycznego zaktadajacy liniowa posta¢ zalezno-
sci odksztatcenie—naprezenie przed osiagnigeiem warunku plastycznosci 1 po zniszcze-
niu; warunck okreslaja kryteria von Misesa, Druckera—Pragera czy Coulomba; zacho-
wanie si¢ betonu w zakresie plastycznego plynigcia opisuje sig¢ za pomoca prawa ply-
nigcia lub stowarzyszonego prawa ptynigcia;
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+ model plastyczny ze wzmocnieniem, ktory speinia dodatkowo wymagania mecha-
niki o$rodkow ciagtych, takich jak na przykfad jednoznacznosé rozwiazania;

+ model endochroniczny, ktéry umozliwia jednolity, ciagly opis zachowania si¢ ma-
teriatu bez podziatu na okresy do osiagnigcia warunku plastycznosci, ptynigcia, spadku
napr¢zen itp.; rownanie konstytutywne umozliwia opis zachowania si¢ materialu w ca-
tym zakresie obciazenia i odcigzenia, takze z uwzglgdnieniem cykliczno$ci obciazen i
zjawisk reologicznych.

Modele te sa wykorzystywane do formutowania modeli obliczeniowych konstrukcji
(por. rozdziat 4).

2.9. Model wspolpracy betonu ze zbrojeniem

Ze wzgledu na relatywnie mata wytrzymato$¢ betonu na rozciaganie celowe jest wpro-
wadzenie do wspolpracy materiatu o cechach wytrzymato$ciowych umozliwiajacych
rownomierne wykorzystanie materiatu w strefach Sciskanej 1 rozciaganej. Rolg taka moze
speinia¢ materiat, ktory nie tylko wykazuje duza wytrzymato$¢ na rozciaganie, ale ktory
mozna takze efektywnie polaczy¢ z betonem, tak aby uzyskac¢ mozliwie duza jednorod-
nos¢ strety rozciagane;j.

Stosowane zbrojenie jest dos¢ odlegte od
tej idei. Strefa rozciagana jest wzmacniana
punktowo, a wspotczynniki sprezystosci obu 1
materiatow r16znig si¢ w przyblizeniu
o rzad wielkosci. Sa to przyczyny, dla ktérych
w betonie wystgpuja koncentracje zbrojenia
w otoczeniu prgtow zbrojeniowych, a oba
materialy nie wspolpracuja rownomiernie. Na
styku obu materiatow powstaja wigc znacz-
ne sity rozwarstwiajace, ktoére w idealnie
wspotpracujacym przekroju sg przenoszone
przez wzajemne ,,zaze¢bienie” si¢ obu mate-
rialéw oraz przez sity kohezji i efekt skurczu
betonu wokot zbrojenia. Kohezja 1 skurcz
maja jednak bardzo mate znaczenie. W zbro-
jeniu gtadkim wspdtpraca przez zazebienie
jest w praktycznych przypadkach z reguly
niewystarczajaca (rys. 2.24).

czestotliwoéé  wystepowana
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: l . Czy(?h Dl pO'F N Rys. 2.24. Mikrowglg¢bienia w zbrojeniu

tez niniejszej pracy duze znaczenie praktycz— gladkim [26]

ne majq badania Dyducha i Stankiewicza [52] Fig. 2.24. Micro-valley on a smooth

(modele numeryczne) oraz Koztowskiego reinforcement [26]
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[120] (badania laboratoryjne), w ktorych okre$lano wptyw obciazen zmiennych na wspol-
pracg betonu i stali oraz modelowano strefe rozciagana zginanego przekroju betonowe-
2o 1 pokazano cfekt narastania trwatych deformacji w zbrojeniu w przekroju zarysowa-
nym i w jego otoczeniu przy obciazeniach cyklicznych. Opis bedacy funkcyjnym przed-
stawieniem wspoipracy betonu i stali przedstawiono w rozdziale 3.6 po opisic mecha-
nizmu tworzenia si¢ rysy. Wyniki tych badan przedstawiono w rozdziale 5.4.

2.10. Podsumowanie

Przedstawione modele betonu 1 zelbetu stanowia teoretyczna podstawe do sformu-
fowania modeli numerycznych. Modelowane sa cechy materiatow (betonu 1 stali), ich
wspolpraca oraz proces tworzenia sig rys. Ogolnos¢é modeli pozwalata rowniez na wpro-
wadzanic parametru czasu. Mctodologi¢ numerycznego modelowania przedstawiono
w rozdzialc 4.

Badania wiasne autora w zakresie cyklicznych obciazen doraznych sktaniaja do po-
szukiwania modclu pozwalajacego opisa¢ zachowanie si¢ konstrukeji pod obciazeniem
o takim wiasnic charakterze. Takie obcigzenie umozliwia opis wielu praktycznych przy-
padkow pracy konstrukcji. W tym zakresic badan pomocne sa zatem modele opisujace
zalezno$¢ o—eg, sprezyste w zakresie obeigzen cyklicznych, ale uwzgledniajace niespre-
zyste cechy betonu (deformacje przy obciazeniu pierwotnym 1 odksztatcenia pod ob-
ciazeniem dlugotrwalym). Pewnym przyblizeniem, znajdujacym jednak w znacznym
stopniu potwierdzenic w eksperymencie, jest zatozenic statej wartosci wspolczynnika
sprezystoscl. Przyjgeie tego zatozenia zostanie uzasadnione w rozdziale zawierajacym
dyskusje wynikow do$wiadczen (rozdziat 5). Stosowany model powinien takze dawac
mozliwos$¢ uwzglednienia odksztatcen dtugotrwatych, wynikajacych z procesow reolo-
gicznych. Odksztatcenia spowodowane obciazeniami dtugotrwatymi sa jednak na razice
przyjmowane a priori, na podstawie badan innych autorow.

W kontekscie istnicjacych koncepeji modeli betonu autor opiera si¢ na modclu Bor-
cza w dalszej czg¢$ci pracy. Miesci si¢ on w szeroko pojetej przestrzeni istniejacych kon-
cepeji. Model ten, bedacy efektem wieloletnich analiz teoretycznych, stanowi spojna
tcori¢ opisu betonu. Analityczny opis deformacji pozwala migdzy innymi wydzieli¢
w konstrukeji zakres jej sprezystej pracy, takze na poziomie obciazen krytycznych. Do-
Swiadcezalne potwierdzenie poprawnosci zalozen tej teorii 1 mozliwo$¢ wyznaczenia em-
pirycznych wspolezynnikow jest jednym z celow niniejszego opracowania.



3. Morfologia mikrorys i rys

3.1. WiasciwoSci wigzania i rozwoj mikrostruktury w betonie

Model betonu jest czgsto formutowany na podstawie wiasciwosci mechanicznych
materiatu jako zalezno$¢ stanu naprezenie—odksztalcenie (0—¢). Zalezno$é ta, zwana row-
niez w mechanice rownaniem konstytutywnym!, jest nierzadko podstawowym zatoze-
niem, z ktérego korzysta si¢ podczas projektowania konstrukcji. Do sformutowania ta-
kiego modelu betonu wystarczajaca jest znajomos$¢ wielkosci fizycznych otrzymanych
w wyniku cksperymentu, takich jak wytrzymato$¢ materiatu, wspotezynniki sprezysto-
Sci, parametry reologiczne, wspotczynnik rozszerzalno$ci termicznej itd. Mozna jednak
obecnie stwierdzi¢, ze istnieje takze zwiazek miedzy chemiczna struktura betonu i wla-
sciwosciami sktadnikéw mieszanki betonowej a wlasciwo$ciami mechanicznymi beto-
nu. Opis zalezno$ci chemicznych wystepujacych w procesie wiazania i eksploatacji moze
okazac si¢ pomocny nie tylko do zobrazowania niektorych wlasciwosci fizycznych be-
tonu, ale rowniez do:

* optymalnego doboru sktadnikéw mieszanki betonowej 1 procesu technolegii wy-
twarzania w zaleznos$ci od warunkow cksploatacji;

* przewidywania zmian jego wiasciwosci 1 trwatosci podczas uzytkowania;

* modyfikowania wiasciwo$ci materiatu do warunkéw cksploatacji.

Perspektywiczne spojrzenie na relacj¢ migdzy struktura a wlasciwosciami materiatu
moze mie¢ takze konsekwencje podczas projektowania konstrukeji, gdzie dobor skta-
dnikéw betonu statby sie integralna cze$cia dokumentacji techniczne;.

Ustalona przez lata technologia betonu oraz doswiadczenie uzyskane w zakresie okre-
Slania jego cech mechanicznych nie wymagaty wnikliwej analizy struktury tego mate-
rialu. Opisywane w pracy odksztalcenia plastyczne i samonaprezenia zachodza jednak
de facto w strukturze betonu. Stad przedstawione informacje dotyczace struktury beto-
nu sugerujq interpretowanie cech spr¢zystych betonu jako cech sieci krystalograficz-
nej, a cech plastycznych jako jej trwate zaburzenie.

''w pracy nic uwzgledniono warunkéw hydrotermicznych w zwigzkach konstytutywnych.



50

Mowiac o betonie jako o materiale budowlanym, patrzymy na niego z jednej strony
jak na zwiazek chemiczny, czyli pierwiastki potaczone ze soba naturalnic za pomoca
roznych wiazan chemicznych zaistniatych w wyniku reakcji swobodnych lub wymuszo-
nych, z drugiej za$ jak na materiat fizyczny w okreslonym stanie skupienia 1 o okreslo-
nej sieci krystalograficznej. Pod tym katem zwrécono uwagg na sktadniki mieszanki
betonowej, ktére moga ksztattowac cechy fizykochemiczne betonu.

Wedhug Kuczynskiego [128] podczas procesu wigzania betonu produkty hydratacji
cementu tworza trojwymiarowa sieé, ktora taczy poszczegolne ziarna cementu 1 kru-
szywo. Zaczyn tworza koloidalne zele potaczen uwodnionych zwiazanych sitami adhe-
zji oraz zele o wigzbie przestrzennej. Rolg sit wiazacych spetniaja tu sity polaryzacji,
ktore w znacznym stopniu wptywaja na wtasciwosci mechaniczne (wytrzymatosciowe)
zaczynu. Utwory krystaliczne tworza sieci liniowych tancuchow, a przestrzen migdzy
nimi moga wypetnia¢ koloidy. Zwigzane sitami walencyjnymi fancuchy krysztalow ta-
cza sie z krysztatami stosu okruchowego przez przenikanie jonow tych krysztatow
w luki sieci przestrzennej krysztatow ziaren kruszywa. Podobne przenikanie wystgpuje
rownicz na styku koloidow z kruszywem i tworzy si¢ tak zwana warstwa stykowa, ktora
znaczaco wptywa na wiasciwosci wytrzymatosciowe betonu.

Pomimo ze beton in corpore jest kompozytem, a zwiazki chemiczne istnieja najczg-
$ciej jako odmiany polimorficzne, ktore moga réznic¢ si¢ budowa krystaliczna, a w kon-
sekwencji wlasciwo$ciami fizycznymi, budowanie modeli zmierza w swej istocie do upo-
rzadkowania i uproszczenia rzeczywistych relacji. Rzeczywiste ciafa state roznia sig od
idealnych wskutek:

« tworzenia si¢ struktury mozaikowej, w ktorej tylko najmniejsze obszary (1077 m)
sa monokrysztatami;

« tworzenia sie konglomeratow, ktore sktadaja si¢ z nieregularnych ziaren matych
krysztatéw (10-2—1073 m) zawierajacych pory i wtracenia;

o defektow struktury sieciowej (10710 m), takich jak: Iuki, obce atomy, migdzyweg-
zla, dyslokacje, ktore przy wymuszeniu odksztalcet moga przej$¢ w mikrorysy 1rysy.

Dewiacje te, ktore w istotny sposob wplywaja na cechy fizyczne materiatow, sa naj-
czgsciej uwzgledniane w modelu betonu jako usredniony na pewnym obszarze efekt lo-
sowy. Model konstrukcji zbudowany z takiego materiatu jest wowczas odcinkami (ele-
mentami) jednorodny, cho¢ parametry charakteryzujace material moga si¢ zmienia¢ na
przyklad w zalezno$ci od wieku betonu, poziomu jego wytezenia itd. Istnieje jednak
mozliwo$¢ innego modelowania materiatu konstrukcyjnego, w ktorym redukuje sig 1losc
zmiennych parametréw, wprowadzajac w zamian elementy, ktére ujmuja te zmiany
w sposob dyskretny — na przyktad jako sumaryczne defekty materiatowe.

Wedhuig Czarneckiego [39] parametry wytrzymatosciowe betonu sa w znacznym stop-
niu zalezne od wiagzan wewnatrzczasteczkowych:

« jonowych — powstajacych migdzy atomami roznych pierwiastkow metali 1 nieme-
tali w wyniku przeniesienia elektronu;
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+ atomowych — migdzy atomami pierwiastkow niemetali o zbliZzonej lub tej samej
elektroujemnosci (Ej + Ep);

+ metalicznych — migdzy atomami z reguty tych samych pierwiastkéw metali (od-
niesienic do stali zbrojeniowe;j).

Tworzenie sig¢ wigzan jest zgodne z prawem termodynamiki méwiacym o dazeniu
uktadu do zmniejszenia energii, co fizycznie jest zwiazane z przemieszczeniem elek-
tronéw walencyjnch na powtokach zewngtrznych. Symbolicznie zwiazek ten mozna za-
pisa¢ nastgpujaco:

A+E/.—>K“+c* (3.1)
A+e‘—>A“+Ep (3.2)
gdzic: A — atom,
K" — kation,
A~ — anion,

E; — energia jonizacj,
E,— energia powinowactwa clektronowego.

W materiatach mineralnych i spoiwach zbudowanych z czasteczek wieloatomowych
wystepuje najczesciej kilka rodzajow wiazan. W przypadku hydrokompleksow glino-
wych [AI(OH)G]}, a takze hydratow, jonéw uwodnionych (np. kompleksowych anio-
now szescioakwoglinowych [Al(H,0)4]*" lub magnezowych [Mg(H,0)(]*") wystepuja
na przyktad wiazania koordynacyjne. Z obecno$cig wody sa zwiazane mostki wodoro-
we. Migdzy jonami Ca”' i SO~ wystepuje wiazanie jonowe, a w jonie SO}~ wiazania
atomowe spolaryzowane 1 koordynacyjne. Wszystkie wigzania rdznia si¢ istotnic encr-
gla wigzan.

Wigkszos¢ stosowanych sktadnikow materiatow budowlanych przyporzadkowanych
jest do jednego z uktadow krystalograficznych?. Atomy dancgo pierwiastka tworza jed-
ng, charakterystyczna sie¢ krystalograficzna. W materiale moze wystgpowac jednak kilka
sieci wzajemnie przenikajacych sig. Spotykane jest zjawisko polegajace na zdolnosci
wzajemnego zast¢gpowania jonow atomow lub czasteczek przez inne o zblizonych wy-
miarach. Zjawisko to — zwane diadochia — moze wystgpowac w przypadku substancji
izomorficznych i jest obserwowanc migdzy innymi w glinokrzemianach, takich jak mu-
skowit [KAI,(AlIS1;0,,)(OH),] lub chabazyt [CaNa,(Al,Si,0,,)-6H,0].

Wedtug najnowszych badan prezentowanych w raporcie RILEM [201] probkg beto-
nowa okresla si¢ jako mieszankge ziarn kruszywa, piasku, cementu, wiokien, jesli sa obe-
cne, oraz wody. Wszystkie sktadniki betonu wiaza si¢ ze soba, osiggajac stala konsy-
stencj¢. Wiazania w betonie dzielimy na dwa rodzaje: chemiczne 1 fizyczne. Wiazanic
chemiczne to oddzialywanie migdzy atomami, prowadzace do tworzenia trwatych pod

2 Kszalty geometryczne, uklady krystalograficzne i parametry sieci krystalograficznej elementarncj
komorki krysztatu przedstawia obszerniej Czarnecki [39].
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wzgledem chemicznym uktadoéw czasteczek lub ich fragmentow. Kazdy inny typ wia-
zania jest okreslany mianem wiazania fizycznego. Z uwagi na to, ze tworzenie si¢ wia-
zania fizycznego nie wymaga szczegdlnego uporzadkowania atomow, wigzania te fa-
two sig tworza 1 rownie fatwo ulegaja rozpadowi. Wigzanie chemiczne jest ponad dzie-
sicciokrotnic silnicjsze niz fizyczne, tacznic z wiazaniem wodorowym?. Zarowno obli-
czenia teoretyczne, jak 1 badania doswiadczalne wykazuja, ze wigzania chemiczne
praktycznie nie maja znaczenia w tworzeniu sig¢ wigzan sktadnikow betonu®. Innymi sto-
wy, nalezy bra¢ pod uwagg tylko stabe wiazania fizyczne. Sytuacj¢ t¢ mozna rozwazy¢
jeszcze z innego punktu widzenia. Utwardzony zaczyn z cementu portlandzkiego za-
wiera objetoSciowo okoto 20-30% wodorotlenku wapnia oraz pewng ilo$¢ uwodnione-
go glinianu wapniowego. Sktadniki te maja dobrze okreslone struktury, ktore roznia sig
od struktur uwodnionego krzemianu wapniowego, najsilniej wiazacego skfadnika wia-
zania cementu. Bardzo trudno jest okresli¢ warunki, w jakich krzemian wapniowy moze
tworzy¢ wiagzania chemiczne zaroéwno z Ca(OH),, jak 1 z glinianem wapniowym. Row-
nie trudne jest okreslenie warunkow, w jakich krzemian wapniowy moze tworzy¢ wia-
zania chemiczne z kruszywem o innym sktadzie chemicznym 1 wyraznej strukturze (bu-
dowie). Jest to sprzeczne z niektorymi twierdzeniami, ze chemiczne wiazania petnig
wazna rolg w wiazaniu poszczegélnych sktadnikow betonu®.

Interesujace jest badanie procesow mieszania, wigzania 1 twardnienia betonu. Na po-
czatku, w trakcie mieszania betonu, zewngtrzna powierzchnig wszystkich pojedynczych
czasteczek sktadnikéw pokrywa warstwa wody; ziarna cementu sa bezwodne, w fazie
faczenia z woda tworza si¢ sukcesywnie produkty hydratacji cementu. Latwo zauwa-
zy¢, ze w betonie w stanie §wiezym zewngtrzne powierzchnie wszystkich skladnikow,
tacznie z produktami uwadniania cementu, sa pokryte warstwa wody. W tej fazie gru-
bos¢ przenikajacych sig wzajemnie warstw wody jest nieréwna i rézni si¢ w zaleznosci
od miejsca. Zeby moglo doj$¢ do powstania wigzania migdzy dwoma produktami uwo-
dnienia cementu lub miedzy produktem uwodnienia cementu a ziarnami kruszywa, na-
lezy usuna¢ wodg. Jednak, jak wiadomo z chemii sorpcji powierzchniowej, usunigcie
pierwszych dwoch warstw molekut wody adsorbowanych na krzemianie jest niezwykle
trudne. Niemniej fatwo jest utworzy¢ silne wiazanie fizyczne poprzez adsorbowane mo-
lekuly wody.

W zwiazanym cemencie pojedyncze czasteczki wiaza si¢ z innymi czasteczkami po-
przez warstwy wody dzigki porownywalnie stabym wiazaniom fizycznym®. Molekuty
wody w warstwach wody, ktérych liczba przekracza 4, moga si¢ z swobodnie poruszac

3LEA EM.: Chemistry of Cement and Concrete. Amold. 1971, 263. (Mat.zrodt.).

4 CHATTERII S.: Estimation of chemical bonding in hardened cement paste and its implications. 7th
Intern. Congress. Cent.Paris, VI 1980, 5-9. (Mat. zrodt.).

3 RAMACHANDRAN V.S., FELDMAN R.F., BEaUDOIN J.J.: Concrete Science, Heydon. London 1981, 5.
(Mat. zrodh).

O CHATTERN S.: Load-bearing structures and crystal intergrowth. Nature 252/1974, 383. (Mat. zrodt).
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zar6wno wewnatrz probki betonowej, jak i poza nig. Ruch wody jest spowodowany roz-
nymi procesami, takimi jak zamarzanie, odtajanie, wysychanie, samodesykacja czy roz-
nica temperatur itd. W prébce betonowej, z ktorej usunigto wode, bedzie zachodzié prze-
grupowanie udziatu procentowego sktadnikow, a takze nastapi zmniejszenie objgtosci;
natomiast probka, ktora wehtongta wodg, rowniez przechodzi takie przegrupowanie oraz
zwigksza swoja objgto$¢. Innymi stowy, stwardniata struktura betonu jest wewnetrznie
niestabilna i podlega réznego rodzaju przemianom w zaleznosci od jego wytezenia, ktore
jest zwigzane z wplywem $rodowiska.

Nalezy takze zauwazy¢ kilka innych faktow. We wczesne;j fazie twardnienia w pra-
wie wszystkich urabialnych mieszankach betonowych nastgpuje wyciekanie wody. Tyl-
ko pewna ilos¢ wody pojawia sig¢ na powierzchni probki. Wigksza ilo$¢ gromadzi sig
wokot ziar kruszywa wewnatrz mieszanki. Im wigksze sa ziarna kruszywa, tym wigcej
wody gromadzi si¢ woko? nich’. Warstwy wody, ktéra wycickla, tworza stabe potacze-
nia migdzy dwoma mocniejszymi sktadnikami, tzn. ziarnami kruszywa po jednej stro-
nie 1 silnie zwigzanym zaczynem po drugiej. Podobnie staba, nasycona woda warstwa
tworzy sig, kiedy migdzy ziarnami kruszywa a zaczynem zachodzi relatywny ruch; jest
to ruch podobny do tego, jaki wystgpuje podczas wibracji betonu w formie. (Pojawie-
nie si¢ dobrze nasyconej woda warstwy jest najlepiej widoczne, kiedy warstwa nieab-
sorbujaca jest wolno poruszana wokoét zaczynu o malym stosunku iloéci cementu do
wody). Nasycone woda warstwy wokot ziarn kruszywa tworza jadro mikrorys, w przy-
padku kiedy zachodzi relatywna zmiana objgto$ci miedzy zaczynem a kruszywem.

We wczesnej fazie wigzania i twardnienia betonu jego temperatura ro$nie, poniewaz
podczas uwadniania frakcji zaczynu wydziela sig ciepto. W tym samym czasie frakcja
zaczynu samoistnie kurczy sie.

3.2. Okreslenie, lokalizacja i parametry mikrorys

Zespot opracowujacy RILEM [201], zajmujacy si¢ mikrorysami i ich wptywem na
przewidywana wytrzymatos¢ lub trwatos¢ konstrukcji betonowych przyjmuje, ze gorny
limit szerokosci dla mikrorys wewnatrz konstrukcji wynosi 10 pm. Uzasadnia to tym,
ze powyzej tej granicy obserwuje sig¢ znacznie szybsza wymiang ptyndéw z otoczeniem
niz w niezarysowanych cze$ciach tej samej konstrukc;ji.

Dlatego praktyczne znaczenie bgda miaty te mikrorysy, ktore umozliwiaja stosunko-
wo szybkie przenikanie mediéw do wewnatrz, jak i na zewnatrz konstrukcji betonowych.
Przenikalno$¢ mediow jest zwykle uzalezniona od srodowiska konstrukcji. W przypad-
ku powstania siatki rys ich zakonczenia umiejscawiaja si¢ na zewnetrznych powierzch-
niach konstrukcji, niekoniecznie jednak sa to pojedyncze rysy. Kiedy uktad mikrorys
tworzy siatke, niektore z nich, te ktére nie stykaja si¢ z powierzchnia zewnegtrzna, moga

TWmNsLow D.N., Liu D.: The pore structure of paste in concrete. Cement and Concrete Res. 20. 1990,
227. (Mat.zrédt.)
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wplywac na przenikalno$¢ bezposrednio albo posrednio przez spoiwo. W odniesieniu
do mikrorys pojawiajacych si¢ w betonie na wskutek oddziatywania czynnikow zewng-
trznych, takich jak: wysychanie czy obciazenia mechaniczne, nalezy zwroci¢ uwagg na
to, ze prawdopodobicnstwo tworzenia sig rys jest znacznie wigksze na powierzchniach
styku zaczyn—kruszywo. Prawdopodobienstwo to wzrasta wraz z gruboscia ziarn kru-
szywa. Mikrorysy powstate przy sasiadujacych ziarnach kruszywa maja tendencj¢ do
faczenia si¢ ze soba.

Postac¢ fizyczna przenikajacego medium w pewnym stopniu bgdzie miata wplyw na
wielko$¢ uktadu mikrorys. Jesli dla przyktadu przenikajace medium jest w stanie gazo-
wym, jak np. CO,, para wodna lub opary kwasu, a sita motoryczna przenikania jest ci-
$nienie atmosferyczne, to w procesie przenikania medium moga uczestniczy¢ rysy o sze-
rokosci ponizej kilku dziesiatych mikrometra. Jesli natomiast przenikajace medium znaj-
duje si¢ w stanie cicktym, jak woda czy rozcienczone roztwory kwasow z kwasnych
deszczdw, a sita motoryczna jest ci$nienie atmosferyczne, to mikrorysy o szerokosci
ponizej | pm nie maja praktycznie znaczenia. Pod wyzszym ciSnieniem mniejsza sze-
rokos$¢ rys moze mie¢ znaczenie, chociaz brak jest danych eksperymentalnych na ten
temat.

Oprocz szerokoscl istnieja inne wazne parametry mikrorys. Naleza do nich dtugosc,
glebokos$¢ penetracji, ggstos¢ przypadajaca na jednostke powierzchni (jednostke objg-
tosci) oraz ich wzajemne potaczenia. Liczba prac na ten temat jest znikoma, szczegol-
nie w odniesieniu do trwatosci konstrukcji betonowych. Nalezy przeprowadzi¢ w tej
dziedzinie badania.

W ocenie geometrii rys w konstrukcji betonowej nalezy uwzgledni¢ zarowno kryte-
rium inicjacji rysy, jak 1 kryterium jej propagacji. Inicjacja i propagacja moze wystgpo-
waé w warunkach roznych obciazen zarowno chemicznych, jak i fizycznych. Najbar-
dziej powszechnym kryterium inicjacji rysy jest wytrzymato$¢ materiatu na rozciaga-
nie. Na przyktad wytrzymato$¢ materiatu na rozciaganie moze najpierw by¢ przekro-
czona w wyniku koncentracji naprezen w sasiedztwie porow albo na granicy styku ziarn
kruszywa. Alternatywnie mozna zastosowac liniowo-sprgzysta mechanikg¢ pgkania.
W takim przypadku nalezy zrobi¢ zatozenie o wglebieniach szczelinowych (np. Broek®).
Liniowospre¢zysta mechanika pgkania znajduje zastosowanie na poziomie mikroskopo-
wym, kiedy mozna rozrézni¢ pojedyncze pory i czasteczki skupione. Jednakze przy roz-
patrywaniu betonu jako kontinuum nalezy stosowa¢ inne teorie. Okreslanic geometrii
rys w systemie rys jest czasochtonne. Mozna je przeprowadzi¢ za pomoca omowionych
bardzo rygorystycznych narzedzi analitycznych.

W najblizszej przysztosci narz¢dzia numeryczne odegraja prawdopodobnie zasadni-
cza role w szczegbdtowej ocenie geometrii rys na $rednim poziomie. Dzigkl zastosowa-
niu modeli numerycznych mozna bgdzie analizowac zjawisko inicjacji 1 propagacji

8 BrROEK D., Elementary Egineering Fracture Mechanics. Martinus Nijhof Publishers 1982. (Mat.
zrodt.).
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w elemencie betonowym z uwzglednieniem obciazenia mechanicznego (np. Schlangen
i Van Mier®). Coraz powszechniejsze staje si¢ zastosowanie modeli dla r6znych obcig-
zen w warunkach r6znych temperatur i wilgotno$ci. Ponadto, dzieki zastosowaniu modeli
numerycznych, mozna przeprowadzi¢ analizg przenikalno$ci zaczynu cementowego.

Modele te s3 nadal niedoskonate, ale bgda ulepszane w miare rozwoju techniki kom-
puterowej 1 powstawania nowych rozwigzan technicznych. Zaleta modeli jest to, ze moz-
na dzigki nim zanalizowa¢ takie parametry badanego zjawiska, ktérych nie mozna okre-
$li¢ w badaniach fizycznych.

3.3. Mikrorysy w betonie spowodowane oddzialywaniem
czynnikéw Srodowiskowych

Mozliwe jest przedstawienie opisu procesu tworzenia si¢ mikrorys w prébkach be-
tonu spowodowanych dziataniem réznych czynnikéw $rodowiska. Przedstawiono spo-
s6b oddziatywania kilku czynnikéw srodowiskowych [201]. Te sama procedure mozna
jednak zastosowa¢ réwniez do innych czynnikéw. W wigkszosci przypadkéw poczatek
powstawania mikrorys mozna monitorowa¢ technika emisji akustycznej (w Polsce m.in.
Flaga, Piwowarczyk [59] i Moczko [178]).

3.3.1. Powstawanie mikrorys w §wiezym betonie
wskutek wstepnego chlodzenia

W pierwszej fazie wiazania i t¢zenia cementu, szczegdlnie w masywnych budow-
lach, obserwujemy wzrost jego temperatury powyzej temperatury otoczenia. W tych wa-
runkach wszystkie skfadniki betonu rozszerzajg sig termicznie. Ziarna kruszywa, zwla-
szcza te wigksze, majac strukturg polikrystaliczng i polimineralng, moga odznaczaé si¢
réznymi wspoétczynnikami rozszerzalnosci termicznej. Jednak przecietnie wspotczyn-
niki rozszerzalno$ci termicznej sa mniejsze dla kruszywa niz dla zaczynu cementowe-
go. W wyzszych temperaturach zaréwno ziarna kruszywa, jak i zaczyn znajduja si¢
w stanie rownowagi termicznej i mechanicznej. W wyniku usunigcia formy nastepuje
wyrdéwnanie temperatury do temperatury otoczenia, co powoduje powrot kruszywa do
pierwotnej objgtosci. Jednak do tego czasu frakcja zaczynu jest juz wiasciwie zwiaza-
na. Jesli wspotczynniki rozszerzalnosci termicznej stwardniatego zaczynu i kruszywa
roznig si¢ zasadniczo, wowczas pierwsze chlodzenie do temperatury roboczej powodu-
Je skurcz zaczynu w wigkszym stopniu niz kruszywa. Kruszywo bedzie zatem poddane
Sciskaniu, a zaczyn rozciaganiu. Moze to przyczyni¢ si¢ do powstawania zarysowan w
zaczynie, szczeg6lnie wokot duzych ziarn. Ten typ zarysowan bgdzie wspomagany przez
proces parowania i autogenicznego kurczenia si¢ frakcji zaczynu. Taki rodzaj zaryso-

9 SCHLANGEN E., VAN MIER J. G. M.: Experimental and numerical analysis of micro-mechanisms of
fracture of cement—based composites. Cement and Conrete Composites 14, 1982, 105-118. (Mat. Zrodt.)
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wan przewaza zatem w wysokiej temperaturze, tzn. wewnatrz probki betonu. Stosunck
ilosci wody do cement jest maty, szczegolnie wokot duzych ziarn kruszywa. Ten typ
zarysowan nie jest obserwowany w matych prébkach betonu, zwlaszcza gdy ziarna kru-
szywa sa mate ze wzgledu na niewielki wzrost temperatury matej probki oraz niewiel-
kie napre¢zenia rozciagajace w zaczynie wokot matych ziarn kruszywa. Na powierzch-
niach matych prébek betonu, gdzie temperatura maksymalna jest niska, a wilgotnos¢
wzgledna duza, zarysowania tego typu nie moga si¢ tworzy¢. Wobec ztozonosci proble-
mu nie dziwi, ze niektorzy autorzy obserwuja tego typu mikrorysy (np. Hsu, Slate, Stur-
man, Winter!?), inni za$ nie (Olliver, Ringot, Escadeillas'!).

[stnicje jeszcze inny proces powstawania rys, szczegélnie w masywnych budowlach,
podczas wstepnego chtodzenia. Elementy masywow tuz po wyjgciu z formy sa nadal
stabe i bardzo podatne na dzialanie naprgzen rozciagajacych. Jesli nie stosuje si¢ spec-
jalnych $rodkéw ostroznoscei, to zewngtrzne powierzchnie masywu ochtadzaja si¢ znacz-
nie szybciej niz jego wngtrze. Powierzchnia zewngtrzna znajdzie si¢ wowczas pod dzia-
faniem sif rozciagajacych, a wewnetrzna — $ciskajacych. Jesli w tym czasie naprgzenie
rozciagajace jest wigksze niz naprezenie rozciagajace betonu, to zaczynaja si¢ tworzy¢
zarysowania — zarowno mikrorysy, jak i makrorysy (Fitzgibbon!?).

3.3.2. Powstawanie mikrorys wskutek wysychania

Proces powstawania mikrorys wskutek wysychania probki betonu wywotuje szereg
mikroskopijnych proceséw. Rozwazmy przyktad probki, ktora jest catkowicie nasyco-
na woda. Kiedy probka zostanie pozostawiona w suchym srodowisku, warstwa wody
wkrotce zniknie. Powstanie menisk, ktory zacznie penetrowa¢ w gtab probki. Promie-
niec meniskow beda roznié¢ si¢ w zaleznosci od potozenia. Wewngtrzna, nasycona czg¢$¢
probki poddana jest sitom $ciskania, a zewngtrzna, bardziej sucha — sitom rozciagania.
Jednak sita rozciagania jest wigksza niz sita Sciskania. Taki rozktad sit powoduje prze-
grupowanic statych czasteczek wewnatrz niestabilnej wewngtrznie probki. Wskutek
zmian promieni meniskow w zaleznosci od potozenia czasteczki stale, ktore byty poto-
zone blisko siebie, jeszcze bardziej sig¢ do siebie zblizaja, a te, ktore byty pierwotnie
oddalone, jeszcze bardziej si¢ od siebie oddalaja. Ze wzgledu na to, ze do ,,wprawienia
kruszywa w ruch” potrzeba wigkszej sity niz do ,,wprawienia w ruch” duzej ilosci pro-
duktow uwodnienia cementu, najwigcej ruchow czastek bedzie odbywac si¢ we frakeji
zaczynu.

10Hsu T.T.C., SLATE F., STURMAN G., WINTER G.: Jour. Amer. Conc. Inst. 60/1963, 209-224. (Mat.
zrodt.)

" OLLIVER J.P., RINGOT E., ESCADEILLAS G.: Intern. Conf. Measure and Civil Eng. Lyon 1988. Gam-
mac RILEM. (Mat. zrédt.)

12 FrrzgiBBON M.E.: Large pour for reinforced concrete structures. Concrete 10/1976, No 3/41, No
12/33. (Mat. zrodt.)
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W wyniku tego procesu zaczng si¢ tworzy¢ zarysowania. Wigkszos¢ mikrorys po-
wstanie na odkrytych powierzchniach oraz wokot wigkszych ziarn kruszywa, a nastgp-
nie beda one penetrowac probke. Kiedy proces suszenia osiagnic srodkowe partie prob-
ki, wowczas mikrorysy zaczng si¢ rowniez tworzy¢ wokoét duzych ziarn kruszywa, na-
wet wewnatrz probki (Chatterji!3).

W wyniku ponownego namoczenia probki nastapi dalsze przegrupowanie statych cza-
steczek, ktoremu bedzie towarzyszy¢ proces poszerzania si¢ starych rys 1 powstawanie
nowego uktadu rys. W konstrukcji betonowej narazonej na naprzemienne suszenie
i nasiakanie powstanie zatem uktad mikrorys. Prawdopodobienstwo tworzenia si¢ mi-
krorys jest tym wigksze, im wigkszy jest poziom wysuszenia (Banthia, Pigeon, Lachan-
celdy.

3.3.3. Powstawanie mikrorys pod wplywem
jednoczesnego chlodzenia i suszenia

W praktyce budowlanej w momencie usunigcia formy rozpoczyna si¢ jednoczesnic
proces chtodzenia i parowania wody. Ilos¢ wyparowanej wody wzrasta w zaleznos$ci od
roznicy miegdzy temperaturg konstrukcji a temperatura otoczenia. W nickorzystnych
warunkach zjawisko to prowadzi do powstawania mikro- i makrorys (Chatterji'?). Ta-
kie oddzialywanie Srodowiska jest zrodtem mikro- 1 makrorys nazywanych skurczowymi.

3.3.4. Powstawanie mikrorys wskutek cyklicznego
zamarzania i odtajania betonu

Nastepujace procesy zachodza w czasie zamarzania betonu. Woda zamarzajac zwigk-
sza swa objetos¢, powodujac narastanie tworzywa. Lod zwigkszajac swoja objetos¢ kom-
prymuje wode w czerepie ciata, ktéra z duzym oporem ustepuje w giab betonu. Powstaty
16d przyciaga wolna wodg, bo ci$nienie pary lodu jest o wiele nizsze niz cisnienie wody.
Woda czerepu kondensuje si¢ wigc na lodzie 1 ulega pompujacemu dziataniu lodu (mo-
del Powersa). Dzieje si¢ tak na skutek termodynamicznej stabilnosci lodu w temperaturach
ponizej punktu zamarzania w poréwnaniu z woda o tej temperaturze (model Litvana).
Wszystkie te procesy powoduja odksztatcenia probki, a w nickorzystnych warunkach
prowadza do powstawania zarysowan. W zaleznosci od stopnia nasycenia probki beto-
nu woda zarysowania moga wystapi¢ przy powierzchni probki lub wewnatrz niej.

Jesli probka zawiera pewna 1los¢ porowatego kruszywa, to zamarzanie powoduje za-
rysowania po nasyceniu woda kruszywa.

13 CHATTERI S.: Probable mechanisms of crack formation at early ages of concrete. Intern. Conf. Con-
rete at Early Ages. Ecole Nationale des Ponts et Chaussées. Paris 1982, 34-38. (Mat. zrodt.).

14 BANTHIA N., PIGEON M, LACHANCE L.: Calorimetric study of freezable water in cement paste. Ce-
ment and Conc. Res. 19/1989, 939. (Mat. zrodt.).

IS CHATTERN S.: Probable mechanisms of crack formation at early ages of concrete. Cement and Con-
crete Res. 12/1982, 371-376. (Mat. zrodt.).
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Proces tworzenia si¢ rys wskutek zamarzania—odtajania jest o wicle bardziej ztozo-
ny, niz to wynika z powyzszego oméwienia. Na przyktad, powstawanic lodu wewnatrz
probki betonu powoduje nie tylko naprgzenia, ale takze wzmacnia ja'®. Rozsadzajaca
sita lodu musiataby by¢ znacznie wigksza niz wytrzymato$¢ zamarznigtego betonu na
rozciaganic. Znaczenie roznych zjawisk bioracych udzial w procesie powstawania rys
nic zostato jeszcze w peini wyjasnione.

Oprocz wymienionych proceséw istnieje jeszcze caly szereg dobrze znanych reak-
cji, ktore przyczyniaja si¢ do pekania betonu. Naleza do nich: osiadanie, skurcz, agre-
sja siarczanowa, agresja chlorku wapnia, karbonizacja czy reakcje wytugowania skta-
dnikow.

Powyzej omdwiono wewngtrzne i srodowiskowe pochodzenie mikrorys. W dalszych
rozdziatach zostanie omdéwione zjawisko tworzenia si¢ rys pod wptywem oddziatywan
mechanicznych.

3.4. Wykrywanie i obserwacja mikrorys w betonie

3.4.1. Metody: optyczna i segmentacji seryjnej

Metody: optyczna i segmentacji seryjnej polegaja na pobraniu rdzenia z odpowic-
dniego miejsca konstrukeji. Po podzieleniu rdzenia na rézne odcinki sa one badane pod
mikroskopem. W metodzie optycznej poszczegdlne kawatki impregnuje si¢ guma fluo-
roscencyjna, a nastgpnie dzieli na waskie odcinki, ktére bada si¢ pod mikroskopem za
pomocg modutu fluoroscencyjnego. W metodzie segmentacji seryjnej poszczegolne
odcinki bada sie wizualnie. Moga one by¢ impregnowane gumg fluoroscencyjna. Jest
to metoda stosowana dla kwazistatycznych warukoéw propagacji rysy.

3.4.2. Metoda skanowania mikroskopem elektronowym

Przed przystapieniem do badan poleruje si¢ badana powierzchnig. Nastgpnie za po-
moca folii ze sztucznego tworzywa zmigkczonej rozpuszcezalnikiem organicznym przy-
gotowuje si¢ kopig. Kopig powleka si¢ warstwa metalu i bada za pomoca mikroskopu
elektronowego. Zaleta tej metody jest to, ze t¢ sama powierzchni¢ mozna badac¢ wielo-
krotnic w duzych odstepach czasu. Dokonuje si¢ rowniez prob bezposredniego badania
mikrorys mikroskopem skanujacym.

Niestety, powstaje wowczas ryzyko tworzenia si¢ mikrorys pod wpltywem wysokicj
prozni w mikroskopie. Nawet z zastosowaniem pompowania roznicowego przez otwor
w badanej probee trudno jest unikna¢ wysychania i pgkania cementu. Ze wzgledu na to,
z¢ w tej metodzice rdzenie rowniez s pobicrane w odpowiednich miejscach konstruk-
¢ji, nie mozna powtdrnie badac¢ powierzchni.

10 ToGNON G.: Behaviour of mortars and concretes in the temperature range from —20 °C 10 196 °C.
Proc. Sth Intern. Symp.Chemistry of Cements. Tokyo. Suppl. Paper No I11/1958, 111-24/1958. (Mat. zrodl.).
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3.4.3. Metoda przenikania barwnika

Barwnik fluoroscencyjny albo barwnik ciemnego koloru rozpuszezony w rozpuszczal-
niku organicznym o malej lepkosci penctruje probke. Nastepnie usuwa sic nadmiar barw-
nika 1 bada si¢ probkg w trzecim wymiarze, tzn. gigbokosé, lub w dwoch wymiarach,
czyli na powierzchni. Metodg t¢ stosuje si¢ rowniez dla potstatycznych warunkéw pro-

pagacji rysy.
3.4.4. Technika emisji akustycznej

Technika emisji akustycznej pozwala na wykrywanie procesu tworzenia si¢ mikro-
rys w trakcie jego trwania, nawet w konstrukcji. Jakkolwiek jest prawdopodobne, ze za
pomoca tej metody mozna oszacowac wielko$¢ zniszczenia, to jednak nie mozna wstep-
nic przewidzie¢ powstawania mikrorys. Metoda ta znajduje zastosowanie glownie
w przypadku szybkiej propagacji rysy.

Metody fraktografii promieniami X oraz penetracji rtgciowej maja mata rozdziel-
czo$¢ 1 ze wzgledu na okreslone warunki do$wiadczalne mozna je stosowaé tylko do
probek laboratoryjnych.

3.5. Wiasciwosci fizykochemiczne betonu
wynikajace z jego struktury

Przedstawione w rozdziale 3.1 wystgpowanie okreslonych wigzan determinuje wiha-
sciwoscl fizykochemiczne materiatdéw budowlanych do tego stopnia, Z¢ moga onc sta-
nowi¢ podstawg ich podziatu. Wplyw na wilasciwosci fizykochemiczne betonu majq mig-
dzy innymi: sktad chemiczny 1 typ wiazan chemicznych, struktury nadczasteczkowe, stan
skupienia, makrostruktura i zjawiska powierzchniowe. Budowa atoméw sktadnikow be-
tonu i rozmieszczenie elektronow na powtokach walencyjnych ma wptyw na zdolnos¢
pierwiastkow do tworzenia wiazan wewnatrz- 1 migdzyczasteczkowych.

W materiatach mineralnych, do ktérych zalicza si¢ rowniez beton, dofninujq wigza-
nia jonowe, jonowo-atomowe, atomowe spolaryzowane, a takze koordynacyjne wigza-
nia z udziatem czasteczek wody 1 wiazanie wodorowe. W przygotowawczym procesic
technologicznym materiaty te charakteryzuje wysoka temperatura topnienia (klinkier),
substraty za$ (cement) tatwa rozpuszczalnos¢ w wodzie. Jako produkt beton wykazuje
mechanizm zarysowania i zniszczenia typowy dla materiatow o wiazaniach jonowych.
Twardo$¢ betonu wzrasta w miare wzrostu udziatu wigzan atomowych.

Beton zalicza si¢ do kompozytowych materialow budowlanych z wypetniaczem ziar-
nistym. Charakteryzuje go faza rozproszona zagregowana i otwarte pory ciagte. Czast-
ki fazy rozproszonej wptywaja na uporzadkowanie czastek spoiwa wzglgdem powierzch-
ni ziarna kruszywa oraz na oddzialywanie migdzyczasteczkowych sit adhezji. Efekt
uporzadkowania wystepuje rowniez w stosunku do wigkszych elementow struktury, jak
na przyklad czastek tworzacej si¢ fazy krystalicznej kamienia cementowego (znany jako
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mv

Rys. 3.1. Sity wystgpujace migdzy dwoma atomami [95], a — odpychanie migdzy powtokami
elektronow, b — odpychanie migdzy jadrami atoméw, ¢ — wzajemne przyciaganie jader
atomowych 1 powlok elektronowych, d — sita wypadkowa, s — odleglo$¢ migdzy atomami
Fig. 3.1. Interatom forces [95]; a — repulsion between electronic shells, b — repulsion between
atomic nuclei, ¢ — atomic nuclei and electronic shell attraction, d — resultant forces.

s — distance between nuclei

efekt epitaksji). O wlasciwosciach kompozytu decyduje wige nie tylko sktad jakoscio-
wy, ale grubos¢ spoiwa otaczajacego ziarna kruszywa.

O wiclu cechach fizycznych betonu, takich jak gestos¢, mrozoodpornosé, wspotezyn-
nik rozszerzalno$ci termicznej, szczelno$é, izolacyjnos¢ termiczna i akustyczna czy od-
porno$¢ chemiczna materiatu decyduje porowato$¢. Za najistotnicjsze uwaza si¢ przy
tym tak zwane pory otwarte. Dla warto$ci wytrzymato$ci na $ciskanie 1 wspotczynnika
sprezystosci Czarnecki [21] przedstawia zalezno$¢ migdzy cecha materiatu nieporowa-
tego 1 materiatu o okreslonej porowatosci:

Je=to(1=p)° (3.3)

E=Ey1-p) (3.4)



61

gdzie: f,, — wytrzymalos¢ na $ciskanie betonu bez porow,

/. — wytrzymato$¢ na Sciskanie betonu z porami,

p - porowato$é¢ m>/m?,

¢ — wspolczynnik charakterystyczny dla danego materiatu, dla betonu przyj-
muje sig najezesceicj ¢ = 6, co oznacza, ze wzrost zawartosci porow o 10%
powoduje spadek wytrzymatosci o potowe,

E  — wspolczynnik sprezystosci dla materiatu bez porow,

E, — wspoiczynnik sprezystosci dla materiatu z porami,

n — wspotczynnik charakterystyczny dla danego materiatu, dla betonu przyj-
muje si¢ najczg¢sciej n = 3.

O wartosciach wspotczynnika sprezystosci decyduje ponadto tak zwana ostrosé mi-
nimum energetycznego (rys. 3.1). Im pochodna funkcji dla argumentéw na prawo od
ekstremum bardziej dazy do zera, tym wartosci wspotczynnika sprezystosci sq wieksze.
Zalezno$ci migdzy warto$cig wspolczynnika sprezystosci 1 wytrzymatosci betonu a mi-
nimum energetycznym wyjasnia Flaga [59]. Podaje on interpretacj¢ naprezen resztko-
wych opierajac si¢ na fizyce molekularnej i termodynamice (rys. 3.2).

o} o
fc - 1} ——— — ———
]
|
! <o
1 Ec<Ec
: E’C< Efc
1
!
DI arctg E/ le, l €
Af = (0,1-0,3)f
c arctg £, f c= fe

&, I £
Rys. 3.2. Zalezno$¢ o—¢ przy wzro$cie temperatury dojrzewania betonu [59]
Fig. 3.2. Relationship o—¢ at the increase of temperature of curing of concrete [59]

Energia wiazania okre$la cechy wytrzymatosciowe materiatu, czym mozna wyttu-
maczy¢ bezposrednie zaleznosci migdzy wytrzymatodcia materiatu (np. na Sciskanic)
a jego wspotczynnikiem sprezystosci.

Dyslokacje w strukturze betonu wymuszaja lokalne deformacje przylegtych wigzan
wewnatrzczasteczkowych. Cze$¢ z nich bedzie miata charakter odwracalny (sprezyste),
cz¢sS¢ — nicodwracalny (trwate).
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Deformacje sprezyste betonu thumaczy si¢ odksztalceniami pojedynczych wiazan.
Ze wzgledu na to, ze zdolno$¢ do przemieszczen w ramach pojedynczego wiazania jest
rzedu 10715-10720 m (warto$ci orientacyjne) ich pomiar jest mozliwy dopiero przy ma-
kroilosci tych wiazan. Nie nastr¢eza on jednak trudnosci, gdyz sposob wymuszania de-
formacji powoduje okreslone oddzialywanie praktycznie na wszystkie wiazania. Cat-
kowita deformacja sprgzysta jest wigc superpozycja odksztatcen wszystkich wiazan w
probce. Mozna w ten sposob wyjasnic¢ zardwno sprezysta czgs¢ deformacji w rysie, jak
1 mechanizm powstawania stanu wymuszonych odksztatcen sprgzystych — samonapre-
zen. Rowniez w ten sam sposob mozna wytlumaczy¢ powstawanie samonapr¢zen wy-
wotane nierownomierng faza procesu egzotermicznego na zewnatrz 1 wewnatrz betonu
(efekt skurczu), ktére interpretowane w ten sposob mozna réwniez zakwalifikowac do
odksztatcen sprgzystych.

Deformacji trwalych nie mozna wyjasni¢ za pomoca tak prostego modelu. Ze wzglg-
du na niejednorodnos¢ materiatu mechanizm niszczenia ma charakter losowy. Mozna
przyjac, ze rozerwanie sit wewnatrzczasteczkowych jest mozliwe zarowno wskutek do-
starczenia energii mechanicznej (proby wytrzymatosciowe), jak 1 energii termicznej (re-
akcja dehydratacji podczas pozaru). Zniszczenie mechaniczne thumaczy si¢ wymusze-
niem takiego wzajemnego przemieszczenia jonow dodatnich 1 ujemnych, ktore prowa-
dzi do ich wzajemnego odpychania (rys. 3.3). Ten mechanizm zniszczenia dobrze ttu-
maczy kruche pgknigcia betonu z mechanizmem zniszczenia wtacznie. Przy obciazeniach
cksploatacyjnych dochodzi jednak czg¢sto do odksztalcen (trwate ugigeia), ktérych kon-
sckwencja nie jest zarysowanie konstrukcji. Czgsciowo mozna to wyja$ni¢ powstawa-
niem mikrorys wewnatrz struktury betonu, co mozna potwierdzi¢ do§wiadczalnie, mig-
dzy imnymi metoda emisji akustycznej [61], [178]. Wydaje si¢, Ze mozna to tez wythu-
maczy¢ tworzeniem si¢ w ztozonej strukturze betonu sit Van der Waalsa, wiazan naj-
stabszych energetycznie (E,, = 4-25 kJ/mol), ktore ulegaja ,,pojedynczym zrywaniom”,
niewidocznym dla obserwatora. W przypadku domieszek polimerowych, nicusieciowa-
nych, odksztatcenia trwate mozna wythumaczy¢ ,,rozprostowywaniem” liniowych tan-
cuchow makroczasteczek.

—%%% 383
L

(O jon dodatni
@ Jon uemny

Rys. 3.3. Zniszczenie materiatu o wigzaniach jonowych
pod obcigzeniem mechanicznym [39]
Fig. 3.3. Mechanical destruction of material with ionic bonds [39]
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Efekty deformacji trwatych i sprezystych moga si¢ naklada¢. Analityczna préba in-
terpretacji tych deformacji na podstawie wynikoéw i powstatych w ich nastepstwie sa-
monaprezen, oparta na wynikach badan eksperymentalnych jest teinatem nastgpnych roz-
dziatow.

Na wlasciwoscl fizykochemiczne wptywa jednak nie tylko struktura betonu. Row-
niez reakcje chemiczne zachodzace w betonie wplywaja na wyniki badan doswiadczal-
nych zaréwno przy obciazeniach doraznych, gdzie istotng rolg odgrywa wick obcigza-
nego betonu, jak 1 przy obcigzeniach dtugotrwatych, gdzie ujawniaja si¢ procesy reolo-
giczne. Mozna to wykaza¢ na przyktad w kontekscie procesow termodynamicznych.
Zmiana parametrow wytrzymato§ciowych betonu i powstawanie samonapr¢zen (gtow-
nie spowodowane niejednakowymi warunkami termohigroskopijnymi) moga by¢ bowiem
nastgpstwem zmiany stanu termodynamicznego lub dostarczonej do uktadu z zewnatrz
energii. Efekty te mozna zarejestrowa¢ do$wiadczalnie 1 dlatego uznano potrzebg uwzgle-
dniania ich w badaniach laboratoryjnych. Z obserwacji tych wynika, ze na wypadkowe
wilasciwosci mechaniczne betonu maja wplyw takze warunki termodynamiczne, w ja-
kich zachodzi reakcja — migdzy innymi temperatura i cisnienie (obciazenie) — oraz stan
energetyczny betonu.

Wida¢ zatem, ze ze wzgledu na powolny przebieg reakcji heterogenicznych czas jest
rowniez parametrem wpltywajacym na wtasciwo$ci mechaniczne betonu. Na podstawic
cksperymentow okreslajacych cechy fizyczne materiatow jako funkcji czasu — takie jak
wytrzymatosc (’R,,G) lub wspotczynnik sprezystosci (£,) — mozna stwierdzi¢, ze gdy czas
rcakcji zmierza do nieskonczonosci, wowczas uktad dazy do osiagnigcia stanu rowno-
wagi 1 wielkosci fizyczne zmicrzaja asymptotycznie do Scisle okreslonych wartosci. Efckt
tych zmian jest mierzalny jako zjawisko fizyczne 1 moze by¢ wykorzystany do okresle-
nia koncowego stanu konstrukcji (np. ugigcia) w okreslonych warunkach.

3.6. Morfologia rys

Charakterystycznym stanem pracy przekrojow betonowych, zbrojonych, ktory po-
winien by¢ uwzgledniany do modelowania zelbetowych konstrukeji jest stan po zary-
sowaniu przekroju. Powstawanie rys moze by¢ nastgpstwem procesow fizykochemicz-
nych zachodzacych w betonie lub oddziatywan mechanicznych, ktore powoduja wewng-
trzny stan naprezen prowadzacy do rozrywania wigzan migdzyczasteczkowych. Bada-
nia laboratoryjne i analizy oparte na badaniach stanéw awaryjnych konstrukeji reali-
zowali miedzy innymi: Ajdukiewicz, Biliszczuk, Dabrowski, Dyduch, Flaga, Furtak, Go-
szczynski, Kaminski, Kmita, Kobielak, Kuczynski, Eempicki, Runkiewicz, Stachurski,
Starosolski, Scibak, Zielinski, Wicctawski [1, 2, 14,41, 50, 60, 115, 127, 141, 212,213,
214,216], a z autoréw zagranicznych — Baalbaki, Aictin, Ballivy, Bazant, Duncan, Chang,
Giurani, Rosati, Roka¢, Riisch [7, 10, 47, 65, 202, 204].

Wyniki tych prac oraz badan whasnych zostaty wykorzystane w obszernej monogra-
fii Godyckicgo-Cwirko [69]. Monografia [69] jest studium powstawania 1 propagacji
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rys oraz zawiera odniesienie zagadnien badawczo-analitycznych do aspektow projekto-
wych, migdzy innymi wedtug normy DIN 1045, ktora znalazta odbicie w Eurocode 2
[57]. Ze wzgledu na charakter niniejszej pracy ograniczono si¢ jednak do wyjasnienia
mechanizmu powstawania 1 rozwoju rys w zakresie ilustrujacym przyjgte modele obli-
czeniowe w procesach cyklicznych obcigzen.

Obliczeniowy model powstawania rys opracowuje si¢ na podstawie analizy stanu na-
prezen wyidealizowanego materiatu o usrednionych cechach materiatowych charakte-
ryzujacych beton. W przypadku elementéw zelbetowych uwzglednia si¢ dodatkowo stal
— jako drugi wyidealizowany materiat o znacznie bardziej regularnym uktadzie krysta-
lograficznym — i rozktad naprezen w nastgpstwie wymuszanych przemieszczen. Ten uktad
napr¢zen moze zosta¢ zaburzony przez dyskretne nieciaglosci, co wystgpuje na przy-
ktad w przypadku zbrojenia zebrowanego.

Powstawanie 1 rozwoj rys inspiruja gtéwnie naprgzenia rozciagajace. W elemencie
betonowym przestrzenny stan wytgzenia, ze stanem wyczerpanie no$nosci wiacznie, do-
brze odwzorowuje kulisty tensor naprezen [69, 70]. Wyidealizowany stan naprg¢zen jest
jednak zaburzony przez efekty skurczu, temperatury (gradient) i skali oraz spowodo-
wane nimi mikrorysy. Propagacj¢ rys w betonowym elemencie zginanym charakteryzu-
je doswiadczalny model Giurani—Rosatiego [65], w ktorym wartos$ci napr¢zen po zary-
sowaniu 0" zaleza od szerokosci rozwarcia rys, srednicy kruszywa oraz wydtuzenia
jednostkowego, przy ktorym nastepuje pegkanie betonu [69]:

cr

o = Ou
o a.,.
i s g (3.5)
_ . E°
O.gcx :Eb e = (3.6)

26k

gdzie: o} - rysujace naprgzenie rozciggajace,
Hrgs szeroko$¢ rozwarcia rysy,
@, - srednica ziarna kruszywa,
& — wydhuzenie jednostkowe, przy ktorym nastgpuje pgkanie betonu,
E, —wspofczynnik sprezystosci betonu,
k, F — state doswiadczalne.

Zaleznosci te Godycki-Cwirko korelowat doswiadczalne dla elementu zginanego [69].
Otrzymat on dobra zgodnos$¢ naprezenia z szeroko$cia rozwarcia rysy, natomiast widocz-
na na rysunku 3.4 rozbiezno$¢ w poréwnaniu z odksztatceniami i wartoscia €. Bardzo
dobra zgodnos$¢ otrzymano natomiast dla zaleznosci momentu 1 dlugosci rysy od kata
obrotu w przekroju zarysowanym Ag (rys. 3.5). Istotng rolg przy okreslaniu zaleznosci
momentu 1 dlugosci rysy od kata obrotu A¢@ odgrywa $rednica ziaren kruszywa. Zalez-
nosc¢ tg, opartg na rownaniu doswiadczalnym, przedstawia rys. 3.6.
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Rys. 3.4. Zalezno$¢ migdzy naprg¢zeniem a szerokoscig rozwarcia rysy 1 odksztatceniami [69]
Fig. 3.4. Relationship stress—strain and stress—width of crack
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Rys. 3.5. Zalezno$¢ momentu i dlugoéci rysy od kata obrotu
w przekroju zarysowanym A¢ [69]
Fig. 3.5. Realtionship bending moment-angular displacement
and length of crack—angular displacement [69]
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Rys. 3.6. Wptyw $rednicy ziaren kruszywa na zalezno$¢ momentu i dlugosci rysy
od kata obrotu Ag w przekroju zarysowanym [69]

Fig. 3.6. Influence of diameter of aggregate in cracking section on the dependence of the bending
moment as well as the length of crack on the angular displacement Agp [69]

Bardziej ztozony proces zarysowania obserwuje si¢ w zginanych elementach zelbe-
towych. Dochodzi tutaj kolejny parametr losowy, jakim sa wartosci napr¢zen stycznych
na granicy wspotpracy betonu i stali. W warunkach laboratoryjnych czgstym, cho¢ nie-
zbyt $cistym, modelowaniem strefy rozciaganej w przekroju zginanym jest element be-
tonowy rozciagany za pomocg wstawionego osiowo preta zbrojeniowego. Z warunkow
rownowagi mozna okresli¢ naprezenia w betonie 1 stali przed 1 po zarysowaniu (rys. 3.7):

=&
Op; = F, [l T (n _ 1)#] (3.7a)
o, = O’b_,[l+(/1—1)/,l] (3.7b)

oraz zalezno$¢ migdzy napr¢zeniami normalnymi a stycznymi:
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Rys. 3.7. Rozklad naprgzen w rozciaganym przekroju zelbetowym [69]
Fig. 3.7. Distribution of stresses in reinforced concrete section [69]

XU, =F,0,, (3.8)
gdzie: YU , — sumaryczny obwod zbrojenia.

Poniewaz ze zwiazku fizycznego Guyona i Hooke’a wynika, ze
T=kE, (3.9a)
O-a =E aga,x
gdzie: k& — wspotczynnik proporcjonalnosci,
€, — wydtuzenie preta zbrojeniowego,

wigc réwnanie rozniczkowe zwyczajne pierwszego rzedu (3.8) przyjmuje posta¢ row-
nania rozniczkowego zwyczajnego drugiego rzedu:

(3.9b)

JEanx— k€, =0 (3.10a)

. EF
gdzie:

_—a” a_

ZU (3.10b)
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Standardowe rozwigzanie takiego rownania ma posta¢ superpozycji funkcji ekspo-
nencjalnych:

g, = o exp(=Ax) + a,exp (Ax) (3.11)
gdzie: A= :UEH (3.12)

a,; o, — state catkowania.

Rozwiazanie to zaktada jednak, ze pret jest gltadki i brak poslizgu zbrojenia w beto-
nie. Odrzucenie tych zatozen i rozwiazanie zadania na przyktad metodami statystycz-
nymi bardzo komplikuje zadanie. Rozwigzaniem alternatywnym jest oparcie si¢ na teo-
rii Borcza [26], w ktorej proponuje on skorzystywanie z wynikoéw badan doswiadczal-
nych i okreslanie na ich podstawie $rednich napr¢zen w zbrojeniu na odcinku migdzy
rysami. Podobne rozwiazanie znajduje si¢ w aktualnie obowiazujacej normie, jednak
nie wyrdznia ono sprezystej 1 trwatej czgsci wydtuzenia zbrojenia. Rozwigzanie uwzglg-
dniajace deformacje sprgzyste i trwate oparte na wynikach badan Koztowskiego [120]
przestawiono w rozdziale 5.

Analize rozwoju rys w czasie przeprowadzili m.in. Kuczynski [127] 1 Dyduch [53].
Oryginalne rozwiazanie Kuczynskiego opiera si¢ na zalozeniach kontynualnej teorii zgi-
nania przekrojow zelbetowych (por. p. 4.1.2). Autor okresla szerokos$¢ rysy wychodzac
z okre$lenia odksztatcenia skrajnego widkna rozcigganego

_ b/?szksb/ o

£, = —p(m)&;A 3.13
bh3E,)(ej)0 ( )

gdzie: s, = Mbh’R,,
(ej)g — zredukowana sztywnosc
&= &+ m(&, - &) — $rednie potozenie osi obojgtnej zalezne od stopnia wy-

tgzenia przekroju m
Ostatecznie po przeksztatceniach wzor okreslajacy szerokos¢ rysy przyjmuje postac

S/JESL'//' 2 5 S .
arE L AA(m®) + 6 |A(m~®) - A(m~“Y
/ wg(Am){ (m®) g[ (m“®)—A( )]} (3.14)
s _Lef
gdZiCZ Wy = ( ]/)()
£
So
// ‘ //
M|x, +-L M| x, + L
2 2
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A(m®P)=m,D(m,)—m®P(m,),

p,®,Y — wartosci stabelaryzowane [127].

Metoda kontynualna umozliwia uwzglgdnienie reologii betonu.
Propozycja Dyducha [47] wykorzystuje bezposrednio catkowe rownianic Volterry,
opisujace odksztalcenie betonu strefy $ciskanej pod wplywem zmiennych naprezen:

’ d
£,(1)= 00 =)0, 1)+ [0 -1 <2 (.15)

7o

gdzie funkc_jqrpe%zania @1, t,) przyjgto zgodnie z propozycja CEB. Zakliadajac $redni
rozstaw rys /" otrzymuje sig rozwarto$¢ rysy dla dowolnego czasu :

‘. 0,5/
, i u 2x .
Sr J X e
ay (t):+ 6(:<[)_— J I_T (l,\‘([)([x +/11'/ E;. (3.16)
Ell EJ () [/

Analiza ta umozliwia rowniez przewidywania rozwoju stanu rownowagi wewnetrz-
nej przekroju przy réznych poziomach obcigzenia.

Dyduch 1 Stankiewicz przedstawili uzyskane numerycznie wartosci rozktadow po-
slizgu zbrojenia 1 odksztalcenia stali w przedziale od srodka migdzy rysami do czola
rysy w zaleznos$ci od liczby cykli (rys. 3.8). Wyniki tych analiz sa waznym uzupehnic-
niem informacji do badan Koztowskiego [120] (por. rys. 5.11) na temat odksztalcen sprg-
zystych 1 trwatych w zbrojeniu, przy obcigzeniach cyklicznych.

Doswiadczalnie wykazano, ze rysy rozwieraja si¢ w kierunkach réwnoleglych do
glownych naprezen normalnych (rys. 3.9). Eksperyment polegat na wymuszeniu kicrunku
rysy przez poczatkowe ,,nacigcie” probki. Zaobserwowano, ze wskutek wezesniejszych
przemieszczen 1 mikrorys spowodowanych wzajemnymi przemieszczeniami kruszywa
I zaprawy cementowej material staje sig coraz bardziej anizotropowy 1 w miarg zwigk-
szania si¢ rys ich trajektorie zmierzaja asymptotycznic do trajektorii naprezen glownych.

Przedmiotem osobnej analizy powinien by¢ wplyw na przyczepnosc¢ napre¢zen od ob-
cigzen prostopadtych do preta oraz wptyw przewgzenia pretow zbrojenia. Oba te zada-
nia zostalty zrealizowane numerycznie 1 empirycznie [211, 212]. W przypadku pierw-
szego z tyc czynnikow ustalano zalezno$¢ sity niszczacej zakotwicnie P, od dhugosci
zakotwienia /.. Porownujac wartosci sity bez obciazen 1 z uwzglednicniem naprezen pro-
stopadtych do preta o wartos$ci 7,5 MPa, dziatajacych na powierzchni bocznej probki
otrzymano zaleznos$ci:

—dla pretow o ¢ 18 mm:

P (p=0,0)=531+0,900- 0,017 +0,00011 ',
P (p=175)=835+1,09¢a-0,032¢" +0,00030¢,
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Rys. 3.8. Rozktad poslizgu zbrojenia

i odksztatcen stali [52]
Fig. 3.8. Distribution of slipend strain of steel [52]

— dla pregtow o ¢ 22 mm:

P,(p=0,0)=878 + 1,020~

Rys. 3.9. Trajektorie rys na plaszczyznie
obliczone na podstawie mechaniki zniszczenia
dla roznych katéw nachylenia nacigcia
poczatkowego przy osiowym $ciskaniu [187, 245]
Fig. 3.9. Trajectories of crack on the plane
on the basis of destruction mechanics
by different initial cut angle for axial
compression [187, 245]

0,02302 + 0,00017¢°,

P (p=17,5)=1293 + 0,960~ 0,0270* + 0,00024¢,

gdzie: o= 1J/d,
d — s$rednica preta.
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Autorzy zaobserwowali, ze czynna dhugos¢ zakotwienia przy oddziatywaniu napre-
zen prostopadtych do preta maleje o okoto 10 wartosci $rednic. Na rysunku 3.10 poka-
zano przyrosty sil niszczacych przyczepnosc¢ przy roéznych $rednicach pretow, roznych
dtugosciach zakotwienia i réznych warto$ciach obciazenia prostopadiego do preta.
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Rys. 3.10. Okreslenie wzglednego przyrostu sity niszczacej zakotwienie przy zmniejszajacych sig
srednicach pretow i diugosciach zakotwien [211]
Fig. 3.10. Relative increase of destructive forces in anchorage depending
on diameter of reinforced and anchorage length [121].

W przypadku modelowania numerycznego dla probek bez obciazenia prostopadiego
rozktad naprezen jest niemal kotowo-symetryczny. Przy dziataniu na probke obciazenia
prostopadlego do preta nastepuje istotna redystrybucja naprezen w otoczeniu preta (rys.
3.11). Ekstremalne naprezenia moga prowadzi¢ do powstawania rys rozklinowujacych.
Rozwiazaniem alternatywnym jest oparcie si¢ na teorii Borcza [26], w ktorej proponu-
je on wykorzystywanie wynikow badan do§wiadczalnych i okreslanie na ich podstawie
Srednich naprezen w zbrojeniu na odcinku pomigdzy rysami. Podobne rozwigzanie za-
warte jest w aktualnie obowiazujgcej normie, jednak nie wyréznia ono sprezystej 1 trwatej
cze$ci wydhuzenia zbrojenia. Rozwigzanie uwzgledniajace deformacje sprezyste 1 trwale
oparte na wynikach badan Koztowskiego [120] przedstawiono w rozdziale 5.
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Rys. 3.11. Wykres naprezen powstatych na skutek rozklinowujacego dziatania
zbrojenia zebrowanego przy dziataniu na probke naprezen prostopadtych [214]
Fig. 3.11. Diagram of stresses vs. tensions caused by reinforcement
by influence of external perpendicular stresses [214]

3.7. Szacowanie wplywu obciazen cyklicznych na szerokos¢ rysy

W realizacji cksperymentu przydatne jest teoretyczne okreslenie zmian wartosci sze-
rokosci rozwarcia rysy w zelbetowych elementach rozciaganych. Rozwijane obecnie me-
tody opieraja si¢ na opisie zjawiska wzajemnej przyczepnosci betonu i zbrojenia. Moz-
na tu wskazac trzy zasadnicze metody:

« opis empirycznej funkcji uzalezniajacej lokalny poslizg od lokalnego napr¢zenia
stycznego;

« okreslenie zaleznoS$ci naprezen przyczepnosci od potozenia przekroju;

« skorzystanic z metod energetycznych.

Mectode¢ oparta na okre$leniu zaleznos$ci migdzy warto$cia napr¢zen przyczepnosci
a potozeniem przekroju wzglgdem osi rysy lub $rodka rozpietosci probki zaproponowa-
li Pedziwiatr i Minch [189]. Metoda ta umozliwia otrzymywanic rozwiazan analitycz-

nych pokazujacych rozwdj zarysowania, zmian sztywnosci itd.
Podstawowymi rownaniami sa tutaj:
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« zalezno$¢ migdzy naprgzeniami przyczepnos$ci a napr¢zeniami w zbrojeniu przed-
stawia

7(x) = gxs,(x) (3.17)

gdzie: g — parametr przyczepnosci,
x — odlegtos¢ od rysy pierwszego rzedu;
e rownanie rownowagi sit w przekroju:
Ao (x) +A.0.(x)=F (3.18)
* zalezno$¢ migdzy zmiang naprgzen normalnych w zbrojeniu a naprezeniami przy-
czepnosci:
do,(x) _ 41(x)

i e (3.19)
= warunek zgodnosci przemieszczen stali, betonu 1 poslizgu:
ds
E;(x) +E.(x)=— (3.20)
dx

gdzie: s — wartos$¢ poslizgu.

Przyjmujac jako B(x) wzgledna roznice przemieszczen preta w odleglosci x od prze-
kroju zarysowanego w przypadku braku przyczepnosci s, oraz w przypadku konkretne-
go modelu s,, otrzymuje si¢ warto$¢ przemieszczen resztkowych dla poslizgu'”:

s"(x) = B(x)so(x) (3.21)

oraz odpowiadajace mu odksztatcenia resztkowe w stali:

"
el ()= (3.22)
’ dx

Przy zalozeniu, ze szeroko$¢ rozwarcia rysy jest suma przemieszczenia (poslizgu)
od biezacego obciazenia i przemieszczenia pozostajacego po ostatnim odcigzeniu oraz
ze odksztalcenie w stali pozostajace po odciazeniu jest rowne jednostkowej roznicy ko-
lejnych przemieszczen, model ten umozliwia okreslenie granicznej wartosci szerokosci
rozwarcia rysy przy obcigzeniach cyklicznych. Przy statej wartosci napr¢zenia kolejne

przemieszczenia wynoszg zatem:

Sg» SoBs So + 508, 50 + soﬂz,... (3.23)
a odpowiadajace im przemieszczenia resztkowe
$oBs 5B + 5082 5oB + 508>+ 5o (3.24)

17 Wyprowadzenie zaleznosci w [189].
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Graniczne warto$ci tych ciggow wynosza odpowiednio:

S

5= (3.25a)
1-B

ro__ Soﬁ

Y7128 (3.25b)

3.8. Zalozenia probabilistycznego opisu
odksztalcen rezydualnych przekroju

Brak jest dotychczas zweryfikowanego do$wiadczalnie probabilistycznego modelu
umozliwiajacego opis zalezno$ci migdzy strukturg betonu a jego mechanicznymi wia-
$ciwosciami, a takze zmiang tych wilasciwosci w czasie. We wcezeéniejszych rozdzia-
fach wymieniono rodzaje wigzan wewnatrz- i migdzyczasteczkowych, zwrécono uwa-
ge na roznorodnos$¢ i odmiany polimorficzne zwiazkow chemicznych oraz na wystgpo-
wanie w tych zwiazkach nieciagtosci strukturalnych (mozaiki, konglomeraty, defekty).

Jako punkt wyjscia przyjgto probabilistyczna teorig defektow Zhurkova [249] 1 Va-
lanisa [242], zaktadajaca stochastyczna postac¢ defektow, ktore powstaja w wyniku pro-
cesow lepkoplastycznych i wprowadzajaca pojgcie tak zwanego ,.czasu wiasnego pro-
cesu”. Przylozenie zewngtrznej sity do uktadu powoduje zmiang potencjatu energetycz-
nego w mikroelemencie:

AE = AE®PT +AE™® (3.26)

gdzie: AESP, AE™S —zmiana energii spowodowana deformacjami sprezystymi 1 trwatymi.
Dla catego elementu efekt ten jest opisany zaleznoscia:

E, = [[[dE" av +[[[aE™av (3.27)
14 4

Mozna z pewnym uproszczeniem przyjac, ze zmiana energii spowodowana odksztat-
ceniami sprezystymi AESP* wptywa na zmiany odleglo$ci pomigdzy atomami (rys. 3.2)
lub czasteczkami. Implikuje to zalezno$¢ znana w mechanice jako uogoélnione prawo
Hooke’a (umowa sumacyjna):

o = Eillg, (3.28)
gdzie: EVF — wspotczynniki sprezystosci.

Bardziej ztozony jest opis trwatych defektow w elemencie. Zmiang energii w mi-
kroelemencie wyraza wowczas zalezno$¢:

AE™ = E - AE™ — E (3.29)
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gdzie: E — energia catkowita uktadu,
E — energia odniesienia ukfadu nicobciazonego.
Gestos¢ prawdopodobienstwa f(E) wyraza funkcjg przetrwania (survival function)
mikroelementu. Jezeli dla konkretnego materiatu przyjmie si¢ warto$¢ energii powodu-
jacej peknigeie (defekt) jako E, to funkcjg przetrwania mozna wyrazi¢ jako:

f=1=h(E - E)[l + fIAE - Ey)] (3.30)

przy czym: h(E — E,;) — funkcja — dystrybucja Heaviside’a.
Dla materiatu jednorodnego:

M} (331)

f(AE—Eo)=€XP[— T

gdzie: k — stala Boltzmanna,
T — temperatura (K),
¢ — stata materiatowa.
Z réwnania (3.30) wynika bezpo$rednio prawdopodobienstwo wystapienia defektu:

p =[1 +f(AE - E))Jh(E - E). (3.32)

Jezeli defektem jest naruszenie mikrostruktury betonu, to przyjmujac krzywa prze-
trwania w postaci (3.31) 1 wykorzystujac zaleznosci dla energetycznego modelu betonu
(rozdziat 2.5), mozna okresli¢ zakres warto$ci odksztatcen resztkowych na okreslonym
poziomie wytgzenia.

Taka interpretacja zjawisk zachodzacych w betonie wymaga jednak jeszcze uzupet-
niajacych badan eksperymentalnych.



4. Modele Zelbetowych konstrukeji pretowych

Uwagi dotyczace metodologii modelowania

Modelowanie konstrukcji jest ksztalttowaniem pewnego wzorca, ktory wskutek ide-
alizacji i $wiadomych uproszczen powinien przyczyni¢ si¢ do opracowania efektywnych
metod projektowania. Zagadnienie modelowania mozna rozpatrywac¢ zasadniczo
w dwoch grupach:

» Modelowanie elementow konstrukcji w sensie fizycznym z zastosowaniem wier-
nych lub modelowych materiatow konstrukcyjnych, schematoéw statycznych, warunkow
brzegowych itp. Stosuje si¢ w tym celu metody analizy wymiarowej, bada si¢ efekty
skali oraz realizuje zasadniczy cksperyment z zachowaniem pewnych rezimoéw (np. pred-
ko$¢ wymuszenia obcigzen lub odksztatcen, warunki temperaturowo-wilgotno$ciowe,
izolacja sejsmiczna) mozliwych do uzyskania praktycznie tylko w warunkach laborato-
ryjnych. Tak otrzymane wyniki mozna, po wielokrotnym powieleniu eksperymentu, pod-
dac obrébce statystycznej 1 na ich podstawie opisa¢ model fenomenologiczny, wypro-
wadzi¢ wzory empiryczne, ustali¢ istniejace relacje fizyczne.

 Drugim sposobem modelowania jest opis schematu statycznego, materiatow kon-
strukcyjnych i ewentualnie warunkéw zewngtrznych za pomoca relacji liczbowych. Me-
tody te, zwane numerycznymi, stuza do szybkiego wzbogacenia naszej wiedzy o dodat-
kowe relacje liczbowe lub funkcyjne charakteryzujace konstrukcjg, a przez to do for-
mutowania dodatkowych wnioskéw i1 przewidywania skutkéw pracy konstrukcji.

Modelowanie konstrukcji w obu przypadkach taczy tylko zbiezno$¢ nazw, gdyz osia-
gane cele sa w znacznym stopniu rézne. O ile w pierwszym przypadku otrzymujemy
wyniki z bezposredniego pomiaru, o tyle w drugim dokonujemy obrobki liczbowej wy-
nikow otrzymanych uprzednio z eksperymentu.

Pojgcie modelu materiatéw konstrukcyjnych 1 wspétpracy miedzy nimi przedstawione
w rozdziale 3 nie uwzgledniato zagadnienia modelowania materiatu w konstrukcji. W ni-
niejszym rozdziale zostang przedstawione — opracowane przez autora — zagadnienia
modelowania 1 obliczania Zelbetowych konstrukcji pretowych pod katem dyskretne-
go opisu niesprezystych cech konstrukeji.
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4.1. Sztywnos¢ zelbetowych elementow zginanych

Podstawowym parametrem charakteryzujacym konstrukcjg pretows jest sztywnosc.
W przypadku modelowania zginanych konstrukcji pretowych jest to sztywnos$¢ gigtna
elementu. Zar6wno w opisie teoretycznym, jak 1 pomiarze doswiadczalnym okreslenie
tej sztywnosci jest trudne ze wzgledu na parametry zmienne w zalezno$ci od czasu
i poziomu wyt¢zenia materiatu. Duza nieregularno$¢ mikrorys, rys 1 pgknig¢ nie pozwala
na deterministyczny opis zmian sztywnosci. Aktualnie istnieje wiele koncepcji dotycza-
cych opisu zmian sztywno$ci na dtugosci zginanego clementu zelbetowego!. Najbar-
dziej charakterystyczne z nich to:

* koncepcja sztywno$ci statej odcinkami,

» kontynualna koncepcja sztywnosci,

* skokowa koncepcja sztywnosci,

« falowa koncepcja sztywnosci,

» dystrybucyjna koncepcja sztywnosci,

4.1.1. Sztywnos¢ stala odcinkami

Muraszow [179] opisuje sztywno$¢ elementu w fazie zarysowania, przyjmujac jako
kryterium tego stanu warunek:

M>M (4.1)

cr
gdZie: Mcr :fc.'lm W:I"
W_, — wskaznik wytrzymatosci przekroju wedtug Muraszowa.
Spetnicnie tego kryterium przez jeden z przekrojow w clemencie kwalifikuje caty
clement jako zarysowany.
Rownanie wigzace krzywizng przekroju z momentem ma postac

E i
_L_ KRY2 MWS _M_ (42)

r d—x, WE.(d-x,) B

sr

Srednie wartosci odksztalcen €., 1€, przyjmuje si¢ ze zwigzkow geometrycznych:
(4.3)
Metoda ta opiera si¢ na znajomosci wartoéci do§wiadczalnych?

" Doktadny opis tych koncepcji wraz z metodami obliczania ugi¢¢ mozna znalez¢ w pracach Szechin-
skiego (por. np. [105], [221].

> Koncepcja ta byta rozwijana miedzy innymi przez Nemirowskiego [181, 182], Rokacza [201, 202],
Gornowa [74], Wilkowa [244], polegala na okresleniu wartosci i n, opartym na wtasnych badaniach.
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¥, = i ¥, =— (4.4)

4.1.2. Kontynualna zmiana sztywnosci

Koncepcj¢ przyjmujaca kontynualng zmiang sztywnosci sformutowat Kuczynski (por.
[127.129]), a nastepnie ja rozwinat [131-133], [135-141], [143, 144] (por. tez Goszczyn-
skiiin. [75, 76] 1 Granosik [82, 83]).

Podstawowe zatozenia koncepcji kontynualnej zmiany sztywnos$ci podano w pracy
[127] na podstawie wczesniejszych badan doswiadczalnych.

Proponuje si¢ tam nastgpujace zatozenia:

* przyjgcie okreslonego modelu przekroju zelbetowego,

« przyjgcie kontynualnej zmiany sztywnosci uwarunkowanej zmiang momentu zgi-
najacego. przy czym zmiana ta zachodzi zaréwno na dtugosci elementu, jak tez wraz ze
wzrostem obcigzen,

e przyjgcie prawdziwosci zatozonego prawa w sensie statystycznym,

« wprowadzenie jednego parametru uwzgledniajacego uplastycznienie 1 zarysowa-
nie,

* przyjecie, ze w fazie I belka pracuje kwazisprgzyscie,

« powstanie rysy zwiazane z momentem rysujacym jest odpowiednikiem drugiego
stanu granicznego belki,

* stan graniczny zniszczenia nastgpuje po osiagnigeiu granicy plastycznoSci w stali
i wytrzymato$ci na $ciskanie przy zginaniu® w betonie i odpowiada on stanowi przegu-
bu plastycznego w elemencie,

* krzywizna belki odnosi si¢ do osi srodkowej belki,

- 0$ obojetna jest osia teoretyczna 1 nie musi pokrywac si¢ z linia, na ktorej napre-
zenla normalne sa rowne zeru.

Na podstawie tych zalozen teoria kontynualna umozliwia rozwiazywanie dwoch grup
zagadnien:

— obliczanie przemieszczen (krzywizny, ugigeia 1 katy obrotu) belek zelbetowych sta-
tycznic wyznaczalnych i niewyznaczalnych,

—analizowanie pracy belek statycznie niewyznaczalnych z uwzglednieniem redystry-
bucji momentdéw oraz powstawania fancuchow kinematycznych.

Opierajac sig¢ na tych zatozeniach, Kuczynski podat dwie postaci funkcyjnego ujg-
cia tego procesu:

3W okresie, gdy formutowano kontynualna teori¢ zelbetu, wyrdzniano pojecia wytrzymatosci betonu
na $ciskanic na probkach walcowych (R, ) i supowych (R,) oraz pojecie wytrzymalo$ci na Sciskanie przy
$ciskaniu mimosrodowym i zginaniu (R,). Doswiadczalnie okresla sig, ze jej warto$¢ jest 0 25% wigksza
od wytrzymalosci stupowej (R, = 1,25R ), m.in. [127], [PN-56/03260].
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— hipotezg liniowych zmian sztywnosci, gdzie B = B(1 — gm),

— hipotezg potggowych zmian sztywnosci, gdzie B = By(1 —mY).

Mimo Ze oba podej$cia réznia si¢ migdzy soba, wspdlna cecha jest jednoparametro-
we przedstawienic zjawiska zginania we wszystkich fazach pracy belki zelbetowe;j. Pa-
rametry ¢ 1 ¥ wyznacza si¢ do§wiadczalnie. Zaleza one od stopnia uplastycznienia
1 zarysowania elementu.

Czesto obliczang wielkos$cia podczas projektowania sa ugigcia belek. Mozna je obli-
czy¢, korzystajac z rownania krzywizny w postaci 1/p = M/B, w ktérym sztywno$¢ B
mozna wyznaczy¢ w sposob oméwiony poprzednio.

Roznice warto$ci wynikajace z zatozen teorii Kuczynskiego 1 Muraszowa pokazano
narys 4.1.

HNEREEEERE
£

M
sztywr.los'é W \T‘B'm/ Bo? Bo
wg Kuczynskiego ol

Bi BI Bga B

wg Muraszowa B; b

Rys. 4.1. Porownanie sztywnosci belek wyznaczonej metodami Muraszowa i1 Kuczynskiego [221]
Fig. 4.1. Comparison stiffness of beams according to the Muraszow and Kuczynski methods

Kontynualnag teori¢ zginania zelbetu rozwinigto znacznie w latach sze$¢dziesiatych.
Kuczynski 1 in. zastosowali ja m.in. do:

— obliczania wptywow reologicznych na ugigcia belek zelbetowych [134], [146],

— obliczania przemieszczen belek [133], [137], [144], [146],

— obliczania stanéw zarysowania i zniszczenia belek [141], [142], [147],

— opisu redystrybucji momentéw w elementach statycznie niewyznaczalnych,

— analizy stanéw granicznych w $wietle teorii plastycznosci.

Stosujac te teori¢ analizowano rowniez ugigcia elementow zelbetowych z uwzgle-
dnieniem wptywu roznych czynnikow, takich jak: rodzaj betonu i stali, uziarnicnie kru-
szywa, ksztalt przekroju itp. [147], takze z zastosowaniem technik numerycznych [140].

W roku 1970 Kuczynski i Goszczynski zaproponowali zastosowanic metody normo-
wej uproszczonego obliczania ugig¢ i rys w elementach zelbetowych. Sztywnos¢ obli-
cza si¢ z rownania

J
B:BI I—m 1__]_“ Psen P (45)
I
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J
w ktorym: m( -1 J — stopien zaangazowania przekroju,
I
m — stopien zaawansowania obciazenia.
Jy = nF (d—xy)(d — 1/3xy),
Oy — uwzglednia wptyw sit podtuznych,
Pch — uwzglednia rodzaj obciazenia belki.

W rownaniu (4.5) dla matych wartosci wspoétczynnika m sztywnos$¢ srednia B rowna
si¢ sztywnosci w fazie I, (B)), natomiast dla M/M, dazacego do 1 wartosci sztywnosci
zblizaja sig¢ do wartosci sztywnosci odpowiadajacej fazie II (M, — moment niszczacy)

Rozwartos$¢ rys ta metoda okresla si¢ ze wzoru

1=M@—HU (4.6)
: B
Badania w podanych kierunkach sa kontynuowane rowniez w ostatnich latach.
Problemem uogdlniania podanych w teorii rozwigzan zajmowali si¢ Kuczynski [137]
i Goszczynski [142]. Ich zdaniem w wigkszosci zagadnien praktycznych ugigcia oraz
katy obrotu belek statycznic wyznaczalnych moga by¢ obliczane dla statego wspotczyn-
nika podatnosci K = M, /B, (M,, — moment niszczacy, B, — sztywno$¢ poczatkowa).
Wptywem wskaznika podatno$ci na ugigcia zajmowat sig rowniez Goszczynski [142],
[144]. Podaje on rownanie, z ktorego mozna obliczy¢ wspdtczynnik podatnosci
A

K==
p (4.7)

w ktorym:
A= ] —a ) =2 (4.8)

R, — wytrzymato$¢ betonu na $ciskanie przy zginaniu,
S, —moment statyczny przekroju betonowego w I fazie.
Ugigcia w tym przypadku oblicza si¢ z nastgpujacego wyrazenia:

d“l)Eé)_M,, m - K | (4.9)

déh - Bo l—m"u l—ml’I

Goszczynski wspolnie z Kuczynskim zajmuja si¢ rowniez obliczaniem rozwarcia rys
w ujeciu teorii [75, 76], a wspolnie z Kuczynskim, Kaminska, Walaskiem, Ulanska
i Kowalska — analizg pracy ciagtych belek zelbetowych [139-146]. W obliczeniach au-
torzy korzystaja ze zdefiniowanego w rown. (4.7) wskaznika podatnosci, analizg pro-
wadza natomiast metoda obciazen wtérnych. Poniewaz wskaznik podatnosci jest zmienny
na dtugosci przgsta, dzieli sig je na odcinki, na ktérych K; = const 1 oblicza Sredni wska-
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znik K, = ZK,A/I//A Granosik zajmowat si¢ jeszcze badaniami zaleznosci ugigcia od roz-
norodnych czynnikow, takich jak uziarnienie kruszywa, wytrzymatos$¢ betonu, wplywy
losowe 1 wytrzymatos¢ kruszywa [85-87].

4.1.3. Skokowa zmiana sztywnosci

Koncepcja skokowej zmiany sztywno$ci opracowana przez Ryzynskiego i Apanasa
zaktada skokowe przyjgcie zmian sztywnos$ci na dtugosci elementu. W przekrojach za-
rysowanych przyjmuje sig¢ wartosci By, = E_.Jj;, natomiast mi¢dzy nimi B, = E_J;.. Uo-
golnione wartosci przemieszczen i sit oblicza si¢ z réwnania rézniczkowego ugigtej osi
preta sprezystego:

4
EJy %%: g (4.10)
% ,

Do obliczenia rozstawu rys Ryzynski proponuje zastosowanie rownan podanych
w CEB, korygowanych do najblizszego rozstawu strzemion. Dtugo$¢ odcinka, na ktorym
nastapito lokalne zerwanie przyczepnosci, okresla zaleznosc:

(4.11)

w ktorym: a,, — rozwartogc rys, o
o,,, — naprezenie w zbrojeniu w badanej rysie,

€, — wydtuzenie ekstremalne betonu.

Metoda ta byla weryfikowana do§wiadczalnie, a wyniki podano w pracach [205-207].
4.1.4. Falowy rozklad sztywnosci

Propozycjg funkcyjnego przedstawienia zmian sztywnosci w elemencie zarysowa-
nym przedstawil Szechinski [221]. Nazwg metody przyjgto na podstawie zatozen i wy-
nikoéw badan do$wiadczalnych, wedtug ktorych w otoczeniu rysy o$ obojgtna oraz krzywe
rozktadu odksztatcen i napr¢zen wzdtuz belki w stali i w betonie osiagaja lokalne, kwa-
ziskokowe ekstremum, zwane przez autora sfalowaniem. Metoda ta umozliwia rownicz
obliczanie zmian lokalnych ekstremow w czasie.

Sztywnos¢ elementu zginanego jest funkcjg trzech podstawowych parametrow: ob-
ciazenia, potozenia przekroju i czasu. Mozna to zapisa¢ nastepujaco:

B = B(p,& 1) (4.12)

Jako kryterium wystgpowania przekroju zarysowanego przyjgto: m,, = M/M,, > 1.
Funkcjg sztywnosci mozna przedstawi¢ jako sume dwoch funkcji, z ktorych jedna be-
dzie opisywac belke na catej dtugosci, druga zas — dyskretnie w otoczeniu rysy. Dla
obcigzen doraznych mozna t¢ sztywno$¢ przedstawi¢ w postaci superpozycji:
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B=f(m,,& t—ty=0)+ h(m,,&, t—t,=0) (4.13)

gdzie: f— funkcja sztywnosci jak dla fazy I,
h — funkcja sztywnosci opisujaca fale w otoczeniu przekroju zarysowanego,
m_. = M/M,, - stosunek momentu w belce do momentu rysujacego,
1 - t, = 0 — moment przytozenia obciazenia.
Po okresleniu funkcjif(m,,.&, 1—t,=0)ih(m,,.&, t—1,= 0) znany bgdzie poszukiwa-
ny rozktad sztywnos$ci. Szechinski proponuje nastgpujace sposoby obliczania funkcji
rozktadu sztywnosci. Dla funkcji f:

_ By — By,
l+amcr(BIO ‘Blb)

f(m,,.&,t—1,=0) + By, (4.14)
gdzie: By, — sztywnosc przekroju zelbetowego, nie obcigzonego w chwili przytozenia
obcigzenia,
By, — sztywno$¢ przekroju zelbetowego tuz przed zarysowaniem w chwili po-
czatkowej dziatania obciazenia; sztywnosc¢ By, odpowiada sztywnosci mi-
nimalnej dla fazy I,
o — wspotczynnik poziomu sztywnosci podczas zarysowania; wyznacza sig go
z warunku, ze dla m_, = 1 (zarysowanie) / = By, (By, < By < By)

By - By,
a= (4.15)
(Bio— By )(Byy — By )
Dla funkcji 4 zalezno$¢ ta jest nastgpujaca
Lim?
h(m,, &t —ty=0)=~(B), - B} )——=-g(m,,.&,t —1,=0) (4.16)
21+m,

gdzie: Bj — sztywno$¢ minimalna przekroju zarysowanego (dla /7 fazy pracy),
g(m,,,&, 1—1,=0) - funkcja opisujaca wplyw rys na warto$¢ sztywnosci; w szcze-
golnym przypadku funkcja ta moze przyja¢ wartos¢ stalego wspétczynnika 6,
ktory bedzie okreslal wypadkowy poziom sztywno$ci na odcinku zarysowanym
i uwzglednial pracg przekrojow zarysowanych i niezarysowanych

(:05[2/11{—1’*1’—”5L H -
2,1+m

glm,,,t-1=0)= 5 (4.17)

4

Rozklad funkeji fim,,, &, t—1,=0)1i h(m,.,&, t—t, = 0) pod obciazeniem doraznym
pokazano narys. 4.214.3.
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B(m,) &

= . Dapans

e

1 2 3 my

Rys. 4.2. Funkcja f(m,,, &, 1—1, = 0) rozktadu sztywnosci dla belki
pracujacej pod obciazeniem doraznym
Fig. 4.2. Function f(m,,,&, t—1t, = 0) of stiffness distribution in beams
working under immediate load

4
h(m)

CB= By __~
plB;-Byy)

Ly ; L,
1 2 3 mr
Rys. 4.3. Funkcja h(m,,,&, t—1,=0) rozktadu sztywnosci dla belki
pracujacej pod obciazeniem doraznym
Fig. 4.3. Function h(m,,,&, 11, = 0) of stiffness distribution in beams
working under immediate load

Podobnie jak we wcze$niej przedstawionych metodach uogélnione wartosci przemie-
szczen i sit oblicza sie z rOwnania rézniczkowego ugigtej osi prgta sprezystego.
4.1.5. Koncepcja dystrybucyjnego rozkladu sztywnoSci

Koncepcja dystrybucyjnego rozktadu sztywnosci elementu zelbetowego, sformuto-
wana przez Borcza w pracach [25, 26], byla nastgpnie rozwijana przez niego w pracach
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[17-24, 27-33] oraz przez Dubisa, Marcinkowskiego [164], Koztowskiego [30, 120],
Mincha [168-171], Baryte [9], Kiedron [107, 108], Luczak [157, 158], Majewskiego
[163], Maja [160], Tomczaka [31], Trochanowskiego [228], Dmochowskiego [44], Waw-
rzyniaka [233] Zadwornego [246], przez autora w pracach [32, 104, 227, 230-232, 234,
235] oraz przez zespot w materiatach [165]'. Jest ona oparta na ogdlnym modelu beto-
nu opisujacym stan naprgzen 1 odksztatcen w konstrukcjach zelbetowych.

Zmierza si¢ do takiego sformutowania modelu obliczeniowego, aby do obliczen moz-
na byto zastosowaé rozwiazania klasycznej teorii sprezystosci. Najbardziej charaktery-
stycznym elementem tej koncepcji jest wyrazne rozdzielenie sztywnosci w przekroju
zarysowanym i poza nim. Pozwala to na przyjmowanie sztywnosci konstrukcji takicj
jak dla klasycznego elementu sprezystego z wytaczeniem przekrojow, w ktorych wy-
stepuja rysy. Wszystkie odksztatcenia trwate (trwate rozwarcie rysy, uplastycznienic prze-
krojow, efekty reologiczne itd.) wprowadza si¢ do obliczen jako zastgpcze obcigzenic
dyskretyzowane w miejscach zarysowania. Miejsca te moga by¢ teoretyczne, co umoz-
liwia uwzglednienic odksztatcen trwatych na przykiad przed zarysowaniem konstruk-
cji. Jezeli przyjmie si¢ dodatkowo pomijalnie maty wpltyw poziomu wytezenia betonu
na warto$¢ wspotczynnika sprezystosci £,, to mozna napisac, ze

4
Ej,m:p+Dw,, (4.18)
dE?
gdzie: EJ; — sztywnos¢ konstrukceji sprezystej,
p — uogolnione obcigzenie konstrukeji,
D, — operator opisujacy dyskretnie defekt pochodzacy od zarysowania (np. za
pomocag funkcji dystrybucyjnej)

Zatozenia te, chociaz przyblizone, oddaja charakter zachowania si¢ konstrukcji
w procesach obcigzen wielokrotnych, szczegdlnie wolnozmiennych. Zostaly one wy-
korzystane takze do analizy innych elementéw zelbetowych, takich jak stupy Sciskane
mimosrodowo [107,108], ramy [46, 164], tarcze [168—171, 233], plyty [44, 160, 228]
oraz do opisu ugi¢¢ pod obcigzeniem dynamicznym [157, 158].

4.2. Kontynualny i dyskretny model konstrukcji zelbetowe;j

Metody analitycznego modelowania konstrukcji zelbetowych mozna podzicli¢ na
dwie grupy?. Pierwsza z nich zaklada tak zwany ciagly model obliczeniowy. Wedtug

I Przedstawiona bibliografia ma charakter reprezentatywny i nie wyczerpuje opublikowanego pismien-
nictwa w tym temacie.

>W dalszej czeéci pracy pominigto inne koncepcje modelowania zelbetowych konstrukeji prgtowych
(m.in. koncepcjg sztywnosci stalej odcinkami Muraszowa, koncepcjg skokowej zmiany sztywnosci Ry-
zynskicgo i Apanasa, koncepcje falowego rozkladu sztywnosci na dtugodci elementu zelbetowego Sze-
chinskiego).
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tego modelu rysy wptywaja na sztywnosc¢ belki w sposob ciagly na catym obszarze za-
rysowania. Zmienna sztywnos¢ w przgsle byla przyjmowana migdzy innymi przez Ku-
czynskiego [127-147] 1 Lempickiego [155, 156]. Uwagi praktyczne dotyczace nume-
rycznego modelowania konstrukeji podaja Grabiec [80] 1 Wotowicki [247], ktory mig-
dzy innymi analizuje wptyw zdolnosci betonu do odksztatcen na no$nos¢ przekroju zel-
betowego.

Druga metoda, zbiezna z pierwsza w zatozeniach dotyczacych wlasciwo$ci materia-
tow, uwzglednia takze zmiang sztywnoS$ci, lecz umiejscawia ja w zarysowanym prze-
kroju. Takie sformutowanie modelu wpltywa zarowno na sposob realizowania doswiad-
czenia, jak 1 na opis matematyczny modelu belki, ktory wymaga zastosowania klasy funk-
¢ji nieclagtych.

W nastepnych rozdziatach, dotyczacych modelowania konstrukcji, przedstawiono
przyktady modelowania obiema metodami.

4.3. Model kontynualny w metodzie elementéw skonczonych

4.3.1. Model betonu i stali

Metoda ta przyjmuje zweryfikowane numerycznie modele betonu, stali 1 wspolpra-
cy migdzy nimi. Umozliwia to uwzglednianie w obliczeniach statycznych wiasciwosci

o | 1+0.023 R
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Rys. 4.4, Wyniki badan do§wiadczalnych
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Fig. 4.4. Results Mier’s [166] and QE&
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konstrukcji polegajacej na tym, ze sztywno$¢ na dlugosci preta zmienia sig nierdOwno-
miernie (np. cze$¢ przekrojow pracuje jeszcze w fazie pierwszej, podczas gdy w innych
wystepuja juz rysy). Ponizej przedstawiono analiz¢ wptywu wiasciwosci stali na redy-
strybucje sit wewnetrznych w belkach statycznie niewyznaczalnych oraz na ich no$nosc¢.

W modelu korzysta si¢ z r6znych charakterystyk betonu i stali. Opisuje on zalez-
nos¢ naprezen stycznych i wzajemnych przemieszczen na odcinkach, na ktorych wspot-
praca betonu i stali jest naruszona. Zanalizowano przegrupowanie sit wewngtrznych dla
roznych rodzajow stali. Zmieniano tez stopiefl zbrojenia i odchylenia od tak zwanego
zbrojenia sprezysto-zgodnego.

Zalozony obliczeniowy model betonu wykazuje najwicksza zgodno$¢ z wynikami
badan Miera [166, 167] i Weschego [242] (rys. 4.4).

o (o4
(MPal Ay (MPa)
B96 225 475575 7.50 g9o L —
500 [/ 500 e -
SO0 [ Stal 1VS 40g Stal 1VS
300 r R = 550 MPa 300 Rm:Re=575:SOO =1.18
200 Re = 500 MPa 200 Rm:Re=550:5OO = 1.10
I R :Re =1.10 R :R =550:524 = 1.095
100 100 L
(@] o]
o 1 2 3 4 S 6 7 el% 1 2 3 4 5 6 7 elzl
ad b>
_O T
(MPal| o /
Ry =340 Ae
bu
0.5%R_, =17.5
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o.i*Rbk= 6;:6/ e
3 e N
Eo 51 50.5 eo 2 - (%)
Rbkz cD

Rys. 4.5. Charakterystyki materialowe stali 1 betonu
Fig. 4.5. Characteristics of reinforced steel and concrete



Na zalezno$¢ 0—¢ nalozono linig opisujaca zaleznos¢ &, od wytrzymatosci charak-
(4.19)

terystycznej Ry,

g,=1+0,023R,,
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Przyjgto, ze na poziomym odcinku & — &, (rys. 4.5¢) dtugosci 1% warto$¢ R, jest

stata. Pochylenie gal¢zi ,,opadajacej” okreslane jest posrednio przez obliczenie

o _2+0435R,
%37 0,145R,, -1

w punkcie 0,5R,,. Warto$¢ Ag,, opisuje wplyw zbrojenia strzemionami.

(4.20)
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Rys. 4.6. Zalezno$¢ M-k a) z uwzglednieniem wspolpracy betonu i stali;
b) w przekroju zarysowanym

Fig. 4.6. Dependence M-k a) regarding of cooperation of concrete
and reinforcing steel; b) in a section with crack
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Zaleznos¢ o—¢ w strefie rozciaganej przedstawionao w sposob uproszczony, gdyz
jej wpltyw na obliczanie momentéw w przekrojach jest nieznaczny. Przyjmowany do
obliczen model stali uwzglednia dwa rodzaje stali: obrabiang na goraco 1 na zimno.

Dla wybranego modelu numerycznego linia aproksymowana jest wieloma odcinka-
mi prostymi (rys. 4.5). Parametrami modelu sa wydtuzalno$c¢ stali 4, i stosunek wytrzy-
mato$ci na rozciaganie do granicy plastycznosci R, :R,. Na rysunku 4.5 przedstawiono
charakterystyki materiatowe stali i betonu.

Uogolnione sity i przemieszczenia w belce okresla si¢ przy zatozeniu, ze po zaryso-
waniu zmienia si¢ jej sztywno$¢. Obliczenia przeprowadza si¢ numerycznie w dwoch
ctapach. Najpierw oblicza sig zalezno$¢ M-k (moment—krzywizna) w przekroju zary-
sowanym, a nastegpnie korzystajac z zalezno$ci opisujacej wspotpracg betonu i stali, obli-
cza si¢ tak zwana Srednig wartos¢ zaleznoSci M-k,

Na rysunku 4.6 przedstawiono zalezno$¢ M-k w przekroju zarysowanym (linia cia-
gla) oraz t¢ sama zaleznos$¢ z uwzglednieniem wspoipracy betonu 1 stali (linia przery-
wana). Na rysunku zaznaczono réwniez przyjete w tym modelu linie sztywnoS$ci przy
odciazeniu. Prawo wspolpracy wyrazone w postaci zaleznosci napr¢zen stycznych od

/T,
1,0

0,833

0,667

0,5 1

0 przemieszczenie S 0

Rys. 4.7. Model wspotpracy betonu i stali [53]
Fig. 4.7. Model of cooperation of concrete and reinforced steel [53]



89

wzglednych przemieszczen przedstawia rysunck 4.7. Jest to model empiryczno-anali-
tyczny opracowany przez Eligehausen, Popov, Bertero [53] — adaptowany mi¢dzy inny-
mi przez autora [231, 232] w celu okreslania dtugosci obliczeniowych przy obciaze-
niach pokrytycznych (obciazenia sejsmiczne). Jest on poprawny rowniez w przypadku
duzych wydtuzen plastycznych.

Dla tak przyjetych zatozen wykonano numerycznie obliczenia przemieszcezen i sit
wewngtrznych w belce ciagtej. Wyniki tych badan modelowych przedstawiono w na-
stgpnym rozdziale.

4.3.2. Badania modelowe

Sity wewngtrzne obliczone na podstawie klasycznej teorii sprezystosci roznig si¢ od
wiclkosci otrzymywanych doswiadczalnie. Jest to widoczne szczegdlnie w tym przy-
padku, gdy sztywnos¢ na dlugosci belki zmienia si¢ nierbwnomiernie, np. gdy cz¢sé belki
znajduje si¢ jeszcze w fazie pierwszej, podczas gdy inny odcinek pracuje juz w fazie
zarysowanej. Rozbiezno$ci wynikaja dodatkowo z rezygnowania nickiedy przez pro-
jektantow (na przyktad ze wzgledéw ekonomicznych) z doktadnego stopniowania i od-
ginania pr¢tow zbrojeniowych.

Do$wiadczenia 1 obliczenia wykonywane zarowno na modelach nieliniowych, jak
1 sprezysto-plastycznych pokazaly, w jaki sposéb zbrojenie konstrukcji wptywa na jej
pracg. Efektow tych, a takze wynikajacych z nich skutkdéw, nie uwzglednia aktualnie
obowiazujaca norma projektowania tych konstrukcji. Doktadniejsze obliczania sit we-
wnetrznych 1 ich redystrybucji pozwala na:

* przewidywanie skutkow dociazania konstrukcji 1 wykorzystanie rezerw nos$nosci;

* unikanie nadmiernej koncentracji zbrojenia przez zamierzone przegrupowanie sit
wewngtrznych z elementdéw konstrukeji bardziej obcigzonych do mniej obcigzonych.

Oprocz przedstawionych celow praktycznych zmierza sig takze do opracowania opty-
malnej metody obliczen, ktéra umozliwitaby szybki i efektywny sposob wyznaczania
deformacji 1 sit wewngtrznych w zelbetowych konstrukcjach pretowych. Badania tego
typu prowadzi si¢ rowniez w osrodkach zagranicznych przygotowywujacych curopej-
ska normg dotyczaca projektowania konstrukcji betonowych, zelbetowych i sprezonych.
Wyniki wykorzystywane sa zarbwno w obowiazujacej Polskiej Normie [192], jak
1w projekcie PN [193] oraz w przygotowywanej curopejskiej normie Eurocode 2 [57].

Jako przyktad w polskiej literaturze mozna podac¢ oryginalng teori¢ Kuczynskicgo
[127], ktora zmierza do opracowana metody obliczen za pomoca zmian sztywnosci opi-
sanych jednoparametrowo, parametrami ¢ lub y. Obie metody opieraja si¢ na podob-
nych zalozeniach, z ktorych najwazniejszym jest przyjgcie kontynualnosci zmian sztyw-
nosci zarowno wzdtuz dhugosci belki, jak i ze wzrostem poziomu obciazenia. Proces
ten mozna opisa¢ za pomoca nastgpujacych funkceji

a) hipoteza liniowych zmian sztywno$ci — mutacja ¢

EJ(&) = EJ (1 — om) (4.21)
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b) hipoteza potggowych zmian sztywno$ci — mutacja ¥
EJ(E) = EJy(1 — ym) (4.22)

gdzie: EJ, — sztywnos¢ poczatkowa belki nie obcigzanej;
m = M/M, - wzgledny poziom obciazenia belki.

Rozwigzanie rownania rézniczkowego otrzymuje si¢ w postaci:

1 M
W )=——||—F——3dEd +c & +c
€)=-7 ”EJO(I—gom) EIE + €+, (4.23)
1 M
WE)=—— || —F——9EIE + c5E +¢
¢ g '”EJO(I—m"’) 6O +es +ey (4.24)
gdzie cy, ..., ¢, sa statymi catkowania do rozwiazan numerycznych rozwijanymi w sze-

reg Taylora.

Jako przyczyny zmian sztywnosci belki zelbetowej Kuczynski podaje:

* zmienno$¢ modutu odksztatcenia podtuznego betonu £;;

» zmienno$¢ momentu bezwladnosci J.

Autor niniejszej pracy proponuje nieco ztagodzi¢ rolg pierwszej z tych przyczyn, gdyz
przy doswiadczalnej realizacji cyklicznych, wolnozmiennych obciazen badania wyko-
nane na prébkach betonowych, w ktorych cyklicznie wymuszano przemieszczenia, wy-
kazaty stosunkowo mata zmienno$¢ wspotczynnika sprezystosci £,. Mata zmiennos¢ £,
obserwowano rowniez w stanach pokrytyczych (badania Tomczaka, Eissay 1 Ubysza).

Badania modelowe wykonano na przykladzie belki ciaglej o dtugosci przgsta/= 7,95 m
1 wymiarach Axb = 0,50x0,30 m, wykonanej z betonu odpowiadajacego w przyblize-
niu klasie B-40. Obciazenie wzrastato na calej dtugos$ci belki rownomiernie. Analizo-
wano moment podporowy przy roznej dystrybucji zbrojenia na podporze 1 w przgsle,
przy czym sumaryczna ilo$¢ zbrojenia nie ulegata zmianie (uP°4 + P = 0,924%). Zmie-
niano réwniez rodzaje stali, przyjmujac materiat o réznej wydtuzalnosci (Ag = 3,25%;
4,75%; 5,75%; 7,50%) oraz o zmiennym stosunku wytrzymato$ci stali na rozciagganie
do granicy plastycznosci (R,:R, = 1,05; 1,10; 1,15). Otrzymane przez autora wartosci
uogolnionych przemieszczen i sit wewngtrznych rownomiernie cbciazonej belki obu-
stronnie utwierdzonej bez 1 z wymuszeniem przemieszczenia podpory przedstawiono
narys. 4.8 14.9.

Rowniez na podstawie badan wiasnych obliczono — korzystajac z kontynualnego mo-
delu zmian sztywnosci — wptyw stosunku rozktadu zbrojenia w przg¢sle 1 na podporze
oraz wptyw sity wymuszajacej na przegrupowanie sit wewngtrznych (momentow) w bel-
kowym uktadzie statycznym (rys. 4.10). Pokazano réwniez wptyw rozmieszczenia zbro-
jenia w przgsle 1 na podporze oraz wptyw parametrow odksztatcalno$ciowych 1 wytrzy-
matosciowych stali na jej nosnos¢ (rys. 4.11 1 4.12). Otrzymano dobrg zgodno$¢ z wy-
nikami obliczen metoda dyskretna [231].
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Rys. 4.10. Przegrupowanic momentéw podporowych
Fig. 4.10. Redistribution of support momets

Najbardziej widoczne réznice wystgpuja w fazie przed zarysowaniem, gdyz model
dyskretny zaklada na tym etapie sprgzysta pracg konstrukceji, podczas gdy przedstawio-
ny model kontynualny przyjmuje, ze od poczatku obciazenia nast¢puje przegrupowanie
sit wewngtrznych. Zarysowanie przgsta powoduje wzrost wzglednej no$nosci podpory.
Na rysunku 4.10 pokazano przegrupowanic momentéw podporowych w zaleznosci od
poziomu obciazenia. Mozna zauwazyc¢, ze w przypadku zbrojenia spr¢zystozgodnego
(F({’Od:F(}’"Z = 0014:3014) otrzymuje sig nic tylko najmniejsze przegrupowanic momen-
tow, ale rowniez najwigksza no$nosé belki. Na rysunku 4.11 pokazano takze wpltyw wy-
muszenia. Przedstawione wykresy pokazuja przegrupowanic momentow w przypadku,
gdy roznica temperatury na dolnej i gornej krawedzi belki wynosi AT= 101 12,5°.

Na rysunku 4.11 przedstawiono wptyw rodzaju stali na nosnos¢ belki. Rysunek 4.11a
pokazuje wptyw wydhuzalno$ci stali A, natomiast rysunek 4.11b — wptyw stosunku jej
wytrzymatosci do granicy plastycznosci R, :R,,.

Na rysunku 4.11a odmienny charakter wykrcsu w przypadku . A,=2,25% wynika stad,
ze przekroj ulega zniszczeniu wskutek wyczerpania no$nosci Stdll (W pozostatych przed-
stawionych przypadkach nastgpuje zniszczenic betonu). Warto rowniez zauwazy¢, zc
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Rys. 4.11. Wpltyw rodzaju stali na no$no$¢ belki
Fig. 4.11. Influence of reinforced steel type on load capacity of bean

dla stosunku R, :R, = 1,15 (rys. 4.11b) no$nos¢ belki jest — mimo ponadtrzydziestopro-
centowego przegrupowania zbrojenia — taka jak w przypadku stali dlaR,:R , = 1,05 zbro-
jonej sprgzystozgodnie.

Znajac charakterystyki materiatlowe, mozna za pomoca przedstawionego modelu sto-
sunkowo doktadnie wyznaczy¢ przemieszczenia i no$no$¢ belek zelbetowych oraz okre-
§li¢ rezerwe nos$nosci w przypadku obciazen wyjatkowych. Nosnos¢ konstrukceji jest tym
wieksza, im bardziej wzrasta stosunek wytrzymatos$ci stali na rozcigganie do granicy
plastycznosci R, :R,.

Mata wydtuzalnos¢ stali 4, decyduje o zmniejszeniu nosnosci wowczas, gdy zni-
szczenie nastgpuje przez zerwanie stali zbrojeniowej (na przyktad przy niskim stopniu
zbrojenia lub rozmieszczeniu zbrojenia znacznie odbiegajacym od spre¢zystozgodnego).
Najwigksze rezerwy nosnosci wystepuja przy spre¢zystozgodnym rozmieszezeniu zbro-
jenia w belce.

Podobne badania przeprowadzono dla jednoprzgstowej belki obustronnie utwierdzo-
nej, ktora reprezentuje dwuprzgstowa belke ciagta rownomiernie obciazona na catej dtu-



95

gosci. Sita wymuszajaca, realizowana przez osiadanie podpor, stymuluje roznice tem-
peratur AT = 10°. W przedstawionym przykfadzie zmieniano wytrzymato$é i wydtuzal-
no$¢ stali. Geometria, schemat statyczny i beton pozostawaly niezmienione. Wyniki
przedstawiono na rysunku 4.12.
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Rys. 4.12. Zaleznos$¢ nosnosci od: a) wydhuzalnosci stali 4 ;
b) stosunku wytrzymalosci i granicy plastycznos$ci Rm:Rc‘

Fig. 4.12. Dependence of load capacity from: a) elongation of reinforcing steel A,
b) ratio of resistancee of yield point R ‘R, '

Przedstawiajq one zalezno$¢ nosnosci od wydtuzalnosci stali 1 od stosunku wytrzy-
matosci stali do jej granicy plastycznosci. Z wynikow tych mozna wnioskowac o rezer-
wach nosnos$ci w przypadkach roéznego sposobu zbrojenia belek.

4.3.3. Uwagi uzupelniajgce

Znajomos¢ efektu przegrupowania sit wewngtrznych jest, jak dotychczas, mato wy-
korzystana przy projektowaniu. Wynika to mi¢dzy ipnymi z do$¢ pasywnego podejscia
do takiego projektowania w normach technicznych. Przedstawione badania wykonat autor
W ramach prac majacych na celu przygotowanie projektu europejskicj normy projekto-
wania konstrukcji zelbetowych.



96

Ich praktyczna konsekwencja jest lepsza znajomos¢ rzeczywistego rozktadu sit we-
wnetrznych w pracujacych konstrukcjach pretowych oraz dodatkowe informacje o re-
zerwie nosnosci konstrukeji przy obciazeniach wyjatkowych lub nieprojektowanych (na
przyktad nierownomierne osiadanie konstrukcji). Bardziej szczegétowymi dokonania-
mi sg:

e okreslenic minimalnego stopnia zbrojenia z uwzglednieniem mozliwo$ci wystgpo-
wania obciazen wyjatkowych:

o okreslenic optymalnych parametréw stali w tych warunkach (wytrzymatos¢ na roz-
ciaganie, granica plastyczno$ci, wydtuzalnosc);

* ograniczenie stopnia przegrupowania sit wewnetrznych w niektérych rodzajach kon-
strukceji.

4.4. Model dyskretny

4.4.1. Zalozenia i opis metody

Odmienne w zatozeniach jest modelowanie oparte na modelu dyskretnym, w ktoérym
zastosowano zalozenia Borcza [26], przedstawione obszerniej w rozdziale 1.3:

* W modelu dyskretnym zginanej belki zelbetowej przyjeto model betonu odpowia-
dajacy odksztatceniu podczas wielokrotnych obcigzen. Zwigzane jest to z potrzebg
uwzglednienia rys w strefach rozciaganych betonu oraz z konieczno$cia uwzglednienia
efektow pochodzacych z niesprezystych cech betonu. Z dobrym przyblizeniem mozna
wowczas przyjaé¢ model jak dla materiatu spr¢zystego, na ktory naktadaja si¢ odksztat-
cenia niespregzyste. Deformacje catkowite sa suma deformacji spr¢zystych oraz reszt-
kowych.

 Kolejnym zatozeniem jest to, iz wspotczynnik sprezystosci betonu nie zalezy od
poziomu obciazenia, lecz od wieku betonu.

* Niespre¢zyste deformacje betonu opisuje si¢ za pomocg wspotczynnikow zwigza-
nych z zachowaniem sig rysy.

« Nieliniowe, niespr¢zyste odksztatcenia betonu wymuszaja powstanie samonaprg-
zen pochodzacych od nieliniowych deformacji niespr¢zystych spowodowanych obcia-
zeniem, a takze od skurczu betonu, deformacji temperaturowych 1 wilgotno$ciowych.

* Rysy w strefach rozciaganych maja wptyw na sztywnos¢ konstrukcji, dlatego na-
stgpstwa pojawienia si¢ ich w betonie zostaty opisane w sposob dyskretny, z uwzgle-
dnieniem kazdej rysy. '

* Przekroj belki (preta) migdzy rysami jest traktowany obliczeniowo jak w fazie nie-
zarysowanej.

Dyskretyzacja uktadu umozliwia znaczne uproszczenie modelowania zelbetowych
konstrukeji pretowych, takze w przypadku, gdy uwzgledni sig sit¢ osiowa 1 efekty dy-
namiczne. Metoda obliczen opiera si¢ na wykorzystaniu znanej w mechanice budowli
tak zwanej macierzy przeniesienia [199]. Macierz przeniesicnia opracowano do obli-
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czania sit wewngtrznych w pretach jednorodnych o odcinkowo statej sztywnosci. Przez
wprowadzenie funkcji uogoélnionych rozszerzono tutaj zakres metody na zelbetowe kon-
strukcje pretowe, tak aby uwzgledniata ona najwazniejsze elementy wyrdzniajace ten
rodzaj konstrukcji (jak np. wspotpraca betonu i stali, mozliwo$¢ wystapienia rys).

4.4.2. Model przekroju betonowego i zelbetowego

Jak wspomniano w rozdziale 2.4, Borcz rozszerzyt pojgcie samonaprezen w beto-
nie, w ktéorym zrownowazone naprgzenia wewngtrzne spowodowanc czynnikami pro-
cesu wigzania 1 twardnienia betonu uzupetnit o samonaprgzenia wywotane niesprezy-
stymi deformacjami betonu. Z przyjgtej w niniejszym modelu zalezno$ci o—€ wynika,
ze ze wzrostem poziomu obciazenia wzrastaja deformacje trwate. Przy odciazeniu za-
tozone jest spetnienie warunku nierozdzielnosci:

2 2 2
d~odu d° dv_d [8Lt+8v] (4.25)

— + ————eee 2 ] e S

ok ox kP okdz\dz Ox

Zaktada si¢, ze w konstrukcjach obcigzanych doraznie wspotczynnik sprezystosci
przyjmuje w przekrojach niezarysowanych statq wartos¢. Dlatego przy nicosiowym ob-
ciazaniu w przekrojach przeciazanych do wyzszego poziomu nierownomiernemu wzro-
stowl napr¢zen towarzyszy nierownomierny przyrost deformacji. Zjawisko to obserwu-

je si¢ na przyktad w stupach $ciskanych mimosrodowo lub w zginanych belkach (rys.
4.13).

s

£

Rys. 4.13. Rozktad odksztatcen w zginanym przekroju betonowym
w zalezno$ci od liniowego rozktadu napr¢zen [26]
Fig. 4.13. Distribution of strains in bent concrete-section
as a function linear distribution of stresses [26]

Jezeli w zaleznoSci (4.25) pominie si¢ odksztatcenia QIL + Qv_ 1 A

& x| o

dwukrotnie ja scalkuje, to wyrazony rozktad odksztalcen na wysokosci belki przyjmie
zalezno$¢ liniowa

jako mate oraz

elr=Bz+A=¢€+ €}, (4.26)
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gdzie: & — catkowite odksztatcenia betonu w przekroju;
e — sprezyste odksztatcenia betonu w przekroju;
e? — trwate odksztatcenia betonu w przekroju.
Jezeli z (4.26) wyznaczy si¢ odksztatcenia sprezyste ,,uwigzione” w przekroju i za-
stosuje prawo Hooke’a, to otrzyma si¢ warto$¢ samonaprezen w zaleznos$ci od rzednej
wysokosci przekroju

of = E,(Bz+ 4 - £°) (4.27)

Samonaprezenia stanowig uktad samozrownowazony i z zatozenia spetniaja warunki:
JoRszo (4.28)
JoRzdF =0 (4.29)

z ktorych mozna wyznaczy¢ state 4 1 B. Dla przekroju zarysowanego stafe te wynosza:

_ e'¢y
A+ i)’ .30}

B = : £'6y
Sh{%wu(l—én)z} (4.31)

gdzie: &; — bezwymiarowa wysokos¢ strefy Sciskanej zarysowanego przekroju,
&= ER(§II/§)3 — rozktad deformacji resztkowych w strefie $ciskanej.
Rozktad samonaprezen w przekroju zarysowanym przedstawia rysunek 4.14.

S
(2 §

gR= 23~  (h

€-neBz ~ -=7"

\ 6=E, €€
€
ca

NMg= 010

Rys. 4.14. Rozklad napr¢zen w zarysowanym przekroju zelbetowym [26]
Fig. 4.14. Distribution of stresses in reinforced cracked concrete section [26]
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Rysunek ten objasnia migdzy innymi jeden z wnioskow teorii Borcza, Ze naprezenia
sciskajace w skrajnych widknach sa zredukowane o warto§¢ samonaprgzenia, natomiast
naprg¢zenia w zbrojeniu z tego samego powodu wzrastaja.

4.4.3. Samonaprezenia w modelu dyskretnym*

4.4.3.1. Nieliniowy model betonu i stali

Jedna z metod numerycznego obliczania samonaprgzen w przekroju zelbetowym opra-
cowal Trochanowski [228]. Wychodzac z ogdlnych zaleznosci przedstawionych w roz-
dziale 3, zaproponowat on model betonu, w ktorym catkowite odksztatcenia resztkowe
przedstawia zaleznos¢ (rys. 4.15 — por. Biliszczuk [13]):

€T= ER + Ep[ + greo

gdzie: €7 - odksztalcenia catkowite;

e®  — odksztalcenia resztkowe wywotujace samonaprezenia;

e’ —nieliniowe odksztalcenia plastyczne;

£¢° —pozos

A

tajaca cz¢$¢ odksztatcen od petzania.
, O/R
ER EE ePL eT
i-— - ?r —_——-— —;’:’:J_:,_r—';—
4 /’/.’r 4

Y

eRT

-

Rys. 4.15. Zaleznos¢ o€ dla betonu (por. [13])
Fig. 4.15. Dependence o€ for concrete (see [13])

(4.32)

W modelu w sposob zamierzony ograniczono si¢ do stalego wspotczynnika petzania:

gdzie: €% - odkszta

g0 =0,8¢%

fcenia od petzania.

(4.33)

*Materiat przedstawiony w p. 4.4.3 opracowat Trochanowski [24, 228], postugujac si¢ modelami nu-

merycznymi.
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Odksztatcenia resztkowe tacznie z dodatkowymi odksztatceniami spr¢zystymi maja
liniowy rozktad:

A+Bz=gf+ € (4.34)
1 stad warto$¢ samonaprezen oblicza si¢ z zaleznosci
sR=E,ef = E (4 + Bz - ) (4.35)
Przyjeto, ze rozktady odksztalcen resztkowych opisuja rownania

eR = k2t

gPl = klz6

(4.36)

w ktorych: z = o/R,, dla $ciskania; z = o/R,_, dla rozciagania.
Calkowite odksztatcenia betonu wynosza zatem:

£T=/c26+k]z6+ g8 = g% (4.37)
Zalezno$¢ o—¢ dla stali przyjmuje Trochanowski jako model dwuliniowy (rys. 4.16).

4.4.3.2. Samonaprezenia w elemencie betonowym

Dla zginanej belki betonowej otrzymuje si¢ rozktad napr¢zen jak na rysunku 4.17.

W przypadku $ciskania w réwnaniu (4.36) k = k , natomiast w przypadku rozciaga-
nia k = k,. Odksztalcenia resztkowe mozna wyrazi¢ za pomocg wysokosci przekroju

Mz
R “1
& =k (4.38
‘]bRbk )
gdzie: k=—k,, gdy z; <0;
k=k, gdyz >0.
-0,5h
A
4
K : "
Re I
EB
t
Rys. 4.16. Zalezno$¢ o€ dla stali Rys. 4.17. Samonapr¢zenia w belce betonowej

Fig. 4.16. Dependence o—¢ for reinforced steel Fig. 4.17. Self-stressed in a concrete beam
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State 4 1 B wyznacza si¢ z warunkéw rownowagi:

J.O'RdF =E,,J[A + Bz, —sR(z,)bdzl]:O
JGRZldF:EbJ[A+BZ1—€R(Z] )bzldz]]:o (4:39)

Wspotczynniki &, 1 k. mozna wyznaczy¢ doSwiadczalnie. Z pomiaru momentu rysu-
jacego mozna wyznaczy¢ naprezenia spre¢zyste na rozeigganej krawedzi przekroju:

M-z
Og= 7, (4.40)

Naprezenia catkowite sa rowne wytrzymatosci betonu na rozciaganie. Przyjmujac
moment rysujacy na podstawie normy [norma pn], aproksymowano zalezno$¢ k, od wy-
trzymato$ci betonu (rys. 4.18).

kil
! REGRESJA: wielomian stopnia n = 4
g 5 5 5 YR RN PUDURUT DOV SRR DRI SN S
: : e
: -~ .
S
DRI i R NS NP
" : : : : : 5~ . WSPOLCZYNNIKI WIELOMIANU
: : : _,o/ : Ag=1,91
/ Aq=-0,04
i T Ay =0,003
; : = : : : A3=52-10"3
...... / Ag = 386107
17 -~ B @ 9 ‘ " " ¢ 4 5

7.5 1.7 16 203 245 288 33 373 415 458 50

Rys. 4.18. Zalezno$¢ wspotczynnika 4, od klasy betonu
Fig. 4.18 Dependence of the cocfficient &, on the class of concrete

Napr¢zenia w przekroju betonowym zalezne od klasy betonu przedstawiajg rysunki
4.19-4.20.

4.4.3.3. Samonaprezenia w elemencie Zelbetowym

Rozktad samonapre¢zen w belce zelbetowej przedstawia rysunek 4.21.

Przebieg odksztatcen resztkowych przyjgto jak dla przekroju betonowego, rozpatru-
jac tylko $ciskana strefe przekroju. W warunkach rownowagi uwzglednia si¢ dodatko-
wo odksztalcenia resztkowe stali €X.
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68 [MPal 0F [MPal 6! [MPal
-0,13 -1.98 -2.11
-0.09 { -1.58JN -1.67]%
-0,04 -1.18 1\ -1.23[ \
0.00 -0.79] %\ -0.79] N\
0,03 -0.39 N -0.385 N\,
0,08 Q.00 Q.08 N
0,12 0.39 N\ 0.52 N\
0.16 0.79 N 0.95 AN
0,15 1.18 ___\___ 1.34 N
-0,04 1.58 N 1.53 \
~0,85| _— 1.98 1.13 /

Wyniki obliczen samonaprezen dla betonu B-15

0R [MPal 0F [MPal 07 [MPal
-0.18 -2.71 -2.8
-0.12 { -2,17]\ =2,29
-0,06 1 —1,62] \ -1.69] \
0,00 -1,08] '\ -1,09] %
0.05 -0.,54 N -0.40 '\
0,11 0,0 0,11 N
Q.17 0,54 « 0.71
0,22 1,08 AN 1,31 N\
0,21 | 1,62 N 1,84 N
-0,06 ¥ 2,17 N\ 2,10 \
-1,16 | _—" 2,71 K 1,54 /
Wyniki obliczen samonaprezen dla betonu B-25
oR [MPal 0% [MPal 67 [MPal
-0.22 -3,31 -3,5
-015 1 -2 65\ -2.8
-0,07 1 -1,9 |\ -2.0d \
0.00 -1.321 '\ -1,33] ™
0.06 -0.66] -0,59 '\,
0.13 0,00 0.13 N
0.20 0.66 \ 0.87
0,27 1,32 N 1,59 N\
0,26 1,90 \ 2,25 N
-0,07 ¥ 2,65 N\ 2,57 \
-1,42) 3,31 R 1,89 /

Wyniki obliczen samonaprezenn dla betonu B-35

Rys. 4.19. Napr¢zenia w przekroju betonowym zalezne od klasy betonu
Fig. 4.19. Stresses in a concrete section dependent on the concrete class
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oR [MPal 6 [MPal 67 [MPal
-0.27 -4.,04 -4.32
-0.18 i -3,23 -4, 4\
-0,09 —2.42{ \ -2.53 \
0,00 -1,861] N\ -1.82]
0,07 -0.81| \ -0.73
0,16 0,0 0.186 N
0,25 0.81 1,08
0,33 1,61 N 1,95 N\
0,32 2,42 N\ 2,75
-0,009 3,23 N\ 3.14 \
-1,73] _— 4 04 R 2,31 il

Wynikl obliczeh samonaprezen dla betonu B-50

4

0 6 8 10 12 14 EXIO"-’:
Zaleznos¢ 0-€ dla Zaleznoé¢ O-E dla
betonu B-15 betonu B-25

0O o :
4 6 8 10 12 14 o 2 A 6 8 10 12 14 EX‘lO—!’

Ex107%
Zalezno$¢ O0-F dla Zaleznos¢ 0-¢ dla
betonu B-35 betonu B-50

Rys. 4.20. Naprezenia w przekroju betonowym zalezne od klasy betonu
Fig. 4.20. Stresses in a concrete section dependent on the concrete class
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0.00 1E
-A/B ' //

eT=A+Bz,4 N Z,
\\E“ — ¥
h—-x
.,

Rys. 4.21. Rozklad samonaprgzen w belce zelbetowe;j
Fig. 4.21. Self-stresses distribution in a reinforced concrete beam

4
2.0
1.8
1.6
1.4
1.2
1.0
o.e f{-
o.6 }.
0.4 :
0.2 .

4 :

: : . ;

o] 16 20 24 26
Rys. 4.22. Przyjgty do obliczen model betonu; 1- odksztalcenia resztkowe.

- odksztatcenia sprezyste; 3 — odksztalcenia plastyczne, 4 — odksztalcenia catkowite

Fig. 4.22. Model of concrete assumed to calculations

39}

[otar = Ebj[A + Bz, —®(z, bdz, |+E, F, (4 + Bz, —£¥)=0
jGRﬁdF=E@“A+Bq—eR&JmW&J+E;E(A+Bq—efkﬂ:o (440)

gdzie: z, — odlegto$¢ od osi obojetnej do osi zbrojenia rozciaganego.
Dla modelu betonu jak na rysunku 4.22 otrzymuje si¢ nast¢pujace warto$ci rozkltadu
naprezen w przekroju pokazane na rys. 4.23.
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beton B-15, stal Rak = 220, dla

a) £t = 0.5%., M = 23 kNm, b} u = 24, M = 75 kNm

oR [MPal 0E [MPal 07 [MPal

-8.38 -8.60

\
2 220.49 3 221.98 B
oR [MPal 0E [MPal 07T [MPal
— -13.53 -11.03
~—
) \\ y
\\ \\
\
\
! 153.5 Po 157.7 $>

Rys. 4.23. Rozktad naprezen w zarysowanym przekrdj zelbetowym
Fig. 4.23. Distribution of stresses in a cracked RC section

¢ PLKNI]

gx107 7
1.1

Rys. 4.24. Zmierzone i obliczeniowe napr¢zenia w stali

Fig. 4.24. Measured and computed values of stresses in reinforced steel
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Dokonano porownania obliczeniowych 1 zmierzonych warto$ci odksztatcen catko-
witych i resztkowych w pregtach zbrojeniowych. Wyniki doswiadczalne zaznaczono li-
nig przerywang (rys. 4.24).

4.4.4. Badania modelowe

Element zginany

Opis zjawisk zachodzacych w obszarze poza sprezystym zakresem pracy belki wy-
maga wprowadzenia do rownan z teorii sprezystosci wielko$ci charakteryzujacych de-
formacje trwale. Borcz wprowadzit do rownania rézniczkowego linii ugigcia operator
opisujacy defekty podchodzace od zarysowania.

Lv(§) =p(§) + D (4.42)
gdzie: L — operator rozniczkowy jak dla konstrukcji sprezystej,
p(E) — obciazenie konstrukeji,
D - operator opisujacy defekt pochodzacy od zarysowania w klasie funkcji

uogolnionych.

Defekty pochodzace od zarysowania opisywane przez operator D nalezy rozumie¢
do$¢ szeroko. Operator D zawiera bowiem wszystkie efekty zwiazane ze sprezystym roz-
warciem rysy i deformacjami trwatymi, wprowadzone do modelu matematycznego dys-
kretnie w punkcie wystgpowania rysy (rzeczywistym lub teoretycznym). Operator D
w modelu zaproponowanym przez Borcza ma posta¢ sumy funkcji dystrybucji:

D = D(M) + D(T) + D(M,) (4.43)
gdzie: D(M) — uwzglednia rysy od momentow zginajacych:
D(M) = Zr;6 g¢ (- &) (4.44)
D(7) — uwzglednia rysy od sit poprzecznych
DI} = Zf;ﬁ,ggg (€= &) (4.45)
D(M,) — uwzglednia redystrybucjg momentow (wielkosci hiperstatycznych)
D(M,) = E’"Q;‘5,.§ (&-¢) (4.46)

8(&— &) jest funkcja dystrybucji (delta Diraca — klasa funkeji uogélnionych) oraz
r; — wspolczynniki okreslajace dyslokacjg katowa w punkcie zarysowania;

ri:_r0i+ )‘11-\’@,; (Clﬁ) (447)

1, — wspotezynniki okreslajace dyslokacjg liniowa w punkcie zarysowania;
tk=—r0k-|-rlkv‘§§§(§k_) (448)
For Iy — parametr charakteryzujacy deformacje trwate sprowadzone do punktu

zarysowania;
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> ¥ — wspotczynniki proporcjonalnosci pomigdzy dyslokacja katowa i linio-
wg a uogdlnionymi sitami wewnetrznymi M(E — () oraz T(E - ).
Metoda zaktada mozliwy podziat preta na dowolnag liczbg odcinkéw o statej sztyw-
nosci. Odcinki te s pofaczone ze sobg warunkami zgodnosci przemieszczen i sit. Punk-
tem wyjscia jest rownanie linii ugigcia zginanego preta sprezystego, ktore przy zatoze-
niu stalej sztywnosci na poszczegélnych odcinkach przyjmuje postac:

4
1) 228 - ) (4.49)
¢
gdzie: £ — bezwymiarowa wspotrzedna,
EJ(E) — sztywnos$¢ preta,
v(€) - ugiecie,
p() — obciazenie zewnegtrzne.

W przypadku konstrukcji zelbetowej pojawiaja sig niejednorodnosci wynikajace za-
rowno ze struktury samego materiatu, jak i z warunkow pracy. Efekty te sa traktowane
globalnie jako dodatkowe obciazenie zewngtrzne i rOwnanie (4.42) — wyrazone w kla-
sie funkcji uogdlnionych — przyjmuje postac:

4
aa‘;f Lo p@)+ X85~ L) (4.50)

EJ(E)

gdzie: r=ro+rv (&)
ro — wspotczynnik opisujacy trwate deformacje w precie,
r, — wspotczynnik opisujacy sprezyste deformacje w precie,
&, — rzeczywiste lub przewidywane migjsce wystapienia niejednorodnosci,
i —rzeczywista lub teoretycznie obliczona, oczekiwana liczba niejednorodnosci.
Roéwnanie to, prawdziwe dla kazdego z odcinkdw, na ktory zostal podzielony pret
(belka), przyjmuje dla k-tego elementu postac:

4
E1(5) %)

¢
Rozwiazanie tego rownania sktada si¢ z czg$ci opisujacej ugigeie sprezyste belki
1 czedei opisujacej nieciagtos¢ (np. defekt pochodzacy od rysy). We wspoétczynniku r,
moga by¢ uwzglednione deformacje trwate, reologiczne 1 sprezyste. Jezeli odksztatce-
nia trwale 1 reologiczne rozpatruje si¢ tacznie, a sprgzyste w rysie prostopadtej uzalez-
nia si¢ — zgodnie z zatozeniem Borcza — od momentu zginajacego dziatajacego w zary-

sowanym przekroju, to deformacje w tym przekroju mozna opisac zaleznoscia:

¥o=—ry—r/ M($) (8.32)

=pE)+ Y16 (E-C)). (4.51)
k i

Moment zginajacy jest wiclkoscia ciagla. Jezeli jednak zostanie on wyrazony jako
iloczyn krzywizny i sztywnosci:
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M($) =~ EJ(C)v e(8) (4.53)

to wyrazenie traci sens, gdyz krzywizna jest w tym miejscu nieoznaczona. Krzywizne
nalezy wigc wyrazi¢ za pomoca jej jednostronnej granicy:

F==ky = "1V.§§(§i_) (4.54)

gdzie: Ve (g ) lln] Ve (é)

Po czterokrotnym sca%kowamu rownanie (4.51) przyjmie posta¢ wielomianu, ktéore-
go state wynikajg z warunkéw brzegowych. W ten sposob mozna dla kazdego z odcin-
kow wyznaczy¢ uogélniony wektor przemieszczen i sit na koficu elementu za pomoca
wektora parametréw poczatkowych. Dla jednego elementu catke ogdlna otrzymuje sig
rowniez w klasie funkcji uogdlnionych:

1s £°L &L
+ =—M
L 80 +500 - 2E] " 6EJ

v(E)= To+¥(E)+ Y i (€E-CHhE-C)  (4.55)
gdzie: v({;) — catka szczegdlna rownania rozniczkowego spetniajaca zerowe warunki
poczatkowe, :
h(§ - ;) — funkcja Heaviside’a.

Wyrazenie na krzywizng ma postac:

L 17 i .
Viee ()= _EMO —§E7T” Ve (f)+2{[‘ Tor ¥ Nivoee (Ci )]5(5 — 0 )} (4.56)
a po podstawieniu wspoirzednych rysy otrzymujemy
_ L EL? — (. _
Vg (51 ):_—E—‘YMO_E]_TO—*—V’Eﬁ(gi ) (h3T)

Po podstawieniu rownania (4.57) do roéwnania (4.54) otrzymuje si¢ ostatecznie:

| 27
V(€)=Z5o +§‘P0J{_§E 2 1 EJ(é Eh(E -¢; )}

AL €~ EhE - g]
+| = - 11 i ( ) ( i
{ 6EJ 4 (4.58)

{5(5% D v €= EDME L)+ Y =y (€ = E)hE —a,-)}
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Ro6zniczkujac otrzymane przemieszczenie (4.58) wzgledem & otrzymuje si¢ wektor
{u(§)}. Rozwiazanie to mozna zapisa¢ takze w postaci macierzowej jako sume rozwia-
zania dla modelu konstrukcji jednorodnej i zarysowane;j:

{u(9)} = [Fp(5) + F (D] {uy} + {u'(x)} (4.59)
gdzie F (&) jest macierza dla uktadu sprezystego
—l 5 —52L —€3L2 ]
L 2EJ 6E2‘J
_ - =g
[F.(€)=|0 55 aEs o)
0 0 L EL?
00 0 L
a F__ (&) dopetnieniem macierzy o deformacje niesprezyste
00 ~Frle-Ee-5) X ndiE - e~
[F_(£)= 00 _2"1117(§'§f) —Z’]igih(é—gi)
‘ 0 0 "o L0 (4.61)
10 0 0 0 ]
-Vl (5)7“ Z(— Toi T 1iVisee XC:'_ XCE “C' ‘h é: ~ L )—
[u'(ﬁ)]: (01(5)*”2 Toi T hiVysee Xg )l’
J (4.62
M) )
] 7,() ]

Macierz przeniesienia otrzymuje sig¢ z okreslenia wartosci macierzy [F 3R [F...(5]

na koncu przedziatu dla wartosci & = 1:

* macierz przeniesienia dla uktadu sprezystego

2

1 1 -L -
L 2E]  6EJ
L ~f
Fe]=[0 1 5
E 2E] 2EJ (4.63)
. .
0 0 L L
0 0 0 I |
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* dopetnienie macierzy przeniesienia o deformacje niesprezyste

) —Z"n(l_gi) '—Zr]igi(l—gi)—
Rl 0 X -2k

0 0 0 0
0 0 0

(4.64)

.

Jezeli belka ma tylko jeden przedziat ciaglosci, to cztery warunki poczatkowe moz-
na obliczy¢ z uktadu réwnan (4.65):

v, = Fv, (4.65)

gdzie: vy = {v, Fy M, T,} — parametry na poczatku odcinka;
v, = {v, F, M T, } — parametry na koficu odcinka;
F jest macierza przeniesienia, ktéra w ogdlnym przypadku jest suma efektow otrzy-
manych z rozwiazania pre¢ta sprezystego 1 efektow od trwatych odksztatcen elementu:

F=F,+F, (4.66)

Przy wickszej liczbie przedziatow nalezy spetnié¢ warunki ciagtosci. Warunek cia-
gltosci migdzy dwoma przedziatami wyraza si¢ zaleznoscia:

{u(0)}""" = [H] {u(1)}" (4.67)
gdzie:
1 0 0 0]
0100
M= 01 0 (4.68)
0 0 0 1]

Jezeli nie jest zachowana ciaglo$¢ na granicy przedziatdéw, to nalezy to uwzglednic
w macierzy H. Na przyktad przy reakcji na podporze AT macierz ciagtosci przyjmuje
postac:

10 0 0 0]

01000

[H]=[0 0 1 0 1
(4.69)

0001 0

000 0 1]
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Dla belki ciaglej uktad rownan powigksza si¢ zatem o ilo$¢ wiclkosci hiperstatycz-
nych. W dalszym etapie ,.taczy si¢” kolejne odcinki macierzami ciagtosci 1 otrzymuje
si¢ w ten sposob tak zwang globalna macierz przeniesienia w postaci:

vi=FH, _F_KF.HFv,=F, v, (4.70)

n—1"n-1
Algorytm ten sprowadza zadanie do rozwigzania uktadu réwnan. Warunki brzego-
we, bedace w rzeczywistosci warunkami opisujacymi konce pre¢ta, moga dotyczy¢ tak-
ze czgsto wystgpujacego w praktyce przypadku czgsciowego utwierdzenia. Jako rozwig-
zanie otrzymuje si¢ wektor uogélnionych przemieszczen i1 sit w dowolnym przekroju
preta:

w(&) = {v(&); @(&); M(S); T(E)} (4.71)

Element $ciskany

Zadanie to mozna réwniez rozszerzy¢ na przypadek, gdy do konstrukeji jest wpro-
wadzona sita osiowa (np. zbrojenie spr¢zajace lub stup). Do rownania osi ugigtej preta
(4.49) wprowadza si¢ wowczas czton opisujacy wptyw sily osiowe;j:

dNE) NP oM(E) 1 )

+ =Y ry0,e \E-C. 4.72
przy czym sita osiowa N moze by¢ w ogdélnym przypadku przyktadana badz do koncow
preta, badz do koncoéw dowolnie wybranych jego segmentow. Rozwiazanie ma wow-

czas posta¢ wzorow rekurencyjnych [26, 107, 108]:

vn(é):Ran—l (é) (473)
gdzie: R, — czynnik rekurencyjny rownania (4.72).
Macierz przeniesienia otrzymuje si¢ z przeksztatcenia rozwiazania ogélnego rowna-
nia rézniczkowego:

A= g 00+ 5 -cosid) s 0
L[y _sinkg
Lﬁ [5 k J ez (0) -
-%-/‘l ‘" [I() + 1V, (C,_)][Sin k(ﬁ -, )]/T(é _Cl_)
gdzie: L Eﬁ .
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Nicznana wartosé v -¢(£;") oblicza si¢ ze wzoru rekurencyjnego:
v ee(6) = 4| ¢0) + [Bi|v £z£(0) - |C] (4.76)

ktorego wyprowadzenie jest przedstawione szczegdtowo w [107]. Macierze A, B, C,
powstaja przez zastapienie i-tej kolumny macierzy A wektorami {a}, {b}, {c}. Macierz
A jest macierza trojkatna.

A= [aij]i—l ..... n
i =)y n
by =)=t .
ey =)= .n
gdzie:
1 dla i=
a; =40 dlai<
ke sinkl¢, -¢;) dlai>)
a;=cosk{;
b, =sink{;

0 i=
C; = .
/ kro,-smk(Ci—Cj) i>1
Mozna zatem wprowadzi¢ nastgpujace wzory rekurencyjne na wyznaczniki tych ma-
cierzy:

’Ai‘:a Z‘ | iji—j (477)

[B,.gzb,—i Byl (4.78)
/=
i-1

IC|=¢; —;yc,_j e (4.79)
=

Za pomoca przedstawionych wzoréw mozna sformutowac algorytmy do obliczen nu-
merycznych. Kryteria podziatu prgta przyjeto jak dla belki zginanej. W tej samej posta-
c1 pozostaja macierze ciagtosci faczace obliczeniowe przedzialy preta. Znajomosc¢ wzo-
row rekurencyjnych umozliwia zapisanie macierzy przenicsicnia dla przgsta w formie
jawnej (4.81). Macierz przeniesienia calej konstrukcji wyrazi si¢ zatem zaleznoscia:

= Can— 1 Cn—]KCZHl Cl Vo = Cglohv() (480)
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gdzie: C;— macierz przeniesienia dla przesta (4.81):
gdzie: b=1/1,
a=FEJIET,
', EJ' — dowolnie wybrane wielkosci porownawcze.

Do rozwigzania ukladu rownan (4.80) stosuje si¢ znane warunki brzegowe na obu
koncach uktadu. Oprocz niewiadomych wielkosci statycznych wystepuje nieznany pa-
rametr k, nazywany dalej warto$cia krytyczna, natomiast odpowiadajaca mu sita
N —silg krytyczng. Przyktadowo dla jednoelementowego preta o koncach przegubowych
uktad réwnan jest nastgpujacy:

i 2 n -
1 ﬁ _i[ﬁj {(I—cosk)—;i—ZrﬂA,[sink(l—C,-)]

k k 1=]
0 1 ——l——f—lisink—-/i—i"niAi{COSk(l_gl)}

@ i=1
n

C=
0 0 liCOSk_-/I;Zr”’Ai'Sink(l—Ci):!

i=|

0 0 %{—sink—%i"liIAi’COSk(l—gi):l

i=l

0 0 0
1 4 sink ) 1 ¢ . 1 <
—5(5—){[1— . j—zgmra,-nsmk(l—m} L
2 n i
gj |:(1-cosk)—%Zr”'Bi’cosk(l—Ci):l . ("0 —1‘1|C,-‘)cosk(l—§,~)

_i[
o i=l

(4.81)

C,-])sink(l—{,’i)

g{sink —i—;rl,’B,-‘sin k(l —C,-)} akiz::(ro -1 ’C,])sin k(l —C,—)
{cosk —%irl,\B,‘cosk(l -, )J O(kzi(ro - r||C,|)cosk(l -¢.)
=] 0 =1 |

cpPytcialy=cys
(4.82)

3290 + €34T = €35
Sita krytyczna mowi o niestabilnosci konstrukcji. Stan ten bedzie odpowiadat nieo-
znaczonosci uktadu rownan, co mozna wyrazi¢ warunkiem:
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det(cllz(k C“‘(kﬂ ) (4.83)

Rownanie (4.48) jest przestgpne 1 ma wiele rozwiazan ze wzglgdu na wartosci kry-
tyczne k,, z ktérych mozna nastgpnic wyznaczy¢ odpowiadajace im wartosci sit kry-
tycznych N,,. Dla jednoelementowego prgta o przegubowych warunkach brzegowych
rownanie wickowe ma postac:

2 : 1 & . 11 .
(%j{Smk_ZZ"”IB"IS‘“"(I‘gf)J—g;g]l"ulelsmk(l—C,-)z0 (4.84)

i=]

Po przeksztalceniu otrzymujemy

2 n
ﬁzSink:[ﬁ_'i'l)zrlilBi‘Sink(l_gi) (4.85)
ko 5

gdzie: |B,| — okreslone jest wzorem rekurencyjnym.

W przypadku jednego elementu rownanie wiekowe ma posta¢ analogiczna do otrzy-
manej w [107]. Dla prgta wieloelementowego macierz przeniesienia otrzymuje si¢ zgo-
dnie z uktadem rownan (4.80) i na jego podstawie, po wykorzystaniu warunkéw brze-
gowych, rownanie wickowe.

W rozdziale 5 poréwnano wyniki otrzymane na drodze analitycznej z eksperymentem.

Element obcigzony dynamicznie (zadanie drgan wlasnych)

Podobnic wyznacza sig cz¢stosci drgan wiasnych preta oraz uogoélnione przemieszcze-
nia i sity wewnetrzne. Otrzymuje sig je z rozwigzania uogdlnionego rownania roznicz-
kowego opisujacego drgania preta z dyslokacjami sprezystymi i trwatymi [26, 157, 158]:

dN(E,t) ml* 9*v(E,e) \

. Sk O 6 =¢ 4.86

J §4 EJ 9 £2 Z, K & (5 4 ) ( )

Rozwiazanie otrzymuje sig rowniez w postaci wzorow rekurencyjnych o ogolnej postact:
Vn(évf)=RKV,,_1(§,t) (4.87)

gdzie: Ry — czynnik rekurencyjny rownania (4.86).
Dla jednego clementu rownanie jednorodne ma postac:

=0 (4.88)

84v(§,t)_ ml* 92v(E t)
o &' El g 1|

Dla drgan ustalonych rozwiazanie réwnania rézniczkowego przewiduje si¢ w posta-
ci iloczynu (metoda rozdziatu zmiennych)
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V(&) =T V(8 (4.89)
natomiast dla drgan harmonicznych mozemy przyjaé, ze
(1) = ' (4.90)

gdzie: @ — czgsto$¢ kotowa drgan harmonicznych preta.
Rownanie bezczasowe mozna wowczas przedstawic¢ nastgpujaco

V,éégé_k“Ve =0 (4.91)
; m[Z
gdzie: k= (4.92)
EJ
Catka ogolna rownania rézniczkowego (4.91) ma postac:
V(&) = AcoskE + Bsin ké + Cchk& + Dshké (4.93)

Na podstawie tego rozwiazania mozna zbudowac funkcje, ktora rowniez bedzie roz-
wigzaniem rownania rézniczkowego (4.91). Rozwiazanie mozna otrzymac metoda prze-
mieszczen, metoda sit lub metoda mieszana. W zadaniu statycznym przedstawiono cat-
k¢ rownania rézniczkowego wyrazona za pomoca parametréw poczatkowych, tutaj na-
tomiast pokazano rozwiazanie metoda przemieszczen. State rOwnania sg wowczas ki-
nematycznymi warunkami brzegowymi:

V(&) = 8Z,(kE) + 9 Zy(kE) + SZy(kE) + 9.7, (kE) (4.94)
gdzie: 8= V%(0),
¢, = V¥:(0),
5= 1e(l),

<p/. =WE(IL)
Rozwiazanie rownania amplitud wraz z pochodnymi mozna przedstawi¢ macierzowo:

V(&) = Z(kE) §° (4.95)

gdzic: VE(&) = {V(&); V (&); M(&); T(E)}¢
8= ({8, 0. 8, 31"

Macierz ksztattu mozna przedstawié nastepujaco

z'(kt) z*(kt) Z* (k&) z*(kt)
z), (k&) z} (k) z; (kg) z; (kg)
2)=| _ EJZ, (k) -EJZ) (KE) -EJZ (k&) -EJZ, (k)| (4.96)
-EJZ,, (k) -EJZ] (k&) -EJZ (KE) -EJZ, (KE)

< 3
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gdzie:

2'6)=50)+ =W he)+ LU=

2 _ KT KT -U?

SK -TU S —F*
e R e - F (s
U?=KT (k) KT -U? (k&)

K (k&)

22 (kE)=T(kE)+

U T
——TU(k5)+WK(k5)

z3(ké):U2_K

U? KT KT-U
................................................................................... (4.97)
23 1)) - E— K )+ 50
natomiast funkcje Krytowa:
K (k&)=0,5(shk& —sin k&), K =K(k)
U(kE)=0,5(chké —coské) U=Ul(k)
T(kE)=0,5(sh k& +sinké), T=T(k) (4.98)
S(k&)=0,5(chké +cosk&), S=5(k)
sg stabelaryzowane, ponadto majg one nastgpujace wiasciwosci:
K(0)=U0)=T(0)=0
S(0)=1 (4.99)

K eepekE) = kK gre(k€) = T k&) = kS o(k&) = K'K(kE)

Macierz przeniesienia w zadaniu statycznym umozliwiala wyznaczenie deformacji
1 sil na koncu przedziatu za pomoca parametréw poczatkowych, tutaj natomiast wielko-
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$ci statyczne w dowolnym punkcie przedziatu sa wyrazone za pomoca deformacji na
jej koncach. Azeby utrzymac jednolita formg rozwiazania, nalezy wyznaczy¢ deforma-
cje 1 sity uogoélnione na koncach przedziatu i znalez¢ relacje miedzy nimi:

V¢(0) = Z(0)d° (4.100)

Vé(1) = Z(k)d°¢ (4.101)

Wyznaczajac ze wzoru (4.100) wektor 8¢ 1 podstawiajac do rownania (4.101) otrzy-
muje sig:

8¢=7"10)ve(0) (4.102)
V¢(1) = Z(k)Z"' (0) V¢(0) (4.103)
Macierz przeniesienia wyraza si¢ iloczynem:
F = Z(k)Z™'(0) (4.104)
_ , -
s B _L[ﬁj U _L(ﬁ] v
k al\ k ol k
2
& s _i% __‘_(gj U
P f ) ) a o ]
-al— | U —-o—=V S =T (4.105
[ﬁJ B ¢ )
kY kY k
—af—jr —af— U —F S
L B B J

gdzie: o= EJ¢/EJT’,
B=r,
EJ', I’ — sztywnos¢ i dtugos¢ porownawcza.
Macierz ciagtosci jest tak sformutowana jak w zadaniu statycznym, uzupelnionym
o przypadki, w ktorych wystepuja cztony bezwladnosciowe. Dla przypadkoéw bezwiad-
no$ci liniowej 1 obrotowej macierze te przyjma postac:

1 0 0 0] 1 0 0 0
0 1 0 0 0 1 0 0
H" = ., H'= ) (4.106)
0 010 0 C-1> 1 0
lc-m® 0 0 1] 0o 0 0 1
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Przy wyznaczaniu funkcji wiasnych nalezy nastgpnie zbudowaé macierze przenie-
sienia dla konstrukcji i wyznaczy¢ czgstos¢ drgan wiasnych w.
W uktadzie rownan:

V(1) = GVY(0) (4.107)

wykorzystuje si¢ w dwa zerowe warunki na poczatku uktadu, redukujac w ten sposob
liczbe niewiadomych do dwadch. Pozostate dwie niewiadome wyznacza si¢ wykorzystujac
warunki brzegowe na koncu uktadu. Prawe strony tych rownan sa rowne zeru. W przy-
padku belki (preta) swobodnie podpartej uktad rownan przyjmuje postac:

21200 T 1479 =0, 83200 + €347 =0 (4.108)
Niezerowe rozwiazanie jednorodnego uktadu rownan istnieje, gdy:
det G'[2x2] =0 (4.109)

W wyznaczniku tym wystgpuje nieznany parametr k. Warto$ci tego parametru, dla
ktorego jest spetnione rownanie (4.109), sa nazywane warto$ciami wiasnymi. Rowna-
nie to jest rOwnaniem przestgpnym i ma wiele rozwigzan. Na ich podstawie mozna wy-
znaczy¢ czgstosci whasne w, 1 funkcje wlasne.

W zadaniach dynamicznych okreslenie czgstosci drgan wlasnych ma znaczenie prak-
tyczne. Jest to jednak rozwiazanie posrednie, ktore shuzy do okreslenia drgan wymu-
szonych, migdzy innymi do oceny takiego zjawiska jak rezonans drgan.

Rozwiazanie zadania w przypaku drgan wymuszonych sprowadza si¢ do zsumowa-
nia catki ogolnej rownania (4.91) oraz catki szczegolnej, pochodzacej od sity wymu-
szajacej. State catki szczegolne;j

V(&) = [Acos k(En) + Bsin k(En) + Cch k(En) + Dsh k(Em)] h(&n)  (4.110)
sq okre$lone z warunkéw poczatkowych funkcji w miejscu przytozenia sity:
NE=n,0)=0 Ve(E=n,0=0 @.111)
VAE=10=0 Veee&=n,0)=~(Bo) P(n,0)
Jezeli wymuszenie jest harmoniczne, to

P(n,t) = Pysinpt (4.112)

Wowczas drgania wymuszone ustalaja si¢ na poziomie czgstosci wymuszajace;j:
v(&, 1) = V(E)sinpt (4.113)

Warunki (4.111) wyraza si¢ w postaci:
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Z réwnania (4.110) 1 warunkéw (4.114) wynikaja zaleznosci:

A+C=0 (-4+ Ok =0 (4.115)
(B+D)k=0 (-B+ D)k’ = -PyEJ

skad wyznacza sig state 4, B, C, D.
Ostatecznie rownanie (4.110) wyraza sig jako catka szczegolna:

V(&) = PVTK(E—m] h(E—m) (4.116)
Catka szczegoélna przy wymuszeniu momentem
M(t) = Msin pt (4.117)
przyjmie postac:
V(&) = MUK - mIh(E - ) (4.118)
w rownaniach (4.116) 1 (4.118):

-3 w2t
alk o /()

gdzie: V, U - funkcje Krylowa.

Szczegolnym przypadkiem obciazenia jest dyslokacja (por. 4.86). W tym przypadku
catke szczego6lng wyznacza si¢ wedtug analogicznego algorytmu jak w réwnaniu (4.86).
W przypadku rysy dyslokacja jest uzalezniona od sit wewngtrznych 1 wowczas catka
szczegblna przyjmuje postac:

V(&) = R'Kr[k(& = mIh(&—m) (4.119)

gdzie: R =« ii( —hV g (& — é’))(é—gi)h(é—§,«).Kr—funkcje Krytowa

‘m

Po wyznaczeniu calek szczegolnych uwzgledniajacych wymuszenie zewngtrzne 1 wy-
razajacej nieciagtosci (rysy) w konstrukcji mozna réwnanie (4.107) zapisa¢ w ogolne;j
postaci

V(1) = (G + R) V(0) (4.120)

Sumaryczna macierz przeniesicnia uwzglgdniajaca wymuszenie zewngtrzne przed-
stawia roOwnanie (4.121), natomiast dla zarysowanej belki (pr¢ta) przyjmuje postac
(4.122):
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s+l St -0l

k N _
E{VﬁL;Iz,,A(a)S[ku C,-)]}

o EY Uts S rd Wk -¢,)]
,B 2 : i i i

__a[%] [m%,zr,./:@,- >U[k<1—c,->]}

S ET ——I—(E ZU
k ol k
L3 s _1By
B ak
2
B
3 2
B B B
0 0

(4.121)

1
g{]‘ +E ;’}B(gi )T[k(l -& )]}

S+, rBC)Ska-¢))]
_a%[mzw(ci)V[k(l—cf)]}

—a[%} {mzr,-B@,-)U[k(l—c,- >]}
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=

k o

QI-

2 3 ]
(—J {U +h Y RCCHTIA-E, )]} —l(gj [V +/czzr,D(§,.)T[k(1—g,)]J
1 B L(BY 3
——{szr,»cas,- >S[k<1—<:f>]} ——(-k—j {U+k~zr,z>«:,->S[k<1—<§,->]}

ak o

5 +kzr,.C(§,. Wk -¢))] ﬂmkz Zr,—D(C, Wlka-¢, )]}

%[vwznaa)v[ka—c,)]} S+k> Y, rDEUk1=¢)]

(4.122)

4.4.5. Uwagi uzupelniajace

Algorytmizacja przedstawionej metody zostata opracowana w jezyku Fortran. Opi-
sanc bloki programowe sa elementami jednego programu, a zakres obliczen zalezy wy-
tacznie od projektanta. Przejrzysty uktad blokow pozwala stosunkowo fatwo wprowa-
dzac korekty do dowolnego fragmentu programu oraz taczy¢ go z innymi programami
przez przytaczenie kolejnych segmentéw Iub traktujac program jako zbior procedur.
Umozliwia on takze wspotpracg z programem graficznym, co pozwala otrzymac wyni-
ki w postaci wykresow, a w przypadku badan — monitorowac¢ wybrane zaleznosci. To
rozwigzanie numeryczne wykorzystuje stosunkowo mate ilosci jednostek pamigci kom-
putera. Obliczenia mozna zatem wykonywac na stosunkowo prostych jednostkach oraz
sktadowa¢ programu na dyskach w postaci jawne;.

Przedstawiony sposéb obliczania uogélnionych przemieszczen i sit w pretach zelbe-
towych ma zastosowanie gtéwnie praktyczne. Z tego powodu uzyno prostych algoryt-
mow umozliwiajacych kontrolg obliczen na kazdym etapie.

Zakres wykorzystania metody mozna rozszerzy¢ na inne klasy konstrukcji (tarcze,
powtoki). W kolejnych rozdziatach przedstawiajacych wzajemne relacje modelowe mig-
dzy elementami prgtowymi a tarczami zostanie pokazany model analogii pretowe;j
w odniesieniu do elementow powierzchniowych.

4.5. Modele analogii pretowej

Szczegolnym sposobem modelowania, coraz szerzej stosowanym w ostatnich latach,
jest wykorzystanie analogii pr¢towej, ktora mozna zastosowaé¢ do modelowania zmien-
nych cech konstrukcji zarowno w sposob kwaziciagly, jak i dyskretny. Metoda analogii
pretowej, przedstawiona od strony praktycznej w pracy [12], jest jedna z przyblizonych
metod obliczen zarysowanych konstrukeji zelbetowych, proponowang m. in. przez nor-
my: DIN 1045, DIN 4227 czy Eurocode 2 [57].
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Rozktad naprezen w konstrukeji pracujacej liniowosprezyscic jest podstawa (choc¢
nie warunkiem koniecznym) do budowy modelu ustroju. Ustawienie pretow Sciskanych
(modelujacych beton) i rozcigganych (modelujacych zbrojenie) powinno odpowiadac
w przyblizeniu przebiegowi trajektorii naprezen gtownych. Model analizowanej w pra-
cy belki oparty na tej metodzie przedstawiono na rys. 4.25.

/ Vovoov vy vy oy v vy .
o ASNDNDNIDNDNIDNAAAAAAAAAAAY
a 3
i * 1
/ /1 5 1 56 058 5
% - . 7$/

Rys. 4.25. Modelowanie belki wedtug analogii pretowe;
Fig. 4.25. Simulation of beams according to bar analogy

Stosunkowo prosto realizuje si¢ modelowanie prostych konstrukcji zelbetowych (bel-
ki, ramy) za pomoca programow przeznaczonych w zatozeniu do obliczania konstruk-
cji pretowych, chociaz w niektorych powstajg pewne niescistosci w realizacji modelu,
gtownie jesli uwzgledni sig zbrojenie w konstrukceji i jego wspotprace z betonem.

Lepszym, cho¢ bardziej pracochtonnym narz¢dziem jest program Strains, w ktérym
szczegbOlnym przypadkiem elementéw sa prety o statej sztywnosci, potaczone w weztach
przegubami (kratownica). Podstawowa zaleta programu Strains w porownaniu z¢ znaczng
czescig programoOw obliczajacych konstrukcje liniowe jest mozliwo$¢ znacznego zwigk-
szenia doktadno$ci podziatu oraz tatwiejszego wprowadzania danych o charakterze po-
wtarzalnym dzigki zastosowaniu problemowo zorientowanego jezyka wewngtrznego pro-
gramu.

Przy tworzeniu mechanicznego modelu belki jako ustroju kratownicowego (rys. 4.26)
dokonano dyskretyzacji modelu. Przyjgto stala warto$¢ wspolczynnika sprezystosci £
dla catej konstrukeji, a w miejscu pojawienia sig rys dla betonu strefy rozciaganej war-
t0$¢ t¢ odpowiednio zmniejszono. Obcigzenie rownomiernie roztozone belki zostato sku-
pione w weztach gornych kratownicy; uktad pretow w modelu w pewnym przyblizeniu
przedstawia przebieg trajektorii naprezen gtownych. Warstwy betonu stanowiace otuli-
ny zbrojenia w modelu pominigto jako nie przenoszace obcigzen. Wspotprace betonu
i stali zrealizowano poprzez potaczenic w wegztach kratownicy pretow betonowych ze
stalowymi, co odbiega od rzeczywistej pracy konstrukcji. W modelu pominigto takze
zbrojenie strzemionami, wprowadzajac jako dane tylko prety gtowne dolne 1 gorne, co
rowniez stanowi przyblizenie w poréwnaniu ze zbrojeniem badanej belki wykorzysta-
nej do poréwnania wynikow.

Wyniki przyktadowych obliczen wraz z poréwnaniem z wynikami badan laborato-
ryjnych przedstawiono w rozdziale 5.
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Rys. 4.26. Geometria modelu
Fig. 4.26. Geometry of the model

4.6. Modelowanie belki zelbetowej
jako elementu tarczowego [227]

Przy analizie rozktadu naprgzen na wysokosci przekroju celowe jest modelowanie
belki jako elementu kwazitarczowego. Ponizej przedstawiono wybrane propozycje mo-
deli obliczeniowych rézniacych si¢ sposobem sformutowania zagadnienia oraz stopniem
pracochtonnosci i doktadnosci wynikéw. Koncepcja obliczen opiera si¢ gtownie na po-
prawnym sformutowaniu bazy danych, ktéra decyduje o doktadnosci otrzymanych wy-
nikéw.

W niniejszej pracy wyrdzniono dwie metody modelowania. Pierwsza, polegajaca na
modelowaniu konstrukcji z elementoéw skonczonych (np. pretow), w tym wypadku wy-
maga sig¢, aby spelnione byly warunki brzegowe. Jest to czgsto metoda mato doktadna,
ale fatwa w zastosowaniu i przy poprawnym opisie bazy danych daje wyniki zadowala-
Jace w wielu pracach projektowych.

Druga metoda polega na modelowaniu, najczgsciej takze za pomoca elementow skon-
czonych, kontinuum materialnego, w ktorym sg zachowane warunki nierozdzielnosci,
1 w ktéorym mozna podejmowac proby modelowania cech fizycznych materiatu, wspol-
pracy betonu i stali oraz defektow (rys).
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W pracy podjgto analizg dwuprzgstowej belki Zelbetowej, ktorej schemat statyczny
przedstawia rysunek 4.27. Ze wzgledu na symetri¢ uktadu przeprowadzono analizg tyl-
ko jednego przgsta belki, zapewniajac przy srodkowej podporze odpowiednie, uniemoz-
liwiajace przesuw poziomy, warunki brzegowe. Symetria pozwala analizowac konstruk-
cje za pomoca dwukrotnie mniejszej liczby elementéw niz nalezatoby to zrobi¢ w przy-
padku analizy catego uktadu. Wptywa to na znaczne skrocenie czasu obliczen.

X
(LT LTI T

= = =

6.00 % 6.00
/1

12.00

Rys. 4.27. Schemat statyczny belki
Fig. 4.27. Statical scheme of a beam

Ze wzgledu na mozliwo$¢ porownywania uzyskanych rozwiazan z wynikami badan
do$wiadczalnych zastosowano — jak w przypadku modelu rzeczywistego — jednakowe
zbrojenie na calej dlugosci belki w postaci czterech pretow 95 mm o catkowitym prze-
kroju 0,78 cm?.

4.6.1. Zastosowanie programu Strains do aproksymacji kratownicowej

System p-Strains stuzy do przeprowadzania obliczen statycznych plaskich i prze-
strzennych konstrukcji pretowych, powierzchniowych, masywnych i ztozonych przy za-
tozeniu matych odksztatcen i w warunkach liniowej zaleznosci o—&. Program do anali-
zy ustrojow pretowych opiera sig na metodzie przemieszezen. Prety moga by¢ dowol-
nie taczone w weztach, musza by¢ proste i o statym przekroju migdzy weztami. Uwzgle-
dniony jest wplyw momentow zginajacych, skrecajacych oraz sit podtuznych na
przemieszczenia ustroju.

Do obliczen konstrukcji powierzchniowych (tarczowych, ptytowych, powtokowych),
trojosiowego stanu naprezenia oraz konstrukcji mieszanych stosuje sig metodg elemen-
tow skonczonych z mozliwos$cia podziatu konstrukcji na elementy trojkatne, czworo-
katne, osmiokatne oraz pretowe. Elementy powierzchniowe musza mie¢ stata grubosc i
by¢ ptaskie. Elementy trojosiowego stanu naprezenia to elementy szedcio$cienne, ktore
nie moga by¢ wklgste. W elementach prgtowych, ktore musza mie¢ staty przekroj, nie
dopuszcza sig¢ potaczen przegubowych.

Przy modelowaniu belki jako ustroju kratownicowego dokonano przyblizen takich
jak przy modelowaniu wedtug analogii prgtowej w rozdziale 4.5 (rys. 4.26).
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4.6.2. Zastosowanie programu Lusas
do aproksymacji elementami tarczowymi

Program Lusas jest profesjonalnym systemem obliczeniowym, stuzacym do analizy
konstrukeji metoda elementow skonczonych umozliwiajacym rozwiazywanie problemow
z zakresu: statyki i dynamiki liniowej i nieliniowej, statecznosci konstrukcji czy anali-
zy innych ztozonych zagadnien (np. termiczno-mechanicznych). System udost¢pnia uzyt-
kownikowi ponad 100 typow elementéw pozwalajacych skutecznie modelowaé cata
gamg konstrukcji inzynierskich: prety, belki, ptyty, powtoki, dwu- i tréjwymiarowe o$rod-
ki ciagte, a takze szereg modeli pofaczen dajacych mozliwos¢ uwzglednienia specyfiki
warunkow brzegowych. Biblioteka systemu zawiera modele numeryczne materialow naj-
czgsciej stosowanych przez inzyniera, ktore moga by¢ dodatkowo modyfikowane. Do-
stgpnymi bezposrednio modelami sa: liniowo izo- i anizotropowe, elastoplastyczne
(Druckera—Pragera, Mohra—Columba, von Misesa i inne), oraz model betonu pracujacy
w sposob nicliniowy.

Ze wzgledu na to, ze brak jest w systemie nieliniowego modelu betonu pracujacego
w ztoZonym stanie naprgzenia, ograniczono si¢ do przypadku 2D i ptaskiego stanu na-
prezenia. W modelu wykorzystano dwa nieliniowe modele materiatu. Sa to sprezysto-
plastyczny model von Misesa oraz nieliniowy model betonu.

Sprezysto-plastyczny model von Misesa

Model ten moze by¢ uzywany do przedstawiania plastycznego zachowania materia-
tu charakteryzujacego si¢ wzmocnieniem po osiagnigciu granicy plastycznosci (rys. 4.28).
W praktyce warunek ten spetnia m.in. stal. Model opisuje dziesig¢ parametrow:

£ —modut Younga,

v —wspotczynnik Poissona,

y —cigzar wla$ciwy,

o — wspotczynnik rozszerzalnoscei cieplnej,

a, —wspolczynnik ttumienia,

(¢
y

GyO I

Rys. 4.28. Krzywa wzmocnienia dla modelu von Misesa

Fig. 4.28. Curve of strengthening in the von Mises model
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T - temperatura,

0,,— jednoosiowe naprezenie powodujace uplastycznienie,

C, — wspotczynnik kierunkowy prostej wzmocnienia materiatu do osi odksztatcen
plastycznych,

L, — granica waznosci prostej wzmocnienia materialu wyrazona w odksztatceniach,

N — liczba odcinkéw aproksymujacych krzywa wzmocnienia

Nieliniowy model betonu

W modelu tym uwzglgdniono:

—nieliniowy zwiazek konstytutywny o—¢,

— mozliwo$¢ przenoszenia naprgzen rozciagajacych przez zarysowang czes$¢ przekroju
(rys. 4.29)

— mozliwo$¢ przenoszenia napr¢zen $cinajacych przez zarysowang czgs¢ przekroju
(rys. 4.30a, 4.30D).

A,

liniowy model zniszczenia
expotencjalny model zniszczenia

€ ct1 10e ct1

Rys. 4.29. Zalezno$¢ o— ¢ dla betonu rozciaganego: a) standardowa; b) opcjonalna
Fig. 4.29. Dependence o—¢ for stretched concrete: a) standard; b) optional

AGett/ Gt AGett/ Gt
: (a) f (b)
| M 1 - .
| | N ; « K=15
| ' ' v K=1.0+
| — ‘ \ b
B i | * K=0.5 .
| * -
! ! ; . .
| | \
| £ ! ~ €
| oot | - ct
\E _ L>
| | ct1 ‘
przed zarysowaniem |  po zarysowaniu | | przed zarysowaniem | po zarysowaniu

Rys. 4.30. Sposoby przenoszenia sit tnacych przez beton strefy rozciagane]
przed i po zarysowaniu: a) standardowy, b) opcjonalny
Fig. 4.30. Methods of transfer of shearing forces through concrete in stretched zones
before and after crack moment: a) standard; b) optional
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Model ten jest opisany przez jedenascie parametréw, z ktorych E, v, y, o, a,, T przyj-
muje si¢ podobnie jak w przypadku modelu von Misesa oraz dodatkowo uwzglednia
SI¢:

/. — wytrzymato$¢ betonu na Sciskanie,

B — wspolczynnik okreslajacy rozktad sit tnacych w zarysowanej czeSci przekroju

(rys. 4.29a),
K — wspotczynnik okreslajacy rozktad sit tnacych w zarysowanej cz¢sci przekroju
(opcjonalny, stosowany zamiennie z f3) (rys. 4.30a),

Jf, — wytrzymatos¢ betonu na rozciaganie,
o, — wspotczynnik zmigkczenia (warto$¢ pomocnicza przyjmowana do modelowa-
nia).

Mimo ze rysy w modelu traktowane sa jako rozmyte, MYSTRO (program graficzny
systemu stuzacy m.in. do prezentacji graficznej wynikéw obliczen) umozliwia przed-
stawienie ich rozktadu.

Modelowang belkg¢ podzielono na 210 elementéw, 150 z nich to ptaskie clementy
QPMS8 modelujace beton, pozostate 60 to elementy pretowe BAR3, modelujace stal. Na
rysunku 4.31 przedstawiono geometri¢ 1 podziat na elementy.

AR R AR R RERRE b EERERER
; : ! i
. i

BN P .
L T I T T T T T T T T T T O O A O R B N
T __‘....n::1:1"_'u~ T T — A T
|
|

t

I | |
1 -+

i

I I
+

\
(o)}
(=)
(e ]

B T

Rys. 4.31. Geometria i1 podziat na elementy
Fig. 4.31. Geometry and partition on elements

Rozmieszczenie elementdéw pretowych reprezentujacych zbrojenie dokonano opie-
rajac si¢ na tych samych weztach co dla QPMS. Pociaga to za soba zgodnos¢ odksztat-
cen betonu 1 stali migdzy konkretnymi weztami. W rzeczywistosci jednakze nastgpuje
poslizg preta wyrywanego z betonu, dlatego zatozenie takie prowadzi do powstania nic-
zgodnosci modelu z rzeczywistym zachowaniem belki.

4.7. Model dyskretny oparty na analogii tarczowej

Whprowadzenie rachunku dystrybucyjnego do opisu niejednorodnosci w konstrukcjach
sprezystych umozliwia zastgpowanie wyidealizowanych elementow pregtowych mode-
lem belki—$§ciany. Takie sformulowanie zadania umozliwia analize ptaskiego stanu na-
prezen. Analiza oparta jest na uktadach rownan rownowagi:

Gaﬁ’ﬁ:pa (4]23)

gdzie: p,, — obciazenie dziatajace stycznie do powierzchni Srodkowe;.
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Rownania te spetnia funkcja @(x,y) wyrazona przez napr¢zenia:

Do +0 g + [ ppdB =0 (4.124)

B, 5~ =0 (4.125)

Po przeksztatceniach i1 zdefiniowaniu prawej strony otrzymuje sig zaleznos$¢ funkcji
naprgzen 1 obciazenia zewngtrznego:

AM”( P.vdx)yﬁ( P_vdy).n»—pm—vzf_,,,y= 0 (4.126)

Rozwiazanie w postaci funkcji wptywowych przemieszczenia i naprgzenia (Greena)
do obliczania dyskretnie zarysowanej tarczy o dowolnym ksztalcie otrzymal Minch
w[171]:

u, (T,s)=ul(T,s)+ JXQ)I (T,0)dm(0 jYQ)1 (1,0)dm(Q’) (4.127)

m m

Gus(T5)= 04 (T.5)+ [ X(Q i (T, 0')am(0 jY 0l (. 0)m(Q"). (4.128)
W réwnaniach tych:
u(T,s), o(T,s) — przemieszczenia i napr¢zenia;
X(0), Y(Q)  —sily poziome i pionowe na punktach brzegowych Q;
s, T — punkt przytozenia sity i punkt przemieszczenia;
m — linia konturu tarczy.
Numeryczne rozwiazanie tarczy otrzymali Maj 1 Trochanowski [160], dyskretyzu-
jac efekt zarysowania i deformacji trwatych. Rys¢ modelowali, zgodnie z modelem Bor-
cza, wedtug zaleznoscr:

r=—¥;—rio (4.129)

|~ nn>

gdzie: ©,, — naprezenia wystgpujace w miejscu rysy.

Modclowanie dyskretne belki jako elementu tarczowego z dyskretna lokalizacja rys
i obliczanie samonapr¢zen nie jest rozwijane w dalszej czgsci pracy. Prace doswiad-
czalne pozwalajace okreslic doswiadczalne parametry nie zostaly jeszcze rozpoczete.
Poniewaz jednak analityczne 1 numeryczne rozwigzania stanowia waznga pozycj¢ w opisie
teorii Borcza, wigc przedstawiono tutaj to zagadnienie jako zadanie do przysztej reali-
zacjl.

4.8. Podsumowanie

Najistotniejsza roznicq migdzy modelami konstrukcji formutowanymi metoda kon-
tynualna 1 dyskretna jest sposéb przyjmowania sztywnosci. O ile pierwsza metoda do-
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brze opisuje zmiany sztywnosci belki przy narastaniu obciazenia pierwotnego, o tyle
druga charakteryzuje gtownie belkg przy cyklicznym obciazaniu do okreslonego pozio-
mu obcigzenia. Obie metody postuguja si¢ do§wiadczalnymi parametrami, ktore relaty-
wizuja otrzymywane z obliczen wiclkosci statyczne wzglgdem uktadu sprezystego.

Odmienny jest rowniez sposob formutowania rownania roézniczkowego osi odksztat-
conej konstrukcji. Metody kontynualne wprowadzaja najczg¢Sciej parametry do$wiad-
czalne do cztonu (bloku) opisujacego bezposrednio sztywno$¢. Niekiedy sa to zalezno-
sci funkcyjne, co w przypadku rownan rézniczkowych osi lub powierzchni odksztatco-
nej moze prowadzi¢ do rownan uwiktanych. W metodzie dyskretnej przyjmuje si¢ stata
sztywnos¢, jak dla elementu sprezystego. Doswiadczalne parametry zwigzane z zaryso-
waniem lub innymi deformacjami trwatymi znajdujq si¢ w rownaniu rézniczkowym po
stronie wektora obcigzen. Pozwala to na wykorzystanie rozwiazan rownan jednorod-
nych z teorii sprezystosci, wymaga jednak rozwiazania rownania nicjednorodnego
w klasie funkcji uogélnionych. Wygodne do algorytmizacji zadania jest wykorzystanie
funkcji Greena. Osobnym zadaniem w metodzie dyskretnej jest okreslenie warto$ci
1 rozktadu odksztatcen rezydualnych.

Zadanie eksperymentalne realizowane przez autora, zmierzajace do opisu zachowa-
nia belki pod obciazeniem cyklicznym, zadecydowato o modelowaniu konstrukcji me-
toda dyskretna. Eksperyment ustawiono pod katem rozdzielenia sprezystych i trwatych
deformacji przy realizacji obciazen pierwotnych i cyklicznych. Zadaniem wspomagaja-
cym bylto okre$lenie warto$ci parametrow opisujacych zmiang sztywnosci w konstruk-
cji (rg, 1))



5. Doswiadczalna weryfikacja wybranych modeli
pretowych konstrukeji zelbetowych

Obliczenia numeryczne sprawdzono za pomocg badan laboratoryjnych, ktorych ce-
lem byto potwierdzenie zatozen przyjgtych do modelu betonu, empiryczne wyznacze-
nie wspotczynikow r, i 1, oraz porownanie na przykfadzie belki dwuprzestowej wply-
wu odksztatcen plastycznych na redystrybucjg sit wewngtrnych.

Wyniki badan wlasnych porownano z wynikami prac innych autorow.

5.1. Zalozenia dotyczgce eksperymentu

Elementy probne

 Beton klasyczny (cement, kruszywo, woda).

» Wick betonu 28-360 dni.

« Wymiary elementéw probnych umozliwiaja ominigcie analizy podobienstwa mo-
delowego.

Realizacja pomiaréw

« W badaniach stanu odksztatcen i naprgzen poza obcigzeniem krytycznym zmien-
na niezalezng cksperymentu powinno by¢ odksztatcenie. Deformacje sq wymuszane ze
stata, okreslona predkoscia.

« Wlasciwosci mechaniczne betonu okresla si¢ dla betonu niezbrojonego, natomiast
badania elementow probnych wykonywano dla betonu zbrojonego o stopniu zbrojenia
u<0,01.

5.2. Doswiadczalne okre$lenie parametrow modelu betonu

W eksperymentach, w ktorych zaktada sig jednokierunkowy stan naprezen, istnieje
problem osiowego przytozenia sity. Wyznaczenie srodka geometryczncgo przekroju nie
jest warunkiem wystarczajacym. Nalezy uwzgledni¢ prostopadte przytozenie sity do pta-
szczyzny docisku 1 rownomierne roztozenie czastek struktury betonu w probce.
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Zaleznosci o—¢€ okreslano dla probek stupowych o $rednicy 0,113 m 1 wysokosci 0,35 m.
Ksztalt probek wynika z symulacji elementéw belkowych. Odksztatcenia rejestrowano
za posrednictwem tensometrow typu RL 120/20 1 300/50 przyklejonych w potowie wy-
soko$ci probki. Aby wymusi¢ stala predkos¢ odksztatcen, skonstruowano uktad elek-
troniczny, ktory pordwnuje napigeiec wyjsciowe na tensometrach z napigcicm genero-
wanych odksztatcen lintowych (rys. 5.1). Uktad clektroniczny jest potaczony z zawo-
rem regulujacym doptyw olcju do tloka prasy hydraulicznej. Sterowanie przyrostu od-
ksztalcen jest mozliwe w kicrunku obciazania 1 odciazania. Urzadzenie umozliwia
zadawanie kierunku wymuszanych odksztalcen, ich predkosci 1 doktadnosct komparacji.

Rys. 5.1. Uktad clektroniczny do generowania odksztatcen. Rejestrator Hottingera
Fig. 5.1. Electronic system for generating deformations. Hottinger’s recorder

Wyniki zaleznos$ci ,,napr¢zenia—odksztatcenie” dla probek sciskanych przy cyklicz-
nym wymuszaniu odksztalcen pokazano na rysunku 5.2 (por. tez rys. 5.12). Badano row-
nicz przebieg zaleznosci o—¢ dla probek rozciaganych. Na rysunku 5.3 przedstawiono
przebieg zalezno$ci P—¢ dla usrednionych wartosci czterech tensometrow rozmieszczo-
nych na obwodzie w przckroju potowy wysokos$ci przekroju!. Przy analizic wynikow
badan korzystano rowniez z do§wiadczen innych autorow, m.in. Ajdukicwicz 3], Bach
(8], Diliger [43].

' Szczegotowy zestaw wszystkich wynikéw do$wiadczalnych byt przedmiotem koficowego raportu
7z projektu badawczego nr 704299101 (grant KBN) sporzadzonego w 1996 roku. Wyniki przedstawione
w niniejszej pracy wybrano selektywnie, lecz, zdaniem autora, wybor ten jest wystarczajacy, aby potwierdzic
wykonane analizy teoretyczne 1 numeryczne.
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Cykliczne Sciskanie probki betonowej

380

330 +— ) A
Va/4

A/ AN
IO VA

z
2180 44— 44—
= /y/ [ / / // P kN]
Wil 1S
N/
30 -
/‘ / / | / | € I?E-OG
20 ;" 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000
Rys. 5.2. Wyniki zaleznos$ci ,,naprezenie-odksztatcenie” dla probek Sciskanych
Fig. 5.2. Dependence tension-deformation for compressed samples
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5.3. Stanowiska badawcze i elementy prébne

Badania prowadzono dla nastgpujacych schematow statycznych belek (rys. 5.4):

* belka zelbetowa, swobodnie podparta, dtugosci 3 metréw, obciazona dwoma sita-
mi skupionymi,

* belka zelbetowa dwuprzegstowa, dtugosci 12 metrow, obciazona rownomiernie,

* belka sprgzona, swobodnie podparta, dtugosci 3 metréw obcigzona dwoma sitami
skupionymi.

Podobnie jak w przypadku obcigzania probek betonowych cykle pomiarowe reali-
zowano przez wymuszanie odksztatcen. W przypadku swobodnic podpartych belek
3-metrowych state odksztalcenia byty wymuszane uktadem mechanicznym z silnikiem
elektrycznym, pozwalajacym na okreslone ustawienie predkosci obrotow.

Belki oparte na dwoch podporach byly obciazane pionowymi sitami skupionymi przy-
tozonymi od gory (rys. 5.4a). Odksztatcenia betonu i stali zbrojeniowej mierzono ten-
sometrycznie (typ RL 120/20), ugigcia za$ za pomoca czujnikéw indukeyjnych.
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Rys. 5.4. Schematy statyczne belki swobodnie podpartej:
a) zelbetowej 1 sprezonej - 3-metrowej; b) zelbetowej — 12-metrowe;j
Fig. 5.4. Statistical schema of simple-supported beam:
a) reinforced concrete compressed - 3-meters; b) reinforced concrete beam — 12-meter
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Rys. 5.5. Belka zelbetowa na stanowisku do pomiarow
belek zelbetowych i sprgzonych belek 3-metrowych
Fig. 5.5. Reinforced concrete beam on a test stand

to measuring of RC and compressed — 3-meter beam

Rys. 5.6. Belka zelbetowa na stanowisku
do pomiarow belek zelbetowych
12-metrowych
Fig. 5.6. Reinforced concrete beam
on a test stand to measuring
of RC 12-meter beam
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Rys. 5.7. Zawory doprowadzajace wodg do poduszki wodnej obciazajaccej belke
Fig. 5.7. Valves supplying water to cushion pool loading beam

Na stanowisku, na ktorym badano belke dwuprzestowa, wykonano uklad elektronicz-
ny, ktéry za posrednictwem impulsu elektrycznego z czujnika indukcyjnego porowny-
wal napigcia rzeczywiste z napigciami generatora odksztatcen liniowych (rys. 5.1). Ste-
rujacy impuls elektryczny przekazywano na zawory doprowadzajace wodg do poduszki
wodnej obciazajacej belkg (rys. 5.4b). Takze 1 tutaj sterowaniu podlegat kicrunck 1 pred-
ko$¢ wymuszania odksztatcen.

Rys. 5.8. Czujniki indukcyjne do pomiaru ugi¢é

Fig. 5.8. Inductive sensors to measuring of deflections
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Rys. 5.9. Czujniki magnetosprezyste do pomiaru reakcji na podporach
Fig. 5.9. Magnetoelastic sensors to measuring of reaction on supports

Rys. 5.10. Sondy do pomiaru metoda emisji akustycznej (Moczko)
Fig. 5.10. Sonic sounder to measuring with the method of acoustic emission (Moczko)
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Obcigzenia belki przyktadano od dotu do belki, ktéra betonowano na stanowisku po-
miarowym. Umozliwito to wyeliminowanic naprg¢zenia wstgpnego spowodowanego
transportem i obcigzenie cigzarem wlasnym belki podczas realizowania cykléw pomia-
rowych. W miejscach podpoér umiejscowiono wigz uniemozliwiajaca przemieszczenia
pionowe belki oraz zatozono czujniki magnetosprezyste do pomiaréw reakcji. Schemat
statyczny przedstawiono na rys. 5.4a.

Odksztatcenia stali zbrojeniowej mierzono tensometrycznie za pomoca czujnikow
indukcyjnych ugigcia (rys. 5.8), za pomoca czujnikow magnetosprezystych zas — reak-
cje na podporach (rys. 5.9).

Niektore z cykli byty takze wspomagane pomiarami metoda emisji akustycznej rea-
lizowanymi we wspdtpracy z A. Moczko (rys. 5.10).

5.4. Wspolpraca betonu i stali

W rozdziale 3 przedstawiono analityczne sformutowanie zagadnienia wspotpracy be-
tonu 1 stali z wykorzystaniem rézniczkowego rownania rOwnowagi:

EuFa
8a,.\:\' —/{8(1 =0 (5.1)

Z Uu

ktorego rozwiazanie otrzymuje si¢ w postaci:

i, 0,
X =3
FLE,

(5.2)

VFRE \/
g, =oe ¢ tose

Zwrocono tam uwagg, ze w rozwiazaniu tym zaklada sig¢, ze pret jest gtadki i brak
poslizgu zbrojenia w betonie oraz ze odrzucenie tych zatozen i rozwiazanic zadania na
przyktad metodami statystycznymi znacznie komplikuje zadanie.

W praktyce Dyduch zaleca przyjgcie wspdtczynnika uwzgledniajacego wptyw cy-
kliczno$ci obcigzen 1 wowczas rownanie (5.1) przyjmuje postacé

E F s(x
= 8(1..\:\'_’]{8(1!:?(\,”):]:0 (53)

ZUu l—kn

gdzie: s(x, n) — poslizg zbrojenia,
k,=(1+n%-1 (a=0,10)

Jako rozwiazanie alternatywne Borcz przedstawia wyznaczenie doswiadczalnych war-
to$ci napr¢zen sprezystych i rezydualnych w zbrojeniu w fazach I'1 II 1 wykorzystanie
ich do opisu wspoétdziatania betonu ze zbrojeniem [26] (rys. 5.11). Z zalezno$ci do§wiad-
czalnych mozna okresli¢ warto$¢ wspolezynnika ‘¥, dla preta obciazonego i odciazone-
go. Opisujac szerokosc rozwarcia rysy zaleznosciami spr¢zystymi, otrzymuje si¢:
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Rys. 5.11. Wybrane cykle obciazenia i odciazenia
rozciaganej probki zelbetowej (Koztowski [121])
Fig. 5.11. Selected cycles of charge and discharge of stretched,
reinforced concrete samples (Koztowski [121])
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g Yol 0600)

gt =24”a 1/» = a // (543)
Ell E(I
. l{l TCSGI'CS O 200'“:5
res >
o= “E 1= I 1y (5.4b)
a a
gdzie: af, a™ - sprezysta i resztkowa czg$¢ rozwarcia rysy,
‘I’UE, ‘P{,"c‘s — wspolczynnik ¥, dla sprezystej 1 resztkowej czg¢sci rozwarcia rysy,
O”f, 0, — sprezyste i resztkowe naprgzenia w zarysowanym przekroju,
l, — rozstaw rys.
Taki sposob postgpowania umozliwia wyznaczenie catkowitego wydtuzenia rysy:

afzaE+ares (5.5)
Z przedstawionych wartosci do§wiadczalnych mozna posrednio wnioskowac takze
o strefie naruszenia wspoipracy betonu ze stala, ograniczono sig tu jednak do objasnie-

nia mechanizmu powstawania samonapr¢zen w zelbetowym przekroju.

5.5. Samonapre¢zenia w przekroju zelbetowym

Jednym z zatozen teorii Borcza jest przyjgcie liniowo sprezystej zaleznoSci 6-€ przy
powtarzalnych cyklach obciazen. Badania laboratoryjne potwicrdzaja teoretyczny mo-
del przedstawiony w rozdziale 2, zaktadajacy liniowy rozktad naprezen przy powtarzal-
nych obciazeniach. Obserwacja dotyczy rowniez przedziahu pokrytycznego, cho¢ nale-
zy zwroci¢ uwagg na bardzo szybki przyrost odksztatcen trwatych bezposrednio przed
zniszczeniem materialu. Dla betondw o duzej wytrzymatosci Baalbaki 1 in. [4] podali
w 1992 r. zalezno$¢ spetniong przy cyklicznych probach obciazania 1 odcigzania. Podobne
spostrzezenia wynikaja rowniez z badan Kucharskiej 1 Brandta [ 124, 125] oraz Kuchar-
skiej i Logonia [126] nad betonami o zwigkszonej wytrzymatosci, takze zbrojonymi
wioknami weglowymi. Wyniki badan tych autoréw przedstawiono na rys. 5.12. Obser-
wuje si¢ tu tendecje do relatywnie matych zmian wspotczynnika sprezystosci jako funkcji
wielkosci obcigzenia.

Z zaleznos$ci 0—-€ wyznaczonej dla probek betonowych okreslono charakterystyczne
parametry betonu, z ktorego wykonano belki. Zatozono zaleznos¢ naprezen resztkowych
od napr¢zen w przekroju w postaci:

O_ n
Ep =k(U—J (5.6)

max

gdzie: n =3 przy wolnym przyroscie odksztatcenr w przekroju,
n = 6 przy szybkim przyroscie odksztatcen w przekroju
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Rys. 5.12. Zalezno$¢ o—¢ dla betonu: a) o duzej wytrzymatosci (=100MPa)
(Baalbaki i in. [4]); b) o zwigkszonej wytrzymatosci, zbrojonego
wioknami weglowymi (Kucharska i Brandt [124])

Fig. 5.12. Dependence o—¢ for concrete: a) of high strength (=100MPa) (Baalbaki,
Aitcin and Ballivy [4]); b) of increased strength, reinforced with coal fibres
(Kucharska and Brandt [124])

Do obliczen przyjgto:

6
eR(2) = -k M2 (5.7)
JbRbk
M 6
eR(z) =k i

Jb szk
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Jezeli napr¢zenia od obcigzenia zewngtrznego natozg si¢ na samonaprezenia, to na-
prezenia sumaryczne przyjma postac jak na rysunku 5.13.

\

gR
e Q5h

R g5 R 176R

Rys. 5.13. Sumaryczne naprezenie w belce przed zarysowaniem [26]
Fig. 5.13. Total tension in a beam before crack [26]

Naprgzenia swobodne na skraju belki sa wigksze od wytrzymalos$ci betonu na roz-
ciaganie. Efekt ten, znany uprzednio i uwzgledniany rowniez w polskich normach, jest
przez A. Borcza inaczej interpretowany. Moze on by¢ wykorzystywany do obliczenia
momentu rysujacego:

M™S=176R, W (5.8)

Samonaprg¢zenia mozna wyznaczy¢ z rownan (4.27) 1 (5.7). Doswiadczalne wartosci
odksztalcen w stali otrzymano do$wiadczalnie, mierzac tensometrycznie wartosci od-
ksztalcen zbrojenia $ciskanego 1 rozcigganego (rys. 5.14). Mozna przyjac, ze w strefie
rozcigganej calkowite napr¢zenie rozciggajace wynosi:

Ry = 0™ + (- (5.9)

gdzie: ¢™% — naprezenie rysujace.
Wynika stad, ze

Eef=-R,, + 0™ (5.10)
dla 0™ =1,76R,_, z (5.10) wynika:
R,
£ :(1,76—D——£‘A (5.11)
b

Po podstawieniu (5.11) do (5.7) otrzymuje si¢ doswiadczalng warto$¢ wspotczyn-
nika k.

Z rownan (4.28), (4.29) wyznacza si¢ stale 4 1 B, a nastgpnic rownanic prostej
€' = 4 + Bz. Z badan [52, 104] wynika, Ze beton ulega okoto 30% relaksacji, co mozna
uwzgledni¢ przy obliczeniu odksztatcen resztkowych:
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Rys. 5.14. Przykiadowy wydruk z tensometrycznego pomiaru odksztatcen
w dwuprzgstowej belce zelbetowej — przekroj podporowy
Fig. 5.14. Exemplary printout of measurement results of strains in a two-span,
reinforced concrete beam — support section



143

R =R gr! (5.12)

gdzie: €® - odksztalcenia resztkowe,
P! — odksztatcenia plastyczne (od relaksacji),
e™ _ catkowite odksztatcenia resztkowe.
Rozklad samonapre¢zen 1 naprezen sumarycznych (catkowitych) w obciazonym prze-
kroju przedstawiono na rysunku 5.15.

z jcm]

-~
iz [em]

o [MPa]

T T T T T T

15 65 55 45 35 25 15 5 5 15

10-

45

z uwzgl. relaksacji ——o | 2uwzgl. relaksacji

—o—Serie1 | bez uwzgl. relaksacji @ —seiez| DeZ uwzgl. relaksacji
—&— Serie2

-
- \
\ ) )

a4

z [cm]
z [cm]

-10 1 1P
z uwzgl. relaks;cji - z uwzgl. relaksacji"
&S bez uwzgl. relaksacji —o—Seriat bez uwzgl. relaksacji
—8— Sene?2 Sene2

Rys. 5.15. Rozktad samonaprgzen i naprgzen sumarycznych (catkowitych) w obciazonym przekroju
Fig. 5.15. Distribution of self-stresses and of total stresses in a loaded section
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Rys. 5.16. Rozklad samonapre¢zen i naprezen sumarycznych w obcigzonym przekroju zarysowanym
Fig. 5.16. Distribution of self-stresses and of total stresses in loaded section with crack
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Wedtug Borcza [26] na podstawie tego rysunku mozna wyttumaczy¢ obserwowane
zjawisko, ze podczas zginania otrzymuje si¢ wigksze warto$ci wytrzymatosci betonu
na rozcigganie niz podczas osiowego rozciagania. Rowniez aproksymacja prostokatnym
rozktadem napre¢zen w strefie rozciaganej betonu nie moze by¢ przyjeta do zrOwnowa-
zenia obcigzenia zewngtrznego, gdyz samonapr¢zenia nie biorg udzialu w rownowaze-
niu tego obcigzenia.

Po zarysowaniu nie mozna identyfikowa¢ deformacji w zbrojeniu z naprgzeniami,
gdyz po odciazeniu pozostaja w zbrojeniu napr¢zenia spowodowane trwatmi odksztat-
ceniami. Napr¢zZenia te sa zrownowazone wymuszonymi napr¢zeniami w betonie (sa-
monapr¢zenia). Na podstawie podobnej analizy jak w przypadku przekroju niezaryso-
wanego, jednak uwzgledniajac strefg Sciskana dla przekroju zarysowanego (wyznacze-
nie stalych 4 1 B zrownan 4.30; 4.31) otrzymuje si¢ zalezno$ci opisujace rozktad samo-
napr¢zen 1 napr¢zen sumarycznych (catkowitych) w obcigzonym przekroju zarysowanym
(rys. 5.16).

5.6. Samonapre¢zenia w przekroju sprezonym

Opis zjawiska jest dla belek spr¢zonych bardziej ztozony. Rozktadowi naprezen
w przekrojach sprgzonych poswigcili wiele uwagi migdzy innymi Ajdukiewicz [1, 2],
Dyduch [51] 1 Grabiec [79]. Wptyw na to ma nie tylko dodanie do schematu statyczne-
go belki sity osiowej, ale rowniez — nierdwnomierny na wysokos$ci przekroju — dodat-
kowy cfekt relaksacji betonu. W belkach spr¢zonych, na ktérych prowadzony byt eks-
peryment, wptyw tej relaksacji wystgpowat od chwili zwolnienia strun w formie, to jest
28 dni od chwili zabetonowania. Efekt ten nie ma bezposredniego wptywu na powsta-
nic samonaprezen, powoduje jednak trwate deformacje w betonie (rys. 5.17). Deforma-
cje trwate powstate w procesie obciazania belki nie sa juz deformacjami pierwotnymi,
ale naktadaja si¢ na deformacje trwale spowodowane sita spr¢zajaca przed przytoze-
niem obciazenia uzytkowego. Rownania (4.26) 1 (5.11) powinny wigc dodatkowo uwzgle-
dniac te deformacje trwale

el =ef + R (5.13)
gTR — ER + gpl(spr) + 8p/ (5_14)
gdzie: el — odksztatcenia catkowite,
et — odksztatcenia sprezyste,
ghé — catkowite odksztatcenia resztkowe,
g® — odksztatcenia resztkowe (od doraznego obciazenia),
ePlsp) _ odksztatcenia plastyczne (od relaksacji w stanie bezuzytkowym),
er! — odksztatcenia plastyczne (od relaksacji w stanie uzytkowym);

Deformacje trwate spowodowane sitq sprezajaca przed przylozeniem obciazenia uzyt-
kowego odgrywaja pewna rolg bezposrednio na odcinku, na ktérym napr¢zenia $ciska-
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Rys. 5.17. Przyktadowy wydruk z tensometrycznego pomiaru odksztatcen
w belce sprezonej — przekroj srodkowy

Fig. 5.17. Exemplary printout of measurement results of strains in a compressed beam
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Rys. 5.18. Zalezno$¢ sity P od odksztalcen w precie zbrojeniowym w strefie rozciaganej [54, 103]
Fig. 5.18. Dependence of the force P on strains in reinforcing bar in a stretched zone [54, 103]

jace w strefie rozciaganej od wstgpnego sprezenia przekroju sa rownowazone przez na-
prezenia od obcigzenia zewngtrznego (rys. 5.18).

Daje to efekt pozornego zwigkszenia sztywnosci przekroju do poziomu, gdy te wstep-
ne naprezenia zostana zrownowazone. Potwierdzajq to wyniki badan doSwiadczalnych
(rys. 5.12). Pozwala to hipotetycznie uzasadni¢ krzywoliniowy charakter wykresu na
rysunku 5.12 w poczatkowej fazie realizownia obciazen.

Wartosé e okresla sie jako:

el = TR _ gpltspr) _ gpl (5.15)

gdzie wartosci €P/6P i P! dotyczace relaksacji przekroju nalezy okresla si¢ ekspery-
mentalnie. Do$wiadczalne wartosci rozktadu odksztalcen resztkowych €,({) 1 odksztat-
cen sprezystych €€ = €7 — £7R oraz obliczonych na ich podstawie samonaprezen
ol = E,€f przedstawia rysunek 5.20. Podobny rozklad naprezen resztkowych otrzymat
takze wczeéniej w swoich badaniach Biliszczuk [13].

Wyniki cksperymentu potwierdzaja, ze wskutek samonaprgzen napregzenia rozcigga-
jace wzrastaja szybciej niz wynika to z analizy bez ich uwzgledniania.

5.7. Deformacje sprezyste i trwale w belce zelbetowej
(wspolczynniki r i r)
W przypadku belki swobodnie podpartej rownanie (4.42) przyjmuje postac:

Vopprr
16666

=pLYIE] + Xri8 (£ = §) + 2,6 (&= §)) (5.16)



148

100
P [kN]

20 25
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Rys. 5.19. Zaleznos$¢ poziomu obciazenia od ugigcia w belce sprgzonej [54, 103]
Fig. 5.19. Dependence of load level on deflections in a compressed beam [54, 103]

gdzie: p =p(&) — obciazenie zewngtrzne,
(- &y — funkcja delta Diraca;
ri=—ro T r”v‘@g(gf) — wspotczynniki okreslajace dyslokacjg katowa w punk-
cie zarysowania,
Le=—=ro + "1kv,§§.§(gx_) — wspotczynniki okreslajace dyslokacjg liniowa w punk-
cie zarysowania;

Yoir U — parametr charakteryzujacy deformacje trwate sprowa-
dzone do punktu zarysowania;
Fiio Vi — wspotczynniki proporcjonalnosci dyslokacja katows i

liniowa a uogélnionymi sitami wewngtrznymi M(& - ()
oraz T(§ - ().
Z zalezno$ci geometrycznych mozna warto$¢ wspoétczynnika | dla przckroju zgina-
nego wyrazi¢ wzorem:

Vi,
"1 - 11 A
Erp1-5 4 fi_gn_a (5.17)
a a 3 h h
lub
ry= ¥ (5.18)

Majac dane doswiadczalne dotyczace ugigé belek przed 1 po obcigzeniu, mozna
z rownania (5.17) wyznaczy¢ wartosci rl*, natomiast z rownania (5.16) wartosci r;. Row-
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Rys. 5.20. Doswiadczalne warto$ci rozktadu odksztatcen trwatych £8(z) i odksztalcen sprezystych
ef = e — €R oraz obliczonych na ich podstawie samonaprezen o = £, eF:
a) odksztatcenia w strefie przypodorowej mostu wg JTosilebskigo 1 Biliszczuka [13],
b) wedlug Eissa i Ubysza [54, 103]
Fig. 5.20. Experimental values of distribution of plastic strain eR(z) and elastic deformations
ef = e~ eTR a5 well as the values of self-stresses of = E,){:E: a) deformations in a support zone
of a bridge according to losilebski and Biliszczuk [13]; b) according to Eiss and Ubysz [54, 103]
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nanie (5.16) po scatkowaniu, przeksztatceniu i pozostawieniu cztonéw opisujacych spre-
Zysty przyrost ugi¢é przyjmuje postac:

W& = [~Zry (~LIE)E ~ )M — E)IMy + [-Er,, 8 (~LYEDE = EIT,
+ [Zr, el GIE = CIRE - £,)] (5.19)

gdzie: n — liczba rys.

Wspotczynik r| jest wyznaczony w taki sposob, aby uzyskac zgodnos¢ rozwiazania
analitycznego z doswiadczeniem. Liczba punktow, w ktérych zmierzono ugigcia jest
z reguly mniejsza od liczby rys, a wigc ilo§¢ informacji jest mniejsza od liczby niewia-
domych. Z warunku najmniejszego odchylenia kwadratowego mozna sformutowa¢ funk-
cjonat:

J= 2( sy _fon (5.20)

gdzie: v4oS% — zmierzona warto$¢ sprezystego ugigeia w i-tym punkcie;
Vieor  _ ugiecie sprezyste wyznaczone analitycznie w miejscu pomiaru deformacii.

Obliczajac pochodng funkcjonatu
4 =0 (5.21)
7o

otrzymuje si¢ zgodna liczbg niewiadomych 1 rownan.

Na podstawie podobnej analizy otrzymuje si¢ wartosci wspotczynnika r,. Rownanie
(5.16) po scatkowaniu, przeksztatceniu 1 pozostawieniu cztondw opisujacych przyrost
ugi¢é od deformacji trwatych przyjmuje postac:

W) = -Xry, (&~ EIh(E- ) (5.22)

Nastepnie z warunku najmniejszego odchylenia kwadratowego:
dosw lcor
J= 2(‘)1 res ~ Vi ms)z (5.23)

oraz obliczajac pochodna funkcjonatu

aJ
7 o
otrzymuje si¢ uktad rownan ze zgodna liczba niewiadomych i rownan.
Analiza wspélczynikow r| 1 r, przeprowadzona dla réznych belek (do analizy wia-
czono takze wyniki badan Bacha [8] 1 Ulickiego [240]) wykazata, ze przy nic odbiega-
jacych od siebie zbytnio warto$ciach momentow zginajacych wartosci wspoétczynnikow

=0 (5.24)
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nie r6znig si¢ wiele od warto$ci usrednionej. Rowniez stosunck deformacji trwatych do
sprezystych jest w przedziale uzytkowym prawie staty, dlatego do obliczen praktycz-
nych mozna dla danej belki przy okre$lonym poziomie obciazenia z dobrym przyblize-
niem przyjac, ze warto$ci tych wspdtczynikdw sg state:

Pig = Fip Sas S W, Fgp = Fyp Ses = By, (5.25)

Rysunki 5.21 1 5.22 ilustruja wartoSci wspotczynika ) na dtugosci belki dla okre-
$lonego poziomu obcigzenia oraz zalezno$¢ r, od poziomu obcigzenia.

K107
50
i / \\
P 975
P 75 2.33
3‘OJ P _ 175kN
R SQSkN =550
| ]
20 f N ;z 3L56789]10011"1‘2111u515171519;02105'?‘

12 3 4 S 6 7 8 9 10 1M 1213 1 15 1B 17 18 19

Rys. 5.21. Warto$ci wspotczynika ) na dtugosci belki
Fig. 5.21. Values of the coefficient r, on the legth of a beam

Majac dane doswiadczalne dotyczace warto$ci "1* (z réwnania 5.17) 1 wartosci r,
(z rownania 5.16) mozna wyznaczy¢ z (5.18) do$wiadczalne wartosci wspofczynnika ¥,

Y, =— (5.26)

Na rysunku 5.23 porownano doswiadczalne i normowe warto$ci wspotczynnika ¥,
Wartos$ci tego wspotczynnika obliczane wedtug — ustalonych takze na podstawach cm-
pirycznych — wzoréw normowych, r6znia si¢ od wartosci do§wiadczalnych otrzymanych
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Rys. 5.22. Zalezno$¢ 1, od poziomu obciazenia

Fig. 5.22. Dependence 7, on the level of load

przez autora. Przy obliczaniu "1* przyjeto bowiem wartosci &' wyznaczone z warunku
rownowagi dla przekroju zarysowanego, zaktadajac liniowy rozktad naprgzen. Roznica
wynika zatem z pominigcia w obliczeniach wyst¢pujacych w rzeczywistosci naprgzen
resztkowych (samonaprgzen) pozostajacych po odciazeniu konstrukeji, ktore naktadaja
si¢ na stan napr¢zen sprezystych. Uwzglednienie wplywu naprezen resztkowych zmniej-
sza rozbiezno$¢ tych funkeji do kilku procent.
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Rys. 5.23. Zaleznos¢ wspolczynika ‘¥, od poziomu obciazenia
Fig. 5.23. Dependence of the ¥, on the level of load

Badania wykazuja, ze istnieje pewna zalezno$¢ mi¢dzy deformacjami trwatymi i spre-
zystymi. Najtatwiejsze do pomiaru sg ugigcia. Wykonano analiz¢ stosunku ugicé trwa-
tych do sprezystych. Jako zmienng niczalezna przyjeto poziom obciazenia AM:M'™*
(rys. 5.24) oraz pomocniczo rz¢dng dtugosci belki (rys. 5.25). Analizujac stosunck ugice
trwatych do sprezystych jako funkcjg obciazenia, mozna na przykfadzie przekroju srodkowe-
go zaobserwowac, ze stosunck ten wzrasta do poziomu momentu rysujacego proporcjonal-

nie. Po powstaniu rysy zaleznos¢ ta ustala si¢ na okreslonym poziomie v*¢5:v" = 0,13-0,15.
Prawidlowo$¢ obserwuje si¢ w przedziale uzytkowym belki (M:MMi57¢2 < () 5). Przy dal-
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Rys. 5.24. Stosunek ugie¢ trwatych do spregzystych jako funkcja obciazenia
Fig. 5.24. Ratio of plastic deflections to elastic one as a function of load

szym narastaniu obciazenia M — M™% wystepuje coraz wigksza rozbiezno$¢ propor-
cji ugie¢ trwatych 1 sprezystych. Charakter tej zalezosci jest taki sam na calej dlugosci
belki.

Z braku danych nie jest mozliwa analiza taka wprost z deformacji katowych. Prze-
prowadzono ja posrednio, wykorzystujac wyznaczone wezesniej z doSwiadczenia wspot-
czynniki 7, 1 r). Przeanalizowano stosunek trwatych do sprezystych deformacji kato-
wych w rysie na réznych poziomach obcigzenia. Otrzymane warto$ci stosunku defor-
macji katowych odbiegaja wprawdzie od stosunku ugi¢¢, jednak charakter obu jest
podobny (rys. 5.26). Wigksza zgodno$¢ mozna bytoby zapewni¢, uécislajac wartosci od-
stepu migdzy rysami lfi wspolczynnika ¥, wystepujacych we wzorze (5.17).

Wzory okreslajace wspotczynniki 7, 1 7, sa weryfikowane na podstawie wynikow
badan doswiadczalnych. Gléwnym celem weryfikacji jest ustalenie wzorow, ktore po-
zwolityby w miarg doktadnie okresli¢ wartosci deformacji spr¢zystych 1 resztkowych
w konstrukcjach belkowych, a w dalszym zamierzeniu tarczowych, ptytowych i powto-
kowych. ‘
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Rys. 5.25. Stosunek ugig¢ trwatych do sprezystych na dtugosci belki
Fig. 5.25. Ratio of plastic deflections to elastic one on the length of a beam
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Rys. 5.26. Poréwnanie stosunku ugig¢ trwatych do sprezystych jako funkcji obciazenia
i stosunku trwalych do sprezystych deformacji katowych w rysie

Fig. 5.26. Comparison of the ratio of plastic deflections to elastic ones
as a function of load and the ratio of plastic angle deformations to elastic ones in a crack

5.8. Ugigcia

Pomiar ugie¢ elementéw zelbetowych umozliwia bezposrednie eksperymentalne okre-
$lenie jednego ze stanow uzytkowych konstrukcji. Parametrem dobrze charakteryzuja-
cym deformacje konstrukeji jest sztywnos¢. Zagadnienie sztywnosci wykracza poza ge-
ometri¢ 1 wlasciwosci sprezyste betonu 1 stali. Waznymi parametrami sg tutaj jeszcze
geometria rys, zagadnienie wspotpracy betonu i stali oraz efekty reologiczne.

Okreslenie rzeczywistej sztywnosci przekroju powaznie komplikuje obliczanie ugig¢
konstrukcji. Porownujac t¢ sama belkg w przekrojach niezarysowanym i zarysowanym,
stwierdza si¢ znaczna roznice sztywnoscl. Ilustruje to rysunek 5.27, na podstawie ktorego
mozna obliczy¢ moment bezwladnosci belki prostokatnej o momencie bezwiadnosci
J =nbh3/12 1 zbrojeniu nu w fazie niezarysowanej i zarysowanej. Wspotczynnik 1
uwzglednia, oprocz fazy pracy belki, geometrig (ilo$¢ i1 rozktad) zbrojenia. Pokazano
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Rys. 5.27. Moment bezwladnosci belki w fazie I i II w zaleznosci od iloéci i rozmieszczenia zbrojenia

Fig. 5.27. Moment of inertia in a beam in phase I and II vs. the quantity and distribution
of reinforcing bar

rowniez efekt uwzgledniania przesunigcia osi obojgtnej wskutek zarysowania przekro-
Jjow. Uwzglednienie tego efektu zaproponowali migdzy innymi Muraszow [179] 1 Ku-
czynski [127]. Kontynualna teoria zelbetu umozliwia za pomocg doswiadczalnic wy-
znaczonych funkcji @ 1 ¥ wyznaczenie efektywnej sztywnosci belki w fazie zarysowa-
nej z uwzglednieniem sztywnosci w fazie I:

¥

M
EJ(E)=EJ\ (&)1~ A

n

(5.27)

gdzie: EJ(E) - efektywna sztywno$¢ belki w fazie I,
M, M, —rzeczywisty 1 niszczacy moment zginajacy w okre$lonym przekroju;
bd — wspotczynnik doswiadczalny.



Wykresy ugie¢ wedlug réznych autoréw
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Rys. 5.28. Porownanie metod obliczania ugig¢ wedhug roznych autorow (z wykorzystaniem programu i opracowan Szechinskiego)

Fig. 5.28. Comparison of the methods of calculation of deflections according to different authors (basing on the Szechinski’s program and papers)
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Belka druga cykl I1

L.P. || odcayt przemieszczenia
obcigz Jobcigz. || 20A | 21A | 22A | 23A
- JUIkG] || [kPa] |j [mm) | [mm] | {mm] | [mm]
1 600 || 15.385}f 0.000 | -0.001 | -0.003 | -0.001
2 700 | 17.949( 0.053 | -0.001 | 0.034 | 0.031
3 800 |l 20,513 0.103 | 0.035 | 0.073 | 0.069
4 900 |{ 23.077{f 0.155 | 0.085 | 0.124 | 0.113
5 1000 || 25.641 | 0.200 | 0.140 | 0.180 | 0.160
6 1100 | 28.205] 0.257 | 0.203 | 0.233 | 0.212
7 1200 | 30.769 || 0.309 | 0.266 | 0.286 | 0.256
8 1100 |1 28.205]f 0.282 | 0.273 | 0.291 | 0.256
9 1000 ff 25.6411f 0.203 | 0.239 | 0.224 | 0.187
10 900 |1 23.077( 0.159 | 0.197 | 0.183 | 0.149
11 800 |1 20.513( 0.099 | 0.142 | 0.131 | 0.099
12 700 |f 17.949ff 0.036 | 0.080 | 0.073 | 0.047
13 600 [ 15.385]| 0.021 | 0.022 | 0.016 | -0.003
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Rys. 5.29. Przyktadowy wydruk wynikow pomiaru ugig¢ belki zelbetowe;
Fig. 5.29. Exemplary printout of the measurement results of deflections of reinforced concrete bean
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Rys. 5.30. Stan deformacji trwalych po odciazeniu
Fig. 5.30. State of palstic deformation after discharge

Zagadnienie deformacji zginanych elementow zelbetowych obcigzonych dtugotrwale
przedstawia obszernie Szechinski [221]. Wyniki otrzymane w drodze analiz numerycz-
nych weryfikuje on z badaniami do$wiadczalnymi.

Rysunek 5.28 pokazuje zaleznos¢ roznych metod oblicznia ugigé i porownuje ja
z wynikami badan doswiadczalych. Zwracaja uwagg znaczne rozbieznosci wynikow te-

i

Rys. 5.31. Rysy ukosne w belce

Fig. 5.31. Crack in a support zone in a beam
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Rys. 5.32. Faza niszczenia strefy $ciskanej betonu

Fig. 5.32. Phase of failure of compressed zone in concrete

oretycznych obliczanych jak dla obcigzen doraznych. Roznice w wartosciach wynikow otrzy-
manych z obliczen i eksperymentu wynikaja z duzego odstepu czasowego micdzy doswiad-
czalnym wyznaczaniem cech fizycznych betonu na probkach walcowych, a terminem bada-
nia ugie¢ belki. W miar¢ wzrostu obciazenia udziat odksztatcen sprezystych w betonie ma-
leje, a wartosci analityczne 1 doswiadczalne przyjmuja porownywalne wartosci.

Rys. 5.33. Zniszczenie belki spr¢zone;j

Fig. 5.33. Failure of a compressed beam
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Analiz¢ wspoétpracy betonu ze zbrojeniem w elemencie wielokrotnie osiowo rozcia-
ganym zrealizowat Koztowski [120] (rys. 5.11). Koncepcja badan byta tak opracowa-
na, aby otrzymywane wyniki mozna byto wykorzystywac przy obliczaniu trwatych 1 spre-
zystych deformacji w przekroju zginanym. Wyniki tych badan byly wykorzystywane przy
numerycznych obliczeniach ugig¢.

Na rysunkach 5.30-5.33 pokazano fazy obcigzenia belki spr¢zonej. Widoczny jest
stan deformacji trwatych po odciazeniu (rys. 5.30), powstawania rys ukos$nych (rys. 5.31),
niszczenie strefy Sciskanej betonu (rys. 5.32) i fazg zniszczenia belki (rys. 5.33).

5.9. Redystrybucja sil w belce statycznie niewyznaczalnej
W przypadku belki dwuprzgstowej rownanie (4.42) przyjmuje postac:

L3
— ’;—J 4 mo8 (£~ L)+ B8 gl £~ §) + T8 e E- G) (5.28)

gdzie: m; — moment na srodkowej podporze wyznaczony z warunku v g 0;

Zakres badan dwuprzgstowej belki zelbetowej obejmowat migdzy innymi pomiar re-
akcji podporowych w kolejnych cyklach pomiarowych. Podczas procesu obcigzania w
przekrojach belki wystgpuja deformacje trwale, ktore zaburzaja oczekiwany z analizy
sprezystej rozkiad naprezen (rys. 5.34). Mierzalnym efektem tego zjawiska w konstruk-
cjach statycznie niewyznaczalnych jest tak zwane przegrupowanie sit wewngtrznych.
Efekt ten mozna okres$li¢ bezposrednio, badajac reakcje belki na podporach lub posre-
dnio, mierzac odksztatcenia zbrojenia rozcigganego 1 $ciskanego. Z relacji geometrycz-
nych otrzymuje si¢ wowczas zaleznos¢ momentu od odksztatcen stali zbrojeniowe;j:

M”" =E Jﬂ
d h(e" +1) (3.25)

Okres$lajac moment teoretyczny na podporze jak dla belki sprezystej, mozna pokazac
zalezno$¢ pomigdzy momentem a krzywizna dla belki obciazonej 1 odciazonej (rys. 5.35).

Jezeli przyjac, ze stosunek momentu do krzywizny charakteryzuje sztywnos¢, to wi-
da¢ zmniejszanie si¢ si¢ sztywnosci podczas obciazenia 1 ustalenie warto$ci w procesie
odciazania.

Rysunki 5.36-5.39 pokazuja przegrupowanie momentow dla réznych belek obcig-
zonych sila skupiona: zbrojonych sprgzystozgodnie, z niedozbrojong oraz przezbrojona
podpora. Podobne poréwnania zrobiono dla belek obciazonych sita rownomiernie roz-
tozona. Z poréwnan tych wynika kilka wnioskow.

Na redystrybucje momentow wplywa w istotny sposob rozmieszczenie pretow zbro-
jeniowych na dugosci elementu. Redystrybucja jest tym mnicjsza, im zbrojenie odpo-
wiada bardziej sprezystozgodnemu.



Belka pierwsza — cykl IV
Redystrybucja momentow zginajacych

momenty zginajace M(Ra) | M(Rpodp )| Msred
Sprezysty zRa z Rpodp. ql"2 qi~2 ql"2
[kNm] [kNm) [kNm] - - -

0.00 0.00 0.00 0.125 0.125 0.125
2.53 -3.65 -3.65 0.180 0.180 0.180
4.95 -5.03 -5.03 0.127 0127 0.127
7.83 -1.86 -1.86 0.125 0.125 0.125
11.80 -12.29 -12.29 0.130 0.130 0.130
15.19 -15.29 -15.29 0.126 0.126 0.126
16.98 -16.88 -16.88 0.124 0.124 0.124
18.02 -17.19 -17.19 0.119 0.119 0119
17.93 -16.98 -16.98 0.118 0.118 0.118
17.60 -17.12 -17.12 0.122 0.122 0.122
17.21 -16.64 -16.64 0.121 0.121 0.121
10.42 -9.51 -9.51 0.114 0.114 0.114
6.55 -5.91 -3.91 0.113 0.113 0.113
3.18 -3.59 -3.59 0.141 0.141 0.141
0.39 -1.55 -1.55 0.500 0.500 0.500
-0.85 -1.41 -1.41 -0.208 -0.208 | -0.208
-1.51 -1.64 -1.64 -0.135 -0.135 | -0.135
-1.74 -1.49 -1.49 -0.106 -0.106 | -0.106
-1.89 -1.56 -1.56 -0.103 -0.103 -0.103
-1.97 -1.11 -1.11 -0.070 -0.070 | -0.070
-2.04 -1.19 -1.19 -0.072 -0.072 [ -0.072

Przegrupowanie momentéw podporowych
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Rys. 5.34. Przyktadowy wydruk wynikow z pomiaru redystrybucji momentow belki zelbetowe;j
Fig. 5.34. Examplary printout of the measurement results of the redistribution of moments
in a reinforced concrete beam
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Rys. 5.35. Do$wiadczalna zalezno$¢ moment—krzywizna
dla podpory $rodkowej w belce dwuprzgstowe;]
Fig. 5.35. Experimental dependence moment—curvature
on a central support in a two-span beam

Model, w ktorym efekty zwiazane z zarysowaniem sg skupione w miejscu rysy, daja
do$¢ dobra zgodnos¢, jezeli chodzi o charakter wykresu, jednak wyniki obliczone ana-
litycznie sa o kilka, a niekiedy nawet o kilkanascie procent wigksze od wartosci doswiad-
czalnych. Przyczyna rozbiezno$ci moze by¢ nie uwzglednione w obliczeniach przegru-
powanie sit wewngtrznych na wysokosci przekroju oraz losowy charakter wspofczyn-
nika ¥,

Przyjety do obliczen model opisujacy odksztalcenia resztkowe daje w przeanalizo-
wanych przypadkach dobra zgodno$¢ z doswiadczeniem.

Odksztatcenia spowodowane deformacjami resztkowymi w rysie nie wplywaja istot-
nie zarowno w przypadku obliczen, jak 1 w przypadku do§wiadczenia na redystrybucje
momentow zginajacych.

Na rysunkach 5.36-5.39 zaznaczono obciazenie, przy ktérym nastgpuje zniszczenie
na podporze. Metoda pozwala rowniez na analiz¢ stanow plastycznych. Ptynigcie stali
odpowiada lokalnemu zwigkszeniu wspotczynnika r,. Po osiagnigciu granicy plastycz-
nosci w zbrojeniu na podporze, w miarg dalszego obcigzania, nastgpuje uplastycznie-
nic zbrojenia w przgsle.
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Rys. 5.36. Redystrybucja momentu podporowego — podpora zbrojona sprezystozgodnie
Fig. 5.36. Redistribution of the support moment — concrete reinforcement according to moment diagram
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Rys. 5.37. Redystrybucja momentu podporowego — podpora przezbrojona
Fig. 5.37. Redistribution of the support moment — concrete is overreinforced for moment diagram



166

poc

M,
Pl
Q22
0.21 P oM s TR
020 (podpora  niedozbrojona )
0,19 — model sprezysto- plastyczny (r., n ).h wy PN
’ —— model sprezysto- plasyczny (ra, 1y ) Yo dosw
————— —  model ysty (1), Vg dasw
018 o Tleined dobwiagczaine’
017 o' — o zg‘::zn':s;c“:nsvvrl:‘ﬂlcﬁtni’c;\ bez uwzglpcnienic
016
015 < <.
014 i
S N \,\x\.
013 _(lirll 25m . .‘u\
012 ubed
on -
010 >
0 01 Q3 (072 as 06 07 08 Q9 ~~_10 M/M,
Rys. 5.38. Redystrybucja momentu podporowego — podpora niedozbrojona
Fig. 5.38. Redistribution of the support moment — concrete is underreinforced
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Rys. 5.39. Redystrybucja momentu podporowego — obcigzenie rownomiernie roztozone
Fig. 5.39. Redistribution of the support moment — uniformly distributed load
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Rys. 5.40. Obwiednia momentoéw w zarysowanej belce dwuprzestowej;
a) obciazenie symetryczne; b) obcigzenie niesymetryczne
Fig. 5.40. Envelope of moments in a two-span beam with crack:
a) symmetrical load; b) unsymmetrical load
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Zwracaja uwage malo satysfakcjonujace wyniki w przypadku dwuprzgstowej belki
teowej, niedozbrojonej na podporze. Zbiczno$¢ wynikow analitycznych i doswiadczal-
nych otrzymuje si¢ dopiero na poziomie obcigzen bliskich obcigzeniom niszczacym.
Swiadczy to o niepoprawnym w tym przypadku przyjeciu zatozen do obliczania sztyw-
nosci w przekrojach podporowym 1 przg¢stowym. Zdaniem autora btad ten wynika z za-
burzen w rozktadzie naprgzen w przekroju teowym, a w konsekwencji z nierbwnomier-
nego (niecatkowitego) wykorzystania sztywnosci przekroju na zginanie.

Zagadniceniem, ktoremu nie po$wigcano dotychczas wigkszej uwagi, jest wyznacze-
nie obwiedni momentoéw jako funkcji rozmieszczenia zbrojenia w belkach wieloprze-
stowych. Momenty zginajace mozna wyznaczy¢ jako superpozycj¢ dwoch schematoéw
statycznych, w ktorych obciazenie jest w pierwszym przypadku rownomiernie roztozo-
ne, w drugim natomiast przgsta sa tak obcigzone, aby momenty przyjmowaty wartosci
ckstremalne.

W przypadku konstrukcji niejednorodnej wyznaczanie sit wewngtrznych na zasadzie
superpozycji nie bgdzie poprawne. Obszar zarysowania i kat rozwarcia rysy zaleza od
poziomu obciazenia oraz od stosunku obcigzenia stalego do zmiennego.

Na rysunku 5.40 przedstawiono przyktad obwiedni momentow dla tej samej belki
dwuprzgstowej na poziomie obciazenia (p + g)/q,;,., = 0,6. Wyniki poréwnano z roz-
wiazaniem sprezystym. Z analizy wynika, ze mozna sporzadzi¢ obwiedni¢ momentow
zginajacych w belce, uwzgledniajac histori¢ obciazenia.

Podobna analiz¢ mozna przeprowadzi¢ takze 1 dla innych wielkosci statycznych
—ugicd, katow obrotu 1 sit poprzecznych. Rozwiazanie wygladatoby analogicznie, gdy-
by wielkos$cia wymuszajgca byly deformacje (np. osiadanie podpor). W analizie tej po-
minicto odksztalcenia dtugotrwate, nie znaczy to jednak, ze metoda nie pozwala na taka
analiz¢. Brak wystarczajacych danych do$wiadczalnych uniemozliwit jednak wnikliw-
szq analiz¢ wspotczynnikow 1. r), charakteryzujacych sprezyste 1 trwate deformacje
W rysic.

Wyniki niniejszej pracy sktaniaja do przypuszczen, ze przyrost deformacji trwatych
1, bedzie miat wplyw na warto$¢ przemieszezen, bgdzie natomiast odgrywat niewiclka
rolg przy przegrupowaniu momentow. Mozna przypuszczaé, ze takze w przypadku ob-
cigzen dtugotrwatych zaobserwuje si¢ wyrazne zmiany wspotczynika ¥, Nalezy jed-
nak oczekiwac, ze stosunek srednich naprgzen do naprgzen w rysie oy, /oy, bedzie sig
zmienial w miar¢ uptywu czasu. Przyczyn nalezaloby szuka¢ w wigkszym niz przy ob-
ciazeniach doraznych uwidocznieniu si¢ efektow reologicznych oraz w naruszaniu wspol-
pracy betonu 1 stali (wskutek ,,wyciagania si¢” zbrojenia z betonu), ktora wptywa na
zmiang wartosci naprezen oy,. Szczegétowe przeanalizowanie tego zagadnienia byloby
istotnym uzupetnieniem metod wyznaczania trwatych deformacji katowych w rysie.



6. Podsumowanie i wnioski koncowe

Uwagi ogolne

Do wnioskow podsumowujacych niniejsza pracg, a rOwnoczesnie cykl badan realizo-
wanych w zespole pod kierownictwem autora, nalezy wykazanie, ze istnieja podstawy,
aby przyjac, ze konstrukcje betonowe, zelbetowe i sprgzone w przedziale uzytkowym
sa wykonane z materiatu liniowo sprezystego z uwzglgdnieniem dyskretnych nieciagtosci.

Zadanie to zostato zainicjowane przez A. Borcza, ktéry opracowat podstawy teore-
tyczne 1 popart je czgsciowo eksperymentem. Opieraty si¢ one z jednej strony na kryte-
riach negatywnych, wskazujacych na sprzeczno$¢ migdzy sposobem obliczania sche-
matow statycznych z wykorzystaniem metod teorii spr¢zystosci a wymiarowaniem prze-
krojow metoda stanow granicznych oraz z drugiej — na kryteriach pozytywnych wska-
zujacych na wyniki ecksperymentow 1 ich interpretacje. W niniejszej pracy podjgto probe
syntetycznej interpretacji spr¢zystych cech betonu. Jako podstawe do tego przyjg¢to na-
stgpujace wnioski posrednie:

o Aktualny poziom wiedzy dotyczqcy budowy i wlasciwosci fizykochemicznych beto-
nu. Wystgpujace w betonie zwiazki maja strukturg krystaliczna, cho¢ w znacznym stopniu
niejednorodng. Wiazania wewnatrz- i migdzyczasteczkowe daza do osiagnigcia Scisle
ustalonego potencjatu energetycznego w sposob odwracalny, co implikuje sprezyte ce-
chy materiatu. Liczba i rodzaj wiazan w znacznym stopniu warunkuje podstawowe ce-
chy wytrzymatosciowe (Rbo, R b/") i sprezyste (£, v) betonu. Na efekty sprezyste naktada-
ja si¢ trwate deformacje dorazne, bgdace nastgpstwem migdzy innymi zrywania tych
wigzan i opoznione — wynikajace z fizykochemicznych zjawisk przebiegajacych z upty-
wem czasu (na przyktad infiltracja wody, dtugotrwate reakcje chemiczne). Te wiasnie
zjawiska umozliwiajq migdzy innymi interpretacj¢ efektow reologicznych. Zmiany struk-
tury betonu sa w znacznym stopniu przewidywalne, gdyz podlegaja prawom termody-
namiki. Stosowane modyfikacje betonu wptywaja z reguty na idealizacj¢ cech sprezy-
stych materiatu.

o Wyniki elementarnych badan na probkach betonowych. Opisuja one najczesciej re-
lacje migdzy podstawowymi wielkosciami fizycznymi. Opracowane statystycznie wiel-
kosci 1 zaleznosci stanowia podstawg do ustalania normatywow projecktowych
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1 realizacyjnych. W podstawowej probie wytrzymatosciowej okreslajacej zaleznos¢ o—¢
zwraca uwagg niejednoznaczno$¢ interpretacji. Na przyktad krzywa funkcyjna — przed-
stawiana takze w dokumentach normalizacyjnych (np. zalezno$¢ Hognestadta 1 Riischa)
— moze by¢ interpretowana jako zalezno$¢ nieliniowo spregzysta lub jako efekt suma-
ryczny zalezno$ci liniowo sprezystej 1 trwatych odksztatcen plastycznych. Wyniki ba-
dan zamieszczone w niniejszej pracy zmierzaja do uzasadnienia tej drugiej interpreta-
cji zaleznosci naprgzenie—odksztatcenie.

* Badania autorskie ktorych celem jest ukazanie cech sprezystych w betonu. Kon-
cepcja badan oraz oryginalne rozwigzania metrologiczne umozliwity obserwacj¢ spre-
zystych cech betonu takze w strefie obciazen pokrytycznych. Badania zmierzaty z jed-
nej strony do przedstawienia w jawnej formie sprezystych 1 plastycznych wartosci uo-
golnionych przemieszczen i sit wewngtrznych w elementach probnych, z drugiej za$ stro-
ny do wyznaczenia parametréow liczbowych stosowanych w matematycznym modelu
opisujacym zachowanie betonowych, zelbetowych i sprgzonych konstrtukeji pretowych
(a czgsciowo takze 1 powierzchniowych). Wyznaczenie tych parametrow byto podsta-
wa do realizacji niektorych cykli badawczych na modelach numerycznych.

Wyniki badan prowadzonych w ostatnich latach na belkach zelbetowych 1 sprezo-
nych pokazuja, ze metoda naprezen liniowych nie zdeaktualizowata sig. Beton konstruk-
cyjny, bedacy w powszechnym zastosowaniu, ma bardzo réznorodne cechy mechanicz-
ne, ktore w wielu przypadkach sa oznaczane w spos6b umowny, niekiedy z uwzglednie-
niem parametru czasu. Na przyktad, wytrzymato$¢ betonu w jednoosiowym $ciskaniu
zalezy od ksztattu i wymiaru probek; jest ona zmiennag losowa na skutek niejednorod-
no$ci wytrzymato$ciowej, zalezy od predkos$ci wymuszania odksztatcen. W miarg jak
przybywa danych do$wiadczalnych, zmieniaja si¢ metody opisywania cech mechanicz-
nych betonu. Zwraca uwagg fakt, ze cechy sprezyste betonu sg coraz bardziej widoczne
w miar¢ wzrostu jego cech wytrzymato$ciowych.

Whioski koncowe

Jak wynika z przedstawionej we wstgpie koncepcji pracy, podjgto probg oceny me-
tod wymiarowania belek zelbetowych 1 czgSciowo sprezonych. Badania sktadaty si¢
z czgs$cl obliczeniowej 1 eksperymentalnej. Zaplanowano je w ten sposob, aby wyko-
rzysta¢ dostgpne metody obliczen statycznych 1 wymiarowania z uwzglednianiem nie-
liniowej charakterystyki betonu 1 stali, ich wspotpracy oraz samonaprg¢zenia. Jednym z
celow byto do$wiadczalne potwierdzenie stusznosci zatozen umozliwiajacych opraco-
wanie modelu betonu oraz opisanic efektow zwiazanych z zarysowaniem i deformacji
reologicznych. Otrzymane wyniki umozliwily analiz¢ na podstawie materiatu do§wiad-
czalnego autora. Wnioski wynikajace z tych badan sg nast¢pujace:

* Z doswiadzalnych zaleznosci o—€ wynika, ze podczas obciazen (i odcigzen) de-
biutanckich 1 cyklicznych, doraznych i1 dlugotrwatych odksztalcenia catkowite mozna
opisywac jako sumg odksztatcen spre¢zystych i resztkowych.
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* Podczas cykli wielokrotnego odciazenia i obcigzenia konstrukcje zelbetowe i spre-
zone maja wlasciwosci materiatu liniowo sprezystego. Mozna je zatem wymiarowaé
wedlug metody naprezen liniowych, uwzgledniajac jednak samonaprgzenia i efekty re-
ologiczne. W ten sposob obliczenia statyczne konstrukcji wykonuje sie konsekwentnie
tak jak dla materialu sprgzystego.

* Wspotczynnik sprezystosci betonu zalezy od wieku betonu, w matym stopniu na-
tomiast od poziomu obciazenia. Z badan wykonanych na kilkudzesigciu probkach wy-
nika, ze przy zachowaniu rezimu warunkow wymuszania przemieszczen (wolny przy-
rost przemieszczen pozwalajacy uniknac tak zwanych opoznionych odksztatcen spre-
zystych) zmiany wspoéiczynnika spr¢zysto$ci w poczatkowych (kwazisprezystych) cy-
klach obciazen 1 na poziomach obcigzen niszczacych roznig si¢ o okoto 5%.

* Przyjgcie parabolicznego albo prostokatnego rozktadu naprezen w strefie Sciska-
nej badz rozciaganej betonu wynika z interpretacji wynikow eksperymentu. Nielinio-
wosci w rozkladzie napr¢zen na wysokos$ci przekroju mozna rowniez wyjasni¢ nakta-
daniem si¢ samonapr¢zen na stan sprezysty.

* W belce, w ktorej projektowano pelne sprgzenie w procesie obciazenia, niespo-
dziewanie wczesniej wystgpuja zarysowania u dotu belki, co oznacza, ze otrzymalismy
belke czgsciowo sprezona. Zarysowanie belki nastapito na skutek natozenia sie samo-
napr¢zen pochodzacych od niesprezystych deformacji betonu.

» Samonapr¢zenia te zmniejszaja napr¢zenia w skrajnych wioknach betonu, natomiast
zwigkszaja naprgzenia w rozciaganym zbrojeniu. W praktyce oznacza to, ze w betonie
istnieje jeszcze rezerwa nos$nosci w strefie Sciskanej, natomiast rzeczywiste napr¢zenia
w stali sa wigksze od oczekiwanych. Z do$wiadczen wynika, ze dodatkowe warto$ci
naprg¢zen rozeiagajacych pochodzacych od samonaprgzenia wynosza w stali kilkanascie
procent warto$ci wytrzymatosci charakterystyczne;j.

« Catkowite ugigcie elementu moze by¢ rowniez interpretowane jako suma ugiec
resztkowych i sprezystych.

Przedstawione tutaj wnioski maja bardziej uniwersalny charakter. Interpretacja wy-
nikéw badan do§wiadczalnych przeciwstawia si¢ bowiem tendencjom rozwijania nieli-
niowej teorii betonu.

Uwagi koncowe

Praktyczna konsekwencja prowadzonych badan moze by¢ lepsze wykorzystanie ma-
terialow konstrukcyjnych i okreslenie granicy bezpieczenstwa przy obciazeniach wy-
jatkowych. Wprawdzie obliczenia sit przekrojowych wedtug teorii Borcza nie zmienia-
ja istotnie danych stosowanych do wymiarowania (np. wartosci sit wypadkowych, ra-
mig¢ sit wewngtrznych), to jednak — co bylo jednym z celow pracy — zwrdécono uwage,
ze jest mozliwa dos¢ istotna zmiana w podejs$ciu do obowiazujacych metod analizy 1
projektowania konstrukcji betonowych. Istnieja prace, ktére wyjasniaja na drodze teo-
retycznej 1 doSwiadczalnej procesy deformacji konstrukceji z betonu pod obciazeniem
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statycznym 1 dynamicznym oraz opisuja stan naprezen i odksztatcen w konstrukcjach
zelbetowych jako superpozycje wielkosci sprezystych i rezydualnych. Opracowano
metody obliczen stupdw, belek, ram, ptyt, tarcz i powlok zakladajace liniowy model be-
tonu z uwzglgdnieniem efektow reologicznych i zarysowania. Efekty te sa rozpatrywa-
ne jako wprowadzone dyskretnie dystorsje i dyslokacje w o$rodku sprezystym. Algo-
rytmy wymiarowania konstrukcji sa tutaj oparte na znanej i stosowanej przez wiele lat
metodzie naprg¢zen liniowych.

Podsumowaniem celu, a rownocze$nie wynikow niniejszej pracy niech pozostana sto-
wa wielokrotnie cytowanego tutaj Profesora Augustyna Borcza: Naszym zdaniem, obe-
cny kierunek rozwijania teorii konstrukcji z betonu nie jest wiasciwy. Obecnie przyjeto
nieliniowy model betonu oraz konstrukcji z betonu. Przewidujemy powrot do liniowej
teorii konstrukcji z betonu. Powrot ten uwzglednial bedzie obecne osiggniecia w za-
kresie teorii rys oraz reologii betonu.



Poslowie

Przedstawiona praca ma w zatozeniu charakter polemiczny. Opublikowana przez
Borcza w 1981 roku teoria zelbetu sugeruje, poczawszy od zatozen, postrzeganie beto-
nu jako materialu, a elementow zelbetowych jako konstrukcji liniowo sprezystych z dys-
kretnymi niecigglosciami. Interpretacja ta znacznie odbiega od stosowanych dzisiaj metod
wymiarowania zelbetu 1 konstrukcji spr¢zonych. Sp6jnos¢ migdzy metodami obliczen
statycznych 1 wymiarowania zachgca jednak do modernizowania zaniechanej dzisiaj me-
tody naprezen liniowych.

Czgs$¢ eksperymentalna stanowita dla Borcza wazny element zaréwno co do koncepcji
badan, jak i technik pomiarowych, ktére byty podstawa kilku nowatorskich rozwiazan
(m.in. czujnik do pomiaru napr¢zen, rozwiazanie generacji cyklicznych naprezen, ory-
ginalna konstrukcja czujnika magnetosprgzystego). Wykonane badania nie przynosza
nowych wynikow w sensie iloSciowym, lecz w niektérych przypadkach zmieniajg ich
mterpretacjq. Zjawiska takie jak deformacje trwate i samonaprgzenia sa znane, lecz ce-
lem badan eksperymentalnych jest okreslenie wartosci liczbowych, stuzacych do obli-
czen inzynierskich. Potwierdzono umowno$¢ niektérych zjawisk, jak na przyktad mo-
mentu rysujacego. Nicktore wyniki pozostaja polemiczne. Uznanie warto$ci wspotczyn-
nika sprgzystosci betonu jako wielko$ci niezaleznej od poziomu wytgzenia materiatu
wymaga spehienia okreslonych warunkéw eksperymentu. Badania w innych osrodkach
naukowych potwierdzaja t¢ prawidtowos$¢, zwlaszcza dla betonéw wyzszych klas.

Od strony opisu matematycznego modelowanie wykracza poza klasg funkcji ciagtych.
Stosowane narz¢dzia sa jednak w kontekscie teorii zelbetu zrozumiate, a w zakresie
potrzebnym dla projektantéw nie wykraczaja poza matematyke¢ wyktadana na uczelniach
technicznych. Zapis matematyczny jest konsekwentnie realizowany w konwencji sto-
sowanej w teorii spr¢zystosci, a w przypadku deformacji trwalych — w reologii.

Uwagi dotyczace opisu molekularnego 1 zjawisk fizykochemicznych nie sa elemen-
tem opisywanej teorii. Wprowadzono je, aby opierajac si¢ na aktualnym stanie wiedzy
dokona¢ proby wyjasnienia nicktérych zjawisk obserwowanych podczas wytwarzania,
eksploatacji, a takze niszczenia betonu. W niniejszej pracy majj one charakter pomoc-
niczy 1 nie nalezy ich traktowac jako czg¢$ci opisywanej teorii.

% 3k ok

Zatozeniem pozamerytorycznym autora byto upamietnienie prac Profesora Augustyna
Borcza i zapisanie tego, czego Profesor nie zdqzyt dokonac osobiscie. Tresci te przeka-
zywatl swoim wychowankom przez wiele wspolnie spedzanych wieczorow. Za to skla-
dam Jemu tutaj podziekowanie.
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Plastic strains and self-stresses
in reinforced concrete, bar construction

The monograph is a continuation of the research of Prof. Augustyn Borcz. It presents an ori-
ginal proposal of concrete model and the theory of reinforced concrete construction in the first
and the second phase of work. The essence of the problem is the assumption about the elastic
work of construction at reproducible load and treatment of strains in concrete as the sum of ela-
stic and plastic deformations.

Chapter 3 contains the review of models of concrete and presents the Borcz model in terms
of existing ideas (chapter 2) and the characteristic of morphology of cracks in concrete (chapter 3).

Chapters 4 and 5 contain the most important results and the methods of their analysis based
on over 10-year research of the author on numerical and laboratory models. These chapters pre-
sent the methods of calculation and model examination of reinforced concrete bar constructions,
which enable fashioning of crack effects and plastic strains in concrete in discreet method. The
result of experimental investigations — on the ground of which is verified the Borcz theory
— allow one to determine the values of experimental parameters leading to effective utilisation
computational methods. On the basis of these results — verified by the results of other authors —
mostly to fragment of the Borcz theory description of formation of affected plastic and elastic
(self-stresses) deformation in section.

There are also presented the assumptions and the results of some numerical calculations ba-
sed on the continuous models of Mier, Wechse and Eligenhausen. This part of the monograph
shows the differences, both in assumptions and in the methodology of numerical and laboratory
investigations on continuous and discrete modelling of reinforced concrete, bar constructions.
There are also shown the examples of numerical analysis based on application of the Borcz the-
ory in practice.

There is also assumed the method of calculation of reinforced concrete cracked construction
in the class of generalized functions. The distributions functions describe in a discrete way all
the effects connected with cracks and plastic deformations.

The author’s target was to supplement the series of publications dealing with the methods of
reinforced concrete bar construction with cracks. The method of analysis is however correct also
at the analysis of any bar construction with local discontinuities (e.g. defects) and from compu-
tational point of view it used to solve such problems.
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