Gr LN e L, AL

_ Prace Naukowe Instytutu Archdekfury i Urbanistyki , 9
Politechniki Wroctawskiej : ; . 5
'Seriu Mon_qgrahe o . - : : : . - 14

._Jcnusz Rebielak :
Modularne sirukiury pomerzchmowe -.

 Wroclaw 1988

* B\BL\OTEKA GLOWNA |
I MAGAZYN |
| KOWALE __




PRACE NAUKOWE POLITECHNIKI WROCLAWSKIEJ

Scientific Papers of the Institute of Architecture and Town Planning
No 25 of Wroclaw Technical University No 25

Monographs No 14 1988

Janusz REBIELAK

Modular surface frames



Prace Naukowe Instytutu Architektury i Urbanistyki

Politechniki Wroctawskiej 25
Seria:
Monografie 1 4

Janusz Rebielak

Modularne
struktury powierzchniowe

m Wydawnictwo Politechniki Wroctawskiej Wroctaw 1988



Recenzenci
Wtadystaw BORUSIEWICZ
Zygmunt MIESZKOWSKI

Redaktor naczelny
Jerzy CIEKOT

Redaktor naukowy
Tadeusz 1ZBICKI

Opracowanie redakcyjne
Alina KACZAK

Korekta
Maria IZBICKA

© Copyright by Wydawnictwo Politechniki Wroctawskiej, Wroctaw 1988

WYDAWNICTWO POLITECHNIKI WROCtAWSKIEJ
Wybrzeze Wyspiariskiego 27, 50—370 Wroctaw

ISSN 0324 — 9905

Nak+ad 150 + 70 egz. Ark. wyd. 6,75. Ark druk. 53/4, Papier offset. kl.I11, 70 g, B1.
Oddano do druku w kwietniu 1988 r. Druk ukoriczono w maju 1988 r,
Zak+tad Graficzny Politechniki Wroctawskiej. Zam. nr 2757/88. Cena z+ 170,-



Prace Naukowe Instytutu Architektury i Urbanistyki
Nr 25 Politechniki Wroctawskiej Nr 25
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Pow+toka, siatka sferyczna,
struktura przestrzenna

Janusz REBIELAK”

MODULARNE STRUKTURY POWIERZCHNIOWE

Przekrycia strukturalne realizowane w interesujgcych systemach kon-
strukcyjnych posiadajg réwnoczesnie atrakcyjng form¢ architektoni-
czng. Uwarunkowania geometryczne przekryé o dowolnych formach spra-
wiajq, ze ich budowa jest w znacznej mierze ograniczona trudnoécia-
mi technologicznymi. Opracowanie zasad ksztaltowania réznorodnych
form przekryé za pomocg mozliwie matej liczby rdéinych elementédw
skiadowych moze przyczynié sig¢ do poszerzenia zakresu stosowania w
praktyce struktur przestrzennych. Dzigki temu mogiyby sie one staé
integralnym 8rodkiem konstrukcyjno-formalnym dla ksztaltowania in-
dywidualnej przestrzeni. Propozycje¢ okreslenia takich zasad dla sy~
stemu konstrukcyjnego struktur przestrzennych przedstawiono na
przykiadzie przekrycia kopulowego i reprezentujgcego dwukrzywizno-
we formy przekryé.

WPROWADZENIE

Jedng z waZniejszych dziedzin wiedzy nadajgcej architekturze jej
materialne urzeczywistnienie jest technika budowlana. Techniczne uwarun-
kowania architektury, podobnie jak warunki spoteczno-ekonomiczne majgce
wpiyw na form¢ architektoniczng, zmienialy sie w toku rozwoju cywiliza-
cji. Zmiany mozna przesledzié na wybranym problemie rozwigzywania praze-
kryé duzych rozpietosci, a zwiaszcza przekryé kopulowych.

Na rozwéj materialnych podstaw wspdiczesnych dziedzin zycia olbrazy-
mi wpiyw miata rewolucja przeumystowa. Istota produkcji przemystowej, po
legajgca na dgzeniu do minimalizacji kosztéw wytwarzania produktéw, mu-
siata wpiyngé dzieki nowym rozwigzaniom naukowo-technicznym, inspirowa-
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nym przede wszystkim jed potrzebami, na rozwdj nowoczesnych metod budo-
wania. Elementy budowlane produkowane metodami przemysiowymi podlegaja
ogdlnym prawom tej produkcji, ktérej zadaniem jest wytwarzanie produk-
t6w o okreSlonych walorach uizytkowych przy jak najmniejszym koszcie.
Konkurencja miedzy poszczegbdlnymi producentami zmuszala do poszukiwania
coraz to nowszych rozwigzah technicznych i technologicznych. Katalizato
rem wszystkich tych poczynah byly organizowane juz pod koniec XVIII wie-
ku wystawy przeuysiowe, ktérych rozkwit datuje si¢ od polowy XIX wieku.
Wystawy éwiatqwe wpiywaly na rywalizacje w coraz to nowszych 1 trudniej-
szych zadaniach, stanowily pole doswiadczalne dla nowatorskiej mysli
technicznej. Istotng cechg wigkszosci wznoszonych pawilonéw wystawowych
byt ich tymczasowy charakter, zmuszajgcy ihzynieréw do stosowania kon-
strukcji skladsjacych sie z powtarzalnych elementéw budowlanych, nie wy-
magajgcych skomplikowanych proceséw produkcyjnych oraz obrébki na placu
budowy, co umozliwiato tani i szybki montaz budowli. Doéwiadczenia zdo-
byte przy projektowaniu i budowie pawilonéw wystawowych posituzyly na-
stepnie do opracowania wielu systeméw budowlanych opartych na zasadzie
prefabrykacji. Przyklady przekryé powtokowych wykonywanych w ciggu
.ostatnich kilkudziesieciu lat zgodnie z t4q zasadg pozwalajgq sgdzié, iz
powszechne wprowadzenie prefabrykacji w tej dziedzinie architektury nie
bedzie miato tylu ujemnych cech, jak w budownictwie mieszkaniowym [1].
Przy konstruowaniu przekry¢ duzych rozpigtosci powstato ostatnio
wiele systembé4w prefabrykowanych struktur przestrzennych o zunifikowa-
nych pretach i weztach. Odznaczajq si¢ one duzg lekkoScig, sztywnoscia,
elastycznoicig ksztaltowania, létwoéciq montazu oraz interesujgacg formg
architektoniczng, dzieki czemu s8 bardao czesto wykorzystywane do wie-~
lu funkcji uzytkowych (niekoniecznie zwigzanych z przekryciem dachowym).
Udane sg takze proéby wykorzystania tej formy konstrukcyjnej na potrzeby
przekryé powtokowych, ktére dzieki swym krzywiznom charakteryzujq sie
bardzo duzg wydajnoScig pracy statycznej materiaiu (2], [3], (41, [5].
Zasadnicze trudnoSci stwarzajq jednak ograniczenia natury geometry-
cznej, gdyz prety dwukrzywiznowych konstrukcji muszg mieé rézne diugo-
8ci, co z kolei powoduje duze zrdéznicowanie asortymentu weziéw prze-~
strzennej struktury pretowej. Ograniczenie zakresu réznych dlugosci pre-
téw, jak i asortymentu wezldéw uzyskuje si¢ poprzez stosowanie regular-
nych siatek przestrzennych opisujacych krzywizny danej powloki. Wiasci-
wosci geometryczne dwukrzywiznowych przekryé powlokowych sprawiajg, Ze
opracowanie Jednolitego systemu konstrukcyjnego, pozwalajgcego ksztalto-
waé réznorodne formy przekryé jest zadaniem bardzo skomplikowanym i zmu-
ézajq do indywidualnego projektowania konstrukcji dla kazdej formy prze-
krycia, Prébg opracowania tak zdefiniowanego uniwersalnego systemu kon-
strukeyjnego przedstawiono na przyktadzie przekrycia w formie koputy ku-



listej. Ta od bardzo dawna stosowana forma przekrycia, ze wzgledu na
swe wtaéciwosci statyczne i geometryczne, moze z powodzeniem reprezento-
waé wszelkie grupy form przekryé powlokowych.

1. OPIS PROBLEMU

W prefabrykacji przekry¢ powtokowych duzg role odgrywa siatka geo-
metryczna opisujgca dang powierzchnie. Siatka ta, skladajgca si¢ z od-
cinkéw prostych, powinna przede wszystkim zapewniaé geometryczng nie-
zmiennosé catemu ustrojowi i jak najwierniej oddawaé krzywizny danej po-
wioki; diugodci poszczegdlnych jej odcinkéw nie mogg byé zbyt zrdznico-
wane, a katy pomiedzy poszczegdlnymi odcinkami powinny przyjmowaé warto-
$ci z jak najmniejszego zakresu mozliwych i koniecznych ich zmian. Aby
mozna j§ nazwaé siatkg réwnomierng-optymalng, powinna rdéwnoczeénie skita-
daé sig¢ z jak najmniejszej liczby odcinkéw o réznych drugoSciach oraz
z jak najwigkszej liczby jednakowych pdél zawartych pomigdzy tymi odcin-
kami. Siatka taka utatwia stosowanie powtarzalnych elementéw w konstruo-
waniu przekryé powlokowych. Rysunek siatki geometrycznej wplywa réwnies
na sposéb pracy i nosnosé projektowanego przekrycia.

Najprostszg, a zarazem geometrycznie niezmienng figurgy ptaskg jest
tréjkat i dlatego siatka tréjkatna bedzie najwiasciwsza dla naszych roz-
wazan. Siatka sktadajgca sie wylgcznie z trdéjkatéw réwnobocznych, gdzie
wszystkie odcinki majg te sémq diugosé, bytaby tu najkorzystniejsza,
lecz mozna nig opisaé jedynie ptaszczyzne oraz powierzchnie walcowg. Wy-
jatek stanowig tu siatki sferyczne wielo$ciandéw foremnych, np. réwnobo-
czna trdjkgtna siatka sferyczna 20-Scianu foremnego. Wszystkie powierz—
chnie dwukrzywiznowe, ze wzgledu na swoje wiasciwosci geometryczne mu-
sz8 byé¢ opisywane z koniecznoici siatkami troéjkatnymi o zréznicowanych
dtugoéciach odcinkéw i wielkoAciach zawartych migdzy nimi tréjkatnych
poél.

W dalszych rozwazaniach bedziemy zajmowali sig powtoksa kulistg ja-
ko jedng z najstarszych i stosunkowo czgsto stosowang formg przekrycia.
Powierzchiaia ta naleiy zarazem do najtrudniejszych form geome}rycznych
pod wzgledem znalezienia na niej siatki trdéjkatnej; zwigqzki miarowe
w poszczegblnych oczkach siatki sg bapdzo skompliKowane.

Podstawe do opracowania tréjkatnych siatek sferycznych stanowig
wieloSciany prawidtowe, ktérych krawegdzie majg Jednakowg dilugosé, pray
czym najczesciej wykorzystuje sig¢ te, ktérych Scianami sy tréjkeaty réw-
noboczne, tzn. 4-5cian foremny, 8-5cian foremny i 20-$cian foremny
(rys. 1). Daje to gwarancj¢, Ze opracowane na ich podstawie siatki sfe-
ryczne bedg w duzym stopniu speinialy warunek niewielkiego sréinicowa-—
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Rys. 1. Podstawowe wieloSciany foremne
Fig. 1. Basic regular polyhedrons
nia diugosdci odcinkéw, poniewaz ptaski tréjkat réwnoboczny przeksztaica
sie¢ w odpowiadajgcy mu réwnoboczny tréjkgt sferyczny kuli, opisanej na
danym wieloScianie [7], [8].

WieloSciany podstawowe oraz powstate na ich podstawie wieloSciany
o duzej liczbie Scian oznacza sig¢ kodem, bedgcym matematycznym opisem
danej bryly, gdzie:

i, jy eeey m = oznacza, %e dana Sciana bryty jest i-katem, Jj-ka-

tem, ..., m=-katem,

(L, Jy eeey m) - oznacza, ze kazdy wierzcholek wieloscianu tworza

krawedzie, bedgce bokami i-kgta, j-kata, m-kata,
ktére to wielokaty sa Scianami wieloscianu [9],
[101.

Pojecia wieloécianu 1 siatki sferycznej bedziemy stosowaé zamien-
nie, ze wzgledu na ich tozsamo$é w okreSlaniu poiozenia wierzchotkéw
wieloScianu oraz weztdédw siatki tréjkatnej na powierzchni kuli.

Istnieje wiele sposobdéw otrzymywania wielosciandéw o duzej liczbie
Scian. Opierajq sie¢ one na podziale réwnobocznych lub réwnoramiennych
tréjkqtéw sferycznych w zaleznosci od rodzaju wieloScianu podstawowego
przyjetego w danej metodzie,

Na rysunku 1 przedstawiono 5 podstawowych wieloscianéw foremnych,
od czworo$cianu foremnego (3, 3, 3), poprzez 6-5cian (4, 4, 4), 8-Scian
foremny (3, 3, 3, 3), 1 12-8cian foremny (5, 5, 5) do 20-5cianu foremne-
go (3, 3y 3, 3, 3).

Kazdy sposéb mozna ocenié 1 poréwnaé z innym na podstawie charakte-
rystyk wieloScianéw otrzymywanych w wyniku jego zastosowania,Charaktery-
styka danego sposobu sktada sig z kryteriéw oznaczonych kolejno:

¢ - liczba wszystkich wierzchoikéw wieloscianu,

¢, = liczba réznych katéw brylowych wieloécianu,
e = liczba wszystkich krawedzi wielo&cianu,

ey - liczba rbéznych krawedzi wieloécianu,

1 - liczba wszystkich Scian wieloscianu,



1, - liczba réznych &cian wieloScianu,

8 - liczba réznych kgtéw praskich zawartych pomiedzy krawedziami
Scian wieloscianu, '

n - stosunek dlugoSci krawedzi najdtuzszej do diugodci krawedzi
najkrétszej wieloscianu [10], [11].

WartoSci tych wspbéiczynnikéw zalezg od rodzaju wieloscianu podsta-
wowego oraz od stopnia podzialu tukéw na n réwnych czesci, odpowiada-
jacych krawedziom wieloScianu., Wspbéiczynnik n Jest miarg zréznicowa
nia dtugosci odcinkéw catej siatki i wraz ze wspdiczynnikami e 1 1,
Swiadczy najlepiej o jej regularnosci.

Jak juz wspomniano, wigkszo$é sposobdéw budowania wieloScianbéw o du-
%eJ liczbie Bcian opiera sig¢ na podziale réwnobocznych i réwnoramiennych
trojkatéw sferycznych. Ze wzgledu na podane kryteria najlepsze wyniki
uzyskuje si¢ z podziatu réwnobocznych trdjkstéw sferycznych. Aby uzy-
skaé regularny wieloscian o duzej liczbie Acian, jako podstawe do ich
opracowania wykorzystuje sie najczesSciej 20-8cian foremny. Wielo&cian
ten ma najwigkszg ze wszystkich wielosciandéw foremnych liczbe Scian, be-
dgcych tréjkatami réwnobocznymi. Oznacza to jednoczednie, iz odpowiada-
Jacy kazdej trbéjkgtnej Scianie, réwnoboczny tréjkat sferyczny jest naj-
mniejszy. Kolejne jego wewnetrzne podziaty tworzg w rezultacie siatke
sferyczng bardziej regularng od takich samych podziatéw trdojkatéw sfery-
cznych przeprowadzonych na podstawie innych wieloscianéw.

Sposoby podzialu tréjkatéw sferycznych zapoczgtkowal Fuller, twér-
ca koput geodezyjnych. Opracowanie siatek sferycznych jest punktem wyj-
8cia do projektowania jedno- i dwuwarstwowych powok kulistych. Sposéb
umozliwiajgcy Jjednoczesne tworzenie Jjedno- i dwuwarstwowych kratownic
na powierzchni sferycznej podat Fulitiski, na podstawie analizy wielo-
Sciandéw foremnych.

Dwuwarstwowe siatki przestrzenne skladajg si¢ z warstwy wewnetrz-
nej, ktéra jest wieloScianem wypuklym, warstwy posSredniej, ktérg stano-
wig odcinki lgczgce warstwe wewnetrzng i zewnetrzng, warstwa zewnetrzna
za$ jest wieloscianem powstalym przez przeksztalcenie wieloScianu wewne-
trznego.

Dwuwarstwowe siatki przestrzenne otrzymuje sie¢ z nastepujacych
przeksztaicen: .

I - 20-4cianu foremnego w 12-8cian foremny (rys. 2a),

II - 12-Acianu foremnego w 32-8cian, tzn. schemat 60-Scianu w sche-
mat 80-8cianu (rys. 2b),

III - 204cianu w schemat 80-&cianu (rys. 2¢) [7]1, [81].

Przyktadem kratownicy przestrzennej, ktérej genezg powstania bylo
przeksztatcenie III rodzaju, Jjest koputa dwuwarstwowa pokazana na
rys. 2d. Powstala ona przez odwzorowanie 540-5cianu w 2160-8cian.
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Rys. 2. Tworzenie siatek sferzcznych za fomocq przeksztatcen
wieloAcianéw [7],[8]
Fig. 2. Formation of spherical networks by means of the transformation
of polyhedrons (J. Fulinski)[7], [8]

Do najbardziej znanych metod podziatu tréjkgqtéw sferycznych nalezg:
metoda poléwkowego podzialu bokéw, metoda kola opisanego na trdjkacie
oraz niedawno powstate metody podzialu réwnobocznych trdéjkatéw sferycz-
nych przedstawione przez Tarnaia i Makaia Jr’a. Szczegblowe omdwienie
wazniejszych metod wraz z bogatq analizg pordéwnawczg zawierajg prace
101, [11]. Z analizy tej wynika, i% najlepszq metodg w Swietle poda-
nych wczesdniej kryteriéw jest metoda Tarnaia. Charakteryzuje sig¢ ona
stosunkowo malgq wartoséigq wspélczynnika n , przy niewielkiej liczbie
réznych diugosci odcinkéw, oraz malej liczbie réinych scian. W metodzie
gaproponowanej przez Makala wartos¢ wspbiczynnika n; dla 20-$cianu fo-
remnego jest bliska wartosci granicznej dla tego wieloScianu (n =
= 1,1756) wynosi 1,1780. Zalety zwigzanej z tak malg warto$cig n nie
ma jednak wspblczynnik ey okreslajgcy liczbe rdéznych diugosci oraz 1
informujgcy o liczbie réinych pél tréjkatnych w calej siatce. Na rysun-
ku 3 przedstawiono rozmieszczenie odcinkéw o réznych dtugosciach w obre¢
bie réwnobocznego tréjkgta sferycznego dla stopnia podzialu jego bokéw
n = 6 przeprowadzonego metodg Tarnaia (rys. 3a) oraz metoda Makaia
(rys. 3b). Odcinki o takich samych numerach porzgdkowych majg te samg
dtugosé. ’



Rys. 3. Rozklad réznych diugoSci odcinkéw w obszarge réwnobocznego tréjkqta sferycznego dla n = 6:
: a) metoda Tarnaia, b) metoda Makaia
Fig. 3. Distribution of various lengths of segments in the area of an equilateral spherical triangle
when n = 6t a) the Tarnai method, b) the Makal method
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2. METODA DEFORMACJI SIATKI WTORNEJ

W pracy [6] oméwiono metode ké% wpisanych, ktéra wymaga, aby siat~
ka opisujgca dang powierzchnie byla siatkg .rdéwnomierng. Model tréjkg-
ta sferycznego wykonanego wedlug tej metody przedstawiono na rys. 4. Mo-
dularne elementy stoikowe sg§ polgczone ze sobg za pomocg elementdéw kli-
nowych, ktére réwnoczednie reguluja ulozenie elementdéw modularnych w
tréjkqtnych polach regularnej siatki sferycznej.

Ryd. 4. Model trbéjkata sferycznego wykonanego ze stozkowych elementédw
modularnych

Fig. 4. Shape of spherical triangle made of conical modular elements

W wyniku opracowania takiej siatki sferycznej na podstawie teorii
két wpisanych w siatke tréjkatng powstala metoda deformacji siatki wtoér-
nej. W metodzie tej wykorzystano wiasciwodci rzutu $rodkowego Sciany
wieloScianu na wspbéltérodkows kule. Zajmijmy sie Sciang 20-5cianu forem-
nego (rys. 5). Poniewaz Sciana ABC jest tr6jkatem réwnobocznym, nalezy
poznaé zwigzki miarowe jedynie w 1/6 czesci odpowiadajgcego mu réwnobo-
cznego tréjkata sferycznego ABC., Stanowié to bedzie 1/120 czegéé opraco-



M

Rys. 5. Tréjkat sferyczny odpow%adajqcy tr6jkqtnej Scianie wieloscianu
oremnego
Fig. S. Equilateral spherical triangle corresponding to the face of
a regular polyhedron

Rys. 6. Tr6éjkatna siatka sferyczna
Fig. 6. Triangular spherical network
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wanych wieloscianéw. Za podstawe wszelkich zwigzkéw miarowych przyjmuje
sie diugos8é krawedzi wieloScianu i oznacza sie ja przez a.

Na rysunku 4 odcinki SA=SB=SC=SK=SO majg dtugodé réwng promienio
wi kuli opisanej na 20-Scianie foremnym:

R =77/ 2(5 +/5) a = 0,951056% a.

Odcinek SO Jjest réwny promieniowi kuli wpisanej w 20=-4cian foremny i
ma diugosés

R, = 75 V3(3 + V5) a = 0,7557615 a.

Kgt brytowy w dla 20-$cianu foremnego wynosi 63°26°6° ", Krawe-
dzie Sciany A ABC odwzorowujg sie¢ w rzucie $rodkowym z punktu S w Iw
ki kér wielkich sfery opisanej na 20-8cianie. Podzielmy krawedz wielo-
Scianu na n = 5 réwnych odcinkéw liniami réwnolegiymi do kazdego z bo-
kéw tréjkata, bedgcego Sciang 20-icianu (rys. 6). W ten sposdéddb podzieli-
1lidmy Sciang 20-Scianu na ng = 25 przystajgcych tréjkatéw réwnobocz-
nych,

Jezeli teraz za pomocg rzutu Srodkowego rzucimy te zageszczong sia.
tke na wspdéit8rodkowg kule, otrzymamy siatke sferyczng sktadajgcg sig
z rbéznej wielkoSci tréjkatéw sferycznych. Po potgczeniu odcinkami pro-
stymi wierzchoikéw nowych trojkatéw sferycznych wyznaczymy siatke tréj-
katng wieloScianu, bedacego wielokrotnoscig wewnetrznego podzialu
20-8cianu foremnego. Liczbe Scian nowo powstalego wieloBcianu obliczymy
Ze Wzorus

W= n?,

gdzies M - liczba &cian wieloscianu podstawowego,
n - stopieh podziaiu krawedzi wieloscianu [81.

W naszym przyktadzie otrzymalisSmy siatke (20 x 25) 500-5cianu.

Przy omawianiu rzutu Srodkowego zageszczonej siatki tréjkatnej
Sciany 20-5cianu na odpowiadajacy jej tréjkat sferyczny zauwazylibdmy,
%Ze nowo otrzymana siatka sklada si¢ z odcirkdéw prostych o rdéznych diugo-
8ciach. Najkrétszymi odcinkami tej siatki sg odcinki lezace najblize]
wierzcholka wieloScianu, najdtuzszymi zas$ te, ktére powstaly z rzutowa-
nia odcinkdéw o jednakowych dtugosSciach, lezgcych w strefie &rodkowe]
tréjkqta, bedacego Sciang wieloScianu, Takie rozmieszczenie réznych diw
goéci odcinkéw otrzymanej siatki sferycznej wraz z mechanizmem jej pow-
stawania nasuwa pytanie: czy mozna, przy zachowanych wiasciwoéciach rzw
tu. rodkowego i odpowiednio zdeformowanej siatce trdéjkatnej na paskie]
Scianie wieloscianu, uzyskaé na powierzchni sferycznej siatke tréjkatng,
o diugoSciach poszczegblnych odcinkéw nieznacznle réznigcych sie od sie-
bie? Stopieh tego zdeformowania zalezeé bedzie od odlegioéci Sciany wie-
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loécianu od $rodka kuli i dlatego bedzie najwiekszy dla fciany 4-fcianu
foremnego, a najmniejszy dla Scian 20-5cianu foremnego.

Inspiracjg do powstania metody otrzymywania réwnomiernych siatek
sferycznych byly obrazy deformacji sieci krystalicznej wywoiane atomem

miedzyweztowym (rys. 7a) oraz lukg we-—
ztowg w metalu (rys. 7b) [12].

Za pomoc§ proponowane] metody na-
lezy podzielié Zuk kola wielkiego kuli
ograniczonego wierzchotkamli 4 ABC na
n roéwnych czesci. Caxosé rozumowania

przeprowadzimy dla n = 6, ktbérego wy- G) b)

nikiem bedzie siatka 720-8cianu

(20 * 62 = 20 x 36 = 720). Podzielimy
wiec tuk kola wielkiego kuli, zawartego
pomiedzy punktami ‘A i B odcinka
stanowigcego krawedz wielo&cianu, na
ktérym opisalismy kule, na n = 6 rdéw

Rys. 7. Obrazy deformacji sieci
krystalicznej
Fig. 7. Patterns of deformation
of a crystal lattice

nych odcinkéw,

Rysunek 8 jest zlozeniem widoku Sciany 20-8cianu foremnego z prze-—
krojem kuli plaszczyzng, przechodzgcg przez wierzchotki wielosScianu A

Rys. 8. Nowy podzial' krawedzi Sciany

wieloScianu foremnego
Fig. 8. Determination of the new
sectioning of lateral edges of a
polyhedron face

i B oraz Srodek kuli opisanej S.
LZuk AB Jest podzielony na
6 réwnych czesci, rdéwnies kgt ASB
Jest podzielony na 6 réwnych cze-
Sci, 2 punktéw réwnego podziaiu
luku AB prowadzimy proste ogni-
skujqce si¢ w punkcie S, beda-
cym Srodkiem kuli. Punkty przecie
cia si¢ tych prostych z krawedzig
AB wieloScianu tworzg jej nowe
uporzgdkowanie, wtasciwe dla za-
sad rzutu Srodkowego. Odcinki le-
zgce w poblizu Srodka krawedzi AB
sg najkrétsze, odcinki zds przyle-
gajace do punktéw A i B nsgj-
diuzsze. Jezeli teraz ponownie
rzutem Srodkowym z punktu S
zrzutujemy tak uporzgdkowang kra-
wedz AB, to na odpowiadajgcym

JjeJ fuku kola wielkiego kuli otrzymamy odcinki o réwnych drugosciach.

Tréjkat ABC

rzgdkowanie powstaje na pozostalych krawedziach BC i CA

jest tréjkatem réwnobocznym, zatem takie samo upo-

(I'ys. 9).
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c 1 2 3 2 1 B

Rys. 9. Wyznaczanie poiozenia weziéw
zdeformowanej siatki tré6jkatnej na
ptaskie]j Scianie wieloscianu
foremnego
Fig. 9. Determination of the
position of vertexes of the deformed
triangular network on the flat face
of a regular polyhedron

Odktadamy to uporzgdkowanie na
wspomnianych krawe¢dziach, nastep-
nie Zgczymy liniami réwnolegiymi
do kazdej z podstaw A ABC punkty
o tych samych numerach porzgdko-
wych. Numeracj@ takq wprowadgzono
w celu latwiejszego okreSlania
gzdeformowane] siatki tréjkatne]
na ptaskiej &cisnie wieloscianu.
Po potgczeniu wszystkich punktéw
otrzymamy siatke wewnetrzng, w
ktérej wystepuja tréjkaty o réz-
nej wielkosci. W Jednym punkcie
przecinajq sig¢ tylko dwie proste
wyznaczone nowym uporzgdkowaniem
krawedzi.

Wewnatrz A ABC nie ma ani
jednego takiego punktu, w ktérym
schodzilyby sie trzy proste. Ist-
nienie takich punktéw jest nieod-
zowne do okreslenia w calym obsze-

rze O ABC nowej siatki trdjkqtnej. Aby znaleZé te punkty, nalezy wyzna-
czyé polozenle Srodkéw ciezkosci tréjkatnych pél, zawartych pomiedzy od
cinkami biegngcymi do punktéw o tym samym numerze porzgdkowym (rys. 8).

Wszystkie tak okreSlone pola sg ma--

lymi tréjkqtami réwnobocznymi, stad
srodki ciezkosci pokrywaja sie ze
Srodkami két wpisanych w te tréjkaty.
Po polgczeniu Srodkéw ciezkoSci od-
powiednich wewngtrznych p6l, otrzyma-
wy siatke taksg, jak na rys. 10.
Wyznaczona w ten sposéb siatka
geometryczna, skladajgca sie¢ z tréj-
kqtéw o réznej wielkoSci, zaleznej
od ich polozenia w obrgbie ptaskie]
Sciany wieloscianu, ma zakodowane w
swej konstrukcji wiasciwosci rzutu
Srodkowego. Ze Srodka kuli rzutujemy
na powierzchnie sferyczns o promieniu
okreslonym przez typ wieloscianu i
otrzymujemy na wszystkich tukach od-
powiadajgcych krawedziom wieloscianu
odcinki o réwnych diugosciach.

A

A
INNAANN
VV\V/\/

s. 10, Obraz zdeformowanej siat-
ki tréjkgtnej na ptaskiej Scianie
20=-8cianu foremnego
Fig. 10. Pattern of the deformed
triangular network on the flat
face of a regular icosahedron

B
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Odpowiednie zdeformowanie siatki tr6jkgtnej na Scianie wieloscianu
daje nam gwarancje, Ze po zrzutowaniu wnetrza A ABC na powierzchnie kue
1i otrzymamy siatke sferyczng, ktérej oczkami bedq tréjkaty gzblizone do
tr6jkqtéw réwnobocznych, dlatego tez dlugosci ich bokéw tylko nieznacz-
nie bedg sig@ réznié od siebie. Wyznaczanie diugosci poszczegdlnych od-
cinkéw siatki sferycznej nie jest juz trudne i mozna cazosé obliczeh
'qprowadzié do prostego rozwigzywania szeregu ptaskich tréjkatéw, co po-
kazemy na przykladzie 10-krotnego podzialu krawedzi Scian 20-Scianu fo-
remnego. Otrzymamy wigc siatke sferyczng 2000-5cianu. Po znalezieniu
diugobci poszczégélnych krawedzi tego wieloscianu otrzymemy obraz
zréznicowania oczek sferycznych siatek tréjkgtnych uzyskanych'ta metodg
i sprawdzenie stusznoSci jej zalozeh.

Potwierdzeniem prawidlowo$ci zatozeh i calego toku rozumowania
Jest juz sam rysunek zdeformowanej siatkl tréjkatnej., Zdeformowanie tej
siatki bedzie wigksze dla wieloScianéw o mniejszej liczbie Scian 1 dla-
tego jest ono bardziej czytelne przy tym samym stopniu podziaiu krawg-
dzi dla 8-8cianu foremnego. Na rysunku 11a pokazano w zZozeniu calobé
toku postepowania przy wyznaczeniu wtérnej siatki tréjkatnej na Scianie
tego wieloScianu, na rys. 11b zad przedstawiono prawidiowosci wystepujg-
ce W rysunku tej siatki.

Prawidlowo$¢ pierwsza: tréjkqtne pola lezgce w centrum Sciany wie-
loscianu sg najmniejsze, poniewaz sg najbardziej oddalone od powierzch-
ni sferycznéj, na ktérg zostang odwzorowane rzutem Srodkowym ze Srodka
danego wielo&cianu,

Prawidiowo$é druga: przy parzystym stopniu podziatu krawedzi wielo-
Scianu odcinki zdeformowanej wewnetrznej siatki trdéjkgtnej przecinajgce
osie symetrii A ABC sg do nich prostopadie, a zatem sg réwnolegie do od-
powiednich podstaw tego trdjkata. Istotng cechg jest rédwniez to, Ze od-
powiednie odcinki wewngtrz A ABC ukladajg sie w krzywe lamane zwrécone
swymi. wypuktoéciami w kierunku kazdej z jego podstaw (rys. 11b).

3, SIATKA SFERYCZNA 2000-S$CIANU

Na podstawie dwudziestoscianu foremnego wyznaczamy. wg omawianej me-
tody siatke sferyczng 2000-Scianu. Dzielimy Xuk kota wielkiego'sfery
opisanej na tym wieloécianie i ograniczony dwoma sgsiednimi wierzchoilka-
wi na n = 10 rdéwnych czesci (por. rys. 8). Proste, wychodzgce z punk-
téw réwnego podzialu tukéw i ogniskujgce sie w Srodku kuli, przecinajg
krawedzie wieloscianu i wyznaczajg nowe ich uporzadkowanie wiasciwe dla
zasad rzutu Srodkowego.



odcinki o jednakowej
dlugosci

promiefi kuli
opisanej na
8-5cianie s
odcinki__ rdwnolegle do
\/2_ podstawy

X S
= v ;

\AAA

Rys. 11. Schemat otrzymywania wtérnej siatki tréjkgtnej dla 8-8cianu foremnego (a), prawidlowodci wy-
stepujace we wtoérnej siatce sferycznej (b)
Fig. 11. Diagram of obtaining a secondary triangular network for a regular octahedron (a),
regularities occurring in a secondary triangular spherical network (b)

1%
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Rys. 12. Okre$lanie zwigzkéw miarowych w 1/6 czebci trodjkatnej Sciany
wieloScianu
Fig. 12. Defining of dimention relation of one-sixth of the triangular
face on an icosahedron

Na rysunku 12 przedstawiono 1/6 czesé sciany dwudziestodcianu fo-
remnego. Jednostkg wszelkich zwigzkéw miarowych jest tu dlugosé krawe-
dzi wieloscianu i jak poprzednio oznaczamy jg przez a. Punkty 1-6 na
krawedzi BC wyznaczone podzialem kqta'w = 63°26”6°’ na 10 réwnych
czeSci majg w ptaszczyznie XOY nastepujace wspbélrzedne:

4

punkt 1° = B’ [0,5a ; 0,0a]
. punkt 2° [ 0,3836994a; C,0al
punkt 3’ [0,2790487a; 0,0a]
punkt 4° [0,1821271a; 0,0al
punkt 5° [0,0899379a; 0,0al
punkt 6° [0,0a 3 0,0al

Gdy mamy wspdirzedne podanych punktdéw, latwo mozna obliczyé wspéirzedne
punktu 21 i punktu 31 na krawedzi AB. Wspdirzedne y tych punktéw be
da réwnaniami prostych d1 i a4, (rys. 12). Wspéirzedme Srodkéw cigz-
kosci odpowiednich wewnetrznych tréjkatéw, tak jak dla przykladowo wy-
branego punktu 16°, wyznaczamy przez rozwigzanie ukladu réwnah prostychs

by = -¥3% + 0,3154533 a (przechodzi przez punkt 4°),

by = +V3x (przechodzi przez punkt 6° = K),
Z rozwigzania uktadu tych réwnan otrzymujemy réwnanie prostej:

X = e, x = 0,1360324 a,
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natomiast z ukladu réwnai prostych:
by =V3x (przechodzi przez punkt 6° = K°),
4>y = 0,1913496 a (wspbéirzedna y punktu 31)
otrzymujemy réwnanie prostej 01.

y = ?? X + h2 (przechodzi przez punkt przecigcia sie prostych b,
i 4,).

Tak samo postepujemy przy wyinaczaniu wspbéirzednych punktu 13’, sgsiadu~
Jacego z punktem 16', korzystamy z ukladéw réwnah prostych b1 i b2
oraz e, i cé:

Po obliczeniu réwnah i rozwigqzaniu podanych uktadéw gznajdujemy
wepéirzedne punktédws

pkt 13° [0,1360324 a; 0,0973858 al,

pkt 16° [0,0910635 a3 0,1801419 a].

Odlegtosé migdzy tymi punktami

—— na ptaskim tréjkacie ABC jest réw-

nasg

-

,1_=]/ (x, -::1)2 + Gz -31)2 =
= 0,0973858 a

Gdy zastosujemy ogblny wzér po-
dany na rys. 13 i odpowiednio prze-
ksztalcimy wynik, tatwo obliczymy po-
towe odleglosci miedzy punktami
13-16 na powierzchni sfery. Podwojona,
a wigc wtasSciwa odlegtosé tych punk-
"Rys. 13. Trygonometryczny sposéd ?6' wynosi: j = 0,1152058 a.

wyznaczania diugoSci odcinkéw Na rysunku 14 przedstawiono
tréjkqtneg siat:iagierycznej wszystkie odleglosci pomiedzy sgsia-

Pige. 13. Trigonometrical way of dujacymi ze sobg punktami, wystepuja-

5% a triomgular spherical metwor ©° ¥ 1/6 czesci plaskiego tréjkata

of a 2000-hedron ABC, na rys. 15 za$ pokazano zwigzki

miarowe 1/120 czesci 2000-fcianu. Po-

prawnosé tych obliczeh sprawdzona i potwierdzona zostala za pomocg opra-
_ cowanego programu W jezyku FORTRAN 1900 na emc,

Procedura postgpowania dla tego programu jest nieco inna i opiera
sle w swej drugiej czesci na bezpobrednim rzutowaniu weziéw zdeformowa—
-nej siatki tréjkatnej Sciany wieloSclanu na powierzchnig kuli. Okresla
8i¢ w ten sposéb wspblrzedne sferyczne wierzcholkéw nowo powstajacych
wieloécianéw, co stanowi podstawe do obliczenia wszystkich odlegiosci
pomiedzy sasiadujgcymi wierzchoikami.
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Rwa. 14, Zwigzki miarowe 1/6 czel8ci zdeformowane]j siatki trbjkqtnej na
ptaskiej Scianie 20-8cianu foremnego dla n = 10
Fig. 14. Dimention relations -of one-sixth of the deformed triangular
network on the flat face of an icosahedron for n = 10

Z analizy rys. 15 wynika, %e diugosci odcinkéw lezacych w pasach,
nazwijmy Jje réwnoieglymi do podstaw tréjkata ABC, réznig sig¢ tak nie-
zgnacznie od siebie, Ze mozna je uznaé za odcinki o rdéwnych dtugoSciach,
Réznice te mogg byé rezultatem btedéw pochodzacych z niedoktadnosci ob-
liczen®™’, Tak wigec dla 10-krotnego podzialu bokéw A ABC uzyskamw
w catej siatce sferycznej zaledwie 10 rodzajdw prgtdw o réznych diugosd-
ciach (rys. 15a). Dzigki . .temu metod¢ t¢ mozna z powodzeniem stosowadé w
projektowaniu powierzchniowych struktur pretowych.

Miargq zréznicowania dtugosci odcinkéw catej siatki.sferycznej jest
wspbéiczynnik 1, okreslony jako stosunek dtugosci odcinka najdiuzsze=
go do dtugoéci odcinka najkrétszego siatki. Z rysunku 15 wynika, iz naj-
dtuzszymi odcinkami sg odcinki lezgce tuz przy wierzcholkach tréjkata
sferycznego, tak jak odcinek 2-21 dla schematu krawedzi 2000-8cianuj od-

%) Obliczenia diugosci krawedzi 2000-5cianu przeprowadzono na kal-—
kulatorze Santronic 81 SR,
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Rys. 15. Ulozenie odcinkéw o réwnych dtugosSciach (a), zwigzkl miarowe
1/120 czedci 2000-5cianu (b)
Fig. 15. Positioning of segments of equal lengths (a), dimension
relations of a 1/120 part of a 2000-hedron (b)
cinkami najkrétszymi sg odcinki lezace na tukach k6t wielkich sfery i
odpowiadajace krawedziom dwudziestoScianu foremnego (rys. 1-2).
Wspéiczynnik 1y dla 10-krotnego podzialu bokéw trdjkgta sferyczne-

go jest réwny:

Za pomocq programu na maszyng cyfrowg zbadano charakterystyke zmian war.
tosci wspbiczynnika nn . Zalezno$¢ wspdiczynnika 7 od stopnia podzia-
2u krawedzi 20-5cianu foremnego na n réwnych odcinkdw pokazano na
rys. 16.

Na podstawie usytuowania odcinkdw najdXuzszch i najkrdtszych w catej
siatce oraz z przebiegu wzrostu wspdiczynnika n w zaleznos$ei od liczby
n mozemy stwierdzié, ze w prezent&wanej metodzie przy n-—o°wspdi-
czynnik 7 osigga wartosé graniczng dla 20-8cianu foremnego, tzn.

n = 1,175 [111],

Graniczng wartoé¢é wspdiczynnika T przy n-soo mozna wyznaczyé
na podstawie prostych zaleznosci trygonometrycznych ze wzgledu na usy-—
tuowanie odcinkéw najdiuzszych i najkrétszych tréjkatnej siatki sfery-



cznej w wierzchotkach wielo&cianu.
W kazdym wierzchoiku dwudziesto -
Scianu foremnego schodzi sie pied
tréjkqtéw réwnobocznych i przy po-
dziale odpowiadajgcym krawedziom
wieloScianu tukéw kél wielkich na
n —e-o= roéwnych odcinkéw prostych,
odcinki znajdujgce sie tuz przy
wierzcholku bedg leze¢ niemal na
jednej plaszczyznie, zatem miary
tych odcinkéw beda dazyé do miar
bokéw i wewnetrznych przekgtnych
wystepujgcych w pigciokgcie prawi-
diowym (rys. 17).

Odcinkiem najdtuzszym jest od-
cinek BA, najkrétszym np. odci-
nek WA. Poniewaz kgt BWA jest
réwny 72°, zatem stosunek diugo-
$ci odcinka BA do diugos$ci odcine
ka WA obliczamy ze wzoru:

n=2 sin 36° = 1,1756.

1207
TA756 - m e e

151

tm +

t + } } \
0 5 10 15 20 ’n
Rys. 16, Zalezno$¢ miedzy stopniem
podzialu bokéw trojkata sferycznego
(n) a wspbéiczynnikiem (n) dla sia-
tek 'sferycznych opracowanych na pod-
stawie O-cianu foremnego metodg

deformacji siatki wtornej
Fig. 16. Relations between the

sectioning degree of the edges of a
spherical triangle (n) and the coef-
ficient m for the spherical net-
works worked out on the basis of a
regular icosahedron by the method
of a secondary network deformation

Peing charakterystyke siatek sferycznych (wielo&cianéw) wediug po-
danych w punkcie 1 kryteridéw zawiera tablica 1. Wielkos$ci niektérych
wspdtczynnikédw w zalezno$ci od n wy-

B ' \

Rys. 17. Dtugoéci odcinkdéw w
wierzchotku 20-$cianu przy
n—*= c°
Fig, 17. Length of segments at
the vertex of an icosahedron

when

n——soc<

razajg sie nastepujacymi wzorami:
c =10 n2 + 2,
e = 30 n2,
e, =10,
1 = 20 n°,

Wartosci pozostatych wspbéiczynni-

kéw obliczono indywidualnie, dla kazde-
go
8ci za$ wspbiczynnika -m
programu na maszynie cyfrowej.

do n = 20), warto

za pomocag

n (od n=1
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do dt. odcinka najkrétszego

liczba wszystkich wierzcholkéw
liczba réiznych kgtéw brylowych
liczba wszystkioch krawedzi wielodcianu
liezba réznych krawedzi
liczba wszystkich foian wielodcianu
liczbe résnych seian
liczba réznych katéw ptaskich zawartych
poniedzy krawedziami Scian wielodcianu

rl - gtosunek diugosci odcinka najdtuzszego

Tabela 1

C

Cik

e

|

Sk

n

12

30

20

1

100

42

120

80

3

11308298

92

270

180

6

11556196

162

480

320

10

11643409

252

750

500

15

11683931

362

O |ln|lwNn]—

1080

720

21

1,1705856

492

12

1470

980

28

117193413

642

15

1920

1280

36

117277718

Ol|Ivoju|s~|lw|iNn| =13

812

18

2430

Olo(v|lo|o|s~|w|v|— ;P

1620

45

117337132

10

1002

22

3000

10

2000

55

11738777

1

1212

26

3630

1

2420

66

117416668

12

1442

30

4320

12

2880

78

117:35169

13

1692

35

5070

13

3380

91

117454815

14

1962

40

5880

14

3920

105

7477512

15

2252

45

6750

15

4500

130

11748304

16

2562

51

7680

16

5120

146

11749086

17

2892

57

8670

17

5780

163

117511845 |

18

3242

63

9720

18

6480

181

11750583

19

3612

70

10830

19

7220

200

11752014

20

4002

77

12000

20

8000

220

11753339

4, SIATEI SFERYCZNE WIELOSCIANOW UZYSKIWANE METODS
DEFORMACJI SIATKI WTORNEJ NA PODSTAWIE 8-SCIANU FOREMNEGO

Punktem wyjscia do okredlenia siatek sferycznych wieloécianu pow=
statych na podstawie 8-8cianu i 20-8cianu foremnego jest program na ma-
szyng cyfrowg opracowany dla metody deformacji siatki wtérnej.

Danymi wyjéciami dla tego programu sgs

- wspbirzedne wierzcholkdéw tréjkatnej &ciany ABC podane w plaszczy-

znie XOY,

STAN
&
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- wspdirzedne punktédw DAB' DBc i DbA odpowiadajgqcych potoze-
niom srodka kuli opisanej na danym wieloicianie i odpowiadajacym kolej-
nym krawedziom ABC (rys. 18),

:

Rys. 18, Potozenie punktéw, ktérych wspdirzedne stanowigq dane wejéciowe
Pprogramu na emc
Fig. 18. Position of the points, the coordinates of which constitute
the input data of the program on eme

- odlegtosé miedzy punktem DAB a punktem A jest réwna odleglo-
Sci migdzy punktem DAB a punktem B i réwna promieniowi kuli opisa-
neJ na wieloSscianie,

- wspbéirzedne potozenia Srodka kuli na osi 0Z (2z),

- dlugosé promienia kuli opisanej (R),

- stopieh podziatu bokéw tréjkgta sferycznego (n).

Danymi wejsSciowymi omawianego programu do obliczeh siatek sferycz-—
nych wieloscianéw powstajacych na podstawie 8-cianu foremnego s43

- wsp6irzedne tréjkatnej Sciany na ptaszczyinie X0Y

A [0,0 a3 0,5773502 a]
B (0,5 a; -0,2886751 a)
c [-0,5 a; =0,2886751 a]
- wspéirzedne punktéw D

D5 [-0,1830125 a; -0,1026623 a]

D [0,0a 3 0,2113249 a]

Do, [0,1830125 a5 -0,1056623 a ]

- w5p61rzedne Srodka kuli opisanej na 8-8cianie foremnym
Z [0; O3 -0,4082482 a)

- dxugosé promienia kuli opisane]

R = 0,7071066 a



24

k=0,7071067 a & 2
S °
7=-0,.082482a @00'3090180@0
NG o <
PO Y
N P, (3] by
& o & >
S [e S\ o]
(1)0301951 a (42) 0301951 @ ®)
NG o2 5o
S T S e NS
FY LR F
v 3 O G w0 g
> 0 _Qf °c_o e
@0,2826760@0,295134 & @ 0282676a @
% % o %
S % S T My G S T
Q RS S B SR N 2
W S Lo TION L O >
> ° o S “~~? K 0
(21)02538230(22) 02563910 (23)0266391a @0,2538230@
o © ~o N1 N
~N - (L TR 1< o ON o
S % £1% LIS R
N 2 I > 21 o ® NS >
& % 26 5 o 1 3§ B % B
' °_o o 1 3 & % X -

Rys. 19. Zwigzki miarowe w 1/8 cze$ci 2000-$cianu
Fig. 19. Dimension relations at one-eighth of a 2000-hedron
Na rysunku 19 przedstawiono zwigzki miarowe 200-$cianu (8 x 52 =

= 8 x 25) opracowane dla 8-5cianu foremnego stanowigcego 1/8 czeéé cake-
go wieloscianu. Wyniki otrzymane na podstawie tego programu pozwolily
na podanie charakterystyk rodziny wieloScianéw powstalych za pomocg me-
tody deformacji siatki wtérnej 8-8cianu foremnego, przedstawiono je w

tablicy 2.
Wielkosci niektérych wspdiczynniké4w w zaleznosci od n wyrazajag

sie nastepujgcymi wzoramis
c =4 n2 + 2,
e =12 n2,
e, = 0,

1=8n20



liczba wszystkich wierzcholkéw a5
liczba résnych katéw brylowych
liczba wszystkich krawedzi wielodeianu
liczba résnych krawedzi

liczba wszystkich Scian wielodclanu ~ ‘
liczba réznych dcian
liczba réznych katéw praskich zawartych

pomiedzy krawedziami fcisn wielodcianu
stosunek diugosci odoinka najdiuzszego
do dX. odcinka najkrétszego (3333)

o
=
LI T I A A |

o~
i

Tabela 2

Njf C |[Ckl e e | |kl sk n

1 6. |1 1241 8.} 1] 1 100
21 18 | 2| 48 | 2| 32 | 2| 3 13085662
3138 | 3108 (3| 72| 3| 6 [13660297
4| 58 | 5[192| 4 | 128 | 5| 10 [13870525
51102 | 7 {300 5| 200| 7| 15 [139681911
6146 | 9| 432] 6| 288 | 9 | 21 [14021329
71198 [ 12| 588 | 7 | 412 | 12 | 28 [14053497
81258 |15]| 768 | 8 | 512 | 15 | 36 (14074287
9|326[18|972 | 9 | 648 | 18 | 45 [14088468
10 | 402 | 22 [1200( 10 | 800 | 22| 55 [14099283
11| 486 | 26| 1452 | 11| 968 | 26| 66 (14106407
12| 578 | 30| 172812 [ 1152 | 30| 78 [14112253
13| 678 | 35(2028 |13 | 1352 | 35 | 91 [14117202
14| 786 | 40 | 2332 14 | 1568 | 40 | 105 [141214085
15| 902 | 45 | 2700 | 15 | 1800 | 45 | 130 [14123563
16 {1026 | 51 [3072| 16 | 2048 | 51 | 146 [14126567
17 {1158 | 57 | 3468 | 17 | 2312 | 57 | 163 14127540
18 | 1298 | 63 3888 | 18 | 2592 | 63 | 181 [14130020
19 | 1526 | 70 | 4332 | 19 | 3048 | 70 | 200 |141310310
20 | 1602 77 [ 4800 | 20| 3200 | 77 | 22014134264

Wartosci pozostatych wspdiczynnikédw, obliczono indywidualnie dla kazde-
go n (od n=1 do n = 20).

Podobnie jak dla siatek sferycznych, powstalych metodg deformacji
siatki wtérnej 20-fcianu foremnego, mozemy roéwniez i tu wyznaczyé gdrng
graniczng wartoé¢ wspdkiczynnika y . Poniewaz odcinki najdiuzsze i naj-
krétsze sg usytuowane w wierzcholkach wieloScianu (8-$cian foremny), za-
tem w kazdym jego wierzchoiku schodzg sie cztery roéwnoboczne troéjkaty
sferyczne. Przy podziale fukéw odpowiadajgcych krawedziom wieloScianu
na n—e=o= réwnych czesci, odcinki lezgce w sgsiedztwie kazdego wierz-
chotka lezeé¢ bedg niemal na jednej ptaszczyznie (rys. 20). Odcinkiem
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najdtuzszym bedzie odcinek WB, najkrétszym zas
odcinek AB, a poniewaZ kgt AWB dgzy do warto
6ci 45°, stad wspbiczynnik n dla n—=—oo osig
gnie wartosé:

n = 2 sin 45° = 1,4142135.

Z analizy pordéwnawczej tabeli 1 z tabelg 2,
charakteryzujgcych rodziny wieloscianéw okreslo-
nych metodg deformacji siatki wtdérnej 20-Scianu
i 8-8cianu, wynika, Ze takze w prezentowanej me-

. todzie najlepsze pod kazdym wzgledem sg siatki

Eziiéio‘wbigggigﬁo§§§ powstale na podstawie 20-4cianu foremnego. Jed-
8-3cianu foremnego nym z najwazniejszych kryteriéw do takiej oceny
Fig?rgg. gg;;:;,of jest przebieg wzrostu wielko$ci wspédiczynnika 1
segments at the ver- dla kazdego n, co pokazano na rys., 21.
CoERN ol oy JrEmAn W metodzie deformacji siatki wtérnej dla
: siatek sferycznych rozpigtych nad trdjkatnymi
Scianami wieloScianéw warto$é wspdiczynnika 1 okreélona jest przez
stosunek dtugosci odcinka lezgcego najblize]j wierzcholka, jako najdiuz-

szego W calej siatce, do dlugosci jednego z odcinkéw lezgcych na tukach

n|

N

o e SST-orspTEnr ammasapmen

D

3
q..
Ry
ot

:
|
|

)

| 7

Rys. 21. Wielkosci graniczne oraz przebieg wspSXczynnika m w zaleznosci

od n dla siatek sferycznych powstalych na podstawie: a) 20-$cianu fo-
remnego, bg 8-8cianu foremnego

Fig. 21. Limiting values and the course of the coefficient 1 depending

on n for spherical networks which arose from: a) a regular icosane-
dron, b) a regular octahedron
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odpowiadajgcych krawedziom wieloScianu, jako najkrétszym odcinkom siat-
ki sferycznej i osiaga tym samym najmnie jsze graniczne wartoSci wspdi-
czynnika n dla prezentowanej grupy wieloScianéw. Wazne jest, ze licz-
ba réznych diugosci odcinké4w oznaczona przez e, Jest réwna liczbie
okre$lajgacej stopieh podziatu bokéw réwnobocznego-tréjkata sferycznego
na n réwnych czgsdci, Ma to istotne znaczenie w projekbtowaniu i wykony
waniu pretowych powlok kulistych,

5. REGULARNE SIATKI SFERYCZNE ROZPIETE
NAD RZUTEM SZESCIOKATNYM I CZWOROKATNYM

Metode deformacji siatki wtérnej mozna latwo przystosowaé do okre-
S8lania regularnych siatek sferycznych rozpigtych nad r6znymi typami wie-
lokgtéw, poszerzajgac tym samym podstawe wielosciandéw podstawowych. Zna-
ny juz schemat postgpowania przy wyznaczaniu réwnomiernej siatki sfery-
cznej przeprowadzimy dla rzutu szeSciokgtnego, zbudowanego z szefciu .
przystajgcych tréjkatéw réwnobocznych. Rysunki 22a 1 b sg ziozeniami
rzutu podstawy z przekrojami przez sfere wyznaczonymi odcinkami AB
i FC oraz punktem O. Zuk AB dzielimy na n réwnych czesci,
tuk FC zas8, odpowiadajgcy przekatnej FC, dzielimy na 2 n rbéwnych
czgsci. Nowe uporzadkowanie krawedzi AB odkladamy na pozostatych bo=-

A B
\ "
F c A P
\A/f& éii ;\
E D F ¢
O b)
E D

Rys. 22. Podziat rzutem Srodkowym krawedzi bocznych (a) oraz przekgt—
nych (b) szedciokgta ABCDEF
Fig. 22, Sectioning by central projection of edges (a) and diagonals (b)
; of the hexagonal ABCDEF '
kach sze$ciokgta ABCDEF, a uporzgdkowanie przekgtnej FC wprowadzamy
na przekgatnych AD 1 BE, Dwie fazy tej operacji sg tu konieczne, po-
niewaz kgt FOC Jest ponad dwukrotnie wigkszy od kata AOB, mimo i%
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odlegiosci A0 = BO = FO = CO = R, gdzie R Jest dowolnie przyjetyn
promieniem kuli.

Gdy mamy tak uporzgdkowane boki oraz przekatne szeSciokgta ABCDEF,
przystgpujemy do wykreslenia zdeformowane] siatki troéjkatnej. Postepuje-
my podobnie jak dla trdéjkatnej Sciany wieloscianu, z tym ze poszukiwane
trdéjkaty sg nieco mniejsze (rys. 23). Nastepnie rzutujemy zdeformowang
siatke na sferg¢ o zatoZonym promieniu oraz strzalce (por. rys. 5).

A B

E D

Rys. 23, Zdeformowana siatka tréjkatna wewngtrz szeéciokgta ABCDEF

Fig. 23, Deformed triangular network in the hexagonal ABCDEF
Otrzymamy w ten sposéb siatke sferyczng réwnomierng. Réznice w diugo-
gciach poszczegdlnych odcinkéw siatki mogg byé nieco wieksze, gdyz przy
wprowadzaniu nowego uporzadkowania potrzebnych krawedzi pojawiajg sie
dwa rodzaje réznych diugoéci odcinkéw wyjSciowych, tzn, diugodci bokdw
szebciokgta oraz jego przekatnej. Zrésnicowanie diugosci odcinkdéw okre-
Sslonych na przekatnych szedciokgqta ABCDEF jest wigksze od zréznicowania
dtugoéci podobnych odcinkéw na jego bokach., Aby méc zbudowaé siatke sfe-
ryczng dla tego typu rzutu, musimy poznaé zwigzki miarowe jedynie w
1/12 Jjego obszaru (rys. 23).

Aby sprawdzié poprawnosé przyjetych zalozen i caly tok postepowa—
nia, okreslono tréjkatng siatke sferyczng rozpigtgq na powierzchni kuli
usytuowanej stosunkowo blisko piaszczyzny szeSciokgta ABCDEF (rys. 24).
Catosé obliczeh wykonano na emc dla: R = 2,2360678 a oraz Z =
= -2,00 8e
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Rys. 24, Zwigzki wmiarowe trdéjkatnej siatki sferycznej rozpigte] nad szeS8ciokgtem ABCDEF, okre$lonej za
pomocg metody deformacji siatki wtbdrne
Fig. 24, Dimension relations of a triangular spherical network extended over haxagon ABCDEF, defined
by the method of a secondary network deformation
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Okreslenie siatek sferycznych rozpietych nad tego typu rzutem jest
przyktadem zastosowania proponowanej metody dla wprowadzenia regular-
nych podzialéw wewnqtiz réwnoramiennych tréjkqtéw sferycznych. Za pod-
stawe wszelkich zwigzkéw miarowych przyjeto diugosé bokédw szesSciokgta
_ABCDEF i oznaczono réwniez przez a. Poniewaz jest on szeSciokgtem pre
widtowym, jego przekatne bedg miaty diugos¢ roéwng 2a.

Z przedstawionych na rys. 24 zwigzké4w miarowych wynika, 2e odcinki
o dlugoéciach dajgacych sie okreslié mianem jednakowych ukladajg sie we-
wnatrz réwnoramiennego trédjkata sferycznego E61D w dwie gidéwne grupy lir
nii., Jedna z nich réwnolegia jest do podstawy tego tréjkgta wyznaczone]
punktami E i D, druga réwnolegia réwnoczesSnie do obu pozostatych je-
go bokéw, tzn. do bokéw E61 i D61. Dla podziatu Xukéw bocznych réw-
noramiennych tréjkata sferycznego E61D na n = 5 réwnych czesci,
liczba odcinkéw siatki o réznych diugoSciach wynosi: e, = 2 n, Odcin-
ki najdiuzsze w calej siatce sg usytuowane tuz obok kazdego z punktu
podparcia czaszy, np. odcinek 15-25, odcinkl najkrétsze lezg na iukach
két wielkich odpowiadajgcych w rzucie &rodkowym krawedziom bocznym sze-
8ciokgta ABCDEF i ich reprezentantem jest odcinek zawarty miedzy punkta-
mi 15-16 lezgcy na tuku ED, Wspéczynnik n Jjest réwny:

_ 0,212540 a _
n -c'l’zwr?iﬁ = 1,0540776

i dla n =25 osigga wartosdé 5= 1,09533119.

Stosunkowo mata wartosé wspdiczynnika N wigze si¢ z niewielky wy-
niostofcig projektowanego przekrycia. Oszacowanie wartosci granicznej
wspbéiczynnika 1 napotyka duze trudnosci, mimo tak korzystnego usy-
tuowania odcinkéw o ekstremalnych drugosSciach. Z analizy réznych siatek
sferycznych rozpig¢tych nad tym rzutem wynika, iz graniczna wartosé
wepbiczynnika 1y Jjest funkcjg stosunku dtugosci promienia sfery do od-
legtoéci Srodka sfery od ptaszczyzny ABCDEF., Siatki sferyczne opisane
na kuli, ktérej Srodek lezy blizej tej ptaszczyzny, odznaczajg sig dla
tych samych n wiekszg wartoscig wspbiczynnika W od siatek wyznaczo-
nych na sferach,kt&rych srodki sg bardziej oddalone od piaszczyzny rzu-
tu. '

Zupelnie podobnie przedstawia sig okreSlenie siatek sferycznych
rozpietych nad pigciokqtem prawidlowym. Dla tegoc typu rzutu przyjmiemy
warto$é R rbéwng diugolci promienia kuli opisanej na 12-$cianie forem-
nym, wartos¢ Z za8 réwna sie diugosSci promienia kuli wpisanej w ten
wielodcian. Calosé obliczeh na emc wykonano dla nastepujgcych danych:

punkt D £-0,5 a3 =0,6881909 a]

punkt ¢ [+0,5 a3 -0,6881909 al

punkt 61 [ O s O ]
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Rys. 25, Zwigqzki miarowe wystegpujgce w 1/60 czesdci 1500-4cianu
Fig. 25. Dimension relations occurring at one-sixtieth of a 1500-hedron
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Dpe [ o s 0,6208252 a]
Dpgq [=0,9008536 a3 =0,6545084 a]

Z = =1,1135164 a

R 1,4012385 a

Przez a oznaczono drugo$é krawedzi 12-$cianu foremnego. Na rysun-
ku 25 przedstawiono wynik tych obliczen dla n = 5. Otrzymamy w ten
sposéb siatke sferyczng 12 x 5 x 52 = 1500-5cianu,

Pewne prawidiowosci dotyczace ulozenia odcinkéw, ktére uwazaé moze-
my za réwne co do swych diugosci zachodza réwniez i w tym przypadku,
lecz poXozenia odcinkéw najkrétszego i najdiuzszego w calej siatce sag
odmienne niz dla podanych-siatek rozpietych nad rzutem szedciokatnym.

W siatce 1500-$cianu najdiuzszym odcinkiem jest odcinek zawarty miedzy
punktami 51-52, najkrétszymi zaé odcinki lezgce na tukach kéi wielkich
kuli i odpowiadajace bokom wewnetrznych trbéjkgtdéw skiadajgcych sie na
pieciokgt prawidowy.

Wspbéiczynnik 7 okreSlony diugosciami sgsiadujacych ze sobag odcin-
kéw siatki sferycznej, lezacych w zworniku przekrycia dla 1500-Scianu
powstatego na podstawie 12-$cianu foremnego przez zastosowanie metody
deformacji siatki wtdérnej, bedzie wigc réwny:

" = 0,2143148 a _ 1,173080.
9 a

Bardzo ciekawy i zaskakujacy jest przebieg zmian wartoSci wspdi-
czynnika n W zaleznosci od stopnia podziatu odpowiednich tukéw na n
réwnych czedci. Z usytuowania odcinkédw najdluzszych i najkrdétszych w sa-
siedztwie zwornike tréjkatnej siatki sferycznej rozpi¢tej nad pieciokgt-
ng &ciang 12-8cianu foremnego wozemy wnosié, ze przy n —— o= wartosé
wspbiczynnika 1y osiggnie swgq goérng granice réwng 1,1756. Tak sig jed-
nak nie dzieje, czego dowodem sg wartoSci wspdéiczynnika 7 Wyznaczone
od n=1 do n =20 na emc i podane w tabeli 3. Przypuszczenia nasze
sprawdzajq si¢ jedynie dla wartoSci y wyznaczonych od n =1 do n =
= 13, potem nastepuje dosé gwaltowny i skokowy wzrost wartosci mn. Aby
rozwiaé¢ watpliwosci dotyczace przede wszystkim sposobu obliczeh, spraw-
dzono prawidiowosé danych wejéciowych, ktére okazaty sie poprawne w ska-
1i dokiadnosci przyjetej do siedmiu cyfr znaczgcych. Nastepnie, aby wy-

kluczyé pode jrzenie o zaki6cenie cyklu pracy maszyny cyfrowej, przepro-
wadzono Jjeszcze dwukrotnie proces obliczeh, ktdérych wyniki zgadzaly sie
z wynikami otrzymanymi pierwotnie. Dok*adna ich analiza wykazaia, Ze na-
gly wzrost wartoéci wspdiczynnika n dla n >14 jest spowodowany
zmiang usytuowania odcinkéw o ekstremalnych diugosciach. Odcinkami naj-
kroétszymi pozostajg nadal odcinki lezgce na tukach,. odpowiadajgcych w
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¢x = liezba réinych katéw bryxowych
e = liczba wszystkich krawedzi wielodcianu ‘
ex = liczba réznych krawedzi '
1 ~ liczba wszystkich écian wielodcianu
1x = liczba réznych écian
8¢ =~ liczba réznych katéw piaskich zawartych
pomigdzy krawedziami écian wielodcianu
n - stosunek diugosci odcinka najdiuzszego “-\»

do d%. odcinka najkrétszego
(555)
Tabela 3

nj c [ c e Jex | [ lklsSkl N

10 20 1]90 1] 601 ] 1 113587
2] 1o | 33604 240] 3] 7 [1159976
31260| 6 (810 (6| 540 6|15 [1168641
4 | 470 [ 10 [1440] 8 | 960 [ 10 | 26 1171684
5 | 740 [ 15 [ 2250101500 | 15 | 40 1173091
6 [ 1070 | 21 [ 3240 12| 2160 | 21 | 56 [1173873
7 11460 [ 28 [ 4410( 14 | 2940 [ 28 | 76 1174314
8 11910 | 36| 5760 16 | 3840 | 36 | 99 |1174664
9 [ 2420 [ 45 | 7290( 18 | 4860 | 45 | 125 [1474839
10 | 2990 | 55 [ 9000 | 20 | 6000 | 55 | 154 |1175031

11] 3620 | 66 [10890| 22| 7260 | 66 | 186 [1,175091
12 | 4310 | 78 |12960] 24 |8640 | 78 | 221 | 1175275
13 15060|91 [15210| 26 |10140 | 91 | 2591175235
14 | 5870|105 |17 640| 28 {11760 |105{300 |1,202566
15 ] 6740 [120{20250| 30 |13500 |120| 3441201115
16 | 7670 | 136|23040| 32 |15360 {136 [ 391 |1,200331
17 18660 [153 [{26010| 34 |17340 | 153 | 442 |1,198781
18 |9710 |171{29160 | 36 |19440{171| 496 | 1198126
19 §10820 (190 [32490] 38 |21660 | 190|553 | 1,215043
20111990 | 210{36000 | 40 {24000/210 |613 | 1,213571

rzucie Srodkowym wewnetrznym krawedziom DS 1 CS pieciokrotnej Scia-
ny 12-5cianu foremnego (patrz rys. 26).

Odcinki najdiuzsze dla n >14 sSa usytuowane réwniez w pasach réw-
nolegtych do podstawy pigciokatnego rzutu, jednak bardziej oddalonych
od zwornika przekrycia S. Dla kolejnych coraz wigkszych n, pasma za-
wierajgce najdiuzsze odcinki przesuwaja sie¢ stopniowo w kierunku Zuku
CD. Pasmo zawierajace najdtuzsze odcinki dla n bedzie zlokalizowane
Jjednak zapewne w gbérnej czgsci rédwnoramiennego trojkgta sferycznego DSB.

Na podstawie wydrukéw z drugiej i trzecie]j tury obliczeh na emc
uzupeiniono do n = 25 wartosci wspdéiczynnika q 3
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Rys. 26. Zmiany potozenia odcinkéw o maksymalnych dtugoéciach w tréjkatr
nej siatce sferycznej nad pieciokgtnym rzutem podstawy
Fig. 26. Changes of position of the segments of maximum length in a
triangular spherical network above a pentahedron projection of the base

n=21 n = 1,212522,
n = 22 n= 1,213213,
n =23 i = 1,223253,
n =24 n = 1,222670,
n =25 n = 1,221363.

Gdy zestawimy te warto$Sci z podanymi w tabeli 3 zauwazymy, ze dla
kilku kolejnych n > 14 wielkosci wspbéiczynnika N  sg bardzo zbliZone
do siebie. Mozemy wyrbéznié kilka grup

I - wartodci dla n€ [14 + 16]

II - wartosci dla n€ [17 + 18]

III - wartodci dla n € [19-22]

IV - wartoéci dla n e [23-25]

W ramach kazdej grupy obserwujemy zmiejszajgce sie wraz ze zwigk-
szaniem n warto$ci n, co decyduje o "pilastym" charakterze wykresu
zaleznodci n od n dla n >14 -(rys. 26). Taki charakter wykresu
Bwiadczy o oddalaniu sig¢ linii zawierajgcych odcinki najdiuzsze od zwor-
nika siatki sferycznej rozpietej nad pieciokatng Sciang 12-Scianu forem
nego. :

Pordéwnanie wielkosci wspdiczynnikéw 1 dla siatek sferycznych pow-
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Rys. 27, Wielkoéci wspSZczynnikéw. M w zaleznoscl od n dla siatek sfery-
cznych powstalych na podstawie:s a) 12-8cianu foremnego,
b) 20-5cianu foremnego
Fig. 27.Coefficient values " depending on n for spherical networks
formed on the basis of: a) a regular dodecahedron, b) a regular icosa-
hedron

stalych na podstawie 12-$cianu i 20-8cianu foremnego w metodzie deforma-
c¢ji siatki wtdérnej przedstawiono na rys. 27.

Wspéiczynnik 1n, charakteryzujacy zréznicowanie dlugosci wszyst-
kich odcinkéw w siatkach sferycznych powstalych w metodzie deformacji
siatkl wtérnej na podstawie 12-8cianu foremnego, zwigksza sig¢ dla n
od 1 do 13 nieco szybciej, niz dla podobnych siatek rozpigtych nad Scie
nami 20-8cianu foremnego i zbliza sie stopniowo wydawaioby sie ku wspdl-
nej granicznej wartosci réwnej 1,1756. Jednak od n = 14 wspdiczyn—
nik n dla siatek sferycznych rozpietych nad pieciokatng $ciang 12-6cia
nu zwieksza si¢ skokowo i dla kilku kolejnych n ma zblizone do
siebie wartosci.

Na rysunku 27 wzrost wartosci wspéiczynnika 5 dla n >14 przedsta-
wiono w sposéb bardziej uwidaczniajacy zmiany, niz wynikaioby to z war-
tosci podanych dla n = 14-25. Ustalenie granicznej wartoécl wspéiczynni-
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ka n dla siatek sferycznych, powstalych metodq deformacji siatki wtér-
nej na podstawie 12-8cianu foremnego, jest wiec problemem bardzo ziozo-
nym i wymaga szczegblowe] analizy zwigzké4w miarowych siatek, wyznaczo-
nych przez wprowadzanie bardzo gestych podzialéw trédjkata sferycznego
DSC (rys. 26).

Charakterystyke wielodcianéw powstatych po zastosowaniu tej metody
na podstawie 12-8cianu foremnego podano w tabeli 3. Wartosci niektérych
wspdlczynnikéw zaleznych od n mozna obliczyé z nastepujacych wzordéw:

¢ = 30 o° - 10,

e = 90 n?.
ey = 2 n,
1 = 60 n°%,

1k=°k=&2+‘ll'

Poréwnanie tabeli 3 z tabelg 1 wykazuje, %e wieloSciany powstaze
dzieki metodzie deformacji siatki wtérnej na podstawie 12-cianu forem-
nego majga lepsze charakterystykl w granicach od n =1 do n = 13, ni%
tréjkgtne siatki sferyczne, ktérych podstawg byl 20-5cian foremny. Dla
tych samych n wystepuje tu trzy razy wigcej wszystkich krawedzi (e)
przy tylko dwukrotnie wigkszej liczbie réznych krawedzi (°k)‘ Liczba
wszystkich Scian wieloscianu (1) jest réwniez trzykrotnie wieksza, niz
dla wieloscianéw powstatych na podstawie 20-Scianu, przy czym procent
réznych Scian w calej siatce (ik) jest duzo wigkszy.

Z tych tez wzgledd4w siatki sferyczne powstale na podstawie 12-$cia-
nu foremnego,mims.inacznego wzrostu wartosci wspéozynnika n.dlan < 13,
mogg konkurowaé z siatkami sferycznymi okreélonymi na podstawie 20-5cia-
nu foremnego.

Wyznaczymy zdeformowang siatke tréjkqtng dla fragmentu sfery roz-
pietej nad kwadratowym rzutem ABCD, Ograniczymy sig¢ jedynie do 1/8 cze-
éci calego obszaru, tzn. do tréjkata S, FC (rys. 28), ze wzgledu na wy-
stepujgcg tu réwniez symetrie. Wyznaczamy rzutem Srodkowym z punktu O
(8rodek kuli) uporzadkowanie krawedzi bocznych (rys. 28a), nastepnie od-
cinkéw EF i GH (rys. 28c) oraz przekatnych BD i AC (rys. 28b).
Oméwionym poprzednio sposobem okre$lamy potozenia wierzchoikéw zdeformo-
wanej siatki tr6jkatnej w obszarze réwnoramiennego trdjkata 5 FC
(rys. 28d). Laczac Srodki ciezkosSci odpowiednich wewnetrznych pél linia-
mi "réwnolegiymi" do bokéw kwadratu ABCD, wyznaczymy rysunek siatki,

o oczkach czworokatnych, zdeformowanej rzutem $rodkowym., Pozwala ona wy-
znacza¢ na powierzchni sferycznej regularng siatke czworokatng, jako
najbardziej odpowiadajgca tej formie rzutu. W ten srosdédb otrzymuje sie
przede wszystkim siatki sferyczne o oczkach trédjkatnych. DiugosSci prze-
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Rys. 28. Schemat wyznaczania rzutem &rodkowym zdeformowanej siatki wtér-
nej wewngtrz podstawy w formie kwadratu
Fig. 28. Determination by a central projection of the deformed
secondary network on a base in the form of a square
kgtnych odpowiednich oczek czworokatnych posiuzg do kantrolowania prawi-
diowego montazu pretéw konstrukcji na powierzchni sferycznej (rys. 28e).
Wedtug opisanego schematu okre$limy tréjkatng siatke sferyczng nad
kwadratowg $ciang 6-5cianu, Jjako szczegdlnego rodzaju przypadek catej
rodziny siatek sferycznych rozpigtych nad rzutami czworokgtnymi. Calosé
obliczed wykonano dla nastepujgcych danych:
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H o H "0,5 al
c (0,5 a; =0,5 a]
s [0 3 o 3

Dy [ os { 0,2071066 a]
Dog [-0,3535533 a3 -0,3535533 al
DSKH [0,5 a H 0o ]

- polozenia Srodka kuli
2 = [0, O, "0,5 a]
diugosé promienia kuli opisanej na 6-fcianie

R = 0,8660254 a
- stopien podziatu krawedzi wieloscianu
n =10

Program na emc wymagal, aby obliczenia wykonano w obrgbie réwnora-
miennego HCSK dla n = 5, co réwnoczednie oznacza, ze odpowiadajagcy
krawedzi wieloscianu uk kota wielkiego kuli opisanej na 6-8cianie po-
dzielono na 10 réwnych czedci, Tak wigc, dla kazdego kolejnego podzialu
bokéw trojkata HCSK poznamy zwigzki miarowe wielo$cianéw powstaiych w
tej metodzie dla parzystych liczb okreslajgcych stopieh podziatu krawe-
dzi 6-8cianu na n réwnych odcinkdéw. Po podzieleniu krawedzi 6-Scianu
na 10 réwnych czesSci wyznaczamy metodg deformacji siatki wtérnej trdj-
kqtng siatke sferyczng 25 x 8 x 6 = 1200-8cianu (rys. 29). W przedsta
wionej na rys. 29 1/48 czeéci siatki sferycznej 1200-$cianu odcinki o
zblizonych do siebie dzugosciach ukiadajg sie w trzy podstawowe grupy
linii "réwnolegiych" do odpowiedniej krawedzi trdjkata HCS’. Najdiuz—
szy w tej siatce jest odcinek zawarty miedzy punktami 21-72, najkrétsze
sq odcinki lezgce na krawedzi H'C. Wspdélczynnik p dla 1200-$cianu
powstatego na podstawie 6-5cianu dla n = 6 Jjest roéwny:

172272
n = 8:1%55%?—3 = 1,6170309.

Peing charakterystyke tego typu wielosScianéw podano w tabeli 4.

Odcinki wyznaczajgce czworokatng siatke sferyczng dla wieloéciandw
powstatych na podstawie 6-$cianu wykazuja mniejsze zrdznicowanie diugo-
6ci. Najdiuzszym odcinkiem jest odcinek zawarty wmiedzy punktami 24-34,
najkrétsze sg odcinki HCSy tak jak poprzednio. Wspéiczynnik n dla
takiej siatki wynpsi:

= %:%%%_g. = 1,3656135.

Poniewaz odcinki najdiuzsze i najkrétsze w czworokgtnej siatce sferycz-
nej sg usytuowane w poblizu wierzcholdéw 6-8cianu, wartosé % dla tego
typu siatek przy n -— oo przyjmuje wartosci w okolicy liczby ]r§~=

= 1,414213,
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Rys. 29. 1/48 czesé tréjkatne]j siatki sferycznej 1200-cianu

Fig. 29. 1/48 part of a triangular spherical network of a 1200-hedron

Zréznicowanie dtugosci poszczegdlnych odcinkéw w ramach jednej li-
nii, np. 12-52, jest wieksze i wynika 2z wtasciwosci rzutu Srodkowego
doé¢é znacznie oddalonej $ciany 6-8cianu na wspdiérodkowg kule. Wpiyw na
to zrdznicowanie diugosci odcinkéw majg:s typ trodjkata H'CSK, ktéry
Jjest tréjkatem réwnoramiennym, potozenie tego trdjkata na plagkiej Scie
nie wieloécianu (rys. 29), a takze w niewielkim stopniu niedoktadnosci
procesu obliczen, a Sciélej, niedokiadno$ci wyniklych z przybliZonych
danych wyjsciowych. Dane wyjéciowe programu na emc. obliczono na kalkules-
torze Santronic 81SR i podano z dokladnoscig ograniczong do siedmiu
liczb znaczacych. Moze to mieé pewne znaczenie, poniewaz do wyznaczenia
danych wyjSciowych potrzebne byty wartosSci takich liczb niewymiernych,
jak V2 1 V3, ktére to wartosci byly nastepnie wielokrotnie przetwa-—
rzane w procesie obliczeh.



40 ¢ =~ liczba wszystkich wierzcholkdéw
oy = liczba réznych katdéw bryowych
8 = liczba wszystkich krawedzi wielosdcianu
ex = liczba réiznych krawedzi
1 = liczba wszystkich $cian wielodcianu
1x = liczba réznych écian
s = liozba réznych katéw plaskich zawartych

poniedzy krawedziami scian wielosdcianu
rz = gtosunek dlugodéci odcinka najdluzszego
do di. odcinka najkrétszego

c |ckl e [ed | [lklsk] N

8 1 12 1 6 1 1 10

26 1 72 3| 48 1 1 11,517638
98 4L 1288 | 6192 | 4 |12 |1,595050
218 | 9.1 648 | 9 |1 432 | 9 | 27 (1609572
8 1386.[16 1152 |12 | 768 | 16 | 48 |1,614666
10| 602 | 25180015 (1200 |25 | 75 {1,620825
12 |1 866 |36 [2592|18 (1728 | 36 [108|1,623699
14 | 1178 | 49 | 3528212352 | 49 [147 |1,625066
16 | 1538 | 64 | 460824 | 3072 | 64 [ 192 |1626853
18 | 1946 | 81 | 5832 |27 |3888 | 81 | 243 [1,628203
20 | 2402 (100|7200(30| 4800 |100|300(1,628922
2212906 (1218712 [ 33| 5808 |121 | 3631629576
24 13458 [144]10368(36 | 6212 [144 432 |1,630409
26 | 4058 |169[12168| 39 | 8112 [169 (507 | 1630880
28 14706 |196[14 112|422 |(9408 (196] 5881631132
30 5402 [225[16200| 45 {10800 225|675 11632310
326146 25618432 | 48 (12 288 | 256|768 | 1632775
34 16938 | 289]20808| 51 [13872 | 289|867 |1,633077
36 | 7778 |324(23328]| 54 (15552 | 324|972 |1633360
3818666 |361(25992(57 [17328 | 361]1083| 1633691

DN =1

6. WYZNACZANIE SIATEK SFERYCZNYCH METOD4 DEFORMACJI
SIATKI WTPORNEJ RZUTEM PROSTOPADEYM NA PLASZCZYZNE

Podane w punktach 1.5 i 1.6 schematy postgpowania situzg do okresle-
nia siatek sferycznych na podstawie analizy wieloScianéw, ktérych Scia-
nami moga byé rézne wielokgty. Podzial tych wielokatéw na odpowiednie
tréojkaty stanowil punkt wyjécia do okreslenia siatek sferycznych za po-
mocqg rzutu Srodkowego 4cian wieloécianu na opisang na nim kulg. W pra-—
ktyce wykorzystuje sie réwniez przekrycia kopuiowe nad réznymi ksztalta-
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a b C

Rys. 30. Powierzchnie sferyczne ograniczone plaszczyznami prostopadiymi
do ptaszczyzny podstawy
Fig. 30. Spherical surfaces restricted by perpendicular planes to the
plane of the base

wi podstaw, ktérych brzegi w rzucie poziomym pokrywajg sig¢ z krawedzig

podstawy (rys. 30).
W celu okreslenia na nich siatek sferycznych postuzymy sie znang

Juz metodg wykorzystujacq wtasciwosci rzutu prostopadlego na piaszczyz-
n¢, jako granicznego przypadku rzutu srodkowego, gdzie punkt rzutowania
zostal przesuniety do nieskoriczonosci (rys. 31). )

Rys. 31. Wlasnosci rzutu prostopadlego na ptaszczyzne
Fig. 31. Properties of the perpendicular projection onto the plane
Mimo niezmiennego poozenia punktu rzutowania (w nieskonczonoéci),
mozliwodci wariantowania przyradkéw pozostajg takie same, jak przy wyko
rzystywaniu rzutu érodkowego Scian ze Srodka kuli opisanej na danym wie-
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loScianie. Mozemy wigc regulowaé wyniosloScig przekrycia 1 ‘gestobcig
oplsywanej na wieloscianie siatki sferyéznej.

W rzucie prostopadiym na ptaszczyzn¢ p obrazem wszystkich punk-
téw ze sfer o Srodkach 040 0 1 03, lezgcych na prostej K, Jjest
jeden punkt P. Po wprowadzeniu jednakowego stopnia podziatu dla wszy-
‘stkich Zukéw AB punkty réwnego podziatu ze sfer o &rodkach 04y O
i 03 majg w rzuclie prostopadiym rézne polozenie na plaszczyinie
(rys. 31). Zdeformowanie siatki wtérnej na plaszczyinie zalezy od stop-
nia podziazu tuku AB na n réwnych odcinkéw, oraz od odlegtodci Srod
ka sfery od ptaszczyzny p. Przy jednakowym stopniu podziazu odpowied-
nich rukéw zdeformowanie bedzie wigksze dla sfer o &rodkach polozonych
blizej ptaszczyzny rzutu. Tok postgpowania jest podobny do opisanego
wczedniej i przedstawimy go réwniez dla trzech podstawowych przypadkéw,
tzn. dla fragmenté4w sfer rozpietych nad regularnymi rzutami tréj-, czte-
ro-, i -szesciokqtnymi (rys. 30). Zasady wyznaczania rzutem prostopadiym
siatkl wtérnej dla wycinka sfery rozpietej nad trdéjkatem réwnobocznym
bedg obowigzywaly réwniez przy wyznaczaniu podobnych siatek dla czasz
rozplietych nad szescio- i czworokgtem,

7. SIATKA SFERYCZNA ROZPIETA NAD TROJKATEM ROWNOBOCZNYM

Procedura postepowania przy okreS8laniu rzutem prostopadiym na pia-
szczyzng siatki sferycznej rozpigtej nad rzutem bedacym trbdjkatem réwno-
bocznym jest podobna do procedury wyznaczania siatek sferycznych metodsg
deformacji siatki wtérnej z wykorzystaniem zasad rzutu Srodkowego, z tym
%e w pierwszym etapie nalezy wyznaczy¢é promien jednej z trzech réwnych
krawedzi wycinka sfery (rys. 32).

Przecinamy paszczyzne rzutu ABC piaszczyzng do niej prostopadig i
zawierajgca odcinek AB, otrzymujemy potozenie Srodka okregu S na
odcinku SR. Okrgg ten zawiera. tuk AB ograniczony kgtem ASPB. Diugo~
gci odcinkéw A i ng s Jjednakowe i réwne promieniowi poszukiwane-
go okregu. Etap drugi przebiega podobnie jak poprzednio, z tg tylko rdz-
nicg, ze rzutem prostopadiym z podzielonego na n roéwnych czedci tuku
AB wprowadzamy nowe uporzgdkowanie krawedzi AB (rys. 32).

Odktadamy nowe uporzgdkowanie krawedzi AB na pozostaiych bokach
AABC i prostymi réwnoleglymi do jego podstaw tgczymy odpowiednie pary
punktéw (rys. 33a). Nastepnie znajdujemy Srodki cigskosci trdjkatéw we=
wnetrznych tak okre$lonych, jak uprzednio, ktére to Srodki ciezkoéci wy-
znaczg wierzcholki zdeformowane] siatki tréjkatnej w obszarze A ABC. Po
potaczeniu odcinkami prostymi wszystkich sgsiadujgcych ze sobg wierz-
choikéw otrzymamy rysunek zdeformowanej rzutem prostopadiym na pita-
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Rys. 32. Wyznaczanie promienia wycinka sfery rozpietej nad réwnobocznym

tréjkatem ABC

Fig. 32. Determination of the radius of the sphere sector extended over
the equilateral triangle ABC

c A,

Rys. 33. Schemat wyznaczania zdeformowanei siatki wtérnej dla zasad rzu
tu prostopadiego na ptaszczyzneg
Fig. 33, Determination of the deformed secondary network for
the principles of the perpendicular projection onto the plane
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szczyzne siatki tréjkqtnej, ktéra po ponownym zrzutowaniu na kul¢ o za-
danym na wstepie promieniu okresli. na niej réwnomierng siatke tréjkat-
ng (rys. 33b). Zwraca uwag¢ odmienny niz przy wykorzystywaniu zasad rzu.
tu srodkowego rysunek siatki tréjkgtnej zdeformowanej na plaszczyznie.
EKrzywe tamane wewngtrz tréjkgta ABC ukladajq sie swymi wypuklosciami
w kierunku przeciwnym do odpowliadajgcej im podstawy A ABC.

Wedlug podanego schematu okreSlimy siatke sferyczng dla fragmentu

kuli ograniczonej w rzucie prostopadiym krawedziami podstawy bedacej

" ptaskim trojkatem réwnobocznym. W celu utatwienia procesu obliczei,
przyjeto za jednostke wszelkich zwigzkéw miarowych diugosé promienia
sfery 1 oznaczono jg réwniez przez a.

Aby bardziej uwidocznié prawidiowosci wystegpujace dla prezentowa-
nej odmiany metody deformacji siatki wtornej i umozliwié réwnoczesdnie
ich pordéwnanie z prawidlowosciami zachodzgcymi w siatkach sferycznych
generowanych za pomocg rzutu Srodkowego przyjeto, Ze oddalenie piasz-
czyzny tréjkata ABC od Srodka kuli réwne jest 0,75 a. Przy podanych
zatozeniach dtugo$é krawedzi réwnobocznego A ABC bedzie réwna
1,1456438 a, zatem wspélrzedne wierzcholkéw tego tréjkata na ptaszczyt
nie XOY wmajg nastepujace wartosci:

A [0 § 0,6614376 al

B [0,5728219; -0,3307188 a])
c [-0,5728219; -0,3307188 a]

Rys. 34. Okreslenie wierzchotkéw zdefogmowanej siatki tréjkatnej
dla n =
Fig. 34. Defining the vertexes of thesdeformed triangular network when
n-=
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Promien okregu o srodku w punkcie S (rys. 34a), ktérego czescis
Jest Jjeden z trzech réwnych tukéw odpowiadajgcych w rzucie prostopadiym
krawedziom ' ABC, obliczymy na podstawie znanych diugofci odcinkéw K'B =
= 1/2 CB = 0,5728219 a oraz dtugoSci odcinka K’S = 0,75 a. Poniewa2
odcinki te sg przyprostokatnymi w prostokatnym tréjkacie K'BSE, wiec
diugos¢ przeciwprostokgtnej SgpB roéwna diugosci promienia tuku CB wy-
niesie:

sgB = V(0,75 a)2 + (0,5728219 &) = 0,9457295 a.

Calo&¢ obliczeh przeprowadzono przy uzyciu kalkulatora dla n = 6,
czyli podziale tukéw brzegowych na sze8é réwnych czesdci. Gdy mamy Juz
podstaﬁoﬁe dane, przystepujemy do wyznaczania nowego uporzgadkowania rzu-
tem prostopadiym na plaszczyzne bokéw tréjkata ABC. W pierwszym etapie
nalezy podzielié tuk okregu o érodku w punkcie S 1 ograniczony krawe-
dzia BC na szes$é réwnych czesci.

Na podstawie prostych zaleZnosci trygonometrycznych wystepujacych
w prostokatnym trdjkacie BK'SE obliczamy wartosé kagta:

tga = poMbfoigg = 1,309307, stad « = 52,628772°

Kgt K°SpB ma wartosé 90° -o = 37,371235°, trzecia zas jego
cze$é rowna 12,#57078o postuzyls do wyznaczenia miar katéw g 1 ¢

B = 65,085943°, stad tgB = 2,1529225,

y = 77,542921°, sted tgY = 4,5267537.

Wartosci tangenséw katéw B i ¢ sg wyznacznikami kierunkowymi
prostych wychodzgcych z punktu SE i dzielgcych potow¢ tuku BC na
trzy réwne czedSci. Punkty przecigcia si¢ tych prostych z tukiem okregu o
Srodku w punkcie S; sa punktami réwnego podzialu uku K’B, ktére na-
stepnie, po zrzutowaniu ich rzutem prostopadiym na plaszczyzne, wyzna-
czq wspdirzedne punktéw 15 1 16 na odcinku K B, Znajomoéé tych wspodl-
rze¢dnych stanowi z kolei punkt wyjScia do okreSlenia polozenia wierz-—
chotkéw zdeformowanej siatki tréjkatnej w 1/6 czedci trdojkagta ABC (po-
dobnie ‘jak dla 1/6 czesdci trojkatnej Sciany 20-Scianu foremnego przy wy-
znaczaniu siatki sferycznej 2000-§cianu, generowanej rzutem Srodkowym,
patrz pkt 3).

WtasSciwo8ci rzutu prostopadiego na plaszczyzng pozwalajq na stosun-
kowo proste i szybkie uzyskanie potrzebnych wynikéw, poniewaz dla kazde-
g0 z pokazanych na rys. 34b punktéw nalezy napisaé réwnanie prostej pro-
stopadtej do piaszczyzny XOY. Punkty przecigcia sig¢ tych prostych
z powlerzchnig kuli wyznacza polozenia wezléw trojkgtnej siatki sferyce-
nej rozpigetej nad réwnobocznym trojkatem ABC. Wspdirzedne sferyczne
wezléw tej siatki, odpowiadajace numerom wezléw zdeformowanej siatki
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tréjkgtnej na ptaszczysnie XOY 88 nastgpujace:

pkt B = 17 [0,5728219 a3 -0,3307188 aj 0,75 a 1

pkt 16 [0,3975589 a3 =0,3307188 a; 0,8559036 a]

pkt 15 [0,2035701 a;§ =0,3307188 a3 0,9215188 a

pkt K =14 [0 s =0,3307188 a3y 0,9437293 a]

pkt 26 [0,4851904 a; -0,1789366 a; 0,8559042 a]

pkt 25 [0,3005644 a3 =0,1735309 a3 0,9378422 a]

pkt 24 [0,1017850 a3 =0,1707651 a3 0,9800403 a]

pkt 23 1[0,1017850 a; =0,1707651 a3 0,9800403 a]

pkt 34  [0,198779% a; -0,0027657 a3 0,9800403 a)

pkt Op = 33 [O $ (0] 34 1,0 a
Wspbélrzedne XY okreSlajg polozenia omawianych punktéw w obszarze pita-
skiego tréjkgta ABC.

. Odlegtosci miedzy sgsiadujacymi ze sobgq weztami tréjkgqtnej siatki

sferycznej obliczono ze wzoru:

d =1/(x2 -x,,)‘2 + (32 -w,)2 + (25 - 51)2
i przedstawiono je wraz z ich poloZeniem w réwnobocznym tréjkgqcie sfery-
cznym na rys. 35b.

Z analizy zwiqzkow tréjkatnej siatki sferycznej przedstawionej na
rys. 35b wynika, %e odcinki o zbliZonych do siebie dugosciach ukladaja
sie w linie réwnolegle do kazdej z podstaw réwnobocznego tréjkata ABC.
RéZnice w wartofciach dlugo8ci odcinkéw lezgcych na jednym pasmie sg
najwigksze dla pasm lezgcych najblizej podstaw tréjkgta ABC, np. W pas-
mie ograniczonym punktami nr 21 1 26. W obrebie tego pasma odcinkiem
‘najdiuzszym jest odcinek zawarty miedzy punktem 23 a 24, odcinkami zas
najkrétszymi sg odcinki zawarte pomigdzy punktami 25 i 26 oraz ze wzgle-
du na symetri¢ migdzy punktem 21 a 22, Wspbélczynnik 7n dla tego pasma
jest bardzo maty i réwny:

0,20

a _
n =g 2 = 1,007473.

Dla omawianego pasma Srednia wartosé lezgcych na nim odcinkéw wyno
sitaby 0,202815 a 1 zmieniala sig¢ w granicach +0,000755 a, co stanowi-
Zoby 0,37% jej drugoéci podstawowej. Pozwala to okreslié odcinki lezgce
w ramach jednego pasma mianem odcinkéw o réwnych diugoéciach. Tak wigce,
dla prezentowanej metody w siatkach sferycznych generowanych rzutem pro-
stopadlym na plaszczyzne i rozpigtych nad réwnobocznym A ABC, przy po-
dziale tukéw bocznych na n réwnych czgéci, wystepuje na ogdlng liczbe
(n/(n + 1)/2 odcinkéw, jedynie n odcinkéw o rdéznych diugoéciach. Wia-
Sciwos¢é ta pokrywa sig z wtabciwoSciami siatek tréjkatnych sferycznych,
powstatych dzieki metodzie deformacji siatki wtdérnej na podstawie wielo-



Rys. 35. Zwigzki miarowe siatki sferycznej wyznaczonej nad réwnobocenym
tréjkqgtem ABC dla n = 6 metodg deformacji siatki wtérnej =z wykorzy-
staniem rzutu prostopadiego na plaszczyzneg
Fig., 35. Dimension relations of the spherical network determined over
the equilateral triangle ABC when n = 6, by the method of a secondary
network deformation with the helﬁ oflthe perpendicular projection onto
the plane

Scianéw foremnych., Nieco inaczej natomiast przedstawia si¢ usytuowanie
odcinkéw na jdluzszych i najkrétszych w catej siatce sferycznej. Odcinkss
mi najdtuzszymi siatki sg odcinki le%gce na krawedziach réwnobocznego
tréjkata sferycznego ABC, np. odcinek zawarty miedzy punktami 16 a 17
o dtugo$ci réwnej 0,20478 a. Odcinkami najkrétszymi sg odcinki lezgce
tus przy wierzchotkach A ABC, jak np. odcinek 16=~26, ktérego diugosé
réwna si¢ 0,17526 a. Wspbiczynnik y dla tej siatki przy n = 6 wyno-

sis
_ 0,20478 a _
n = GHbe g = 1,168441.

Mimo iz ta siatka sferyczna zostata okre$lona rzutem prostopadiym na
plaszczyzne, to jednak z powodu wykorzystywania zasad metody deformacji
siatki wtérnej mozemy przypuszczaé, Ze charakter wzrostu wspéiczynni-
ka 1 W zaleznoséci od n bedzie podobny do przebiegu wspbiczynnika n
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dla siatek sferycznych, powstalych za pomocg rzutu Srodkowego na podste.
wie prezentowanych wieloicianéw foremnych. Potwierdzeniem tych oczeki-
wai sg wartoéci wspbélczynnika m  obliczone dla nastepujqcych ns

n=2 n = 1,055642
n=4 n = 1,129932
n=28 n = 1,188335
n =10 n = 1,201068
n = 200 n = 1,254506
n = 1000 n = 1,255000
W celu pelnego poréwnania dwdéch zasadniczych odmian metody deforma-

cji siatki wtérnej, okreslono nad tym samym rzutem, tzn. nad réwnobocz-—
nym tréjkatem ABC i dla takich samych warunkéw wstepnych, siatki sfe-
ryczne generowane rzutem Srodkowym ze Srodka kuli o promieniu 1 a. Obli
czehh dokonano na emc dla nastepujacych danych:

A [0,0a s 0,6614376 a]

B [0,5728219 a; -0,3307188 a)

¢ [-0,5728219 a; -0,3307188 a]

D,p [ -0,4234526 a;  =0,2444804 a}
Dy [ 0,0 H 0,4889610 a ]
Doy [ 0,4234526 a3 =0,2444804 a]

Z2=[0,03 0,03 =0,75 al

R=1,0a

Otrzymane wyniki dla n = 6 przedstawiono na rys. 36b.

W prezentowanej siatce dla n = 6 wspéiczynnik n = 1,213674,
Jjest wiec znacznie wigkszy od wspbiczynnika # charakteryzujgcego roz-
rzut diugodci odcinkéw w siatce sferycznej generowanej rzutem prostopad-
‘tym na plaszczyzng. WigZe sig¢ to z odmiennym rozmieszczeniem odcinkéw o
ekstremalnych dtugosciach w wierzcholkach réwnobocznego tréjkata sfery-
cznego dla pordéwnywanych odmian metody deformacji siatki wtérnej. Odci-
nek MN na rys. 36c¢c jest najkrotszy w siatkach sferycznych generowa-
nych rzutem prostopadiym na ptaszczyzng¢. Réwnolegly do niego odcinek KP
Jest z kolei najdiuzszy w siatkach sferycznych, powstalych nad tym sa-
mym rzutem przy wykorzystaniu zasad rzutu Srodkowego. Na tej podstawie
mozna by przypuszczaé, ze relacje wartosci wspbéiczynnikéw mn dla
n — oo bedg w duzym stopniu odpowiadaly wzajemnym relacjom wartosci m
obliczonych przy n = 6 dla obu odmian metody deformacji siatki wtér-
nej.

JW celu potwierdzenia tych oczekiwain,obliczono na emc wartosci n dla
siatek generowanych rzutem sSrodkowym nad omawianym A ABC, przedstawiono
je na rys, 37 w zestawieniu z wartosciami n dla podobnych siatek, powsta-
tych dzigki wykorzystaniu zasad rzutu prostopadlego ne pZaszczyzng.
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Rys. 36. Zwigzki miarowe siatki sferycznej dla n = 6 otrzymanej meto-
dg deformacji siatki wtornej wykorzystujgcej zasady rzutu Srodkowego
Fig. 36. Dimension relations of the spherical network when n = 6
obtained by means of the method of secondary network deformation making
use of the prineciples of central projection

Krzywa 1 charakteryzuje przebieg wartoSci wspbélczynnika n W
zaleznosci od n dla siatek generowanych rzutem prostopadiym na plasz-—
czyzng, krzywa 2 zasd obrazuje wzrost wartosel wspSXczynnika n (n) dla
siatek generowanych rzutem Srodkowym. Wartosci graniczne w obu przypad-
kach obliczono dla n = 1000. Tak wigc wzrost wartodci wspdlczynnika n
dla siatek sferycznych okreslanych rzutem prostopadiym na ptaszczyzne
Jest lagodny, lecz dla duzych n osigga wartosci wigksze od poczgtkowo
gwaltownie rosngcego wspéiczynnika %, charakteryzujacego rozrzut diu-
gosci odcinkéw w siatkach sferycznych generowanych rzutem Srodkowym. Po-
znanie przebiegu wzrostu wspdlczynniké4w 1 dla siatek sferycznych uzy-
skiwanych w obu prezentowanych odmianach metody deformacji siatki wtér-
nej pozwala na peing ich oceng, poniewas wszelkie inne kry%eria oceny
przybieraja w obu przypadkach jednakowe wartosci, co jest konsekwencjg
podobnego, mimo wszystko, usytuowania odcinkéw o jednakowych dtugo-
Sciach w obszarze réwnobocznego trbjkata sferycznego. Metode deformacji
siatki wtérnej wykorzystujgcej wiasciwoéci rzutu prostopadtego na pta-
8zczyzng mozemy z powodzeniem stosowaé dla wyznaczania zwigzké4w miaro-
wych siatek sferycznych rozpietych nad réznymi typami rzutéw.
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Rys. 37. Przebieg zmian wartosci wspéczynnikéwn w zaleznofei od n
dla dwoéch podstawowych odmian metody deformacji siatki whtérnej
Fig. 37. Course of changes of the values of the coefficients n
depending on n for two basic variations of the method of secondary
network deformation

Rys. 38. OkreSlenie promienia tukéw bocznych czaszy rozpigtej nad rzu-
tem 'szesciokqtnym
Fig. 38. Determination of the radius of lateral arcs of the cap
extended over the hexagonal projection
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8. SIATKI SFERYCZNE

W obu odmianach metody deformacji siatki wtérnej, przy zastosowa-
niu podobnych procedur postepowania, uzyskuje si¢ regularne siatki sfe-
ryczney co sprawdzono na przykitadzie siatek rozpietych nad rzutem w for.
mie tréjkgqta réwnobocznego. Mozemy wiec byé pewni, e okredlone odmiang
tej metody, wykorzystujgcej zasady rzutu prostopadlego na ptaszczyzne,
siatki sferyczne rozpigte nad innymi typami rzutdéw beda réwniez siatka-
mi regularnymi, dlatego tez ograniczymy sie¢ jedynie do przedstawienia
schematu postepowania przy ich wyznaczaniu,

Przed przystgpieniem do wyznaczania zdeformowanej siatki tréjkat-
nej dla czaszy rozpi¢tej nad rzutem w formie szeSciokata prawidiowego
nusimy okre$lié potozenie Srodka i promied okregu, na ktérym lezg Zuki
odpowiadajgce w rzucie prostopadlym krawedziom bocznym szeSciokata
ABCDEF (rys. 38). Polozenie Arodka i promiehdr tuku DC znajdziemy po
przecigeciu ptaszczyzny rzutu ABCDEF paszczyzng do niej prostopadig i
zawierajacqg odcinek DC.

Gdy mamy jednoznacznie okreslony kat DOKC oraz tuk DC podzielo.
ny na n réwnych czedci, wprowadzamy rzutem prostopadiym nowe uporzad-
kowanie krawedzi DC (rys. 39). Odkiadamy to uporzgdkowanie na pozoste
tych bokach szesciokgta ABCDEF. Nastepnie dzielimy Zuk odpowiadajacy
Jjednej z przekatnych, np. FC; na 2 n roéwnych czesdci (rys. 39a). Zuk
FC Jest cieciwg kola wielkiego kuli o Arodku Os ograniczong przez
kat FOSC, egdzie diugosci odcinkédw Fo, i COg sa réwne diugosci pro-
mienia kuli. Rzutem prostopadlym znajdujemy odwzorowanie punktéw réwne-
go podziatu tuku FC na odpowiadajacej mu przekatnej szesciokgta
ABCDEF. Przez obrét dokota punktu S wprowadzamy to nowe uporzgdkowa-
nie na pozostatych przekgtnych AD i BE. Dalej postepujemy tak samo,
tzn, wyznaczamy odpowiednie linie i znajdujemy $rodki ciezkos$ci ograni-
czonych przez nie wewnetrznych tréjkatnych pbél, a po ich wzajemnym poig
czeniu otrzymamy rysunek nowej, zdeformowanej siatki tréjkatnej (rys.
39b). Siatka ta stanowi punkt wyjscia do opracowania siatki sferycznej
na czaszy o zadanym promieniu i rozpietej nad szesSciokgtnym rzutem
ABCDEF. Ponowne rzutowanie wierzcholkéw zdeformowanej siatki rzutem pro-
stopadtym do ptaszczyzny szesSciokgta daje réwnomierng siatke sferyczng.

Zgodnie z obowigzujacymi zasadami deformowania wewngtrznych siatek
dla rzutu tréjkatnego i szesciokgtnego przystepujemy do wyznaczania rzu-
tem prostopadiym zdeformowanej siatki czworokgtnej wewngtrz kwadratu
ABCD, bedacego podstawg fragmentu czaszy, o zadanym wstepnie promieniu,
Aby ja uzyskaé, nalezy, zgodnie z podanymi wczeéniej zasadami, uporzad
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Rys. 39. Schemat postgpowania prazy
wyznaczaniu rzutem prostopadiym zde-
formowanej siatki tréjkqtnej w ob-
szarze sgefSciokgtnej podstawy rzutu
Pig. 39. Determination procedure of
the deformed triangular network
within the area of the haxagonal
projection base by means of the
perpendicular projection

\n
n
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Rys. 40, Schemat wyznaczania rzutem prostopadlym na piaszczyzne zdefor-
mowanej siatki wtérnej wewnatrz podstawy w formie kwadratu ABCD
Fig. 40. Determination of the deformed triangular network by means of
the haxagonal projection on to the plane inside the base in the form of
the square ABCD
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kowaé rzutem prostopadiym krawedzie boczne, tak jak na przykzadzie kra-
wedzi AB.

Na ry;unku 40a odcinki AOK1 i BOK1 réwne sg diugoéciom odcin-
kéw HIH iHP, i jednoczesnie réwne promieniowi tuké4w wszystkich krawe-
dzi bocznych czaszy rozpietej nad rozpatrywanym kwadratem podstawy. Pro-
cedura wyznaczania diugo$ci promienia tych tukéw przebiega podobnie jak
dla rzutéw podstawy w formie tréjkata lub szesSciokgta. Nastepnie, rzu-
tem prostopadiym wprowadzamy nowe uporzgdkowanie punktéw na liniach
ograniczonych punktami EF i GH (rys. 40c) oraz na przekgtnych BD
i AC (rys. 40b). Luki odpowiadajgce krawedziom bocznym i odcinkom EF
i GH dzielimy na n rdéwnych czesci, 2uki zas odpowiadajgce przekat-
nym BD i AC na 2 n réwnych czeSci. Polozenie wierzchorkéw zdefor-
mowanej siatki tréjkatnej moiemy wyznaczy¢é tylko w obszarze Jjednego
z przystajgcych réwnoramiennych tréjkatéw prostokgtnych, np. w trédjka-
cie SFC, okreslajac potozenia Srodkéw cigzkosci odpowiednich wewngtrz.
nych tréjkatow (rys. 40d). Pozwoli to na znalezienie w calym obszarze
kwadratu ABCD wierzcholkéw i rysunku zdeformowanej siatki czworokgt-
nej (rys. 40e)., Tak zdeformowana siatka pozwoli na uzyskanie regularnej,
sferycznej siatki czworokgtnej rozpietej nad denym rzutem, gdy ponownie
rzutem prostopadliym odwzorujemy wezly tej siatki na powierzchni¢ sfery
o zadanym na wstepie promieniu i odlegosci jej Srodka od ptaszczyzny
rzutu. Zdeformowanie to bedzie odwrotnie proporcjonalne do odlegtodci
srodka kuli od plaszczyzny rzutu i bedzie wieksze dla sfer, ktérych Sro-
dki lezg blizej tej ptaszczyzny.

Warto zwrdécié uwage na charakterystyczny rysunek zdeformowanej w
ten sposéb siatki czworokatnej i poréwnaé z rysunkiem réwniez czworokgt-
nej siatki zdeformowanej rzutem Srodkowym na ptaszczyzng. Réznice w ry-
sunku tych dwéch siatek sg-na przyktadzie rzutu w formie czworokgta bar-
dziej widoczne, niz dla podobnych siatek powstalych w obszarach podsta-
wy trojkatnej badz szeSciokatnej.

Dla EaZdej formy rzutu proces okreéSlania potozenia wezidw zdeformo-
wanej siatki przeprowadzono kolejno dla tych samych danych poczgtkowych.
Oznacza to, %e np. dla podstawy w formie tréjkata réwnobocznego w obu
prezentowanych odmianach metody deformacji siatki wtérnej przyjeto ta-
kie same diugosci promienia kuli, jak i oddalenia jej Srodka od plasz-
czyzny rzutu.

9. O0GOLNA CHARAKTERYSTYKA METODY DEFORMACJI SIATKI WTORNEJ

Przedstawiona metoda deformacji siatki wtdérnej siuzy do otrzymywa-
nia regularnych siatek sferycznych. Stosowanie jej znacznie upraszcza i
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przyspliesza proces obliczed. Mozna Jg z powodzeniem stosowaé do okredla
nia siaték sferycznych na bazie réznorodnych wieloscianéw, wykorzystu-
Jac do tego celu rzut &srodkowy &ciany wieloScianu na wspbisrodkowg kule,
a takZe za pomocg rzutu prostopadiego na plaszczyzne ksztaltowaé siatki
sferyczne rozpigte nad réznymi typami rzutdw.

Jednym z kryterium regularno$ci danej siatki sferycznej jest licz-~
ba okreslajgca liczbg odcinkéw o réznych diugodciach w calym jej obsza-
rze (ek).‘Metoda deformacji siatki wtérnej pozwala na uzyskanie w obsza-
rze réwnobocznego tréjkata sferycznego liczby rdéiznych odcinkéw, odpowia-
dajgcej liczbie podzialu Jjego bokéw na n réwnych odcinkéw (rys. 41).

Rys. 41. Utozenie odcinkéw o réznych diugoéciach w obszarze réwnoboczne-

go trojkata sferycznego uzyskiwane w metodzie deformacji siatki wtérneg.

Odcinki o takich samych numerach porzgdkowych posiadajg te¢ samg diugos

Fig, 41, Position of the segments of various length within the area of

the spherical equilateral triangle obtained by the methdd of secondary

network deformation. The segments with the same ordinal numbers have
the same length

Najwaznie jszym kryterium przydatnosci tego typu siatek w konstrukcjach
pretowych jest stosunek dtugosci odcinkéw najdiuzszych do diugosci od-
cinkéw najkrétszych, uzyskiwanych w wyniku stosowania danej metody.
Przy stosowaniu omawianej metody na podstawie dwudziestosécianu fo-
remnego stosunek ten, okreslony przez wspdiczynnik n , osigga najmniey-
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szg, graniczng wartosé dla tego typu wieloScianu (1,1756). Zréznicowa-
nie dtugosci wszystkich odcinkéw jest wigc minimalne, jednak diugosé od-
cinkéw lezgcych w poszczegblnych pasach rézni sig¢ na tyle, aby wyelimi-
nowaé ewentualne pomyiki dotyczgce montazu pretéw w rzeczywistej kon-
strukcji. Z tych tez wzgledéw siatki sferyczne otrzymywane w metodzie
deformacji siatki wtérnej mozna okreslié jako optymalne.

Idea otrzymywania regularnych siatek sferycznych moze byé takie wy-
korzystana do potrzeb innych form powtok obrotowych, np. dla paraboloi-
dy obrotowej. W tym przypadku nalezy w okregu podstawy okreslié taki
wielokgt, aby jego wierzcholki lgcznie z punktem zwornikowym kopuity two-
rzyty jednakowe tréjkaty réwnoramienne. Siatka tré6jkgtna w obszarze kaz
dego z tréjkgtéw jest deformowana rzutem Srodkowym do ogniska wladciwe]
dla formy przekrycia paraboli. -Ponowne rzutowanie rzutem Srodkowym z og:
niska paraboloidy tej zdeformowanej siatki daje na powierzchni powloki
bardzo regularng tréjkatng siatke przestrzenna, Najbardziej regularne
siatki uzyskuje si¢ na przekryciach o niewielkich wyniostodciach.

10, EWOLUCJA FORMY ELEMENTU MODULARNEGO

Ponizsze rozwazania sg prébg dalszego rozwinigcia geometrycznej te-
orii konstruowania powlok metodq k6% wpisanych w siatke tréjkatng. Isto-
tg tej metody jest zastosowanie w mozliwie szerokim zakresie moduiéw ge-
ometryczno-konstrukecyjnych., Metoda ta ma stuzyé nie tylko do konstruowa-
nia kopuz, lecz réwniez wielu innych rodzajdédw przekryé. Przedstawienie
przydatnosSci tej metody przy konstruowaniu kopul ma zasadnicze znacze-
nie, gdyz powilerzchnia kulista z powodu swych geometrycznych wtasciwo-
8ci jest bardzo trudna w prébach budowania jej za pomocg elementé4w modu-
larnych. Jezeli zatem udaje sig¢ rozwigzaé to zadanie na przykladzie
pfzekrycia kopulowego, mozna stwierdzié, ze wszelkie inne powierzchnie,
oczywiscie pod pewnymi istotnymi zestrzeZeniami wlasciwymi kazde]

z nich, mozna budowaé wykorzystujac t¢ metode.Wnioski wypiywajgce z pod-
stawowych zalozeh metody két wpisanych w siatke trbéjkatna doprowadzily
do powstania metody deformacji siatki wtérnej, dzieki ktérej otrzymuje
si¢ bardzo regularne siatki sferyczne. Potwierdza to w jakim$ stopniu
stusznosé zasad przyjetych w metodzie k6t wpisanych i pozwala sgdzié,
%ze przeprowadzone na jeJj podstawie rozwazania, zdgzajace do okreSlenia
optymalnego elementu modularnego, mogg doprowadzié do zadowalajgcych
rozwigzan tego problemu.

Gdy przyjmiemy dostownie stozek za modui przestrzenno-konstrukcyj-
ny i utozymy go odpowiednio na powierzchni kulistej oraz ztgczymy go od~
powiednimi klinami, wéwczas mozemy zbudowaé kopute. W takim przypadku
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nie uzyska si¢ jednak wszystkich dodatnich cech, jakimi powinna sie cha-
rakteryzowaé technologia i konstrukcja wykorzystujaca elementy modular-
ne. Zakres promieni kél wpisanych oraz podobny zakres zmian polozenia
najblizszych tworzgcych na sasiadujgcych ze sobg stozkach okresla sto-
pien regularnoéci tréjkgtnej siatki sferycznej. Wyznaczony charakterem
slatkl sferyczne] zakres podanych zmian okresla tym samymlwielkoéé akty-
wnych czeSci powierzchni bocznej stoika. W wyniku oddzialywania sgsiadu-
Jacych ze sobg stoikéw, aktywnie pracujaca czesé stanowilaby znikomy
procent ich wewnetrznej masy (rys. 42).

8. 42, Zakres aktywnych czesci elementu steikowego
g. 42. Range of active parts of the conical eleument

Przy zalozeniu, Ze stoiki te bylyby pelnymi brytami, duza czegsé
ich materiaiu nie brataby udziatu w pracy konstrukcji, lecz stanowitaby
tylko dodatkowe obcigZenie calosci. Préba podniesienia efektywnosci ele-
mentu musi polegaé na wyodrebnieniu i stosowaniu tylko aktywnych czesci
stozka. Po odrzuceniu zbgdnej masy otrzymamy forme, takg jak na
TysS. 43a.

Tak wyksztalcony element ma swobode¢ ruchu, polegajgca na obrocie
wok6t osi symetrii stozka. Pozwala to na dostosowanie si¢ go do zmien-
nych wymagah polozenia na powierzchni kuli, wynikajgcego ze zréznicowa-
nia wielkoS$ci trojkatnej pdl w siatce sferycznej. Elementy sg ogranicza-
ne przez zakres zmian polozenia najblizszych tworzgcych na pobocznicy
stozkéw; wzajemne ich oddzialywanie bedzie sig¢ odbywaé przede wszyst-



Rys. 43. Idea wykorzystania aktywnych czes8ci elementu stozkowego
Fig. 43. Idea of application of the active parts of the conical element

kim w ptaszczyznach zawartych miedzy osiami stozkéw i tworzyé geometry-
czng siatke o oczkach szesciokgtnych (rys. 43b).

Wystarczy wiec stosowaé plaskie elementy o zmiennych dtugo$ciach,
uktadane prostopadle do powierzchni Srodkowej powioki, aby zgodnie z wa
runkami oszczednoséci materiatu zapewnié prawidlowe warunki pracy kon-
strukcji. ijawia sie tu sprzecznosé, gdyz stosowanie elementu konstruk-
cyjnego o zmiennej dlugos$ci jest podstawowg trudnoscig, ktérg staramy
sie¢ omingé poprzez wprowadzenie formy stozka jako podstawowego' moduiu
geometryczno-konstrukecyjnego. Taki system konstrukcyjny byiby Jjednak do
przyjecia pod warunkiem nadania catemu ustrojowi wigkszej sztywnosci
przez wprowadzenie systemu krzyzujacych sie ciegien (rys. 43c).

Zmisna diugosci poszczegdlnych zestawdédw elementéw wynikajaca z wia-
8ciwosci geometrycznych dwukrzywiznowej powierzchni, na ktérej sg one
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uktadane, przeprowadzona bylaby podobnie Jak dla elementé4w stozkowych
poprzez wzajemne ich przemieszczanie i Igczenie za pomocq klina o gzmien-
nych wartoSciach wychylehi. Powodowaé to bedzie konieczng zmiane dtugo-
Sci krzyzujgcych sig¢ ciegien sprezajacych te kohstrukcje. Ponadto, sche-
mat statyczny jej przekroju poprzecznego jest tak samo niekorzystny,
jak dla elementéw stoikowych usytuowanych wg zasad metody k6%t wpisanych.
Dlatego dalsze kontynuowanie w tym kierunku naszych dociekad najprawdo-
podobniej nie datoby okresSlonych na wstepie efektédw.

Rys. 44, Okreslenie innych aktywnych czgSci elementu stoikowego
Fig. 44, Determination of other active parts of the conical element
Mankamenty poprzedniego schematu zmuszajg do ponownego skierowania
uwagi na element modularny w postaci stoika, a Scislej jego podstawy.
Zakres polozenia aktywnych tworzacych na pobocznicy stoika wyznacza w
obrgbie podstawy wielkoSci réznych tréjkatéw, ktére w duzym stopniu od-
powiadajg ksztaltom trdjkatéw siatki sferycznej (rys. 44d). Poprzez
przyjecie maksymalnej i koniecznej wartosSci tych zmian, wyraZonej miarg
kata RO.S, wyznaczymy winimalng 1 maksymalng diugosé cieciwy okregu
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o Srodku w punkcie Os (rys. 44b). Najwazniejsza jest jednak minimalna
dtugosé cigciwy, okreslajaca zbedne czeSci stozka przylegie do jego po-
wierzchni bocznej (rys. 44c).

Po odrzuceniu proponowanych czgSci element stozkowy znacznie stra-
ci na swej objetosci. Powierzchnie wyznaczone punktami R 1 S oraz
wierzchotkiem Ws pozostang nadal odcinkami powierzchni bocznej stozka,
pozostate bedy tréjkatnymi scianami plaskimi. Tak okreslone elementy sg
siadowaé¢ beda ze sobg wzdluz pozostatosSci swych powierzchni stozkowych
i podobnie jak stozki tgczone bedg za pomoca elementu klinowego (rys.
444), System ten ma wig¢c wady charakterystyczne dla utozenia samych
stozkéw na powierzchni kuli, nie zamyka jednak drogi do dalszych poszu-
kiwan,

Rys. 45. Usytuowanie modularnych elementow trapezowych
Fig. 45. Position of modular trapezial elements
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Dysponujgc regularng siatkg sferyczng mozna zmniejszyé do minimum
wartos¢ kata RO.S, =zuniejszajgc w takim samym stopniu wielko&é po-
wierzchni stozkowej na sgsiadujgcych elementach, co ujednolici ich asor-
tyment, nie spowoduje jednak zZadnych istotnych zmian w takim systemie,
a tym bardziej nie zlikwiduje jego wad. Nalezy wigc pogodzié sig z réz-
nymi wielkoéciami tréjkgtnych Scian bocznych. Spojrzyjuy raz jeszcze na
wynagane przez teorie kol wpisanych wzajemne usytuowanie stozkéw
(rys. 45).

Jdezell tego typu elementy uktadaé bedziemy na piaszczyznie, to naj
blizsze tworzgce stozkéw bedq rdéwnolegie do siebie, a w przypadku cias-

Rys. 46, Szesciokgtny zestaw elementé6w trapezowych (a), fragment po-
wierzchni walcowej wykonanej z elementéw trapezowych (b)
Fig. 46, Hexagonal set of trapezial elements (a), fragment of a
cylindrical surface made of trapezial elements (b)
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nego ulozenia stozkéw beda stykaly sie ze sobg. Podstawgq elementédw od-
cietych wyzeJ opisanym sposobem bedzie tréjkat réwnoboczny; odpowiednie
powierzchnie bedq trédjkatami réwnobocznymi, a po ich obeigciu (jak na
rys. 45a) bedq tej samej wielkosci prostymi trapezami. Wymienions wia-
Sciwos8¢é pozwala na lgczenie tych &cian w segmenty. Gdy traktujemy mate-
rial konstrukcyjny jako pasmo o pewnej wysokoSci, przez zagigcie go
wzdiuz okreslonych linii odpowiadajgcych krawedziom trapezdéw mozliwe
staje sie laczenie tych Scian w szeScioboczne elementy. Na tej zasadzie
mozna ksztaltowaé segmenty w formie czworobokéw, ktére nastepnie przez
kolejne ich dodawanie i 2aczenie wzdius zalamanych krawedzi pasma utwo-
rzg clekawg strukture przestrzenng, zdolng do przeniesienia pewnych ob-
cigzeh (rys. 45b). Przyjecie zréinicowanych diugosci &cian trapezowych,

Rys. 47. OkreSlanie wymiaréw geometrycznych modutdédw trapezowych
dla przekrycia o dwukrzywiznowej formie
Fig. 47. Determination of the geometric dimensions of trapezial modules
for the construction needs of a bicurvature form of covering.
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koniecznych w przypadku jedno- i dwukrzywiznowych form przekryé nie wy-
klucza mozliwoéci zastosowania do ich potrzeb tej formuty konstrukcyj-
nej. W jednokrzywiznowych powtokach walcowych, dla przedstawionego na
rys. 46 sposobu utozenia segmentéw, wystepuja trzy rodzaje wielkosci
trapezowych &cian. Przy stosunkowo duzych promieniach krzywizny przekry-
cia zréznicowanie wysokoScl tyech trapezéw jest tak niewlelkie, ze mogg
byé one "giete" z pasma o tej samej wysokoSci.-

Dla innych form przekryé konieczne staje si¢ indywidualne okreéle-
nie parametrédw trapezowych &cian, a zréinicowanie ich wielkosci zalesy
od regularnosci siatki przestrzennej i wielkosci krzywizn (rys. 47a i b
Trapezowe elementy Scian mogg by¢é wykonywane z odpowiednio przygotowa-
nych blach stalowych lub ksztailtowniké4w (rys. 47c i d), a nastepnie po-
tgczone przegubowo za pomocg tgczy zawiasowych lub sztywno przez zespa-
wanie kolejnych krawedzi bocznych. Prezentowany system mégiby byé szczes
géblnie uzyteczny w konstrukcjach niewielkich przekryé kopulowych, wyko-
nywanych z kolejnych elementé6w drewnianych, zapewniajac im jednoczeénie
bardzo ciekawg forme plastyczng. Z przyczyn podanych wyzej nie mozna
traktowaé tego systemu jako uniwersalnego, tzn. speiniajgcego podane na
wstepie zalozenia, dlatego ponownie zajmiemy sie¢ forma wyjéciowa elemen.
tu modularnego jakim jest stozek,

Jedynym wymogiem stawianym wobec elementu stozkowego w metodzie
ké2 wpisanych jest to, aby byt on stozkiem prostym o podstawie kolowej.
Wysokosé tego elementu, oprécz wielkoSci ekstremalnych, nie odgrywa wigc
tadnej roli. Zalbézmy, dla uproszczenia rozwazai, ze jego przekrdj po-
dtuzny przecinajgcy wierzcholek oraz podstawe w jej Srodku jest réwnors
miennym tréjkatem prostokatnym (rys. 48a). We wszystkich poprzednich
rozwazaniach, jak i w teorii ké% wpisanych, o stozka przecinala jego
podstawg zawsze pod kgtem prostym. Obracamy teraz tréjkatny przekrdj
stozka tak, aby jego przeciwprostokgtna byia styczna do poprzedniej je-
go osi (rys. 48b). Dodatkowo dzielimy ten tré6jkat linig a, réwnolegiag
do podstawy. Podzielony w ten sposdéb tréjkat bedzie podstawa mechanizmu
otrzymywania szerokiego zakresu réznych diugosci przy uzyciu wagskiego
asortymentu czesSci sktadowych (rys. 49).

W polozeniu 1 (rys. 49) mniejsze tréjkaty moga pozostaé na swoim
miejscu, gdyz nie przeszkadzajq innym elementom pracujacym w tym schema-
cie. Polozenie to odpowiada najkrétszemu elementowi przekrycid. W poXo-
%2eniach 2 oraz 3 mniejsze elementy tréjkatne nalezy usungé, poniewas
ich pozostanie w swoim miejscu uniemozliwia wzajemne przesuniecia pozo-
stalych elementéw. Przyjecie tego modelu umozliwia uzyskanie szerokiego,
praktycznie uzasadnionego zakresu zmian diugoéci ok. 50-60% i zalezeé be.
dzie od wysokoSci na jakiej podzielimy linig a dany tréjkat. Scisle
utozone trapezy, pochodzgce z tego samego trdéjkgta, pod dzialaniem gil
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Rys. 48. Wyznaczenie nowego elementu modularnego
Fig. 48, Determination of a new modular element
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Sciskajacych przenoszg obcigZenia na elementy trojkatne, ktérych podsta-
wy lezg na prostych wychodzgcych ze srodka sfery, przy dzialaniu zas
sit rozciggajgcych nadajgq geometryczng sztywnosé uktadowi. Elementy tra-
pezowe i tréjkatne sg polaczone krzyzujacymi sie ciegnami umiejscowiony-
mi w 8rodkowej strefie ich przekrojow pbprzecznych. Ciegna te regulujg
rozstaw elementéw podstawowych zaleznie od dtugoSci odcinka AB (rys.
49) . Pod dzialaniem six Sciskajgcych cilegno K1K2 bedzie poddane dziata-
niu sit rozciggajacych. Dodatkowg zalety przyjetego modutu jest latwiej-
sze wprowadzanie dodatkowego elementu klinowego niezbednego przy ksztal-
towaniu krzywlzn powzoki,

Wykonane z takich elementéw przekrycie byloby stosunkowo cigzkie.
Zalety wynikle =z ograniczenia liczby czesSci skladowych niweluje niewiel
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Rys. 49. Schematy uzyskiwania réznych dtugosci zestawu tréjkatnych ele-
mentéw podstawowych
Fig. 49.0btaining of various lenths of a set of triangular
basic elements
ki stopien wykorzystania noénosci materiatéw konstrukcyjnych zuzytych
na ewentualng ich budowg. Zawarta jednak w jego schemacie idea otrzymy-
wania réznych dtugosci poszczegdélnych elementdéw umozliwia wykonanie réz-
norodnych form przekryé powtokowych i dlatego bedzie przedmiotem dal-

szych rozwazan, Pod wptywem obcigzen element modularny bedzie doznawak
odksztaXcen, kidre mogg wywotad dziatanie sit Sciskajgcych w elemen=-
tach okreslonych mianem ciggien., Dlatego terminem "ciggno" okreslono
pret sztywny majgcy mozliwosé prynnej zmiasny swej diugosci, np. przez
odpowiednig konstrukcje jego korcdweks
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11. UWARUNKOWANIA GEOMETRYCZNE FRETOWO-CIEGNOWEGO
SYSTEMU MODULARNEGO

Spéjrzmy raz jeszcze na podstawowy modui konstrukcyjny omawianego
ostatnio systemu (rys. 49). Sily od obcigzehd zewnetrznych przebiegaé be-
dag w nim wzdtuz ptaszczyzn wyznaczonych punktami zamocowania ciggien.

Rys. 50. Zmodyfikowany element konstrukcyjny
Fig. 50. A modified construction element



Rys. 51. Podstawowe uklady bryzowe
Fig. 51. Basic solid syste

brzestrzennego ustroju pretowo-ciggnowego
ms of a spatial rod-tie structure

49
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Wady tego modutu mogg ulec znacznej redukcji, jezell jego elementy skta=-
dowe beda potgczone zestawami pretéw, usytuowanych po obu stronach tego
moduztu (rys, 50a). Czworokatne zestawy pretéw o stakych dtugosciach sg
pozgoczone punktowo w swych wezlach z elementami skiadowymi moduiu tak,
aby uzyskaé duzy zakres koniecznych zmian d¥ugosci moduiu konstrukeyj-
nego ukladanego na powierzchni sferycznej ( rys. 50b). Taka konfiguracja
pretéw moze stanowié podstawe do uformowania osobnego uktadu konstruk-
oyjnego, sktadajgcego sie z czworokgtnych, przegubowo poxgczonych ze

. sobg zestawéw pretéw, ktére meja stata diugosé d (rys. 51). Zestawy
pretéw o staktych dtugosciach sg pokgczone ze sobg za posrednictwem
pretéw-ciegien o piynnie regulowanych dtugosciach, Czworokgtne zestawy
pretéw bedg usytuowane w piaszczyznach prostopadiych do powierzchni
drodkowej przekrycia. Regulacje wymiaréw geometrycznych takiege zestawu
pretéw bedzie dokonywana za posSrednictwem pionowego preta-ciegma rys.
(ryse 51 a),ktérego diugosé w plaskiej warstwie przekrycia osiggnie
wartosé Y2 d i bedzie wysokoscig tej struktury, jesli czworokgtne zes-
tawy pretéw beda miaty forme kwadratéw., Warstwy dolng i gérnag tej struk
tury tworzyé beda prety-ciegna o regulowanych diugosciach,umozliwiajg-
cych dostosowywanie wymlardéw mudutéw konstrukcji do wymagah geometrycz-
nych danej formy przekrycia., Odpowiednie, wstepne sprezenie,wprowadzone
np. przez skrécenie diugosci pionowych pretéw-ciggien, sprawi, iz czwo-
rokatne zestawy pregtéw o statych ditugosciach beda poddane dziaZaniu si
Sciskajgoych, a w dolnej i gdérnej warstwie pre¢téw-ciggien bedg dziakad
sity rozoiggajjce.

W wewngtrznej budowie proponowanej struktury przestrzennej wyrdéz-
niaja sie dwa typy wezidéw., Pierwszy z nich bedzie stuzyé do Zzgczenia
ze sobg czworokatnych zestawéw pratéw wezex typu G i usytuowany zos-
tanie w Srodkowej strefie tej struktury, Drugi rodzaj weszia (wezel ty-
pu K)musi umozliwiaé tgczenie pod rdéznymi katami ciegien obu warstw
proponowanej struktury, do gérnych i dolnych przegubowych wezidw czwo-
rokgtnych zestawéw pretéw. W weile typu K jest polqczone takze pionowe
ciggno czworokgtnego zesiawu pretéw.

Na. tym przykladzie mozemy uporzgdkowaé i opisaé warianty ustawien
powtarzalnych elementé4w modularnych. W analizie geometrycznej prety i
ciegna traktowaé bedziemy tak samo, tzn. jako krawedzie bryt powstalych
przez odpowiadnie rozmieszczenie pretéw i ciegien w przestrzenl, wiasci-
we dla kazdego ukladu.

Jesli w wezle typu G schodzié¢ sie bedzie szedé zestawdw pretowych,
to prety wraz z weztaml wyznaczg W przestrzeni dwa rodzaje dopeiniaja-
cych si¢ wzajemnie bryl o ukladzie pokazanym na rys. 51b. Podstawowa
bryia dla,teéo uktadu jest 11-8cian, ktdérego diugosci krawedzi podano
réwniez na tym rysunku, Dopetnienie tej bryly w plaskiej warstwie prze-
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krycia stanowig dwa przeciwnie skierowane ostrostupy proste o szescio-
katnych podstawach. Tak wigc uklad ten sktada sie z 11-8cianu (JDN)
oraz dwbéch ostrostupéw (2 ¥ OPS) i bedziemy oznaczaé go skrotem
JDN + 2 x OPS.

Gdy w wezle G schodzg si¢ cztery zestawy pretéw, woéwczas prety

te polgczone ciggnami wyznacza bryle podstawowg w formie 14-8cianu (CO)
oraz dopeiniajgce jg dwie poléwki 8-fcianu (2 x % 0), zatem bedziemy go
oznaczaé jako CO + 2 x % O. Bryly te charakteryzujg sie tg samg diugo.
Bcig krawedzi bocznych i réwng d, czyli ditugoéci preta podstawowego
(rys. 51¢).

Schodzgce sie w wezle typu G trzy zestawy pretéw okreslajg wyso-
ko$é ptaskiej warstwy przekrycia réwn§ Y2 4. Ukiad bryt sktadajgcy sie
z 22-cianu (DWS) oraz dopeiniajgcych strukture dwéch przeciwnie skiero
wanyéh 4-8ciandéw (T) bedziemy okreslaé skrétem DWS + 2 T, Podstawowe -
zwigzki miarowe tych bryt przedstawiono na rys. 51d.

12. ZASADY FRACY STATYCZNEJ PRZESTRZENNYCH STRUKTUR
PRETOWO-CIEGNOWYCH

Zadaniem prezentowanych struktur pretowo-ciggnowych jest konstruo-
wanie réznorodnych form przekryé powtokowych. W tym przypadku sily wywo-
tane lokalnym zginaniem majg zwykle charakter drugorzgdny, natomiast

Rys. 52. Zasada pracy statycznej przgstrzennej struktury
pretowo-ciggnowej . »
Fig. 52. Principle of static work of the spatial recd-tie structure
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dominujgcg role odgrywajg sily Sciskania, rozciagania i Scinania dziala
jace wzdtuz powierzchni érodkowych przekryé o tego typu formach. Podste
wowa analize statyczna struktur o podanych wyzej uktadach brytowych
przedstawimy na przykladzie dwoch czterokatnych zestawdédw pretéw polgczo
nych w wezle G, (rys. 51a). Sily osiowo Sciskajgce przejmowane bedg
przez czworokgtne zestawy pretéw, ktére beda poddane dziataniu sil Sci-
skajacych. Sily rozciggajace beda przejmowane przez ciegna. Warunkiem
koniecznym zaloZzonego na wstgpie podzialu pracy statyczne]j elementédw
struktury jest wstgpne sprezenie odpowiednimi wielkosciami sik cazeJ
struktury,. .

Te zasade konstrukcyjng przeniesiemy na przestrzenne struktury pre-
towe o ustalonych wczeSniej ukladach brytowych., Poniewaz w ukiadzie
CO +2x % O segmenty pretowe sg do siebie w kazdej plaszczyinie pro-
stopadte, zasady pracy statycznej dla tego uktadu bedg najbardzie]
przejrzyste. Na rysunku 52 przedstawiono przestrzenné rozwiniecie oma-
wianej zasady konstrukcyjnej. Polozone w strefie Srodkowej prety lgczg
sie¢ za pomocg ciggien zgodnie z uktadem brylowym CO + 2'x % O. W celu

Rys. 53. Schemat ste¢zen brzegowych pretowo-ciggnowej struktury
przestrzennej .
Fig. 53. Diagram of the edge concentration of the spatial rod-tie
structure
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réwnomiernego roztozenia obcigzeh na wszystkie elementy konstrukecji, ne-
lezy na brzegach przekrycia, w punktach jego podparcia, zastosowaé do-
datkowe prety lezgce poza obrgbem kwadratowego rzutu ABCD. Na rysunku
53 przedstawiono rozmieszczenie wszystkich dodatkowych preté4w na obwo-
dzie przekrycia oraz sposéb ich poaczenia za pomocg ciggien z pozosta-
tymi pretami struktury. W naroznych punktach podparcia nalezy dodaé
dwie pary pretéw, aby byio ono rzeczywiscie przekryciem strukturalnym.
Rozpatrywana struktura pretowo-ciegnowa, pod dziataniem obcigzeh
réwnomiernie roziozonych na jej wezty gobérne, w swych przekrojach giéw-
nych charaktefyzuje si¢ prawidiowag, wg podanych wstepnie zatozen, praca
elementé4w sklradowych, polegajaca na osiowym przekazywaniu sil oraz pra-
widtowym pod wzgledem geometrycznym utozeniu poszczegbdlnych segmentow,
Pod dziataniem obcigzeh nierdéwnomiernie roztozonych na powierzchni i po-
chodzgcych np. od parcia wiatru, struktura ta ma tendencje do skrecania
wzdtus swej powierzchni Srodkowej. Konieczne staje sie wprowadzenie ste-
Zen brzegowych na calym obwodzie przekrycia, ktére na rys. 53 zaznaczo-
no w obrgbie krawedzi AD. Bardziej czytelnie przedstawiono je na
rys. 54. Na rysunku, gdzie samg strukture przedstawiono w uktadzie bry-

Rys. 54. Ste¢zenia brzegowe struktury pretowo~-ciggnowej o uktadzie

co+2x40
g, 54. Edge concentration of a spatia]l rod-tie structure of the
system CO + 2 x4 O

towym, szczegbdlnie dobrze widoczny jest na jej obwodzie system dcdatko-
wych par pretéw oraz ich usytuowania w narozach przekrycia. Polgczenie
koncéw pretdéw krzyzuzscymi sie ciggnami w kravedziach bocznych jest ko-
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niecznym warunkiem prawidlowej pracy struktur pretowo-ciggnowych we
wszystkich proponowanych uktadach przestrzennych. Na rysunku 55 przed-
stawiono rzut oraz przekrdj pretowo-ciegnowej struktury o ukiadzie

€O +2x % 0, na rysunku 56a strukture o uktadzie JDN + 2 x OPS, a na
rysunku 56b przedstawiono strukture o uktadzie pretéw i ciegien okreslo
ng skrétem DWS + 2 T.
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Rys. 55. Przestrzenna struktura pretowo-ciggnowa o uktadzie
Co+2x L0 :
Fig. 55. Spatial rod-tie structure of the system CO + 2 X & O

Na rysunku 57 przedstawiono model elementéw struktury o ukiadzie
brytowym DWS + 2 x T, Metalowe prgty Sciskane majg przekrdj rurowy z
odpowiednio wyksztatconymi kohcowkami, umozliwiajacymi osiowe polacze=-
nia pretédw w wezlach. Ciegna s3 wykonane w postaci sztywnych pretéw o



Rys. 56. Struktury pretowo-ciggnowe o ukadach b
Fig. 56. Rod-tie structures of the solid syst

Tytowych: a) JDN + 2 x OPSg b) DWS + 2 T
ems: a) JON + 2 x OPS, b) DWS + 2 T

¢l
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znacznie mniejszej powierzchni pelnego przekroju poprzecznego niz prety
Sciskane. Ciegna w potowie swych diugosci posiadaja nakretki "rzymskie".
Nakretki te umozliwiajg dostosowywanie wymiarédw pojedynczych przestrzen-
nych modutéw konstrukcyjnych (rys. 57a) do wymagah geometrycznych danej
fbrmy przekrycia oraz wprowadzanie odpowiednich wartosci sil sprezajg-
cjch. Znaczna liczba elementdé4w Zgczacych si¢ w weztach sprawia, %e opra
cowanie prostej ich konstrukcji jest zadaniem bardzo ztozonym [13],
(141, [15], [16].

Rys. 57. Elementy skladowe oraz model podstawowego modulu konstrukcyjne-
go struktury o ukladzie DWS + 2 x T
Fig. 57. Component elements and model of the basic module structure of
the system DWS + 2 x T
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13. GLOWNE KRYTERIA EKONOMICZNE STRUKTUR PRETOWO-CIEGNOWYCH

W uksztaltowanym ostatecznie segmencie pretowo-ciegnowym podstawg
do obliczeh zmiennych dlugos$cl wszystkich ciggien jest stata diugosé
ukosnie biegnacych pretéw Sciskanych. Ciegna o regulowanej dtugoéci
wraz z przegubowym polgczeniem wszystkich elementéw umozliwiaja uktada-—
nie tych segmentéw na powierzchniach o dowolnych ksztaltach. Regular-
nosé opisujacej krzywizny powtoki siatki przestrzennej pozwoli na
zoniejszenie zakresu zmian diugosci cigegien. Odpowiednie sprezenie ca-
tej struktury pretowo-ciggnowej sprawi, iz jej prety beda poddane dzia-
taniu sit sciskajgcych.

Elementy pretowe sa najkrétszymi elementami calej struktury. Ta
wtasciwo$é proponowanych struktur ma szczegbdlnie duze znaczenie ze
wzgledu na to, %e statecznodé catej konstrukcji przy zadanych wiasciwo-
Sciach materialu konstrukcyjnego i ksztalcie przekroju okreSlona jest
dtugoscig wyboczeniowa jednego lub kilku pretéw znajdujgcych sie w naj-
bardziej wytezonej strefie przekrycia. Z tych tez powodéw, optymalng wy
sokos¢ dwuwarstwowych struktur pretowych okresla stosunek [13]:

h sokosé ustroju pretowego) _ 1
ugos8¢ preta pasa "-{5’
W naszym przypadku jest doktadnie odwrotnie:
h_V2
a=7-

Oznacza to, ze dla krytycznych diugosci pretéw Sciskanych wysokosé stru-
ktur pretowo-ciggnowych mogtaby by¢é dwukrotnie mniejsza lub inaczej,
dla takich samych warunkéw podparcia i wysoko$ci struktur rozpietosé
struktury pretowo-ciegnowej bytaby dwukrotnie wigksza od rozpietosci
przestrzennego ustroju pretowego. Tak znaczny wzrost maksymalnych roz-
pietosci przekrycia nie bedzie jednak mozliwy ze wzgledu na zwigkszenie
warto$cl sit &ciskajacych w pretach spowodowane wstepnym spreZeniem
struktur pretowo-ciggnowych. Te przypuszczenia nalezatoby zweryfikowaé
na drodze doswiadczalnej, poniewaz maja one charakter szacunkowy i nie
uwzgledniaja odmiennych warunkéw pracy elementéw w obu pordwnywanych ze
sobg strukturach. Wydaje si¢ jednak, Ze przy odpowiednio skonstruowa—-
nych, zgodnie z wymogami struktury pretowo-ciggnowej wezlach, jej roz-
pietosé moze byé wieksza od rozpietosci struktury pretowej o tej samej
wysokoSci konstrukcyjnej oraz moze byé ona réwnoczeénie znacznie lzej-—
sza od podobnej przestrzennej struktury pretowej. Uzasadniajg t¢ teze
wiasciwoéci materiaté4w konstrukcyjnych, ktére okreslajg wielkosé prze-
krojéw elementéw konstrukcyjnych, te zadé sg znacznie wigksze dla elemen-
téw pracujgcych na Sciskanie od elementdédw przejmujacych silty rozciggajag-
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ce, dlatego ciggna majq mniejszg mas¢ od pretéw. W celu sprawdzenia tej
tezy, przeprowadzimy analize ' poréwnawczg liczby pretéw przypadajqcych
na jednostke przekrywanej powierzchni dla struktur pretowych 1 propono-
wanych ukladéw struktur pretowo-ciegnowych. Taka analiza pozwoli réwno-
czesnie na wyrbznienie najbardziej ekonomicznego ukiadu struktur preto-
wo-ciegnowych.

Poniewaz w strukturach pretowo-ciegnowych wystepuje tylko jedna
dtugosé preta, zatem bedziemy je pordéwnywaé z przestrzennymi struktura-
ni pretowymi, ktére sa tworzone z pretéw o jednakowych diugosSciach. Ta-
kie sg struktury pretowe o uktadach brytowych (%'0 + T) oraz (0 + T).
Pole powierzchni (p) oraz liczbe pretéw (m) uzytych na jej przekrycie
w danych strukturach bedziemy obliczaé w zaleznoici od liczby pretéw
(n) lezgcych na bokach wielokgta, stanowigcego najwtasciwszg dla danego
uktadu brytowego form¢ przekrycia. Powierzchnia przekrycia jest liczona
:Jako wielkoé pola ograniczonego brzegowymi punktami podparcia wiadciwy-
mi dla kazdego ukladu. Przez (s) oznaczamy stosunek liczby pretéw do .
wielkosci tak okresSlonej powierzchni przekrycia. Tak okreslone wielko-
sci dla struktury pretowej o uktadzie ( 50+ 7T )przedstawiono w tabe-
1i 5, dla przestrzennej zas struktury pretowej o uktadzie (O + T) w ta-
beli 6. Charakterystyke zmian wartoSci (s), okreSlajacej liczbe pretéw
przypadajgcych na jednostke¢ przekrywanej powierzchni, przedstawiono na
rys. 58.

Krzywa nr 1 obrazuje te¢ liczbe dla ukladu(% 0 + T), a krzywa or 2
wartofci (s) w ukladzie brylowym (O + T). Na podstawie wartosci (s) dla
bardzo duzych n moZemy stwierdzié, %e w ruszcie przestrzennym o ukla-
dzie(% 0+'.l')na Jednostke przekrywanej powierzchnl przypada okoio 8 pre-
tow, w rusgeie o uktadzie (0+T) natomiast na t¢ samg jednostke powierz-
chni nalezy zuzyé okoto 10 pretéw,

Najbardziej ekonomiczny pod wzgledem liczby pretéw przypadajgcych
na jednostke powierzchni przekrycla Jjest tzw. uklad ortogonalny-diago-
nalny okres$lany Jjako (% COo + 2- O) lub ruszt 0D, Sklada si¢ on z polbéw-
ki 14-$cianu ( % CO) oraz poréwki a—écianu( -4 0) ;. Prety warstwy goérne]
oraz prety ukoSne majg jednakowg diugosé (d), prety zas$ wdrstwy dolnej
maja dlugoéé réwng V2 4. Pole powierzchni przekrycia dla tego ukiadu
jest réwne f—-d s @& liczba pretéw m = 10 n2,+ 6 n,

EKrzywa nr 5 na rys. 58 okre$la liczbg pretédw przypadajacg na jedno-
stke powierzchni przekrycia dla struktury pretowej o uktadzie
(2 CO + 2 ). Dla tego rusztu na jednostke powierzchni przekrycia przy-
pada tylko okoio 7 pretéw.

Aby wyznaczyé podobne wielkosci dla struktur pretowo-ciggnowych,
nalezy dla kazdego ukladu brylowego, zgodnie z brzegowymi warunkami pod-
parcia, okreslié najmniejszg liczbe segmentéw tworzgcych fragment stru-—
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Rys. 58. Liczby pretéw przypadajaée na
opis w takscie)
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Fig. 58. Number of rods in space rod structures for a surface unit
(account in text)
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Rys. 59. Podstawowe motywy konstrukcyjne przestrzennych struktur
pretowo-ciggnowych
Fig. 59. Basic construction motives of spatial rod-tie structures
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ktury i nazywaé¢ je bedziemy podstawowymi motywami konstrukcyjnymi. Na
rysunku 59 przedstawiono podstawowe motywy kolejno dla ukladdw:

WS +2x T (a),

JDN + 2 OPS (b),

CO+2x 0 (c).

Na podstawie rys. 59a okreslimy pomocng pdZniej liczbe ciegien
przypadajgcych na jeden pret. W podstawowym motywie konstrukcyjnym stru-
ktury DWS + 2 X OPS liczba pretéw réwna jest 6 x 3 x 2 = 36, pod-
czas gdy liczba ciegien gczgcych dolne i gérne wezly typu K wynosi
6x 3 x2 + 12 = 48, zatem na jeden pret przypada 1 % ciggna. W stre-
fie Srodkowej, bardziej rozbudowanych struktur, liczba ta spadnie do
1 % ciegna przypadajacego na 1 pret. Poniewaz zasady wspdipracy pretéw
i ciegien sg identyczne we wszystkich ukladach struktur pretowo-ciegno-
wych, tak wigc podane liczby beda si¢ odnosié réwniez do nich.

W celu czytelnoscl przekrojéw omawianych struktur,najmniejsze
fragmenty przedstawiono na rysunku w stalym.ukladzie ciegien, tzn. gdy
s3 one usytuowane w pasach gérnych i dolnych. Pobiezna analiza wizual-
na pczwala stwierdzié, Ze najbardziej ekonomicznym ukladem pretéw be-
dzie si¢ charakteryzowaé struktura o ukladzie (DWS + 2% T) (rys. 59a).
W szeSciu prostopadtosciennych segmentach znajduje sie 36 pretéw, pod-

k1

Rys. 60. Poréwnanie wielkosci powierzchni przekrywanych strukturami
pretowo-ciggnowymi
Fig. 60. Comparison of the size of surfaces covered with rod-tie
structures :

czas gdy w trzech segmentach struktury JDN + 2 x OPS, przekrywajgcych.
duzo mniejszq powierzchnie ograniczong wezlami typu G, znajduje si¢
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réwniez 3 *# (2 x 6) = 36 pretéw. Obrazowe pordwnanie wielkoSci przekry-
wanych powierzchni dla trzech ukiadéw struktur pokazano ne rys.. 60,
gdzie przez k, oznaczono liczbe segmentéw na bokach wielokgtéw, przy-
legajgcych do podstawowego motywu danej struktury i koniecznych do jeJ
dalszej rozbudowy.

Ze wzgledu na trudnosci w obliczaniu potrzebnych pbél powierszchni
réinych struktur, wynikajacych z odmiennego igczenia segmentéw w podsta-
wowe motywy konstrukcyjne, oraz ich dalszg roszbudowe, przyjeto nastegpu-
Jacy sposéb: dla struktury pretowo-ciggnowej o ukiadzie DWS + 2x T
wielkosé¢ powierzchni i liczbe pretéw obliczano w zaleznodci od (k) ozna.
czajgcego liczbe podstawowych motywéw konstrukcyjnych lezgcych na boku
tréjkaqta, stanowigcego wlaééiqg dla tego uktadu forme przekrycia. Do ob-
licgzefi potrzebnych wielkosci posoatalych'ukladbu struktur pretowo-cleg-
nowych przez k " oznaczono liczbe prostopadiosciennych segmentéw leig-
cych na bokach odbowiednich'vielokatév. Przyjecie takiego zaloienia nie
prowadzi do falszywych wynikéw, uwzglednia jedynie odmienny charakter
tgqczenia 1 budowy struktury DWS + 2 x T, Tak jak poprzednio, sza Jedno-
stke obliczed przyjeto diugosé podstawowego preta. Liczbe pretéw oraz
wielkodé powierzchni kazdej struktury obliczano ze wzoréw podanych ko-
lejno w tabelli 7, 8 1 9,

Dla kazdej struktury podano wartosci (s) oznaczajqce liczbe pretéw
przypadajqcq na jednostke przekrywanej powierzchni. Przebleg zmian war-
toéci (8) w zaleznoSci od (k), dla kazdej analizowanej struktury preto-
wo-ciegnowej przedstawiono na rys. 61a. Przebieg krzywej nr 3 charakte-
ryzujqcy strukture DWS + 2 x T potwierdza zaobserwowang na wstepie
prawidlowosé., Strukture te cechuje najmniejsza liczba pretéw przypadajg
cych na jednostke powierzchni przekrycia (2,31). Réwnie malg wartosScig
8 = 4,0 charakteryzuje si¢ przestrzenna struktura pretowo-ciggnowa o
hkladzie_ CoO +2%x -4 O, a najmniej korzystnie wypada struktura
JDN + 2 X OPS, gdzie na jednostkg powierszohni przekrycia prezypada okozo
6,93 preta. ‘

W analizie statycznej traktuje si¢ ciegna Jjako prety, w ktérych pa-
nujq naprezenia rozciggajgqce. Naleiy wigc otrzymane dla kazdej struktu-

. ry warto8ci (s8) pomnozyé przez 1 %, poniewaz w ich strefach Srodko-
wych na 1 pret przypada 1 E ciegna, oraz dodaé do wartosci (s) pier-
wotnie otrzymanych, aby w peilni poréwnaé przestrzenne struktury pretowo-
-ciegnowe ze strukturami pretowymi. Tym sposobem otrzymamy korcowe war-
tosci (s)s

- dla struktury DWS + 2 > Ts

8 = 2,31 + 2,88 = 5,19,
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Rys. 61. Liczba pretédw struktur pretowo-ciegnowych przypadajgcych na
jednostke powierzchni (a), pordéwnywanie wasy pretéw przypadajacych na
jednostkowg powierzchnie przekryé pretowych i pretowo-ciggnowych (b)
Fig. 61. Number of rods in rod-tie structures for a surface unit (a),
comparison of +the mass of rods. for a surface unit of rod covers and
rod-tie covers (b)

- dla struktury CO +2K % Ot

9,00,

8 = 4,00 + 5,00
- dla struktury JDN + 2 * OPS:
Sy = 6,935 + 8,66 = 15,59.

Z poréwnania ostatecznej liczby pretéw przypadajacej na jednostke
powierzchni w kolejnych strukturach pretowo-ciggnowych z odpowiadajacy-
mi im wartoéciami (s) z tabeli 6 i 8 wynika, e tylko strukture¢ pretowo-
~ciggnowg DWS + 2 x T cechuje mniejsza niz dla pordéwnywanych ustrojéow
pretowych liczba pretéw przypadajaca na jednostkowg powierzchnie. Pod
tym wzgledem struktura CO + 2 x 5 O Jest tylko mniej ekonomiczna od
ustroju (O + T), natomiast struktura JDN + 2 x OFS jest zdecydowanie
najmniéj efektywna.

Obliczymy teraz masg pretdéw przypadajgcg na jednostke powierzchni
przekrycia (Wg). Foniewaz w obu rodzajach pordéwnywanych struktur wyste-
puja w zasadzie pre¢ty o jednakowych dtugosSciach, wigec zaktadamy, ze jed
nostkowej diugosci pret ma rdéwniez jednostkowa mase. Na rysunku 74 krzy-
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we nr 1, 2, 5, wedtug przyjetych zalozen, odpowiadaja liczbie pretéw
przestrzennych struktur pretowych potrzebnych do przekrycia jednostko-
wej powierzchni kolejno dla uktadéw (g O + T), (O + T) oraz (g CO + % 0).

W celu obliczenia podobnych wielko&ci dla struktur pretowo-ciegno-
wych zalozono bardzo niekorzystngq relacj¢ mas miedzy jej elementami po-
legajacg na tym, 2e masa 1 preta réwna jest masie 1 % przypadajacego
nan ciggna. W rzeczywistosci elementy konstrukcji, o ktérych wiadomo,
%e z reguly bedg wystepowad w nich naprezenia rozciggajgce, majg duzo
mniejszy przekrdj oraz odpowiednio mniejszg mas¢ niz podobnej wielkoSci
elementy pracujace na Sciskanie. Na rysunku 61b krzywe nr 3, 4 1 6
przedstawiajg kolejno mas¢ elementéw struktur o uktadach (DWS + 2x T),
(CO + 2 % 0) oraz (JDN + 2 x OPS) przypadajacg na jednostke przekrywa-
nej nimi powierzchni, réwng dwukrotnej liczbie pretdéw przypadajacych w
omawianych strukturach na jednostkowg powierzchnig.

Na podstawie przeprowadzonych analiz stwierdzamy, Ze struktury pre-
towo-ciegnowe o ukiadach (DWS + 2 x T) oraz (CO + 2 n } 0) mogg byé
réwnie ekonomiczne, jak poréwnywane z nimi przestrzenne striktury pre-
towe.

14, ZASADY KSZTALTOWANIA FOWLOKOWYCH STRUKTUR
PRETOWO-CIFGNOWY.CH

Przestrzenne struktury pretowo-ciegnowé powstaty dzieki rozwojowi
zasad metod két wpisanych w siatke trdéjkatna i podobnie jak ona stuzyé
majg konstruowaniu przekryé powtokowych za pomoca jednego elementu modu-
larnego. Takim elementem w strukturach pretowo-ciggnowych jest zestaw
sktadajacy sie z czterech réwnej diugosci i przegubowo polgczonych ze
sobg prgtéw oraz wewnetrznego ciggna regulujgcego dlugosé tego zestawu.
fgczenie zestawdéw odbywa sie¢ takze przy uzyciu ciegien o regulowane]
dtugo$sci i zaleznie od liczby pozgczonych w jeden segment zestawdw
otrzymamy przestrzenne struktury pretowo-ciggnowe opisane ukladem wspbi-
zaleznych bryt. Zastosowanie ciegien o regulowanych dtugos$ciach umozli-
wia wykorzystanie ich jako konstrukcji dwukrzywiznowych przekryé powlo-
kowych. Przy jednakowych diugosciach pretéw dostosowywanie wielkosci i
ksztattow segmentdédw konstrukcji do krzywizn danej powloki bedzie sig¢ od-
bywaé poprzez zmiang dtugo$ci odpowiednich ciggien. Podstawg do obli-
czeh wszelkich zwigzkéw miarowych i potrzebnych diugosci ciggien Jest
siatka geometryczna przyblizajgca powierzchni¢ danej powioki.

Wiodgcg w naszych rozwazaniach formg przekrycia jest koputa kuli-
sta. Rodzaj i charakter siatki trdéjkatnej opisujacej sfere decyduje o
zakresie koniecznych zmiany diugo$ci elementdéw potrzebnych do jej skon-
struowania. Dzigki regularnym siatkom sferycznym wmozna zmniejszy¢é do mi-
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nimum zakres zmian diugo$ci pretéw, co pozwala na stosowanie elementédw
o typowych wymiarach. W konstrukcjach pretowo-ciggnowych wykorzystanie
regularnej siatki sferycznej zmniejszy zakres zmian diugo$ci ciggien
oraz zmian kierunkéw pretéw zbiegajacych sie w weile typu G. W Swiet-
le kryteridéw regularno8ci siatek sferycznych, przedstawiona w rozdziale
pierwszym metoda deformacji siatki wtdérnej pozwala na otrzymywanie bar-
dzo regularnych trdéjkatnych siatek sferycznych.

W metodzie defbrmacji siatki wtbérnej z wielu mozliwych podzialow
trojkatnych &cian wielosciandéw stosuje sie ze wzgledu na latwosé obli-
czeh te, W ktoérych réwnoboczna Sciana wieloScianu jest podzielona linia.
mi réwnolegtymi do kazdej z podstaw tréjkata.

Rys. 62. Kolejne mozliwe pedzialy réwnobocznych trojkatnych Scian wielo
Scianéw foremnych
Fig. 62. Consecutive possible sectionalizations of equilateral
triangular faces of regular polyhedrons

Na rysunku 62 tak okre&lone podzialy przedstawiono dla trdjkatdéw o
numerach, kolejno 1, 3, 5, 8 i 11. Dla wlaSciwych metodzie deformacji
‘siatki wtoérnej podzialéw réwnobocznych trodjkatow sferycznych nalezy tak
-okre8lié w ich obszarach uklady brylowe struktur pretowo-ciggnowych,
‘aby mozliwe bylo skonstruowanie catej powierzchni kulistej.

Dla struktury pretowo-cigegnowej o uktadzie bryzowym (DWU + 2 » T)
nalezy stosowa¢ takie siatki sferyczne, ktbére powstajg przez podziele-
nie boku tréjkata sferycznego na parzystg liczbe odcinkéw o rdéwnych diu-
gosciach (rys. 63). Rozmieszczenie segmentéw struktury pokazano sche-
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Rys. 63. Rozmieszczenie segmentéw struktury o ukladzie DWS +2 x T w
obszarach réwnobocznych scian: a) 4-&cianu, b) 8-8cianu,
¢) 20-8cianu foremnego
Fig. 63. Location of segments of the structure of the system
DWS + 2 x T in the area of equilateral faces of: a) tetrahedron,
b) ostahedron, c¢) regular icosahedron

matycznie w obszarach tréjkatnych Scian 4-5cianu, 8-Scianu 1 20-$cia-
nu foremnego.

Dla struktury o uktadzie (JDN + 2 x OPS) nalezy rbéwniez stosowaé
siatki sferyczne powstajace przez podzial bokéw trédjkatéw sferycznych
na parzystg liczbe odcinkéw jednakowej drugosci. Charakterystyczne dla
tej struktury ulozenie segmentéw w obszarach tréjkatnych Scian 4-5cianu,

8-$cianu i 20-8cianu przedstawiono na rys. 64.
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Rys. 64. Ukladanie segmentdéw struktury o uktadzie JDN + 2 x OPS w obsza
rach réwnobocznych Scian: :i 4-$cianu, b) 8-5cianu,
c) 20-$cianu foremnego
Fig. 64. Placing segments of the structure of the system JDN + 2 * OPS
in the area of equilateral faces of: a) tetrahedron, b) ostahedron,
c) regular icosahedron

Najbardziej odpowiednie dla struktury pretowo-ciggnowej o ukladzie
(CO + 2 x % 0) beda siatki powstale na bazie szeécianu (rys. 65a). Po-
niewaz na krawgdzi AB nie mozna utozyé zgodnie z wymogami pracy te]
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Rys. 65. Sposbéb ukiadania segmenté4w struktury o uktadzie CO + 2 x % (o]
w obszarze kwadratowych Scian szeScianu
Fig. 65, Procedu;e of placing segments of the structure of the system
CO + 2 x = O in the region of the square face of a cube
struktury kolejnego jej segmentu, nalezy wigc uktadaé¢ je w sposbédb poka-
zany na rys. 65b i ¢ dla dwukrotnie gestszych podziatéw krawedzi Scia-
ny sze8cianu.

Dtugo&ci wszystkich potrzebnych ciegien mozna obliczyé na podsta-
wie symetrycznych partii kazdej z siatek sferycznych, po przyjeciu
uprzednio wielko$ci podstawowych dla tych obliczeh; beda je stanowily
diugoéci promienia kuli oraz diugosé preta struktury. Ta ostatnia war-
tosé okreSla zarazem wysokosé projektowanej struktury.

PODSUMOWANTIE

Przedstawione w pracy na przyktadzie przekrycia kopulowego rozwaze-
nia zdazaly do opracowania takiego systemu konstrukcyjnego, sktadajgce-
go sie z minimalnej liczby elementéw modularnych, ktdry umozliwialby
ksztattowanie réznorodnych form przekryé powlokowych. Konieczne stalo
sie¢ réwniez opracowanie regularnych siatek geometrycznych opisujacych
dang powierzchnie, ktéra stanowi podstawe do wielu pdiniejszych dziatan.

Powstata w toku pracy nad tym zagadnieniem metoda deformacji siat-
ki wtérne] pozwala na otrzymywanie bardzo regularnych siatek sferycz-
nych. Charakteryzujq si¢ one najmniejszymi, granicznymi wartoéciami
wspbéiczynnika n , okresSlajgcego stosunek diugosci odcinka najdtuzszego
do dtugoéci odcinka najkrétszego w catej siatce.

Niezmiernie wazng cechg siatek sferycznych uzyskiwanych w ten spo-
séb jest to, iz przy tak nieznacznym zréznicowaniu diugosci wszystkich
odcinkéw, odcinki o takich samych dtugosciach rozmieszczone sg w sposodb
uporzgdkowany w kolejnych partiach siatki sferycznej. Ta ostatnia wia-
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tciwosé ulatwia faze montazu kopuly i eliminuje w zasadzie pomyiki wyni
kajace z niewlasciwej kolejnoSci ukladania elementé6w na powierzchni
przekrycia.

Podstawowa w tej metodzie zasada otrzymywania regularnych siatek
sferycznych wykorzystuje wlasciwosSci rzutu Srodkowego &cian wieloscia-
néw na odpowiadajgce im sfery oraz wiasciwosci rzutu prostopadiego na
plaszczyzne, a w przyszioSci moze stuzyé do okreSlenia regularnych sia-
tek przestrzennych dla przekryé o dowolnych formach i rozpietych nad
réwnie dowolnym ksztaltem rzutu.

Metoda otrzymywania regularnych siatek sferycznych powstala réwno-
legle z opracowywanym modularnym systemem konstrukcyjnym. Podstawe
wsp6lng stanowita metoda ké% wpisanych w siatke tréjkatna. Podstawowym
elementem modularnym byt stozek uzupelniony przez odpowiednio uktadany
element klinowy, ktéry gczyl sgsiadujace ze sobg stozki. Na podstawie
okre$lonego przez geometrie systemu ksztattowania réznorodnych form pow-
tokowych powstai,uwzgledniajgcy wymagania statyczne i ograniczenia natue
ry technologicznej, modularny system pretowo-ciggnowy.

W systemie tym element modularny tworzg cztery identyczne prety po-
tgczone ze sobg przegubowo oraz tak samo potaczone z nimi cieggna o regu
larnym rozstawie i sile napiecia. Krétkie prety takiej struktury prze-
strzennej pracuja na Sciskanie, ciggna za$ przenosza wytacznie silty roz-
ciggajace, co moze spowodowal przekrywanie za jej pomocg wigkszych po-
wierzchni niZ przy uzyciu przestrzennych struktur pretowych o takich sa
mych diugosciach pretéw. Mozliwosé piynnej regulacji diugosci niezalez-
nych od siebie ciegien'pozwala takze na dostosowywanie wymiaréw potrzeb-
nych elementéw sktadowych konstrukcji do wymagaid geometrycznych kazdej,
takze dowolnej formy przekrycia. Régularna siatka przestrzenna spowodu-
Je zmniejszenie do koniecznego minimum zakresu zmian drugos$ci ciegien,
aw nastepstwie réwniez ograniczy zakres réinych wzajemnych konfigura=-
cji pretéw i ciegien.
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MODULAR SURFACE FRAMES.

The main purpose of the paper was to describe the development of
a construction system consisting of component elements which would make
it possible to shape various forms of the shell coverings. For this
purpose it was also necessary to develop regular geometric networks
describing the curvature of a given shell. The whole of the reasoning
is presented using the spherical dome as an exaumple.

During the course of the research on this problem, there was
formed a method of secondary deformation of the network which makes it
possible to obtain highly regular spherical networks. They are characte
rized by the smallest, limiting coefficient values n which determine
the relationship of the 1length of the 1longest segment to the length
of the shortest segment in the whole network.
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An enormously important characteristic of the spherical networks
thus obtained, is that given such insignificant differences in the
lengths of all segments, segments of identical length are distributed
in an orderly fashion in the consecutive lots of a spherical network,
This property facilitates the assembly stage of the shell, eliminating,
in principle at least, errors resulting from laying the elements on the
surface of the dome in the wrong order.

This method of obtaining regular spherical networks was formed at
the same time and on the same basis as the construction system was
worked out. In this system the modular element consists of four iden-
tical rods connected together in a joint fashion and connected in the
same way to ties which have regular spacing and tension force. The pos-
8ibility of fluid regulation of the lengths of the ties which are
independent of each other makes possible the adjustment of the dimen-
sions of the necessary component elements of the construction to the
geometric demands of each, also to any cover form.

The short rods of such a spatial structure are always under
compression, thus the ties transfer stretching force only, which allows
the structure to cover a largerer space than in cases where spatial rod
structures are used whose rods are all the same length.

MOIOVJIAPHHE IIOBEPXHOCTHHE CTPYKTYPH

I'smaBHas uenp paboTH - pa3paboTka TakKOHW KOHCTPYKIIMOHHOM CHCTEMH, CO-
CTOosmMEeN H3 MHHHMAJIbHOI'O KOJIMUeCTBa COCTAaBHHX 3JIEMEHTOB, KOTOpPas Clnoco6-
cTBOBaJjla 60 (OPMHPOBAHHI PA3JIMYHHX (OPM OGOJIOYHHX MNEPEeKPHTHH. IJIa 3TOro
cTajla Heo6xomuMoll pa3spaboTKa PeryJIAipHHX I'eOMeTPHYECKHX CEeTOK, ONHCHBAawn-
MEX KPHBH3HH HOaHHON O60JIOUKHM. XOO pacCyxOeHHs NpelcTaBJIEH Ha NpHMepe
cdepHueCcKoro kKymnona.

BO3HHMKIIKA BO BpeMsa paboTH HaOd 3THUM BONPOCOM MeTon Inedopmauuu BTOPHU-
HOM CETKH CHOCO6CTBYET IIOJIYUYEHUK O4YeHb perynﬂpHHx GCPEPHUECKUX CEeTOK. OHM
XapaKTepHU3YTC HaUMEHBWHMH MpeneyIbHEMH 3HadyeHHUsAMH Ko3(ddHLHEeHTa ¥) , omnpe-
nenawomero COOTHOWEeHHe Mexnay MOJIHHON nnnHHéﬁmerc H IJIMHOW xopoqaﬁmero oT-
pPe3KOB BO Bcell ceTke. OUeHb BaXHOM ‘yepToN c¢epuuecxux.cewbx, Tnony4aeMux
TaKUM o6pa3oM, ABJIAETCHA TO, YTO NPH TaKOM He3HauuTeNbHON IOHddepeHLUHALMUH
IJIMHE BCEX OTpPEe3KOB, OTpPe3KH OIOHHaKOBON nﬁnnu pacrnpenesieHH ynopanodYeHHEM
ob6pasom B OuYepenHHX NnapTUAX cdepHuecKol cCeTKHM. ITO CBOHCTBO o6isieruaer o¢a-
3y MOHTaxa IepeKpHTHA, B NPHHLUHIE HCKJYasd OWHOGKH, BHTeKawmue H3 Hemnpa- .
BHJIBHOM IIOCJIEOOBATEJIBHOCTH YKJIQOHBAHHUA 3JIEMEHTOB Ha MOBEPXHOCTH Kynona.

MeTon IoOJIydeHHA PeryJyspHHX cdepHuyeCKHX CeTOK BO3HHKAJI napajjiesIbHoO,
Ha obmel OCHOBe C pa3pabaTHBaAaeMON KOHCTPYKLHMOHHOM CHCTeMo#. B aTo#l cucre-
M€ MOJLOYJIAPHHHM 3JIEMEHT COCTAaBJIANT YEeTHpEe TOXIEeCTBEeHHHX COeOUHEeHHX CTEepXHH,
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a Taxkke COeNHHEHHHE C HHMH TPOCH YNOPSINOYEHHOH PAaCCTAHOBKM M CHJIH HaTS~
XEeHHUs. BO3MOXHOCTE MUIABHONW PEryJiAliMH OJIMHH HEe3aBHCHMHX OpYyT OT Opyra Tpo-
COB MO3BOJIAET IPHCIOCOGUTH pa3MepH HEOGXOAMMHX COCTABHHX 3JIEMEHTOB lepe-
KPHTHs. PaboTa KOPOTKHX CTEpXHEeH TaKoH NPOCTPAHCTBEHHON CTPYKTYPH Hamnpas-—
JleHa BCerpa Ha CxaTHe, TPOCH, B CBOKW OYepPeNb, SBISANTCA HCKIOYHTENBHO HO-
CHTEJIIMH PacTATUBAlWUX CHI, 4TO CHOCOGCTBYET NMepeKpHTHI0 TPH ee NOMOoHU
60JNIBUIMX MPOCTPAHCTB, YEeM NPH YNoTPpe6JeHHH NMPOCTPaHCTBEHHHX CTEepXHEeBHX
CTDYKTYP, XapaKTEpH3YKMUXCH TaKHUMH Xe IJIMHAMH CTEepxHeH .

Praca wpiyneia do Redakeji 15 sierpnia 1983 r,
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