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Jozef Stalin nie zyje! Przestalo bi¢ serce wielkiego czlowieka, madrego
nauczyciela, nieomylnego przywodcy wszystkich prostych ludzi na calym
swiecie, w ich marszu ku szczesliwe] przyszlosci — ku socjalizmowi.

Z nim byli wszyscy uczeciwi ludzie zlgczeni ideg braterstwa narodow,
poszanowania ich niepodlegiosci i suwerennosci, zlaczeni ideg wziecia
sprawy pokoju miedzy narodami w swoje rece i bronienia jej do konca.

Przeciwko Niemu byli ci, dla ktérych ideag byl pienigdz i zysk osigg-
niety drogg ucisku, oszustwa i rozboju, a godnos¢ prawa i niepodleglosé
narodow przedmiotem handlu i oszukanczych machinacji. Stalin wskazy-
wal, jak na nowym etapie historii realizowa¢ nauke Marksa-Engelsa-Le-
nina, budujgc pierwsze na Swiecie panstwo socjalistyczne i wytyczajac
swym genialnym umysiem droge do komunizmu.

W tych dniach smutku i zaloby jesteSmy sercem z bratnimi narodami
Wielkiego Zwiazku Radzieckiego, ktére z bolem najwyzszym zegnaly
swego ukochanego wodza i nauczyciela.

W tych dniach smutku i zatoby, gdy na Kremlu przestalo bi¢ serce
najwiekszego z ludzi naszej epoki — laczymy sie w braterskim uscisku
ze wszystkimi narodami, ktéore podobnie jak i my dzieki Wielkiemu Sta-
linowi budujg swe zycie wolne od wyzysku i niesprawiedliwosei. La-
czymy sie w bratnim uScisku z prostymi, uczciwymi ludzmi na calym
swiecie, dla ktorych imie Stalina jest symbolem lepszego jutra, a Jego
nauki i przykltad uzbrajaja do walki ze zlem i niesprawiedliwoscig.

Geniusz Stalina wytyczal nauce nowe drogi rozwoju, podniést jej god-
nos$é, nakazal stuzyé calemu narodowi, przyczyniajac sie do realizacji pod-
stawowego prawa socjalizmu, maksymalnego zaspakajania stale rosngcych
potrzeb materialnych i kulturalnych spoleczenstwa w drodze nieprzerwa-
nego wzrostu i doskonalenia produkeji socjalistycznej na bazie najwyzszej
techniki.

Dzieki Stalinowi réwniez nauka polska wkroczyla na nowe drogi
zaszczytnej stuzby dla dobra calego spoleczenstwa, Scisle i nierozerwalnie
sie z nim zespolila, czerpige z jego potrzeb tematyke do prac badawczych
i oddajac mu dojrzale owoce swej mysli i trudu.

Nie bedziemy szczedzi¢ sil, aby w pelni zostaly urzeczywistnione cele,
ktérym cale swe wspaniale zycie poSwiecit Wielki Stalin.

Nie bedziemy szczedzi¢ wysitku, aby na swoim odcinku pracy przy-
czynié sie do szybszej budowy socjalizmu w naszej Umilowanej Ojczyz-
nie — Polskiej Rzeczypospolitej Ludowe].
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Edward Warchatowski

Wyznaczenie powierzchni odniesienia
dla pomiaréw geodezyjnych

W zeszycie nr 21 z 1951 r. organu Miedzynarodowej Unii Geodezy jno-
Geofizycznej ,,Bulletin Géodésique* jeden z czolowych uczonych holen-
derskich — geofizyk prof. Vening-Méinesz wystapil z propozycja unifi-
kacji geodezyjnych pomiaréw podstawowych calego globu ziemskiego
w jednym ukladzie geodezyjnym; w tym celu porusza sprawe ustalenia
najwlasciwszej i jedynej powierzchni odniesienia, na ktérej w sposéb
jednoznaczny moglyby byé¢ umiejscowione punkty oparcia, wyznaczone
z pomiaréw geodezyjnych niezaleznie od tego, w jakim kraju sie znajduia.

Zagadnienie obioru powierzchni odniesienia dla pomiaréw geodezy,
nych nie jest zagadnieniem nowym, zajmowato sie tym problemem wielu
uczonych, jednak z uwagi na powazne trudnosei, o ktérych wspominamy
nizej, wlaéciwego rozwiazania dotad nie uzyskano. Do rozwigzania za-
gadnienia powierzchni odniesienia ‘dla pomiaréw i badan geodezyjnych
mozna podej$é z dwoch punktéw widzenia, w zaleznosci od tego, jakie
cele przede wszystkim chcemy osiagnac.

Jezeli na przyklad gléwne nasze zadanie mialoby polegac na szcze-
golowym — mniej lub wigeej — badaniu formy rzeczywiste] powierzchni
geoidalnej na pewnym odcinku globu ziemskiego, to wtedy najwlasciwsza
powierzchnia odniesienia bylaby taka mozliwie nieskomplikowana po-
wierzchnia matematyczna, ktéra najmniej odchylaé¢ sie bedzie od prze-
biegu powierzchni poziomowej na danym odcinku powierzchni ziemskiej.
Taka nieskomplikowana powierzchnia bedzie elipsoida obrotowa, ktora
by najblizej byla dopasowana do rzeczywiste] powierzchni poziomowe] na
danym odcinku.

Sprecyzowalismy tu z gory, ze za powierzchnie odniesienia obierzemy
elipsode obrotowa, poniewaz dotychczasowe badania teoretyczne jak
i praktyczne wyznaczenia ksztaltu powierzchni poziomowe] wskazuja na to,
ze wlasnie tego rodzaju powierzchnia jest bardzo zblizona do powierzchni
geoidalnej, a jednoczesnie jest utworem geometrycznym niezbyt skom-
plikowanym do obliczen matematycznych.
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7 tego punktu widzenia mialem moznosé oméwié podstawowy problem
obioru powierzchni odniesienia i da¢ dlan pewne rozwigzanie w formie
ogélnej w mej pracy z 1931 r. pt.: ,,Wyrownanie triangulacji jako obser-
wacji posrednich®.

Jezeli jednak postawi¢ zadanie generalne objecia badaniami przebiegu
powierzchni geoidalnej na calym globie ziemskim, to do rozwigzania ta-
kiego zadania nalezy podej$¢ nieco inaczej, aczkolwiek zasadnicza mysl
pozostanie ta sama. RézZnica polega¢ bedzie jedynie na tym, ze w tym
przypadku nalezy w sposob najbardziej celowy zorganizowaé¢ i wykonaé,
mozliwie réwnomiernie na globie ziemskim, specjalne pomiary, na pod-
stwie ktorych, podobnie jak w poprzednim przypadku, ,dopasowali-
bySmy‘ powierzchnie odniesienia do przebiegu rzeczywistej powierzchni
poziomowej, ograniczajacej bryle ziemska w catosei.

Stosowane dotad metody wyznaczenia ogélnego ksztaltu ziemi w po-
staci tzw. pomiarow stopnia, uzupelnione pézniej pomiarami sity ciezkosei,
cdegraly bardzo wielkg role w kierunku podstawowego poznania tego
ksztaltu. Jednakze metody te nie daly dostatecznego materiatu do kom-
pletnego rozwigzania tego waznego problemu w sposob wlaéciwy.

Dowodem tego jest miedzy innymi wieloznacznosé wynikéw, osiagnie-
tych przez réznych badaczy, operujacych rozmaitymi materialami uzyska-
nymi z bezposrednich obserwacji na roznych odcinkach globu ziemskiego,
polozonych przy tym prawie wylacznie na poétkuli polnocnej.

Druga bardzo wazna sprawa, ktéra ma niewatpliwie komplikujace zna-
czenie, polega na tym, ze wszystkie nasze operacje pomiarowe wykony-
wane sg na tej wlasnie powierzchni poziomowej, ktéra jednoczeénie staje
sie i powierzchnig odniesienia i powierzchnig badanag.

Doda¢ do tego nalezy, ze przebieg normalny powierzchni poziomowej
jest czesto zaklécany przez nieprawidiowy rozklad mas materii w skoru-
pie ziemskiej.

Trzecia, niemniej istotna okoliczno$¢ to fakt, ze do chwili obecnej
wielkie przestrzenie wodne, ktére w sposob najbardziej zblizony do rze-
czywisto$eli wyznaczajg zewnetrzng poziomowa powloke kuli ziemskiej,
byly wylaczone z mozliwosci dokonywania na nich bezposrednich pomia-
row liniowych. A tymeczasem tego rodzaju pomiary przedstawiaja naj-
bardziej czulg metode do rozwigzania interesujgcego nas tu zadania. Prze-
konywa nas o tym nawet bardzo pobiezna analiza. Otrzymanie dlugoéci s
linii na powierzchni ziemi z bezposredniego pomiaru z bltedem 10~%s nie
przedstawia wielkich trudnosci; stanowi to dla s=100 km zaledwie =1 m,
co odpowiada katowi przy srodku ziemi okolo 07,03. Gdybysmy ta samga
linie wyznaczyli z najbardziej starannego pomiaru szerckosci i diugosct
geograficznych koncowych jej punktow, to blad tego wyznaczenia bedzie
kilkakrotnie wiekszy od poprzedniego.
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Wykonywanie pomiarow sily ciezko$ci na morzu, zainicjowane i do-
prowadzone przez prof. Vening-Meinesza do wysokiej doskonalosci, dato
niezmiernie cenny material, w duzym stopniu wypelniajacy luke w geo-
metrycznym opanowaniu przestrzeni wodnych, jednak metody te pod
wzgledem dokladnosci ustepuja znacznie metodom geometrycznym. Dla-
tego tez, wydaje mi sie, ze metody geodezyjne, ktore oznaczyliSmy termi-
nem ,geometryczne‘, pozostana jako podstawowe dokladne sposoby roz-
wigzania zadania o badaniach formy powierzchni ziemi, a metody geofi-
zyeczne stanowi¢ beda niezbedne bardzo wazne ogniwo uzupelniajace.

Pomimo wielkich postepéw na drodze do wlasciwego rozwiagzania pro-
blemu o formie i wielko$ci zewnetrznej powierzchni poziomej ziemi jako
calosci, niestuszne byloby twierdzenie, ze zadanie to nie wymaga dalszego
opracowania i coraz doskonalszego rozwigzania. Zaznaczy¢ trzeba, ze do-
tychezasowe wyznaczenia elementéw powierzchni geoidy byly traktowane
do pewnego stopnia jako zadanie dodatkowe, polaczone z triangulacja
krajowa. Wydaje mi sie, ze obecnie nalezy to zadanie postawi¢ jako sa-
moistny problem naukowy i zgodnie z tym organizowac: specjalne i od-
powiednio do tego celu dostosowane obserwacje (pomiary) w skali miedzy-
rnarodowej.

Dzieki wielkim postepom w réznych dziedzinach nauk technicznych
powstaja nowe Srodki badawcze, ktére pozwalaja niedostepne — wyda-
wato sie do niedawna — zadania uja¢ w nowe ksztalty i da¢ nowe dosko-
nalsze rozwigzania. Najbardziej obiecujagce metody, ktére znajda nie-
watpliwie coraz wieksze i szersze zastosowanie w geodezji, to wykorzy-
stanie fal elektromagnetycznych do pomiaru odleglosci — chodzi tu tak
o fale $wietlne, jak i radiowe.

Metoda pomiaru odleglosci za pomoca zastosowania zjawisk $wietlnych,
cpracowana przez geodete szwedzkiego E. Bergstranda, daje bardzo wy-
scka dokladno$e, dochodzgca do 2.107%s, to znaczy na 100 km wynosi
= 0,2 m. Niestety, metoda ta ma do$¢ waski zakres stosowalnosci, na razie
do 30 km odleglosci. _

Natomiast zastosowanie fal radiowych ma znacznie szerszy zasieg za-
stosowania, dochodzgcy do 300 km, lecz blad otrzymywanej w ten sposéb
odleglo$ci pomiedzy punktami krancowymi jest dos$é znaczny i w obecnym
stadium technicznego opanowania wynosi co najmniej 10—*s, a wiec na
160 km wynosi =10 m. Taka dokladnos¢ lezy ponizej dokladnosci, jaka
otrzymaé¢ mozemy z pomiaréow szerokosSci i diugosci geograficznych.

Nalezy mie¢ nadzieje, ze specjaliSci w dziedzinie teletechniki, a w szcze-
golno$ci w radiolokacji, zdolaja opanowaé trudno$ci zwigzane z podnie-
sieniem dokladnoéci mierzenia odleglosci za pomoca fal radiowych; wow-
czas w dziedzinie ogo6lnego badania ksztaltu powierzehni naszej ziemi na-
stapi zasadniczy przewrot, gdyz bedziemy w stanie opanowaé przestrzenie
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wodne, ktére, moim zdaniem, najbardziej s odpowiednie do rozstrzygnie-
cia zagadnienia ogélnego ksztaltu powierzchni geoidy w ujeciu dla calego
globu ziemskiego.

Wowcezas mogloby mie¢ miejsce rozstrzygniecie problemu jednego .
ukladu geodezyjnego w skali miedzynarodowej.

W chwili obecnej zastosowanie metody dra E. Bergstranda moze zna-
cznie zmieni¢ dotychczas stosowane metody pomiaru stopnia. Nizej daje
probe tych rozwigzan, jakie wydaja mi sie za mozliwe i ce-
lowe.

Zalozmy w kierunku poludnika, przechodzacego przez
punkt Po linig, rozbita na elementy o dtugosci ok. 30 km —
7 odchyleniem w doét od tej normy w zaleznosci od terenu,
po ktéorym linia ta bedzie przebiegaé¢ — w taki sposéb, aby
z kazdego punktu dobrze widoczne byly dwa sasiednie —
poprzedzajacy i nastepny. Rozumie sie samo przez sie, ze
w punktach posrednich beda zbudowane odpowiednie wieze
dla wykonywania niezbednych pomiaréw. '

W ten spos6b otrzymamy poligon, ktorego oddzielne boki
bardzo malo odchyla¢ sie powinny od linii prostej, a wobec
tego azymuty poszczegdlnych bokéw bardzo malo réznié sie
beda od O°.

Linie tego poligonu P, P,=3s,, P, P,=s, ... Py, P, = s,
beda bezposrednio z cala mozliwa dokladnoscig pomierzone
za pomocg geodimetru Bergstranda.

Oprocz tego powinny by¢ pomierzone obydwa katy zata-

Rys. 1 mania na wierzchotkach poligonu z dokladnoscia, jak w trian-

gulacji I rzedu.

Nastepnie starannie nalezy pomierzy¢: 1) azymut pierwszego boku
P, P,=a, oraz azymut boku ostatniego P, P, , =« na punkcie Py;

2) bardzo dokladnie pomierzy¢ bezposrednio geograficzne szerokosei
i @u krancowych punktow P, i Pa.

Moze byé wyznaczona rowniez i roznica diugosei, co jednak nie jest
konieczne.

Poniewaz zgodnie z podstawowym zalozeniem proponowanej metody
poligon biegnie z nieznacznymi tylko odchyleniami od poludnika punktu
poczatkowego P,, to dla obliczenia azymutow «; poszczegdlnych bokdéw
mozemy zastosowa¢ uproszezone wzory tym bardziej, ze azymuty te po-
trzebne beda do obliczenia rzutéw elementéw poligonu na poludnik.

Rowniez szerokosci geograficzne i réznice dtugosei posrednich punktow
potrzebne beda jako argumenty do pomocniczych obliczen i moga byé
wyznaczone z uproszczonych wzorow.
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Oznaczmy dlugosci bokéw P;—, Pi= si, ich azymuty o i nastepnie
oznaczmy
8; COS U; =1U;

si sin ;= ,

o z zupelnie wystarczajaca dokladnoscia otrzymamy:

i

Pi=Pi—1+ i O
4 Pi—1T10 Mm 9 9” Mm Nm

. U4
ki=k_4+0"— sec ¢, 1)
N, ¢ (

)

Lo 0L o Vi '

a =u;+180"+0 tg ¢; .
i

przy czym Mu, N, Ni sa to promienie gléwne krzywizny odniesione do
szerokos$ci $redniej, pomiedzy punktami P;—, P; lub do szerokosci ¢;,a o,
oznacza odwrotny azymut linii Pi P;— .

‘Azymut nastepnego boku P; P;,, bedzie

Ujpg=0,—P;.

W taki spos6b mozemy obliczy¢ wartosci szerokosci i diugosci geogra-
ficznych dla wszystkich posrednich punktéw poligonu oraz wzajemne azy-
muty bokow. Poniewaz w koncowym punkcie P, mamy dokladnie za-
cbserwowane bezpo$rednio szeroko$¢ g. oraz azymut o to réznice po-
miedzy tymi wielko$ciami a ich wartosciami obliczonymi zawiera¢ beda
wplywy bledéw nieuniknionych w pomiarach, ale réwniez i ewentualne
wplywy, wywolane zjawiskiem odchylenia pionu. Gdybysmy zaobser-
wowali rowniez i roznice dlugosci geograficznych, to mieliby$Smy bardziej
kempletny materiat do rozwigzania interesujacego nas problemu.

Zmierzone bezposrednio diugosci s; bokéw poligonu nalezy zreduko-
waé na powierzchnie pozioma zasadniczg, ktérg potocznie nazywamy po-
ziomem morza. Jezeli oznaczymy otrzymane z niwelacji wysoko$ei kon-
cowych punktéw boku poligonu ogoélnie H;—, i Hi, to zredukowana do po-
ziomu morza dlugo$é boku s? mieé¢ bedzie wartosé

) l:m}
P Sg(l _H—=). @)
oL

gdzie H'!.’"iz—;— (Hi—,-}Hy), a zas oznacza dlugos¢ rownikowe]j poétosi elip-
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soidy przyjetej za powierzchnie odniesienia. Pélo§ a wstawiono do wzoru
(2) na miejsce M, jako praktycznie wystarczajaca.

Majac z obliczen wzajemne azymuty poszezegélnych bokéw poligonu
i oznaczajac:

{LE,‘"} = _1_ ((I‘l'-.-f— a‘_)
i 2 H

1 7
W= (Bt )

Aoty = (r.t;_— a; £180°)

mozemy obliczy¢ odleglos¢ mi liczong wzdluz potudnika miedzy réwno-
leznikami przechodzacymi przez koncowe punkty danej linii s ;+ Posil-
kujemy sie w tym przypadku wzorami Helmerta, ktére z wystarcza]acg
dokladnodcia piszemy, jak nizej

{m) ]
1] CO.‘:: o; Si . 5 (m) a 9 ]
i = 8; - 1+ o5 sin® o (14-e® cos® @™ ¢ (3)
mi=s A | 124 (14 P} )l
oS - 9

Obliczone w ten sposéb rzuty bokoéw poligonu zredukowane do po-
ziomu morza dadza nam elementy kolejne poludnika, a wiec suma tych
elementow da dlugo$é¢ poludnika w granicach P; i P,. Oznaczymy ten
wynik przez

S='m,. (4)

Biorgce pod uwage, ze bezposredni pomiar bokéw poligonu zostal wy-
konany z bardzo wysoka dokladno$cig, mozemy przyjaé, ze w poréwnaniu
do innych sposobéw posrednich wyznaczenia diugosci S ten bezposrednio
oirzymany wynik jest praktycznie bezbledny, a w kazdym razie obcig-
zajacy go blad jest kilkakrotnie mniejszy od innych sposobéw wyzna-
czenia,

Trzeba podkresli¢, ze pomierzone bezposrednio linie s; redukujemy na
poziom morza wzdiuz linii pionowych, wskutek tego S bedzie linig po-
iozong na powierzchni poziomowej, odpowiadajacej odcinkowi w grani-
cach P, P,.

Jezeli w obrebie odcinka powierzchni ziemskiej, na ktérym przebiega
nasz poligon, rozmieszczenie mas materii nie wykazuje zadnych zaklé-
cen, to linie pionowe sa w zasadzie jednoczesnie prostopadle do elipsoidy
odniesienia, a wobec tego S bedzie odcinkiem poludnika tej elipsoidy po-
miedzy szeroko$ciami g 1 ¢s.
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Jezeli natomiast istnieja zaklocenia w przebiegu pola grawitacyjnego,
co w wiekszodei przypadkow ma miejsce w mniejszym lub wiekszym
stopniu. z poWodu nieregularnego rozmieszczenia materii w skorupie ziem-
skiej, to przed dalszym opracowaniem materialu zaobserwowanego mu-
simy przenie$é zmierzong linie S z powierzchni geoidy na elipsoide. Do
takiego przeniesienia konieczna bedzie znajomosé wielkosci odchylen linii
pionowej w koncowych punktach P, i P,.

Zgodnie z podstawowym zalozeniem omawianej metody caty poligon
rnieznacznie odchyla sie od kierunku poludnika poczatkowego punkiu.
Wobec tego istotna role moze tu odgrywac tylko skladowa £ odchylenia
pionu, a wilasciwie réznica skladowych (5, —&;). Roznice te mozemy
z pewnym przyblizeniem wyznaczy¢, wychodzac z nastepujacych prze-
stanek.

Katy zalamania poligonu, jak bylo zaznaczone, sa mierzone z mozliwie
wysoka dokladnoscia, a wiec blad zawarty w wyniku tego pomiaru be-
dzie doéé nieznaczny, nie przekraczajacy 07,5. Zalézmy obecnie, ze od-
dzielny poligon od P, do P, sklada¢ sie bedzie z 5 elementow (150 km),
tj. mamy w nim 4 katy. Wplyw bledéw pomiaru tych katow na prze-
niesienie azymutu od «, do a, wyniesie okolo +0”,5 ]f g=11" 0.

Przeniesienie wspélrzednych, a w szczegolnosci szerokosci geogra-
ficznych bedzie znacznie dokladniejsze, co widoczne jest z wzorow (1),
z ktorych wynika, ze dokladnose ta zalezy w gltownej mierze od doklad-
nosei wielkosei S, a te mamy z bardzo wysoka dokladnoscig. Dlatego tez
szerokos¢ ¢ punktu P, obliczona z kolejnego przeniesienia wspéirzednych,
wychodzac od jako nieobcigzanej odchyleniem pionu, mozemy uwazac¢ za
szeroko$é geodezyjna punktu P., a wskutek tego roéznice szerokosci ¢u,
wyznaczang astronomicznie i ¢, — geodezyjnie — mozemy przyjaé¢ za
skladowa odchylenia pionu w punkecie P, w kierunku potudnika, tj. pi-
szemy rownanie (przyjmujac Se=0):

£=¢n—0, (5)

Oczywiscie nalezy przy tym uwzgledni¢ blad astronomicznego pomiaru.
Jezeli odleglosé pomiedzy powierzchnia geoidy a powierzchnia elipsoidy
oznaczymy h, to przechodzac od geoidy na elipsoide po linii pionowej,
linie S zmienimy o wartos¢ '
hs,

i

L5

Najwieksza odleglo$¢ h wedlug dotychczasowych badan nie przekra-
cza 100 m. Odchylenie pionu w warunkach przecietnych — nie gérzystych
i nie specjalnie wyjatkowych pod wzgledem rozmieszczenia mas w sko-



12 Edward Warchalowski

rupie ziemskiej — wynosi zaledwie ok. 17,5, a wiec odpowiadaé to bedzie,
zgodnie z podanym wzorem, znikomo malej wielkosci. Stad wniosek, ze
pomimo wypowiedzianych zastrzezen teoretycznych, praktycznie mozemy
uwazac¢ S za rzut na elipsoide odniesienia.

Chcac wszechstronnie opracowaé interesujace nas zadanie wzajemnego
polozenia naszych zasadniczych powierzchni, powinnismy, jak wynika
z caloksztaltu poprzednich rozwazan, podda¢ obszar, na ktérym prowa-
dzimy badania ,,geometryczne”, rowniez i badaniom grawimetrycznym,
aby pozna¢ pole grawitacyjne na tym obszarze.

Z pomiarow sity ciezkosci mozemy, jak to wykazal prof. Vening-
Meinesz, wyznaczyé skladowe & i n odchylenia pionu w poludniku i w kie-
runku pierwszego wertykalu. A w ten sposéb po pierwsze mieliby$Smy
mozno$¢ otrzymac g, 1, dla punktu P, jak rowniez E., n. dla punktu P,
& po wtore otrzymac¢ kontrole réwnania (5), co wyrazi¢ sie powinno row-
naniem

ShoSnT =,

ktore jest stuszne w granicach bledéw obserwacji grawimetrycznych
i geodezyjnych.

Z obserwacji grawimetrycznych mogliby$my réwniez znalezé przy-
blizone odleglo$ci pomiedzy geoidg a elipsoida odniesienia, positkujac sie
twierdzeniem Stokesa. Uproszczony wzor dany przez Poincarégo dla obli-
czenia tej odleglo$ci ma forme nastepujaca:

2n Ty

h:__l_ ff,.ﬁg dodr.
2ng
0

0

W wzorze tym A, oznacza anomalie sily ciezko$ci w poszczegdlnych
punktach obszaru, r, — promien od punktu danego do granicy obszaru roz-
patrywanego, a za$§ — azymuty kierunkoéow (promieni) r.

O ile anomalie A g wewnatrz obszaru o promieniu 7, sa state, to dal-
sze uproszezenie daje:

A
_ Tné 9 =0,00102 Ty A g,

h=
gdzie r, wyraza sie w kilometrach, A g — w miligalach, a h w metrach.
Same wielko$ei sktadowych odchylen pionu otrzymalibySmy w mierze
katowej z wzorow

&

E,”_ oo 013?105 r _3' g
dx
n'=—0",105r °9

-

3y
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Py a < sa to gradienty sily ciezkoSci w odniesieniu do osi spélrzednych
g Y
(xr — w kierunku poludnika, y — w kierunku prostopadlym do poludnika).

Majac skladowe odchylen pionéw w poludniku, otrzymane z bezpo-
$rednich pomiaréw astronomicznych szerokosci ¢, i ¢, zZamieniamy na
szerokosci geodezyjne, czyli (g, +Ep)i (gt Es). Obliczymy obecnie diugosé
Tuku potudnika na elipsoidzie odniesienia, ograniczong tymi szerokos$ciami.

Przypu$émy, ze elementy elipsoidy obrotowej odniesienia wyrazaja
sie przez (a+da) i (e*+0de?), gdzie pod a i e? rozumiemy wielkoséci duzej
polosi elipsoidy i kwadrat mimosrodu jednej z przyjetych obecnie elipsoid
odniesienia, a wiec Bessela, Hayforda lub F. N. Krasowskiego. Ostatnia
z nich, opublikowana niedawno, oparta jest na wielkich pracach geode-
zyjnych w Zwiazku Radzieckim z uwzglednieniem i innych badan, a wiec
nalezy do najdokladniejszych.

~ Pod da i de* rozumieé bedziemy te zmiany przyjetych prowizorycznie
elementow, ktére dadzg nam dalsze nowe rozwigzanie, oparte na dalszych
odmiennie zorganizowanych badaniach specjalnych.

Promien krzywizny poludnika elipsoidy odniesienia wyrazi sie w po-
staci

_ (@+da)1—(e*+de”)] a(l—e?) 3M_ aM

= — Sat
1/[1—(63 -0 e?) sin® qJ]“’ V( 1—e? sin? tp)3 da " 3e*

de?. (6)

Zatrzymali$my w rozwinieciu na szereg tylko pierwsze wyrazy z uwagi
na to, ze dalsze wyrazy beda znikomo malte w poréwnaniu do wyrazoéw
pierwszych.

Pochodne wystepujace w réwnaniu (6) maja wartosci

R
2 (l—e“sm"q' 1—e?)’

? q
3a a 3e?

gdzie M’ oznacza warto$¢ promienia przy elementach (a, e?).
Rownanie (6) przyjmie nastepujacg postac

M=M'+M —I—M{ S0 . }63 )
a 2 (1—e’sin®q 1—e?
Diugosé S° potudnika zawartego miedzy réwnoleznikami (g, + &)
i (patEn) przedstawi sie w postaci catki
gn+En gn+En 1
s~ [Mag= [ aq A R B

o+ Ta+Eo

sin® gm
2 1—e’sin® gn

- "l‘i—e;) 8 92] (8)
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Glowny wyraz prawej strony réwnania (8) przedstawiajacy sie w for-
mie catki
qntin
= [ M dq

.
watEa

mozna z latwoscig obliczy¢ posilkujac sie pomocniczymi tablicami geode-
zyjnymi dla elipsoidy (a, e®). Dla obliczenia wyrazu poprawkowego wzie-

lismy $rednig warto$¢ funkeji M dla szerokosci ¢, = (qu )

Obliczona w ten spos6b dtugosé¢ S” powinna byé zasadmczo taka sama,
jak S wyznaczona z rownania (4) na podstawie bezposrednich pomiaréw
liniowych. Poniewaz jednak zaréwno w bezposrednich wyznaczeniach
astronomicznych, jak i wyznaczeniach odchylen pionu wystepuja nie-
uniknione bledy obserwacji znacznie wieksze od bledéw wyznaczenia
diugosci rzutu naszego poligonu na poludnik, to oznaczajac przez vs wplyw
bledéw obserwacyjnych na wyznaczenie S’ z réwnania (8) mozemy na-
pisaé nastepujace rownanie dla btedu (poprawki) v, .

oo M,,,

, ., M,, : (
=88 =85 (P Po 08t @ —RaH RN - =" T S

1 \e
S )h e (9)
e
przez 0% oznaczono tu roéznice (5. — &).
Jezeli dla skrécenia zapisu oznaczy¢

s—8,=1,
M., \
— -U,,-(an — (08 =A
M,

. "3 sin® g, 1
——7 (P — @y +8E) L=+ - ——1=Bg,
0 (Pn o+ 0%) 2 1—e?sin? pm 1——92) ’

{c rownanie bledow (9) przyjmie takg prosta postac:

i} ;
vs'"_-A'r.'(_q__B(r'heg—i_lq- (10)
a

Jest rzecza oczywista, ze réwnan typu (10) nalezy uzyska¢ mozliwie
cuzo i dla réznych polozen naszych specjainych badan na globie ziemskim.
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Ogolny plan badan wedlug przedkladanego projektu bylby taki: Pod
roznymi szerokosciami geograficznymi obieramy odcinki prawie prosto-
liniowe w kierunku poludnika, o mozliwie znacznej dtugosci, np. 1000 km
i rozbijamy je na kilka poligonow po 100—150 km. Poligony te nieko-
niecznie musza by¢ jeden przediuzeniem drugiego. Wzdtuz calej linii prze-
prowadzamy badania grawimetryczne w celu poznania pola grawitacyj-
rego na tej przestrzeni, do wyznaczenia odchylen linii pionowych na kon-
cach kazdego poligonu wigcznie. Na konicowych punktach kazdego poli-
gonu wyznaczamy astronomicznie szerokos$é¢ geograficzng oraz azymuty.
poczatkowej i koncowej linii. W poligonie z calg precyzja mierzymy bez-
pos$rednio boki i katy na wierzcholtkach. Otrzymany material na kazdym
poligonie opracowujemy w sposéb podany wyzej i otrzymujemy rowna-
nia typu (10).

Aby wyniki badan daly pozadane wyniki, opisane pomiary nalezaloby
wykona¢ mozliwie na calej pélnocnej i poludniowe] pétkuli, a wiec wzdluz
Ameryki (Polnocnej i Poludniowej), w Europie od Morza Srédziemnego
mozliwie najdalej na péinoc, w Azji — dwa lub trzy kierunki przez caly
kontynent do Oceanu Indyjskiego, w Afryce — mozliwie poprzez caly
kontynent od Morza Srédziemnego do poludniowych krancow i wreszcie
w Australii.

Nalezy omija¢ partie o duzych zakléceniach grawitacyjnych, jak np.
wielkie masywy gorskie.

Jeszcze raz podkreslam, ze istotna sprawa jest tu mozliwie dokladny
kierunek potudnika w oddzielnym poligonie, natomiast poszczegoélne poli-
gony lub ich grupy moga by¢ rozlozone wzdiuz réznych potudnikéw,
byleby w sumie przebiegaly znaczne réznice szerokosci.

Zasada ta pozwoli tak dobraé¢ tereny do naszych specjalnych badan,
aby uniknaé tych okolic, gdzie istnieja wi,eksze zaburzenia w strukturze
skorupy, a wiec i zaklocenia w polu grawitacyjnym.

Otrzymane réwnania (10) 0pracawuj=erriy ostatecznie wedlug metody
riajmniejszych kwadratéw, tj. pod ewarunkiem Xp»? = minimum. :

Nasze badania bylyby niekompletne, gdybysmy nie uzupelnili ich
analogicznymi pomiarami wykonanymi w kierunku prostopadlym do po-



16 Edward Warchatowski

tudnika, a wiec wzdluz réwnoleznikow. W tym przypadku poligon ele-
mentarny bedzie mial ogélny azymut bliski 90° (rys. 2).

Przy takim kierunku poligonu, ze szczegdlna starannoscia i dokladno-
$cia, trzeba zmierzy¢ astronomicznie roznice dlugosei geograficznych po-
miedzy koncowymi punktami Pe i P, oddzielnego elementarnego poligonu.
Szerokosci geograficzne moga by¢ pomierzone z mniejsza precyzja.

Jak 1 w poprzednim przypadku z calg Scistoscia bedg pomierzone me-
toda Bergstranda dlugosci bokéw Pii Pi=si.

Positkujge sie wzorami (1) otrzymamy z wystarczajaca dokladnoscia
— z uwagi na krotkie 30 km boki poligonu — dtugosei geograficzne punk-
tow posrednich 1; i wreszcie 1, , ktorg uwazaé mozemy za diugosci geode-
zyjne. A zatem ;\.n_?\.; =dl», daje nam moznos$¢ obliczenia nastepnie po-
przecznej sktadowej odchylenia pionu punktu P, w stosunku do P,

M — Ne=M=(An—1) cos q.

Oczywiscie obliczona w ten sposob wielko$e dn bedzie obcigzona wply-
wami astronomicznych obserwacji i bledami pomiaru katéw zalamania.

Kazdy z bokéw poligonu s;, zmierzony bezposrednio z wysoky do-
kladnoscia rzutujemy na réwnoleznik, przechodzacy przez punkt poczat-
kowy P,. Trzeba przy tym pamieta¢, ze azymuty a: sg tu bardzo bliskie
90°. Formula Helmerta, ktéra tu zastosujemy, ma postac

2
- 5 i(l — e? sin® (.[Jm) {1 —sec? Pan sin? (Im) -
a

pi=s; sina(™ \ 1— 24

—e" COS2 Clin (10 Sih2 Pm — 1)] ) (11]

gdzie 0. s3 to azymuty w srednim punkcie boku poligonu,a ¢u szerokosc¢
tego roéwnoleznika, na ktéry rzutujemy si. Redukcje na poziom morza
otrzymamy z wWzoru

Hap,

p{f’:pi 1——" )
\ @ COS P,

Suma rzutéw p? w calym poligonie da nam odlegtos¢ pomiedzy potudni-
s 1
kami skrajnych punktéw P i P, liczong po réwnolezniku (pm:—z (o pn)-

L
Oznaczmy te sume zredukowang na poziom morza przez

P25
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Podobnie jak i w przypadku pomiaréw wzdiuz potudnika, mozemy twier-
dzi¢, ze warto$¢ P mozna uwazac¢ za obarczong malym bledem, ktéry mo-
zemy pominaé.
Odcinek réwnoleznika pod szerokoscia gn mozemy obliczy¢ dla elip-
soidy obrotowej o elementach (a+bda), (e*+0e® w nastepujacy sposéb.
Promien krzywizny w wertykale ma wartosé

m=— M: T s -::N:n—l—@ﬁa—f— ﬂbez
) 1—(e*+de%) sin® ¢, 3a de?
nastepne wyrazy szeregu nie odgrywajg realnego znaczenia.
Po podstawieniu pochodnych wzér poprzedni przyjmie taka postaé:
da | _, sin? ¢,

welN AN —4N . e, (12)

a 1—e®sin® g,
Majac to, obliczamy odleglos¢ miedzy potudnikami P, i P, wzdiuz rowno-
leznika Pan I

P = N, cos P \l:N:ﬂ cos (P:;u AL+ N:ncos P AR E“}_
a

+N' cos gu Smjiﬂi Akde®.
m 1—e?sin® ¢y,
Wielkos¢é AL sklada sie tu z dwoch czesci: roznicy zaobserwowanych
astronomicznie diugosci geograficznych (A,—4,) i wzglednej wartosci od-
chylenia pionu dnsec gun=1(n: —n,) S€C @n .
Jezeli to uwzglednimy, to ostateczna formula otrzyma posta¢ taka:

’ ’ - 3 v ] . b
P= Nrn COS @m (;Lﬂ, — Ay _Lb'l] sec (pm) o Nm COS (Pm (.ﬂ.n _ ?‘-0 +b'r| sec q:lm)—E +
a

: sin? q . o
+N,, oS Qu_——— P—n: (A hoHOm sec gm) De®. (13)
1—e®sin® ¢y,

Wprowadzajac do P’ poprawke v, wskutek wplywu nieuniknionych
bledéw obserwacji astronomicznych i innych, otrzymamy takie réwnanie
bledow

d ;
vp= A+ By 8 e+ (14)
a

gdzie A,, B, sa to skrocone oznaczenia odpowiednich wspoélezynnikéw
réwnania (12), a

I}_: P“'N:ﬂ COS (P (:‘m s 5‘-.0"r b'l} sec f{?‘rﬂ.) "sin 1”-

Geodezja i Kartografia 2
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Za pomocy takiego zespolu obserwacji rozlozonych réwnomiernie na
terenach bliskich réwnika, oczywiscie gdzie to jest mozliwe, moglibysmy
skonstatowa¢ w doswiadczalny sposéb ewentualng eliptyczno$é rownika,
a wspolnie z obserwacjami poiudnikowymi wyznaczy¢ najprawdopodob-
niejsze wymiary trojosiowe] elipsoidy ziemskiej.

Trzeba wreszcie zaznaczy¢, ze opracowujac w jednym wukladzie taki
zespot obserwacji roztozonych na calym globie ziemskim uzyskaliby$my
po ostatecznym obliczeniu caly szereg punktéow w réznych krajach $wiata,
ktérych wzajemne polozenie zostalo ustalone w odniesieniu do tego sa-
mego ukladu (¢.h), a wiec nawigzujac triangulacje krajowe do tych punk-
tow, nawiazemy je do ogélno$wiatowego ukladu geodezyjnego.

Wspomnieli$my poprzednio, ze istotne znaczenie mialoby wykonanie
analogicznych do oméwionych wyzej obserwacji na wielkich powierzch-
niach pokrytych woda. Stosowane obecnie pomiary odleglosci za pomoca
fz]l radiowych sag jeszcze za malo dokladne, aby z tej metody pomiarowej
korzysta¢ w badaniach precyzyjnych. Sa jednak pewne wskazéwki, ze
i w tej dziedzinie nastepuje wielki postep.

Z opublikowanych w ,Bulletin Géodésique* sprawozdan o triangu-
lacji wykonanej w Ameryce systemem ,,Shoran* wynikatoby, ze uzyskano
juz dosé znaczng dokladnosé, ktéora wynosi okoto 1 :59 000.

Jest zatem nadzieja, ze dokladno$¢ ta moze by¢ jeszcze powiekszona.

Metoda pomiaru odleglo$ci za pomoca fal radiowych ma znacznie
wiekszy zasieg od wysoce precyzyjnej metody geodimetru Bergstranda.
Zasieg ten dochodzi nawet ponad 300 km. Jezeli sobie wyobrazimy na
obszarze oceanu (morza) wysepki w odlegloéci do okolo 300 km jedna od
drugiej, na ktérych mozna wykona¢ obserwacje astronomiczne diugosci
i szeroko$ci geograficznych i pomiedzy tymi punktami pomierzy¢ od-
legto$é bezposrednio droga fal radiowych, to dla kazdej w ten sposob za-
‘ohserwowanej pary punktéw mozemy ustali¢ zwigzek pomiedzy wspot-
rzednymi wyznaczonymi astronomicznie, a odlegloscia zmierzong bez-
posrednio. W tej metodzie nie bedziemy mie¢ azymutalnych obserwacji,

t6re daja moznoéé kontrolowania zasadniczych wyznaczen spélrzednych.

Z uwagi na to, ze odleglosci miedzy sasiednimi punktami obserwacyj-
nymi beda w zasadzie do$¢ duze, to najkorzystniejsze wydaje sie zasto-
sowanie przy obliczeniach formul dla $redniej szerokosci ‘F‘fﬂ;;("E’|+‘F‘2)
z uwzglednieniem wyrazéw czwartego rzedu, co daje prawo stosowania
tych formul do odleglosci nawet wiekszych od 400 km.

Rozumieé¢ bedziemy, ze sa wprowadzone ewentualne korektywy ze
wzgledu na odchylenia pionu, jak réwniez redukcje do poziomu morza.
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Fodajemy te formuly w postaci logarytmicznej

1gs® cos a'™ =1g(qp, — @) —1g (1) — () \i2 cos® qum — (6) Ag*+ Algs cosu

1gs® sin a(™) = 1g (hy—A,)+1g cos g —1g (2) — (5) AA2 sin? ont(4)A 2+ |
+Algssina ! (15)

Ig (uy— o) =1g (hy—hy)+1g sin qu+(7) AR cos? g+ (8) A2 +Alg A a
Wartoscei symboli wystepujacych we wzorach (15) mozna znalezé w od-

powiednich tablicach geodezyjnych pomocniczych dla okreslonej elipsoidy;
znaczenie wspomnianych symboli jest nastepujace:

10" Mod =1 ; QR*=e" cos® P ; Vi=1+e?cos® om

(1)= K2‘@"; (2)= !-@”
Nm N
(3)= 24_9 5 = 1+Q2_"%??_E§f'em _ 24!
(5)=(2-+2 tg* Pm+2 Q?) 24“'0: . (6)=@* tg* ‘Fﬂ}__}:%+_%_@g_ﬁgg_f'ﬁm _ 8“0”
(N=V?2. 12“@.,, . @® -::?3*-8%5 Q' 24:2

Dodatkowe czlony poprawkowe, przy wzieciu pod uwage dalszych
wyrazow 4—5 rzedu, tj. Alg scosa, Algssinu i AlgAx, ktére moga
wchodzi¢ w rachube przy projektowanych odleglosciach, sa bardzo mate.
Jezeli wzigé krancowe przypadki Ag=4° i AL=4% to pod $rednig szero-
ko$cia ¢n=>50" daloby to zaledwie 1,4 jednostek w si6dmym miejscu man-
tvsy logarytmu, a dla réznicy azymutéw Ao wyniostoby okolo 07,0015.
Widzimy wiec, ze praktycznie mozna stosowaé¢ normalne formutly ze
srednig szerokoscig (15) podane szczegdlowo wyzej.

Obliczone z tych formut sY, a;= u‘m)—; Aa 1 ay=qa™m l; Ao odnosza
sie do elipsoidy o przyjetych a priori elementach a i e? Dla poszukiwanej
elipsoidy odniesienia mie¢ bedziemy (¢-Fda) i (e*+0e?), nalezy wobec
tego do obliczonych wartosei s? i a™ dodaé pewne poprawki, kiére obecnie
postaramy sie wyznaczyc¢.

il
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_ Pomijajac czlony wyzszych rzedéw w formutach (15), mozemy dla
okreglenia zachodzacych zmian w s i a wyj§é z wzordw przyblizonych
nastepujacych:

tg ap~NmcOS@m AL 1—e'sin®ey Al

Mn Ag~ 1—e Ag (16)
§02 = (Mo A@)? A+ (N COS @ AL)?

Ze struktury pierwszego z réwnan (16) wynika, ze zmiana rozmiarow
elipsoidy nie wplynie na zmiany azymutéw, natomiast forma elipsoidy
bedzie mie¢ wplyw na wielko§é azymutow. Rézniczkujac pierwsze z row-
nan (16), otrzymamy zalezno$¢ pomiedzy zmiang kwadratu mimosrodu e*,
a zmiang azymutu, mianowicie bedzie istnie¢ réwnanie

. cos® ¢ . o
dolm) — = 7({:""11_.... ——5in al™m) cos af™m) O el
(1—e?) (1—e* sin® @) -

Wzor ten wskazuje, ze zmiany du beda bardzo®male rzedu e*, ponie-
waz b e? jest tego rzedu.

Biorac drugi z wzoréw (16), stwierdzamy, ze zaréwno zmiana rozmia-
row poétosi jak i kwadratu mimoérodu elipsoidy wplywa na dhugosé tuku s.
Ogélny wplyw zmiany elementéw elipsoidy przedstawi sie¢ w tym przy-
padku w takiej postaci:

38 ¢ A8
hs:: — ha—i_——:hez,
Sa 3e®

przy czym odrzucamy nastepne wyrazy wyzszych rzedow, jako znikomo
male.

Po dokonaniu rézniczkowania i przeprowadzeniu uproszczen otrzy-
mamy poprzednie réwnanie w nastepujacej rozwiniete] postaci:

ds= '-}~s"'b—9 R A— (cos2 @ m COS? AM) — 17€ sine rpm)ﬁ e’ (17)
a (1—e*)(1—e?sin®@m) 2 .

W ten sposob ostateczna warto$é odlegtosci Py P,, obliczona na podstawie
pomiaréw astronomicznych spélrzednych ¢, %, bedzie 2Tl

Jezeli pomierzona za pomoca fal radiowych odleglos¢ ta, zredukowana
jak i poprzednia, do poziomu morza byla s, to oznaczajac przez vs po-
prawke wynikajaca z dzialania nieuniknionych bledéw pomiaru, otrzy-
mamy takie réwnania bledéw

5 0 [ . —e? :
vs=(s —sr)+ 022+ i st ———— | cos® gmcos? ay — e sin® tpm) de
(1—e*)(1—e*sin gm) \ ' 18)
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Ta metoda tzw. ,,geometrycznych” badan ksztaltu elipsoidy niewatpli-
wie bedzie bardziej korzystna z tego wzgledu, ze mozna bedzie wykony-
waé pomiary zaréwno na przestworzach oceanicznych, jak i na ladzie.

Jest to tylko ogélny szkic tych mozliwosci, jakie otwierajg sie przed
geodezja jutra. MyS$le jednak, ze pozyteczne byloby blizsze przestudiowa-
nie zagadnienia w szczegélach, jak réwniez przeprowadzenie ekspery-
mentéw na szersza skale dla opanowania metody obserwacyjnej i orga-
nizacji pracy.

PE3IOME

HMcxons u3 coobparkeHHid BO3MOKHOCTH MPHMEHEHNKS HOBBIX METOAOB HENOCPEACTBEH-
HOrO M3MEpEeHHd CpaBHHUTEJIbHO 3HAUMTEJIbHLIX PACCTOSHUI Ha 3EMHOI MOBEPXHOCTH MpH
MOMOLIM CBETOBLIX BOJIH W pajgHO-BO/IH, aBTOP [peA/iaraeT MCMnoJib30BaTh 3TH BO3MOMK-
HOCTH C LEeNbI0 onpeneneHys Haubonee noaxofsUIHX pasMepoB 3eMHOTO 3nUncoMna, Kaw
NMOBEPXHOCTH OTHOCHMOCTH [UIsi TEOE3HYECKHX M3MEPEHHH,

CywHocTs npeanaraeMoro cnocofa sar/iouaercs B 3a/iOeHHH CrieuqalbHbiX MNoJH-
FOHOB B HaNpaBleHHH MEepHAHaHOoB, BeCbMa Masjo OTK/IOHSIOLIMXCS OT NpAMOH JHHHHM,
CTOPOHbI KOTOPbLIX HENOCPENCTBEHHO M3MEPHIOTCH C BLICOKOH TOYHOCTbIO MW MOMOLLH
.reopumerpa” Beprcrranna. B KOHEUHBLIX TOuKax W3Mepsercs TUlATelbHO acTPOHOMHYEC-
KME LLIMPOTHI, @ TAaKiKe azuMyThl NEpPBOH M KOHE4YHON cTopoHbl nonuroHa. Heobxopumo
rpaBMMETpHYECcKOe OOCNeNOBaHHE OKPECTHOCTEH KOHEYHLIX MYHKTOB [na YCTaHOBJIEHHS
OTKJIOHEHHI OTBECa B 3THX TOYKaXx.

CTopoHBI TMOJMroHa, M3MEpPEHHbIE HENOCPeNCTBEHHO NPOEKTHPYEM Ha MepHIHaH He-
XOOHOH TOYKH MONMMroHa, Ha reoun. B BHAOY BLICOKOM TOYHOCTW JIMHEHHLIX W3MEpPEHHH
,,FEOAUMETPOM” MOMKHO CHWTATL HAMHY OTPE3KAa MEepHAMaHa MEKAY WHPOTamMu KpaiHux
Touek GesownbouynbiMH, Ty ke caMylo AJIMHY MOMKEM BbIYHCIWTB, NOJIb3YSCk COOTBET-
cTBYlOUIMMH QOPMYNaMH NS 31MncoMaa oTHocUMocTH. CpaBHMBas 3TH [BE BEJMYMHLI,
nonyuaem ypasHeHue norpeiuHocrei. M3 o6pabotky psaa TakMX MOJIMIOHOB MO CrOCOBY
HaMMEHDLILMX KBaApPaToB MOMHO MONYYMTL BEpoATHeHlHe pasMepd MoJyocH U DKCUEH-
TpulMTETa. '

Takde e H3aMepeHus Cleayer NpPOBECTH W B HanpaBieHWW napajniend. B atom cny-
yae 0cob0 TWATENbHO HYKHO WCMOJHHWTL OMpEeNieHHe pasHHLbl acTPOHOMHYECKHX N0~
roT KpaiHuX MyHKTOB. $ICHO, 4TO NOJIMFOHBI MO MEpUIHaHaM W Mo napajensM ciepyer
.06pabarkiBaTh COBMECTHO.

B cliydae pasBuTHEA NpHMEHHUMOCTH pagHo-BONIiH B CMbIC/E 3HAYHTENLHOrO MNoBLILLEHHS
TOYHOCTH PE3y/bTaTos, C/Ief0Banc Obl NPOM3IBECTH MHOrOYHC/IEHHbIE H3MEPEHHS Ha BOA-
HBIX MpocTpaHcTBax (nonb3ysch ocTpoBamu) paccroanud ok, 300 KM, a B KOHEHYHBIX TO4-
Kax BecbMa TLUATENbLHO ONpeleNuTh acTPOHOMHUYECKWe LWMpoTel u ponrotel. O6paborka
B 3TOM cnyuae GYAeT 3aK/JOuaTChsl B ONpENeNneHHH M3 BhIYHUCIEHWH [JIMHBI PacCTOSIHHS
MEMIY TOUKAMM HabMoAeHUH, Kak (YHRLHW 3JIEMEHTOB 3JIMICOHAA OTHOCHMOCTH W CpaB-
HeHWe ee C M3MEepeHHOW HerNoCpeaCTBEHHO BEJHUYMHOW 3TOTO paccrostus. Orcrona
NONY4YUTCH YpaBHEHHE MOrpPeuIHOCTeH,

Pa6oTbl cnepoBano Gbl MPOBECTH NaHOMEPHO B MewAyHapopHowm macuwitabe, 4TOObI
NOJIYyUHTL EJWUHYIO CHUCTEMY KOOpOHHAT.


cjieflOBa.no
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RESUME

Pour déterminer une surface générale de référence, l'auteur propose une mét-
hode basée sur la mesure directe et précise de la distance entre deux points éloignes
sur la surface terrestre a l'aide d'ondes lumineuses respectivement de radio.

Cetie méthode consisterait & former un polygone rectiligne dans la direction du
meéridien. Les eléments linéaires du polygone seraient mesurés a l'aide d'un géodi-
metre de Bergstrand, Aux points extrémes du polygone il faudrait mesurer exacte-
ment les latitudes géographiques, astronomiques ainsi que les azimuts du premier et
du dernier coté.

Outre cela, des observations gravimeétriques on peut éventuellement déterminer
la déviation de la verticale Les c6tés particuliers du polygone seront projetés sur
la surface du géoide et dans la direction du méridien du point initial.

En nous basant sur ces mesures, nous pouvons établir le rapport existant entre
les éléments de l'ellipsoide de référence et la longueur mesurée du polygone projeté
sur le méridien.

Il est essentiel de faire de pareilles observations le long des paralléles; et c’est
avec des soins particuliers qu’il faut observer la différence des longitudes des points
extrémes, Ainsi on peut établir de 'équation entre les grandeurs des éléments (a, e?)
mesurés et la longueur du polygone sur le paralléle.

L’élaboration commune des deux mesures effectuées sur le globe terresie entier
donnera les éléments les plus probables de lellipsoide de référence pour toute la
terre

Il serait particuliérement important de se servir des ondes de radio pour les me-
sures linéaires aux environ de 300 km. de longueur sur la surface de la mer ou de
l'océan. En ces cas les latitudes et les longitudes géographiques des points extrémes
devraient étre mesurées avec la grande précision.

De cette facon on aurait pu réaliser sur une échelle mondiale un systéme uni-
{orme des coordonnées pour toutes les mesures géondésiques.
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Stefan Hausbrandt

Wzory na blad sredni dowolnego punktu w poligonie
typowym 1 wnioski dotyczace koordynowania dokladnosci
pomiaréw katowych 1 liniowych w poligonach typowych

1. W literaturze geodezyjnej ustala sie wzory wyrazajace maksymalna
wartos$¢ Sredniego bledu poprzecznego w prostoliniowym i réwnobocznym
ciggu poligonowym, nawigzanym do punktéw i kierunkéw stalych. Po-
niewaz tego rodzaju ciagi poligonowe — mazywamy je dalej krotko cig-
gami typowymi — sa w praktyce bardzo rozpowszechnione ), wydaje sie
celowe postawi¢ zagadnienie analizy dokladno$Sciowej w sposéb bardziej
ogblny, nie ograniczajac sie do badania $redniego bledu poprzecznego czy
podluznego w polozeniu punktu réwnoodleglego od punktéw nawigzania,
ale ustalajac zwigzki, jakie zachodzg miedzy $rednim bledem poprzecz-
nym, wzglednie $rednim bledem podiuznym d o w oln e go punktu w po-
ligonie typowym wyznaczajacym n punktéw, a $rednim bledem pomiaru
kata, srednim bledem pomiaru boku i dtugoscia boku (wzglednie diugoscia
calego poligonu).

Tego rodzaju uogolnienie zagadnienia — poza korzy$ciami natury po-
jeciowej wynikajacymi z wszelkich uogdélnien — przynosi dwie korzysci
natury praktycznej a mianowicie:

a) pozwala przy minimalnym nakladzie pracy rachunkowej, w po-
prawny naukowo sposéb charakteryzowaé dokladnosciowo kazdy punkt
poligonu przez obliczanie wartosci jego $redniego bledu na drodze spier-
wiastkowania sumy kwadratow bledu poprzecznego i podluznego,

b) pozwala ustali¢ prosty zwiazek, jaki powinien zachodzi¢ miedzy
$rednim bledem pomiaru katowego (wyraza¢ go zawsze bedziemy w mie-
rze radialnej), a $rednim bledem wzglednym pomiaru liniowego w poli-
gonie typowym, aby przecietna wartos¢ kwadratu bledu poprzecznego
byla réwna przecietnej wartosci kwadratu bledu podiuznego lub, co na
jedno wychodzi, aby suma kwadratéow bledéw poprzecznych byla réwna
sumie kwadratow bledow podiuznych.

) Praktyka daje nam oczywiscie te ciagi w postaci niedoskonalej, tzn. zalozenie,
ze kat miedzy osia ciagu a bokiem spelnia warunek: cos a=1 sin a=0 oraz zalozenie
pomijalnosei réznic w dlugosci bokéw d,—d;, =0 sa stuszne tylko w przyblizeniu.
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Pierwsza z wymienionych korzysci natury praktycznej ma raczej
znaczenie dla pomiaréw o wyzszej dokladnosci, pretendujacych do po-
prawnej naukowo charakterystyki dokladnoéei rezultatow.

Znaczenie drugiej z wymienionych korzysci natury praktycznej wy-
daje sie wigksze. Jak bowiem mozna stwierdzié¢, poréwnujac wzory, ktére
dalej podamy i uzasadnimy z praktyka techniczna, obowiazujgce przepisy
pomiarowe sg przewaznie dalekie od dokladno$ciowego skoordynowania
pomiaréw diugosciowych z pomiarami katowymi w pracach poligono-
wych. Czesto np. zaleca sie zabiegi majace na celu , kierunkowe usztyw-
nienie* poligonu, tzn. zmniejszenie $rednich bledéw poprzecznych, po-
mimo ze w danym poligonie zar6wno przecietna, jak i maksymalna war-
tos¢ bledu poprzecznego, duzo jest mniejsza od odpowiadajacej wartosci
bledu podluznego. Dodatkowy naklad pracy i kosztow wlozony w zmniej-
szenie bledéow poprzecznych jest tu oczywiScie niecelowy i pozostaje
niemal bez wplywu na przecietng i maksymalna warto$é¢ bledu polozenia
punktu. Zmniejszenie natomiast przecietnej i maksymalnej wartosci ble-
déw podituznych — dokonane czy to na drodze zwiekszenia dokladnosci
pomiaréw diugoSciowych, czy tez na drodze nawigzan katowych do
punktéw stalych obserwowanych prostopadle do kierunku ciagu z jego
srodka — bedzie w tego rodzaju ciggu poligonowym celowe. Wiozony
bowiem naklad pracy i kosztow wydatnie zmniejszy zaréwno przecietna,
jak i maksymalng warto$¢ bledu polozenia punktu i zamieni wadliwa
konstrukcje geodezyjna, wyznaczajaca polozenie punktu na plaszezyznie
z wybitnie wieksza dokladnoscia w jednym niz w drugim z dwéch prosto-
padlych kierunkéw, na konstrukcje geodezyjng prawidlowa nie wyréznia-
jaca zadnego z tych kierunkéw. Rozpoczniemy od podania i uzasadnienia
wzoréw stanowigcych podstawe dalszych rozwazan. Wzory te wyrazaja
zwigzek miedzy Srednim bledem poprzecznym myop: $rednim bledem po-
dtuznym mpoa ‘i-tego punktu w poligonie wyznaczajacym n punktéw
(t=1,2,...n) a $rednim bledem pomiaru kata m,, $rednim bledem po-
miaru boku m. i dtugoscia boku d. Maja one ksztalt:

Sredni biad poprzeczny i-tego punktu poligonu

_myd.q/ DIt =) o
Higonra™ g l/ Bt DT3[ In—(E=21-3)
(1)

! Sredni blad podtuzny i-tego punktu poligonu
| [Ty |

Mpodt— Mg * l/ n _!'_1 (2) i
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Czytelnik nie interesujacy sie wywodem matematycznym stusznosci
wzoréw (1) (2) moze opuscié nastepujacy dalej tekst (str. 23—35) bez obawy
o trudnosci w przyswojeniu wnioskow praktycznych.

2. Wyobrazmy sobie uklad wspéirzednych prostokatnych, ktorego
o¢ gtowna O X jest réwnolegta do osi A B typowego ciggu poligonowego,
laczacego punkty stale A i B (rys. 1). Jezeli warto$ciom ,,przyblizonych
wspélrzednych wyznaczanych przez poligon punktow:

nadaé drobne przyrosty dxi dyi (=1, 2,...n), wowczas boki d

i katy « poligonu otrzymaja drobne przyrosty dd, da. Latwo
zauwazyé, ze przyrost dilugosci boku wyznaczonego przez X
punkty o wskaznikach (i —1) i (i) wyrazi wzér:

dd;=dxi — dxj—, ndo,

przyrost za$ kata, ktérego wierzchotkiem jest punkt o wskaz- -1
niku (i), wyrazi wzor: "

1 o2 1
dai= —~dy, +—dyi— —dyi+1 . i fe
d Yia “d Y d Yi+1

Zakladamy tu oczywiscie, jak to zawsze ma miejsce w ope- 2

racjach wyréwnawczych, ze przyrosty sg dostatecznie mate,

aby drugie ich potegi uwaza¢ za zaniedbywalne. 1ga,
Wartos$é najprawdopodobniejsza boku wzglednie kata po 1

wyréwnaniu wyrazi¢ mozemy badz to: 1) jako sume wartosci

zaobserwowanej tego boku des (Wzglednie kata aows) i po-

prawki wyréwnawczej vs (wzglednie v.) speiniajacej waru-

runek minimum sumy kwadratéw: Rys. 1

[v v]=minimum,

badz tez: 2) jako sume obliczonej z przyblizonych wspélirzednych diugosci
boku dprpe (wzglednie wartosci kata ap=e) i przyrostu dd (wzglednie d a),
jaki otrzyma bok (wzglednie kat), gdy przyblizone wspéirzedne wyzna-
czanych punktéw poligonu zamienimy na najprawdopodobniejsze przez
nadanie im przyrostow wyréwnawezych dx, dy. Mamy wiec:

dobs+vd:dprzyb+dd lub: ve=dd i d-pr:,u{; L du{m

Unb.\'—f— Vo= Oprzyb +d o lub: Va =du * “Oprzyb — Uobs .
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Stad latwo juz napisa¢ réwnanie bledu obserwacji liniowej oraz row-
nanie bledu obserwacji katowej. Podstawiajac wartosci dd wzglednie d «
znajdziemy:

roéwnanie bledu obserwacji liniowej dx;—dxi— +la=vq,

réwnanie bledu obserwacji katowe]

1 2 1
- g dyi—1+ Edy‘! e _(}‘ dyi+ 1 +Iu Uy

przy czym pr-zei l oznaczyliSmy roznice miedzy wartoscia przyblizona
i zaobserwowana elementu liniowego (lsz) wzglednie katowego (la).
Napisanie takich réwnan dla kazdej z n+1 obserwacji liniowych oraz
dla kazdej z n-+2 obserwacji katowych pozwoli nam zestawi¢ tabele wspoi-
czynnikowe ukladéw rownan bledow. Podajemy ponizej te tabele pomi-
jajac w nich wyrazy wolne, jako nie majace znaczenia dla dalszej pracy.

Tabela wspoélezynnikowa ukladu réwnan bledéw obserwacji liniowych

dz; dxy dry dry  cieseciiseaeias dxp—1 dxn

1
=] 1
—1 1

Tabela wspélezynnikowa ukladu réwnan bledéw obserwacji katowych

diy dys, dys dys  ..iiieiieian.. = dyr—z  dyn—1 dyn
1
d
2 1
d d
. 2 1
d d d
_ 1 2 - _1
d d d
- 2 -
d d d
1 2
d d
1
d
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Z tabel tych wynika od razu, ze tabele wyznacznikéw charakterystycz-
nych ukladéw réwnan normalnych Gaussa maja odpowiednio postaé:

| 2 -1 Z .6 —4 |

—1 2 —1 | i —4 6 . . |

—1 2 . f 1 | 1—a .. 1 |

D— —] = 3 oraz Dl'= dz_n | 1 . .—4 1 |
—1 ' : , 6 —4 1|

. 2 —1 - . —4 6 —4 |

| —1 2 1 —4 6

(dla obserwacji liniowych) (dla obserwacji katowych)

Zwiagzek miedzy $rednim bledem i-tej niewiadomej ukladu réwnan
normalnych Gaussa, wyznacznikiem charakterystycznym A ukladu réw-
nan normalnych i minorem Aj przyporzadkowanym i-temu elementowi
przekatnej tabeli wyznacznika wyraza znany wzor:

/i
e Y R
gdzie M, jest $rednim bledem pojedynczej obserwacji.

Oznaczajac przez mae i m. bledy érednie pomiaru boku i kata, wyra-
zimy tedy blad podluzny i-tego punktu poligonu, tzn. w przyjetym ukia-
dzie blad odcietej m., oraz blad poprzeczny i-tego punktu poligonu, tzn.
w przyjetym ukladzie blad rzednej m,, za pomoca wzoréw:

Mpodt — 'W]'rf.-l/—&L (21)
4 D
Jm -—
/ Dy D;;
mpgprz = m(}'-l_/ -'[)_r == mud * 5 ] (1 1?

gdzie oznaczyliSmy przez D' wyznacznik, w ktérego tabeli elementy na
gtownej przekatnej réwne sg 6, elementy na przekatnych sasiadujacych
z przekatng gléwna sg réwne —4, elementy na przekgtnych sasiadujacych
z poprzednimi sg rowne 1, za$ pozostate elementy sa zerami.

Jest wiec wyraznie:

, =] 6 —4 1
| —1 2 —1 -4 6 —4 1
D=| -1 2 =1 loraz D'=| 1 —4 6 —4 1
' 1 2 -1 ' 1 -4 6 —4 1
lly B I8 5 1 —4 6 —4 1



28 Stefan Hausbrandt

Otrzymane wzory pozwalaja juz na liczbowe rozwiazywanie zagadnie-
nia obliczenia bledu podiuznego i poprzecznego i-tego punktu w poligonie
wyznaczajacym n punktow. Tak np. dla obliczenia bledow drugiego punktu
w poligonie wyznaczajacym trzy punkty mie¢ bedziemy:

I 6

35
Tﬂ'poprz:mud' 6 —4 1 Zmod'.'/z—o =0.837mod
-4 6 —4
g 1 -4 6
92—
- - ;- ——
— 2 l/ 4 -
Mpodt = Ma 2 1 = Mg - '4- =Mq .
-1 2 =1
-1 2
- Jezeli wiec — skonkretyzujmy nasz przyklad — zalozono poligon

o czterech bokach diugoéci po 200 metrow, zmierzonych ze $rednimi ble-
dami +0,10 metra, przy czym katy w tym poligonie zmierzono ze Sred-
nimi bledami *1°, tzn. w mierze radialnej +0,00029, wowczas bledy: po-
przeczny i podhuzny drugiego punktu w tym poligonie wyniosa:

Mpopr- = 10,837 - 0,00029 - 200= 20,048
Mpogr = =1 +0,10=1£0,10.
Punkt wyznaczony tu bedzie-z biedem $rednim:
m,=J 10,052-+0,102= + 0,12 metra.

Otrzymane wzory, jako wymagajace kazdorazowego obliczania wartosci
wyznacznikow, nie sa praktyczne w rachunku liczbowym. Poniewaz
z chwila ustalenia stopnia wyznacznika n warto$¢ wyznacznika D wzgled-
nie D staje sie funkcjonalnie zalezna od jednej tylko zmiennej m, po-
staramy sie sformulowaé odno$ne zwigzki funkcyjne: D=F,(n) oraz:
D =Fy(n). .

Poniewaz dalej z chwilg ustalenia stopnia wyznacznika n oraz wiel-
koéci wskaznika i wyznaczajacego liczbe porzadkowa elementu glowne]
przekatnej, ktéremu przyporzadkowany jest minor o wskazniku « war-
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to$é minora Di wzglednie warto$¢ minora D'i staje sie funkcjonalnie za-
lezna od dwéch tylko zmiennych: n i i — postaramy sie sformulowac i tu
odnoéne zwiazki funkcyjne: Di=fi(n,i) oraz: D'ii=f,(n,1). Pozwoli nam
to nastepnie zastapi¢ we wzorach na blad poprzeczny i blad podiuzny
stosunki wyznacznikéw przez stosunki wielomianéw zmiennych n oraz i
i doprowadzi¢ te wzory do postaci (1) (2).

3. Dla wyznaczenia zwigzku, jaki zachodzi miedzy wartoscia wy-
znacznika

| 2 -—1 !
-1 2 —1 ; !
D= =] 2 —1 '

=1 2=l i

oraz liczbg n okreslajaca jego St(;piefl, pomnoézmy pierwszg kolumne ta-
beli przez 1, druga przez 2, trzecig przez 3 itd. itd., wynoszac przed znak
wyznacznika dla zachowania jego warto$ci iloczyn:

1 1

111
1 3 n n!

b2 | =

Mieé¢ bedziemy, piszac wyraznie elementy k-tej kolumny i k-tego
wiersza:

2 —2
—1 4-3
—2 6
.| —3 . —(k—1) |
D=~ . 2(k—1) —k '
nl . —(k—1) 2k —(k+1)
' ~& 2e+l) .|
=(RED) @

Pozostawmy teraz bez zmiany pierwsza kolumne, a do kazdej nastepnej
dodawajmy kolumne poprzedzajaca. W wyniku tej operacji, nie zmienia-
jacej wartosci wyznacznika, otrzymamy tabele wyznacznikowa, w ktore]
wszystkie elementy ponad glowna przekatng beda réowne zeru, kazdy zas
element na gléwnej przekatnej bedzie o jedno$¢ wiekszy od liczby po-
rzadkowej swego miejsca na tej przekatnej. Mamy bowiem:

9—2=0 —1+4—3=0 —2+6—4=0 itd,
a ogolnie: — (k —1)+2k— (k+1)=0
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—2+6=4 itd,

oraz: 2=2 —1+4=3

a ogoélnie: —(k—1)+2k=k-+1.

Poniewaz za§ wartos¢ wyznacznika, ktorego tabela ma tylko zerowe

elementy ponad glowna przekatna, rowna jest iloczynowi elementow tej
przekatnej, otrzymamy:

1)
D=—11-. 9034 2 o 5 ALy =y
n.

1
n!

?

co zapiszemy ostatecznie pod postacig:

D=n++1

L]

Prosciej, cho¢ bez scistosci matematycznej, mozna ustali¢ ten zwigzek
przez obliczanie wartoseci, jakie przybiera wyznacznik D, gdy zmieniaé¢
w jego tabeli ilosé¢ rzedow. Oznaczajac przez D(k) wyznacznik, ktorego
tabela posiada k rzedoéw, otrzymamy przy zmianie k:

§ -8 21
D()=[2|=2, D@)=|_] ,|=3 DE=|—1 2-
- 1

Analogicznie D(4)=5, D(5)=6 itd. itd.

Uogélniajac to napiszemy ostatecznie: D(n)=n+ 1.

4. Przejdzmy teraz do zwigzku, jaki zachodzi miedzy wartoscia pod-
wyznacznika Dii, ktorego tabela powstaje w drodze skreslenia ‘i-tego
wiersza i i-tej kolumny w tabeli wyznacznika D o n rzedach a wielko-
Sciami n 1 i

Rozwinmy taki wyznacznik:

2 =1
-1 2 -1
-1 2 —

Dy=

4
-1 92 —
1

1
=1

w mysl ogoélnego twierdzenia Laplace’a wedlug zespolu pierwszych i—1
kolumn — nazywamy dalej ten zespdl pierwszych i—1 kolumn ,pier-
wszym pasem‘ tabeli wyznacznika, nazywajac ,drugim pasem‘ tabeli
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wyznacznika zespét pozostalych n—i kolumn. Nalezy wiec pomnozyé
kazdy z ,majorow‘ pierwszego pasa, tzn. kazdy z wyznacznikow, daja-
cych sie utworzy¢ z wierszy pierwszego pasa branych po i—1, przy za-
chowaniu kolejnosci, przez odpowiadajacy mu ,,major drugiego pasa, tzn.
wyznacznik utworzony z-tych wierszy drugiego pasa, ktére nie wystepuja
w majorze pasa plerwszego — nadajac iloczyhowi znak plus lub minus
zaleznie od tego, czy suma wskaznikéw wierszy i kolumn majora pier-
wszego pasa jest liczba parzysta, czy nie parzystg. Suma obliczonych tak
iloczynéw (zwana tez sumg iloczynéw majoréw przez ich dopelnienia
algebraiczne) daje, jak wiadomo, warto$¢ wyznacznika.

W rozpatrywanym wypadku wyznacznika D, z wyjatkiem majora
pasa pierwszego utworzonego z i—1 pierwszych wierszy, wszystkie majory
pasa pierwszego, jako zawierajgce wiersz zerowy, beda zerami. Suma ilo-
czynéw ograniczy sie wiec tutaj do iloczynu wyznacznika utworzonego
z i—1 pierwszych wierszy pasa pierwszego przez odpowiadajacy mu major
drugiego pasa, ktéry bedzie tegoz samego typu znanym nam juz wy-
znacznikiem D utworzonym z n—i wierszy koncowych drugiego pasa. Ozna-
czajac wiec przez D(k) wyznacznik znanego nam typu D, skladajacy sie
z k rzedéw napiszemy:

Di=D(i—1) - D(n —i).
Poniewaz za$, jak to uprzednio wykazaliSmy D(k)=k 1, bedzie:
D(i—1)=i—1+1=i oraz D(n —i)=n —i+1.

Podstawiajac to otrzymamy

| Du=i(n—i+1) |

Wzor na podiuzny blad sredni i-tego punktu w poligonie wyznacza-
jacym n punktéw (patrz wzor 21) mie¢ wiec bedzie ostatecznie postac:

mpud.f = md-l/ 1’7[“ r 1 i 1]
n+1

5. Przejdzmy do obliczania warto$ci wyznacznikow wystepujacych
we wzorze na blad poprzeczny.

Dla obliczenia warto$ci wyznacznika oznaczonego przez D' pomnozmy
kolejne kolumny tabeli tego wyznacznika:
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!
o

6 —4 1 |

—4 6—4 1 |
1—4 6—4 |1

1—4 6—4¢ \
D= 1—4 6

'—-.l;d'anlk'—‘

odpowiednio przez: 12 23 34 k(k+1) n(n+1) wynoszac przed znak
wyznacznika dla zachowania jego wartosci iloczyn:

1
n!(n+ 1)!
Otrzymamy:
12 —24 12
-8 36 —48 20
2 —24 72 —80
6 —48 120
_ 1 1280
nl(n+1)! . 1k(k+1)
w wierszu —4k(k+1)
k-tym .. | I(k—2)(k—1) —4(k— 1)k 6k(k+1) —4(k+1)(k+2) 1(k+2)(k+3)
a U B LT LR S e ko) o L R/
1k(k+1)

gdzie wpisaliSmy wyraznie elementy k-tej kolumny i k-tego wiersza.
Pozostawmy teraz bez zmiany pierwsza kolumne, a do kazdej na-
stepnej dodawajmy kolumny poprzedzajace ja. W wyniku tej operacji

otrzymamy:
12 —12
—8 28 —20
2 —22 50 —30
g B 6 —42 178
n(n-1)! 12 —68
W wierszu
k-tym| (k> 3k+2) (—3k*+k+2) (3k*+Tk+2) —(k*+5k+6) 0
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NapisaliSmy tu wyraznie warto$ci wszystkich elementéow k-tego wier-
sza powstajgce w drodze sumowania: jednego, dwoch, trzech, czterech
i pieciu elementéw k-tego wiersza poprzedniej tabeli. Mamy mianowicie:

1(k—2)(k—1) =k>—3k+2

1(k—2)(k—1)—4(kk—1)k=—3k2+k+2

1(k—2)(k—1)—4(k—1)k+6k(k+1)=3Kk2+Tk+2

1(k—2)(k—1)—4(k—1)k+6k(k+1)—4(k+1)(k+2) =—k*—5k—6

1(k—2)(k—1) —4(—1)k+6k (k+1)—4 (k-+1) (k+2)+
+1(k+2) (k+3) =0

Operacja wykonana nad elementami tabeli wyznacznika doprowadzila,
jak wida¢, do uzyskania tabeli nad przekatng gléwna, ktérej tylko jedna
przekatna znajduje sie juz o niezerowych elementach. Otrzymaliémy bo-
wiem dla elementéw drugiej sasiadujacej posrednio z przekatna glowna
przekatnej:

w plerwszym wierszu: 12-—24+12=0,

w drugim wierszu —8-+36 —48+20=0,

w trzecim wierszu 2 —24--72—80-+30 =0 itd., itd., a ogélnie:
(k2 —3k+2)+ (— 4k9'—|—4k)+ (6k*+6k)+ ( —4k®— 12k — 8)+(k2-+5k-+6) =0.

Powtorzmy teraz raz jeszcze operacje polegajaca na pozostawieniu bez
zmiany pierwszej kolumny otrzymanej ostatnio tabeli wyznacznikowej
i dodawaniu do kazdej nastepnej kolumny wszystkich poprzedzajacych
ja kolumn. Otrzymamy tabele, w ktérej wszystkie elementy ponad gléwna

przekatng bedg zerami. Jest bowiem: 12 —12=0 —8+28 —20=0 itd. itd.,
a ogoblnie:

(E2—3 k42 +{—3 K+ T2V +H (8 I+ Th+2) —(k*4+5 k+6) =0.

Elementami przekatnej gtéwnej tworzonej w wyniku opisanego po-
stepowania tabeli beda: 12 —8+428=20 itd. itd., a ogdlnie:

(k2—3%k+2) + (—3k2+k+2) + (3k*+Tk+2) = k*+5k+86.

Wartoéé wyznacznika obliczy¢ mozemy wiec jako iloczyn elementdw
przekatnej gltéwnej. Piszac og6lny wyraz przekatnej rowny k®+5k+6
pod postacia:

(k+2) (k+3)

Geodezja i Kartografia 3
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i podstawiajgc kolejno k=1,2,3,....... n otrzymamy:
: 1
D=—[(3-49(4-5)((B:6)...(nt+2)(nt+3)]=
n!(n—I-l)![( )(4:5)(5-6)...(nt+2)(n |
I i
NN JEN, 8 0% R KO R L o L
n!(n+1)! 1-2-1-2-3
| | | o
== mt2)lntI! i ostatecznie: D'=—(1l+-1} (nt3) (v 3 (et d) ‘

nln+1)! 12 | 12

Zwigzek mozna tez ustali¢ przez obliczanie wartosci, jakie przybiera
wyznacznik D, gdy zmienia¢ w jego tabeli ilo§¢ rzedoéw.

Oznaczajac D' (k) wyznacznik typu D, ktérego tabela posiada k rze-
dow, bedziemy tu mieé¢ kolejno:

' 6 —4
D()=|6|=6 D@2)=|_4 g|=20
| 6—4 1]
D'(3}=i--4 6 —4| =50 itd.
| 1—4 6

Zestawiajac obliczone dla wartosci Zmiennej k réwnych kolejno:
1 2 3 4 b 6 T
wartoseci wyznacznikh D (k) réwne odpowiednio:
6 20 50 105 196 336 540 .....

stwierdzi¢ mozna, ze jest to wielomian czwartego stopnia. Z jakichkolwiek
pieciu warto$ci zmiennej k i wielomianu:

D'(k)=c,+c, k+cy k2 +c3 k®+c, k?

mozna wyznaczy¢ wtedy wartosci wspolezynnikéw wielomianu, po czym
przez rozklad na czynniki doprowadzi¢ wzér do przyjetej przez nas po-
staci. Poniewaz jednak nie jest a priori widoczne, ze funkcja D (k) jest
wielomianem czwartego stopnia, takiemu postepowaniu mozna by zarzu-
cié brak Scisto$ci. Wolelidémy wiec péjsé tu droga dowodu wyznacznikowego.

6. Pozostaje znalezé zwigzek, jaki zachodzi pomiedzy wartoScig pod-
wyznacznika D;;, ktorego tabela powstaje w drodze skreslenia i-tego
wiersza i i-tej kolumny w tabeli wyznacznika D' o n rzedach, a wielko-
$ciami n oraz i.
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Wezmy tedy wyznacznik Dj; (dla uzmyslowienia piszemy tabele ta-
kiego wyznacznika dla konkretnego wypadku oémiu rzedéw) i obliczmy
jego wartos¢, stosujac znéw twierdzenie Laplace’a w postaci uogolnionej
i rozwijajac wyznacznik wedlug pierwszych i — 1 kolumn.

6 —4 1
—4 6 —4 1
1 -4 6 —4
1 —4 6 —4 1
D;; = —4 4—4 t
1 —4 6 —4 1
1 -4 6 —4
1 —4 6|

Latwo zauwazyé¢, ze sposrod wszystkich mozliwych iloczynéw majorow
pasa pierwszego przez odpowiadajace majory pasa drugiego réznymi od
zera beda tylko dwa iloczyny:

1) iloczyn wyznacznika pasa pierwszego o tabeli skladajacej sie z pier-
wszych i—1 wierszy przez wyznacznik pasa drugiego o tabeli skladajgcej
sie z ostatnich n—i wierszy;

2) iloczyn wyznacznika pasa pierwszego o tabeli sktadajacej sie z pier-
wszych i—2 wierszy oraz wiersza i-tego (w tabeli D;;), tj. wiersza zawie-
rajacego elementy zerowe i jedno$é, przez odpowiadajacy mu wyznacznik
pasa drugiego, tj. przez wyznacznik o tabeli zawierajacej w pierwszym
swym wierszu jedno$¢ i elementy zerowe, a w nastepnych _elementy
ostatnich n—i—1 wierszy.

Wyznaczniki wymienione w p. 1 sa to wyznaczniki znanego typu D,
Pierwszy z nich jest wyznacznikiem o iloci rzedéw réwnej (i—1), drugi
o ilosci rzedéw (n—i). Pamietajge, jak to wykazaliémy, ze zachodzi zwia-
zek:

p=011)®+2)(nt2) (nt3)
12
napiszemy iloczyn omawianych wyznacznikéw pod postacig:
i(i+1)-(i+1)- (1+2) _
12
Tt (n—it ) (n—it2) (n—it3)
12

D'(i—1) Dmn—i=

Przed iloczynem postawimy znak plus, suma bowiem wskaznik6w
wierszy i kolumn wyznacznika pierwszego, jako réwna i—1-+i—1=
=21i—2, jest liczbg parzysta. ‘

3*
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Przejdzmy do wyznacznikéw wymienionych w p. 2. Dla skonkretyzo-
wanego wypadku przedstawionej powyzej tabeli mialyby one posta¢:

NS
(=]
|
s

6 —4 1

-4 6-—4 1| |
1 =2 6_4| oraz:

1

Rozwijajac pierwszy z omawianych wyznacznikéw wedlug ostatniego
wiersza, drugi zas wedlug pierwszego wiersza, otrzymamy:

D (i—2) oraz: D (n—i—1).

Pamietajge znowu o zwigzku miedzy warto$cia wyznacznika o tabeli
typu D' a iloScig rzedow w jego tabeli napiszemy iloczyn wyznacznikéw
wymienionych pod 2 pod postacia:

G iGE+]) (- Din—it+l)n—i+1)n—i+2)

D(—2)-Dn—i—1
(i—2) D ( ) 1 i

Przed iloczynem postawimy znak minus, bowiem suma wskaznikéw
wierszy i kolumn wyznacznika pierwszego pasa jest liczbg nieparzysta:

142... (i—2)+it+1+2 ... (i—2)+(GE—1)=2(1+2..(—2))+2i—1.

Ostatecznie wiec warto$¢ wyznacznika Dii wyrazi dla tabeli o n rze-
dach nastepujacy wzor:

D i DRt it it 22 m—it 3 (i) Hn—i)(n—i i t2)
S L L e

Zadanie zostalo zasadniczo rozwigzane i wzoér na blad poprzeczny i-tego
punktu w poligonie wyznaczajacym n punktéw

—m.d 9"
Mpoprz ="My D

moze by¢ napisany pod postacia:

e l/ i+ DX+ 2n—i+1Dn—i+2)Xn— i+~ —DiHi+ D —)n— i+ Dn—i+2)
Mpoprz 0 12(n+1) * (n+2)%n-+3)
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Proste przeksztalcenia algebraiczne pozwalaja doprowadzi¢ ten wzér
dc postaci:

B It I =N MF2—DEFL) o - s o
%opfz—mud V— 6(7!;1_‘1)_[?1':1" 2j (?’L+3)__ [(2 H—l)n (2'!. 21 3)],

pod ktéra podalismy go na poczatku artykulu, uwazajac te postaé za nieco
wygodniejszg w rachunku ).

Po ukonczeniu dowodéw warto podkreslié, ze rozwiqzanie zagadnienia
w oparciu o pojecia wyznacznikowe jest tu bardzo istotne. Wiasnie bo-
wiem wzory wyznacznikowe wyrazaje niewiadome uktadu réwnan linio-
wych pod postaciq zwyktych utamkéw, pozwalajacq stwierdzié, ze wyrazy
podpierwiastkowe we wzorach na bledy $rednie sa tutaj stosunkami wie-
lomianéw zmiennych n i i.

7. Wyznaczymy jeszcze maksymalne wartosci, jakie przybiera¢ beda
bledy poprzeczny i podiuzny w typowym ciggu poligonowym. Poniewaz
bedzie to zachodzi¢ dla punktéow ciagu jednakowo odlegtych od punktow
nawigzania, znajdziemy poszukiwane maksima podstawiajgc do wzoréw
podstawowych:
arl

i= dla ciagéw o nieparzystej iloSci punktéw wyznaczanych,
wzglednie:

i=" lubi=—+1 dla ciggow o parzystej ilosci punktow wyznacza-
nych. Otrzymamy:

Ci(+1) (n—it1) (e—i+2) [(+1) (i12) (n—it+2) (m—i+3)—(i—1) i (n—i) (n—i+1)] .

i 144

Poniewaz wielomian otrzymany w wyniku zrealizowania dzialan w nawiasie kwa-
dratowym réwny jest:

—4 iPn—8i*+8i+4nit12int2n*+10n+ 12
a, jako zmieniajacy sie tozsamoS$ciowo na zero dla wartoSci zmiennej n= —2, daje

slg napisal pod POStALR!  nit®) @iniaRFLi+e)

i (i+1) (n—it+1) (r—i+2) e+ [Q@ i+1) n—2 #—2i—3)]

wige otrzymamy: Dj;=

72
4 .
Skl ERmisRlRe R D LTS f;‘ 2 ®F3) trzymamy ostatecznie:
mpgp,,=mud]/9‘3 - mod]/ LD (TID T2 1 441 n(z 249,
: D 6 (n+1) (n+2) (n+3)

?) Szezegdly dotyczace tych przeksztalcen wygladaja jn.: wynoszac w utamku wy-
razajacym wartos¢ wyznacznika D*; wspélne czynniki przed nawias otrzymamy:
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a) przy nieparzystej ilosci punktéw wyznaczanych:

n+1) (n+3) (n®+4n+7
Mpoprz maks1 — Mo d ]/ ( ) ( ) ( L __J_

192 (n+2)
. 1,2
/n+1 1.2,
oraz Mpod maksi :mdl_ v
b) przy parzystej iloSci punktéw wyznaczanych:
- /n(n+2) (n+4) (n2+4n+6)
Waord mmrmodl/ 192 (n+1) (n+3)
S (1,2)
n (n+2) A
oraz Mpod makss — é@ :f‘—l )

Pierwszy z tych wzoréw jest popularnym w literaturze geodezyjnej
wzorem na maksymalne wychylenie poprzeczne w obustronnie nawig-
zanym ciaggu poligonowym. W ,Handbuch der Vermessungskunde®
Jordana - Eggerta napisano ten wzér pod postacia:

gt l/ ni+2n?—3
0 192n

przy czym przez m oznacza sie tam lgczng ilos$¢ punktéw: wyznaczanych
i nawigzujacych. Symbol n u Jordana odpowiada wiec symbolowi n—+2
naszych oznaczen. Podstawiajac n+2 na miejsce n do wzoru Jordana
otrzymamy:
o™ /AT 3

0 192 (n+2)

q:

Dla stwierdzenia identyczno$ci licznikéw wyrazen podpierwiastko-
wych we wzorze naszym (1, 2)1 i Jordana (mianowniki s juz identyczne)
wystarczy wykonaé¢ zasymbolizowane dziatania. Otrzymamy w obu

wypadkach:
nt+8n3+26 n2+40n+21.

WoleliSmy oznaczy¢ przez n iloé¢ punktéw wyznaczanych ze
wzgledu na przyporzadkowanie woéwcezas kazdemu z n wskaznikow
bledu Sredniego.

8. Positkowanie si¢ wzorami wyznaczajgcymi wartosci $rednich ble-
dow poprzecznych i podluznych (1, 2) jak réwniez wzorami wyznaczaja-
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Tabela wartosci srednich bledow:

39

POPrzecznego
podiuznego

i tego punktu w poligonie

obustronnie nawiazanym wyznaczajacym n punktow.
Kolejnose punktu wyznaczanego i

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
My d 0,41 | | | | ! | | 1
md 0,71 Y T I | | | 1 |
med 0,550,55 i | | , :
L T N O T D S [ B S
Jmod 063 n&;lnns L i
md 0,87 100.08?' S T T A SN O N (. ,
Jmed 069104l(i4|068 - I !
md 08910100089 ||| b B
o mo & 0,73]1,201,36/1,20 0,73 A i
md 0911151221150 | || S T I I I O
& |mod 0,761,311,62 1,62, 1,31 0,76 | | |
o |ma 093120131 1,31120009 | | | TN N L ) O | .
o ,med 0?9141|18319£183141|0?9 ' ! !
z |ma _09412213?1_»_1113?1_2_2"94|____ |_ I T O (I | W O P
@ gl med 0_8]‘14920022?22?2(!014908] ‘ | [
N Ima o125/ L91 199 10|25 004 | | 1] L
@ of Mg d 0,3313,2142522652522141;3031 |
S |md_ 0951, 145|155 1,58 1, ﬁ|145 126095 | | | RS N .
10l Mo d 0,84 1,60 2,26 2,74/2,99'2,99/2,74 2,26 160,0,34! . 5 I
B |md__ 0,951,28/1,48 1,60/1,651,651,60/1,48/1,28 095 | | | | | | | | |
11| mo d 0,85 1,65)2,37| 2, gai 3,30/3,40, 3 39‘2 93(2,37 1,55‘0.&5 | | i
E md_ 0,96|1,29)1,50 1;11?11631501_,290,_96________‘_____ B
212 mo d o,86]1,692,46, 309 3,54 3,77|3,77| 3,54{ 3,09 2,46(1,69| 0,86
A ma_0,96/1,30/1,52 166|1?5 1,80/1,80] 1,75 1,66 1,52/ 1,30/ 0,9 e o oo Moo l] o
S 13l me d 0,87/1,72/2,54 3,24 3,77 4,10/ 4,21 4,10 3,77| 3,24/ 2,54 1,72] 0,87|
B [md 096131154 1,69 1.791,85 1,87 1,85 1,79/1,69| 1,541 31‘:] 9| | | |1
w4 med 0,88]1,75 261‘33? 3,07(4,39 460460'43939733r261 1,75/ 0,88 ! ;
o [ma 097132 1,551,711 183'190 1,93 1,93(1,90 1,83 1,71 155‘132 097 | o
S1s|mo d 0,89 1,78/ 2,67| 3,48/ 4,15/ 4,66| 4,97 5,08] 4,97| 4,66| 4,15/3,48 2,67 1,78 0,89,
= |md 071,32 156|1?3‘_1_§_5‘ 1,94/1,98/2,00|1,98/1,94 1,85 1,73 1,56/ 1,322,097 | | | |
16| Mo d 0,89]1,81/2,73, 3,58 4,32 4,90 5,30/ 5,50/ 5,50, 5,30/ 4,90 4,32/ 3,58/2,73|1,81 0,89 ,
ma_ 097/1,331,57 1, r5.1_,83 1,97/2,03| 2,06| 2,06 2,03/ 1,97 IBBi Lis(L57I33097 | | |
17l mg d 0,9 1,83 2.7s|3,6s.4,4? 5,12/5,60| 5,895, 99|5 ,89]5,605,12 4,47 3,682, 78 1,83 0,90
md 0,97 1,33 1,58 1,76/ 1,90/ 2,00 2,07|2,11|2,12/ 2,11|2,07| 2,00/ 1,90/ 1,76 1 55{1 330097 | |
18| Mo d 0,901 as‘ 2,82,3,76, 4,60, 5,32 5,876,256 45‘!6 45(6,25! 5,87| 5,32| 4,60{ 3,76/ 2,82( 1,85(0,90] |
md_ 0,971,341,59,1,78 1,92 12.032,10 2,15/2,18/2,18/2,15| 2,10/ 2,03( 1,92(1,78|1,59( 1,34/ 0,97 |
19{ Mo d 0,91 4, ?3 5,5016,12)6,58|6,87|6,96|6,87 6,58, 6,12| 5,50 4,73 3,84|2,87|1,67/ 0,01
ma_ 0,97 1,34 1.60) 1,79/1,94| 2,05|2,13| 2,19|2.22 2,24(2,222, 19|2 132,05 1,94/1,79/1,60{ 1,34 _u,wi__
20| me d 0,91 1ss|2 90‘3 91| 4,84 5,67|6,36) 6,89|7,25|7,44| 7,44/ 7,25 6,89| 6,36| 5,67| 4,84 3,91| 2,90| 1,88/ 0,91
mda__ 0.9801,35 1,60 1.80/1,95| 2,07/ 2,16/ 2,23/ 2,27 220/ 2.29| 227/ 2,23/ 2,16 2,07 1,95/ 1,80/ 1,60 1,35 0,98
Przyktad

Z jakimi bledami $§rednimi wyznaczone beda punkty polignonu typowego okreflajacego
polozenie pieciu punktéw, jezeli diugosci bokéw poligonu wynosza po ca 200 met.réw. btad
Sredni pomiaru kata réwny jest 30" a blad Sredni pomiaru boku 0,05 metra.
Mnozac m.d—(SO"fQ” 200=0,029 oraz mf—o 05 przez czynniki z tablicy dla n=5 i=1, 2, 3, 4, 5

kolejno:

rowne odpowiednio:

pOprzeczne . . .
podiuzne .

Stad bledy wyznaczenia punktéw ],/ ﬁoprz_g_mpo a4

0,73 1,20 1,36 1,20 0,73

0,91 1,15 1.22 115 091
znajdziemy s$rednie bledy poprzeczne i frednie bledy podluine punktdéw réwne

0,021 0,035 0,039 0,035 0,021
0,046 0,058 0,061 0,058 0,046

wyniosg kolejno:
+0,05+ 0,07+ 0,07+ 00,7 + 0,05
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cymi maksymalne wartosci bledéw poprzecznych i podiuznych (1, 2),
(1, 2) ,na drodze bezposrednie] realizacji tych wzoréw rachunkowo byloby
dose kilopotliwe.

Z tego wzgledu, jak rowniez dla ulatwienia wgladu w charakter
zmienno$ci bledéw, zestawiliémy tabelke funkeyjng podajaca wartosei
bledéw Srednich poprzecznego i podtuznego dla wszystkich punktéow w po-
ligonach wyznaczajacych od jednego do dwudziestu punktéw. Wedlug
argumentu n (kolumna nagléwkowa) oraz argumentu i (wiersz nagltow-
kowy) odnajdujemy w tabelce liczbowe wartoSci czynnikéw, przez ktére
nalezy mnozy¢ m,d dla otrzymania $redniego bledu poprzecznego (czyn-
nik gérny) oraz ma dla otrzymania Sredniego bledu podiuznego (czynnik
dolny).

Tak wiec np. dla trzeciego punktu w poligonie wyznaczajacym siedem
punktow okreslimy bledy S$rednie znajdujac w tabelce wedlug argumen-
téw 3 1 7 czynniki 1,83 oraz 1,37 i mnozac iloczyn radialnej wartosci bledu
katowego razy dlugosé boku przez pierwszy czynnik, za$ sredni blad po-
miaru boku przez drugi czynnik. Konkretyzujgc — dla trzeciego punktu
w poligonie o 300 metrowych bokach wyznaczajacego siedem punktow
w razie pomierzenia katéw ze $rednim bledem 307, tj. w mierze radialnej
0,00014 oraz pomierzenia bokéw ze Srednim bledem 0,10 metra, otrzymamy

nastepujgce bledy:
§r. blad poprzeczny: £0,00014-300-1,83= £0,077 metra
Sr. biad podtuzny: +0,10-1,37= +0,137 metra.

Blad $redni wyznaczenia punktu wyniesie tu w.iec:]/’ro,OB?-!-ﬁ,_Mz——:
= 10,16 metra i bedzie, jak to wida¢, w duzo wiekszym stopniu spowo-
aowany przez bledy pomiaréw liniowych niz przez bledy pomiaréw ka-
towych.

Inny przyklad liczbowy umieszczono pod tabelg (str. 37).

9. Obliczymy teraz sume kwadratéow bledéw podluznych wszystkich
punktéw poligonu:

2 M

oraz sume kwadratow bledéw poprzecznych wszystkich punktéow poli-
gonu:

y mz H
£y ' poprz

co pozwoli nam nastepnie ustali¢ wartosc ,$redniego bledu podluznego
dla catego poligonu‘ oraz ,$redniego bledu poprzecznego dla catego poli-
gonu‘‘. Przez blad Sredni dla catego poligonu rozumiemy tu pierwiastek
ze Sredniej arytmetycznej kwadratéw bledow wszystkich punktow tego
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poligonu. Bedzie wiec wyraznie oznaczajac przez Mpod; oraz Mpopr: Sredni
biad podiuzny i éredni blad poprzeczny dla catego poligonu:

- e
Myopre= |/ 2 Mo Mpad{ZI/ 2™
n . n

Jednoczesnie uzyskamy mozno$¢ okres$lenia, jaki ma zachodzié¢ stosu-
nek miedzy $rednim bledem pomiaru kata oraz Srednim bledem wzgled-
nym pomiaru boku w poligonie wyznaczajacym n punktoéw, aby Sredni
blad poprzeczny na calym poligonie byl taki sam, jak $redni biad po-
diuzny, to znaczy, aby otrzymane w efekcie pomiaru i wyréwnania wspot-
rzedne nie byly bardziej obciazone wplywem bledéw pomiaru bokéw niz
katéow — ani odwrotnie.

Korzystajac z wzorow podstawowych (1) (2) napiszemy dla poszukiwa-
nych sum kwadratéw réwnania:

m?- i(nt+1—1
F’"“’ n-+1

2—1 . S g, M) (L= (ut2—d) o T
mPuﬁrz ml] 6 (n+ 1) ('n"i' 2) (n+3) [(21 'R (21 21 3)]
i=1

Poniewaz zmienng w procesie sumowania jest tu wielkos¢ i (majagca
przybieraé kolejno wartosci liczb szeregu naturalnego 1,2, 3..... 1), mo-
zemy od razu przepisa¢ ostatnie réwnania pod postacia:

i=n

2 -
m? —=—% . W, gdzie W= im+1—i 3)
> pod 4 q g ; ( i) (
) m2d? - U
2 Moopra ™= 6 (n+ 1) ('n-i 2) (n+3) (4)

gdzie U= Y i(i+1)(n+1—i)(n+2— ) [@2i+1)n—(212—2i—3)]
i=1
Zadanie sprowadza sie teraz do obliczenia wielkosci W i U, ktére, jak
to tatwo a priori zauwazyé, muszg by¢ wielomianami zmiennej m, przy
czym wielko$é W bedzie wielomianem stopnia trzeciego, wielkos¢ zas U
bedzie wielomianem stopnia siédmego. Nadajac bowiem w procesie sumo-
wania zmiennej i kolejne wartosci liczb szeregu naturalnego:

12 8 m—2)(n—1)n

otrzymamy, w wypadku obliczania wielkosci W, n skladnikéw drugiego
stopnia wzgledem n, w wypadku za$ obliczania wielkosci U, otrzymamy
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n skladnikéw szostego stopnia wzgledem n. Poniewaz zas ilosé skladnikéw
wynosi n, odnosne wielomiany nie moga by¢ stopnia wyizszego ponad
2+1=3 w pierwszym wypadku ani tez stopnia wyzszego ponad 6-+1=7
w drugim wypadku.

Poniewaz wielomian irzeciego stopnia wyznaczaja cztery parametry,
wielomian za$ siédmego stopnia osiem parametréw, w zasadzie do roz-
wigzania zagadnienia wystarczy znajomo$¢ czterech wartosci W — niech
beda to wartosci

Wi(l) W(2) W(3) W(4)

odpowiadajace wartosciom zmiennej n rownym odpowiednio:
1 2 3 4
oraz znajomo$¢ o$Smiu wartosci U — niech beda to wartosci:
U@1) U(@R) UGB U@ U(®B) U UM U(®
odpowiadajace wartoSciom zmiennej n réwnym odpowiednio:
1 2 3 4 5 6 7 8.

Dla kontroli rachunku liczbowego znalez¢ lepiej jeszcze wartosci wie-
lomianow odpowiadajace wartosciom zmiennej n réwnym 5 oraz 9 — niech
odpowiednie wartoéci wielomianéw beda: W(5) oraz U (9) — i sprawdzi¢,
czy zachodza zwigzki:

U (1) 1]
u@|| -8
W(1) 1 U(@3) 28
W(z;l |~4 U@4) | |—56
wE)l.l 6 =0 U (5) 70
W(4) l—4 U®6)||—56
wey ) |1 U (7) 28
U (8) —8
U (9) 1

stwierdzajace, ze obliczone wartosci W wzglednie U sa warto$ciami wielo-
mianéw trzeciego wzglednie sidédmego stopnia.

Obliczenie pieciu wartosci wielomianu W odpowiadajacych warto$ciom
n=1, 2, 3, 4, 5 daje:

W) =Sim+1—-1)=1(1+1—1)=1
WE@)=12+1—1)+2@2+1—2)=4
W(3)=13+1—1)+2(3+1—2)+3(3+1—3)=10
W(@)=1(4+1—1)+2(4+1—2)+3(4+1—3)+4(4+1—4)=20
WGE)=16+1—1)+2(5+1—2)+3(5+1—3)+ 4(5+1—4)+
+5(+1—5)=35
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przy czym, jak by¢ powinno w wypadku bezbiednego rachunku:

1 1
HE
10 6 (=0.
HE
35 1
Do wyznaczenia warto$ci wspolczynnikéw c; wielomianu:

W=cy+c, ntc, n?4cyn®

mamy wiec obecnie uklad réwnan liniowych:
1co+1c,+1%co+1%cy= 1
1co+2c;+2%cy+2% 3= 4
1co+3c;+3%c+3%c; =10
1co+4c+42c,+4%c;=20

to znaczy uklad o tabeli wspoélezynnikowej:

1. 3 2. 1 1
1 2 4 8 7 i . . 4
1 3 9 97 i kolumnie wyrazéw wolnych: 10
1 4 16 64 20

Mnozgce krakowian kolumnowy wyrazéw wolnych przez odwrotnosé
krakowianu wspélczynnikowego wyznaczymy krakowian niewiadomych 3).

Rachunek daje:

-1 24 —26 9 =1 0
4|—36 57 —24 3|1_]2/6
10 24 —42 21 —3|g |3/6
20 -6 11 —6 I 1/6

!

Jest wiec: ¢p=0 ¢;=%; c,=%

2
) e IR
W=3[¢n+3/¢n*+"sn 6

3¢ cg=1/s,czyli wielomian W ma postaé:

3) Rozwigzywanie ukladu réwnan liniowych w drodze mnozenia kolumny wyra-
zo6w wolnych przez odwrotno$¢ krakowianu wspolczynnikowego (tzw. rozwigzanie

nieoznaczone) jest, na ogél biorac, oplacalne rachunkowo tylko woéwczas, gdy

0zna

korzystaé z gotowych zbioréw odwrotnosci obliczanych dla tabel pewnego typu. Ma
to wlasnie miejsce w wypadku krakowiandéw potegowych szeregu naturalnego,

z ktorymi mamy do czynienia w naszym zagadnieniu.
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Poniewaz jednak 243 n+n?*=(n-1) (n+2), napiszemy ostatecznie:

n(nt1) (n+2)
- 6

(5)

Przeprowadzenie operacji sumowania potrzebnej do ustalenia wiel-
kosci W= E‘ni (n-+1—1) mozna nieco predzej wykonaé¢, wykorzystujac
wzOr na SUIfI'.'l:-QI kwadratow pierwszych n liczb naturalnych:

g Mntl) 2ntl)

6
Mamy mianowicie Wzizf!inv;z’ni—g"%“ lub:
i=1 i =1

i= i=1 i

W=nYit 3i— Yit=(n+1)Yi— Y&
1 1 1 1 1
coi Sew itbm 5
Podstawiajac 2 i= T n (suma wyrazéw postepu arytmetycznego)
1

e m(ntl) @ntl)
1 6
B (n+1) (nt+1) . (nt1)@2n+1) 3Mm+1)2n-+ 1)n(n—i—1)
2 6 6
~ (nt+2)n (n+1)
e A

Wolelismy i8¢ droga uprzednio obrang jako ogoélniejsza.

Obliczajac dziewieé warto$ci wielomianu U odpowiadajgcych war-
toéciom n=1, 2,...9 znajdujemy: '

oraz (suma kwadratow jw.) otrzymamy:

1 ostatecznie: w

U(1) =ja (i+1)(n+1—i)(n+t2—i) [Qi+1)n—(2i2—2i—3)|=
i=1 =1-2-1-2(3+3)=24

U(2)=1-2-2-3:-(6+3)+2-3 1-2(10—1)=216
U@3)=1-2-3-4-(9+3)+2-3-2-3-(15—1)+3-4-1-2-(21—9)=1080
U(4)= 3936 (szczegdly cyfrowe rachunku pomijamy)

U{5)= 11664

U(6)= 29808

U(7)= 68112

U(8)=142560
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U(9)=277992, przy czym, jak by¢ powinno w wypadku bezblednego ra-

chunku:

24

216
1080
3936
11664
29808
68112
142560
277992

g
—8
28

—56

70

—56

28
8
1

Do wyznaczenia wartosci ¢; wspoélezynnikow wielomianu U

U =c,+c; n+ca n®+c3nd+cy nt+c; n®+cgnb-tc; n’

mamy obecnie ukiad réwnan liniowych o tabeli wspélczynnikowej:

ek ek ek b ek et e et
o =1 O O W WD

[= B =T S

1

1 1 11 1

8 16 32 64

27 81 243 729

64 256 1024 4096

25 125 625 3125 15625
36 216 1296 7776 46656
49 343 2401 16807 117649
64 512 4096 32768 262144

16384
78125
279936
823543
2097152

1
128
2187

i kolumnie
wWyrazow
wolnych :

24

216
1080
3936
11664
29808
68112
142560

Dla znalezienia zespolu niewiadomych ukladu wystarezy pomnozyc
krakowian wyrazow wolnych przez odwrotnosé¢ krakowianu wspolezynni-
kowego. Poniewaz krakowian wspoélczynnikowy jest tu réwniez krako-
wianem potegowym szeregu naturalnego, oszczedzimy sobie znoéw szcze-
gbolowego i zmudnego rachunku przy rozwigzywaniu ukfadu rownan, ko-
rzystajac z gotowej wartosci odwrotnosci krakowianu potegowego *). Po-

40320
—141120
282240
—352800
282240
—141120
40320
— 5040

— 69264 48860
312984 —256942
—B673008 602532
870660 -—815920
—T710640 684740
360024 —353430
—103824 103292
13068 — 13132

— 18424
107023
—270144
384755
—334040
176589
— 52528
6769

4025
25060
67095

—100240

90335
49140
14945

1960

— 511
3346

— 9387
14630
—13685
7686

— 2401
322

1) Podajemy ponizej te odwrotnos¢ krakowianu potgegowego:

35

— 238
693
—1120
1085

- — 630
203

— 28

— 1

—21
35
—35
21
— 7

1/5040
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mnozenie krakowianu wyrazéw wolnych przez odwrotnosé krakowianu
potegowego daje kolumne niewiadomych:

Cy 0
o | | 15552
e 39312
¥ 38808
e, (T} 20160 | 1/5940
Cs 6048
7 1008
c; 72

Wielomian U moze wigc by¢ napisany pod postacia:

y . 15552 n+39312 n2 + 38808 n+ 20160 n + 6048 n?-+ 1008 ns+ 727

5040

lub, po skréceniu przez 72:

_ 216 n+546 n*+539 n®+ 280 n*+84n+14 nb+n’
70
Jezeli zauwazymy, ze wielomian zamienia sie¢ na zero przy wartosciach
n rownych 0 —1 —2 —3 —4 i wykonamy dzielenie przez
n-(n+1)-(n+2) (n+3) (nt+4), otrzymamy w liczniku wielko$é n*+4n-+9.
Ostatecznie wiec wielomianowi U mozemy nadac¢ postaé:

n-(n+1)-(n+2) (n+3)-(nt+4) (n?+4n+9)
U — s s 70 Sttt e A PRI, o O B O e o {6}

Podstawienie znalezionych wartosci wielomianéw W i U (Wzory 5 i 6)
do wzoréw (3) i (4) daje nastgpujace wzory na sume kwadratéw bledow
poprzecznych i sume kwadratow bledéw podiuznych w poligonie typo-
wym wyznaczajacym n punktow:

Z poprz d)z 1i (ﬂ+4) (ﬂ- + 4 1".',+ 9) (7)
420

n(nt2)
Seia-mt g

Dzielgc te wzory przez m znajdziemy przecietne wartosci kwadratu
ktedu poprzecznego wzglednie podiuznego. Dzielgc przez n 1 pierwiastku-
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jac znajdziemy wielkosci Mpop: oraz Myoy , ktore umowiliSmy sie nazy-
waé terminami:

]

Sredni blad ra— [ (i+4) (n*+4n+9) )
poprzeczny poligonu Rapes d V 420
Sredni btad n+2
podluzny poligonu | M"""“:m"l/ n: e
]

10. Jezeli teraz zalozyé¢, ze suma kwadratéw bleddéw poprzecznych
w poligonie ma by¢ réwna sumie kwadratéw bledow podiuznych, lub, co
na jedno wychodzi, ze $redni biad poprzeczny poligonu ma byé réwny
$rédniemu bledowi podiuznemu, otrzymamy przyrownujgc do siebie (7)
i (8) wzglednie (9) i (10) nastepujacy prosty wzdér na stosunek
$redniego bledu pomiaru kgtowego do $Sredniego
btedu wzglednego pomiaru liniowego, speiniajacy
zatozenie rownos$ci sumy kwadratéow bledoéow po-
przecznych i sumy kwadratow bledéw podluznych.

| M/ T0m+t?) (1)

| mald [ (m+4) (24 n+9)

Wzory (9) i (10) wzglednie (10) i (11) oraz tabelka bledéw sSrednich
umieszczona na str. 37 stanowia wystarczajacy material zaré6wno do racjo-
nalnego projektowania zalecen instrukeyjnych dla prac poligonalnych, czy
tez krytyki zalecen istniejgcych, jak tez i do przeprowadzania analizy
przedwstepnej, majacej rozstrzygna¢ w konkretnym wypadku, z jaka do-
kladno$ciag nalezy mierzy¢ katy, a z jaka boki w danym poligonie, aby
osiggna¢ zalozony z goéry blad $redni w wyznaczaniu wspélrzednych.

Ponizej przeprowadzmy dwie analizy, ilustrujace posilkowanie sie
wzorami i tabelkg bledéw S$rednich.

Przyktad 1.

Przewiduje sie zakladanie ciggéw typowych, wyznaczajacych prze-
cietnie po 10 punktéw przy dlugosciach bokéw rzedu 500 metréw. Jakie
maja byé¢ doktadnosci pomiaréw katowych i liniowych, aby $redni blad
polozenia punktu w poligonie wynosit & 0,05 metra.

Poniewaz zakladamy roéownosé Sredniego bledu poprzecznego i po-
dluznego, kazdy z nich wynie§¢ ma: 0,05 : V 2=0,0354 metra=Mupopr: = Mpo s
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Podstawiajgc to do wzoréw (9) i (10) znajdziemy:

0,0354 =500 m,,]/ l-iﬁzsoomuv’-i.gsﬁ. .=1114m,

Stad m;=0,0354 : 1114=0,0000318 lub w sekundach m|,= *6,6".
Dalej:

0,0354 =mu l/ 162 =1,414 ma, skad mg= £0,0250 metra.

Wprowadzajac pozyteczne pojecie btedu wzglednego otrzymalibysmy:

T 0,00006= ——.
d 20 000

Skontrolujmy jeszcze rachunek, sprawdzajac, czy stosunek bledéw:

My i Mg/d= jibnogas =0,636
0,00005
spelnia réwnanie (11). Mamy:
n0-12 -
l,«" S =} 0,4027 =0,635
© 14149

jak i by¢ powinno.

Wyznaczymy jeszcze bledy srednie poszczegélnych punktéw w ciggu.
Mnozac odszukane w tabelce na str. 37 (wedtug argumentow 101 1, 2,...10)
szeregi:

0,84 1,60 2,26 2,74 299 2,99 2,74 2,26 1,60 0,84 przez m,d=0,0159

0,95 1,28 1,48 1,60 1,65 1,65 1,60 1,48 1,28 0,95 przez ms =0,0250
zrajdziemy bledy poprzeczne i biedy podiuzne kolejnych punktéw réwne:

0,013 0,025 0,036 0,044 0,048 0,048 0,044 0,036 0,025 0,013

0,024 0,032 0,037 0,040 0,041 0,041 0,040 0,037 0,032 0,024 ,

obliczone stad bledy srednie wyznaczenia punktow réwne:]/ M2 poprs M Zpodt
wynosza kolejno:

0,027 0,041 0,052 0,059 0,063 0,063 0,059 0,052 0,041 0,027

lub, po zaokragleniu i zaopatrzeniu w podwojny znak, opuszczamy w ra-
chunku:

20,03 +0,04 +0,05 +0,06 +0,06 +0,06 0,06 +0,05 +0,04 0,03
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Elad $redni dla wszystkich punktéw ciggu -—~l--"_0,1 (0,0272+0,0412+ .. ... )
wyniesie, zgodnie z zalozeniem, *0,05.

Dokladno$¢ wyznaczenia punktow nie ustepuje dokladnosei dobrej
sieci triangulacyjnej lokalnej. Wymagang dokladnosé pomiaréw katowych
mozna osiggnaé stosujge nowoczesny teodolit poligonalny, np. Wild T 1.
Wymagana dokladno$é pomiaréw liniowych, charakteryzujaca sig ble-
dem +25 cm na 500 metréw, w sprzyjajacym pomiarom terenie osiggna¢
mozna przez staranny pomiar stumetrows tasma stalowg. W terenie nie-
sprzyjajacym nalezaloby raczej stosowaé pomiary optyczne wykorzystu-
jac najwiekszy walor tych pomiaréw, tak podkreslany w opisach odno-
$nych narzedzi: latwoéé dostosowania bledu wzglednego do postawionych
zalozen na drodze odpowiedniego doboru ,przesel”, czyli odcinkéw, na
ctére podzielono diugosé podlegajacg pomiarowi.

Przyktad 2.

Poddamy teraz analizie przepisy dokladnosciowe stosowane w prowa-
dzonych u nas pracach z poligonizacji precyzyjnej, ktore] zadaniem jest
dostarczanie podkladu geodezyjnego, majacego zastapi¢ triangulacje dru-
giego i nizszych rzedéw. Poddamy przy tym analizie przepisy normujace
dokladnoéé pracy przy ciggach pierwszej klasy.

Dla unikniecia nieporozumien nadmieniamy, ze przepisy odnoszace si¢
do poligonizacji precyzyjnej uwazamy =za najbardziej przepracowane
i konsekwentne sposrod wszystkich obowigzujaecych u nas i dawniej
i obecnie norm dokladnosciowych poligonizacji. Poddanie wiec analizie
tych a nie innych przepiséw dokladnosciowych nie ma w zadnym razie
na celu podwazania ich fachowosci, a wprost przeciwnie jest stwierdze-
niem, ze te wlasnie przepisy uwazamy za najbardziej dojrzale do analizy
naukowej. Skutkiem tej analizy mogloby sie sta¢ pewne, drobne zreszta,
znowelizowanie wymienionych przepisoéw.

W ciggach poligonowych pierwszej klasy, ktérych analiza sie zaj-
miemy, katy mierzy sie z bledem srednim rzedu 5, boki za$ z bledem
srednim wzglednym rzedu 1 : 30 000, przy czym dlugosci bokéw wynosza
przecietnie 1,2 km, a z reguly nie moga by¢ krétsze od 0,8 km °). Maksy-
malna dlugo$é ciggu wynosi 12 km.

5 Podane tu wartosci rednich bledéw zostaly wydedukowane z odnoSnych przepi-
séw przy przyjeciu zalozenia, ze za granice bledu uwaza sie dwukrotny biad Sredni
Czy material pomiarowy spelnia postawione zalozenia — nie jest autorowi wiadome.
Nie jest réwniez autorowi znana wielkos¢ bledéw Srednich, jakimi obciazone sg
wspolrzedne punktéw nawigzania trygonometry wzglednie wezly). Uzyskane w ra-

chunkach bledy Srednie oparte s3 wigc na milczagcym zalozeniu bezblednosei punktéw
oparcia, przyjmowanym zresztg ogélnie w tego typu analizach,

Geodezja i Kartogratia 4
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Mamy wiec tutaj wm,=0,00000785 oraz %:0,0000333, wreszcie
0 . 5,238,
Ma
d !
W najdiuzszym ciggu pierwszej klasy przy zachowaniu Sredniej diu-
gosei boku 1,2 km okreslimy iloé¢ punktéw wyznaczanych n z réwnania:

(n+1)1,2km = 12 km, tzn. n = 9.

Stosunek bledu katowego do a.redmago bledu wzglednego boku powi-
nien wynosi¢ (w mys$l wzoru 11):

/M@t o/ 1011 g eeg
l (n+4) (n*+4n+9) l 13-126

Poréwnujace to z liczbg 0,236 stwierdzamy, ze katy mierzone sg trzy
razy za dokladnie, tj., ze $redni blad poprzeczny, obliczony dla calego
ciggu, bedzie okolo trzy razy mniejszy ($ciSlej 2,9) od bledu podiuznego.

Na ciggach krotszych wystapi to jeszcze wyrazniej. Dla wyznaczenia
bledéw poszezegélnych punktow ciggu o dziewieciu punktach wyznacza-
nych skorzystamy z tabeli na str. 37 i pomnozymy szereg:

0,83 1,55 2,14 2,52 2,65 2,52 2,14 1,55 0,83 przez m,d=0,00942 i szereg
0,95 1,26 1,45 1,55 1,58 1,55 1,45 1,26 0,95 przez mas=0,04000

olrzymujac:
0,008 0,015 0,020 0,024 0,025 0,024 0,020 0,015 0,008 (bledy poprzeczne)

oraz

0,038 0,050 0,058 0,062 0,063 0,062 0,058 0,050 0,038 (bledy podiuzne).

Srednie bledy wyznaczenia punktow [/ m?  +m? ~ wyniosg kolejno:

poprz podf

0,039 0,052 0,061 0,066 0,068 0,066 0,061 0,052 0,039 lub, po zaokraggleniu:
+,0,04 £0,05 £0,06 £0,07 £0,07 £0,07 +0,06 £0,056 *=0,04.

Srednie bledy: poprzeczny i podtuzny dla calego poligonu wyniosa odpo-
wiednio: £0,019 i 10,054,

Na og6t biorge jest widoczne, ze ciag spelnia zadanie zastapienia trian-
gulacji nizszorzednych. Chege podniesé rezultaty dokladnosciowe mozna by
zmniejszy¢ Sredni blad pomiaru boku. Zmniejszenie natomiast $redniego
bledu pomiaru kata, czy tez wyznaczanie posrodku ciagu azymutu astro-
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nomicznego, jako zabiegi zmniejszajace bledy poprzeczne — byloby tu
zupelnie bezcelowe.

Nawet bowiem nieosiggalne w praktyce sprowadzenie btedéw poprzecz-
nych do warto$ci zerowych nie wplynie praktycznie na wielkos$ci bledow
wyznaczenia punktu (maksymalny blad zmalatby tu z 68 mm do 63 mm,
co byloby oczywiscie iluzoryczne).

Jezeli zmniejszenie $redniego bledu pomiaru dlugosci nie jest mozliwe,
wzglednie nie jest wskazane ze wzgledéw ekonomicznych (wzrost kosztéw
pomiaru), osiggniecie za$ wiekszej dokladnosci rezultatéw jest pozadane,
mozna to osiggna¢ zachowujac ten sam blad wzgledny pomiaru diugos$ei,
lecz zmniejszajgc przecietng dlugos¢ boku. Poniewaz wydaé sie to moze
paradoksalne, podkres$lamy specjalnie, ze takie podniesienie dokladno$ci
na drodze skrécenia przecietnej diugosci boku odby¢ sie moze przy za-
chowaniu tej samej warto$ci sredniego bledu wzglednego pomiaru boku.

Ze wzorow (9) i (10) wynika bowiem, Ze, jezeli przyjmiemy za wartosé
stalg calkowita diugo$¢ ciggu — oznaczmy ja przez D, to znaczy jest
D=d (n+1) — bedziemy za$ zmniejsza¢ $rednia warto$¢ boku d, a wiec
zwieksza¢ warto§é n, wowcezas blad poprzeczny bedzie wzrastal, blad zas
podiuzny, w razie zachowania stale tego samego bledu wzglednego po-
miaru boku, bedzie malal.

Wprowadzajac bowiem do wzoréw (9) (10) dlugosé catkowitg ciggu D
napisa¢ je mozemy pod postacia:

(n+4} (n2+4n+9) 9
Mpoprz= m"Dl/ 420 (n+1) ()
m - nt2
Mmd"::‘._;,)D l {n+1) ) (10,)

z ktérej widoczne jest, ze przy ustaleniu mo,(%) oraz D zwigkszanie n po-

wodowac¢ bedzie nieograniczony wzrost bledu poprzecznego i nieograni-
czone zmniejszanie sie bledu podiuznego.

Ze wzoru nie nalezy oczywiscie wyciggac daleko idacych wmoskow
praktyecznych dotyeczacych pozytecznodei takiego zmniejszania dlugosei
boku. Zalozenie bowiem zachowania dokladnosei wzglednej, pomimo
zmniejszania sie mierzonej diugosci, daje si¢ praktycznie realizowac
w pewnym tylko i to nieznacznym zakresie zmienno$ci i wylacznie przy
stosowaniu pewnych metod i narzedzi (podkreslalismy juz w innym miej-
scu szerokie mozliwoséci pomiaréw optycznych w dziedzinie dostosowywa-
nia dokladnosci pomiaréw liniowych do zalozenn dokladno$ciowych). Poza
tym w miare zwiekszania n nie tylko ze blad poprzeczny szybko wzrasta,

4*
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ale jeszcze staje sie coraz trudniejsze a wreszeie niemozliwe zachowanie
zalozenia stalo$ci bledu katowego. Omawiamy te sprawe nazbyt moze
szczegblowo. Autor pragnie jednak wykluczyé mozliwos¢ stawiania mu
zarzutow, ze sugeruje on generalnie skracanie dlugosci bokéw w poligo-
nach dla podniesienia dokladnoéci wyznaczenia polozenia punktu, co by-
loby oczywiscie absurdalne. W pewnych jednak wypadkach i w pewnych
granicach skrocenie diugosci bokéw w poligonie jako Srodek na podnie-
sienie dokladnosci wyznaczania punktéw moze byé¢ celowe i skuteczne.

Zachodzi¢ to bedzie wylacznie wtedy, gdy blad poprzeczny jest tak
maty w poréwnaniu z bledem podiluznym, ze zwiekszenie go bedzie
w efekcie mniej wazne od korzysci, jakie osiggniemy przez zmniejszenie
btedu podiuznego wynikajace ze skrocenia diugosci bokéw. Powréémy do
naszego wypadku, gdzie wlasnie mozemy jeszcze przez skrécenie diugosci
bokéw wywolaé efekt wzrostu dokladnosci. Zalézmy wiec np., ze prze-
cietna dlugoéé boku wyniesie potowe dilugosei zalozonej uprzednio. Mamy
wiec obecnie przy zachowaniu diugo$ei ciagu 12 km na okreslenie ilosci
punktéw wyznaczanych réwnanie:

(n+1)0,6 km=12 km, skad n = 19.

Zachowujac dokladno$é pomiaru kata i wzgledna dokladno$é pomiaru
boku bedziemy mieé¢ obecnie:

my, d=600-0,00000785=10,00471
ma=0,0000333 - 600=10,020

Wynika stad, ze wartoéci bledu poprzecznego i podiuznego na ciagu
(patrz wzory 9 i 10) wyniosg przy obecnych zalozeniach:

23446

T 0,0233

Mpopre=0,00471]

Mpoa:=0,020 26_1 =0,0374
podczas gdy uprzednie ich wartoéci byly: 0,019 i 0,054.

Widzimy, ze w efekcie zmiany blad poprzeczny wzro$nie o 4 mm, lecz
blad podiuzny zmaleje o 17 mm, ze zas blad poprzeczny jest w naszym
wypadku duzo mniejszy od bledu podiuznego, zmiana ta spowoduje wzrost
dokladno$ci wyrazajacy sie zmniejszeniem sie btedu przecietnego wyzna-
czenia punktu na caltym ciggu z 0,057 metra do 0,044 metra. Efekt jest
nieduzy, lecz niewatpliwy.
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Rozwazania teoretyczne w oparciu o wzory (91) (101) pozwolityby na
przewidywanie jeszcze wigkszego wzrostu dokladno$ci wyznaczenia punk-
tow, gdyby dalej skraca¢ diugosci bokéw. Nie wydaje sie jednak to ce-
lowe z przyczyn juz omowionych: zalozenie utrzymania dokiadnosci po-
miaru kata rzedu 5° przy skréceniu bokéw ponizej 0,5 km wydaje sie
trudno osiagalne, gdyz wplyw ekscentrycznodei celu i eksceniryczioser
sygnalu staje sie coraz to wiekszy.

Gdybysmy chcieli okreslié, jakie beda bledy wyznaczenia poszczegol-
nych punktéw przy przyjeciu rozwazanego zalozenia poslugiwania sie
bokami o przecietnej diugosci 0,6 km, nalezaloby znéw postuzy¢ sie ta-
belg bledéw $rednich. Nie przerabiamy tu tego rachunku uwazajac, ze
poprzednie przyklady dosé go wyjasnily. Odnosny szereg bledéw Srednich
poszczegbélnych punktéow wyniostby tu:

0,02 0,03 0,03 0,04 0,04 0,05 0,05 0,05 0,06 0,06 0,06 0,05 0,05 0,05 0,04 itd.

Uwagi dotyczace przepisow omawiajacych konstrukeje ciggow pierw-
szej klasy, nasuwajace sie w zwigzku z przeprowadzong powyzej analiza,
mozna by ostatecznie sformulowa¢ jak nastepuje:

1. Zalozone przez przepisy bledy S$rednie.pomiaréw elementéw pod-
stawowych poligonizacji (5¢¢ i 1:30 000), przy sredniej dlugosci bokéw
1,2 km, powodowa¢ beda obcigzenie wspélrzednych w duzo wiekszym
stopniu bledami pomiaréw liniowych niz katowych. Dla zaradzenia temu
mozna by zmniejszy¢ Srednig dlugoséé¢ boku np. do 600 metréw nie znizajac
dokladnoéci wzglednej pomiaréow diugosciowych. Spowoduje to zmniej-
szenie i $redniej i maksymalnej wartosci bledu wyznaczenia punktu, po-
nadto za$ nasyci teren wieksza ilo$cig wysokowarto$ciowych punktéow
geodezyjnych.

2. Nalezaloby rozwazy¢ w oparciu o materiat z terenu, czy celowe jest
usztywnianie ciggéw poligonizacji precyzyjnej przez obserwacje astrono-
miczne. Obserwacje te — przy wysokiej dokladno$eci wyznaczenia azy-
mutu — majg wplyw na zmniejszenie biledéw poprzecznych w ciggu po-
ligonowym. Bledy poprzeczne jednak, przy stosowanych w mys$l przepi-
séw normach dokladnosciowych, sg wydatnie mniejsze od bledéw podiuz-
nych. Zmniejszanie bledéw poprzecznych nie bedzie wiec z reguly mieé
tu wplywu praktycznego na wzrost dokladnos$ci wyznaczenia punktow
w poligonie.

PE3IOME
ABTOp NPHUBORUT M AOKasyeT GopMylibl, BhIpamaioiiue cp. KB. OWWGKRY nonepevHoro

U NPOAONBHOrO COABUrOB i-# TOYRM B [ABYXCTO[IOHHE TMpPHUBA3aHHOM MPIMONHHEHHOM
M PaBHOCTOPOHHEM TNOJIMIOHE, OonpefendiownM n Touek (i=1,2, 3, ., , . n),
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Takum obpasom nonyuaercs obwas ¢opmMa ceBg3eld, ocobeHHbIH clydaid KOTOPbIX
(MakcuManbHbie OTKIOHEHHWS) paccMaTpHBaeTcs B reole3sHyeckol nuteparype.

BuipaseHnue cBazell B ofiium Buge (popmynbl 1 W 2) MO3BONSET BLIYHC/IUTL CYMMBI
KBaflpaToB OWMKGOK MPOAOJILHOTO M MONEPEeYHOro CABMIOB TOJMIOHA [N BCEX €ro n
toyer (popmynbr 7 1 8), onpenenHtb Cp. kB, OWHOKH NONEPEYHOrO W NPOAOIbHOrO CIBHTOR
NOJIMrOHa, MOHHMAaEMbi® Kak KOpPEeHb H3 Cp. apH(pMETHYEeCKMX COOTBETCPBYIOLIHX CYMM
kpagpatos (popmynel 9 u 10),” a Takwke OnNpemenuTb YCNOBHE, KOTOPOMY B TOJNWIOHE
[OMKHO OTBEYaTh COOTHOLUEHWE cp. KB. OLWHWOKKW M3MepPeHUs yria m, K OTHOCHTENbHOMH
owrbKre H3MepeHHs OJMHLI My: d Tak, 4To Gbl CYMML! KBajpaTos OWMGOK rnonepevyHoro
W MPOMOJBLHOrO CABHIOB BCEX TOYEK noNWroda Gbinu paBHbl Memay co6oii (popmyna 11).

Buipametne ¢opmysn B 06GLIMM BHAE neNaeT BO3MOMHBIM 6bICTPOE OnpepeneHue cp.
KB. olUMBOR A9 Beex Touek nojurona. BeluMcnenua obneruaer npuBoaumas Ha crp. 37
dbyHKUMOHanbHaa Tabnuua, sBnsolascd YucneHHoi unnoctpauneit popmyn (1) u (2).

Mo aprymenTtam, n Wi B Hel HaxouaTCs 3HaAYEHWS MHOMMWTENEH, Ha KOTOpble Cnegyer
YMHOMHTE !

. npou3BeseHHe Cp. KB, OLWIMOGKK H3IMEPEHWs Yyrja Ha OJAHHY CTOPOHB!, 4TO 6Bl MO-
NY4UTH OLUMBRY NMOMepPeyHoro CABHra TOURM (NepBbiii MHOMKMTENB),

2. Cp. KB. OLUHORY M3MEPEHUS CTOPOHLI, YTOGEI NONY4HUTb OLUMORY MPOAONLHOTO CABHra
TOUKH (BTOPOH MHOKMTENB).

RESUME

L’auteur donne et justifie les formules exprimant l'erreur moyenne latérale et
I'erreur moyenne longitudinale d'un point i dans un polygone rectiligne et équilaté-
ral qui détermine n points (i=1, 2, 3, ...n).

C'est donc une forme générale, dont le cas particulier (les écarts maximaux) est
traité dans les publications géodésiques. L'expression des relations sous une forme
générale (formule 1 et 2) permet de calculer la somme des carrés des erreurs trans-
versales ainsi que la somme des carrés des erreurs longitudinales pour tous les points
du polygone (formules 7 et 8). Gréce a ces formules on peut trouver l'erreur moyenne
transversale et 'erreur moyenne longitudinale définies comme racines des moyennes
ordinaires des sommes des carrés respectifs (formules 9 et 10). Ces formules per-
mettent aussi de trouver la condition a laquelle doit étre soumise dans le polygone,
la relation entre I'erreur moyenne de la mesure de 'angle m, et I'erreur moyenne
relative de la mesure de la longueur m; de la maniére a ce que la somme des carrés
des erreurs transversales de tous les points du polygone soit égale a la somme des
erreurs longitudinales de tous les points du polygone (formule 11).

L’expression des formules sous forme générale permet en outre de déterminer
rapidement les erreurs moyennes de tous les points du polygone. Les calculs sont
facilités par une table des valeurs de fonction; la table qui se trouve & la page 37 est
une illustration numeérique des formules (1) et (2).

Les valeurs d’entrée sont les arguments n et les valeurs numériques des facteurs
par lesquels il faut multiplier soit

1. le produit de I'erreur moyenne de la mesure de l'angle par la longueur du
cOté, lorsqu'on veut obtenir I'erreur transversale du point (le premier facteur),

2. soit l'erreur moyenne de la mesure du cdte lorsqu’on veut avoir lerreur
longitudinale du point (le second facteur).
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Bronistaw Dzikiewicz

Uwagi dotyczace obserwacji metodg katowa
w sieciach wypelniajacych

Istota metody katowej, w odroznieniu od metody kierunkowej, polega
na obserwowaniu na stanowisku wszystkich poszczegélnych katéw utwo-
rzonych przez sgsiednie pary kierunkow.

Metoda ta ma duze zalety podobnie jak metoda Schreibera. Obserwu-
jemy w niej poszczegélne katy w najodpowiedniejszych warunkach, po-
nadto mozna tak obserwowaé, aby wagi poszczegélnych katéw na poszcze-
gbélnych stacjach byly jednakowe. Duzg zaleta tej metody jest réwniez
moznos$é obserwowania wszystkich katéw w jednakowej ilosci poczetéow
(serii). Réwniez zaleta tej metody jest jej prostota w przeciwienstwie do
skomplikowanego ukladu przestawien limbusa przy obserwacji metodg
Schreibera i sektorowa. Jedng z zalet tej metody jak i metody sektorowej
jest to, ze w wypadku, gdy na stacji jest jeden kierunek zly, jest on tylko
zwigzany z kierunkiem lewym i prawym, stad blad przypadkowy psuje
jedynie dwa katy, do ktorych wchodzi — w przeciwienstwie do metody
Schreibera, w ktorej taki kierunek
psuje wyniki pomiaru dla calej stacji. 2

Powaing wadg tej metody jest to, 17
ze posiada tylko jedna kontrole =za-
mkniecia horyzontu. Np. moze zaj$¢
taki wypadek, ze jeden 2z katow
zostal obarczony za duzym bledem do-
datnim, a inny takim samym bledem
ujemnym, wskutek czego Kkrontrola
zamkniecia horyzontu bledéw tych nie
wykaze. Podobny przypadek moze 3
zajéé przy zamknieciu trojkata, w kto-
rym jeden z katéw bedzie obarczony Rys. 1
za duzym bledem dodatnim a drugi
ujemnym. Zamkniecie trojkata bedzie w dopuszezalnych granicach, jed-
nak poprawki otrzymane z wyréwnania sieci beda niedopuszczalne, dla-
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tego metoda ta wymaga bardzo sumiennych i dos$wiadczonych obserwa-
toréow. Zeby zwigkszy¢ ilos¢ kontroli i przez to zwiekszyé¢ dokladnosé ob-
serwacji w sieciach wypelniajgcych, obserwowanych w 6 poczetach Wil-
dem T3, proponuje nastepujaca modyfikacje obserwacji na poszezegdlnych
stacjach: obserwowac poszczegblne katy bezposrednio mniejszg ilosé razy,
za to mierzy¢ poszczegdélne pary katéw w ten sposéb, zeby wagi katéow
byly te same co w sieci wypelniajacej, tj. réwne 6 poczetom. Np. gdy
mamy 4 kierunki na stacji w sieci wypelniajacej (rys. 1) w tym przy-
padku obserwujemy katy (1—2), (2—3), (3—4) i (4—1) w 4 poczetach za-
miast w 6 poczetach, procz tego obserwujemy katy (1 —3) i (3 —1) tez
w 4 poczetach i otrzymamy wage dla poszezegélnego kata 6 jak w sieci
wypelniajace].

Kat (1 — 2) bedzie obliczony z bezposrednio pomierzonego kata (1 — 2)
oraz z roznicy kata [(1 —3) — (2 — 3)], czyli:

1—g =47 2._}Jtl_(1___2.3}_ ~2—3)]

W ten sposéb obliczamy nastepne katy (2—3), (3 —4) i (4 —1). Przy
czym mamy nastepujace kontrole:

I. Zamkniecie horyzontu z poszczegdélnych katow,
II. Zamkniecie horyzontu z pary katow,

I1I. Kontrola sumy poszczegolnych katow w parach.

Jak z tego wynika, mamy trzy kontrole, na podstawie ktérych mozemy
juz wywnioskowaé¢ o dokladno$ci obserwacji, co jest niemozliwe majac
tylko jedng kontrole zamkniecia horyzontu. Kontrole zamkniecia hory-
zontu przyjmuje jak w sieciach wypelniajacych 3°¢y n, gdzie n — ilosé
kierunkéw, suma za$ katéw w poszczegélnych parach nie powinna byé
wieksz od 3¢,

ti. [(1—2)4+(2—3)]—(1—3) < 3%,

W wypadkach nieparzystej ilo$ci kierunkéw rozbijamy kierunki na
poszczegdlne pary, a z ostatnich trzech kierunkéw robimy nie jedna,
a dwie pary. Np. przy 5 kierunkach pary (3—5) i (4 —1).

Przy 5 kierunkach na stacji (rys. 2) obserwacje wykonujemy w naste-
pujacy sposob: obserwujemy poszczegolne katy (1—2), (2—3), (3—4),
(4—5) i (5—1) jak rowniez katy (1 —3), (3—5) i (4—1) w 4 poczetach,
Katy te obliczamy w nastepujacy sposob;
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(3—4)= (B—4)+[(8—5) —(4—-5)
2
I
BT Vi (Ve ) N
p-y=—me -

Obliczone z wyréwnania stacyjnego katy powinny da¢ w sumie 360"
(4008). Odchylke rozrzucamy proporcjonalnie na wszystkie katy.

Metoda ta daje bardzo prosty sposob wyréwnania kata na stacji, przy
czym wartosé¢ katow bezpoérednio zaobserwowanych nalezy przyja¢ oczy-
wiscie z wagg dwukrotnie wicksza od wartosci kata obliczonego z sumy
lub réznicy dwoch katow.

Srednie bledy bedziemy oblicza¢ wedtug nizej podanych wzoréw:

sredni blad obserwowanego kierunku -/ [AA)

= U :
(pojedynczego spostrzezenia) b /[ n—1)(n—2)

sredni blad pomierzonego kata s /" 2 [AA]
i 4 i Mig==1I i A e
(pojedynczego spostrzezenia) - ' m—1)(n—2)
$redni blad wyréwnanego kierunku T 2[AA]
4 ; m, = oy £ O s e 3 :
($redniej ogodlnej) ' n(n—1)(n—2)
sredni blad wyréwnanego kata e 4[AA]
e i " my=— -3/ e
($redniej ogodlnej) ] nmn—1)(n—2)

gdzie A jest réznica miedzy warto$ciami ostatecznymi katow otrzymanych
z wyréwnania stacyjnego zamknigcia horyzontu i odpowiadajacymi im
wartosciami z poczetow.

PRZYKLAD
Katy zaobserwowane pary katéw zaobserwowanych
(1—2)=67" 48" 35.'14
(2—3)=55 27 05.09 (1—3)=123"15" 41776
(3—4)=84 17 23.72 (3—5)=168 54 15.12
(4—5)=84 36 50.93 (4 —1)=152 26 53.61

(5—1)=67 50 03.16
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WYROWNANIE STACYJNE
2X35. 14+ 36 67

(1—2)=67°48"+ - =67948" 35" 65
(2—3)=55 27 +{59§:9§f—9§1-§?ﬁ55 27 05.60
@—4)=84 17 +2X23: 1242419 _ 04 17 23.08
(4 —5)=84 36 +—2x507'?’-—5—1'—4—9=84 36 51.09
716402
(5—1)=67 50 + 20371610268 _ o o5 03.00
SPRAWDZENIE
(1—2)= 67°48 35”65
(2—3)= 55 27 05.60
(1—3)=123 15 41.25 (1—2)= 67948’ 35”65
(2—3)= 55 27 05.60
(3—4)= 84°17° 23”88 (3—4)= 84 17 23.88
(4—5)= 84 36 51.09 (4—5)= 84 36 51.09
(3—5)=168 54 14.97 (B—1)= 67 50 04.00

=359 59 59.22

(4 —5)= 84°36 51709
(5—1)= 67 50 03.00
(4 —1)=152026" 54".09

Wartos¢ 0.78 otrzymang z zamkniecia horyzontu rozrzucamy na 5 katow
po 07,16 i otrzymamy ostateczne wartosci katow:

(1—2)=67"48" 35.65+0.'16=67°48" 3581
(2—3)=55 27 05.60+0. 16=55 27 05.76
(3—4)=84 17 23.8840.16=284 17 24.04
(4 —5)=84 36 51.09-+0. 16=84 36 51.25
(5—1)=67 50 03.00+0. 16=67 50 03.16

Razem = 360°00700".02
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PE3IOME

Mpu MeTone HabNIONEHHS YIIIOB UMEETCH TONbKO €AHHCTBEHHbIH KONTPONb — 3aMBIKa-
Hhe ropusonta. C UeNblO yBENMYEHHS RONWYECTBA KOHTpOJEH M TEM CaMuiM yBenuue-
HUS TOYHOCTH HabniogeHWH npepnaraercs Habniopgath OTHENbHLIE Yrnbl 4-Ms MpHeMaMu,
sMecTo 6-M, ¢ npuMeHeHueM Teofonura T-3, Ho ¢ oGg3aTenbHbLIM HaGNONEHHEM Mapel YIoB
TOME 4-M9 npUemMami.

lMpu TakoM Merome HaGNIOAEHHS NOJY4AETCS BMECTO OLHOIO — TPH KOHTPOJIS.

Hnp. npu 4 Hanpaenenusx cnepyer Habniopatb yrawi: 1—2, 2—3, 3—4, 4—1, a Tar
e napel yranoe: 1—3, 3—1.

RESUME

Dans la méthode angulaire nous avons uniquement un contréle de fermeture de
I'horizon. Pour augmenter le nombre des contréles et par cela méme augmenter la
précision de l'observation, on propose d’observer avec le théodolite T3 des angles
particuliers, non pas en 6 séries, mais en 4 séries et d’observer en plus les paires
des angles adjacents, pareillement en 4 séries.

En faisant les observations da la sorte nous obtenons 3 contréles au lieu de 1.
Par exemple dans le cas de 4 directions nous observons les angles 1—2, 2—3, 3—4,
4—1 et les paires d’angles 1—3, 3—1.
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Ludwik Winiewicz

Rozwéj i stan wspolczesny fotogrametrii w ZSRR

Zwycieska Rewolucja Pazdziernikowa data poteiny impuls do rozwoju sii wy-
twérczych socjalistycznego panstwa.

Likwidacja wiekowego zacofania gospodarczego Rosji carskiej wymagata glebo-
kiej analizy bogactw naturalnych kraju i gruntownego opracowania zagadnienia roz-
mieszcezenia sit wytworczych.

Totez wielki tworca panstwa socjalistycznego Lenin przywiazywal ogromne zna-
czenie do mapy, jako podstawy przy rozwiazywaniu gigantycznych zadan planéow
gospodarczych. Juz nazajutrz po zwyciestwie Rewolucji Lenin podpisal dekret
(15 marca 1919) o organizacji panstwowej stuzby geodezyjnej, majgcej na celu wy-
konanie zdjecia topograficznego Kraju Rad:

,Dla zbadania terytorium RSFRR w sensie topograficznym w celu podniesienia
i rozwoju sit wytworczych kraju, ekonomii sit technicznych érodkéw przewozowych
i czasu... organizuje sie Wyzszy Zarzad Geodezji".

Od tego czasu datuje sie wspanialy rozwdj geodezji w ZSRR, ktora na prze-
sirzeni 35 lat potrafila trafnie rozwiaza¢ najbardziej skomplikowane zagadnienia
zwigzane z pomiarami i zdjeciami topograficznymi na obszarze jedne]j szostej czesci
ziemi.

Opracowanie topograficznych map dla takiego obszernego terytorium byto mo-
zliwe tylko dzieki zastosowaniu nowoczesnych metod topograficznego zdjecia, opar-
tych na wykorzystaniu geometrycznych wtasciwosci zdjeé fotograficznych, wykona-
nych z samolotu. Fotografowanie powierzchni ziemi z samolotu jeszcze podcezas
pierwszej wojny swiatowej dalo Swietne rezultaty przy unowocze$nianiu map woj-
skowych, niemniej jednak =zacofanie techniczne Rosji carskiej, brak materialnej
bazy w postaci przemyshu awiacyjnego, optyczno-mechanicznego i chemicznego, kon-
serwatyzm czynnikéw panstwowych nie pozwolily rozwinaé sie nowej metodzie.

Dopiero okolo 1924 r przystapiono do organizacji pierwszych komorek majag-
cych na celu ustalenie metodyki wykonywania zdje¢ lotniczych i ich opracowania dla
zaspokojenia wymagan rozmaitych organizacji gospodarczych.

Rownocze$nie trwaly prace zwiazane ze stworzeniem rodzimej bazy optyczno-
mechanicznej i nowych fotogrametrycznych przyrzadéw, a réwniez przygotowanie
kadry specjalistow.

W tym okresie w wyniku fotogrametrycznego opracowania zdjeé lotniczych otrzy-
mywano fotoplany na podstawie pelnego polowego dowiazania zdjeé, tj. na pod-
stawie 4-ch punktéw o znanych wspoirzednych x i ¥y na kazde zdjecie lotnicze.

W latach 1928—1930 prof. Aleksapolski opracowal metode wykonania topogra-
ficznych map sposobem kombinowanego aerofototopograficznego zdjecia, przy ktérym
warstwice rysuje sie na fotoplanie sposocbami zdjecia stolikowego.

Prace prof. Drobyszewa pozwolily w 1939 r zastapi¢ w znacznej mierze polowe
dowigzanie zdjeé¢ lotniczych kameralnymi procesami tzw. fototriangulacji sytuacyjnei.



Rozwdj i stan wspdlczesny fotogrametrii w ZSRR 61

W tym wypadku punkty zageszczenia otrzymuje sie w wyniku rozwiniecia pojedyn-
czych szeregow rozet na podstawie 2—4 punkidéw osnowy polowej.

Wazrastajace z dnia na dzien potrzeby gospodarki narodowej zmuszaly fotogra-
metrow radzieckich do opracowania nowych bardziej doskonatych metod wykonania
topograficznych map, przy minimalnej osnowie polowej.

W 1925 r. na bazie stereoplanigratéw powstata metoda uniwersalna opracowania
zdjecia topograticznego; prace prof. Skiridowa odnosSnie analitycznego rozwiazania
zadania wzajemnej orientacji zdjeé¢ lotniczych i przestrzennej aerofototriangulacji
pozwolily w ZSRR weczeéniej anizeli w innych panstwach rozwinac¢ praktyczne prace
w dziedzinie przestrzennej fototriangulacji.

Pierwszy piecioletni plan rozwoju gospodarki narodowej (1928-—1932), plan budowy
podstaw socjalistycznej ekonomiki, postawil przed geodezyjna stuzbg nowe zadania
w kierunku stworzenia topograficznych map w duzej skali. W zwigzku z tymi za-
daniami zaczely sie intensywne badania fotogrametryczne w kierunku stworzenia
oryginalnej metody aerofotogrametrycznego zdjecia, ktéra pozwolilaby opracowaé
topograficzne mapy w szybkim czasie, tanio i w oparciu o proste przyrzady foto-
grametryczne nadajace sie do pracy nawet w warunkach wypraw.

Od tego czasu datuje sie organizacja Naukowo-Badawczego Instytutu Aerofoto-
grametrii, w ktorym opracowywano metodyczne zagadnienia i konstruowano nowe
przyrzady. Powstale przy tej okazji zagadnienie uproszczenia procesu wykonania
zdje¢ lotniczych przez zastosowanie odpowiednich kamer lotniczych zostalo pomy$l-
nie rozwiazane przez optykéw radzieckich. W 1931 r. prof. Rusinow skonstruowat
szerokokatny obiektyw ,Liar® (28=100", co pozwolilo zastgpi¢ wieloobiektywowe
kamery lotnicze jednoobiektywowymi, obejmujacymi znaczne obszary i uproszczaja-
cymi fotogrametryczne procesy. Warto podkresli¢, ze podobne prace mialy miejsce
i w krajach kapitalistycznych, jednak w USA doszli do wniosku, ze pomyslne za-
Konczenie tych prac moze nastapié dopiero po wielu latach, W Niemczech dopiero
no uplywie szesciu lat Zeiss wypusécit szerokokatny obiektyw jednak z mniejszym
<atem (2 f=939.

. W nastepnym okresie czasu prof. Rusinow udoskonalil osiggnigte wyniki i skon-
struowal obiektyw ,Russar®, ktory przy ogniskowej f=7 em pokrywa zdjecie for-
matu 1818 cm. Przy kacie 2=122" za pomoca tego obiektywu mozna sfotografowac
obszar 100 km?® z wysokosci 4000 m,

Drugi piecioletni plan rozwoju gospodarki narodowej (1933—1937) jeszcze bar-
dziej niz pierwszy zmienil geografie Zwiazku Radzieckiego i postawil przed stuzba
goedezyina zadanie pokrycia calego kraju mapami topograficznymi. O rozmachu
tych prac §wiadczy wyliczenie specjalistow, ze w warunkach carskiego rezimu trzeba
by bylo na wykonanie tego zadania 150 lat. Zrozumiale jest, ze ustrdj radziecki nie
mobgl sie pogodzié z takim tempem i zazadal od stuzby geodezyjnej rozwigzania zada-
nia w krétkim czasie przy minimalnych kosztach.

Zaczete jeszcze w 1931 r. badania prof. Drobyszewa nad konstrukcja stereometru
zostaly uwienczone powodzeniem. W 1934 r. prof. Drobyszew skonstruowal stereo-
metr, ktéry pozwala otrzymac ze zdje¢ lotniczych z maltymi katami nachylenia
wyniki odpowiadajgce zdjeciom lotniczym pionowym,

Stereometr stworzyl pelng podstawe do opracowania oryginalnej radzieckiej
stereofotogrametrycznej metody, znanej pod nazwa metody zréznicowanych procesow.,

W 1936 r. w Centralnym Naukowo-badawczym Instytucie Geodezji, Aerofoto-
grametrii i Kartografii, prof. Konszyn opracowal teorie zréznicowanej metody, ktéra
znalazla szerokie zastosowanie przy kartowaniu w skali 1:50000. W wyniku badan
doktora Romanowskiego nad zdjeciem aerofototopograficznym w skali 1:100 000
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zostal oddany do uzytku tzw. ,sposob prostej linii“, pozwalajacy zageszczaé siec
punktow wysokosciowych przy uzyciu zwyklego stereoskopu pomiarowego.

Na bazie teoretycznych prac znanego fotogrametry radzieckiego Zukowa zostal
opracowany w 1938—1939 latach sposob przestrzennej fototriangulacji, zamieniajacy
skomplikowane przyrzady stereokomparatorem,

W zwigzku ze Swietnymi wynikami w dziedzinie pokrycia kraju mapg topo-
graficzng w skali 1 :100 000, od 1940 r. datuja sie teoretyczne i praktyczne prace nad
wykonaniem map w skali 1:25000 i 1:5 000.

Wojna z hitlerowskimi Niemcami nie przerwala prac fotogrametrow radzie-
ckich; warunki wojny wymagaly opracowania nowych uproszczonych sposobéw
kartowania i specjali§ci radzieccy sily swe poswiecili dzietu pomocy frontowi. Row-
nolegle z tym, radziecka fotogrametryczna szkola przygotowala kadry wybitnych
specjalistow dla prac po zakonczeniu wojny i prowadzila teoretyczne badania.
W 1942 r. wyszla w druku praca prof. Urmajewa o teorii fotogrametrii w ujeciu
wektorowym, a w 1943 r, ukazala sie publikacja prof. Konszyna o teorii opraco-
wania zdje¢ przy skazonym peku promieni.

Po zakonczeniu wojny prof. Romanowski i prof. Konszyn oddali do uzytku me-
tode nieskazonego modelu, znacznie rozszerzajaca zasieg fotogrametrii w dziedzinie
prac topograficznych.

W dziedzinie optyki osiggnie¢to dzieki pracom prof Rusinowa doskonale wyniki
w konstrukeji hiperszerokokatnego obiektywu. Radziecki przemys! opanowal kon-
strukcje stereoplanigrafow i stworzy! wieloprojektorowy szerokokatny aeroprojek-
tor multipleks, co pozwolilo szeroko zastosowaé uniwersalna metode aerofototopo-
graficznego zdjecia.

Powojenny piecioletni plan odbudowy i rozwoju gospodarki narodowej dal nowy
impuls do rozwoju fotogrametrii, Powstalo zagadnienie pokrycia calego terytorium
ZSRR topograficznag mapa w skali 1:25000 i niektérych obszaréw mapami w skali
cd 1:10 000 do 1:2000,

Zadanie to rozwigzuja pomySlnie radzieccy fotogrametrzy przy uzyciu naj-
bardziej doskonalej metody stereofotogrametrii,

Wielki Stalinowski plan przeksztalcenia przyrody stawia wysokie wymagania
radzieckiej geodezji. Nie ulega watpliwosci, ze radziecka szkola fotogrametryczna
upora sig¢ z tymi trudnymi zadaniami w terminie, Rekojmig tego jest fakt, ze ra-
dziecka aerofotogrametria osiagnela Swietne wyniki w dziedzinie teorii i praktyki
i wyprzedza znacznie osiggniecia krajoéw kapitalistycznych.

Przy opracowaniu topograficznych map w ZSRR stosuje sie zasadniczo dwie
metody: 1. kombinowana metode aerofotogrametrii i

2. stereofotogrametryczng metode.

Przy metodzie kombinowane] zdjecie topograficzne wykonuje sie albo na foto-
planach, albo na oddzielnych zdjeciach lotniczych, w zalezno$ci od charakteru
uksztaltowania terenu.

W tych wypadkach gdy btedy, ze wzgledu na deniwelacje dla punktéw znajdu-
jacych sie w obrebie roboczej powierzchni zdjecia, nie przekraczajg 0,4 mm, zestawia
sie fotoplany. Podstawa do przetworzenia zdje¢ sa punkty osnowy polowej, ktore
stuzg do fotogrametrycznego zageszczenia sieci fotopunktow.

Fotogrametryczne zageszczenie sieci sytuacyjnej wykonuje sie za pomoca gra-
ficznej fototriangulacji, sposobem fotopoligonometrii albo tez za pomoca aeropro-
jektora multipleks.

Dn ostatniego czasu stosowano przy zageszczeniu osnowy geodezyjnej gléwnie
fototriangulacje. Z przejsciem jednak do opracowania map w duzych skalach
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i w zwigzku z rozwojem stereofotogrametrycznych metod, coraz czesciej stosuje sie
przyrzady uniwersalnego typu oraz metode fotopoligonometrii, co daje dodatkowe
oszczedno$ci w osnowie polowej i wydatne zwiekszenie dokladnoéci wynikow.

Graficzna fototriangulacje stosuje sie w zasadzie dla terenu dostatecznie row-
ninnego i bogatego sytuacyjnie, gdy bledy w kierunkach sa bliskie £ 2 minuty.
W danym wypadku przy iloSci baz, w szeregu triangulacji, réwnej 8 $redni biad
okreélenia wspolrzednych moze osiggnac¢ wartos¢ 0,45 mm.

Fotopoligonometria zwieksza dokladno$¢ okreSlenia wspoirzednych do 0,30 mm,
a dokladno$¢ zageszczenia osnowy sytuacyjnej za pomoca multipleksu wynosi
0,94 mm w zastosowaniu do szerokokatnej kamery.

Fototriangulacja za pomoca triangulatora radialnego nie znalazla szerszego za-
stosowania ze wzgledu na nieznaczne tylko zwiekszenie dokladnosci pracy w po-
rownaniu z triangulacja graficzna i znaczny zakres fologrametrycznych procesow.

Wymienione sposoby zageszczenia osnowy polowej stosuje sie w zaleznoécei od
wymagan, jakie stawia sie mapie, i od charakteru terenu. Przy opracowaniu topo-
graficznych map nalezy stosowaé¢ giownie ciggi poligonowe, poniewaz przy nie-
znacznym zwiekszeniu zakresu prac fotogrametrycznych pozwola one otrzymac
wspolrzedne punktow zageszczenia z potrzebna dokladnoscia.

W wypadku opracowania map w $redniej skali mozna stosowac graficzna foto-
triangulacje dla terenu réwninnego, kiedy mozna sie ograniczy¢ wyborem wierz-
cholka fototriangulacji w punkcie gléwnym zdjecia.

Przy opracowaniu mapy w duzej skali nalezy stosowa¢ w my$l instrukeji radzie-
ckich przyrzady uniwersalnego typu w rodzaju stereoplanigrafu i multipleksu,
a rowniez i fotopoligonometrie, przy czym celowe jest stosowanie stereoplanigrafu
przy zageszczeniu osnowy polowej dla opracowania map w skali 1:2000— 1:5 000.

Stereofotogrametryczna metoda opracowania topograficznej mapy dzieli sie na
dwa warianty: 1. metode zréznicowans,

2. metode uniwersalnag,

Metoda zréznicowana opracowana ostatecznie przez zespol uczonych i foto-
grametrow praktykow pozwala otrzymywaé na podstawie zdjeé lotniczych sytuacje
| rzezbe terenu.

Jak juz wyzej wspomniano, podstawy do zastosowania metody zroznicowanej
jest stereometr konstrukeji prof. Drobyszewa. Przyrzad ten jest swego rodzaju
stereokomparatorem zaopatrzonym w wurzadzenia korekcyjne, ktore wprowadzajag
automatycznie poprawki do pomierzonych réznic paralaks podiuznych.

Dzieki temu pomierzone roéznice paralaks podiuznych sa wolne od skazen, wyni-
kajgcych z kata nachylenia zdje¢ lotniczych i réznic wysokoéci lotu. Pomierzone
roznice paralaks pozwalajg latwo obliczy¢ wysokosei poszezegdlnych punktow i na-
rysowa¢ na zdjeciach warstwice.

Sporzadzenie mapy polega na optycznym przetworzeniu zdje¢ za pomocg pro-
jektora., W tym celu ze zdje¢ z wykre$lonymi warstwicami i sytuacja sporzadza sie
diapozytywy, ktore nastepnie przerzutowuje sie na plansze. '

Sytuacje i warstwice przenosi sie wedlug stref wysoko§ciowych.

Rozmaitymi sposobami mozna wykona¢ zageszczenie sieci punktéw osnowy
wysokosciowej. Szczegélng uwage zwraca sie na zageszczenie sposobem nieskazo-
nego modelu, ktéry pozwala otrzymaé¢ réwnoczednie trzy wspélrzedne x, y i z.. Spo-
s6b nieskazonego modelu nie zalezy od charakteru rzezby terenu i pozwala rozwijac
sieci triangulacyjne na znacznej diugoscei.

Tzw. sposob Centralnego Naukowo-badawczego Instytutu Geodezji Aerofoto-
grametrii i Kartografii moze by¢ stosowany z powodzeniem dla terendw z deniwe-
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lacjami do trzystu metréw na obszarze jednej stereopary. Sieci triangulacyjne
w danym wypadku mozna rozwijaé¢ na znacznej diugosci — do 12 baz.

Zageszezenie sieci punktéw osnowy wysokosciowej sposobem ,,prostej linii*
stosuje sie z powodzeniem w terenach z deniwelacjami nieprzekraczajacymi war-

H
tosci jednej trzydziestej czesci (50) wysokosci fotografowania.

Giéwng zaleta metody zroznicowanej jest mozliwos¢é rozdzielenia oddzielnych
procesdw wykonania mapy miedzy poszczegélnymi wykonawcami waskiej specjal-
nosci i zastosowanie stosunkowo prostych i lekkich fotogrametrycznych przyrzadow.

Uniwersalna metoda stereofotogrametrycznego opracowania zdje¢ lotniczych
daje mozliwos¢ wykonania topograficznych map w dowolnej skali. W wyniku
kameralnego opracowania otrzymuje sie graficzny plan terenu w rzucie prosto-
padlym, niezaleznie od rzezby.

Zastosowanie fotogrametrycznych przyrzadow typu stereoplanigrafu i multi-
pleksu znacznie upraszcza wykonanie mapy i wydatnie zmniejsza zakres prac polo-
wych, Przestrzenna aerofototriangulacja na stereoplanigrafie zapewnia dokladnos¢
wymagana od mapy w skali 1:25000. Stereoplanigrafy stosuje sie dla opracowania
map w skali 1:2000 do 1 :25 000,

Multipleksy zapewniaja dostateczna dokladnos$¢ przy opracowaniu map w skali
1 :50 000, W poszczegolnych wypadkach multipleksy mozna stosowac¢ przy opraco-
waniu map w skali 1:25000.

Gléwng zaleta uniwersalnej metody jest brak zawilych wyliczen przy opraco-
wania zdjec lotniczych,

Obecnie w ZSRR przyjeta jest nastepujaca zasada zastosowania poszczegoélnych
aerofotogrametrycznych metod opracowania topograficznych map:

w terenach z nieznacznymi deniwelacjami stosowaé — metode kombinowana,
w terenach falistych i pagérkowatych z deniwelacjami do 300 m — metode
zroznicowana,

w terenach gorzystych — metode uniwersalng.

Szczegdélna uwage zwraca sie na mozliwos¢ kombinacji poszezegdlnych metod:
tak np. przy metodzie kombinowanej istnieje mozliwo$é wykorzystania przyrzadow
uniwersalnego typu do zageszczenia sieci osnowy sytuacyjnej, a racjonalna kombi-
nacja metody zroznicowanej i uniwersalnej daje dostatecznie dobre wyniki i po-
zwala znacznie zmniejszy¢ zakres prac polowych przy zageszczeniu sieci punktow
osnowy wysokoséciowe].

W dobie obecnej zasadniczym rodzajem prac w ZSRR, zwigzanym z pokryciem
kraju topograficznymi mapami, jest opracowanie mapy w skali 1:25000. Mapy
wykonuje sie metodami wymienionymi w tym artykule w zalezno$ci od rzezby
terenu i posiadanych przyrzadow.

Kameralne zageszczenie osnowy geodezyne] najwygodniej wykonywac sposobem
przestrzennej aerotriangulacji na stereoplanigrafach i sposobem nieskazonego mo-
delu rozwijajac szeregi dilugosci do 5 km, gdy szereg opiera sig na 4 punktach,
i do 9—10 km, gdy szereg opiera sie na 5 punktach osnowy.

Dla obszarow gorzystych mozna wykorzystac aeroprojektor multipleks, w tym
wypadku jednak diugosé szeregu aerotriangulacji nie powinna przekraczac
trzech baz.

Dla obszaréw rowninnych moze znalezé zastosowanie sposob ,prostej linii“, przy
dlugoseci ciggu nie przekraczajacej 3,5 km.

Fotogrametryczne opracowanie zdjeé lotniczych odbywa sie przy wykorzystaniu
stereometréw konstrukeji prof. Drobyszewa.
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Przy opracowaniu mapy dla obszarow gorzystych metoda uniwersalng celowe
jest zastosowanie stereoplanigrafow i aeroprojektorow multipleks.

Dla ilustracji kosztow, zwigzanych z opracowaniem map topograficznych poda-
jemy nizej tabele, opracowana przez radzieckiego uczonego docenta Suchowa dla
obszaru 10 000 km® s$redniej kategorii trudnosei:

l_\r_Iet_«_')Efv_ opracowania mapy -
Rodzaj pracy Zdjecie Kombinowana | Zroznicowana | Uniwersalna
| stolikowe | metoda metoda metoda
1. Prace polowe:
techniko-miesiecy 317 | 187 I 105 ; 105
robotniko-miesiecy 901 722 | 197 ' 197
|
2. Wykonanie zdjec [
lotniezych:
techniko-miesiecy | — 32 | 32 | 32
3. Prace kameralne: | , i |
inzyniero-miesiecy — | — | 29 | —
techniko-miesiecy l —_ 16 318 . 218
Razem miesigcy 1218 967 ! 681 | 552

Jesli wzia¢ pod uwage wielkos¢ powierzchni ZSRR, staje sie zrozumiala waga,
jaka przykiada sie do aerofototopograficznych metod opracowania mapy.

Znaczne zmniejszenie ilo$ci prac polowych i mozliwosé rozdzielenia pracy na
poszczegolne operacje wykonywane przez oddzielnych specjalistow czynig aerofo-
togrametryczne metody podstawowymi przy rozwiazywaniu zadan gospodarki na-
rodowej i obronnosci kraju.

Rozwdj nauki niewatpliwie wplynie na dalsze zmniejszenie zakresu prac polo-
wych. Okreélenie elementow orientacji zdje¢ lotniczych za pomoca automatycznych
przyrzadéw i zastosowanie radaru do celow pomiarowych znacznie powiekszy do-
kladnoé¢ fotogrametrycznego opracowania zdje¢ i zmniejszy zakres osnowy geode-
zyjnej.

Metodyka wykorzystania danych statoskopu, opracowana przez kandydata nauk
technicznych Kraszennikowa, znalazla juz obecnie praktyczne zastosowanie przy
aerotriangulacji przestrzennej.

Badania naukowe ida obecnie w kierunku dalszej automatyzacji okreslenia ele-
mentow orientacji zewnetrznej i w kierunku zastosowania fotogrametrii do rézno-
rodnych dziedzin nauki i praktyki.

Ogromne do$wiadczenie fotogrametrow radzieckich moze by¢ $mialo wykorzy-
stane w warunkach Polski Ludowej. Rozmach naszej gospodarki narodcwej stawia
przed stuzba geodezyinag i kartograficzng zaszezytne zadanie pokrycia obszaréw na-
szego kraju wysokowartoSciowymi mapami szczegdélowymi. Zadanie to moze byt
zrealizowane tylko na podstawie naukowej, z zastosowaniem wspoélezesnych metod
aerofotogrametrii.

Przed fotogrametrami polskimi stoi zadanie jak najszybszego opracowania me-
todyki wykonania takich map, przeanalizowania dorobku fotogrametrii radzieckiej
i zastosowanie jego wybitnych osgiagnie¢ do potrzeb gospodarki narodowej.
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