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Geodezja i Kartografia. Tom II. Zeszyt 3.

Prof. A. A. Izotow
Moskwa

Elipsoida odniesienia F. N. Krasowskiego 
i nowoczesne osiągnięcia geodezjiStudia dokonane w celu ustalenia rozmiarów elipsoidy ziemskiej F. N. Krasowskiego, były wynikiem świetnego rozwoju geodezji i prac geo­dezyjnych w ZSRR.Geodezja i prace geodezyjne w naszym kraju mają bogatą przeszłość historyczną. Prace geodezyjne w naszym kraju od początku rozwijały się w związku z wymaganiami życia. Rosyjska myśl naukowa w dziedzinie geodezji zawsze włączała się do ogólnego prądu idei naukowych i samo­dzielnie zajmowała się ich rozwojem.Pierwszymi pracami geodezyjnymi w Rosji były katastralne opisy gruntów, zapoczątkowane jeszcze w epoce likwidacji feudalnego rozbicia kraju i powstawania jednolitego narodowego państwa rosyjskiego, czyli w XV stuleciu. W epoce Piotra I podniosły się one na nowy stopień roz- woju i przekształciły się w studia nad poznaniem kraju pod względem ogólnogeograficznym oraz w prace nad jego kartograficznym ujęciem. Kierownictwo naukowe tych prac objęła zorganizowana w r. 1724 Rosyj­ska Akademia Nauk, której departamentem geograficznym przez długi okres czasu kierował wybitny uczony rosyjski M. B. Łomonosow.Powstanie teorii o spłaszczeniu ziemi zapoczątkowało rozwój geodezji jako nauki o figurze Ziemi i o metodach jej badania. Nowe prądy w geo­dezji szybko wzbudziły zainteresowanie i zdobyły uznanie wśród uczonych rosyjskich. Rosyjska Akademia Nauk już na pierwszym swoim posiedze­niu omawiała zagadnienie sferoidalnego kształtu ziemi i sposoby jego wyznaczania. Od tego czasu uczeni rosyjscy stale zajmowali się tym za­sadniczym problemem geodezji i wzbogacili go poważnymi nowymi osiąg­nięciami.Z początkiem wieku XIX w Rosji zaczęły się rozwijać podstawowe prace astronomiczno-geodezyjne typu nowoczesnego, posiadające zarówno naukowe, jak i praktyczne znaczenie. W okresie pierwszej połowy XIX w., pod kierownictwem znanego astronoma i geodety W. J. Struvego, doko­



132 A. A. Izotownane były pomiary stopnia na południku od Północnego Oceanu Lodowa­tego do ujścia rzeki Dunaju. Była to praca wyróżniająca się ujęciem za­gadnienia, metodami i rezultatami. Miała ona ogromne znaczenie dla roz­woju myśli naukowej w dziedzinie geodezji. W toku tej pracy skonstruo­wany został jeden z najlepszych przyrządów do pomiaru baz, opracowano jeden z nowoczesnych sposobów pomiaru kątów, ustalono zasadnicze wy­magania stawiane instrumentom geodezyjnym itd.W ciągu ubiegłego stulecia łuk Struvego był najdokładniejszym i jed­nym z największych pomiarów stopnia w świecie. Rezultaty tego zna­komitego pomiaru wykorzystane zostały przez wielu uczonych dla ustale­nia rozmiarów Ziemi, a nawet w obecnych czasach nie utraciły one swego znaczenia naukowego.W ubiegłym stuleciu rosyjscy wojskowi geodeci przeprowadzili więk­sze pomiary stopnia na równoleżnikach 48° i 52°. Zostały one wykonane w związku z pomiarami stopnia w Europie i były cennym wkładem do tych przedsięwzięć naukowych. Jednak z biegiem czasu rosyjskie pomiary stopnia uznane zostały za przestarzałe i zastąpione nowymi pracami geo­detów radzieckich.W połowie wieku XIX stwierdzono znaczne rozbieżności w wynikach wyznaczenia rozmiarów Ziemi z różnych pomiarów stopnia, które nie mogły być wyjaśnione li tylko błędami pomiarów. Wynikły stąd skomplikowane zagadnienia ściślejszego sprecyzowania kształtu figury Ziemi i udoskona­lenia metod badawczych w tym zakresie. Starając się rozstrzygnąć ten problem, rosyjski geodeta i astronom F. F. Szubert po raz pierwszy wy­powiedział myśl o możliwości trójosiowości elipsoidy ziemskiej i pierwszy podał dowód potwierdzający tę myśl. Myśl ta później znalazła poparcie wielu uczonych europejskich i obecnie ma dostatecznie uzasadnione po­twierdzenie.W ubiegłym stuleciu ustaliło się pojęcie o kształcie geoidy i tworzyły się podstawy teoretyczne do odpowiednich badań. W związku z tym nasz geodeta F. A. Słudski opracował własną teorię figury Ziemi, wypowiada­jąc głębokie myśli naukowe, do dziś dnia niecałkowicie wykorzystane. Jemu też należy przypisać zasługę ustalenia pewnej zależności różniczko­wej, z której w końcu ubiegłego stulecia korzystał I. I. Pomerancew w ba­daniach figury geoidy.Prace astronomiczne w Rosji dokonywane były zarówno dla celów zdjęć topograficznych, jak i w związku z pomiarami stopnia. Już w po­łowie ubiegłego stulecia w kraju naszym dokonano pomiaru ponad 500 punktów astronomicznych. Jednocześnie w związku z pracami astrono­micznymi rozwijały się badania naukowe w dziedzinie astronomii geode­zyjnej i astrometrii w ogóle.



Elipsoida odniesienia F. N. Krasowskiego 133Dobrze są znane prace Pułkowskiego Obserwatorium Astronomicznego w dziedzinie określenia absolutnych współrzędnych gwiazd, ułożenia fun­damentalnych katalogów, opracowania metod pomiarów astronomicznych i udoskonalenia odpowiednich instrumentów. N. J. Cingier i D. D. Giede- onow podali swoje sposoby pomiarów czasu, zaś M. W. Piewców opracował metodę wyznaczenia szerokości geograficznej. W kraju naszym już wów­czas powstała naukowa szkoła astronomii, której osiągnięcia zasłużyły na powszechne uznanie i przyczyniły się poważnie do rozwoju światowej nauki astronomiczno-geodezyj nej.Pułkowskie Obserwatorium Astronomiczne wniosło również bardzo duży wkład w przygotowanie kadr naukowych z dziedziny astronomii geo­dezyjnej. Jego szkołę przeszło wielu naszych wybitnych geodetów, a wśród nich — twórca i długoletni przewodnik radzieckiej geodezji F. N. Kra­sowski. Obecnie obserwatorium pułkowskie, kierowane przez czołowego astronoma i geodetę A. A. Michajłowa, bierze udział we wszystkich nau­kowych przedsięwzięciach w dziedzinie geodezji.Od początku XIX w. zaczęto wykonywać w Rosji również prace grawi­metryczne. Uczeni rosyjscy pierwsi zaczęli stosować powszechnie przyjętą obecnie metodę względnego określenia siły ciężkości. W końcu ubiegłego stulecia Rosja zajęła jedno z pierwszych miejsc co do ilości pomierzonych punktów grawimetrycznych i dała obszerne, jak na owe czasy, materiały do naukowych wniosków dotyczących figury Ziemi.W latach sześćdziesiątych ubiegłego stulecia W. J. Szwej cer, F. A. Słud- ski i inni na podstawie wyników obserwacji odchylenia pionu wykryli mo­skiewską anomalię grawitacyjną. Wyjaśnili oni również przyczynę tego zjawiska, wskazując na zaleganie w tym miejscu — na znacznej głębokości — mas mniejszej gęstości. Badania te były pierwszą próbą wykorzystania rezultatów astronomiczno-geodezyjnych prac w celu badania budowy sko­rupy ziemskiej.Roboty niwelacyjne wyższej dokładności były rozpoczęte w Rosji w la­tach siedemdziesiątych ubiegłego stulecia. Od tego czasu geodeci rosyjscy rozpoczęli opracowania naukowe różnych zagadnień niwelacji. Badaniami swymi S. D. Rylke, N. J. Cingier i D. D. Giedeonow wiele zdziałali dla udoskonalenia metod i instrumentów, jak również dla zbadania refrakcji i wpływu innych błędów na wyniki dokładnej niwelacji.W początku bieżącego stulecia uczeni rosyjscy przystąpili do nowych astronomiczno-geodezyjnych prac, wprowadzając udoskonalone metody. Od roku 1907 do pomiarów baz stosowany był przyrząd Jaederina, który był po raz pierwszy zbadany przez geodetów rosyjskich i który dopiero po dłuższym czasie został zastosowany w Europie. Do pomiarów kątów w triangulacji zaczęto stosować duże instrumenty geodezyjne i metodę po­miaru kątów we wszystkich kombinacjach. Od roku 1910 zaczęto stosować 



134 A. A. Izotopmetodę radiotelegraficznego określenia długości geograficznej. Jednak w związku z pierwszą wojną światową rozwój nowych astronomiczno-geo- dezyjnych prac został zahamowany.W Rosji przedrewolucyjnej prace astronomiczno-geodezyjne i topogra­ficzne wykonywane były prawie wyłącznie przez korpus wojskowych topo­grafów. Oprócz tego na przeszkodzie szerszemu rozwojowi tych prac stały nie sprzyjające społeczno-polityczne warunki życia. Mimo to naukowa i praktyczna działalność geodetów rosyjskich w przeszłości doprowadziła do cennych osiągnięć, których część wymienieliśmy wyżej. Pozwoliła ona także nagromadzić duże i różnorodne doświadczenie, co miało pouczające znaczenie dla dalszego ustawienia prac geodezyjnych w naszym kraju.Po Wielkiej Socjalistycznej Rewolucji Październikowej nastąpiła nowa epoka rozwoju geodezji i prac geodezyjnych w naszym kraju. 15 marca 1919 r. W. I. Lenin podpisał dekret o powołaniu Wyższego Urzędu Geode­zyjnego, przekształconego następnie w Główny Urząd Geodezji i Karto­grafii przy Radzie Ministrów ZSRR. Urząd ten pełni państwową służbę geodezyjną w naszym kraju. W okresie władzy radzieckiej założono sze­reg instytutów geodezyjnych (szkoły wyższe) i średnie szkoły techniczne, kształcące inżynierów i techników dla wszystkich rodzajów prac geodezyj­nych. W końcu roku 1928 utworzony został w Moskwie Centralny Nau­kowo-Badawczy Instytut Geodezji, Aerofotogrametrii i Kartografii, który przekształcił się w wielkie centrum rozwoju myśli naukowej w dziedzi­nie geodezji.Potężny rozwój budownictwa gospodarczego i kulturalnego w ZSRR stworzył decydujące warunki dla szerokiego rozwoju prac astronomiczno- geodezyjnych i zdjęć topograficznych. Stały się one częścią składową dzia­łalności państwa, zmierzającej do powiększenia i rozwoju sił wytwórczych i wykorzystania bogactw naturalnych kraju. Rozwój prac geodezyjnych i stworzenie przez rząd radziecki korzystnych warunków dla prac nauko­wych wywołały niebywały rozwój badań naukowych w dziedzinie ge­odezji.Związek Radziecki odziedziczył po Rosji przedrewolucyjnej przesta­rzałe, nie związane ze sobą, podstawowe sieci geodezyjne i zdjęcia topo­graficzne. Dlatego też w okresie władzy radzieckiej tak podstawowe prace astronomiczno-geodezyjne, jak i zdjęcia topograficzne, były rozpoczęte od nowa według nowych programowych wytycznych. W miarę rozwoju pod­stawowych prac geodezyjnych w ZSRR nieprzerwanie doskonaliły się za­równo teoria, jak i metody ich wykonania i rozwiązywane były poważne naukowe problemy z dziedziny geodezji.Ogromne zasługi naukowego ujęcia podstawowych prac geodezyjnych w ZSRR i opracowania naukowych problemów z zakresu geodezji należą do nieżyjącego już dziś wybitnego geodety radzieckiego, członka-kores- 



Elipsoida odniesienia F. N. Krasowskiego 135pondenta Akademii Nauk ZSRR, prof. F. N. Krasowskiego. Wykonał on osobiście szereg poważnych badań naukowych z zakresu zasadniczych za­gadnień geodezji i prac geodezyjnych i wywarł decydujący wpływ na kie­runek i treść prac naukowych innych geodetów radzieckich. W niniejszym krótkim referacie, notując wyłącznie ważniejsze zdobycze geodezji ra­dzieckiej, przypadnie często przytaczać imię F. N. Krasowskiego i powo­ływać się na jego prace, będące wielkim wkładem w rozwój geodezji.Prace nad założeniem państwowej sieci triangulacji ZSRR wykony­wane są według schematu i programu, opracowanego przez F. N. Krasow­skiego w 1928 roku. Wymieniony schemat i program przewidują założenie triangulacji głównej w postaci sieci astronomiczno-geodezyjnej, odpo­wiadającej zarówno wymaganiom osnów dla wszystkich prac geodezyj­nych i kartograficznych, jak i potrzebom naukowych badań z dziedziny geodezji. Stworzenie jednolitego schematu i programu prac astronomiczno- geodezyjnych dla tak olbrzymiego terytorium jak ZSRR, jak również usta­lenie sposobów i metod osiągnięcia wysokiej dokładności ich wyników, stanowi samo w sobie wielkie osiągnięcie naukowe.Łańcuchy triangulacji I rzędu w ZSRR zakłada się w przybliżeniu wzdłuż południków i równoleżników. Odległości pomiędzy łańcuchami przebiegającymi w jednakowym kierunku nie przekraczają 200—250 km. Zasadniczo łańcuchy triangulacji I rzędu w ZSRR utworzone są z poje­dynczych łańcuchów trójkątów zbliżonych do równobocznych o długości boków 20—30 km.Do pomiarów kątów w triangulacji używane są duże teodolity geode­zyjne o dokładności dwusekundowej, produkowane w ZSRR. Instrumenty te mają bardzo dobrą optykę i odznaczają się małymi błędami podziału kół. Średni błąd kwadratowy pomiaru kąta triangulacji I rzędu w ZSRR, obliczony z odchyłek trójkątów, zwykle nie przewyższa +0",7. W pracach lat ostatnich dokładność pomiaru kątów triangulacji znacznie się podnio­sła. Dalsze powiększenie dokładności pomiarów kątowych w triangulacji związane jest z nakładem znacznych środków i pracy, szczególnie w tak różnorodnych fizyczno-geograficznych warunkach, jakie spotyka się na olbrzymich przestrzeniach ZSRR.Badanie zagadnienia pomiarów kątowych w triangulacji wykazało, że stosowane w ZSRR instrumenty i metody pomiaru kątów doprowadziły do znikomych błędów indywidualnych i instrumentalnych. Wyjaśniło się przy tym, że pomiarom kątów towarzyszą pewne błędy, zależne od warun­ków środowiska zewnętrznego, to jest od refrakcji bocznej. Wykonana przez F. N. Krasowskiego analiza rezultatów określenia dwustronnych azymutów jak również specjalne badania prof. W. W. Daniłowa doprowa­dziły do wniosku, że zmiana mierzonego kierunku wywołana wpływem re­frakcji bocznej osiąga średnio ±0",6. Dokonane w ostatnich czasach ba­



136 A, A. Izotowdania wykazały, że wpływ refrakcji zasadniczo ma charakter przypad­kowy. Mimo to przy zakładaniu triangulacji I rzędu wysokiej dokładności duże znaczenie ma odpowiednia gęstość rozmieszczenia baz i azymutów Laplace’a.W ZSRR bazy mierzone są w miejscach przecięcia łańcuchów triangu­lacji I rzędu, nie rzadziej niż 200—250 km wzdłuż tych łańcuchów. Do po­miaru baz używany jest wyłącznie przyrząd bazowy Jaederina z 24-me- trowymi drutami inwarowymi. Godne podkreślenia jest to, że w ZSRR opanowano i zorganizowano produkcję drutów inwarowych. Opracowana przez radzieckich geodetów i metalurgów technologia wytopu inwaru i wy­rób drutów inwarowych pozwoliły produkować druty do pomiarów o każ­dym żądanym współczynniku rozszerzalności cieplnej. Dla ustalenia współczynników liniowej rozszerzalności drutów A. S. Jurkiewicz i B. A. Łarin opracowali metodę termoelektryczną, opartą na ogrzewaniu drutów drogą przepuszczania przez nie prądu elektrycznego. Metoda ta pozwala ze znaczną dokładnością określać nie tylko liniowy i kwadratowy, ale również i objętościowy (sześcienny) współczynnik wydłużenia drutów. Ba­dania CNBIGAiK wykazały, że współczynniki cieplne drutów inwarowych zachowują swoją stałość przez dłuższy okres czasu. Stwierdzenie to ma poważne znaczenie w metrologii geodezyjnej i wyjaśnia jedno ze skompli­kowanych zagadnień pomiaru baz.Na obu końcach jakiegokolwiek boku każdej sieci bazowej I rzędu wyznacza się astronomicznie szerokość, długość i azymut. Dzięki dwustron­nemu wyznaczeniu azymutów osiąga się znaczne zmniejszenie wpływu refrakcji bocznej i zwiększenie dokładności obliczenia azymutów Laplace’a. Astronomiczne pomiary szerokości i długości wykonuje się również na punktach łańcuchów triangulacji I rzędu co 70—100 km. Oprócz tego za­łożone są główne łańcuchy triangulacji I rządu, na których wyznacza się punkty astronomiczne co 50 km. Dzięki stosowanemu w ZSRR zagęszcze­niu punktów astronomicznych łańcuchy triangulacji I rzędu stają się har­monijnym układem pomiarów stopniowych, służących do badania figury Ziemi.W związku z rozwojem prac astronomicznych w ZSRR tworzyła się sieć podstawowych punktów długościowych. W tej olbrzymiej pracy, trwającej do chwili obecnej, brało udział Główne Obserwatorium Astro­nomiczne w Pułkowie, które partycypowało w naukowym ustawieniu prac i ich powodzeniu. W ZSRR opracowano ogólne założenia programu i metod wyznaczenia podstawowych punktów długościowych, jednak w każdym poszczególnym wypadku program prac ustala się oddzielnie. Średnie błędy kwadratowe w określaniu długości geograficznej wynoszą około ±0s,005, a w żadnym wypadku nie przekraczają ±0s,010.



Elipsoida odniesienia F. N. Krasowskiego 137W ZSRR jest siedem służb czasu, na których oparto prace astrono­miczne i grawimetryczne w naszym kraju. Służby czasu Głównego Ob­serwatorium w Pułkowie i CNBIGAiK w Moskwie stosują dla określenia czasu aparatury fotoelektryczne, których konstrukcje opracował prof. N. N. Pawłów. Na podstawie wyników pracy wszystkich służb czasu w ZSRR nadawane są wyrównane rytmiczne sygnały czasu, których błędy nie przekraczają ±0,008 sek.Rozwój prac astronomicznych w ZSRR wysunął problem „gwiazd ge­odezyjnych", dla rozwiązania którego wykonano poważne prace w dzie­dzinie astronomii. Leningradzki Instytut Astronomiczny, obecnie Instytut Astronomii Teoretycznej Akademii Nauk ZSRR, opracował instrukcje do metody Talcotta i opublikował zbiorczy katalog deklinacji 1967 gwiazd do tych instrukcji. Celem zaspokojenia potrzeb astronomii geodezyjnej więk­sze obserwatoria ZSRR pod kierownictwem pułkowskiego obserwatorium wykonały dużą zbiorową pracę dla określenia rektascenzji i deklinacji „gwiazd geodezyjnych1'. Rezultaty tej pracy, wymagającej wykonania licznych obserwacji, opublikowane zostały w postaci katalogu 2957 jasnych gwiazd o deklinacji od —10° do +90°. Dla wyznaczenia szerokości geogra­ficznej według metody Piewcowa wydano efemerydy par gwiazd dla sze­rokości od 40° do 65°. Dla określenia czasu według metody Cingiera wy­dano efemerydy 500 par gwiazd dla szerokości od 34° do 70°, zaś celem opracowania obserwacji Instytut Astronomii Teoretycznej wydaje corocz­nie efemerydy oraz w Roczniku Astronomicznym ZSRR publikuje miejsca pozorne wszystkich gwiazd wchodzących do par Cingiera.Przed rokiem 1945 w ZSRR prace niwelacji o najwyższej precyzji i pre­cyzyjnej (I i II rzędu) wykonywane były przeważnie według rosyjskiej metody niwelatorami Hildebranda lub typu zbliżonego, produkowanymi w ZSRR . Ciągi I i II rzędu, niwelowane w dwóch kierunkach przy dłu­gości celowej nie dłuższej od 50—65 m, stanowiły poligony o obwodzie nie dłuższym od 100—600 km. Dokładność niwelacji I i II rzędu charaktery­zowały średnie błędy przypadkowe, nie większe od 1—2 mm, i średnie błędy systematyczne, nie większe od 0,2—0,4 mm na kilometr.Od roku 1945 w ZSRR wykonuje się nową niwelację I rzędu. Do prac używane są wyłącznie niwelatory z płasko-równoległą płytką i łaty inwa- rowe produkowane w ZSRR. W ostatnich latach w naszym kraju do ni­welacji I rzędu produkuje się nowy typ niwelatora systemu W. A. Bie- licyna, w którym płasko-równoległa płytka umieszczona jest wewnątrz lunety, zaś obraz końców pęcherzyka libeli znajduje się w polu widzenia lunety; sama luneta posiada znaczne powiększenie i dużą siłę światła. Nowe ciągi niwelacyjne I rzędu są główną podstawą wysokościową w na­szym kraju, ale przede wszystkim służą celom naukowym. Dokładność ni­welacji I rzędu cechuje średni błąd przypadkowy nie więksży od +0,4 mm 



138 A. A. Izotowi średni błąd systematyczny nie większy od ±0,05 mm na kilometr, przy czym wielkości te wyprowadzono z różnic pomiarów w przód i wstecz oraz odchyłek poligonów niwelacyjnych.W ostatnich 50 latach geodeci europejscy włożyli wiele wysiłku w zba­danie błędów niwelacji precyzyjnej. Wypowiedzieli oni wiele interesują­cych rozważań o charakterze spekulatywnym odnośnie do wpływu refrak­cji i innych źródeł błędów, jak również obmyślili nazwy przypuszczalnych błędów. Istnieją nawet tak zwane formuły międzynarodowe do oceny do­kładności niwelacji, przy czym należy zauważyć, że formuły te były już poddane krytyce przez prof. A. S. Czebotarewa. Jednak rzeczywiste źródła błędów, ich wielkość i prawidłowość występowania w wynikach niwelacji precyzyjnej dotychczas pozostały mało zbadane. Geodeci radzieccy w ba­daniach zagadnień niwelacji precyzyjnej odrzucili bezpłodną metodę spe- kulatywnych rozważań i oparli się na specjalnie przeprowadzonych do­świadczeniach, które dały już cenne rezultaty. Badania CNBIGAiK wyka­zały, że wpływ refrakcji na rezultaty niwelacji istnieje, lecz przy spadku terenu mniejszym od 0,02 nie jest duży; pozwoliły ustalić, że osiadanie żabek i statywu powoduje błąd systematyczny w średniej różnicy wyso­kości przy pomiarze ciągów w obu kierunkach, dochodzący do 0,04 mm na 1 kilometr.Duża ilość jednoczesnych obserwacji wykonanych niwelatorem znaj­dującym się w normalnych warunkach oraz niwelatorem w termostacie wykazała, że źródłem znacznego błędu systematycznego niwelacji jest zmiana kąta pomiędzy osią lunety i osią libeli, wywołana wpływem tem­peratury. Ten błąd systematyczny przy niwelacji w jednym kierunku może dojść do 0,5 mm na kilometr i zmniejsza się tylko przy ściśle syme­trycznej obserwacji na stanowisku danym i sąsiednim.Obecnie w ZSRR istnieje wiele powtórnie wykonanych niwelacji I i II rzędu. Ich rezultaty wykorzystuje się do badań ruchów skorupy ziem­skiej i w tej dziedzinie uzyskano już cenne wnioski naukowe. Powtórne niwelacje są wykonywane w związku z wielkimi budowami komunizmu, przy projektowaniu których należy koniecznie uwzględnić pionowe ruchy skorupy ziemskiej.Jak wiadomo, w r. 1930 Międzynarodowa Asocjacja Geodezyjna usta­liła reglamentację dla triangulacji I rzędu i niwelacji precyzyjnej. Jak­kolwiek nie mają one mocy obowiązującej i noszą tylko „charakter życze- nia“, jednak powinny być naświetlone z pewnego punktu widzenia. Wy­mienione reglamentacje, szczególnie w odniesieniu do triangulacji I rzędu, zawierają wiele ogólnych rozważań i uwag, że wszystko należy wykony­wać dobrze. Ale nie dają one uzasadnionych wskazówek odnośnie do waż­niejszych założeń budowy sieci triangulacyjnej I rzędu. Tak na przykład mówi się w nich, że „nie wskazane jest mierzyć bazy zbyt często lub zbyt 



Elipsoida odniesienia F. N. Krasowskiego 139rzadko" i że „obecnie trudno jest ustalić reguły racjonalnego rozmiesz­czenia baz“ i nawet „nie można określić zasad racjonalnego rozmieszczenia punktów Laplace’a“. Przy tym podano do wiadomości, że w dobrych, no­woczesnych triangulacjach I rzędu, średni błąd pomiaru kąta, obliczony wg wzoru Ferrero, wynosi średnio +1",2. Zaznaczyć należy, że w tych płynnych rozumowaniach ujawniły się uproszczone poglądy geodetów amerykańskich na zasadnicze zagadnienia geodezji.Nieco ściślejsze są wskazówki dotyczące niwelacji precyzyjnej. Wy­magają one, aby niwelacje precyzyjne miały błędy prawdopodobne przy­padkowe i systematyczne odpowiednio nie większe niż ± 1 mm i + 0,2 mm na kilometr. W zagadnieniach tych geodeci francuscy potrafili obronić swój punkt widzenia, ale nie może on być uznany za nowoczesny. Niewąt­pliwie reglamentacje Międzynarodowej Unii Geofizycznej i Geodezyjnej odnośnie do zagadnień triangulacji I rzędu i niwelacji precyzyjnej odzna­czają się nie tylko połowicznęścią, ale i ubóstwem. Świadczą one o zacofa­niu tej organizacji międzynarodowej, o jej słabości nie pozwalającej na naukowe ujęcie prac geodezyjnych i nie zasługują na większą uwagę ze strony geodetów przodujących krajów.Zagadnienia dotyczące schematu i program^ prac astronomiczno-geo- dezyjnych w ZSRR rozwiązano kompleksowo na podstawach naukowych, wysuwając żądanie, aby przy rozsądnym zużyciu sił i środków, osiągnięta była jednorodność i wysoka dokładność ostatecznych rezultatów. To samo również można powiedzieć o pracach z zakresu niwelacji precyzyjnej, które świadczą o dużych osiągnięciach geodezji radzieckiej. Astrono- miczno-geodezyjne prace w ZSRR wykonywane są według odpowiednich instrukcji, które ustalają program i metody wykonania tych prac, jak rów­nież określają dokładność ich wyników. Instrukcje, początkowo ułożone osobiście przez F. N. Krasowskiego lub przy jego bezpośrednim udziale, były następnie wielokrotnie uzupełniane z uwzględnieniem praktycznego doświadczenia i osiągnięć naukowych w geodezji. Są one przykładem nau­kowo uzasadnionej reglamentacji zasadniczych astronomiczno-geodezyj- nych i niwelacyjnych prac, odpowiednio do ich znaczenia naukowego i praktycznego.W ZSRR opracowano racjonalne metody’ zakładania bezpośredniej osnowy do zdjęć topograficzych. Dla określenia punktów osnowy zdjęć szeroko stosuje się metody poligonów, jak również ciągi wysokościowo- teodolitowe, które zakładane są pomiędzy punktami triangulacyjnymi.Dalmierz systemu W. A. Bielicyna, stosowany w ostatnich latach przy tych pracach, umożliwia pomiar długości do 1 km z błędem około 1 : 2000 i czyni zbędnym pomiar taśmą. G. J. Stodołkiewicz skonstruował kierow­nicę (kipregel) — wysokomierz i samoczynnie poziomujący się niwe- lator. Instrumenty te produkują fabryki radzieckie. W ZSRR skonstruo­



140 A. A. Izotowwano różne typy barometrów o wysokiej dokładności; są one szeroko sto­sowane w terenach górskich i leśnych.Od roku 1932 wykonuje się ogólne zdjęcie grawimetryczne, stanowiące jedną z najważniejszych części astronomiczno-geodezyjnych prac w na­szym kraju. Punkty grawimetryczne określane są z dokładnością 3—4 mgl co 30—40 km. Oprócz tego naokoło punktów astronomicznych na głów­nych łańcuchach triangulacji I rzędu wykonuje się bardziej dokładne spe­cjalne pomiary grawimetryczne wg odrębnego programu. Rezultaty po­miarów grawimetrycznych ogólnych i specjalnych wykorzystuje się sze­roko do opracowania triangulacji i badania figury Ziemi wg metod opra­cowanych przez geodetów radzieckich.Podstawowymi punktami wyjściowymi pomiarów grawimetrycznych ZSRR są Pułkowo, Moskwa, Kazań i Połtawa. Najprawdopodobniejsze wartości siły ciężkości dla tych punktów były ustalone przez N. N. Parij- skiego drogą wyrównania wszystkich związków grawimetrycznych za­równo pomiędzy sobą, jak i z Poczdamem. Oprócz tego istnieje znaczna ilość punktów grawimetrycznych I i II rzędu, których wielkości siły cięż­kości określone są z dokładnością odpowiednio 1—2 mgl w stosunku do punktów podstawowych i które służą jako lokalne punkty wyjściowe. W ostatnich latach wykonywane są prace nad stworzeniem nowej sieci punktów grawimetrycznych I rzędu. W pracach tych stosowane są grawi­metry przewożone w samolotach, zaś błąd pomiaru siły ciężkości wynosi około 0,5 mgl.Przy ogólnym zdjęciu grawimetrycznym stosowane są przyrządy czte- rowahadłowe, produkowane w ZSRR. Do teorii i metod obserwacji wa­hadeł wprowadzono znaczne udoskonalenia, które zapewniają pełną kon­trolę stałości długości wahadeł i dokładne wyliczenie poprawki ze względu na współdrgania statywu. Przy obserwacjach stosuje się licznik optyczny, który rejestruje błyski powstające wskutek odbicia promienia od zwier­ciadła na balansjerze chronometru. W celu wyeliminowania zmian ruchu (chodu) chronometru obserwacje wahadeł trwają w miarę możliwości przez cały okres pomiędzy odbiorami rytmicznych sygnałów czasu. Przy obliczeniach poprawki na temperaturę uwzględnia się we wzorze wyraz proporcjonalny do kwadratu temperatury, jak również współczynnik dy­namiczny, zależny od szybkości zmian temperatury.Wyjaśniono, że na okres wahań wahadła poważnie wpływa warst­wowy układ temperatur w przyrządzie. Poprawka barometryczna również uzupełniona jest wyrazem proporcjonalnym do pierwiastka kwadratowego z gęstości powietrza. Tak przy ogólnych, jak szczególnie przy specjal­nych pomiarach grawimetrycznych, stosowane są grawimetry skonstruo­wane i wyprodukowane w ZSRR. Z różnych typów tych przyrządów sze­roko stosowane są w ZSRR grawimetry systemu M. S. Mołodienskiego 



Elipsoida odniesienia F. N. Krasowskiego 141i systemu WIRG, które pozwalają mierzyć siłę ciężkości z błędem nie większym od 0,5 mgl.W ZSRR dokonywano również pomiarów grawimetrycznych na mo­rzach i oceanach. Zapoczątkowały je prace prof. Ł. W. Sorokina, który w roku 1930 wykonał obserwacje na Morzu Czarnym zwykłym przyrzą­dem wahadłowym, zaopatrzonym w zawieszenie kardanowe i fotograficzną rejestrację ruchów wahadła. W okresie późniejszym prof. Ł. W. Sorokin wraz z prof. W. W. Fiedynskim dokonał pomiaru siły ciężkości bardziej udoskonalonym przyrządem na morzach: Czarnym, Kaspijskim, Japońskim i Ochockim. Prace wykonane przez prof. I. D. Żongołowicza w latach 1935—1938 na morzach: Barentsa, Karskim i Lodowatym Północnym, przy wykorzystaniu łamacza lodów „Sadko", jak również prace E. K. Fie- dorowa na unoszonej przez prąd stacji ,,Biegun Północny'1 pozwoliły na zebranie znacznego i cennego materiału grawimetrycznego z północnych polarnych rejonów Ziemi.Sukcesy prac grawimetrycznych w ZSRR wywarły wpływ na wspa­niałe osiągnięcia geodetów radzieckich w zakresie opracowania teorii i metod wykorzystania pomiarów siły ciężkości dla rozwiązania zasadni­czych problemów geodezji.N. D. Moisiejew, N. R. Małkin i M. S. Mołodienski przeprowadzili bada­nia teoretyczne i wyprowadzili nowe wzory do określenia figury geoidy, nie zregularyzowanej bryły ziemskiej. Następnie M. S. Mołodienski dopro­wadził wszystkie trzy wzory do jednolitego układu i udowodnił, że ich część główna jest zgodna z formułą Stokesa, zaś wyrazy uzupełniające uwzględniają zniekształcenia geoidy przy przyjętym systemie regulary- zacji. Liczbowe sprawdzenie formuły Stokesa i podobnych do niej metod redukcji siły ciężkości, czyli regularyzacji Ziemi, wykonał prof. A. A. Mi- chajłow, stosując w tym celu po raz pierwszy metodę modeli. Rozpatrzył on również zagadnienie regularyzacji Ziemi sposobem kondensacji ze­wnętrznych mas na powierzchni geoidy i ułożył szczegółowe tabele dla redukcji siły ciężkości według tego sposobu, ze ścisłym uwzględnieniem kondensacji mas na całej Ziemi. W tym celu M. S. Mołodienski zastosował metodę Bouguera, zgodnie z którą początkowo usuwa się wpływ topogra­ficznych mas na anomalię siły ciężkości, oblicza się odchylenie pionu i na­stępnie uwzględnia się wpływ tych mas na otrzymane odchylenie pionu.Na przedmiot i kierunek badań grawimetrii geodezyjnej duży wpływ wywarł F. N. Krasowski, który na temat tych zagadnień wypowiedział obszerne poglądy naukowe. Prawidłowo ocenił on wagę wspólnego wyko­rzystania pomiarów astronomiczno-geodezyjnych i grawimetrycznych dla rozwiązania zasadniczych problemów naukowych w geodezji. Naukowo również uzasadnił projekt rozwoju pomiarów grawimetrycznych w ZSRR i wskazał drogi wykorzystania ich rezultatów we wskazanym celu.



142 A. A. IzptowPierwsze badania nad wykorzystaniem danych grawimetrycznych dla rozwiązania naukowych zagadnień geodezji były wykonane w CNBIGAiK przez prof. I. A. Kazańskiego i jego współpracowników, którzy w latach 1932—1934 wyznaczyli grawimetryczne odchylenia pionu i lokalny kształt geoidy na obszarze anomalii moskiewskiej. Po raz pierwszy przy tym były opracowane praktyczne metody obliczenia odchylenia pionu i odstępu ge­oidy na podstawie anomalii siły ciężkości. W późniejszych pracach CNBIGAiK jeszcze ściślej ujął te metody i doprowadził do pełnej doskona­łości. Oprócz tego zbadano dokładność określenia odchyleń pionu przy różnym zagęszczeniu punktów grawimetrycznych i rozpatrzono zagadnienie wpływu tych obwodów lub stref, które nie mają zdjęć grawimetrycznych i pozostają poza granicami obszaru całkowania anomalii siły ciężkości. Wyjaśniono przy tym, że dokładność określenia odchylenia pionu w znacz­nym stopniu zależy od dokładności i zagęszczenia pomiarów siły ciężkości w pobliżu danego punktu. Stąd powstała konieczność wykonywania spe­cjalnych zdjęć grawimetrycznych naokoło punktów Laplace’a, jak to przy­jęto obecnie w ZSRR.Poważnym osiągnięciem grawimetrii geodezyjnej jest opracowana przez M. S. Mołodienskiego metoda niwelacji astronomiczno-grawimetrycz- nej, która ułatwia zadanie badania figury geoidy. Według jednego sposobu metoda ta może być zastosowana jak zwykła niwelacja astronomiczna, przy tym astronomiczno-geodezyjne odchylenia pionów interpoluje się z uwz­ględnieniem nieliniowej części ich zmian od punktu do punktu, według danych grawimetrycznych. W wypadku tym otrzymane w interpolacji od­chylenia pionu mogą być doprowadzone do dowolnego zagęszczenia, które jest konieczne do zbadania figury geoidy z założoną dokładnością. Według drugiego sposobu, pozwalającego określić odstęp geoidy tylko w astrono- miczno-geodezyjnych punktach, w wyniku niwelacji astronomicznej wpro­wadza się poprawkę grawimetryczną, która bezpośrednio uwzględnia nie­liniową część zmiany odstępu geoidy od punktu do punktu. Niwelacja astronomiczno-grawimetryczna daje dobre rezultaty nawet przy stosun­kowo rzadkiej sieci punktów astronomiczno-geodezyjnych, jeśli wokół tych punktów wykonano pomiary grawimetryczne w granicach obszaru o promieniu dwukrotnie większym od odległości pomiędzy nimi.Przy badaniu figury geoidy powstają trudności, związane z odniesie­niem do poziomu morza obserwacji astronomicznych i pomiarów siły cięż­kości. W tym celu konieczna jest znajomość struktury mas leżących powy­żej geoidy. Chcąc się uwolnić od tych trudności M. S. Mołodienski opraco­wał teorię badania kształtu powierzchni fizycznej i zewnętrznego pola grawitacyjnego Ziemi na podstawie rezultatów astronomiczno-geodezyj­nych i grawimetrycznych pomiarów na powierzchni. Ziemi.



Elipsoida odniesienia F. N. Krasowskiego 143Z opisanych tu prac badawczych z zakresu grawimetrii geodezyjnej w ZSRR — powstała radziecka szkoła geodezji teoretycznej, która dotych­czas nie ma odpowiednika w innych krajach. Rozpatrując zagraniczne ba­dania w tej dziedzinie, moglibyśmy zobaczyć, że znajdują się one na po­ziomie końca pierwszego ćwierćwiecza wieku XX. W każdym razie nie za­szły one dalej bd prac Vening-Meinesza w zakresie wyprowadzenia formuł do obliczenia grawimetrycznych odchyleń pionu i badań Heiskanena i jego współpracowników w zakresie określenia figury geoidy i wyprowadzenia formuł normalnej siły ciężkości na podstawie przestarzałych przesłanek.Prace astronomiczno-geodezyjne i grawimetryczne w ZSRR rozwinęły się szeroko i ułożyły się w harmonijny system pomiarów stopnia nowego typu. Obejmują one obszar przewyższający połączone obszary USA i Indii. Geodeci radzieccy w przeciągu około 30 lat wykonali pracę, na wykonanie której w mniej doskonałej postaci, geodeci innych krajów byliby stracili powyżej 100 lat.System pomiarów stopnia ZSRR objął wielkie łuki południków i ol­brzymie łuki równoleżników, pozwalając na określenie z wysoką dokład­nością zarówno dużej półosi, jak i biegunowego spłaszczenia Ziemi. Takie łuki równoleżników, jak łuk Orsza-Chabarowsk o rozpiętości powyżej 100° długości geograficznej, mają szczególne znaczenie dla badania figury Ziemi. Razem z pomiarami stopnia innych krajów mogą one dać uzasadnione wnioski co do ogólnej eliptyczności równoleżników ziemskich, tj. co do trójosiowości Ziemi.Dla wyrównania i obliczenia astronomiczno-geodezyjnej sieci ZSRR w swoim czasie przyjęta była elipsoida Bessela. Punktem wyjściowym było obserwatorium pułkowskie, którego współrzędne astronomiczne przy­jęto jako współrzędne geodezyjne, zaś wysokość geoidy przyjęto jako równą zeru. Odosobnione sieci triangulacyjne, początkowo nieuniknione na niektórych obszarach naszego kraju, obliczane były na tejże elipsoidzie, każda od swego punktu wyjściowego.W latach 1930—1932 wykonane zostało pierwsze ogólne wyrównanie astronomiczno-geodezyjnej sieci europejskiej części ZSRR wg metody opracowanej przez F. N. Krasowskiego, polegającej na następujących za­sadach. Każde ogniwo triangulacji I rzędu pomiędzy dwiema sąsiednimi bazami (bokami wyjściowymi) i azymutami Laplace‘a wyrównuje się od­dzielnie z uwzględnieniem warunków figur, baz i azymutów, przy czym określa się tylko poprawki pomierzonych kierunków. Wyrównanie ogniw triangulacji kończy się określeniem długości i astronomicznych azymutów odpowiednich linii geodezyjnych, z których tworzy się poligony astrono­miczno-geodezyjnej sieci. W każdym poligonie układa się równania wa­runkowe szerokości i długości geograficznej, zaś dla każdej linii geodezyj­



144 A. A. Izotownej układa się równanie warunkowe Laplace’a. Z wspólnego rozwiązania tych równań określa się poprawki długości i kierunków linii geodezyj­nych, jak również poprawki azymutów astronomicznych i długości geo­graficznych na punktach Laplace’a. Wyrównanie poligonów astronomicz- no-geodezyjnej sieci kończy się ustaleniem ostatecznych współrzędnych geodezyjnych ich wierzchołków. Następnie wykonuje się ostateczne wy­równanie oddzielnych ogniw triangulacji przy uwzględnieniu warunków figur ,baz, azymutów i współrzędnych, przy tym określa się tylko po­prawki kątów w trójkątach.W 1936 r. prof. N. A. Urmajew opracował swoją metodę wyrównania astronomiczno-geodezyjnej sieci. W jego metodzie całkowicie zachowany jest opisany wyżej porządek wyrównania oddzielnych ogniw. Natomiast wyrównanie poligonów astronomiczno-geodezyjnej sieci dokonuje się spo­sobem obserwacji pośrednich. Metoda N. A. Urmajewa jest praktycznie niemniej ścisła, zaś z pewnych względów nawet prostsza od metody Kra­sowskiego.Przy wyrównaniu astronomiczno-geodezyjnej sieci w ZSRR szczególną uwagę zwraca się na prawidłowe wykorzystanie azymutów Laplace‘a. Wykorzystuje się je już przy wyrównywaniu oddzielnych ogniw triangula­cji I rzędu na równi z bazami. Rozważania teoretyczne, potwierdzone przez doświadczenia praktyczne wykazują, że w tym wypadku wewnątrz każ­dego ogniwa lokalizują się błędy pomiaru kątów tego ogniwa i podnosi się dokładność określenia długości i azymutów odpowiedniej linii geode­zyjnej. Zmniejsza to poważnie odchyłkę w równaniach warunkowych po­ligonów i warunkach Laplace‘a i podnosi dokładność rezultatów wyrów­nania astronomiczno-geodezyjnej sieci. Z tego punktu widzenia brak do­statecznej ilości azymutów Laplace‘a w triangulacjach podstawowych wielu krajów (USA, Indie, Francja i in.) jest poważnym brakiem obniża­jącym ich dokładność i wartość naukową.Przy pierwszym ogólnym wyrównaniu astronomiczno-geodezyjnej sieci ZSRR bazy i kąty triangulacji redukowano tylko do poziomu morza, tj. nie uwzględniano odległości powierzchni geoidy od powierzchni elipsoidy odniesienia. Oczywiście w tym wypadku opracowanie triangulacji jest równoznaczne z nałożeniem lub rozwinięciem powierzchni geoidy na po­wierzchnię przyjętej elipsody odniesienia. Ta metoda opracowania trian­gulacji u geodetów radzieckich otrzymała nazwę metody rozwijania.Czasami w geodezji wypowiadano niezbyt jasno sformułowane przy­puszczenie, że odstępy geoidy od elipsoidy odniesienia w jakiś sposób wpły­wają na rezultaty opracowania triangulacji. Zwykle wskazywano, że przy opracowaniu triangulacji trzeba przyjąć elipsoidę odniesienia najbardziej zbliżoną do kształtu geoidy w granicach odpowiedniego obszaru. Jednak 



Elipsoida odniesienia F. N. Krasowskiego 145zagadnienie charakteru i wielkości wpływu odstępów geoidy na rezultaty pomiarów geodezyjnych pozostawało całkowicie niezbadane.Badania F. N. Krasowskiego wykazały, że metoda rozwijania nie jest dogodna nawet przy zastosowaniu najbardziej zbliżonej elipsoidy odniesie­nia. Okazało się, że na rezultaty opracowania triangulacji metodą rozwi­jania w znacznym stopniu wpływa niezgodność lokalnej krzywizny po­wierzchni geoidy z krzywizną odpowiedniej części powierzchni elipsoidy odniesienia. Jak wiadomo, promień lokalnej krzywizny geoidy w grani­cach pojedynczego poligonu sieci astronomiczno-geodezyjnej może się różnić od promienia krzywizny przyjętej elipsoidy odniesienia o kilka kilo­metrów, czasami zaś o dziesiątki kilometrów. Łatwo daje się to zauważyć, na przykład na podstawie rezultatów wyznaczenia rozmiarów elipsoidy z pomiarów stopnia na obszarze małych krajów. W wypadku tym wpływ odchyleń geoidy od przyjętej elipsoidy odniesienia na rezultaty opraco­wania triangulacji metodą rozwijania będzie znacznie przewyższać wpływ błędów pomiaru.Na podstawie wszechstronnych badań F. N. Krasowskiego stało się ja­sne, że prawidłowe opracowanie matematyczne triangulacji związane jest przede wszystkim z odniesieniem jej baz i kątów do powierzchni elipsoidy odniesienia z uwzględnieniem odchyleń od powierzchni geoidy. Ściśle mó­wiąc, do wartości baz i kątów triangulacji powinny być wprowadzone po­prawki, odpowiadające ich zrzutowaniu na powierzchnię elipsoidy odnie­sienia normalnymi do jej powierzchni. Stąd nowa metoda opracowań triangulacji u geodetów radzieckich otrzymała nazwę metody rzutowania.Dla opracowania triangulacji metodą rzutowania trzeba znać wysokości geoidy i odchylenia pionu od normalnej do powierzchni elipsoidy odnie­sienia. Wynika stąd, że badanie figury geoidy ma znaczenie nie tylko na­ukowe, ale i praktyczne. Metoda rzutowania wymaga również przyjęcia elipsoidy odniesienia najbardziej zbliżonej do geoidy, gdyż w przeciwnym wypadku odchylenia geoidy i odchylenia pionu, jak również odpowiednie poprawki baz i kątów triangulacji, będą duże.W wyniku prac astronomiczno-geodezyjnych w ZSRR okazało się, że elipsoida ziemska Bessela posiada w granicach naszego kraju kształt znacz­nie odbiegający od kształtu geoidy. W związku z tym powstało zagadnie­nie ustalenia nowej elipsoidy odniesienia, odpowiadającej warunkom opra­cowania triangulacji ZSRR. To wielkie i o dużej wadze zagadnienie nie mogło być rozstrzygnięte bez przeprowadzenia odpowiednich badań, po­nieważ nie było żadnych podstaw do przypuszczenia, że dla ZSRR okaże się odpowiednią jakakolwiek z istniejących elipsoid, włączając elipsoidę Hayforda.Jak wiadomo, rozmiary elipsoidy ziemskiej Hayforda obliczone zostały w r. 1909 wyłącznie na podstawie pomiarów stopnia w USA, wykonanych
Geodezja i Kartografia 10 



146 A. A. Izotowjeszcze w ubiegłym stuleciu. Charakterystyczną cechą tych pomiarów było to, że nie miały one uprzednio opracowanego programu naukowego i były dokonane przede wszystkim dla celów praktycznych. Wskutek tego bazy i obserwacje astronomiczne na łańcuchach triangulacji USA rozmiesz­czone były dość chaotycznie i prawie zupełnie nie zawierają azymutów Laplace’a. Ówczesne pomiary stopnia w USA rozlokowane były na ob­szarze kraju nierównomiernie, zaś liczne punkty astronomiczne umiesz­czono na terenach górskich, gdzie spostrzeżono znaczne lokalne odchylenia pionu. W celu zmniejszenia lokalnych wpływów na określenie rozmiarów elipsoidy ziemskiej Hayford przyjął teorię izostazji, której niedoskona­łość jest dobrze znana. Głębokość kompensacji izostatycznej określona była równocześnie z rozmiarami elipsoidy ziemskiej przy warunku naj­mniejszej sumy kwadratów przypadkowych błędów odchyleń pionu, po­mimo że nie jest to metoda właściwa. Mogło się przy tym zdarzyć, że i jedno i drugie zostało błędnie wyznaczone. W każdym razie głębokość kompensacji izostatycznej równa 120,9 km, którą przyjął Hayford, praw­dopodobnie była przesadzona i doprowadziła do uzyskania przewiększonej wartości wielkiej półosi elipsoidy ziemskiej. Oprócz tego Hayford wyko­rzystał wiele pomiarów azymutów, przyjmując je za równoważne pomia­rom szerokości i długości geograficznych, gdy tymczasem określenia azy­mutów są mniej dokładne niż określenia szerokości i długości geogra­ficznej, zaś w szerokościach mniejszych od 45° — nawet mało przydatne dla wyprowadzenia odchylenia pionu. Okoliczność ta ma szczególne zna­czenie w związku z tym, że przy opracowaniu triangulacji USA stoso­wano metody prymitywne i wcale nie wykorzystano azymutów Laplace’a. Mogło to poważnie zniekształcić wyniki obliczenia rozmiarów elipsoidy ziemskiej. Wynika stąd jasno, że nie było żadnych podstaw, aby elipsoidę Hayforda przyjąć za międzynarodową elipsoidę ziemską, tym bardziej że została ona ustalona na podstawie pomiarów stopnia, wykonanych tylko w jednym kraju.Ustalenie elipsoidy odniesienia dla prac geodezyjnych i kartograficz­nych na tak wielkim obszarze jak ZSRR jest problemem trudnym i skom­plikowanym. W istocie swej jest on związany z określeniem rozmiarów elipsoidy ziemskiej, prawidłowo charakteryzującej figurę Ziemi jako ca­łości. Szeroki rozwój prac astronomiczno-geodezyjnych i grawimetrycz­nych w ZSRR wniósł zasadnicze zmiany do metod pomiarów stopnia na całym świecie i nie tylko wysunął na czoło ten problem naukowy, ale do­prowadził również do zgromadzenia ogromnych ilości nowych materiałów dla jego rozwiązania.Badania nad ustaleniem rozmiarów elipsoidy ziemskiej zostały rozpo­częte w roku 1932 przez F. N. Krasowskiego, który w 1935 r. wciągnął mnie do tych prac. Od 1937 r. stały się one jedną z zasadniczych prac Cen­



Elipsoida odniesienia F. N. Krasowskiego 147tralnego Naukowo-Badawczego Instytutu Geodezji, Aerofotogrametrii i Kartografii i rozwijały się pod ogólnym kierownictwem ich inicjatora.W badaniach naszych wykorzystane zostały przede wszystkim nowe pomiary stopnia ZSRR (łącznie ze słynnym łukiem południkowym Stru- vego), których program podany był wyżej. Wykorzystano również i po­miary stopnia USA, które posłużyły do ustalenia elipsoidy „międzynaro­dowej oraz pomiary stopnia w Europie zachodniej. Aczkolwiek pomiary stopnia USA i Europy zachodniej są mniej dokładne od pomiarów stopnia ZSRR, jednak prawdopodobne ich błędy powinny być znacznie mniejsze od wpływu lokalnego kształtu geoidy. Pomiary stopnia ZSRR w znacznej części wykorzystano łącznie z pomiarami siły ciężkości dla obliczenia po­prawek grawimetrycznych do obserwacji odchyleń pionu. Przy opracowa­niu pomiaru stopnia USA i Europy zachodniej zastosowano teorię izostazji, przyjmując głębokość kompensacji odpowiedno 113,7 i 96 km.Obliczenie nowych rozmiarów elipsoidy ziemskiej zostało zakończone już w 1940 roku. Uzyskano również niezależne wnioski odnośnie do figury Ziemi na podstawie niektórych materiałów światowych pomiarów grawi­metrycznych. Oprócz tego były również stosowane wyłącznie astrono­miczne metody określenia figury Ziemi. Szczegółowe dane o całej pracy i jej rezultatach podane są w mojej monografii „Kształt i rozmiary Ziemi według nowoczesnych danych" opublikowanej w 1950 r.Wzięte pod uwagę pomiary stopnia, pomiary siły ciężkości i obserwacje ruchów bieguna doprowadziły do zgodnego wniosku, że bryła ziemska może być przedstawiona w postaci trójosiowej elipsoidy. Otrzymano przy tym następujące ostateczne elementy trójosiowości Ziemi:Spłaszczenie równika ziemskiego 1 : 30 000Długość geograficzna najdłuższego południka 15° na wschódod GreenwichOkreślając średni promień równika i średnie biegunowe spłaszczenie elipsoidy ziemskiej na podstawie wszystkich wykorzystanych pomiarów stopnia, otrzymaliśmy następujące rezultaty:1. Bez uwzględnienia trójosiowości:Promień równika 6 378 295 mSpłaszczenie biegunowe 1 : 298,42. Przy uwzględnieniu trójosiowości:Promień równika 6 378 245 mSpłaszczenie biegunowe 1 : 298,3Średnie spłaszczenie biegunowe, obliczone na podstawie pomiarów siły ciężkości, wynosi również 1 : 298,3Wszystko to doprowadziło do wniosku, że figurę Ziemi w odniesieniu do jej kształtu i rozmiarów charakteryzują następujące dane:
10'



148 A. A. IzotowŚredni promień równika 6 378 245 mŚrednie spłaszczenie biegunowe 1 : 298,3Spłaszczenie równika ziemskiego 1 : 30 000Długość geograficzna najdłuższego południka 15° na wschódod GreenwichJak widzimy, przytoczone dane nie potwierdzają wartości uzyskanych dla elipsoidy Hayforda. Dla lepszego uzasadnienia tego wniosku w Cen­tralnym Naukowo-Badawczym Instytucie Geodezji, Aerofotogrametrii i Kartografii D. D. Kołkow pod moim kierownictwem wykonał w latach 1947—1949 opracowanie nowych pomiarów stopnia USA, których mate­riały opublikowane były w 1941 r. Przy pracy tej wykorzystano również pomiary stopnia w Kanadzie. Nowe pomiary stopnia USA pokrywają pra­wie cały obszar kraju. Znamienne jest, że geodeci amerykańscy wyłączyli znaczną część pomiarów szerokości i długości geograficznych, wykorzysta­nych w swoim czasie przez Hayforda i wcale nie opublikowali wyznacze­nia azymutów. Według ustalonych wytycznych D. D. Kołkow w pracy swojej zastosował metody Hayforda, lecz wykorzystał znacznie rozszerzony materiał. Określając rozmiary elipsoidy ziemskiej z pomiarów stopnia USA wyłącznie z danych astronomiczno-geodezyjnych i stosując do nich reduk­cje izostatyczne przy różnych głębokościach kompensacji izostatycznej, otrzymał on następujące rezultaty:
Metody wyprowadzenia Duża półoś Spłaszczenie1. Astronomiczno-geodezyjna 6 378 125 m 1 : 297,92. Przy głębokości kompensacji 113,7 km 6 378 203 m 1 : 298,33. Przy głębokości kompensacji 79,8 km 6 378 182 m 1 : 298,2Jak widać rezultaty te odpowiadają dobrze rezultatom naszych badań i są nowym potwierdzeniem braku uzasadnienia rozmiarów tak zwanej elipsoidy międzynarodowej. Widzimy, że elipsoida Hayforda, ustalona wg pomiarów stopnia w USA, nie odpowiada figurze geoidy nawet w gra­nicach USA. Bezpodstawność tej elipsoidy jest obecnie uznawana nawet przez tych uczonych zagranicznych, którzy jeszcze niedawno robili próby udowodnienia jej wartości.W związku z tym należy zaznaczyć, że wykorzystanie elipsoidy Hay­forda przez geodetów amerykańskich do wyrównania triangulacji zmar- shallizowanych krajów Europy zachodniej nie ma nic wspólnego z nauko­wym ujęciem zasadniczych zagadnień naukowych. Poza tym zastosowanie przy tym wyrównaniu tak zwanej metody Bowie, którą z trudnością można nazwać metodą wyrównania triangulacji, jeszcze bardziej wpływa na ob­niżenie wartości całego tego przedsięwzięcia, które prowadzone jest przez Amerykanów w określonym celu.



Elipsoida odniesienia F. N. Krasowskiego 149Trójosiowa elipsoida nie może być przyjęta w praktycznych zagadnie­niach geodezji, ponieważ skomplikowałoby to ogromnie opracowywanie materiałów. Dlatego też postanowiono przyjąć jako elipsoidę odniesienia do prac geodezyjnych ZSRR dwuosiową elipsoidę, którą nazwano elipso­idą Krasowskiego i którą charakteryzują następujące dane:Duża półoś 6 378 245 mSpłaszczenie biegunowe 1 : 298,3Elipsoida ziemska Krasowskiego została wyznaczona w oparciu o ob­szerne astronomiczno-geodezyjne i grawimetryczne dane i obecnie w spo­sób najlepszy określa figurę Ziemi, w każdym razie w obrębie kontynen­tów. Odpowiada ona wszystkim naukowym i praktycznym wymaganiom prac geodezyjnych ZSRR, jak również wszystkich innych krajów.Ustalenie elipsoidy odniesienia zawiera określenie jej orientacji, tj. tak zwanych wyjściowych dat geodezyjnych, pod którymi rozumiemy ge­odezyjne współrzędne i azymut, jak również wysokość geoidy w punkcie wyjściowym triangulacji. Zadanie ustalenia geodezyjnych dat wyjścio­wych w ZSRR rozwiązano w 1942 r. niezależnie od określenia rozmiarów elipsoidy odniesienia, ustalonych w wyniku wyżej podanych badań. Zada­nie to było ograniczone do określenia składowych odchyleń pionów i wy­sokości geoidy w punkcie wyjściowym, za który znów przyjęto Pułkowo.Składowe odchylenia pionu od normalnej do powierzchni elipsoidy ziemskiej Krasowskiego w Pułkowie określone zostały przez A. A. Izotowa na podstawie materiałów sieci astronomiczno-geodezyjnej i ogólnego zdjęcia grawimetrycznego. Wyprowadzono je przy warunku minimum sumy kwadratów przypadkowych błędów odchyleń pionu na wszystkich punktach Laplace’a, które się znajdowały w sieci triangulacyjnej ZSRR. Wysokość geoidy nad powierzchnią elipsoidy ziemskiej Krasowskiego w Pułkowie wyznaczona została przez M. S. Mołodienskiego na podstawie rezultatów badań figury geoidy w ZSRR wg metod astronomiczno-grawi- metrycznej niwelacji. Wyznaczono ją przy zachowaniu warunku minimum sumy kwadratów przypadkowych błędów wysokości geoidy w granicach istniejącej wówczas astronomiczno-geodezyjnej sieci ZSRR. Pracę nad ustaleniem wyjściowych geodezyjnych dat ZSRR zakończyło sporządzenie mapy wysokości geoidy na blisko połowie olbrzymich obszarów ZSRR.Po ustaleniu rozmiarów elipsoidy odniesienia i wyjściowych dat geode­zyjnych wykonano nowe ogólne wyrównanie astronomiczno-geodezyjnej sieci ZSRR według metody Krasowskiego z pewnymi zmianami, które po­dano w drugiej części jego „Podręcznika geodezji wyższej".Przy nowym wyrównaniu astronomiczno-geodezyjnej sieci ZSRR za­stosowano metodę rzutowania, wg której bazy i kąty triangulacji od­noszono do powierzchni elipsoidy odniesienia Krasowskiego, po wprowa­



150 A. A. Izotowdzeniu poprawek na odchylenie od geoidy. W celu przeniesienia kątów'-' na powierzchnię elipsoidy odniesienia, odchylenia pionu nat punktach triangulacji wyznaczono drogą interpolacji odpowiednich wielkości, ob- .serwowanych na punktach Laplace’a, przy tym. część nieliniową zmian odchyleń pionu uwzględniano wychodząc z danych grawimetrycznych. Wszystkie wyniki astronomicznych pomiarów triangulacji I rzędu ZSRR były doprowadzone do- jednego systemu, opartego na Trzecim Fundamen­talnym Katalogu jak również tam, gdzie to było możliwe, do średniego położenia bieguna. Ponadto należy nadmienić, że przy wyrównaniu; astro- nomiczno-geodezyjnej sieci ZSRR najpoważniejszą uwagę zwrócono na analizę i ujednolicenie całego materiału pomiarowego.Ogromna astronomiczno-geodezyjna sieć ZSRR, opracowana w- opar- t ciuro jednolite ścisłe metody, doprowadzona jest obecnie do jednego naukowo-uzasadnionego układu współrzędnych. Jest to jedno z większych (osiągnięć geodezji radzieckiej, która daje przykład naukowego podejścia do rozwiązania skomplikowanych zagadnień badawczych, mających duże znaczenie praktyczne.W niniejszym artykule o nowoczesnych osiągnięciach geodezji omówi­liśmy przede wszystkim zdobycze geodezji radzieckiej. Stanie się to zu­pełnie zrozumiałe, jeśli weźmiemy pod uwagę, że w innych krajach do­tychczas nie mamy równorzędnych osiągnięć w zakresie geodezji. Wi­dzimy, że w ZSRR w geodezji dokonano wielkich prac i rozwiązano tak skomplikowane zagadnienia, których nigdy nawet nie postawiono przed kadrami naukowymi innych krajów.
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MeHHHM „Me-roflOM npoeKTHpoBaHMs". nojiyneHHbie 3thm nyreM pe3y.nbTaTbi Ha mhofo 
npeBblUjaiOT HOCTHJKeHHS B 3TOH OTpaCJIH, MMeBLUHeCH HO CHX nop.

PaóoTbi <t>. H. KpacoBCKoro na« yc-raHOBJieHHeM Hanjie>Kam,MX paswepoB scmhofo 
3JUiHncoHHa onapaKnca Ha HOBbie rpanycHfaie H3MepeHHa, npoBefleHHbie b CCCP; . Ha 
rycTyio cerb rpaBHMerpHHecKHX nyHKTOB, Ha MHorne aCTpoHOMUHecKHe H3MepeHMH 
a Tatowe Ha pesynbiaibi npe>KHHx H3MepeHHH b 3anaflHOH Espone h HwepHKe.

Pe3yjibTaTbi paóoT noKasajia, hto cf>nrypa 3eM.nn Mower 6biTb npeflCTaBjieHa b BHfle 
TpexocHoro 3JuiHnconna. hna npaKTHHecKwx pejieti oflHaKO npHHHMaeics HByxocHbifi 
BjuiHncoHH KpacoBCKoro, Koiopbifi onpeHenseT paswepbi u jiHrypy 3eMiin c Ha mhofo 
SoabLuefi TOHHOCTbKD, h6m SHHHncoHH XeM<j>opHa.
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RESUME

Les dimensions de 1’ellipsoide de la Terre, fixees de la maniere la plus precise 
par F. N. Krasowski, furent calculees a l’aide des mesurages tant astronomiques que 
geodesiques et gravimetriques.

Cette voie est aussi la meilleure pour arriver a la solution des problemes scienti- 
fiques fondamentaux en geodesie. U faut ajouter que la methode de nivellement 
astronomique et gravimetrique, elaboree par le Professeur Molodienski, rend de 
grands services dans l’investigation de la figurę de la Terre.

L’elaboration du reseau de triangulation, par la methode de developpement, 
a ete remplacee en URSS par la methode moderne de projection. Les resultats 
obtenus par cette derniere methode surpassent de beaucoup les resultats anterieurs 
dans ce domaine.

Les travaux de F. N. Krasowski qui ont pour but de fixer les dimensions exactes 
de 1’ellipsoide terrestre, sont bases sur les nouveaux mesurages du degre faits en 
URSS, sur un reseau epais de points gravimetriques, sur de nombreux mesurages 
astronomiques, de meme que sur les resultats d’anciens mesurages faits dans 
1’Europe Occidentale et en Amerique.

Les resultats de ces travaux ont montre que le corps terrestre peut etre represente 
sous la formę d'un ellipsoide triaxial.

Dans les problemes pratiques de la geodesie on admet pourtant 1’ellipsoide 
biaxial de Krasowski qui definit les dimensions et la formę de la figurę de la Terre 
avec une exactitude beaucoup plus grandę que 1’ellipsoide de Hayford.



Geodezja i Kartografia. Tom II. Zeszyt 3.

M. S. Mołodienski
Członek-korespondent Akademii Nauk ZSRR, Moskwa

Metody badania figury ZiemiMetody badania figury Ziemi rozwijały się wraz z precyzowaniem wyobrażenia o jej kształcie. Dó czasów Newtona możliwe były metody wyłącznie geometryczne.Teoria figury Ziemi, stworzona przez Newtona i rozwinięta zasadniczo przez Clairaut i Stokesa, w swoim czasie daleko wyprzedziła praktykę. Dopiero w naszych czasach, w pierwszym rzędzie w Związku Radzieckim, teoria ta została zastosowana w praktyce i dalej rozwinięta. Decydujące znaczenie miała w tej sprawie uchwała rządu o włączeniu pomiarów gra­wimetrycznych do planu Pięciolatki Stalinowskiej oraz o wykonaniu po­cząwszy od 1933 r. pomiaru grawimetrycznego Związku Radzieckiego, a więc całkowitego pokrycia obszaru kraju siecią punktów grawimetrycz­nych o średniej odległości między punktami 30—40 km. Jako wynik tej ogromnej pracy, mającej wielkie znaczenie dla różnych dziedzin gospo­darki narodowej, określona została według jednolitych zasad wielka ilość punktów, rozłożonych na obszarze około 20 milionów km2, co stanowi więcej niż połowę całkowitej ilości podobnych pomiarów na całej kuli ziemskiej.Pomyślna realizacja ogólnego zdjęcia grawimetrycznego stworzyła bazę dla przeprowadzenia prac doświadczalnych i dla rozwinięcia teorii grawimetrycznej metody badania figury Ziemi. Wyznaczenie grawime­trycznych odchyłek pionu na obszarze moskiewskiej anomalii grawitacyj­nej, dokonane po raz pierwszy w r. 1933 pod kierownictwem I. A. Kazań­skiego, wykazało ogromne znaczenie praktyczne nowej metody. Dalsze prace F. N. Krasowskiego, A. A. Michajłowa i ich uczniów doprowadziły do tego, że grawimetria stała się niezbędnym elementem podstawowych prac geodezyjnych. Obecnie dokładne opracowanie triangulacji bez po­miarów grawimetrycznych jest niemożliwe.Praktyka szybko wyprzedziła teorię i postawiła przed nią szereg no­wych zagadnień. Niedoskonałość klasycznej teorii przejawiła się nie tylko w drugorzędnych zagadnieniach, ale i w zasadniczych pojęciach.Pod pojęciem figury Ziemi rozumiano figurę geoidy, ponieważ za po­mocą niej łącznie z wysokościami ortometrycznymi wyznacza się geome-



Metody badania figury Ziemi 153tryczną formę powierzchni Ziemi, a uwzględniając masę i prędkość ką­tową obrotu — charakteryzuje się pole grawitacyjne na zewnątrz Ziemi. Jednakże takie podejście do rozpatrywanego problemu, uważane za trady­cyjne, wymagało poważnej rewizji.W istocie, jednemu i temu samemu zewnętrznemu polu grawitacyj­nemu, to jest polu siły ciężkości, jego potencjałowi i kierunkowi pionu na zewnątrz Ziemi, mogą odpowiadać różne geoidy. Na przykład dwie kule, różniące się tylko promieniami i gęstością, mające jednakowe masy i wspólny środek, umieszczone całkowicie wewnątrz powierzchni Ziemi, ale przecinające geoidę, mają na poszczególnych częściach geoidy roz­maity potencjał bez względu na to, że ich zewnętrzne pole grawitacyjne jest jednakowe.Dlatego też jeśli nie jest znana gęstość masy w każdym punkcie na zewnątrz geoidy, to zasadniczo nie podobna określić figury geoidy i nie można wyznaczyć zewnętrznego pola grawitacyjnego Ziemi według figury geoidy. Ponieważ budowa nawet wierzchniej części skorupy ziemskiej znana jest tylko dla poszczególnych, a przy tym niewielkich obszarów, ograniczyć się trzeba do przybliżonego rozwiązania zadania, przyjmując gęstość wierzchnich warstw skorupy za stałą. Lecz nawet takie uproszcze­nie nie zmniejsza złożoności problemu redukcji przyśpieszenia siły cięż­kości i kierunku linii pionu z powierzchni Ziemi na geoidę. Dokładne re­dukowanie po obliczeniu przyciągania wierzchnich warstw skorupy po­winno doprowadzić do konstrukcji takiego całokształtu anomalii na geo­idzie, który zastępowałby odpowiadający mu całokształt anomalii na po­wierzchni Ziemi bez zmiany zewnętrznego pola grawitacyjnego. Do tego celu potrzebne są analityczne metody przedłużenia potencjału od skom­plikowanej powierzchni Ziemi, przy czym zadanie to jest rozwiązane tylko dla przedłużenia potencjału od płaszczyzny albo kuli. Oprócz tego, dla przystosowania obserwowanego pola grawitacyjnego do hipotezy o sta­łej gęstości wierzchnich mas, należałoby pole anomalii generalizować, tzn. ponownie tracić na dokładności i uciekać się do nowych nieuzasadnionych konstrukcji, w przeciwnym razie analityczne przedłużenie zewnętrznego pola grawitacyjnego do powierzchni geoidy okazałoby się niekiedy nie­możliwe.Wszystkie te zagadnienia nie były aktualne, kiedy powstawały pod­stawy geodezji wyższej. Nawet w czasach Helmerta grawimetryczna zna­jomość Ziemi była tak mała, że pójście poza wyznaczanie elementów trój- osiowej elipsoidy ziemskiej nie miało sensu. Przybliżenie, z którym można było wówczas ustalić położenie geoidy,, było wtedy zupełnie wystarcza­jące. Inaczej jednak przedstawia się sprawa w obecnych czasach. Na ob­szarze Związku Radzieckiego jest na ukończeniu jednolite zdjęcie grawi­metryczne. Jego zagęszczenie i dokładność, uzyskane za pomocą grawi­



154 M. S. Mołodienskimetrów, pozwala w krótkim czasie i bez większych kosztów na doprowa­dzenie dokładności grawimetrycznego wyznaczenia odchylenia pionu do 0",3—0",5. W tych warunkach niedoskonałość teorii musi ograniczać moż­liwości metody, w szczególności na obszarach górzystych, gdzie zagadnie­nie redukcji ma wielkie znaczenie.W dalszym ciągu rozwinięty będzie następujący punkt widzenia: roz­wiązanie wszystkich zagadnień, które nasuwają się przy opracowaniu po­miarów geodezyjnych dokonanych na powierzchni Ziemi, w istocie spro­wadza się do badania pola grawitacyjnego na zewnątrz masy Ziemi. Źró­dłem rozpatrzonych wyżej trudności jest sztuczne zastąpienie tego stosun­kowo prostego zadania badaniem figury geoidy, tzn. pola grawitacyjnego 
wewnątrz mas.Jest rzeczą od dawna znaną i absolutnie oczywistą, że kształt powierz­chni Ziemi można zbadać za pomocą czysto geometrycznych konstrukcji, wykonując na niej tylko pomiary kątowe i liniowe. Niemożność uwzględ­nienia z potrzebną dokładnością wpływu refrakcji na składową pionową kątów przeszkadza w zastosowaniu tej metody w praktyce. Dlatego w do­kładnych pracach pomiar kątów pionowych zastąpiono przez niwelację geometryczną i wyznaczenie współrzędnych astronomicznych. Można do­wieść, że w tych warunkach trzecią współrzędną geodezyjną H (odległość punktu na powierzchni Ziemi od elipsoidy odniesienia) można otrzymać z wystarczającą dla celów praktycznych dokładnością za pomocą następu­jącego równania różniczkowego

dH = dh + (£ cos A + t] sin A) dl, (1)gdzie dH — przyrost wysokości H nad elipsoidą odniesienia przy przesu­nięciu na powierzchni Ziemi o odcinek dl (dl — przesunięcie poziome) w kierunku, którego azymut wynosi A; dh — pomierzona różnica wyso­kości z niwelacji; Ę i ą — składowe odchylenia pionu na powierzchni Ziemi (tzn. kąta między kierunkiem pionu i normalną do elipsoidy odnie­sienia). Wszystkie te wielkości wchodzą do wzoru (1) bez jakichkolwiek redukcji. Dla umożliwienia wykorzystania tego wzoru w praktyce ko­nieczne jest uzyskanie dostatecznego zagęszczenia punktów astronomicz­nych, zapewniającego potrzebną dokładność interpolacji odchylenia pionu w dowolnym punkcie pośrednim, tzn. takiego zagęszczenia, jakie jest sto­sowane przy niwelacji astronomicznej.We wzorze (1) tylko dH występuje jako różniczka zupełna. Wynik cał­kowania pierwszego (lub drugiego) składnika prawej strony zależy od drogi całkowania. Ale przy połączeniu obu składników, które otrzymy­wano osobno z niwelacji geometrycznej i astronomicznej, nie występuje ani zadanie obliczenia poprawek ortometrycznych, ani też zadanie spro­



Metody badania figury Ziemi 155wadzenia szerokości i długości do poziomu morza. Jasne też jest, że przy czysto geometrycznym podejściu do wyznaczenia H nie ma ani podstaw, ani możności wyraźnego postawienia problemu figury geoidy, ponieważ suma pomierzonych przewyższeń niwelacyjnych nie ma sensu geome­trycznego, a kierunek pionu na powierzchni Ziemi nie da się związać z kierunkiem normalnej do geoidy.Tak więc konstrukcjami geometrycznymi można określić tylko kształt powierzchni ziemskiej, ale za to całkowicie ściśle, niezależnie od jakich­kolwiek hipotez.W zasadzie ze wzoru (1) można otrzymać wszystkie dane dla redukcji długości, kierunków i kątów triangulacji na powierzchnię elipsoidy od­niesienia. Jednak bardziej efektywne sposoby rozwiązania tego zagadnie­nia daje metoda grawimetryczna badania figury Ziemi, do rozpatrzenia której przechodzimy. Oprócz tego nie zostały poruszone wszystkie zada­nia, wychodzące poza granice czysto geometrycznych rozwiązań, a więc w istocie rzeczy najważniejsze. Geodezja już dawno przestała być nauką czysto geometryczną. Teraźniejsze metody tzw. „geodezji fizycznej oparte na zastosowaniu teorii potencjału, powinny odgrywać dominującą rolę. Wykażemy to poniżej.Niwelacja geometryczna ma znaczenie fizyczne tylko wtedy, gdy jest rozpatrywana jako metoda wyznaczania wartości potencjału siły ciężkości na powierzchni Ziemi. W istocie powiększenie potencjału Wh—Wo od po­ziomu morza O do danego punktu A wyznacza się ze znanego prostego i dokładnego wzoru:
A

WA-Wo=~fgdh, (2)ogdzie dh oznacza niwelacyjną różnicę wysokości, g *— przyśpieszenie siły ciężkości w tym samym punkcie. Całkowanie dokonuje się według prze­biegu ciągu niwelacyjnego.Gdyby Ziemia się nie obracała, a figura powierzchni Ziemi była znana, to z wartości potencjału na tej powierzchni można by wyznaczyć poten­cjał przyciągania w całym obszarze na zewnątrz powierzchni, ponieważ w ten sposób wszystkie warunki odpowiadałyby zadaniu Dirichleta dla wartości zewnętrznych. Wpływ obrotu Ziemi łatwo jest uwzględnić, jeżeli znane jest położenie osi obrotu i prędkość obrotu, ponieważ wtedy poten­cjał siły odśrodkowej jest znany na całym obszarze. A zatem potencjał siły ciężkości i jego gradient — przyśpieszenie siły ciężkości — wyznacza się przy tych założeniach wszędzie na zewnątrz Ziemi i w szczególności na jej powierzchni. O ile figura powierzchni Ziemi i wartość potencjału na niej wyznaczają gradient potencjału, o tyle możliwe jest postawienie zada­nia odwrotnego, a mianowicie: uważając za zadane potencjał i przyśpieszę- 



156 M. S. Mołodienskinie siły ciężkości we wszystkich punktach powierzchni Ziemi, znając poło­żenie osi i względną prędkość obrotu Ziemi, można podjąć próbę wyzna­czenia kształtu powierzchni Ziemi. W danym przypadku w odróżnieniu od znanego zadania Stokesa nie przyjmuje się zewnętrznej powierzchni Zie­mi za poziomą, ale za to we wszystkich jej punktach mamy podaną war­tość potencjału.Przy rozwiązaniu tego zadania jak również i przy wyprowadzeniu wzoru Stokesa bardzo dogodnie jest mieć do czynienia z potencjałem per­turbacyjnym, aczkolwiek nie jest to konieczne. W tym celu odległość H od powierzchni Ziemi do podstawowej powierzchni poziomowej normal­nego potencjału (do powierzchni odniesienia) przedstawia się jako sumę dwóch składowych. Pierwsza składowa (normalna wysokość Hn) charak­teryzuje się wartością potencjału jedynie w badanym punkcie powierz­chni Ziemi w postaci następującego równania, w którym U oznacza po­tencjał normalny:
UA(Hn)-UA(O) =WA-Wo= - f gdh , (3)tj. na podstawie przyrostu potencjału, zmierzonego w rzeczywistym polu, oblicza się wysokość normalną przyjmując, że pole jest normalne. Takie wyznaczenie wysokości normalnej okazuje się bardzo dogodne z dwóch względów. Po pierwsze — drugą składową, którą nazwiemy „wysokością quasigeoidy“, otrzymuje się w tym przypadku ze wzoru analogicznego do wzoru Brunsa:

Tg = H-Hn=- (4)Yz tą tylko różnicą, że w danym przypadku T oznacza potencjał perturba­cyjny, zaś y normalne przyśpieszenie siły ciężkości na powierzchni Ziemi (a nie na geoidzie). Po drugie — jasne sformułowanie otrzymuje warunek brzegowy teorii potencjału, wyrażający związek między potencjałem per­turbacyjnym T i przyśpieszeniem siły ciężkości g na powierzchni Ziemi: 3T3V T 3y , ,- —- = -(g-Y), y av (5)
gdzie V oznacza kierunek normalnej do powierzchni odniesienia, zaś y obliczone jest dla wysokości Hn . Oprócz tego Hn wylicza się dokładnie i prosto, nie odbiegając co do' wielkości — od znanych dla geodetów wyso­kości ortometrycznych.Wyznaczenie wysokości ąuasigeoidy ę sprowadza się teraz do rozwią­zania trzeciego zadania na wartości brzegowe teorii potencjału, które brzmi: należy znaleźć funkcję T, harmoniczną dla obszaru na zewnątrz 



Metody badania figury Ziemi 157powierzchni Ziemi, regularną w nieskończoności, a na powierzchni Ziemi spełniającą warunek brzegowy (5). Ponieważ wielkość ę jest mała w po­równaniu z promieniem Ziemi (rzędu kwadratu spłaszczenia), wobec tego przy rozwiązywaniu zadania na wartości brzegowe można w pierwszym przybliżeniu przyjąć H jako równe Hu, tzn. można uważać figurę po­wierzchni Ziemi jako daną przez wysokości normalne. Podobne założenie znajdujemy również i w teorii Stokesa (ostateczne zadanie rozwiązuje się tam w stosunku do powierzchni odniesienia) i jak wiadomo, drugiego przy­bliżenia nie stosuje się. Rozwiązanie zadania na wartości brzegowe za po­mocą jednolitej warstwy, rozciągającej się na powierzchni Ziemi z gęsto­ścią <p podlegającą wyznaczeniu, sprowadza się do liniowego równania całkowego:
o < 3 ' ('(Hn-Hn), (6)2 Jtcp cos a = (p-Y)+ —- I - ds + J —~3— ds . W

Tutaj r oznacza odległość od badanego punktu do elementu powierzchni Ziemi ds; a — kąt między normalnymi do powierzchni odniesienia i po­wierzchni Ziemi (nachylenie powierzchni Ziemi); R — średni promień Ziemi. Całkowanie tego i następnych równań wykonuje się dla całej por- wierzchni Ziemi.Wyznaczywszy z wzoru (6) funkcję q>, łatwo otrzymamy T, ę— skła­dowa odchylenia pionu w. kierunku m:

— = lep- r-ds—2 • cos (u, m). W3m J 3 mWielkości te w zupełności wyznaczają figurę powierzchni Ziemi nie tylko na kontynentach, ale i na oceanach.Wróćmy do wzoru (1). Wykorzystując wyznaczenie normalnej wyso­kości ze wzoru (3), a także ze wzorów (4) i (5), można teraz otrzymać dwa nowe wzory, odpowiadające pojęciom niwelacji „geometrycznej" i „astro­nomicznej":Wzory te mają postać:dHn= dh+—-dh-~sin 2 B cos A dl (9)Y R Yi
d;= 1 cos A+■>] sin A+ rt Yp Y(Yi sin 2 B cos A dl—9~~dh . (10)



158 M. S. MołodienskiDodane tu nowe oznaczenia yp i wyrażają przyśpieszenia siły cięż­kości na biegunie i na równiku elipsoidy poziomowej, warunkującej pole normalne; B jest to szerokość geograficzna. Przy sumowaniu wzorów (9) i (10) przyśpieszenie siły ciężkości znosi się i wracamy do wzoru (1). Tak też powinno być, ponieważ figurę Ziemi można otrzymać na drodze czysto geometrycznej, podczas gdy quasigeoida związana jest nierozerwalnie z polem grawitacyjnym Ziemi. Grawimetryczna metoda badania figury Ziemi doprowadza do naturalnego rozdzielenia wysokości powierzchni ziemskiej H na dwie części: na część hipsometryczną Hn, zależną od war­tości potencjału tylko w danym punkcie i zmieniającą się od punktu do punktu w sposób nieregularny i szybki, oraz na część typu ,,geoidalnego“ ę, uwarunkowaną rozkładem siły ciężkości na całej Ziemi i zmieniającą się nieporównanie wolniej. Przy nowym postawieniu zadania wysokości ortometryczne zastępuje się normalnymi, a geoidę — „quasigeoidą“, to znaczy powierzchnią, której wysokość ponad powierzchnią odniesienia jest równa ę. Wysokość quasigeoidy g jest równa liczbowo ilorazowi z dzie­lenia potencjału perturbacyjnego w dowolnym punkcie powierzchni Ziemi przez przyśpieszenie siły ciężkości w tym samym punkcie. Wyznacza ona odległość tego punktu od powierzchni poziomowej pola normalnego, cha­rakteryzującego się tą samą wartością potencjału, co badany punkt w rze­czywistym polu Ziemi. Na powierzchni oceanów quasigeoida pokrywa się z geoidą. Na dowolnej poziomej części powierzchni Ziemi (gdy dh we wzo­rze (10) jest równe zeru), normalna do quasigeoidy pokrywa się z kierun­kiem linii pionu. Odpowiednia cząstka quasigeoidy przyjmuje kształt ze­wnętrznej powierzchni poziomowej przechodzącej w bliskości takiej po­ziomej części powierzchni Ziemi. Im większe jest nachylenie powierzchni Ziemi i im większa anomalia siły ciężkości, tym większy jest kąt między normalną do quasigeoidy a kierunkiem linii pionu na powierzchni Ziemi.Na stromych zboczach wysokich gór, gdzie zarówno anomalia siły cięż­kości, jak i nachylenie powierzchni Ziemi są znaczne, kąt ten może się­gać 10"—20" (przy g — y = 300 mgl i przy tangensie kąta nachylenia od V6 do 1/s).Wysokości normalne w przeciwieństwie do ortometrycznych można obliczyć łatwo i dokładnie. Na powierzchni oceanów są one równe zeru. Różnica zaś pomiędzy nimi i wysokościami ortometrycznymi na konty- 
q— Ynentach wyraża się wielkością rzędu ------H , to znaczy wielkością rzędu Y10—4 H. Ten sam rząd wielkości charakteryzuje stopień przybliżenia w ob­liczeniu wysokości ortometrycznych i rząd odchylenia geoidy od quasi- geoidy.Wspomnimy tu o jeszcze jednej bardzo ważnej okoliczności. Gdy już ze wzoru (6) wyznaczymy ęp, wzór (7) pozwala na wyznaczenie potencjału



Metody badania figury Ziemi 159perturbacyjnego w całej przestrzeni zewnętrznej. W ten sposób pozna- jemy całkowicie nie tylko kształt geometryczny powierzchni, ale i całe zewnętrzne pole grawitacyjne Ziemi, przy tym bez stosowania jakich bądź danych czy hipotez co do charakteru rozkładu mas przyciągających.Nowe podejście uwalnia nas więc w zupełności od problemu redukcji i' w związku z tym, czyż może powstać chociaż cień wątpliwości co do celowości zastąpienia w praktyce geodezyjnej geoidy przez ąuasigeoidę?Podstawowe zadanie geodezyjne (zbadanie figury i zewnętrznego pola grawitacyjnego Ziemi) wyraźnie się odróżnia od podstawowego zadania geofizycznego (zbadanie wewnętrznej budowy Ziemi). Geoida interesuje nas nie więcej niż każda inna powierzchnia poziomowa, położona wewnątrz Ziemi. Zbadanie jej figury należy zaliczyć, mówiąc ściśle, do dziedziny rozwiązania odwrotnego zadania potencjału, sprowadzającego się do zna­lezienia gęstości i potencjału w obszarze mas przyciągających, według ich zewnętrznego pola grawitacyjnego. Natomiast zbadanie figury ąuasigeo- idy prowadzi, jak to widzieliśmy, do zadania na wartości brzegowe. Za­sadnicza różnica między geoidą i ąuasigeoidą polega na głębokiej różnicy między odwrotnym i brzegowym zadaniem potencjału. Zadanie odwrotne posiada rozwiązanie tylko w szczególnych przypadkach, natomiast brze­gowe — we wszystkich zagadnieniach fizycznych prawidłowo postawio­nych.Zanalizowanie równania (6) doprowadziło do wniosku, że w warun­kach omawianego zadania jest ono rozwiązalne. Figurę ąuasigeoidy wy­znacza się z równań (6), (7) i (8) z dokładnością do przeniesienia równo­ległego, to znaczy z całkowitym zachowaniem stanu mającego miejsce i w przypadku szczególnym, jakim jest teoria Stokesa dla zregularyzowa- nej Ziemi.Krótkie przedstawienie podstawowych zasad metod opracowanych i stosowanych w Związku Radzieckim dla badania figury Ziemi i jej ze­wnętrznego pola grawitacyjnego zakończymy następującą uwagą:Zakłada się, że fizyczna powierzchnia Ziemi, według której odbywa się całkowanie we wzorach (6), (7) i (8), jest zgeneralizowana tak dalece, jak zgeneralizowana jest ta powierzchnia przy przedstawianiu jej na ma­pach topograficznych i hipsometrycznych we wszystkich skalach. Dopusz­czalny stopień generalizacji, to jest skala map, używanych przy rozwiązy­waniu równań całkowych, zależy od szczegółowości, a co za tym idzie i od dokładności pomiarów grawimetrycznych, inaczej mówiąc, zależy od wy­magań stawianych dokładności wyniku ostatecznego. Całkowita gene- ralizacja, to jest całkowite ignorowanie rzeźby terenu, cofa do teorii Stokesa. Dokładność rzędu 0",5 w rejonach górzystych może być prawdo­podobnie zawsze uzyskana przy pomocy map hipsometrycznych w skali 1 : 500 000 lub 1 : 200 000. W rejonach płaskich, przy tej samej dokładno­



160 M. S. Mołodienskiści wyniku, prawie zawsze można stosować całkowitą generalizację rzeźby terenu, to znaczy prawie zawsze używać wzoru Stokesa.Dla scharakteryzowania znaczenia praktycznego nowych metod po­damy dwa przykłady.Wnioski teoretyczne bardzo wygodnie jest sprawdzać za pomocą sztucznych schematów, odtwarzających w postaci uproszczonej te wa­runki, które mogą istnieć w rzeczywistości. Zakładając rozłożenie mas w takim modelu, możemy obliczyć wartość potencjału i przyśpieszenia siły ciężkości na jego powierzchni, a także prawdziwe położenie geoidy i ąuasigeoidy. Następnie można wyznaczyć figurę geoidy według metody Stokesa, figurę ąuasigeoidy według wzorów (6), (7) i (8) i porównać otrzy­mane w ten sposób wyniki ze znanymi wartościami rzeczywistymi. Przy zastosowaniu metody modelu wyklucza się błędy pomiaru i interpolacji siły ciężkości i potencjału, a także błędy pochodzące z niedostatecznej znajomości pola grawitacyjnego Ziemi. Wszelkie rozbieżności między wy­nikami, otrzymanymi dla modelu przy pomocy różnych metod, powinny być przypisane wyłącznie niedoskonałości teorii.Obliczenia wykonano dla modelu góry w kształcie stożka o wysokości około 4 km i podstawie 24 km. Maksymalną anomalię (w wierzchołku stożka) założono równą 250 mgl. Obliczano odchylenia pionu, ponieważ reagują one szczególnie wyraźnie na niedokładności teorii i w związku z tym są najważniejsze w zastosowaniu praktycznym. W omawianym mo­delu odchylenie pionu na geoidzie dosięga 55", podczas gdy wzór Vening- Meinesza dla tego samego punktu daje 15",4, to jest mniej niż Ps wielko­ści rzeczywistej. W odpowiednim punkcie powierzchni fizycznej modelu odchylenie linii pionu wynosi 17",7. Liczba ta jest znacznie bliższa wyni­kowi otrzymanemu ze wzoru Vening-Meinesza. Jak należało się spodzie­wać, teoria Stokesa charakteryzuje figurę modelu geoidy znacznie gorzej, niż figurę ąuasigeoidy. Według wzoru (8), nieznacznie tylko przekształ­conego i przystosowanego do rachunków, otrzymano w pierwszym przy­bliżeniu 16",0, w drugim zaś — 17",3 (rozbieżność z wartością ścisłą jest mniejsza od 0",4). Trzeciego przybliżenia nie porównano.Jeśli zerwać z ustalonymi pojęciami i przyjąć, że wzór Vening-Mei- nesza wyznacza odchylenie pionu nie na „geoidzie11 — modelu, lecz na jej powierzchni, to i wtedy otrzymuje się rozbieżności w porównaniu z do­kładnymi wielkościami: w pięciu przypadkach większe od 2", w sześciu — większe od 1", a tylko w trzech przypadkach mniejsze niż 1". Według wzoru (8) po drugim przybliżeniu wszystkie rozbieżności znalazły się wT granicach 0",5, a w 12 przypadkach na 14 nie przewyższyły 0",3. Dla tego samego modelu wysokość ortometryczna, obliczona zwykłymi sposo­bami, odbiega o 1,2 m od wartości rzeczywistej, a wysokość normalna — nie więcej niż o 3 mm. Przewaga nowych metod jest tu więc oczywista.



Metody badania figury Ziemi 161Jako drugi przykład można przytoczyć wyniki obliczenia grawime­trycznych odchyleń pionu w górzystej części Półwyspu Krymskiego. Na Krymie dawne metody doprowadzały do dużych rozbieżności między od­chyleniami pionu wyznaczonymi za pomocą metod astronomiczno-geode- zyjnych i odchyleniami uzyskanymi za pomocą metod grawimetrycznych. Dopiero w ostatnim czasie w wyniku zastosowania omówionych powyżej metod osiągnięto dokładność tego samego rzędu (±1",2) co w rejonach równinnych dla zdjęcia grawimetrycznego mniej więcej o tym samym za­gęszczeniu. Zastosowanie bardziej złożonych wzorów nieznacznie tylko powiększyło ilość prac obliczeniowych.Zakres zastosowania grawimetrii w geodezji ograniczony jest wskutek niezakończenia pomiarów grawimetrycznych Ziemi na półkuli północnej i wskutek niemal całkowitego ich braku na południowej. Stan badań gra­wimetrycznych Ziemi na podstawie materiałów opublikowanych do r. 1949 nie pozwala jeszcze na wyciąganie ostatecznych wniosków co do kształtu Ziemi jako całości. Według naszych obliczeń przy ograniczeniu obszaru uwzględnienia anomalii do odległości sferycznej 35° pozostają nieznane dokładnie wysokości geoidy do 30 m, a odchylenia pionu do 2" (przyjęto wartości średnie dla całości Ziemi). Prawie 90% podanych wielkości przy­pada na oddziaływanie kulistych funkcji harmonicznych drugiego i trze­ciego stopnia, dlatego dokładne wyznaczenie tych funkcji harmonicznych miałoby większe znaczenie praktyczne. Przy zmniejszeniu promienia, we­wnątrz którego anomalie uwzględnione są w całkowaniu bezpośrednim, wpływ funkcji kulistych wyższych rzędów szybko wzrasta.Jeffris i Zongołowicz (ten drugi korzystając z większego materiału) wyznaczyli pierwsi funkcje harmoniczne w rozłożeniu anomalii według funkcji kulistych, trudno jest jednak ocenić realną dokładność otrzyma­nych przez nich współczynników. Bardziej wiarogodne wyniki otrzymać można z łącznego opracowania materiałów grawimetrycznych i geodezyj­nych, obliczając z ogólnego układu równań rozmiar, masę Ziemi oraz pierwsze spółczynniki rozłożenia potencjału perturbacyjnego. Pierwsze wyniki, oparte na zastosowaniu wyżej wspomnianej mapy grawimetrycz­nej i elementów elipsoidy, wyznaczonych z pomiarów grawimetrycznych ZSRR, USA, Europy Zachodniej i Indii, doprowadziły do wniosku, że po­miary stopnia na ogół dobrze zgadzają się z materiałami grawimetrycz­nymi.W rozpatrywanym zadaniu szczególnie ważne jest, aby pomiary po­szczególnych obszarów kuli ziemskiej były wykonane w jednolitym ukła­dzie i bez istotnych błędów systematycznych. Zapewnienie jednolitości układu nie jest obecnie rzeczą trudną. W Związku Radzieckim w ciągu 2 lat przy pomocy grawimetrów i lotnictwa została stworzona nowa sieć podstawowa. Błąd przeniesienia siły ciężkości na 1000 km nie przewyższa
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162 M. S. Mołodienski±0,15 mgl, tj. błąd dowiązania najdalszych punktów w Związku Radziec­kim jest mniejszy od ±0,5 mgl. Pożądane byłoby, aby sieci podstawowe o podobnej dokładności, odniesione do wspólnego początku, powstały we wszystkich krajach.Bardziej skomplikowana jest sprawa eliminacji błędów systematycz­nych. Na lądzie są one naturalnie niewielkie, ale przy obserwacjach mor­skich mogą okazać się istotnymi. Doskonalenie techniki pomiarów mor­skich w kierunku pełnego eliminowania wszystkich źródeł błędów syste­matycznych stanowi jedno z najbardziej aktualnych i trudnych zadań dnia dzisiejszego.Tak więc wyznaczenie figury Ziemi jako całości utrudnione jest wsku­tek istnienia ogromnych białych plam na mapie grawimetrycznej świata. Znacznie lepiej przedstawia się sprawa badania lokalnego figury Ziemi na obszarach, gdzie istnieje zdjęcie grawimetryczne.Wyznaczenie wysokości z łącznej niwelacji astronomicznej i geome­trycznej (wg wzoru 1) oraz z niwelacji astronomicznej (wg wzoru 10) mo­żliwe jest jedynie przy istnieniu gęstej sieci punktów astronomicznych, to znaczy pod warunkiem dokonania dodatkowych prac astronomicznych, wychodzących daleko poza ramy normalnego programu pomiarów stop­nia. W przeciwnym razie wyniki niwelacji będą obarczone poważnymi błędami interpolacji odchylenia pionu (rzędu 5" na terenach równinnych oraz kilkudziesięciu sekund na terenach górskich). Materiały lokalnych pomiarów grawimetrycznych nie wystarczają, aby obejść się bez punktów astronomicznych, ale przy ich pomocy można z całą pewnością interpolo­wać astronomiczno-geodezyjne odchylenia pionu, a następnie dokonać ni­welacji wysokości ąuasigeoidy na podstawie rzadkiej sieci punktów astro­nomicznych. To stwierdzenie wynika z obliczenia skrajnej wielkości czę­ści nieliniowej wpływu anomalii na odchylenie pionu w nie uwzględnia­nych obszarach Ziemi. Okazuje się, że istnienie pomiarów grawimetrycz­nych tylko wewnątrz, pasa, którego szerokość przekracza dwa do trzech razy odstęp pomiędzy sąsiadującymi z sobą punktami astronomicznymi, już pozwala na uwzględnienie wpływu nieliniowości zmian odchylenia pionu na niwelację astronomiczną z dokładnością do kilku dziesiątych części sekundy. Oparta na tym „niwelacja astronomiczno-grawimetrycz- na“ jest szeroko wykorzystywana w Związku Radzieckim dla wyznacza­nia wysokości baz i punktów triangulacyjnych ponad elipsoidę odniesie­nia. Za pomocą tej metody określona została figura ąuasigeoidy na ob­szarze od południka Pułkowo do Krasnojarska.Dokładność niwelacji astronomiczno-grawimetrycznej charakteryzuje się następującymi cyframi. Jeżeli mamy tylko równomierną sieć grawi­metryczną o odległościach między punktami około 30 km, to średni błąd niwelacji na obszarach płaskich wynosi 1 : 150 000 odległości między punk­



Metody badania figury Ziemi 163tami astronomicznymi. Kosztem niewielkiego zagęszczenia sieci grawime­trycznej w okolicy punktów astronomicznych (na terenach płaskich 15—20 punktów w promieniu pierwszych 20 km) błąd zmniejsza się do 1 : 400 000. W Związku Radzieckim zaczęto zakładać linie niwelacji astro- nomiczno-grawimetrycznej z taką dokładnością; należy życzyć sobie, aby takie same roboty prowadzone były i w innych krajach.Pomysł interpolacji astronomiczno-geodezyjnych odchyleń pionu, bę­dący podstawą niwelacji astronomiczno-grawimetrycznej, znalazł w ZSRR i inne, nie mniej ważne zastosowanie. Interpolacja odchyleń pionu nie według jednej, lecz według dwóch współrzędnych pozwala dla większych przestrzeni, leżących między punktami astronomicznymi sieci triangula­cyjnej, na znajdowanie interpolowanych astronomiczno-geodezyjnych od­chyleń pionu. Praktycznie interpolacja taka odbywa się w następujący sposób:1) sporządza się mapę grawimetryczną dla obszaru, którego rozmiar dwa- trzy razy przewyższa rozmiar rejonu, wewnątrz którego przeprowadza się interpolację;2) dla wszystkich punktów astronomicznych sieci triangulacyjnej (musi ich być nie mniej niż trzy, przy czym nie mogą one leżeć na jednej prostej) wyznacza się grawimetryczne odchylenia pionu;3) obie składowe różnicy między astronomiczno-geodezyjnymi a grawi­metrycznymi odchyleniami pionu dla tych punktów przedstawia się w postaci funkcji liniowej ich współrzędnych (prostokątnych lub sfe­rycznych) i oblicza się współczynniki wzorów interpolacyjnych dla szerokości i długości geograficznej;4) składowe interpolowanego odchylenia pionu astronomiczno-geodezyj- nego dla dowolnego punktu wewnątrz rejonu otrzymuje się w wyniku podstawienia do wzoru interpolacyjnego współrzędnych tego punktu i dodania wielkości otrzymanych tym sposobem do grawimetrycznego odchylenia pionu w tym samym punkcie.Dokładność takiej interpolacji w zasadzie określa się dokładnością wy­prowadzenia grawimetrycznych odchyleń linii pionu. Jeżeli punkty gra­wimetryczne rozłożone są równomiernie, średni błąd interpolacji odchy­lenia pionu charakteryzuje się wielkością rzędu +0",2 8p, gdzie bp jest to błąd interpolacji siły ciężkości, wyrażony w miligalach.Przy odległościach między punktami grawimetrycznymi większych niż 10—15 km błąd interpolacji siły ciężkości praktycznie jest równy błędowi punktów podkładu grawimetrycznego. Na obszarach płaskich8p^l,l mgl,gdzie x — jest to średnia odległość między punktami, wyrażona w kilo-
n* 



164 M. S. Mołodienskimetrach. W obszarach górzystych wygodniej jest interpolować anomalie wolnopowietrzne przy pomocy anomalii Bouguera, wykorzystując w tym celu mapę hipsometryczną, ponieważ błąd interpolacji anomalii Bouguera jest tam dwa—trzy razy mniejszy niż anomalii wolnopowietrznej. (Na Kaukazie dla anomalii Bouguera 8 g = 2 j/aT mgl) .W ZSRR grawimetryczne odchylenia pionu obliczane są dla wielu se­tek, a nawet tysięcy punktów, dlatego wszystkie metody obliczeń i środki pomocnicze dla podobnych obliczeń są dobrze opracowane.W ten sposób przy dzisiejszym stanie grawimetrycznej znajomości Ziemi całkowicie pewne i bezsporne wyniki otrzymuje się tylko przy jed­noczesnym wykorzystaniu materiałów astronomiczno-geodezyjnych i gra­wimetrycznych. Pierwsze z nich pozwalają na eliminowanie wpływu nie­znanych — w sensie grawimetrycznym — obszarów Ziemi; drugie dają możliwość zbudowania figury ąuasigeoidy w oparciu o rzadką sieć punk­tów astronomicznych sieci triangulacyjnej.W pracach geodezyjnych Związku Radzieckiego omówione badania wykorzystywane są dla różnorodnych celów praktycznych. Podamy tu krótko najważniejsze z nich:1. Przy niwelacji precyzyjnej zamiast wysokości ortometrycznych ob­licza się obecnie wysokości normalne zgodnie ze wzorem (9). Dla wyzna­czenia anomalii siły ciężkości wykorzystuje się materiały ogólnej sieci grawimetrycznej lub też — celem zwiększenia dokładności — pomiary specjalne.2. Przy opracowywaniu triangulacji metodą rzutowania wykorzystuje się wysokości nad elipsoidą odniesienia i odchylenia pionu dla wszystkich punktów triangulacyjnych. Pierwsze z nich otrzymuje się drogą niwelacji astronomiczno-grawimetrycznej, drugie — omówioną wyżej metodą in­terpolacji astronomiczno-geodezyjnych odchyleń pionu za pomocą map grawimetrycznych.3. Przy wykorzystywaniu sieci astronomiczno-geodezyjnej dla po­miaru stopnia tworzy się różnice między astronomiczno-geodezyjnymi a grawimetrycznymi odchyleniami pionu. Te ostatnie wyznacza się z uwzględnieniem anomalii w maksymalnym promieniu. W ten sposób eliminuje się lokalne nieregularności figury ąuasigeoidy i osiąga się lepsze przybliżenie do figury Ziemi na powierzchni lądów. Przy istnieniu u nas ogólnej sieci grawimetrycznej wiarogodne wyznaczenie dziewięciu współ­czynników funkcji kulistych drugiego i trzeciego stopnia w rozłożeniu anomalii siły ciężkości pozwoliłoby wyznaczać w pełni odchylenia linii pionu, co dałoby znaczne uproszczenie i zwiększenie dokładności pomia­rów stopnia. Wraz ze zwiększeniem powierzchni, objętych niwelacją astro- nomiczno-grawimetryczną, występuje możliwość oparcia pomiarów stopnia na wysokościach ąuasigeoidy, nie zaś na odchyleniach linii pionu.



Metody badania figury Ziemi 1654. Sieć punktów podstawowych dla pomiarów topograficznych w re­jonach położonych między łańcuchami triangulacyjnymi zakładana była u nas w wielu miejscach za pomocą interpolacji astronomiczno-geodezyj- nych odchyleń pionu. Punktami podstawowymi są w tym wypadku punkty astronomiczne, których współrzędne sprowadza się do układu współrzędnych geodezyjnych za pomocą interpolowanych, astronomiczno- geodezyjnych odchyleń pionu.Na zakończenie wspomnę, że wartość wyników prac geodezyjnych dla wyznaczenia figury, pola grawitacyjnego i wewnętrznej budowy Ziemi w ogromnym stopniu zależy od jednolitości systemu danych wyjściowych i metod pracy w poszczególnych krajach. Jakikolwiek krok naprzód w tym zagadnieniu byłby poważnym wkładem do nauki. Jesteśmy wszyscy zain­teresowani w tym, aby szybciej i racjonalniej wykonywane były pomiary grawimetryczne w granicach każdego kraju, aby punkty wyjściowe tych pomiarów były powiązane między sobą z najwyższą dokładnością w jeden sztywny układ, aby niwelacja astronomiczno-grawimetryczna prowadzona była we wszystkich krajach, obejmując coraz większe i większe obszary w oparciu o bazę jednolitego układu współrzędnych geodezyjnych i jed­nolite metody pracy. Niezbędne jest także ustanowienie między krajami regularnej wymiany doświadczeń poprzez wymianę wszystkich publikacji w zakresie omówionych tu specjalności.
PE3KDME

Abtop npeflCTaBnsieT coBpeMeHHbiH mctoh MCCJienoBaHHS ^Hrypbi 3eMnn, sBnsnomHHCa 
pa3BHTneM h npMMeHCHHeM Ha npaKTHKe ieopnn HbWTOHa, Kjiepo u Ctokcb, KopeHHbiM 
CnOCOÓOM OTJlHHaK>mHXC5I OT npHMCH5IBUlHXC8 paHee HHCTO reOMCTpHHeCKHX M6TOJJOB.

Ran MeTon HccnenoBaHHsi <t>nrypbi 3eM.nn, Korga HCBecrHbi: aagaHHbiH noTeHpna.n, 
3HaseHHe ycKopeHHS chjih tswccth bo mhothx nyHKTax noBepxHOCTM 3ewnH, nono>KeHHe 
OCH M OTHOCHTejlbHaH CKOpOCTb BpaiHeHHB 3eMJlH.

PemeHHe ocHOBbiBaerca Ha cobmccthom Hcnonb3OBaHHH reoge3HHecKHX, acrpoHOMH- 
necKHx h rpaBHMerpHHecKHx H3MepeHHH. Merog stot, npHMeHeHHbiH b Cobbtckom Coraae 
cnejian BO3MO>KHbiM papHOHajibHoe peweHHe rocyHapcTBeHHoii hhbcjihphoh cera 
h TpMaHrynsuiMM, a TaKwe HcnojibsosaHHe acTpoHOMo-reoHesMHecKOH cbth ajisi rpagycHbix 
H3MepeHHH.

KanecTBO peayjibTaTOB 3thx paóoT gna 6onbi±iHX npocipaHCTB 33bhcht ot toto, Ha 
CKOJlbKO yHHcfjHUHpOBaHbl HCXOflHbie gaHHbie H MeTOflbl pa6oT B OTflejlbHblX CTpaHaX, 
OXBaTblBaeMbtX 3THMH npOCTpaHCTBaMH.

RESUME

L’auteur nous presente une methode moderne d’investigation de la figurę de la 
Terre, qu’on peut considerer comme derivee du developpement et de 1’application 
pratique des theories de Nevton, Clairaut et Stokes et qui differe essentiellement des 
anciennes methodes purement geometriques dont on a fait usage jusqu’ici.
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L’auteur expose sa methode d’investigation de la figurę de la Terre, les donnees 
suivantes etant connues: le potentiel des valeurs de Tacceleration, de la force de 
pesanteur dans plusieurs points de la surface de la Terre, la position de l’axe et la 
yitesse relative de la revolution de la Terre.

La solution de la question posee consiste dans l’emploi simultane des mesurages 
geodesiąues, astronomiques et gravimetriques.

Appliquee en URSS cette methode a rendu possible tant la solution rationelle 
du reseau du nivellement de precision et de triangulation du pays, que Temploi de 
reseaux astronomiques et geodesiques pour le mesurage d’un degre.

En appliquant cette methode a de vastes territcires, la reussite des resultats depend 
de 1’homogeneite des donnees d’issue ainsi que de 1’organisation du travail dans les 
differents pays situes dans ces territoires.



Geodezja i Kartografia. Tom II. Zeszyt 3.

Franciszek Biernacki

O tak zwanym odwzorowaniu Bessela

I. WstępZdawałoby się, że do klasycznej metody Bessela przenoszenia na duże odległości współrzędnych geograficznych i azymutu na powierzchni elip­soidy, metody dobrze znanej i używanej od lat prawie 130, nic już dodać nie można, i że wszystko o niej zostało już powiedziane. Okazuje się, że tak nie jest.W niektórych nowszych podręcznikach geodezji wyższej metoda Bes­sela rozwiązania głównego zadania geodezyjnego przy użyciu pomocni­czego trójkąta sferycznego jest interpretowana jako odwzorowanie po­wierzchni elipsoidy na powierzchnię kuli. Wyjaśnienie metody Bessela za pomocą tak zwanego „odwzorowania Bessela" wymaga bardzo ostroż­nego postępowania, aby nie popełnić błędu, który łatwo i niemal samo­rzutnie może się wkraść do rozważań.Bessel ogłaszając swoje pośrednie rozwiązanie biegunowego trójkąta geodezyjnego na powierzchni elipsoidy 1), nie uzasadniał swej metody na drodze odwzorowania powierzchni elipsoidy na powierzchnię kuli. Mówi 
on tylko o trójkącie pomocniczym (Hilfsdreieck), a to jest sprawa nieco inna.Jeśli do klasycznej metody Bessela chcemy podejść z punktu widzenia teorii odwzorowania powierzchni elipsoidy na powierzchnię kuli i wyja­śnić tę metodę za pomocą tak zwanego „odwzorowania Bessela", to mu-

') „Uber die Berechnung der geographischen Langen und Breiten aus geodati- 
schen Vermessungen“, „Astronomische Nachrichten, nr 86, 4 Band, 1826“.

Według J. Frischaufa (Die mathematischen Grundlagen der Landesaufnahme und 
Kartographie des Erdspharoids, Stuttgart 1913, str. 135 i 136) pełną trygonometrię 
elipsoidalną, w odniesieniu do geodezyjnego trójkąta biegunowego na powierzchni 
elipsoidy obrotowej spłaszczonej, pierwszy opracował Barnaba Oriani, uczony włoski, 
który w latach 1804—1810 wydał dwa kolejne tomy swych prac na teh temat. W nu­
merze 94 „Astronomische Nachrichten11 Oriani podniósł sprawę swego pierwszeństwa 
W stosunku do Bessela. Jest nieco dziwne, że ani Bessel, ani Gauss nic nie wspomi­
nają o pracach, których dokonał Oriani.



168 Franciszek Biernackisimy przeprowadzić wnikliwą analizę postępowania Bessela w świetle teorii odwzorowania powierzchni.
II. Analiza odwzorowania BesselaNiechaj będą dane dwie powierzchnie, a mianowicie powierzchnia elipsoidy obrotowej spłaszczonej odniesiona do parametrów geograficz­nych cp, X oraz powierzchnia kuli o promieniu a równym dużej półosi elipsoidy, odniesiona do parametrów geograficznych V, V:

_ a cos cp cos A X=a cos U cos Vw

y=
a cos <p sin X Y=a cos 17 sin V
Wba sin <p sin 17,z —

aW
Z = a

(1)

gdzie W= —e2sin3q>, zaś e2=— a2Odwzorowanie punktowe powierzchni elipsoidy na powierzchnię kuli będzie dokonane, gdy ustalimy jakąkolwiek parę regularnych funkcji od- wzorowawczych, wiążących zmienne parametrowe obu powierzchni:
u=^j(<p,x) (2)
V=^2 (cpJ).

W praktyce geodezyjnej zazwyczaj przyjmujemy prostsze funkcje odwzorowawcze:

^=^1 (qp)

V = ip3 W ,
przez co uzyskujemy tę korzyść, że równoleżniki elipsoidalne cp = const. przechodzą 
w równoleżniki sferyczne U=const. oraz południki elipsoidalne l.=const. przecho­
dzą w południki sferyczne V=const.Rozpatrzmy teraz, jak postępuje Bessel przy przejściu od biegunowego trójkąta geodezyjnego na powierzchni elipsoidy do „trójkąta pomocni­czego", to jest do biegunowego trójkąta geodezyjnego na powierzchni kuli. W tej analizie wyróżnimy cztery etapy.1. Obiór pierwszej funkcji odwzorowawczej i wnioski



O tak zwanym odwzorowaniu Bessela 169Pierwszą funkcję odwzorowawczą Bessel obiera w postaci
tgU=-tg<p- (3)

aZ tego szczególnego obioru funkcji wynika pięć wniosków, łatwych do odczytania z postaci tej funkcji.Wniosek 1. Bieguny geograficzne IV i S na powierzchni elipsoidy obrotowej odwzorowują się na bieguny geograficzne N' i S' na powierz­chni kuli.Wniosek 2. Równik elipsoidalny <p = 0, przechodzi ~w równik sfe­ryczny U = 0.Wniosek 3. Równoleżniki elipsoidy przechodzą w równoleżniki kuli. Ale nie jest zdefiniowana odpowiedniość punktowa na odpowiadają­cych sobie równoleżnikach (i na równiku).Wniosek 4. Szerokości elipsoidalnej <p odpowiada szerokość sfe­ryczna U, równa szerokości zredukowanej dla elipsoidy.Wniosek 5. Dla każdej pary odpowiadających sobie okręgów kół równoleżnikowych na obu powierzchniach promienie tych kół są sobie równe. Istotnie, promień r równoleżnika w szerokości geograficznej <p na cos ęppowierzchni elipsoidy jest równy N cos cp, lub a ■ --------. Promień R od-W powiadającego równoleżnika na powierzchni kuli jest równy a cos U., cos <PZ funkcji odwzorowawczej wynika, jak łatwo obliczyć, że cos U=--------*WWobec tego IV cos cp = a cos U, czyli r=R.Na skutek równości promieni odpowiadających sobie kół równoleżni­kowych obwody całych kół będą sobie równe. Lecz przy braku zdefinio­wania odpowiedniości punktowej wzdłuż linii tych kół nic nie wiemy o stosunku części obwodów równoleżnikowych.2. Brak drugiej funkcji odwzorowawczejBessel nie obiera wcale drugiej funkcji odwzorowawczej, a więc nie definiuje w sposób pełny punktowego odwzorowania powierzchni elip­soidy na powierzchnię kuli. Z tego punktu widzenia odwzorowanie Bes­sela jest więc jak gdyby „ułomne" i zasługuje na nazwę odwzorowania tylko w pewnym szczególnym sensie. Nie jest ono bowiem odwzorowa­niem powierzchni elipsoidy na powierzchnię kuli w zrozumieniu teorii odwzorowania powierzchni.Przy braku drugiej funkcji odwzorowawczej nie wiemy w ogóle, jak południki elipsoidalne odtwarzają się na powierzchni kuli. W odwzorowa­niu Bessela południki kuli nie są obrazami południków elipsoidy; obrazy te pozostają niezdefiniowane.



170 Franciszek BiernackiJakkolwiek brak drugiej funkcji odwzorowawczej uniemożliwia od­wzorowanie jednej powierzchni na drugą, to jednak do rozwiązania głów­nego zadania geodezyjnego za pomocą trójkąta sferycznego zupełne zdefi­niowanie odwzorowania wcale nie jest niezbędne. Do tego celu jedna funkcja odwzorowawcza wraz z wprowadzonym przez Bessela, istotnie ważnym dla zagadnienia, warunkiem odwzorowawczym dla jednej linii, wymienionym poniżej w punkcie 3, całkowicie, jak się okaże, wystar­czają.3. Prawo odwzorowania dla linii geodezyjnejBessel nakłada na odwzorowanie warunek, aby rozważana na po­wierzchni elipsoidy linia geodezyjna, za pomocą której ma nastąpić prze­niesienie współrzędnych, wyznaczona jednoznacznie przez punkt i kieru­nek, odtwarzała się na powierzchni kuli w postaci linii geodezyjnej (okręgu koła wielkiego), wyznaczonej jednoznacznie także przez pewien punkt i pewien kierunek. Wtedy prawo odwzorowania się punktów wzdłuż obrazowej linii geodezyjnej pozostaje zdefiniowane przez obraną już pierwszą funkcję odwzorowawczą, która działa na całej powierzchni, a tym samym i na wyznaczonej linii geodezyjnej.Na powierzchni elipsoidy mamy linię geodezyjną, wyznaczoną przez znany punkt P^ (ępj, aJ i przez znany azymut 04 tej linii w punkcie P,. Bessel żąda, aby obraz tej linii był na powierzchni kuli także linią geode­zyjną wyznaczoną przez punkt obrazowy P[ {U1, V) i przez azymut At w tym punkcie, równy azymutowi elipsoidalnemu «j. Żądanie takie jest oczywiście możliwe do spełnienia (wobec braku drugiej funkcji odwzoro­wawczej), a wówczas prawo odwzorowania się punktów wzdłuż linii geo­dezyjnej jest również ustalone. Obraz tej jednej linii geodezyjnej jest w ten sposób punktowo wyznaczony.Dwie uwagi wymagają wyraźnego podkreślenia. Mianowicie:a) Punkt P^. jako obraz punktu Pr , nie jest w pełni zdefiniowany; wiadomo tylko, że ma leżeć na obrazowym równoleżniku o znanej szero­kości U1. Położenie punktu P^ na tym równoleżniku może być obrane zupełnie dowolnie wobec braku ustalenia odpowiedniości punktowej wzdłuż odpowiadających sobie okręgów kół równoleżnikowych; tę dowol­ność charakteryzuje nieokreśloność współrzędnej V dla punktu P[ . Dla celu, do którego dążymy — rozwiązania zadania geodezyjnego — ta nie­określoność w długości geograficznej na kuli nie ma znaczenia wskutek obrotowości powierzchni.b) Azymut sferyczny A} linii geodezyjnej w punkcie P\ na powierz­chni kuli, przyjęty według założonego przez Bessela warunku za równy azymutowi elipsoidalnemu a, linii geodezyjnej w jej punkcie Pt na po­wierzchni elipsoidy, nie jest obrazem azymutu ar Wynika to stąd, że po­



O tak zwanym odwzorowaniu Bessela 171łudnik sferyczny dla punktu obrazowego P^ nie jest obrazem południka elipsoidalnego dla punktu oryginalnego P1.WniosekZ nałożonego przez Bessela warunku na sferyczne odwzorowanie dla jednej linii geodezyjnej wynika ważny dla metody Bessela wniosek, który poniżej wyprowadzimy.Przypomnijmy najpierw znane z geometrii różniczkowej twierdzenie Clairaut dla linii geodezyjnej na powierzchni obrotowej:
p . sin a= const.,wyrażające stałość, wzdłuż linii geodezyjnej, iloczynu odległości p punktu bieżącego linii od osi obrotu i sinusa azymutu a linii geodezyjnej w tym punkcie. Związek powyższy jest, jak wiadomo, pierwszą całką równania różniczkowego (drugiego rzędu) linii geodezyjnej na dowolnej powierz­chni obrotowej i jest równaniem linii geodezyjnej na tej powierzchni, wy­rażonym w zmiennych p i a. Obierając w dopuszczalnych granicach roz­maite wartości na stałą dowolną, otrzymamy rozmaite linie geodezyjne.Zastosowanie twierdzenia Clairaut do powierzchni elipsoidy obrotowej daje równanie dowolnej linii geodezyjnej w postaci

r sin a= const., gdzie r=N cos q),a dla rozważanej szczególnej linii, wyznaczonej przez punkt P, (<pt, AJ i azymut a1 w tym punkcie, stała dowolna przyjmuje oznaczoną wartość r, sin ax 2). Równanie rozważanej linii geodezyjnej będzie więc nastę­pujące:

2) Dla wyznaczenia wartości stałej dla danej linii geodezyjnej najdogodniej by­
łoby wprowadzić ekstremalną szerokość geograficzną <po, jaką osiąga dana linia geo­
dezyjna w swym przebiegu po powierzchni elipsoidy; bowiem azymut linii geodezyj­
nej w takim punkcie jest równy 90° i południk tego punktu jest prostopadły do linii 
geodezyjnej. Lecz szerokości cpo bezpośrednio nie znamy i musielibyśmy ją obliczyć 
na podstawie punktu Pi (<p!, ki) i azymutu a, w tym punkcie.

r sin a= rt sin ax, przy czym r1 = N1 cos <px. (4)Zastosowanie twierdzenia Clairaut do powierzchni kuli o promieniu a daje równanie dla dowolnej linii geodezyjnej w postaci
R sin A = const., gdzie R = a cos U,a dla rozważanej szczególnej linii geodezyjnej, przechodzącej przez punkt 
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P[ (U1, V) i tworzącej w tym punkcie azymut Aj, wartość stałej dowolnej jest sin A,3). Równanie rozważanej linii geodezyjnej na powierzchni kuli będzie więc następujące:

3) Podobna uwaga jak w odsyłaczu 2) stosuje się i do powierzchni kuli dla ekstre­
malnej szerokości Uo linii geodezyjnej. Szerokość ta będzie musiała być zresztą obli­
czona w celu wyrażenia zależności elementów liniowych ds i der obu linii geodezyj­
nych (patrz punkt 4 poniżej) a także zależności elementów różniczkowych di. i dV 
dla długości geograficznych.

R sin A=RX sin Ax, przy czym R{ = a cos . (5)Równanie (5) napisane w postaci cos U sin A = cos sin At wyrażatwierdzenie sinusów dla trójkąta sferycznego.Ponieważ rozważana linia sferyczna jest obrazem linii elipsoidalnej, to według nałożonego warunku początkowego dla punktu P^ , mamy A^a, . Dalej na mocy pierwszej funkcji odwzorowawczej mamy R = r w każdej parze odpowiadających sobie punktów wzdłuż linii geodezyj­nych.Porównując równanie (4) linii geodezyjnej oryginalnej z równaniem (5) linii geodezyjnej obrazowej widzimy, że wskutek równości Rx = rt i A1 = a1, prawe strony tych równań, wyrażające wielkości stałe, są sobie równe. A więc i lewe strony równań muszą być sobie równe. Otrzymu­jemy zatem wzdłuż linii geodezyjnej następującą zależność, wiążącą ele­menty sferyczne z elementami elipsoidalnymi:
r sin a = R sin A ;zależność ta wskutek równości r = R prowadzi do wniosku, że w każdej parze odpowiadających sobie punktów wzdłuż obu linii geodezyjnych azy­mut sferyczny jest równy azymutowi elipsoidalnemu:A = a . (6)Zwróćmy uwagę, że azymut sferyczny A obrazowej linii geodezyjnej, w bieżącym jej punkcie P', nie jest obrazem równego mu azymutu elipsoi­dalnego a oryginalnej linii geodezyjnej w odpowiadającym punkcie P. Przyczyną braku odpowiedniości odwzorowawczej dla azymutów jest fakt, że południki sferyczne, od których liczymy azymuty A, nie są obrazami południków elipsoidalnych. Obrazy te nie są w ogóle zdefiniowane, jak podano w punkcie 2.Wniosek powyższy sformułujemy wyraźnie w postaci twierdzenia:
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Jeśli pierwsza funkcja odwzorowawcza t7=ip1 (ęp, k) w odniesieniu do

powierzchni elipsoidy i kuli ma postać tg U=,—tg cp i jeśli jedna linia geo- 
a

dezyjna na powierzchni elipsoidy, wyznaczona jednoznacznie przez punkt 
Pi (Ti, M i azymut a x w tym punkcie, ma na powierzchni kuli o promie­
niu a obraz w postaci linii geodezyjnej wyznaczonej jednoznacznie przez 
punkt obrazowy P' (V1, V), obrany dowolnie na równoleżniku sferycz­
nym- o szerokości U1, i przez azymut A} równy azymutowi at — to w każ­
dej parze odpowiadających sobie (na mocy pierwszej funkcji odwzoro- 
wawczej) punktów obu linii geodezyjnych azymuty tych Unii (na mocy 
twierdzenia Clairaut) są sobie równe.Słuszne jest także, jak łatwo się przekonać, twierdzenie odwrotne: z równości azymutów A=a wzdłuż linii geodezyjnej i odpowiadającej jej linii, i z prawa szerokości zredukowanej wynika (na mocy twierdzenia Clairaut) geodezyjność sferycznej linii obrazowej w odwzorowaniu.Ta cenna własność odwzorowania Bessela stanowi niewątpliwą zaletę tego odwzorowania w stosunku do innych koncepcji odwzorowawczych, używanych do tego samegO’ celu.W odwzorowaniu Bessela odpowiedniość punktowa obu powierzchni, w obszarze poza rozważaną pojedynczą linią geodezyjną nie jest zdefinio­wana z wyjątkiem obu biegunów geograficznych. Nadto znana jest odpo­wiedniość odwzorowawcza całych okręgów kół równoleżnikowych pomimo braku odpowiedniości punktowej wzdłuż linii tych kół.W teorii odwzorowania jednej powierzchni na inną powierzchnię ist­nieją przypadki, w których znajomość prawa odwzorowania dla jednej linii na powierzchni wystarcza do definicji odwzorowania w obszarze ca­łej powierzchni. Tak jest np. w odwzorowaniu konforemnym Gaussa-Krii- gera elipsoidy na płaszczyznę. W odwzorowaniu Bessela ta okoliczność nie ma miejsca. Znamy wprawdzie prawo punktowego odwzorowania dla jed­nej linii geodezyjnej, ale to bynajmniej nie definiuje odwzorowania po­wierzchni.

W literaturze geodezyjnej nie spotykamy wyraźnego omówienia metody odwzo- 
rowawczej Bessela ze stanowiska teorii odwzorowania powierzchni elipsoidy na po­
wierzchnię kuli. Jedyną wzmiankę na ten temat autor znalazł na str. 99 w podręcz­
niku prof. C. F. Baeschlina, Lehrbuch der Geodasie, Zurych 1948. Wzmiankę tę (po­
żytecznie będzie przytoczyć według tekstu oryginału:

„Wir haben damit eine spharische Abbildung der geodatischen Linie gewonnen, 
die durch Konstantę cos Uo charakterisiert ist. Das Kugelbild der geodatischen Linie 
ist ein Kugelgrosskreis. Die Breiten der Punkte sind identisch den reduzierten Brei- 
ten aut dem Rotationsellipsoid, ebenso sind die Azimute auf der Kugel gleich den 
Azimuten auf dem Ellipsoid. Es ware aber falsch diese Abbildung ganz besonderer 
Art ais eine Abbildung des Rotationsellipsoides auf die Kugel anzusprechen. Das Bild 
eines Punktes, der nicht auf,der geodatischen Linie liegt, ist ja uberhaupt nicht 
definiert“.



174 Franciszek Biernacki4. Wyrażenie prawa odwzorowania punktów dla linii geodezyjnej za pomocą związku pomiędzy długościami odpowiadających sobie łu­ków tej linii.Prawo odwzorowywania się punktów rozważanej linii geodezyjnej, zdefiniowane w pełni w punkcie 3, nie jest przystosowane do warunków zadania o przenoszeniu współrzędnych. Należy to prawo przystosować, a mianowicie wyrazić położenie punktu na linii za pomocą długości łuku tej linii i samo prawo przedstawić w postaci aa = f (s); w której s oznacza dowolną (lecz znaną) długość łuku rozważanej linii geodezyjnej na po­wierzchni elipsoidy, zaś o oznacza w mierze kątowej długość odpowiada­jącego łuku obrazowego na powierzchni kuli o promieniu a. Długości tych łuków są mierzone odpowiednio od punktów Pt (cp15 Aj i P' (U1,V) na obu powierzchniach. Odpowiadające sobie punkty końcowe tych łuków oznaczmy przez P i P'.Naszkicujemy rachunek, odsyłając po szczegóły do podręczników geo­dezji wyższej.Elementy liniowe obu linii geodezyjnych w odpowiadających sobie punktach P i P' są następujące:
ds cos a=Mdq

a do cos A —a dU .Na mocy ustalonego odwzorowania Bessela mamy A~a i
— =V2j/l—e2.dUWobec tego otrzymamy zależność

ds = a d o ]/1 — e2 cos2 U .Należy jeszcze cos2 U wyrazić przez a. Mamy wzór
w którym cos2 U = 1 — cos2 m ■ sin2 (M + o).sin m— cos U, sin A

tg M =
sin U1cos U, cos AjOtrzymamy

ds=a do /l—e2+e2 cos2 m ■ sin2 (M+o)



O tak zwanym odwzorowaniu Bessela 175skąd drogą całkowania przez szereg i odwrócenia szeregu całkowego do­staniemy o = a-+P sin a • cos (2 M + a) + y sin 2o • cos (4 M+2 o)+ 
b + 8 sin 3 o • cos (6 M + 3 o) + ...Ze wzoru tego możemy obliczyć o drogą kolejnych przybliżeń.

III. Użycie odwzorowania Bessela do rozwiązania głównego zadania 
geodezyjnegoNa powierzchni elipsoidy znamy: współrzędne geograficzne punktu P1 (ępj, Ą), azymut a i linii geodezyjnej w tym punkcie oraz długość s łuku tej linii, wyznaczającą położenie drugiego punktu P2 na tej linii. Poszukujemy współrzędnych <p3, dla punktu P2 oraz azymutu a2 linii geodezyjnej w tym punkcie.

Stosujemy odwzorowanie Bessela na kulę o promieniu a. Biegun N przechodzi w biegun N'. Linia geodezyjna na elipsoidzie, wyznaczona przez punkt Pj i azymut 04, odwzorowuje się w sposób punktowy na linię geodezyjną na kuli, wyznaczoną przez punkt obrazowy P\ (tĄ, V) i azy­mut Aj = at. Punkt P2, wyznaczony na elipsoidzie przez długość s łuku linii geodezyjnej, odtwarza się na punkt P' wyznaczony przez długość (kątową) łuku o uprzednio obliczoną na podstawie znajomości s. Popro­wadźmy południki na obu powierzchniach dla punktów P2 i P'2 •W utworzonym trójkącie geodezyjnym na powierzchni kuli (zwanym, zwykle wprost trójkątem sferycznym) mamy trzy elementy wiadome: bok N' P\, równy 90° —IĄ ; kąt równy oraz bok o. Możemy ten trójkąt rozwiązać za pomocą trygonometrii sferycznej i znaleźć pozostałe trzy elementy: azymut A2, bok N' P'2 równy 90°—Us oraz kąt A V.



176 Franciszek BiernackiNastępnie musimy przejść od obliczonych elementów sferycznych do elementów elipsoidalnych. Robimy to stosując odwzorowanie Bessela, w którym dla azymutu a2 mamy wprost a2=A2; dla szerokości cpa mamywzór tg U2 = — tg cp2. Pozostaje tylko sprawa przejścia do wielkości 
asferycznej AV do wielkości elipsoidalnej Al. Związek pomiędzy tymi wiel­kościami wyraża redukcję odwzorowawczą kąta AV i może być obliczony w podobny sposób, jak związek pomiędzy ais. Nie będziemy przytaczać rachunku, podamy od razu końcowy wynik:A 1= A V— sin m [a' a+ [3' sin o • cos (2 M + aj + y' sin 2 a • cos (4 M + 2 a) +8' sin 3 a • cos (6 M + 3 o) + ...].Pragniemy zwrócić uwagę na oba trójkąty geodezyjne, .które zostały rozwiązane. Trójkąt sferyczny P' P' 2 N' nie jest obrazem trójkąta elip­soidalnego Pj P2 N, gdyż oba południki sferyczne nie są obrazami południ­ków elipsoidy. Wszystkie trzy kąty trójkąta sferycznego nie są obrazami odpowiednich kątów trójkąta elipsoidalnego pomimo równości azymutów we wszystkich odpowiadających sobie punktach wzdłuż obu linii geode­zyjnych. Tylko trzeci bok trójkąta sferycznego jest obrazem odpowied­niego boku trójkąta elipsoidalnego; nadto jest ustalona odpowiedniość punktowa wzdłuż linii tego boku.Trzy punkty wierzchołkowe trójkąta sferycznego są, jak wiadomo, obrazami trzech odpowiednich punktów wierzchołkowych trójkąta elipsoi­dalnego. Trójkąt na kuli Bessel nazywa „sferycznym trójkątem pomoc­niczym". Z punktu widzenia teorii odwzorowania powierzchni jest to geo­

dezyjny ąuasi-obraz trójkąta oryginalnego 4). Do wyznaczenia geodezyj­nego trójkąta quasi-obrazowego wystarcza znajomość trzech punktów w odwzorowaniu. Znajomość lub nieznajomość obrazów linii łączących te punkty jest bez znaczenia dla tego celu, gdyż linie geodezyjne łączące trzy punkty obrazowe są wyznaczone przez samą powierzchnię. To właśnie motywuje dopuszczalność braku drugiej funkcji odwzorowawczej bez szkody dla zagadnienia.

4) Dr inż. Franciszek Biernacki, O zniekształceniach odzworowawczych i o reduk­
cjach odwzorowawczych. „Przegląd Geodezyjny", nr 2, Warszawa 1949.

Relacje metryczne, jakie zachodzą pomiędzy geodezyjną figurą quasi- obrazową a figurą oryginalną, nazywamy, jak wiadomo, redukcjami od- wzorowawczymi. O te właśnie redukcje odwzorowawcze chodzi nam ■przede wszystkim w zagadnieniu Bessela. Geodezyjny quasi-obraz trój­kąta jest w zupełności wyznaczony przez odwzorowanie Bessela, chociaż sam obraz trójkąta nie jest zdefiniowany i wcale nie jest konieczny do 



O tak zwanym odwzorowaniu Bessela 177rozwiązania zagadnienia, którego istota polega na obliczeniu redukcji od- wzbrowawczych.Jakie są te redukcje w odwzorowaniu Bessela? Na ogół redukcje od­wzorowawcze dotyczą wszystkich elementów metrycznych figury, a więc trzech boków i trzech kątów trójkąta. Redukcja boku a została już obli­czona przez ustalony związek długości obu boków o i s. Ponieważ w rozwa­żanym odwzorowaniu te dwa boki występują jednocześnie w relacji od- wzorowawczej: łuk er jest obrazem łuku s, więc w tym szczególnym przy­padku redukcja odwzorowawcza długości boku o jest jednocześnie i znie­kształceniem odwzorowawczym długości tego boku. Dwa pozostałe boki południkowe na kuli mają oczywiście swoje długościowe redukcje odwzo­rowawcze, które można obliczyć, lecz nie interesują nas one w zagadnieniu.Redukcje odwzorowawcze kątów azymutalnych trójkąta sferycznego są równe zeru wskutek właściwości odwzorowania Bessela. Redukcja ką­ta AV była już przytoczona wyżej.Zniekształceń odwzorowawczych, oprócz wspomnianego już zniekształ­cenia długości boku o, nie jesteśmy w stanie obliczyć dla żadnego z pozo­stałych pięciu elementów trójkąta sferycznego, gdyż w odwzorowaniu Bessela obrazy sferyczne dla wszystkich pięciu elementów trójkąta nie są zdefiniowane wskutek braku zdefiniowania obrazów liniowych dla obu południków elipsoidalnych.
IV. Afiniczne odwzorowanie powierzchni elipsoidy na powierzchnię 

kuliW bliskim, lecz z gruntu zupełnie innym, związku z odwzorowaniem Bessela jest odwzorowanie afiniczne powierzchni elipsoidy na powierzch­nię kuli o promieniu a. Funkcje odwzorowawcze dla afinizmu obu po­wierzchni, przedstawionych za pomocą równań parametrowych (1), są na­stępujące:
‘8°=^^ (7)

V=l.Obie funkcje odwzorowawcze są zdefiniowane, mamy więc pełne od­wzorowanie jednej powierzchni na drugą. Pierwsza funkcja jest taka sama, jak w odwzorowaniu Bessela, wskutek czego wnioski wyszczególnione w punkcie II, 1 są słuszne i dla odwzorowania afinicznego z tym tylko uzupełnieniem, że odpowiedniość punktowa wzdłuż odpowiadających so­bie linii równoleżnikowych jest obecnie zdefiniowana. Nadto odwzorowa­nie afiniczne jest równoodległościowe w równoleżnikach.W odwzorowaniu (7) równoleżniki elipsoidalne przechodzą w równo­leżniki sferyczne i południki elipsoidalne przechodzą w południki sfe-
Geodezja i Kartografia 12 



178 Franciszek Biernackiryczne, zachowując równą długość geograficzną. Ponieważ obie siatki pa­rametrowe są ortogonalne, a odwzorowanie nie jest konforemne, są one więc krzywymi głównymi odwzorowania.Jeśli środek kuli zostanie umieszczony w środku elipsoidy, odwzoro­wanie afiniczne może być wykonane przez geometryczne zrzutowanie punktów powierzchni elipsoidy na powierzchnię kuli za pomocą wiązki promieni równoległych do osi obrotu, wspólnej dla obu powierzchni. Od­wzorowanie afiniczne jest więc jak gdyby „rzutem ortograficznym" po­wierzchni elipsoidy na powierzchnię współśrodkowej kuli o promieniu a. Afinizm wynika nie tylko z rzutu równoległego, lecz także i z prostych związków liniowych, wiążących współrzędne X, Y, Z ze współrzędnymi 
x, y, z. Mamy bowiem, jak łatwo stwierdzić:

X = x
Y = y

Z = -z . 
b

(8)
Do rozwiązania zadania o przenoszeniu współrzędnych geograficznych i azymutu odwzorowanie afiniczne jest mniej dogodne od odwzorowania Bessela, i — o ile autorowi wiadomo — nie było stosowane ani propono­wane do tego celu, ani też nie było zanalizowane co do jego, przydatności.Odwzorowanie afiniczne i odwzorowanie Bessela wymagają wyraźnego odróżnienia, ponieważ mogą łatwo doprowadzić do pomieszania obu od­wzorowań.

W książce F. Hopfnera, Grundlagen der hóheren Geodasie, Wiedeń 1949, na 
stronicy 80 czytamy następującą krótką notatkę: „Die Geodasie lóst die beiden Haupt- 
aufgaben in der Regel nach Jacobi mit Hilfe einer geodatischen Abbiidung des 
Ellipsolds auf die affine Kugel, wobei die Azimute der geodatischen Kurve erhalten 
bleiben".

Notatka ta jest nieścisła; prawdopodobnie wynikła ona z pomieszania odwzoro­
wania Bessela z odwzorowaniem afinicznym. Żadne z tych odwzorowań nie jest od­
wzorowaniem geodezyjnym; odwzorowanie geodezyjne elipsoidy na kulę w ogóle nie 
istnieje. Metoda Jacobiego, „Solution nouvelle d'un probleme fondamental en Geo- 
desie, Journ. f. reine und angew. Math., 53, 1857, p. 335“ polega na wprowadzeniu 
funkcji eliptycznych i nie jest w geodezji używana.

PE3!OME
B HacToameił padoie aarop npose.n aHanua t. H3B. „npoeKUMH Beccens“ noBepxHO- 

ctm ajuinncoHga Ha noBepxHOCTb mapa, npHMeHaeMoił b hsbccthom werofle nepewoca 
reorpac]?HHecKnx KoopgHHaT. HpoeKuns Beccejis He stBjiserca no/iHofi npoei<uneii no- 
BepxHocrn; H3o6pa>KeHMs ToaeK, ne>Kauj,Mx BHe ogHoii reonesHHecKOH jimhhh 3a mckjho- 
HeHHeM nontocoB, He onpegeneHbi; HMeeM TonaKo ogHy cjjyHKUHK):
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tg U = — tg <p. 

a

FlojisipHbiH c^epHHecKHii TpeyrojibHHK Becce/w He sB/iseics M3o6pameHneM nonsp- 
Horo TpeyronbHHKa Ha anjiHncoHge, ognaKo Tpw BepmHHH u owa reogeaHHecKaa 
CTOpOHa 5IBJ15HOTCSI CtjiepHHeCKHMH H3O6pa>KeHMSIMH COOTBeTCTByK>LHHX 3aeMeHTOB Ha 
awHncoHge.

3™x flaHHbIX HOCTaTOHHO W 51 BblHHCJieHHS COOTBeTCTByK>lHHX pegyKUHH H TCM CaMblM 
ws pemeHHs TpeyronbHHKa Ha anjiHncoHge.

B 3aKJHOMeHHH aBTop paccMaTpHBaeT a<j?HHHyio npoeKąmo noBepxHoern 3MHncoHga 
Ha noBepxHOdb mapa, onpegeaeHHyio wyrosi (^Yhkuhsimh :

tg U— — tg <p 
a

V=X

h nowepwBaeT jierKocrb CMeiwsaHHSi 3toh npoeKUHH c npoeKweH Becceas.

RESUME

Dans le memoire present 1’auteur analyse la projection, dite de Bessel, de la 
surface de 1’ellipsoide sur la surface d’une sphere. Cette projection est utilisee dans 
la methode connue de translation de coordonnees geographiąues.

La projection de Bessel n’est pas complete.

Exception faite des póles, les images de points situes en dehors d’une ligne 
geodesiąue, ne sont pas definies. On n’a ąu’une seule fonction de projection

b 
tg U= — tg <p . 

a

Ce n’est pas le triangle spheriąue polaire de Bessel ąui est 1’image du triangle 
polaire ellipsoidal, mais ce sont trois sommets et un cóte geodesiąue ąui sont les 
images spheriąues des elements respectifs de l’ellipsoide. Ces donnees suffisent pour 
calculer les reductions de projection et par cela meme permettent de resoudre le 
triangle sur 1’ellipsoide.

En terminant, 1’auteur traite la projection affine de la surface de 1’ellipsoide sur 
la surface d’une sphere, cette projection etant definie par deux fonctions:

b 
tg U= — tg <p 

a

V=l.

L’auteur fait ressortir egalement la possibilite de confondre aisement cette 
projection avec celle de Bessel.
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