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R DZWIAZANIE ZAGADNIENIA PLASKIEGO TEORII SPREZYSTOSCI
W UKLADZIE WSPOLRZEDNYCH PROSTOKATNYCH

W innej pracy mojej!) zostaly wyprowadzone ogélne wzory okresla-
jace wartosci naprezen i przynaleznych przesunieé¢ w postaci nastepu-

jacej *):

1) 2X, +i(X,—Y,)=—4iz 0" (2)—4if"(2),
(2) X+ Y, =40 (2) + 401 (21),
3) el ) e ) A A B B e B

A+ pu

Jako niewiadome wystepujg tutaj w zasadzie tylko dwie funkcje
o’ (2) i f (2), ktére moga byé okreslone z warunkéw rozpatrywanego za-
gadnienia.

Wprowadzajac zwiazki

(4) o (2)=¢+iy,
(5) wi(z1)=p— iy,
(6) FRR=E4+1iy

i uwzgledniajac je w rownosciach (1) i (2) mamy

) F. Szelagowski, Zagadnienie plaskie teorii sprezystosci w funkcjach
zmiennych zespolonych, ARCH. MECH. STOS., t. ITI, I (1951).

*) Oznaczenie sktadowych naprezenia stosowane przez autora pochodzi, jak wia-
domoy od G. Kirchhoffa i A. E. H Love’a; uzywane jest w literaturze ra-
dzieckiej i angielskiej. Symbolike te stosuje miedzy innymi réwniez N. I. Muschie-
liszwili, ktory (w znanym dziele Niekotoryje osnownyje zadaczi matiematicze-
skoj tieorji uprugosti, wyd. III, Moskwa-Leningrad 1949) dal znakomite rozwiniecie
zastosowania teorii funkcji zmiennej zespolonej do zagadnien plaskich teorii spre-
zystosci, ktore sa tematem niniejszej pracy. Dla czytelnika nieprzywyklego do sym-
boliki L o v €’a podajemy odpowiednie oznaczenia w symbolice T. KAarm an a:
X, =0, Y, =0,2,=0,, X, =1, Y,=1,, Z, =7, Uwaga redakcji ROZPRAW.
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(0 g | L0€
@2 x, —f—i(X_\-—Yy):——f}i(:c-—iy)(a—Z»ibg)—41(%—zry

(8) Xx+Yy:8q7.

W dalszym ciggu z rownosci (7) i (8) otrzymujemy bezposrednio
wartosci odno$nych naprezen w postaci

o dgp 0§
ay d:c)’

X,\-:2(2q;—x--~-—}— s

0 0 0¢&
szz(z‘ﬁﬂag'—yag a;)’
_ o9 , 99 , 0¢

Ze wzorow tych wida¢, ze w ogoélnym przypadku wyrazenia dla na-
prezen zagadnienia plaskiego teorii sprezysto$ci w ukiadzie wsp6irzed-
nych prostokatnych zawierajg tylko dwie niezalezne funkecje harmonicz-
ne, mianowicie ¢ oraz £.

O ile chodzi o wartosci przynaleznych przesunie¢ v i u, to mozna je
z kolei okresli¢ ze wzoru (3) po uprzednim uwzglednieniu zwigzkow (4),
(5) i (6). Wzor (3) mozna przeksztalci¢ nastepujaco:

pwtiv)=—ilx—iy)l@-+iy) + zAf(qs——u/ d(x—iy)—i(é +in),

wobec czego odpowiednie wartosci v i u otrzymujemy w postaci

l 3
) s l~y<r+wp+n+ s ”f(wdy%-wdx)]
10w l—ag—yy— o+ G [pdz—yay).

Jak mozna zauwazyé, sag tutaj cztery funkcje harmoniczne ¢, y, §
oraz 1.

Sposrod tych czterech funkeji tylko dwie sg niezalezne, mianowicie
funkcje ¢ i & funkcje u i 7, jako sprzezone z funkcjami ¢ i'€, sa okre-
$lone z dokladnos~ig do pewnej statej za pomocg ponizszych wzoréw:

0 0
(11) v= [ (av—g5aa),



ClOE . 9E
(12) ’7:J (a—gédy——@dx).

Wobec tego wprowadzajgc zaleznoscei (11) i (12) do wzoréw (9) i (10)
otrzymamy ostatecznie

1 g O ) 05
v= h{—y¢+xj (\dxdy dydx +’ k@xdy aydx)+

/ o

AL gy o[ 24y 97aq)
T i+ ll’qdy%—.fdxf \axdy Gydx’ ’

v

_fdyf (g—zdy—g%dx)]}.

Jak wida¢, we wzorach powyzszych wystepuja rowniez tylko dwie
niezalezne funkcje harmoniczne ¢ i &.

Peswoms

PELLIEHHE TJIOCKOM [MPOBJIEMbl TEOPHH YIIPYTOCTH
B [MPAMOYTOJIbHBIX KOOPOHUHATAX

ABTOp mMpUBOOMT obliee pelleHWe MIOCKOW MpobieMbl TEOPHUH yMpy-
roCTH B TMpSMOYrojibHbIX KOOpAMHAaTax, HCroJib3ys ¢$HOpMyJibl M3 CBOEH
rpepblayLen ctaTby, o3arnaBieHHol [Ipob6neMa NNOCKOHW TeopUH
ynpyroctTd B PYyHRUHUSAX KOMINJIIEKRCHOW mMepeMeHHOH; mno-
creHsis mevatanach B APX. MMPUKJL MEX., Tom lII, 1 (1951).

Résumé

SOLUTION DU PROBLEME PLAN DE LA THEORIE DE L'ELASTICITE
EN COORDONNEES RECTANGULAIRES

L’auteur présente la solution générale du probleme plan de la
théorie de I’élasticité en coordonnées rectangulaires, en utilisant les
formules de son article précédent, intitulé Probléme plan de l’élasticité
en fonctions de variable complexe, ARCH. MECH. STOS. vol. III, 1 (1951).

Praca zostata ztoZoma w Redakcji dnia 15 paZdziernika 1952 r.



O PEWNYCH SZCZEGOLNYCH PRZYPADKACH WYTRZYMALOSCI
TARCZY NIEOGRANICZONE] Z ODMIENNYM OSRODKIEM
ZARYSU ELIPTYCZNEGO

Badanie stanu napiecia w tarczy nieograniczonej z osrodkiem od-
miennej sprezysto$ci zarysu niekolowego moze by¢ w teorii sprezystosci
przeprowadzone najdogodniej za pomocg odwzorowania wiernego.

W rozpatrywanych tutaj przypadkach rozwazane bedzie odwzoro-
wanie wierne plaszezyzny z otworem eliptycznym na plaszezyzne
z otworem kolowym przez wprowadzenie funkcji

(1) z:w@)-—K(H’?),
w ktore]
o

{=pe€",

a parametry rzeczywiste K i m sg okre$lone nieréwnosciami nastepuja-
cymi:
K=>0,

0=m<1.

Okregowi kola || = 1 odpowiada tutaj elipsa ze $rodkiem znajdu-
jacym sie w poczatku ukladu i z p6losiami

a=K(1 + m),
b— K (1 —m).

Przy danych wartosciach a i b jest, oczywiscie,

_a+b
K— 5
o O

T a-+b’

W przypadku gdy m = 0, elipsa przeksztatca sie w kolo, za$§ w przy-
padku gdy m = 1, elipsa przeksztalca sie¢ w odcinek osi x o diugosci 4K
zawarty pomiedzy punktami x = £ 2K, co oznacza, ze dany obszar w tym
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szczegolnym przypadku przeksztalca sie w plaszczyzne nieograniczona ze
szczeling prosta.
Zasadnicze wzory dotyczace zagadnienia dwuwymiarowego beda

miaty posta¢ nastepujaca:

L

(2) 2Xy + (X —Yy) =— ‘;’ (25 (Ci) @’ (C) o (C) 5 0 (C),
1
(3) Xe +Yy= 9 (@ () + @, (Ci)]:
(4) vtin=—cw,E) 00 +
7
Ak & . . 1/ e
,gi/fﬁ :J‘I’ () @i €)dE, + E,IF(C) o () de
Po uwzglednieniu zaleznosci (1) otrzymujemy
2X, +i(Xs—Yy)— — vzi—K (4'1 Gl Cﬂ) D)~ 1 + F (©),
] m
K (1 T "o )
2
Xe+ Yy=-[0@) + & &),
v+iu=—-"K|t + =)o@ +
8u &
b A43p (. U DS S )
T ’ ?, (g)K(l Z‘f)dé‘ +4!J F({OK (1 & /dC-
Y

= =

= =20

= v =

= ~—a —

Rys. 1

Po omoéwieniu powyzszych spraw podstawowych mozna przejsé
z kolei do rozpatrzenia zagadnienia pierwszego, dotyczacego jednokierun-
kowego rozciggania tarczy nieograniczonej z osrodkiem sztywnym zary-
su eliptycznego (rys. 1).



Okreslimy najpierw przesuniecia dowolnego punktu obwodu elipsy
dla tarczy jednorodnej rozcigganej jednokierunkowo.
Odpowiednie przesuniecia bedg rowne

S Dy D
(5) U= EK(1+m)cos@,
S 0. DI O _ ;
(6) == 5 Y 7 K(1—m)sin 6,

gdyz z zaleznoS$ci (1) wynika, ze jest

z=x+iy=K [o(cosO + isin6) +%(cos@—isin@)],
skad
sz(g —i—%)cos@,

y=K (g———%)sin(*),
przy czym dla o = 1 jest
x =K (1 + m)cos O,

y=K(1—m)sin0.

Przesuniecia u i v okreslone wzorami (5) i (6) mozna napisaé¢, jak la-
two sprawdzié, w postaci zespolonej

—v+iu=i—2%’(c+?)<1+a)+(cl+Z‘)(1—a>
lub w postaci nieco odmienne]

e e 2B UL Lo Gy
(7) U+w_2E{(Cl+C)(1+G)+<C+1)(1 a)],

gdyz dla punktéw polozonych na okregu kota o promieniu réownym jed-
nosci zachodzi zwiazek nastepujacy:

(8) (&=1.

W ten sposéb, w wyniku przeksztalcen, otrzymana zaleznosé (7) od-
powiada warunkom rozpatrywanego zagadnienia.

Odrzuémy teraz wiadome obcigzenie p i do punktéw obwodu elipsy
przyt6zmy, dla czesci tarczy znajdujgcej sie wewnatrz tej elipsy, napre-
zenia p, lecz odwrotnego znaku; dla czeSci tarczy potozonej na zewnatrz
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elipsy przytézmy takie naprezenia, ktéore spowodowalyby przesuniecia
odwrotne do okres§lonych rownoscig (7), przy czym naprezenia te w punk-
tach dostatecznie odlegtych od obwodu elipsy (teoretycznie rzecz biorgc —
dla punktow tarczy polozonych w nieskonczonosci) nie powinny juz wy-
wolywa¢ jakichkolwiek przemieszczen tarczy.

Tak sformulowane zagadnienie rozwigzemy stosujgc wzory przyto-
czone na wstepie.

Biorgc pod uwage zaleznos¢ (8) otrzymamy tutaj dla wzoru wyjscio-
wego (4) nastepujacg postac:

ip[/[1 , m 1, m _ - i1 .
©) —ﬁ[(zjtf)(waw(c-+-§~1)(1—a)]—— l(c*“m‘:)@“)‘*

b A+3p _m e L (rfliom
+a At J«pl (cl)(1 C%)dcluﬂjmo@ Cz)dC.

Zwigzkowi (9), jak latwo sprawdzi¢, czynig zado$¢ nastepujace
funkcje

r ) EPH o) =t
D, (&)= Bk [1+0+m(1 o)]ci =
F(c)zggﬁ—-l— e R AT R
—m) k
i A el
@ —m) ’
gdzie przyjeto oznaczenie
i
k= 7F u

Uwzgledniajgc powyzsze funkeje @ (£),®,(¢,) oraz F ({), mozna z kolei
z réwnan (2) i (3) okresli¢c odpowiednie naprezenia w tarczy (na zewnagtrz
elipsy).

Najwieksza warto$¢ naprezenia X, zachodzi w punkcie A elipsy "
(rys. 1), tj. dla ©® = 0, i moze by¢ przedstawiona w postaci nastepujacej:

1] L= ocis o il o)
—-7n[m+1+a+ 3—oa ]

Dodajac teraz na podstawie prawa niezaleznosci dzialania sit i od-
ksztalcen rozpatrzone wyzej dwa stany obcigzenia tarczy, otrzymamy ja-
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ko ostateczny wynik jednokierunkowe rozcigganie tarczy z osrodkiem
sztywnym zarysu eliptycznego.

Najwieksze naprezenie rozciggajagce w punkcie A tarczy okresla za-
tem ostatecznie nastepujacy wzor?):

(10) (X, =p+ [X:],-

W przypadku osrodka sztywnego zarysu kolowego, tj. m = 0, ze wzo-
ru (10) otrzymujemy

X1, :p[l +;(1_“+ “”’)],

l1+0 3—o0c

gdy za§ m = 1, a wiec w przypadku sztywnej szczeliny, wartoS¢ napre-
zenia X jest teoretycznie réwna nieskonczonosci.

W zwigzku z powyzszym nalezy zauwazy¢, ze warto$¢ naprezenia
rozciggajgcego w punkcie A tarczy bedzie wzrastala niepomiernie w mia-
re zwezania sie przekroju os$rodka sztywnego.

Rozpatrzmy teraz stan napiecia w tarczy nieograniczonej z oSrod-
kiem zarysu eliptycznego, kurczacym sie pod wplywem powracania
z wyzszej temperatury do temperatury otaczajacej atmosfery, co moze
mie¢ miejsce np. w przypadku zapelnienia takiego otworu stopiwem.

W tym przypadku, gdy osrodek jeszcze rozgrzany nabierze wla-
sno$ci sprezystych, przesuniecia spowodowane kurczeniem sie dowolne-
go punktu M obwodu elipsy bedg réwne (rys. 2)

Uu— —atx,
v——aty,

gdzie t oznacza réznice temperatur, a a wspoélczynnik liniowej rozsze-
rzalnos$ci tworzywa.
Przesuniecia te mozna przedstawi¢ w postaci zespolone]

AN
przyjawszy uprzednio pod uwage zalezno$¢ (8). Wowczas wzor (4) przyj-
mie posta¢ nastepujaca:

__v—iu:—iatK<C, -+ Cm):'iatK(i—f_ m)
\ 1

1) Odpowiedni wzor, (10), w pracy mojej Influence d’une partie centrale rigide
sur la répartition des contraintes dans un élément tendu ou comprime (Ass. Int. des
Ponts et Charpentes, 1947) zostal wyprowadzony za pomoca wspoéirzednych krzywo-
liniowych.

Chociaz wzor ten daje warto$ci bardzo zblizone, jednakze przeksztatcony wzor
w tej pracy, okreslajacy funkcje di(z),d)l(z,}i F(z) na podstawie danych przesunie¢, nie
spelnia w zupelno$ci warunkéw ogdlnie postawionego zagadnienia dwuwymiaro-
wego.
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Rownosci tej czynig zados¢ funkcje

o Satmu L
(D(Q)— k Cg_m!
__8atmu L
(Dl(cl)_ k C?_—m,
- 1 [, mm—{—(2+m)E 4 m—2m
F()=1i4atu —m |1 + A @ —m) s

Przynalezne wartosci naprezen w tarczy, tzn. w obszarze polozo-
nym na zewnatrz elipsy, mozna okre$li¢, podobnie jak to mialo miejsce
w poprzednim przypadku, ze wzoréw (2) i (3) uwzgledniajac w nich wy-
zej podane funkecje @ (£), @, (£,) i F(2).

Rys. 2

Nalezy jednak zauwazy¢, ze najwieksze naprezenie rozciagajgce
bedzie miato miejsce w punkcie A tarczy, tzn. dla wartosci @ = 0, przy
czym wartos¢ tego maprezenia bedzie rowna

*727at/l' .. m ( _"3;{:1]1‘“:'
IX"'I”‘_I—m _1 " k(1—m) ¢ 1——m)}’
gdzie
_ E
A= 20 +4)

Analizujac powyzszy wzoér stwierdzimy, ze w przypadku kota, tzn.
dla m = 0, warto$¢ naprezenia [X.], wynosi
atE
1+o’
za§ w przypadku szczeliny, tzn. dla m = 1, warto$¢ naprezenia [X.|,
rowna sie nieskonczonosei.

Bl ==
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Peswms

O HEKOTOPbIX YACTHbIX CJIYYAIX COMPOTHBJIEHWY BECKOHEYHOH
MJIACTHUHKKU C SJUJTUIITUYECKHUM 40POM U3 OPYIOro MATEPHUAJIA

[MpuMeHss KoHpOpMHOE oTObOpaskeHUWe aBTOp peLIM MpW MOMOIHU
TEOPHH YIMPYrocTH

(1) mpobnemMy OOHOOCHOrO pacTsKe€HHs OeCKOHEYHOW MIaCTUHKH
C KE€CTKMM 3JUIMMTUYECKHUM S0pOM,

(2) npobnemy oxnaskmeHus SJTHMNTHYECKOro sapa OECKOHEYHOW mnna-
CTHHKH.

Résumé

SUR CERTAINS CAS PARTICULIERS DE RESISTANCE D'UNE TOLE INFINIE
AVEC UNE PARTIE CENTRALE DIFFERENTE DE SECTION ELLIPTIQUE

En appliquant la représentation conforme I’auteur a résolu a l'aide
de la théorie de I’élasticité

(1) le probleme de la traction, suivant une seule direction, d’une
tole infinie avec une partie centrale rigide de section elliptique,

(2) le probléme du réfroidissement d’une partie centrale de section
elliptique d’une tole infinie.

Praca zostala ztozona w Redakcji dnia 20 listopada 1952 r.
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prosi autoréw o przestrzeganie nastepujacych wskazéwek

(1) Prace w jezyku polskim, przepisane na maszynie (nie $wiattodruki),
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wyraznie atramentem, rysunki (szkice) dolaczone na oddzielnych kar-
tach (nie w tekscie).
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(3) Do pracy nalezy dolaczyé streszczenie w jezyku polskim (réwniez
wtedy, gdy autor sklada streszczenie w jezyku obcym) i podaé¢ ewen-
tualnie terminologie w dwoch jezykach (w tym jeden rosyjski), na ktére
streszczenie ma by¢ przelozone.
(4) Literature cytowang w tek$cie nalezy zestawi¢ w koncu pracy poda-
jac nazwisko i imie autora, tytul pracy, miejsce i rok wydania (w przy-
padku cytowania czasopisma réwniez numer zeszytu). Nazwiska i tytuly
rosyjskie malezy pisaé alfabetem rosyjskim. W tek$cie nalezy powoly-
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Niestosowanie sie do powyzszych wskazéwek opdznia publikacje pracy.
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