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W przypadku plyty izotropowej cienkiej, obciazonej obciazeniem cigg-

Iym p(x,y), réwnanie powierzchni ugiecia ma postaé
d*z e 'z P

® s T e Taa W
gdzie z(x,y) ugiecie plyty, »(x,») obciazenie, N = E%*/12(1 —»?), E modul
sprezystosci, 2 grubo§é¢ plyty oraz » liczba Poissona. Dla plyty orto-
tropowej modul sprezystosci wzdluz dwéch osi prostopadlych jest rézny,
np. wzdluz osi x jest £, a wzdluz osi y E, (£, 7 E,); odpowiednie liczby
Poissona sg v, 1 v, (¥, 5= 7,).

Dla takiej plyty réwnanie powierzchni ugiecia jest

dtz dtz oz p
@ AQ_.r—“—I—Q 9.1;291/2_}—09?‘__?’
gdzie
El . Eg _k.‘l
5 =1 T KT
1
2B=— [1:7;‘2‘ (Lyvy + Eyvy) + 4Go]-

Tutaj G, jest modulem sprezystosci postaciowej. W przypadku gdy
B = —JAC, mozna réwnanie (2) sprowadzi¢ do postaci (1) (por. [1]).

Nasuwa sie pytanie, czy mozna réwnanie (2) w ogdélnym przypadku
przedstawié albo w postaci (1), albo w takiej postaci, aby obliczenie plyty
nie nastreczalo duzych trudnosci rachunkowych.

Wygodnym sposobem obliczania plyt jest metoda dwustopniowa, po-
dana przez H. Marcusa (por.[2]).

Zastosowanie tej metody wymaga rozlozenia réwnania powierzchni ugie-
cia plyty, np. w postaci (1), na dwa réwnania

ViM = —p,
M

i ——
V2z = — ¥

Aby wigc zastosowaé metode Marcusa, nalezy réwnanie (2) przedstawié
w postaci mozliwej do rozlozenia na takie lub podobne réwnania.
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W szczegdlnym przypadku, mianowicie dla p =0, réwnanie (2) zostalo
przedstawione w postaci (por. [3]).

(532}2 + 82 39;2) ( s+ 42 :‘7;5) =0 (8, 4 = consty).

Okazuje sie, ze réwnanie (2) mozna w ogdélnym przypadku przedstawié
w postaci

2 2 2 2 4
gdzie @, § 1 y sa stale.
Nalezy w tym celu rozréznié trzy przypadki:
@ VE—E; = 3[Ey vy + By, + 4G (1— v, 9y)],
D) VE By >y By + Eyvy + 4Go(1— )]
(1) VE, £y <}[Eyv,+ By +4G,(1— v,y

W preypadku I dzielge obie strony przez (1 — »,%,) otrzymamy

l/ E, £, _;[#EW2+FQVI)+4GO].

(I —2y2,) (1 —2,9,) 1 — w9,

czyli zgodnie z oznaczeniami (3) mamy B=— |/AC.

W tym przypadku réwnanie (2) sprowadza si¢ do réwnania (1) przez
zastosowanie transformacji podanej przez M. T. Hubera, [1].

Rozpatrzmy przypadek II. Oznaczmy

— — i3 1
& VE, ==&, VE, =%, ~N=ﬁm,

VoVZ.E, — B,y — By, — 4G (1— v,y =&,
Rozwazmy réwnanie nastepujace:
- N d? ?? d?
®) kk(El saxz—klkeks——“axay+E2k19—y2)x
d? d? J?
X (k19—ﬁ+kzm+ksﬁ)z—f(%y)-
Po wykonaniu dzialan otrzymamy réwnanie w postaci

diz dtz . dtz

4
(6) N: E134 [Eyv, + Eywy + 4Gy (1 - V1v2]9x28f~ 25,

| =)

Wistawiajac za N warto$é (4) otrzymamy, poréwnujac réwnanie (6) z réw-
naniem (2), ze f(x,y) = — p(x,y), czyli (2) mozna napisaé w postaci (D)
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92 . 92
(1) “‘/C]—k;(Exksw keyks ke 3% 3% 9 o 1342 )

92 22 " 92
X(kla—x;-i'kzm—i- 39_3/2)2'—_ — p(x,9)
Przyjmijmy oznaczenia
1 . 1
= . e R e l M e e 7:7 Se———— .
l/2k1 V/cs + kg VICJ V2]£1 ‘/ks — kz V/c_l

Jezeli zastosujemy transformacje

)

4 4

£y E,
9) §= 1(!/ —z I/Eg) n=np (y - xI/EI)’

to réwnanie (7) przyjmie postac

B (AT e e

Jezeli oznaczymy

a1 a=12(2k3—k2|/§‘f), B2k I j) y=—
1 1

to réwnanie (10) mozna napisa¢ w postaci

W przypadku III przyjmijmy oznaczenie

(13) L=1{E vy + Eyv, +4G(1 —»v) +

= V[E| vy + Eyvy + 4G (1 — v, 9,)] — 4 £, Ez]}'

Wezmy pod uwage réwnanie

Ar([, 32 2

(14) L §—A+E2;_2)( la z+ 9 )z_‘f(T Z/)

Wykonujac dzialania po lewej stronie (14) sprawdzimy, ze rownanie to
przechodzi w réwnanie

- N( o 2\ [, & _ o7 .
(15) —E(Lé)vx‘z_{_Ezé)—yz) (Elﬁé_*"[‘aTJz)z:—p(xﬂ’/)'
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Wprowadzimy zmiang zmiennej:

x Y
16 —_— = = —
(16) § vz "=VL-
Po zastosowaniu transformacji (16) otrzymamy réwnanie
o? L # E, & ) .
— T+ (g s+ Fog) =
Oznaczajac
L E, N
a= E ’ :3 = I ’ Y=-— Z ’

otrzymamy réwnanie

92 92 92 93 P
o (e to) (et Pa) =7
W kazdym wiec przypadku mozna réwnanie (2) napisaé w postaci (2.1).
Jezeli teraz oznaczymy

M=\« Ll e
= afgz +ﬂm -4
to otrzymamy uklad réwnan
92 2 P ar A & o2
0 =g a—lepg)
Przy rozpatrywaniu momentéw zginajacych i skrecajgcych okazuje sie,

ze funkeja M jest liniows kombinacja tych momentéw; mianowicie mo-
menty zginajace i moment skrecajacy wyrazaja sie wzorami (por. [1])

1 h® (222 2z
=== i D(aT"" ¥ 5;)

1 2?2z 2z
Moy = 1_—%E212(a : ‘+9J2)’
k3 2z

J[skrz_ QGOE W

Rozwazmy funkcje M okreslong wzorem (18):

L E,
M—aqgg—*—ﬁonz? azE:—? ﬂzf'
Po zastosowaniu transformacji od wrotnej (16) otrzymamy
Pz
M= 3 2 + 2942
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Jezeli pomnozymy M, przez 12(Lv,— E,)|E,h®, a My, przez 12(E,v,— L)|E\ k¥,
to otrzymamy
12 Ly, — E,

- ‘7;[.011

12 Eovy — L
Wi T e

) =M.

W przypadku II funkcja M jest okreslona wzorem
2z 2?2z
M=« 5? +8 5;2*2 )

gdzie a i @ sg okreslone wzorami (11), (8) 1 (4). Po zastosowaniu transfor-
macji odwrotnej (9) otrzymamy na M

2z Pz Pz
”1_k15ﬁ+k3_axag+k3@5'

Jezeli pomnozymy M, przez 12(k,v, — k)] Eyh*, My, przez 12(kyvy — ko) Ey 13,
a Mg przez —12k,[2Gy %3, to otrzymamy

12 Byry — By 12 &, 12 kywy — ey
44[9-‘%_3— ~ —+ Mg, (— % m) + ]l[g,_,,h—3 == .

Mamy wiec analogie do réwnania belki obciazonej obciazeniem ciaglym g,
tj. do réwnania
am
i

Na tej analogii opar! swoje rozumowanie H. Marcus. Podal on metode
rozwigzywania plyt izotropowych, polegajaca na rozwigzaniu stopniowym
dwoch réwnan rézniczkowych drugiego rzedu metoda kolejnych przyblizen.

Jak zastosowaé metode H. Marcusa do plyt ortotropowych w przy-
padku III, wyja$nimy na przykladzie plyty prostokatnej o brzegach swo-
bodnie podpartych, obciazonej réwnomiernie na calej powierzchni.

Przyklad. Obliczenie plyty prostokatne] o brzegach swobodnie podpartych,
obcigzonej réwnomiernie na calej powierzchni.

Wymiary plyty sa 2ax2b (rys.1). Modul sprezystosci wzdluz osi z
jest E), a wzdluz osi y jest E,.

Obierzmy siatke sprezysta o wymiarach oczek 4,=a/2 i 1,=10/2.

Aby wykorzystaé réwnanie (17), nalezy wprowadzié transformacje
x=EVE, i y=nlL, gdzie L jest okreslone wzorem (13). Wprowadzenie
powyzszych transformacji oznacza zmiang jednostki miary wzdluz osixiy.

Jezeli j, jest jednostka miary w ukladzie z,y (rys. 1), to nowe jednostki
beda je=Jo/V By i jy=i/V L. -

Wezmy pod uwage plyte zastepcza o wymiarach 2a=2alJE, i 26= 20/ L
(rys.2)iobierzmy siatke sprezysta o wymiarach oczek =2/ E, i A, =2,V L.
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Rozpatrzmy pierwsze z réwnan (18) oraz réwnanie réznic skonczonych
dla dowolnego wezla siatki II (rys.2) obciazone] w wezlach obcigzeniem

p/y. Réwnanie to ma postaé

(Azwk);‘ (Azwlz)); — ﬂ
% 2y Sy’
gdzie w, oznacza przesuniecie pionowe (wzdluz osi {) wezla %, a S jest
y pewng stala. Przy tych samych wa-
e A runkach brzegowych dla réwnania
4 : T 5 3 na M 1 wy otrzymujemy M, = Swy.
Wyznaczymy w, dla siatki 1I
2 ! 4 ! SLA- w wezlach 1, 2, 3 1 4.
I > Réwnanie réznic skonczonych
o k 3 4 3 oJf Y, mozna napisa¢ w postaci
o~ X
, A pa;
! LE 1 2 1 o (A2wk>§ + E(Azwk)q == S}I )
l albo oznaczajac 4%/42 przez x* w po-
: - ) staci '
e i
Rys. 1 (A220): + #2(A%0w0p)y = — .
O by
Dla wezléw 1, 2, 3 i 4 otrzymamy 17
uklad réwnan algebraicznych - A=
2
2 22 gy By pAs - ¥ g §
20,1 4 #2) — wy — *2w; = 5o o . . o
A2 i 8
— 2w, + 2'”’2(1'*‘”2)_22“)4:1:9;7 Q| 3 4 ° T_,,
h £
: 23
—2u2w1+2w3<1+u2>—w4=7;;, L 2
242 10y — 210, + 200,14 %)= L2 P
— 232wy — 205 + 2,( +”)‘—‘Sy' = - 28—
Po rozwigzaniu otrzymujemy Rys. 2
A3 162 4 3t
1111=Sw1=‘p £3+ "’*.‘ %) ’
12y F ) (11 6 #)
22421 %2 4 Tt
My Sy e s it 26 T )
1o 2y(1 £ #)(1+ 62 F 29
_ V. — S PAEB 2122 4t
s s e U (I 62+ )
2p A3(14 T2 4 =4
=S = U+ 6+ 29
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Wyznaczymy ugiecie plyty I (rys.1) w punktach 1, 2, 31 4. W tym
celu wezmiemy siatke IT i zmienimy jednostke dlugosci wzdluz osi § i 7
tak, aby 2:=A:VE[L i 2,= 4,V L]E,.

Obcigzymy tak otrzymaug siatke w wezlach 1, 2, 3 i 4 obcigzeniami
20, Wy, Wy 1 w,, obliczonymi ze wzoréw (19) po podstawieniu za s i »*
odpowiednio 2:)/L/E, i 22122, E,\ E,.

Na przesuniecie wezléw 1, 2, 3 i 4 otrzymamy réwnanie réznicowe

(A2Cr)e | (A2 Liy wy M,

" 20 =S e T . T —
) Fi: + yid S, Sy

gdzie S; 1 S, sg stale.
WeZmy pod uwage réwnanie

L &2z  E, Pz

M—E_'1952+ L o

oraz réwnanie réznicowe (20).

Podstawmy
Tty I/_ i Z,,=,z,7l/E£.

Otrzymamy z réwnania (20 réwnanie
(A gk r/ Wg J]Ik

(412&,1)5 + ) S
i K L Sy S, S,

(1)

Poréwnujac réwnanie (21) z réwnaniem na M przy tych samych wa-
runkach brzegowych otrzymamy
(22) 2= CpS1S;.

Nalezy wiee wyznaczyé ( z réwnania (21). Mozemy uproscié obliczenie
i rozwiazaé réwnanie (20), a nastepnie do wyniku podstawié za Z¢ i 4, od-
powiednio A Zy/L i A,V LJE,.

Dla wezléw 1, 2, 3 i 4 otrzymamy uklad réwnan

_ _ M, 2 _ _ M,
2004w —L—wh=g'f, - 2@h 204 —L=g
~ ’l[,l
—oiig) +2E2(1+x2>—72z4_M2;§ _2%2(:‘2-2:3+2§4(1+x2)_ 5
1 2
gdzie =
}22.—&
iy
1/

Rozwigzujac ten uklad otrzymamy &, &, §; 1 §,, a po podstawieniu
do (22) odpowiednio #z, 2, 2; 1 2,. W ten sposéb otrzymamy pierwsze
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przyblizenie ugiecia plyty I w punktach 1, 2, 3 i 4. Dalsze przyblizenia
otrzymamy zageszczajac siatke I przez przyjecie wymiaréw oczek (a/4, b/4),
(a/8, b/8) itd.

Obliczenie uprosci sie, jezeli bedzie wykonane na szczegdélnych war-
tosciach £, E, 1 L.

Literatura cytowana w tekscie

[1] M. T. Huber, Teoria spreéystoéci, t. 2, Krakéw 1950.

[2] H. Marcus, Die Theorie elastischer Gewebe und ihre Anwendung auf die
Berechnung biegsamer Platten, Wrocltaw 1921,

(8] W. Nowacki, Pasmo plytowe ortotropowe, Arch. Mech. Stos., t. 3, 3-4,
Gdansk 1951.

[4] H. Marcus, Die vereinfachte Berechnung biegsamer Platten, Berlin 1929.

PesawowMme
13 TEOPUH OPTOTPOIIHBIX IIJJACTHHOK

B paGore mpuBejeno TpaHCHOpMAIA, CBOAAIIY0 KBAa3H-GHTapMOHHIECKOe YpaB-
HeHHe IOBePXHOCTH IpormGa OpPTOTPONHON ITACTHHEM K IBYM YDABHEHHAM ¢ 9a-
CTHEIMH IIPOMBBOJHEIMA BTODOTO IIOPHA/KA, U3 KOTOPHIX OZHO ABIAeTcA I'apMOHH-
gecknM. Tagkoe TpefcTaBIeHAe YpPaBHEHHS IOBePXHOCTH Hporu6a OpTOTPOIHOMH
IIACTHHEN MO3BOAAET HMCIIOIB30BATH JBYCTEIEHHBIH MeTof, MpHMeHAeMEIl B pacie-
Tax MB0TPOIHEIX ILTACTHHOK, TAKKe W E pacdeTaM OPTOTPOIHBIX IIACTHHOK. DTOT
METOJ, COCTOMT B MOCIEAYON[AX peMeHHIX ABYX YpaBHeHHI ¢ UacTHHEIME IIPOH3-
BOJIHEIME BTOPOr0 TOPSAKA, BMECTO OJHOTO YPABHEHHS YeTBEPTOro IMOpPAAKA.

Summary

FROM THE THEORY OF ORTHOTROPIC PLATES

The paper brings a transformation reducing the quasi-biharmonic equa-
tion of the surface of deflection of an orthotropic plate to two partial differen-
tial equations of the second order, one of which is harmonic. Such a way of
expressing the equation of the surface of deflection of an orthotropic plate
permits the use of the two-stage method as used for isotropic plates, and
which consists in a successive solution of two partial differential equations
of the second order instead of one equation of the fourth order.

Praca zostala zlozona w Redalkcji dnia 28 paZdziernika 1953 r.
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1. Mysl przewodnia metody

Wiele zagadnien matematycznej fizyki sprowadza si¢ do rozwigzania
réwnania rézniczkowego Poissona

2u Qz_u

(1 5;2—1‘ — P,

9y2=
w ktérym « jest poszukiwang funkcja zmiennych x iy, a p dang funkcja
tych zmiennych. Réwnanie (1) ma by¢ spelnione w pewnym obszarze ogra-
piczonym krzyws G.

Na tej krzywej funkcja » spelnia nastepujace warunki brzegowe:

(a) na czesci krzywej G funkeja « przyjmuje z goéry zadane wartosct
brzegowe % (gdzie u jest funkcja punktu na krzywej G),

(b) na pozostalej czesci krzywe] G pochodna du/dn w kierunku ze-
wnetrzne] normalnej z przyjmuje zalozone z géry wartosei p (gdzie p jest
funkecja punktu na krzywej G).

Takie réwnania wystepuja np. w ruchu bezwirowym cieczy idealne),
w zagadnieniu przewodnictwa ciepla, w teorii skrecania pretéw pryzma-
tycznych, w teorii zginania plyt, w teorii potencjalu i innych.

Roéwnanie (1) przedstawia takze przesuniecia poprzeczne membrany roz-
pietej na krzywej G, obciazonej ci$nieniem p, przy sile rozciggajacej mem-
brane réwnej 1. Brzeg membrany otrzymuje przesuniecia u, a sila, ktéra
ten brzeg dziala na membrane, wynosi 7 (por. [1], § 137).

Ta ostatnia interpretacja réwnania Poissona, jako najbardziej obra-
zowa, sluzyé nam bedzie przy dalszych rozwazaniach.

Istnieje wiele metod rozwigzania zagadnienia membrany. Przy prostych
ksztaltach krzywe] G z powodzeniem stosuje si¢ metody analityczne, ktére
jednak praktycznie zawodza dla nieco bardziej zlozonych ksztaltéw. Naj-
bardziej uniwersalna i dogodng dla obliczen praktycznych okazala sie me-
toda réznic skoneczonych (por. [2], rozdz. 3).

Wedlug metody réznic skorczonych obszar membrany pokrywamy
siatka kwadratowa o boku a (rys.1) réwnolegle do osi # i y. Prowadzimy
przekatne tej siatki (linia kreskowana, rys. 1), ktére utworza drobniejsza
siatke uko$na. Wzdluz tych przekatnych prowadzimy linig lamana, jako
przyblizenie linii brzegowej membrany. Znaczymy wszystkie wierzcholki
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kwadratéw siatki zasadniczej, lezace wewnatrz tej linii lamanej oraz na
niej. Pierwsze z nich nazywamy wezlami wewnetrznymi, drugie wezlami
brzegowymi. Wszystkie wezly laczymy «pretami» wzdluz zasadnicze] siatki
kwadratowej. Wszystkie prety muszy lezeé¢ wewnatrz obszaru objetego linig
lamang. W ten sposéb niektére sasiednie wezly brzegowe (np. 4 1 B) beds
polaczone ze sobg pretem, a inne (np. C i D) nie beda. Zamiast szukad
funkeji # w calym obszarze membrany ograniczymy sie jedynie do wyzna-
czenia Je] przyblizone] wartosci w wezlach siatki. Obciazenie p ciagle za-
stepujemy silami P skupionymi
w wezlach wewnetrznych, przy-
padajacych na obszar kwadratu
o boku a, ktérego dany wezel
jest $rodkiem (np. w wezle £
na rys. 1 umieszczamy wypad-
kowsa sil przypadajacych na za-
kre-kowany kwadrat). Podobnie
sily krawedziowe p zastepujemy
sitami 2 skupionymi w wezlach
e > brzegowych (np. w wezle F'sila P
Rys. 1 jest wypadkows sil krawedzio-
wych, dzialajacych na wykreslong
grubg linig odecinki linii lamanej). Oczywiscie im siatka jest gestsza, tym
dokladniej mozemy okresli¢ sily P i tym dokladniej przesuniecia wezléw u
oddadza przebieg funkeji # w calym obszarze.
Wedlug zasad rachunku réznic skoniczonych réwnanie (1) przeksztalca
sie na

€) P=nu —2”3’

w ktérym P i «# odpowiada sile i przesunieciu jakiego$ wezla siatki, n jest
liczba pretéw wychodzacych z tego wezla, u; przesunieciami w wezlach
polaczonych pretami z wezlem rozpatrywanym 1 wreszcie sumowanie roz-
ciaga sie na wszystkie tego rodzaju wezly sasiednie. Tak napisany wzér (2)
przedstawia warto$¢ sit nie tylko w wezlach wewnetrznych, ale réwniez
w wezlach brzegowych. Dla kazdego wezla mozemy zatem napisxaé po jednym
réwnaniu (2). Rownan bedzie tyle, ile jest wezléw. Rozwigzanie postawio-
nego na wstepie réwnania rdézniczkowego sprowadza sig teraz do zadania
nastepujacego:

(a) w niektérych wezlach (bedziemy je nazywali stalymi) podane sg prze-
suniecia ,

(b) w pozostalych wezlach (ktére nazywaé bedziemy ruchomymi) zalo-
zone sg sily P.
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Nalezy obliczyé przesuniecia u wezléw ruchomych i sily P w wezlach
stalych tak, aby byly spelnione réwnania (2) dla kazdego wezla.

Gléwng trudnosé stanowi pierwsza cze$é tego zadania, to znaczy okre-
§lenie przesunie¢ wezléw ruchomych. Trudno$é polega na rozwigzaniu ukladu
réwnan typu (2), ktérych jest tyle, ile jest wezléw ruchomych. Trudnosé
jest natury rachunkowej, spowodowane] duza ilo$cia niewiadomych. Jedna
z licznych metod rozwiazywania ukladéw réwnan tego rodzaju jest znana
iteracyjna metoda Seidela, (3]. Southwell, [4], nadal jej interpretacje fi-
zyczng 1 rozpowszechnil pod nazwa «relaksacji» (tzn. odcigzania).

Idea metody relaksacji jest nastepujaca. Wyobrazmy sobie, ze membrana
zostala obciazona w wezlach silami danymi P. Nadajemy dowolne przesu-
niecia 2’ ruchomym wezlom siatki, podpierajac je (w mysli) na podnosni-
kach. Jesliby przesuniecia te byly takie, jak tego wymaga rozwiazanie, to
sily obciazajace P zostalyby calkowicie zréwnowazone silami rozciagajacymi
membrane 1 podno$niki nie przenosilyby zadne] sily. Wlasciwe polozenie
podnoénikéw (a tym samym przesuniecia ) poznamy wiec po tym, Ze
reakeje podnos$nikéw beds réwne zeru. W dowolnym przypadku reakcje te
nie beda jednak réwne zeru 1 na ogél wyniosg

(3) AP =P — nu' —{—211;.

Reakcje powstaja bowiem jako nadwyzka sily P nad sila P'=nu'—Yug
s

wyliczona z (2) dla przesunieé u'. Proces relaksacji polega na przyjeciu
pewnego dowolnego polozenia podnos$nikéw i nastepnego takiego ich prze-
suwania, aby malaly reakcje AP. Najproscie] uzyskamy to w ten sposéb,
ze przesuniemy pojedynczy wezel, -w ktéorym wystepuje najwieksza reakcja,
o pewng wielko$é Aw, pozostawiajac inne wezly nieruchome. Przesu-
niecie to dobieramy tak, aby towarzyszyl mu w przesuwanym wezle spa-
dek warto$ei sily o ndu do mozliwie malej wielkosci. Z (2) wynika, ze
temu spadkowi towarzyszy¢ bedzie jednoczesny wzrost reakeji w wezlach
sasiednich o wartosei Au. Wyglada to tak, jakby z wezla poruszonego prze-
sunieto wzdluz pretéw sile Au do kazdego wezla sasiedniego. Mozna do-
wiesé, ze przesuwajac za pomoca tej metody coraz to inne wezly, mozemy
uzyskaé¢ spadek sil AP we wszystkich wezlach ponizej zalozonej dowolnej
wartoscl. Innymi slowy, mozemy znalezé rozwiazanie ukladu réwnan (2)
z dowolng, z géry zalozong dokladnoseia.

Ten tok postepowania znalazl swéj wyraz w rozmaitych sposobach ta-
belarycznego prowadzenia rachunkéw iich zapisywania. Proponowana przez
nas metoda, ktérg nazwaé mozna metoda «szachéw relaksacyjnych», zaste-
puje zapisy latwiejszymi i szybszymi od nich ruchami pionkéw po odpo-
wiedniej tablicy.
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Wyobrazmy sobie, ze tablica ta ma ksztalt siatki z rys. 1 i ze obliczono
wedlug (3) wielko$ci AP, ktére nalezy «wygasié». Polézmy na kazdym we-
zle taka ilo$¢ «kamieni», ktéra (wedlug pewnej umdéwione] wartosci, przy-
pisywanej pojedynczemu kamieniowi) obrazowaé bedzie sily AP.

Wéwezas nadajac jakiemus wezlowi dodatnie przesuniecie Aw, réwne
wartosci pojedynczego kamienia, bedziemy musieli przesunaé¢ z tego wezla
po jednym kamieniu do wezléw sasiednich, wzdluz pretéw siatki (wediug
rys. 2, na ktérym wezel poruszany zaznaczono punktem pogrubionym, a prze-
suniecia kamieni — strzalkami).

Regula ta sluszna bedzie dla wszystkich wezléw ruchomych siatki, na-
wet dla brzegowych, ktére polaczone sa z innymi wezlami mniejsza iloScia
pretow (rys.26, 2¢ 1 2d).

Jezeli nadamy jakiemu$ wezlowi

T, T} T; jednostkowe przesuniecie ujemne, to
—g #T. 6—— o ruch pionkéw bedzie przeciwny.

% i Z tego zasadniczego przesuniecia

e lb e d- pojedynczego wezla o jednostke wy-

Rys. 2 prowadzamy przesuniecie «blokowe»

calej grupy wezléw ruchomych o jed-
nostke. Niech na rys.3 linia kreskowana, przechodzaca przez srodki pre-
téw, wydziela z siatki zakreskowany obszar, w ktérym wszystkie wezly
doznaja réwnoczesnego przesuniecia jednostkowego dodatniego. Wowczas
wszystkie ruchy kamieni wewnatrz tego obszaru znosza sig¢ nawzajem i, w re-
zultacie, nalezy z rozpatrywanego ob-
szaru «zsunaé» tylko po jednym ka-
mieniu poprzez kazdy pret przeciety
linig ograniczajacs obszar.

‘Widzimy, ze przesuwajac kamienie
wedlug tych zasad i notujac odpo-
wiednio przesuniecia wezléw mogli-
bysmy proces prowadzi¢ tak dlugo,
az zniknyg wszystkie kamienie z sza-
chownicy, co oznaczaloby calkowite _
wygasze?llie sit AP. Po.vvst,aja2 jednakze Rye, 8
nastepujace zastrzezenia:

1) aby proces doprowadzal do dokladnego wygaszenia sil, jednostka od-
powiadajaca jednemu kamieniowi powinna byé¢ mala i, co za tym idzie, ilo§é

| ! A |

o
7 Kf/Z///Z 2]3/44

X0 7///%»{?7‘ [

I

kamieni duza;

2) opisany sposéb nie uwzglednia mozliwosci powstania w wezlach ujem-
nych sil.

Obydwie trudnosci zostaly pokonane.
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Pierwsza udalo sie pokona¢ w ten sposéb, ze poczatkowo przyjmuje sie
duza warto$¢ jednostki kamienia i proces relaksacji prowadzi sie¢ dotad, az
sity AP zmniejszg sig o polowe swe] poprzedniej wartosci. Wtedy naste-
puje zamiana warto$ci kamienia na dwukrotnie mniejsza, ilo§é kamieni zo-
staje podwojona i relaksacje prowadzi sie znowu az do zmiejszenia sil AP
o polowe. W ten sposéb, zmniejszajac stopniowo warto$é¢ «piondw», mo-
zemy osiagnaé dowolna dokladno$é wygaszenia sil. Podobne postepowanie
przys$piesza réwniez proces relaksacji, gdyz poczatkowo, gdy sily AP sa
duze, ruchy pojedynczego kamienia wygaszaja je szybciej; pod koniec, gdy
sity AP sa male, wygaszanie jest bardzie] precyzyjne.

Tablica 1

Wielkosé pojedynczego kamienia

Ilo$¢ kamieni 5. 10" [ 2.10" 1.10"
na szachownicy

Wielkosé sily, ktora reprezentuja
kamienie na szachownicy

0 —20.10" | — 8.10" | —4.10%
1 —15.10n | — 6.100 | —3.107
2 | —10.10" — 4.107 —2.107
3 | —5.100 | —2.100 | —1.10
4 ‘ 0-10" 0- 107 010"
5 4+ 5100 | + 2.100 | +1-107
6 % +10-107 | + 4.10% | +2.10
7 | +15.10% + 6-10 +3.10n
8 | 420.10n | + 8.107 | +4.10
9 +95-100 | +10-10® | +5.10n

Drugsa trudno$é opanowano w ten sposéb, ze do ilosci kamieni, obrazu-
jacych wielkos$é sily AP, dodaje sie liczbe stala (4 sztuki).

W ten sposéb powstaje tablica 1, w ktérej, dla prostoty rachunkéw,
stosuje sig stopniowanie wielkos$ci kamienia wedlug szeregu: 500, 200, 100,
50, 20, 10, b, 2, 1,..., wygodniejszego w rachunkach od $cislego polowie-
wienia tych warto$ci. liatwo zauwazyé, ze jezeli we wszystkich wezlach,
w toku przesuwania kamieni, pozostana ilosci kamieni odpowiadajace silom
AP=(—1,0, 41, 42), to dalsze przesuwanie kamieni nie zmniejszy tych sil.

Na podstawie tej zasady mozna latwo udowodnié, ze przy pomocy dzie-
wieciu kamieni daje sie uzyskaé wszystkie mozliwosci wyrazenia sif AP
przez kamienie, a po zakonczone] relaksacji mozna przej$é do nastepne]j
ich wartosei.
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2. Technika rozwiazywania zadan metoda szachéw relaksacyjnych

W tym rozdziale postaramy sie¢ w mozliwie zwiezly sposéb przedstawié
praktyczna strong rachunku. Podamy jg w formie pewnego rodzaju «regu-
laminu gry», ktéry ulozony zostal z ta mysla, aby zasady wylozone w po-
przednim rozdziale uja¢ w mozliwie prosty i jasny schemat. Wedlug tego
schematu zadanie moze by¢ rozwiazane réwniez przez kogo$, kto nie zna
zalozen teoretycznych, jezeli nastepujace punkty 1, 3, 4 i 5 zostana ulo-
Zone przez stawiajacego zagadnienie.

(1) Majac do rozwigzania réwnanie (1) z warunkami brzegowymi (a)1i (b)
trzeba zdecydowac sie na wybdr gestosci siatki i narysowaé jg wedlug
rys. 1, zaznaczajac wyraznie wezly i prety. Nastepnie nalezy odrézni¢ wezly
stale od ruchomych za pomocy réznych oznaczen (np. czerwonym kolorem).

(2) Narysowaé tuszem lub atramentem siatke w takiej skali, aby jej bok
wynosil okolo 8 cm (rysunek moze nie byé bardzo staranny). Srodki
pretow polaczyé tak, aby utworzyla sie szachownica ukos$na, pokazana na
rys. 4. Zacieniowaé szaro pola szachownicy odpowiadajace wezlom rucho-
mym, a czarno — wezlom stalym. Szare i czarne pola beda stuzyly dla
ukfadania i przesuwania kamieni. Kazdemu szaremu i czarnemu polu odpo-
wiada pole biale, usytuowane wzgle-
dem niego jak na rys. b, w ktérym

rejestracja ruchow
kamient

Rys. 4

prowadzi¢ bedziemy zapisy. W polu tym bedzie kolumna zapiséw sil P,
kolumna zapiséw przesunieé u oraz reszta pola do rejestracji ruchéw ka-
mieni.

(3) Dane przesunigcia wezléw stalych wpisaé atramentem na czele ko-
lumny « w bialym polu. Na czele kolumny P wpisaé atramentem dane sily P
w wezlach ruchomych i podkreslié. Dalsze zapisy beda prowadzone oléwkiem.

(4) Wpisaé oszacowane z gruba (np. réwne zeru) poczatkowe wartosci
przesunieé na czele kolumny « wezléw ruchomych.

(5) Obliczyé (najlepiej na arytmometrze) sily AP wedlug wzoru (3) dla
wezléw ruchomych. Sily te wpisujemy w kolumnie P, w podziale na sumy
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algebraiczne, zlozone ze skladnikéw w postaci 5-107 2107, 1-107 (» = liczba
calkowita) tak, aby kazdy skladnik powtarzal si¢ najwyzej jeden raz. Na
przyklad zamiast 3783 wypisujemy kolumne jak nize] z lewe] strony:

(6) Na polach zakreskowanych kladziemy po 4 kamienie. Na

~+ 5000 polach czarnych dowolng ilo$¢ kamieni mozna dokladaé lub zbie-
— 2000 raé w czasie «gry».

Soto (7) Przyjmujemy, ze poczatkowa wartosciag kamienia jest naj-
i ?gg wyzsza liczba wystepujaca wéréd podzialéw AP na skladniki
— 90 (wedlug p. 6). Liczby te przekreslamy i

4+ 5 (a) dodajemy na polu szarym jeden kamien, jesli byla ona
— 2 dodatnia,

(b) zabieramy z tego pola 1 kamien, jesli byla ona ujemna.
(8) Przystepujemy do przesunieé relaksacyjnych. Beda na nie sig skla-
daly nastepujace przesuniecia zasadnicze :

(a) przesunigcie pojedyncze dodatnie (rys. 6a); jest to przesuniecie
po jednym kamieniu z rozpatrywanego pola zacieniowanego na sgsiednie
pola zacieniowane (ruchome albo stale), przy jednoczesnym nakresleniu
w prawym goérnym sasiednim polu pionowej kreseczki |, rejestrujacej to
przesuniecie (na rysunku 6a wystepuja cztery pola sasiednie, ale moze ich
byé na brzegu mniej);

Rys. 6

(b) przesunigcie pojedyncze ujemne (rys. 64), przeciwne do poprzed-
niego; piony majg przeciwny ruch, a kreseczka rejestrujaca jest pozioma —;
(c) przesuniecie grupowe dodatnie; wykonujemy je w trzech fazach.

Faza pierwsza. Zsuwamy z pél zacieniowanych na brzegu pewnego ob-
szaru po jednym kamieniu wzdluz pretéw, wykonujac polowe przesuniecia,
tzn. pozostawiajac kamienn w narozniku na granicy pomiedzy polem, z kté-
rego go zsuwamy, a polem, na ktére go nasuwamy (rys. Ta).

Faza druga. Kamienie zatrzymane w pél drogi wyraZznie wydzielaja pe-
wien obszar z calodei siatki. W bialych polach, odpowiadajacych polom
zacieniowanym (z prawej strony u géry), objetych tym obszarem, wpisujemy
po jednej kreseczce pionowe] | rejestrujacej to przesuniecie (rys. 7d).
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Faza trzecia. Koriczymy przesuniecie zapoczatkowane w pierwszej fazie.
Rozbicie tego przesuniecia na trzy fazy ma na celu zapobiezenie omylkom
przy zaznaczaniu kreseczek rejestrujacych.
(d) Przesunigcie grupowe ujemne. Ruch pionkéw jest przeciwny
w stosunku do poprzedniego przypadku. Kreseczki rejestrujace sg poziome
zamiast pionowych.
(9) Proces relaksacyjny prowadzimy tak dlugo, az
(a) przecigtna ilos¢ kamieni W wigkszych czesciach szachownicy wy-
niesie dla jednego wezla ruchomego cztery,
(b) ilo$¢ kamieni w kazdym wezle ruchomym wynosi¢ bedzie od 3
do 6 wlacznie.
(10) Po zakoriczeniu relaksacji przystepujemy do zapisania rejestrowanych
przesunigé. Kazdej kreseczce pionowe] odpowiada przesuniecie dodatnie,

réwne wartosci jednego kamienia, a kazdej kreseczce poziomej — przesu-
nigcie ujemne. Kreseczki pionowe znosza sig z poziomymi i dlatego mozemy
zapisywaé je jedna na drugiej (rys. D), tak ze powstanie krzyzyk . W ra-
chunku bierzemy pod uwage kreseczki nieprzekreslone. Wartoé¢ tych kre-
seczek dodajemy do stojace] wyze] warto$ci przesuniecia 2’ 1 zapisujemy
pod nig (w kolumnie #) jako nowe przyblizenie przesuniecia .

(11) Zmieniamy wielko$é pozostalych na szachownicy kamieni na na-
stepng nizsza wielkosé z szeregu 1, 2, b, 10, 20, 50, 100, 200, 500....

Postepujemy tu wedlug tablicy 2.

(12) Dodajemy dodatkowe kamienie tak jak w p. 7, skreslajac z zapisu
rozwiniecia AP, otrzymanego na poczatku, rownowazng wartosé.

(13) Prowadzimy znowu relaksacje wedlug p. 8 1 9, obliczamy zarejestro-
wane kreseczki wedlug p. 101 przeprowadzamy wymiane wedlug p. 111 12.

(14) W rezultacie otrzymujemy ciag wartosci przesunieé, zapisywanych
w kolumnie #, 1 jednoczesnie skreslamy kolejne liczby podzialu AP. Proces
zatrzymujemy wowczas, gdy osiggniemy juz zadana dokladnosé.

(15) W czasie rachunkéw, po kilku zmianach wielko$ci kamieni, spraw-
dzamy na arytmometrze wyniki. Sprawdzenie polega na tym, ze biorac za
podstawe ostatnie warto$cl # obliczamy wedlug (3) wartosci AP, ktére po-
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winny by¢ réwne sumie wielkosci, reprezentowanej przez kamienie lezace
na polu szarym, i wielkos$ci nieprzekreslonych skladnikéw podzialu P. Spraw-
dzenie to nalezy przeprowadzaé po zakonczeniu relaksacji, gdy wszystkie
kreski rejestrujace sa przekreslone i ani jeden kamien nie lezy na polu bialym.

Tablica 2
Pozostalo Z.amiana
kamieni z po-
przedniej ;
relaksacji 10-10" - 5-10" 5-10" - 2.10" 2-10" - 1-10"
odja¢ 1 kamien oraz Liad oLy
. . . - =
3 odjaé¢ 1 kamien przesuna¢ 1 hamien i i e g£58
na pole biale amnien =l E)
—_ 2563
4 bez zmian bez zmian bez zmian . 5 o=
&g @2
— @3 5@
ST o S02 g
dotozy¢ 1 kamien na B E N
. . )
= . s ole wezla (zaciem- dodaé H o —
5 dodaé¢ 1 kamien p.le .Q, ( o SEPY
nione) i jeszcze 1 ka- 1 kamien S50
. v . ()
mien na pole biale O Nird
dodaé . o : S
6 s dodaé 3 kamienie doda¢ 2 kamienie
2 kamien'e

Jezeli stwierdzimy blad, to nalezy poprawié liczbe kamieni (lub wymazaé
bledny podzial AP i wpisaé nowy). Po zakoiczeniu rachunkéw sprawdzenie
takie jest konieczne.

3. Przyklad zastosowania metody

Pret pryzmatyczny o przekroju prostokatnym o wymiarach 7x9 pod-

dano skrecaniu. Wyznaczyé linie naprezen stycznych w przekroju.

y

Rys. 8 ) Rys. 9

W rozwigzaniu opieramy sig na analogii membranowej, wedlug ktérej
linie naprezen stycznych sa warstwicami membrany rozpigtej na brzegu
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konturu przekroju, obcigzonej réwnomiernie i o przesunieciach na brzegu
réwnych zeru. Membraneg zastepujemy siatka wedlug rys. 8.

Wobec symetrii wystarczy rozpatrywaé jedna éwiartke prostokata. Przy
przesunigciach punkty A i B przesuwaja sie stale jednakowo, a wigc ani jeden

Rys. 10

kamieri nie przejdzie wzdluz preta laczacego te punkty. Zatem wszystkie
prety przecigte osiami symetrii nalezy opusci¢. Dla éwiartki otrzymamy

zatem siatke z rys. 9, na ktérej wezly nieruchome
oznaczono kolorem czarnym, a ruchome — bialym.

Na rysunku 10 widzimy odpowiednig szachownicg
z zapisami. Sily obciazajace przyjeto jako réwne
liczbie 1000. Przesuniecia kamieni prowadzono tak

3239 _ 12765\ 11741 . : : .
Jﬁ’”’ 0 dlugo, az sily zawieraly sie¢ w granicach od —1
< . . . s
U laos7 osws 11‘,2035_‘,0 do + 2. Dokonano tego przy 10 zmianach WIBILOS(I:I.
' i’\ i kamieni. Czas rachunku wraz z narysowaniem sza-
F,,i[@f_ 3@15 '21240 0 chownicy 1 trzykrotnlym jego sprawdzeniem na aryt-
e g ese— mometrze wynosil godzing i 50 minut. Dla poréw-
g 8 88 . . . -
- - Ql nania przeprowadzono rachunki innymi sposobami.

ys. 1

Okazalo sie, ze najszybcie] osiagnieto wynik metods,

«szachéw relaksacyjnychs. Ponadto okazalo sie, ze metoda powyzsza wymaga
od rachujacego najmniejszej uwagi i wysilku.
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Znajac przesuniecia réznych punktéw membrany latwo mozna nakreslié
jej warstwice (rys. 11).
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Pezome

PEIIEHUE ITPOBJEMBI MEMBPAHBLI METOJIOM KOHEYHBIX PA3HOCTEWA
TP MPUMEHEHHUHM CIIEITMAJBHBIX CYETOB

VpaBuenue MemG6pansl (1), B KoTopoM # o603HAUaeT IepeMelieHne, a p Ha-
I'py3Ky, 3aMelmeHo cmeTeMoil ypaBmeHumil (2), m0 H3BECTHOMY MeTOXy KOHEYHHIX
pasHocreil. YpaBHeHue HaIMCcaHO JiId KBajparTHoil pemerku (¢ur. 1), mpuyem jgaer
COOTHOIIEHUS MexAy CHIofl P HArpyskH, IpaAXojduieficd Ha AAHHEIL y3eX pemeTkH,
mepeMeIeHHeM ¢ B HTOM y3lIe, a Takke IleDEMENIeHHAMH g B COCeJHHX Y3Jax.
Pemenune cuereMel 9THX ypaBHeHHWil IIPoMBBOAMTCI METOJOM IIOCIELOBATEIHHBIX
npubmmxennit, HasBagHEIM P. B. CaycBeIIoM «MeTOZOM pelakcanuu». Bmecro
TOro, 91065l IPOUSBOJATH BEIIHCICHHSA TAGIIMIHO, YIOTPEOICHO «IMaXMATHYI0 JOCKY>»
(¢ur. 4) B popMe pemIeTEH, HA KamEIOM y3Ie KOTOPOH IOMENIeHO HEeK0TOpoe KOJH-
4ecTBO KaMHel, COOTBETCTBYWIIee SHAYEHMI0 Y3I0Boil cHIbl P, coraacHo Tabaume 1.
IIpomece pasrpyBKm y3JI0B COCTOMT B MepejBUIAHAU HTHX KaMHEl B cocejHue y3II,
cormacHo ¢ur. 6. B Hagaxe cdyera IpUAAIOT KAMHAM BEHICIIee 3HAUeHHe U ¢ GOXb-
mEM Tpr6ImKeHHeM IOTaNaoT y3I0BEe CHIB. B IOCIefyOIMEX CTajudx IIPHAANT
KAMHSM BCe MeHbIINe SHAYeHHS, IOTalasd OCTATEH Y3IOBBIX CHI ¢ Bee Gorpmred
TOYHOCTHI0. DTOT IIpHeM IIpejcTaBlIeH B (opMe «IpaBHI UI'DEI» , KOTOPEE HA CTOXBEO
IpPOCTE, YTO pelIeH’He Sajadd MOEeT OBITH TOPYYeHO HeEBAJIH(PHIHPOBAHHOMY
BCIIOMOTATeIbHOMY HepcoHaTy. B KOHEDETHBIX CIy4adx O0Ka3aldoch, 9TO HTOT MeTOX
ropasmo MeHee TpyAoeMEuii u TpeGyeT 0T cueTUHKA IOpasf0 MEeHBIIe YCHIHIL.

Summary

SOLUTION OF THE MEMBRANE PROBLEM BY MEANS OF THE METHOD
OF FINITE DIFFERENCES WITH THE USE OF A SPECIAL COMPUTATION
DEVICE

The membrane equation, (1), where # denotes the displacement and p
the load, is replaced by the system of equations, (2), using the well known
method of finite differences. This equation was established for a square net
(fig. 1), and expresses the relation between the load P, corresponding to the
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given nodal point of the net, and the displacements of the neighbouring
points, ;.

The solution is obtained by means of the method of successive appro-
ximations called by R. V. Southwell the «relaxation method». Instead
of computations arranged in table form, a kind of «chess board» (fig. 4)
in the form of a net is used.

On each nodal point of the net a certain number of «stones» is laid,
corresponding to the nodal force P (table 1).

“ The process of relieving the nodal points consists in shifting the «sto-
nes» to the neighbouring points (fig. 6). At the beginning of the computation
higher values are assumed for the «stones» and the nodal forces are sup-
pressed roughly. The values assumed in subsequent stages are progressively
lower, the suppressing of forces becoming more and more accurate. This
procedure is regulated in the form of a kind of «play rules», which are
simple enough to permit the solution of the problem to be passed over to
unqualified personnel.

This method in numerical examples proved to be more rapid than other
methods and at the same time less tedious for the calculator.

Praca zostata zlozona w Redakcji dnia 30 paidziernika 1953 r.
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1. W pracy niniejsze] zajmiemy si¢ zagadnieniem numerycznego wyzna-
czenia wielkosci statycznych (tj. momentéw zginajacych i sil tnacych) dla
zginanej plyty ortotropowej. W szczegdlnosci interesowaé nas beda te przy-
padki ortotropii, w ktérych wspélezynnik ¢ [por. wzér (2.1)] jest mniejszy
od jednosci. Wtedy w réwnaniach (2.4) i (2.5) wystepuja wspdlezynniki
(21 22 zespolone, co w pewnym stopniu komplikuje zadanie.

Otrzymane z réwnan roézniczkowych (2.4) i (2.5) (przy pomocy zasad
rachunku réznic skorczonych) uklady réwnan algebraicznych liniowych
o wspolezynnikach zespolonych rozwiazywaé mozna drogg iteracji; w pracy
przytoczono dwa schematy iteracyjne mogace stuzyé temu celowi.

2. Réwnanie rézniczkowe ugiecia plyty ortotropowej, obcigzonej prosto-
padle do swej plaszczyzny, mozna przedstawié w postaci, [1],

*w 9420 p(x, Y)

: et :
&b 9//4 + Q2292 o Dy

W réwnaniu tym wprowadzono oznaczenia

4
H —
Q=—:1 &= ﬂx
VD:D, l/Dy

Poza tym przez D, i D, oznaczono sztywnosci plyty na zginanie zwig-
zane z kierunkami x 1 y:

3 2 3
memy o, h D mety h_

-Dx= =

mem, — 1~ *12’ memy — 1" Y127

a przez H wielko$é zwigzana ze sztywnoscig plyty na skrecanie:

1(D, 7
H=2< —i—mA)—l-ZC C=156o-

m,

G, jest modulem odksztalcenia postaciowego materialu ortotropowej plyty,
E. i E, s3 modulami sprezystosci w kierunkach osi x i y, m, i m, odwrot-
nosciami wspolezynnikéw Poissona », i #, w tych kierunkach, 7 jest
gruboseig plyty, p(z,y) obciazeniem oraz w ugigciem plyty.
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Réwnanie (2.1) przedstawi¢ mozna w postaci operatorowe)

2 22 22 o2 plx,y)
o 2 © V[ g > —
(2.2) (3y2+ b E)J;Z) (352 +4 9.7c2> " D, -
Tuta]
[B=c+leE—1),

(2.3) | 22— (0 — ’/QE—_—l ).

Jak wynika z réwnan (2.3), rozpatrzyé mozna trzy przypadki w zalez-
noseci od wielkosci parametru g.
Przypadek 1. ¢>1. (3* 1 2* sa liczbami rzeczywistymi i wyrazaja sie
bezposrednio wzorami (2.3).
Przypadek 2. o=1. Wtedy f?=1>=¢% a réwnanie (2.1) przez pod-
stawienie & =¢§ przeksztalci¢é mozna w sposéb nastepujacy:
AAw:Z’(Sgail/) ﬁ_

A4 o
o, G

Jest to réwnanie plyty izotropowe;].

Przypadel 3. ¢ <<1. % 1 2% sa liczbami zespolonymi 1 wyrazaja sie
wzorami
B2 =y + iy,
2=, —ix,,
gdzie B
% = &2, %, = |/1— g2
W granicy, przy o¢=0, co odpowiada zagadnieniu plyty ortotropowej
posiadajace] charakter gestozebrowego rusztu,
P=—B=18,
a réwnanie (2.1) przybiera postaé
4w Hw  plx,y)
b TP ol 4 L
dyt i dxt Dy
W dalszym ciagu rozpatrywaé¢ bedziemy wylacznie plyty na obwodzie
swobodnie podparte. Warunki brzegowe sg w tym przypadku

na wszystkich krawedziach plyty, przy czym = oznacza kierunek normal-
nej do tych krawedzi.

Réwnanie (2.1) mozna za pomocs zwiazku (2.2) zastapi¢ ukladem réw-
nan rzedu drugiego przez wprowadzenie pomocniczych funkey] ¢@(z,y)
1 P(x,y). Takie przeksztalcenie moze by¢ dokonane dwoma sposobami:
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2e vy

(2.4.1) 9y2 P = gt

o2 2w
(2.4.2) o % i 521 = 9@ ),
lub

Ry L,EY  plry)

2w Q2w .
(2.5.2) 7° i ﬁzﬁ =Y(®,Yy).

Na podstawie réwnan (2.4.2) i (2.5.2) latwo wyrazi¢ mozna pochodne
Wy 1 Wy, za pomoca funkeyj @(x,y) oraz y(z,y):

lw P —

32 312
2.6) dx p—a

Puw_fo— 2y

dy? - ‘32__12_'

Momenty 1 sily tnace w plycie ortotropowej obliczymy z nastepujacych
wzoréw (por. [1]):

2w Rw
wa - — Dx (W ‘Vy ’azz),
o w 92
d [2w
sz— xax[aaz (DX J+ZC) ayzlv

. d [Pw
fyz= DyaJ [ ( 1]'”.X+2C)'_:|

Widaé stad, ze zadanie sprowadzi¢é mozna do wyznaczenia z réwnan
(2.4.1) 1 (2.5.1) funkeyj @(z,%) i ¥(x,y), przy ich bowiem pomocy nie trudno
juz na podstawie zaleznosci (2.6) i (2.7) obliczyé poszukiwane wielkosci
My My, T, 1 T,

3. Obecnie zajmiemy sie kwestia rozwiazania réwnan rézniczkowych
(2.4.1) 1 (25.1).

Nie bedziemy si¢ zatrzymywali nad przypadkami ¢>1 i ¢=1, gdyz
rozwigzanie réwnan rézniczkowych dla @(x,y) i ¢(x,y) uzyskaé mozna wie-
loma znanymi sposobami. Interesuje nas natomiast przypadek, gdy ¢ <<1,
a rownania (2.4) i (2.0) przybieraja postac

92 »

(3.L.1) "’+(n1Tm2>ax2 ot
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2w o2

53 . \© w -
(313) E)—qz + (Kl = 212) 9;2 =@,
32 ) Ak}
(3:2.1) o e — =1
gy
< 32w 5 82w
() 5T Fin =

Poniewaz w(x,y) (ugiecie plyty) przybiera¢ moze tylko wartosci rzeczy-
wiste, to z réwnan (3.1.2) i (3.2.2), napisanych w postaci
Rw ?w . Pw
q):(5ﬁ ?‘1ﬁ>— bhe g2 !
22 2 2
widaé, ze @(x,y) 1 P(x,») sa funkcjami zespolonymi sprzezonymi. Wprowa-
dzajac wiec dwie nowe funkeje rzeczywiste @(x,y) i @(x,y) mozemy napisaé
{ =0 —il.

Widaé stad, ze dla wyznaczenia poszukiwanych funkeyj ¢ i ¥ wystar-
czy znalezé jedng z nich [np. ¢ z réwnania (3.1.1)]; druga funkcja — w da-
nym przypadku ¢ — okreslona jest juz w ten sposéb jednoznacznie przez
prosta zalezno$é (3.3). Podstawiajac zatem zaleznosé (3.3) do réwnan (3.1.2)
i (3.2.2) otrzymujemy wzory analogiczne do (2.6), ktére przedstawiaja po-
ehodne funkcji ugiecia plyty przez funkcje @(z,») i T(x,y):

3.3)

Rw __!D'

o2 el —o
(3.4) L i—e

*w __ e v

dy? J1—e?

Wzory powyzsze upraszczajs sie jeszcze bardzie] w przypadku szcze-
gb6lnym ¢ =0 (ortotropowy ruszt gestozebrowy). Otrzymamy wtedy
2w U Rw
dar g’ FI
Obecnie rozpatrzymy sposoby wyznaczania wartosci D(x,y) 1 U(x,y)
z réwnan rézniczkowych (3.1.1) i (3.2.1). Zastapimy te ostatnie ukladami
réwnan algebraicznych liniowych postugujac sie znanymi zasadami rachunku
réznic skonczonych (por. [2]):

Fox,y) Aoy 1
dy? = A2 = 21-2‘;/ ((Px,y-i-l —2 Px,y + (Px,y—l);

G 2o(x,y) Apxy) 1
gx?.,l & sz’ =E(¢x+i'y — 2@y + Prt,y)-
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Zmaczenie uzytych tuta] symboli wyjasnia rys. 1.

Warunkiem brzegowym dla ¢ bedzie — ze wzgledu na swobodne pod-
parcie brzegéw plyty — @ =0 na calym obwodzie. Z tego samego wa-
runku wynika dale] réwno$é ¢@(P)=— @(P*), gdzie P i P* sa punktami
zwierciadlanego odbicia wzgledem dowolnej krawedzi plyty (por. rys. 1).

.
| |
| |
o Pyyer
| |
o)) | i
E E 90)(-1,y Sox,y Px +1y j
Q | |
! i { Pry-1 P SO(P‘ !
| |
I S
Wep e e e [P 4 5
ﬁ—AX-—» A
= q=2mAx - = =
Rys. 1 50/ /
Przy wieksze] ilosei oczek siatki rozpostartej na plycie — dla zwigk-
szenia dokladnosci obliczen — mozemy postuzyé sie wzorami $cislejszymi

Po(x,y 1 ; . .
(gxg ) R 19 4%% (— Pxtoy+16@rts,y— 30 @ry +16@r—1y— Pr2y),

P, y) 1
22 T 124% (— Pxyte+16Puyt1—309ry 4169y 1 — @iy o).

(3.5.2) I

Podstawiamy teraz wyrazenia (3.5), na przyklad (3.'5.1), do réwnania
(3.1.1). Otrzymamy w ten sposéb

(3.6)  (Prgt1 + Pry—1) - 72(% i %) (Prt1,y + Pr—1,p) e
+ [—2— 27‘2(”1 + i“2)](px,y = Qx,y»

Tutaj
__p@y) 4, N
Qx,y = —Dy Ayv }_A.’L‘.

Dla plyty prostokatnej o bokach « i b, o ilosci oczek siatki 4mn (por,
rys. 1), bedzie

_pla) (o) _bm

Dla tak podzielonej plyty napisa¢ mozemy (2m—1)(2% —1) réwnan
typu (3.6), t]. tyle, ile jest niewiadomych wartodci g, ,.
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4. Przedstawimy obecnie pierwszy sposob iteracji ukladu réwnani pie-
cioczlonowych typu (3.6) nie rdznigcy sie zasadniczo od sposobu iteracji
ukladéw ze wspdlezynnikami rzeczywistymi.

Posluzymy sig prostym przykladem ply-
ty kwadratowej obciazone] réwnomiernie. Ze

: P |9Y (Y
|
I
-~ ¥, & P.
|
Py ¥s YPa

W ukladzie réwnan (4.1) wyrazamy kolejne

wzgledu na symetrig zagadnienia przy podziale
plyty na szesnascie kwadratéw otrzymamy tylko
cztery niewiadome wartosci funkeji ¢ (rys. 2).

Wypisujemy réwnania (3.6) dla punktéw 1,

Oznaczenia ¢

na rys. 3.

dome. Otrzymamy w ten sposéb

el =
(4.1)

2,31 4. Otrzymamy przy prostych zalozeniach
1 ¢=1 uklad

q’g"l"(pd"i_l‘.(‘pl"'(pp;)*2(1+’.)¢)k =]
(=1 d):

przyjeto wedlug schematu

pr przez pozostale niewia-

. Tablica 1
' ! ' ’ ! ‘ 2 iteracja
SUNRSES [/ i E o — -
o) ¢ wﬁ” ' ‘ l ' 1 iteracja
0
d5(10) ¢ QLO) Q);o) g (1)‘5-)0) ' Q(30) ¢ wg)) !15‘40) | i Qf§o) ‘ przybl. wstepne
P1 P2 , Ps P4

- - B l; 713 Bz ! o B | Tyu
Ba 7 Va1 == ‘l == By ) Va3 Bas ‘ i Va4 uklad ’
B3 iy P32 tYs - — B, ‘ T Yy Lowlan
[ @ Yar Bya O3 o — | =

1 iteracja

+ F1o : 2‘710 ’ l
1 ;a1
o) | igd

| 7 I 2 iteracja
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(4.2

stepujacy w Z-tym réwnaniu przy @, oznaczono przez
Przyjmowanie wstepnych,
(0)
k

=@ iU

ﬂkm + z.'}’km
blizenn g

wych jest przeprowadzona w tablicy 2

.
|

P1

P = (1
Psi— (1
Qo= (1 —

=G+ 44—

+’ He+ G —
e+ &+

7)‘79 + (&

10 +(—1+199
1o E—1-Fida

+ateat+—1+1% ’)’Iv
109 +(—1+ e

Ogdlny schemat iteracji ukladu réwnan typu (4.2) jest
przedstawiony w tablicy 1. Wspélczynnik zespolony wy-

©)

zerowych przy-

oméwimy w p. 6.

Iteracja ukladu réwnan (4.2) na liczbach szczegélo-

Tablica 2

&)

<

Y
Rys. :

(SL]

0,3% 1 0,3%|

0,2°, |

0.2°f, | 020,

Qu/n !

0,1% | 0,1% |blqd

| —L17 [+ 1,174 —0,%85 | 409154 | — 0,915

+0,835 4| —0.6675 |+0,6675¢ | 3 iteracja

‘—1,1‘-;|+1,w | —083 | 4092 i -092 |+083i | —0.665 [40.665 @ | 2 iteracja
—].18|+l.1b’i1‘ —0.84 | -4091 |- 091 f+0,s4 i | —0,67 |+0.«;7 i| 1 iteracja
—1,31 [41,814 —0,93 | 40,93 | —0,93 |+0,9:s z’l —0,66 I‘*jf’j‘f;_ K fv;gggjeﬂiﬂ
P l P | Ps I Pa
| 05 | —05 ¢ |
0,25 025/ | 056 —057 | gklad
0,25 ~ 0254 | 05 0,5 | réwnar
- ]_' 025 —0.25 ¢ | 025 025 |
—0465—0,465| —0,295 40295 |—0295 40,295 | —021 40,21
—0,46540,465| —0.295 —0,295 | 40295 -+0,295 | 40,227 40,227
—0465 40,465} —0.33 40,33 | —0,33 - 0.33 —0227 —0,227 1 iteracja
40,465 +0,465( +0,38 40,33 |—033 40,33 |—021 4021
+|—025 4025 |—02 4025 |—025 4025 |—02 4025
—1,18 41,18 | 0,84 4091 | 091 40814 |—0,67T 40,67
—042 —0,42 | —0,29 40,29 |—029 40,29 |—0,2075 40,2075
—0,455 40,455 — 0,29  —0,29 [40,29 4029 | 4023 4023
—0,455 +0,455! --0,335 40,335 | - 0,335 —0,335 | —023 —0.23 2 iteracja
40,42 4042 | 40335 40335 |—0335 40335 | —0,2075 40,2075
+—025 40,25 [ —025 4025 [—025 4025 |—025 4025
—1,16 +1,16 |—083 4092 |-092 4083 |[—0,665 40,665
—0,415 —0,415| —0,2925 +40.2925 40,2925 | —0,2087 —+0,2087
—046 4046 | —0,2925 —0.2925 40,2925 | 40,2287 40,2287
- 0,46 4046 | —0,3325 40,3325 —0,3825 | —0.2287 —0,2287 | 3 iteracja
40415 4-0,415| 40,3325 40,3325 40.3325 | —0,2087 40,2087
+|—025 4025 | —025 40,25 402> |—025 40,25
|-1,17 +1.17 | —0,835 +0915 40,835 | —0,6675 40,6675
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5. Oméwimy teraz drugi sposéb iteracji ukladu réwnan typu (3.6). W tym
celu, podobnie jak poprzednio, przeksztalcimy uklad réwnan

Zakmq’m:% (o =1,2, . s n),
m=1

gdzie a, sa to wspélezynniki zespolonme, na uklad analogiczny do (4.2).
Otrzymamy

1 n
P = a_kk(gk_mzz;akm(pm) (k=1,2,...; IZ)
m#k
Oznaczajac
q :
X — Bro~+ i¥h0,
Akk
a .
— km —+ Yk,
Ark
otrzymujemy

le "I" iwk = ﬁko + i)’k() +2 (ﬂkm djm — Ykm wm) + i(ﬁkm wm + Yem djm)

m=1
m¥#k

(k=1,2,...,m).

Rozdzielajgc teraz w powyzszych réwnaniach cze$é rzeczywists i urojong
otrzymamy dwa uklady réwnai w nastepujacej postaci

(51) D) = ﬁko +2 ‘Bkm D, '—‘2 Ykm /S
Bk Bk
n n (k=1,2,...,n).
(52) wk = Yko +2 ﬁl.'m wm +Z Y km (pm)
9 Pk

Po ustaleniu poczatkowych wartosei o0 i BV przeprowadzamy iteracje
na przemian przy pomocy ukladu (5.1) i (5.2).

W zestawieniu ze sposobem opisanym poprzednio sposéb dopiero co
przedstawiony ma te zalete, ze pozwala uniknaé mnozenia przez siebie liczb
zespolonych. W zwiazku z tym stwarza on mniej okazji do popelnienia po-
mylek liczbowych i upraszcza postepowanie rachunkowe.

Przyklad iteracji na liczbach ogdlnych podaje tablica 3, za$ szczegélowe
obliczenia dla sze$ciu niewiadomych tablica 4.
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Tablica 38

2 1 ’ 2 | 3 ’ 4 | ¥
e | a@) | o) | oo | [ 70 | 720 .70 | 740 Fwo | wo) |[we | we |
! ? oD l’ P % 8, | s ; so | v | w0 ] !
l l} o | o0 | @, s, | b | fas w, | wO |
O PP I L
| ala e | EP
] |-w ) o, | 7 | 7 |’ o | @ | @ | a®
I N e L B O R I O O
{ ' _p| _u, ;,1;1 ii = 7,‘: ([,: 0 l o) S
e e e
{_vpa) —PR|—PD) tp(o‘] Bio | s ’ B0 ] Bro I | oo l @) ]q)(z) | O6) |

W przykladzie liczbowym przyjeto plyte w ksztalcie prostokata o sto-
sunku bokéw 4:6 (rys. 4), zas wszelkie stale przyjeto w ten sposéb, ze
réwnanie (3.1.1) przybiera postacé

)

PRy . , PQp  p
(5.3) 9;2 + (O.b + O,b l) ay__, = D”.
E
[
2R 2 e
‘ Vs Py P,
| | \
5 :
Rysi. 4

Dla ulatwienia podajemy gotowe wzory na obliczanie wspdlezynnikéw
Brm 1 Yerm (tablica D).

Przy ukladzie punktéw wedlug rys. 3 réwnania (5.1) i (5.2) przybie-
raja postac

D = Pro+ Bra(Pr+ Pp) + B1o(Py + D) — Yin( T+ Up) — Y (T + Pa),

Uy = yio + Ben( T+ ©p) + (T + Ta) + vin( Dy + D) + yu( Dy + D),

B=1,2,...,n).



(744

Tablica 4

2 3 4 ) 6

@) @8 D7) 6 DG) W) GB) T?) D) GO) --0,125 —0,125 —0,125 —0,125 —0,125 —0,125 o) A Pe) e e Ue  ye)
1,364 1,363 1,362 1,360 1,858 1,352 1,342 1,351 1,362 1,37 | D, 025 0,25 U, | —1,06 —1,071 —1,070 —1,083 —1,088 —1,088 —1,089
1,017 1,018 1,015 1,014 1,009 1,004 1,000 1,05 1,06 | D, 0,20 U, | —0,176 —0,824 —0,830 —0,888 —0,839 —0,838 —0,888
1,272 1,272 1.270 1,267 1,268 1,262 1,250 1,246 1,23 | D, 0,25 0,25 U, | —0,948 —0,942 —0,958 —0,958 —0,961 —0,962 —0,961
0,958 0,952 0,957 0,949 0,947 0,942 0,929 0,955 | D, 05 0,5 0.2 | U, | —0,787 —0,748 —0,745 —0,748 —0,746 —0,746 —0,745
0,910 0,910 0,908 0,910 0,907 0,903 0,88 0.8 4 | &, 0,25 0,25 | &5 | —0,628 —0,590 —0,580 —0,577 —0,583 —0,581 —0,581
0,695 0,692 0,695 0,693 0,693 0,693 0,658 0,632 I‘ o, 0,25 0,5 W, | —0,488 — 0,465 —0,461 —0,466 —0,462 —0,462 —0,461

1,080 1,088 1,088 1,088 1,070 1,071 1,05 0,125 —0,125 D, | 1,87 1,851 1,342 1,352 1,360 1,862

0,938 0,838 0,839 0,838 0,830 0,824 0,816 —0,125 D, | 1,08 1,000 1,004 1,009 1,015 1,016

0,961 0,962 0,961 0,958 0,959 0,942 0,048 0,125 —0,125 D, | 1,28 1.250 1,262 1,268 1,270 1,272

0,745 0,746 0,746 0,748 0,745 0,743 0,787 0,25 0,25 —0,125 | Dy | 0,955 0,942 0,047 0,949 0,952 0,958

0,581 0,58t 0,583 0,577 0,680 0,590 0,628 —0,125 0,125 ¢, 0,814 0,905 0,907 0,910 0,910 0,910

0,461 0,462 0,462 0,466 0,161 0,465 0,488 —0,125 0,25 D | 0,632 0,693 0,698 0,693 0,694 0,695

0,25 0,26 0,25 0,25 0,25 @(0) D2 DB D@ D) D)

~@(6) -p(®) - ) -w@) -@(x) - (1) -gr(0)




Tuta] oznaczylismy
ﬂkl = :ka = ﬁkhs
Yet = Ykp = Ykh,
Brg = Bra = Buw,
Yhg = Yha = Vho-

Tablica 3 pozwala na obliczenie wielkoscl § 1 y dla réwnania

- 2

1’.).4‘A ,)[/ +(7‘1—‘}' lt{))a(’;

lab

o 2

(5.5) qug—f— (#; + Mz; (p q.

Tablica 5

dla 1 ’ ' . dla
(5.4) | ¢ E 4 (5.5)
Ieh = L : o Jew
127 SIFwyr )| 2 )
’ 14 %, |1 %y )
GO (= e B R (e e I
1 1+/ 7'2
ol | e |

6. Duzy wplyw na przebieg iteracji ma przyjecie «zerowych przyblizen»
(czyli wielkosci wstepnych) @@ i 9@, Metoda najprostsza bedzie tutaj roz-
wigzanie réwnania

2 2

4 39 _ plx,y
= = (ay -+ Ty =

ERE LT ) s D,

w sposob przyblizony za pomocs rozwiniecia obciazenia p(x,y) w podwojny
szereg trygonometryezny i uwzglednienie tylko pierwszego wyrazu tego
rozwiniecia.
Na przyklad, zakladajac dla obeiazenia p(r, #) posta¢ przyblizona
A sin 1Zz—jjsin nry

2a 26’

ustalimy wsp(')lczynnik A z warunku

ki SRR AR ST (71‘11'1/—0

{}1(1‘ u) . mEE . NIY
Sin
’A



Otrzymamy stad

2 2b
1 .. mMAX . NRY
—_—— (2, ¥) SIN —— SIn ——d.x dy.
awyff“ e P ) o
0 o

Teraz réwnanie rézniczkowe

__plxy) mnx . nwy
37/-+(71+U) — DU_NA g S5

rozwigzemy juz tatwo, przyjmujac dla ¢(z,y) nastepujaca postac

s gin T Ny
P 9) = @1 2a 20
Otrzymamy wtedy po prostych przeksztalceniach

4Aa20* n2a®+ uym2b® —ingm?b?
w (nPa® - ey mPbPR - xEmt bt

P1

a w koncu

mmx . nivy

{(0) (e e e —
W (2, ) = ¢, sin T T

Obliczenia wielkosci @@ dla plyty prostokatnej obciazonej réwnomiernie
mozna dokona¢ takze w inny sposéb. Przy pomocy tablicy 6, podajacej
stosunki @/, dla izotropowe] kwadratowej plyty obciazonej réwnomiernie,
mozemy wyznaczyé przyblizenia wstepne stosunkéw @,/@, rozpatrywanej
prostokatne] ortotropowej plyty, zakladajac w malo dokladnym przyblize-
nin réwnosé

(p(ga n ‘P(gv ']_’

X

P1 @

Oznaczenia § 1 9 wyjasnione sg na rys. D

f 71 . maol i
by " x,d}

3‘ ! —(x,y) I Y. (.-_5"
‘ :Li‘ 4 Qloy | l?\ Loy
| I I 1
I £ ! X | EN : X
i ! 2 7 Il F oz 1 v~ %
! = x=fa »~ i - %=fc -
1' Qo K loien
; : I |
| 1 ‘
N I R N N

a a ¢ c
- = e = - r—— 2 — = -—

2 ‘ 2 2 2

Rys. b

Wartosé ¢, (w srodku plyty) ustali¢ mozna wstawiajac do ktéregokolwiek
z piecioczionQwych rownan typu (4.2) zamiast ¢, wyrazenia @4 (1 jest
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tu odpowiednim wspolezynnikiem wzietym z tablicy 6). Z powstalego w ten
sposéb réwnania o jedne] niewiadomej obliczymy bez trudu ¢, = (.

Tablica 6

x/a

e S 07’17] 02 | 0.3 | 04 |05

{ 0 ! 1,000 0,966'0,860 OGT);O‘SSM’()

;0,1 0.966 | 0,934 | 0,833 | 0())5[03 )to
4 10,2 0,860 | 0,833 0:44|U)b‘5‘(),54\ 0
@ 0,3 0,675 | 0,653 >5bt04b9}o,953

| 0.4] 0,394 | 0,383 | 0,348 ! 0,283 } 0.176 | 0

{05 0 0 o 0 0 |o
| | | I !
== | x/a = xja
A= gly ; - 2=q|9s -
0 |0,125]025 |0,375 [0, L0 | 16| 13 [1e
| ; ; : )
| 1,000 | | 0,046 | 0,778 | 0474 | 0 L0 1,000 ! 0,904 J 0,592 | 0
R | 0,89 0 , | 1/6 io,eaouosw[ 41| 0
o/ 0,~o 0,778 | 0,738 0619‘0351 0 = | 1
« | o | |
|0414104)> 0,381 | 0,244 | 0 \ /s ,oq’iOJil:Uib [0
0) 00 Lo f o Jo l1y2| 0o | o | 0 i 0
| i | | i |

Formula interpolacyjna
y =159+ a)— (b+0)]
Okazuje sig, ze praktycznie do tego celu nadaje sie najlepie] pierwsze
réwnanie, wypisane dla punktu §rodkowego plyty.
W podanych wyzej przykladach iteracji przyblizenia zerowe, @%, obli-
czone zostaly wladnie opisana metoda.

Literatura cytowana w tekscie

[1] W. Nowacki, Pasmo plytowe ortotropowe, Arch. Mech. Stos., 1951.
[2]1 D. J. Panow, Sprawocznik po czislennomu rieszenju diffieriencjalnycl wrai-
nienij w czastnyclh proiziwodnych, Moskwa-Leningrad 1951.

Peswome

IBYCTAITHAJILHBIL CIIOCOB PACYETA HEKOTOPOI'O THUIIA
OPTOTPOIIHLIX IIJTACTHHOR

B pabore paceMoTpeHo IIpo6reMy YHCIEHHOTO pacdeTa CIATHIeCKUX BEIUIHH —
A3rA0ANHX MOMEHTOB M CPESHIBANINAX CHT — B HBTHOaeMOil OpTOTpOIHON Inia-
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crrEke. OcoGoe BHMMaHue 06pamieHo Ha Te CJyYaH OpPTOTPONHMM, B KOTOPHIX K03¢-
¢umuert ¢ [cp. gopmyay (2.1)] memrme exmumisl Torga B ypasHenusix (2.4) m (2.5)
BHICTYIAKT KOMIIEKCHEe KoB(¢umuenTsl 32 m A2 410, B HEKOTOpOH cTelenH, yCIoK-
HHeT 3a7ady.

Tlony4enEsle Tpu IHOMOIIM O0CHOB HMCYMEICHMS KOHEUHBIX pPasHOCTell GHCTeMEI
JuEedBEX alre(pamdecKnx ypaBHeHHH, cooTBeTcTBYKIEe A ¢epeRNHaIEEbIM
ypasrennam (2.4) m (2.5), pemawres B paGoTe MeTojoMm mTepamuu. Jag HTol mexwm
NPHEEJEHE] /iBe HTeFalnOHEBIe CXeMBI (I 4 W D), mpucnocoGIeRERe IId peleHHs
ypaBHeHUH ¢ KOMILIEKCHEIME KOB((HIMeHTaMH.

Summary

A TWO STAGE METHOD OF SOLVING ORTHOTROPIC PLATE PROBLEMS

The problem of numerical calculation of statical quantities (bending mo-
ments and shearing forces) for an orthotropic plate subjected to bending
is discussed, particular attention being paid to cases where the coefficient ¢
[Eq. (2.1)] is less than one. '

In such cases the coefficients 82 and 4%, appearing in Eqs. (2.4) and (2.5),
are complex numbers, which renders the problem a little more complicated.

The systems of linear algebraic equations obtained by means of the
calculus of finite differences, which correspond to the differential equa-
tions (2.4) and (2.), are solved by using the iteration method, for which
two iteration procedures (Arts. 4 and 5) are described for solving problems
with complex coefficients.

ZAKEAD MECHANIKI OSRODKOW CIAGLYCH
IPPT PAN

Praea zostala zlozona 1w Redalkcji dwia 22 grudwic 1953 1.
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i. Wstep

Stosowanie w prakiyce pretéw niepryzmatycznych, narazonych na wy-
boczenie, jest podyktowane réznymi wzgledami. Z jedne] strony fatwo prze-
widzieé, ze material obliczonego na wyboczenie preta pryzmatycznego nie
jest nalezycie wykorzystany, ze wiec zastosowanie pretow niepryzmatycz-
nych pozwoli dokonaé pewnych oszczednosci na materiale, a tym samym
i na ciezarze konstrukecji. W innych przypadkach stosowanie pretéw nie-
pryzmatycznych narzuca konstrukcja (korbowody silnikéw spalinowych,
sprezarek, wiertla krete walcowe i stozkowe itp.).

Obliczaniem sily krytycznej dla réznych rodzajow pretéw niepryzma-
tycznych przy zalozeniu prawa Hooke'a, a wiec sprezystosci odksztalcen
zajmowalo si¢ wielu badaczy; szczegélne zaslugi polozyl na tym polu
A.N.Dinnik,[1], zestawiajac miedzy innymi wyniki obliczenn w tablice, nada-
jace sie do bezposredniego wykorzystania w praktyce konstruktorskiej. Sto-
sowalno$é tablic tych jest jednak ograniczona, bowiem naprezenie krytyczne
w najmniejszym z przekrojéw preta nie moze przekraczaé granicy propor-
cjonalnosci. Praca niniejsza stawia sobie za cel rozszerzenie zagadnienia,
mianowicie okreslenie sil krytycznych dla niektérych wazniejszych pretéw
niepryzmatycznych, podlegajacych wyboczeniu sprezysto-plastycznemu.

2. Klasyfikacja pretow afinicznych

Obierzmy pewien przekr6j poprzeczny nieodksztalconego preta prostego
za podstawowy i przyjmijmy w jego srodku cigzkosci poczatek prostokat-
nego ukladu wspélrzednych. O§ x skierowujemy zgodnie z osig preta, osie
# 1z zgodnie z gléwnymi $rodkowymi osiami bezwladnoseci przekroju pod-
stawowego. Przekrd] podstawowy bedzie wiec posiadal odcigtg = 0. Wiel-
kosci, charakteryzujace go, jak powierzchnie #, momenty bezwladnosci 7 i 7,
itp., bedziemy oznaczali wskaznikami 0. Przekréj podstawowy mozemy uwa-
za¢ za pewien obszar D w plaszczyznie yz, spelniajacy z zalozenia warunki

(2.1) ffg/dF:ffzdlf’:/fyzdF = 0.
D D D

Przekroje koncowe preta beda posiadaly odciete @ 1 8, przy czym albo
ea=018>0, albo a<<0 i =0.
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Przez plaszczyzneg 7z bedziemy rozumieli przesunigty rownolegle o »
{w kierunku te] osi) plaszczyzne yz.

Kazdy przekrdj preta mozemy uwazaé za pewne przeksztalcenie prze-
kroju podstawowego, czyli obszaru D. Jezeli przeksztalcenie to bedzie dla
kazdego x z przedzialu {a,$> okreslone zwigzkami

(2.2)

ST
II

f
\ 2
to bedziemy mieli do czynienia z pretem pryzmatycznym; w przeciwnym
razie pret bedzie na ogdél niepryzmatyczny (jako wyjatek mozna tu podaé
np. rézne od (2.2) przeksztalcenie, powodujace obrét obszaru D, bedacego
kolem, wokol jego srodka). ‘ '

Ogoélnie biorac mozemy przeksztalcenie przekroju podstawowego zapisac
w postaci (na og6l réznej dla réznych x)

(,, 2),

4y &)

(2.8)

m| QI

|
1
Dla znaczne] wiekszosci stosowanych w praktyce pretéw przeksztalcenie
(2.3) jest dla kazdego x z przedzialu {a,f)> przeksztalceniem afinicznym (po-
krewiefistwem):; prety te wyodrebnimy sposréd wszystkich mozliwych pre-
téw niepryzmatycznych i nazwiemy krétko pretami afinicznymi. Przeksztal-
cenie ziozone z kilku przeksztalcen afinicznych oraz odwrotne do afinicznego
jest réwniez afiniczne, wiec przyjecie przekroju podstawowego nie odgrywa
tu zadnej roli.
Jak wiadomo, przeksztalcenie (2.3) jest afiniczne, gdy

(Y= ay =+ bz + ¢y,
|2 = ayy + by2 + ¢y,

Cechy istotna przeksztalcenia afinicznego jest zachowanie réwnoleglosci
prostych.

Zwiazki (2.4) przeksztalcajy plaszczyzne yz na yZ, a wraz z nig i obszar
D na pewien obszar D. Poniewaz srodek cigzkosci obszaru D ma z zalo-
zenia lezeé na osi x, to musza byé spelnione warunki

(2.5) /[ng =ff§dﬁ =0,
5 B

z ktérych wynika ¢, =c¢,=0. Zatem pret nazywamy afinicznym, gdy kazdy

jego przekréj mozna otrzymac z przekroju podstawowego przez przeksztal-

cenie

(26} {?7—_—‘&]_[/—*—[)1.%‘,
’ Z = a,y + byz,

(2.4) przy czym

= 0.

ay
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Wispélezynniki @, a,, b; 1 b, sa na ogél funkcjami zmiennej 2. Funkcje
te spelniaja z zalozenia warunki

- (40 =HO =1
= a5(0) = b,(0) = 0.

Jezeli wszystkie one sy funkcjami ciaglymi w przedziale {a,8>, to pret
bedziemy nazywali ciqgle afinicznym, w przeciwnym razie — nieciqgle
afinicznym.

Sposréd pretéw afinicznych wyodrebnimy te, dla ktérych kierunki gtéwne
wszystkich przekrojéw poprzecznych beda do siebie odpowiednio réwno-
legle i nazwiemy je pretami afinicznymi o stalych kierunkach gléwnych.
Kierunki te beda kierunkami osi % 1 Z; zatem dla pretéw tych
(2.8) [ [gzaF =o.

D
Oznaczajac

D D

1 wykorzystujac warunek (2.1), po postawieniu (2.6) do (2.8) otrzymujemy
(ay ay Lo+ by by Lyo) (ay by — ay b)) =0,

czyl, poniewaz «, b, — a, b, =0, wiec

(2.9) ay ay Lo + by by 10 = 0.

Poniewaz nie moze zachodzié réwnoczesnie @, —=8b,=0 lub «,=10,=0
[sprzeczne z (2.6)], oraz a,=10,=0 [sprzeczne z (2.7)], to réwnanie (2.9)
bedzie spelnione, gdy

(1) ay="5,=0,

(2) wszystkie wspolezynniki «,, a,, b, 1 b, sa rézne od zera, lecz

@y dy Lyo

b Lo

dla kazdego x z przedzialu {a,p).

Zajmiemy si¢ szczegbélowo jedynie pierwsza z tych mozliwosei, poniewasz
druga z reguly nie znajduje zastosowania w praktyce. Przeksztalcenie (2.6)
przybierze tu wiec postaé

(2.10) {'Z —
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Rozpatrzymy najpierw przypadki szczegolne tego przeksztalcenia

(&) 11,1202 = 1.

W tym przypadku mamy do czynienia z pretem pryzmatycznym. Pret
pryzmatyczny mozemy wiec réwniez zaliczyé do afinicznych.

(b) [ ay = x(x),

| b, = const =1,
lub

{al = const =1,

by = %n(x).

Przez odpowiednie przyjecie ukladu osi mozemy zawsze drugi z tych przy-
padkow sprowadzié do pierwszego, totez tylko tym przypadkiem bedziemy
sie¢ zajmowali. Przeksztalcenie (2.10) staje sie powinowactwem prostokatnym:

Z =8

prety takie bedziemy zwali plasko afinicznymi, poniewaz zmiana wymiaréow
przekroju wystepuje tylko w jednej plaszezyznie (xy). Gdy x(x) jest funkcja
ciggla w przedziale <{a,B>, to dany pret bedzie ciggle plasko afiniczny
Oznaczajac powierzchnie przekrojéw przez ¥, momenty bezwladnosei przez I
promienie bezwladnosci przez ¢ oraz wspdlezynniki ksztaltu przekroju
F/1? = ¢, mozemy latwo wyprowadzi¢ nastepujace zwigzki dla pretéw plasko
afinicznych:

F(x) = #(x)Fy, i2(%) = %(x)iz0,
Iy(x) = x(x) [y07 QD!,(I) = ”(w)q’yO,
(212) 1(x) = ”s(x)lzm i 1
iy(x) = iy = const, P:\%) = #(x) Pe-
(¢) a, = b, = %(x).

Przeksztalcenie (2.10) staje sie¢ w tym przypadku homotetia:

?7 =5 ”(x)f'/v
{ z = %(x)z.
Mamy zatem do czynienia z podobienistwem geometrycznym wszystkich
przekrojéw. Prety takie bedziemy zwali przestrzennie réwnomiernie afinicz-
nymi z uwagi na to, ze zmiana ich wymiaréw w kierunku obu osi jest
jednakowa. Beda to prety o stalym ksztalcie, a zmienne] wielko$ci prze-
kroju. Jezeli funkcja »/z) jest ciagla w przedziale {a,(>, to dany pret bedzie
ciagle przestrzennie réwnomiernie afiniczny.
Dla pretéw przestrzennie réwnomiernie afiniéznych beds obowigzywaé

zZwiazki:
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Fla) = »*(x)F,
Iu(.’l‘) =— x4(x)1_1107

L(z) = »4(x) 1y,
(_)]4) iy(x) = 7{(1')2'”0,
i (x) = n(x)iy,

@y(x) = @yo = const,
P.() = @, = const.

Dwa ostatnie zwiazki sg oczywiste z uwagi na staly ksztalt przekroju preta.
W przypadku ogdlnym przeksztalcenie (2.10) nie da sig sprowadzié ani
do (2.11), ani do (2.13). Odpowiednie prety bedziemy zwali przestrzennie
nierdwnomiernie afinicznymi.
Prety przestrzennie réwnomiernie lub plasko afiniczne, dla ktérych
funkeja #(x) jest funkeja liniowa, a zatem z uwagi na (2.7) ma postaé

(2.15) #(x) =1+ %,z

gdzie %, jest pewna liczba stala, bedziemy zwali przestrzennie réwnomiernie
lub plasko zbieinymi. Krawedzie pretéw zbieznych beda, oczywiscie, liniami
prostymi. Szczegdlnie czeste zastosowanie znajduja prety przestrzennie réw-
nomiernie zbiezne, do ktérych naleza ostroslupy i stozki proste (ewentualnie
sciete).

11211 "\ 11212 ’,\ 11213 /n
b\

ﬁ' ‘

Prety zlozone z dwoch jednakowych pretéw zbieznych (plasko lub prze-
strzennie réwnomiernie), zlgczonych odpowiednimi podstawami, bedziemy
zwali pretami dwuzbicinymi. W przypadku gdy miedzy tymi podstawami

=E=3

Rys. 1. Prety afiniczne

Rozpr. inz. 4 2317



znajduje sie cze$é pryzmatyczna, pret mozna by nazwaé pryzmatyczno-
dwuzbieinym. Wyboczenie sprezyste takich wlasnie pretéw (zbieznych, dwu-
zbieznych 1 pryzmatyczno-dwuzbieznych) opracowal juz szczegdlowo
A. N. Dinnik

‘W podobny sposéb mozna réwniez przeprowadzi¢ podzial pretéw afi-
nicznych o zmiennych kierunkach gléwnych, czym jednak nie bedziemy
sig tuta] zajmowali.

Usystematyzujemy teraz prety afiniczne tworzac klasyfikacje dziesietng
wazniejszych typoéw. Przyklady klasyfikowanych pretéw podaje rys. 1.

Tablica 1. Klasyfikacja pretow afinicznych

1. Prety afiniczne
11. Prety afiniczne o stalych kierunkach gléwnych
111. Prety plasko afiniczne
1111. Prety ciagle plasko afiniczne:
11111, ktérych krawedzie sa liniami prostymi — prety plasko zbiezne
11112, ktérych krawedzie sa liniami Iamanymi, np. prety plasko dwuzkiezne
11113, ktérych krawedzie sa liniami krzywymi
1112. Prety nieciagle plasko afiniczne
112. Prety przestrzennie réwnomiernie afiniczne
1121. Prety ciagle przestrzennie réwnomiernie afiniczne:
11211, ktdérych krawedzie sa liniami prostymi — prety przestrzennie réwnomiernie
zbiezne
11212, ktérych krawedzie sa liniami famanymi, np. prety przestrzennie réwnomiernie
dwuzbiezne
11213, ktérych krawedzie sa liniami krzywymi
1122. Prety nieciagle przestrzennie réwnomiernie afiniczne
113. Prety przestrzenn e nieréwnomiernie afiniczne
12. Prety afiniczne o zmiennych kierunkach gléwnych

3. Metoda <zalozenia rownania Scilsego» w zastosowaniu do zagadnien statecznosei -
pretow niepryzmatycznych

3.1. Opis metody <zaloZenia réwnania Scislego». Rozwiazanie S$cisle zagad-
nienia statecznosci polega z reguly na scalkowaniu odpowiedniego réwnania
rézniczkowego i obliczeniu wartosci wlasciwych tego réwnania przy uwzgled-
nieniu pewnych warunkéw brzegowych. W wielu przypadkach rozwiazanie
to natrafia jednak na znaczne trudnosci natury matematycznej; dla ominie-
cia ich podano caly szereg motod przyblizonych, ktére na ogol z dostateczng
dokladnoscia pozwalaja rozwigzaé zagadnienie, a wiec obliczyé sile kry-
tyczng dla danego elementu. Stosujac je ograniczamy sie zwykle do obliczenia
pierwszej tylko sily krytycznej, co z reguly jest dla zastosowari zupelnie
wystarczajace.
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Zastanéwmy sie nad mozliwosciami obliczenia sily krytycznej dla pretéw
niepryzmatycznych poddanych wyboczeniu sprezysto-plastycznemu. Ograni-
czymy sie do rozpatrywania pretéw o stalych kierunkach gléwnych, dla
ktéorych mozna przyjaé, ze linia ugiecia bedzie krzywa plaska, polozong
w plaszezyznie xy lub zz.

Przez E* oznaczymy modul wyboczenia. Zalezy on od naprezenia i od
ksztaltu przekroju, przy czym dla przekrojéw symetrycznych wedlug badan
Jezeka, [5], Urbana, [20], Ylinena, [21], i innych te ostatnig zalezno$é
mozna pomingé. Naprezenie zalezy od sily $ciskajacej 2 1 od powierzchni
przekroju F = F(x), zatem E* = E*(P,x). Jezeli przyjmiemy najprostszy
przypadek zamocowania koncéw i obciazenia preta (pret dwuprzegubowy
lub jednostronnie utwierdzony, $ciskany skupiong sila osiowa), to sila kry-
tyczna bedzie okreslona mniejsza z najmniejszych wartosci wlasciwych
rownan

" Py :
V'Y P
o Pz L

ey e

(3.1.1)

Poniewaz zaleznosé E* = E*(o) jest z reguly dosé skomplikowana, to wi-
-doki na scalkowanie tych réwnain nawet dla najprostszych zaleznosci 7= I(x)
wydajg sie byé nikle, tym bardziej, ze nawet po znalezieniu ich calki ogél-
nej 1 uwzglednieniu warunkéw brzegowych spore trudnosei moglyby po-
wstaé przy obliczeniu wartosci wlasciwych: sila P wystepuje bowiem w réw-
naniach dwukrotnie i to w sposéb zlozony.

Réwniez zastosowanie wzorun Ritza-Timoszenki, ktéry (po zasty-
pleniu w nim X przez £*) przyjmie postaé

fl E* Ly *dx
(3.1.2) Pp=t—
[y"?dx
0
(lub analogiczna dla wyboczenia w plaszczyznie xz), nie doprowadzi bez-
posrednio do celu z uwagi na to, ze modul wyboczenia £* jako zalezny od
P nie jest znany. Trudno$é te mozna by ominaé za pomoca metody kolej-
nych przyblizen. Poniewaz jednak obliczenie calek wystepujacych w tym wzo-
rze z reguly daje sie przeprowadzié jedynie w sposéb przyblizony, to biorae
pod uwage, ze sam wzdr (3.1.2) w przypadku nieznajomosci $cislego réw-
nania linii ugiecia jest réwniez wzorem przyblizonym, nie mozemy sie¢ spo-
dziewa¢ dobrych wynikéw przy stosowaniu tak duzej ilosci przyblizen.
Roéwniez inne znane metody przyblizone, jak Galerkina i Trefftza,
wydaje sie, ze nie prowadza do celu. Wieksze moze nadzieje rokowalaby
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metoda roznic skonczonych, choé i tu przy kilkakrotne] iteracji naklad pracy
bylby niewatpliwie duzy, a ocena wielkosci bledu — stosunkowo trudna.

Zagadnienie rozwiazemy zatem inng metoda, ktéra nazwiemy «metodg za-
lozenia réwnania $cislego». Dla uproszczenia zajmiemy sie jedynie wybocze-
niem w plaszezyznie 2 y, co nie ogranicza ogdlnosci rozwazan. Punkt wyjsciowy
tej metody jest podobny jak w metodach Ritza i Galerkina. Obieramy,
mianowicie, funkcje v = y(a,, @y, ..., a,, ) o kilku chwilowo nieoznaczonych
parametrach e, @y, ..., @,, spelniajaca $cisle warunki brzegowe, a na ogé!
nie spelniajaca danego rdéwnania, ktére w najprostszym przypadku po-
siada postaé

P
131.3) 'l/” + FI"/ == O

Przez B, oznaczyliSémy sztywnos$¢ wyboczenia danego preta, Zalozymy na
razie, ze mamy do czynienia z wyboczeniem sprezystym, wiec funkeja

Ba= By(x) = El()

jest funkeja znana; przystosowaniem tej metody do zagadnien wyboczenia
sprezysto-plastycznego zajmiemy sie pézniej.
Zalozona funkcja y spelnia jednak na ogél jakies inne réwnanie

D

:
(3.1.4) ¥’ +g5y="0

z ktérego bedziemy mogli otrzymaé zaleznos¢ B= B(a,, ag, ..., @,, x), czyli
ksztalt preta, ktérego wyboczenie nastapi wedlug obranej linii ugiecia, oraz
site krytyczng dla tego preta. Ksztalt ten jest jednak uzalezniony od war-
toscl parametréow a,, @, ..., a,; dobierajac je odpowiednio mozemy uzyskaé
w przyblizeniu z gory zadany ksztalt preta B, = B,(x). Teoretycznie, opty-
malne wartosci parametréw mozemy obliczyé z warunku

!

(3.1.H) /.[b’,,(;r) — B(e,, a, ..., a,, x)]*dz = minimum,
0

cho¢ praktycznie spelnienie tego waruuku jest z reguly wskutek trudnosei

rachunkowych bardzo klopotliwe i wobec tego bedziemy postepowali nieco

imaczej.

Istotna réznica miedzy metoda «zalozenia réwnania Scislego» 1 metodami
Ritza i Galerkina polega na tym, ze w tych ostatnich metodach obrana
funkcja spelnia réwnanie w przyblizeniu i wartosé sily krytycznej jest
wartoscig przyblizona, natomiast w metodzie «zalozenia réwnania &cislego»
réownanie [np. (3.1.4)] jest spelnione scidle i warto$é sily krytycznej jest
Scisla, a jedyne przyblizenie kryje sie w tym, ze pret, dla ktérego prze-
prowadzamy obliczenia, jest tylko zblizony do preta danego. Ksztalt otrzy-
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manego preta rozni sie¢ bowiem nieco od ksztaltu preta, dla jakiego chcie-
lismy sile krytyczna obliczyc.

Metoda zaproponowana pozwala na bardzo latwa ocene bledéw, pozo-
stajacych w $cislym zwiazku z tolerancjs wykonania danego preta, i czesto
bledy wymiarowe, okreslone réznica funkcy] Bulx) i B(x), beda lezaly
w granicach bledéw obrébki. Wtedy z technicznego punktu widzenia obli-
czenie bedzie mozna uzna¢ nawet za Scisle. Przy stosowaniu metody «zalo-
zenia réwnania Scislego» mnie jest istotne posiadanie analityczne] zaleznosci
I = I(x); wystarczy znajomo$¢ sztywnosci preta w kilku punktach (mozliwie
réwnomiernie rozlozonych na dlugosci preta), poniewaz wartosci parametréw
mozna dobra¢ przez bezposrednie poréwnanie otrzymanej i zalozone] sztyw-
nosei w tych punktach.

Gléwna zaleta metody polega¢ jednak bedzie na stosunkowo latwym
zastapieniu stalego modulu Younga £ zmiennym modulem wyboczenia £%, co
umozliwi rozwigzanie zagadnienia wyboczenia sprezysto-plastycznego pretéw
niepryzmatycznych. Précz tego omawiana metoda moze odda¢ pewne ustugi
przy stosowaniu metod Galerkina i Ritza, poniewaz obliczajac rzeczy-
wisty ksztalt preta, dla ktorego zalozone réwnanie linii ugiecia jest réw-
naniem $cislym, mozna latwo zdac¢ sobie sprawe z rzedu popelnianych bledéw.

3.2. Wyprowadzenie wzoréw na sile krytyczna i sztywnosé¢ preta. Rozwazymy
wyboczenie preta w plaszezyznie zy 1 dla czterech podstawowych przypadkéw
wyboczenia przyjmiemy uklady odniesienia jak na rys. 2. Zgodnie z oznacze-
niami, przyjetymi w p. 2, uklad osi narzuca nam wybér przekroju podsta-
wowego: jest to przekrdj, ktéoremu odpowiada x =0. We wszystkich czterech
przypadkach przyjeliSmy wiec a=0 i1 f=1I1 Nalezy jednak pamietaé, ze
rozwiazanie tych przypadkéw jest zarazem rozwigzaniem kilku innych. Na
przyklad latwo wykazaé, ze sila krytyczna dla preta jednostronnie utwier-
dzonego jest zarazem sila krytyczna dla preta dwuprzegubowego, zlozonego
z dwéch takich pretow, zlaczonych odpowiednimi podstawami, a wiec dla
preta, dla ktérego @ = —17 1 =174 W ten sposéb obliczymy np. sile kry-
tyczng dla dwuprzegubowego preta dwuzbieznego.

Dla uproszczenia obliczenn wprowadzimy nowe zmienne bezwymiarowe.
Oznaczymy mianowicie

(3.2.1) - = ¢

x

7 ’

¢ B(x) . B(2)
2:2) — = 0(2) 1

(3.2 B, b(x ub B,

= b (t)7

gdzie B, jest sztywnoscig preta na wyboczenie w przekroju podstawowym.
Po wprowadzeniu tych oznaczen réwnanie zasadnicze zginania
M A2y

l. .23 e —
3.2.3) B dxr?



przybierze postaé

M1 d'y
bB, P di*’
czyli, oznaczajac dla skrécenia l“t." przez y”,
FIE
M
2. e =0.
(.20 ¥~ 0
Zajmiemy si¢ najpierw pierwszym przypadkiem wyboczenia. Poniewaz
mamy tu M = — Py, wiec po wstawieniu jest
P2
3.2.5) y' +—y=0.
+iz,

Zalozymy teraz z géry rownanie linii ugiecia w postaci
(3.2.6) y = 41 ()

— na og6l z pewna ilo$cia parametréw, ktérych dla skrécenia zapisu nie be-
dziemy wyszczegdlniali — okredlimy ksztalt preta, dla ktérego réwnanie to

A

&

S

|

||
ol 1y ,
| Z
p—M“ |2 CH

Qo
]

Rys. 2. Przyjete uklady odniesienia

bedzie S$ci§le obowigzywad, oraz obliczymy sile krytyczng dla tego preta.
Przez § oznaczymy tu strzalke ugiecia preta; zdazanie jej do zera zapewni
zdgzanie sily do wartosci krytycznej. Réwnanie (3.2.6) musi spelnia¢ warunki
brzegowe, wiec f(1)=0 i f"0) = 0; poza tym f(0)=1, a jezeli zalozymy,
ze sztywnosé w przekroju 7=1 (swobodny koniec preta) ma by¢ rézna od
zera, to musi byé ponadto spelniony warunek f”(1)=10, co jest widoczne
z réwnania (3.2.5). Po podstawieniu mamy

(3.2.7) or )+ 208

T f(t) =0.
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Roéwnanie to ma by¢ spelnione dla kazdej wartosci ¢ w przedziale 0=7=1;
wstawiajac do réwnania =0 [zatem b =1, jak widaé z (3.2.2)], otrzymujemy

Porz
(3.2.8) ar"(0)+ e 0.
0
Stad wartos$é sily krytycznej
Il(
(3.2.9) Py —Tim [ B0 1O _ oy
630 | al 42

Oczywiscie, w przypadku prawidlowego wyboru funkeji f(z) wartosé ta
wypadnie dodatnia, poniewaz z rys. 2 jest rzeczg widoczna, ze f”(0)<<O.
Wprowadzajac, jak sie to zazwyczaj czyni, wspdélczynnik statecznosci ¥,
okre$lony dla pierwszego przypadku wyboczenia réwnaniem
. S BLB
(3.2.10) = =iea
gdzie przez L oznaczyli§my dlugo$é zredukowang preta L — 27, otrzymujemy
ze wzoru (3.2.9) w przypadku wyboczenia sprezystego wprost

(3.2.11) = —47"(0),

natomiast w przypadku wyboczenia sprezysto-plastycznega
< ‘ rr Eg

(3.2.12) = —A4Af (O)E,

gdzie E§ jest modulem wyboczenia w przekroju podstawowym!). W tym
ostatnim przypadku nie mozemy na razie obliczyé konkretnej wartosci &,
poniewaz nie znamy E§. Posluzymy si¢ wiec tylko wzorem (3.2.11) ozna-
czajac wynik przez &; bedzie to pozorny wspélezynnik statecznosci.

Wprowadzimy réwniez pojecia naprezen krytycznych: w przekroju pod-
stawowym (utwierdzonym)

- P
(3.2.13) Oro = ﬁ—,:
oraz w przekroju swobodnym

¢ P,
(3.2.14) Op = Ff’

gdzie F, jest powierzchnig przekroju dla z=1. Z (3.2.10) otrzymujemy na
naprezenie gz wzor analogiczny do wzoru Eulera

(’5215) Opo = SA—E;,

w ktérym oznaczyliSmy ’

(3.2.16) Zo=£=2—_l.
2o b

1) Przypominamy, ze kazdy pret bedzie mial na ogol rézne wartosci E¥, zaleznie od
rozpatrywanego kierunku wyboczenia.
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Wielkosé te bedziemy nazywali smuklosciq dolng preta niepryzmatycz-
nego. Z jednej bowiem strony obrany przez nas przekrdj podstawowy preta
w wigkszodcl konstrukeyj bedzie sig znajdowal na dole, z drugiej za$ strony
sposréd wszystkich mozliwych smuklosci preta, okreslonych jako stosunek
LJi, A, posiadaé bedzie z reguly warto$é najmniejsza, inaczej wartosé dolna.
Przypomnimy tu, ze kazdy pret niepryzmatyczny o stalych kierunkach
gléwnych posiada dwie smuklosci dolne, poniewaz oprdcz rozpatrywanego
przez nas wyboczenia w plaszczyznie xy jest réwniez mozliwe wyboczenie
w plaszezyznie xz.

Podstawiajac (3.2.11) do (3.2.15) otrzymujemy w przypadku wyboczenia
sprezystego

K
(3.2.17) Opy =— — 4f”(0)2—2 ;
0
W przypadku wyboczenia sprezysto-plastycznego bedzie to warto$é pozorna
ktéra oznaczymy przez oj. Rzeczywiste naprezenie wyniesie
o o1a . E}
(5.218) O'ko—o'ko—E—.

Okreslilismy juz warto$¢ sily krytycznej 1 naprezenia krytycznego dla
preta, choé¢ nie wiemy jeszcze, jaki jest jego ksztalt — jak zmienia sie
sztywno§é wzdiuz osi. Wstawiajac (3.2.9) do (3.2.7) 1 zakladajac, ze d -0,
otrzymamy

. 0 @)
3.2.19) b=0bt)y ="
( J 4 (%) f”(t) )
co przy przyjeciu sztywnosci przekroju podstawowego rownej B, okresla
poszukiwany ksztalt preta.

Poniewaz jednym z warunkéw, ktére spelnia funkeja f(z), jest f(1)=0,
wiec ze wzoru (3.2.19) widzimy, ze b(1), oznaczone dalej krétko przez &,.
moze byé tylko wtedy rézne od zera, gdy f'/(1)=0, co podkreslalismy
juz wyzej: wtedy
; . [OVFE 0 ()

(3.2.20 b, = lim*~— =l
i SR LT RV

zgodnie z reguly de 'Hospitala.

Analogiczne wzory wyprowadzimy bez trudu dla drugiego przypadku
wyboczenia. Po wprowadzeniu oznaczen (3.2.1) i (3.2.2) otrzymujemy tu
takze réwnanie (3.2.5). Réwnanie linii ugiecia zalozymy w postaci (3.2.6), -
zmienig sie jedynie warunki brzegowe: mamy tu f(0)=0 i f(1)=0, a jezeli
zalozymy, ze sztywnos$¢ w przekrojach #=0 i /=1 ma by¢ rézna od zera,
to muszg by¢ réwniez spelnione warunki f/(0)=0 i /”(1)=0, co jest wi-
doczne z réwnania (3.2.5). Po podstawieniu otrzymujemy réwnanie (3.2.7).
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Wstawiajac #=0 mamy

of (“ + OI“ — ”,
()
skad
. By O] By F0)
=1 =Y | =
P n'fﬁ{ BEF0) —F f0)°

7 warunkow brzegowych wynika, ze f7(0) = f(0) = 0, wiec sile krytyczna
znajdziemy jako granice

B0 _ By [0
P |~ T F 70

Wspélezynnik statecznosei 4 i naprezenie krytyczne oy beda tu okreslone
wzorami

(3.2.21) P = lim [-»—
t>0

F0)
3.222, 19' ) e )

( TZ0)
. £70) E
3.2.2: W (i
(8:2:20) L 70y Az

W przypadku wyboczenia sprezystego beda to wartosci rzeczywiste,
w przypadka wyboczenia sprezysto-plastycznego — pozorne, ktére oznaczymy,
jak poprzednio, kreska u gory.

Funkecje & =25(7), okreslajaca ksztalt preta, otrzymamy z réwnania (3.2.7)
wstawiajac wartos¢ sily krytyeznej (3.2.21) i zakladajac, ze d— 0:

£ 0 /10
O

Podobnie, jak w poprzednim przypadku, 4(1)=b, znajdziemy jako granice

lim £ Q) £@) __ 0) (1)

>t PO~ PO ()
korzystajac z reguly de 'Hospitala.

W trzecim i czwartym przypadku wyboczenia wyprowadzenie analogicz-
nych wzoréw jest nieco trudniejsze. Nie zajmujac sie nimi szczegélowo po-
kazemy jedynie, w jaki sposéb mozna otrzymac¢ wzor na sile krytyczna dla
preta dwustronnie utwierdzonego, zakladajac odpowiednie réwnanie linii
ugiecia. Moment gnacy jest tu okreslony wzorem M = — Py -+ M, — R4,
gdzie M, i R, sa reakcjami statycznie niewyznaczalnymi. Zakladajac row-
nanie linii ugiecia w postaci (3.2.6) z odpowiednimi warunkami brzegowymi,
po wstawieniu do (3.2.4) otrzymujemy

(3 .24) b= b(tn =

(3.2.20) b, =

(3.2.26) C 20f"(t) & POf(t) = M, — R, 1t
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Zanim przejdziemy do okreslenia sily krytycznej, musimy najpierw ob-
liczy¢ reakeje M, i R4. Zalozona przez nas linia ugigcia musi posiada¢ dwa
punkty przegiecia; oznaczmy ich odciete przez f, i #,. Mamy wiec
(1) == ["(tp) = 0, a po wstawieniu do (3.2.26) otrzymujemy uklad dwéch
réwnan, z ktérego obliczymy M, 1 R,:

[ POf(ty) = My— Ralty,
| POf(tp) = My — Raltys.

Po wstawieniu obliczonych wartodci do (3.2.26) 1 podstawieniu /=10 oraz
00 otrzymujemy ostatecznie
(3.2.28) pp= Do =10 "0)

2 fpﬂ/(l‘pl) - [pl/(tp‘z)
Ksztalt preta mozna teraz okreslié z réwnania (3.2.26).

3.3. Prawo Ylinena. Przypadek wyboczenia sprezysto-plastyeznego. Za pomocyg
wyprowadzonych wyzej wzoréw mozemy obliczyé efektywnie sile krytyczng
i kszialt preta tylko w przypadku wyboczenia sprezystego, a wiec stalego
modulu wyboczenia E*= Z. Przypadek wyboczenia sprezysto-plastycznego
mozemy rozwigza¢ dopiero po przyjeciu zaleznosci £* = L*(0), a wiec zalez-
nosel modulu wyboczenia od naprezenia, uwzgledniajacej wlasnosei plastyczne
materialu. Wyboczenie preta niepryzmatycznego bedzie wyboczeniem spre-
zystym tylko wtedy, gdy naprezenie krytyczne w najmniejszym z przekrojow
preta nie przekroczy granicy sprezystosci. liatwo przewidzieé, ze dzieki
nieréwnomiernemu rozkladowi naprezen bedziemy tu mieli znacznie czesciej
do czynienia z wyboczeniem sprezysto-plastycznym niz w przypadku pretéw
pryzmatycznych. Tak, na przyklad, dla stozka $cietego, ktérego srednica
podstawy goérnej jest dwa razy mniejsza od S$rednicy podstawy dolnej
(0p = 4 04), czyli nawet gdy o4 jest znacznie mniejsze od granicy spre-
zystosci, oy moze ja juz przekroczyd.

Oprzemy sig tu na prawie, ktore sformulowal badacz finski A. Ylinen, [21].
Podobnie jak prawo Hooke'a ujmuje zaleznos¢ miedzy odksztalceniami i na-
prezeniami we wzor

’ do
(3.3.1) e E = const,

tak (dla materialéw plastycznych o rzeczywistej granicy plastycznosci op)
prawo Ylinena mozna wyrazi¢ wzorem

(33.2) 9 _g [1 — (i)] ,

de Opt

przy czym wykladnik » jest traktowany jako stala materialowa. Wartosci
tej stalej dla réznych materialéw wyznaczyli Gehler, Ro§ Ylinen i inni
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Wzér Ylinena réznisig od wzorn Hooke'a o czynnik [1 — (a/0,)"]; czyn-
nik ten mozna by nazwaé¢ poprawka Ylinena lub poprawka na plastycz-
nosé. Poniewaz wykladnik » jest stosunkowo duzy (dla stali »=6 do 18), to
przy niewielkich naprezeniach czynnik ten jako bliski jednosci nie posiada
wplywu 1 prawo Ylinena sprowadza sie do prawa Hooke’a. Przy wick-
szych naprezeniach obniza on wartosé pochodnej da/de, co jest zgodne z wy-
nikami doswiadczen. Dlatego tez prawo Ylinena mozna uwazaé za uogdl-
nienie prawa Hooke'a: podczas gdy prawo Hooke'a jest wazne tylko
wtedy, gdy naprezenie nie przekracza granicy proporcjonalnosci zaréwno
przy sciskaniu, jak 1 przy rozciaganiu (granicy tej nie da sig okreslig,
zreszta, $cisle na podstawie doswiadezen), to prawo Ylinena jest wazne
az do granicy plastycznosci. We wzorze (3.3.2) przez o nalezy rozumieé
bezwzgledna warto$§é naprezenia (jezeli wykladnik % jest parzysty, to nie
odgrywa to roli).

Stosujac teorig wyboczenia sprezysto-plastycznego Kdrmana, Ylinen
wyprowadza podobny wzér na modul wyboczenia:

(3.3.3) E*—E [1 = (ﬂ”
Upl

przy czym w przyblizeniu m=13n Wzorem tym, ktéry Ylinen zasto-
sowal do obliczenia sily krytycznej dla pretéw pryzmatycznych, postuzymy
sig teraz przy rozwigzywaniu zagadnienia wyboczenia sprezysto-plastycznego
pretéw niepryzmatycznych metods «zalozenia réwnania $cislego».

Obliczymy najpierw warto$é sily krytycznej dla preta, ktérego linig
ugiecia zalozyliSmy. W tym celu wystarczy obliczyé naprezenie krytyczne o;
jest ono okreslone wzorem (3.2.18) (ogdlnie waznym dla wszystkich przy-
padkéw wyboczenia), w ktérym wystepuje niewiadoma dotad wartosé £g. Po-
niewaz ze wzoru (3.3.3) -

(3.3.4) B — [1 — (?:)] E,
p
to po wstawieniu do (3.2.18)
(3.3.5) Oro — [1_ (%’) ]a,w:o.
Opi

Jest to zalezno$é uwiklana, z ktére] mamy wyznaczyé oy, = f(0x). Wobec
wysokiej warto$ci wykladnika m, a wige wysokiego stopnia réwnania, roz-
wigzanie ogdlne jest tu niemozliwe; mozemy jednak latwo okreslié funkcje
odwrotna o, = f(0y), mianowicie

(3.3.6) g Uy

1 (%})m’
Op[

wartoscl jej zestawi¢ w formie tablicy 1 przez interpolacje otrzymaé g, dla
danego 64,. W réwnaniu (3.3.6) wystepuja jako parametry dwie stale ma-
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terialowe, g,; 1 m; dla kazdego materialu musimy zatem sporzadzi¢ osobna
tablice funkeji 6 == f(og,). W naszych rozwazaniach ograniczymy sie do
stali St37, odpowiadajace] dosé dokfadnie polskiej stali 015: dla stali tej
wedlug Ylinena o, =2370kG/cm? oraz m =13. Wprowadzimy wygodne
w dalszych obliczeniach oznaczenie bezwymiarowego stosunku

(8.3.7) O 5
’7/1I

wtedy

9 @ - S
(3.3.8) Oro =1 gm il
a wiec dla stali 015

: - S gam .-
(3.5-9) Oy — ]_—W 2370 kG’JrGlll'.

Wartosci te] funkcji zebrane sa w tablicy 2. Dla 8§ < 0,50 mozna z dosta-
teczng dokladnoscia przyjaé o= 0.

Zakres tablicy 2, mianowicie 0= .S=1, obejmuje wszystkie mozliwe
przypadki, poniewaz naprezenie krytyczne nie moze nigdy przekroczyé
rzeczywiste] granicy plastycznosci ¢,,, na co zwraca uwage wielu autoréw,
np. [3], [B] i [11] (aczkolwiek technicznie wazne naprezenie niszczace dla
pretéw o bardzo malej smuklosci moze byé znacznie wyzsze od granicy
plastycznosci).

Obliczenie sily krytycznej dla preta o zalozonej linii ugiecia w przy-
padku wyboczenia sprezysto-plastycznego nie przedstawia juz teraz zadnych
trudnosci; ze wzordw (3.2.17), (3.2.23) lub podobnych obliczamy naprezenie
pozorne oy, a z tablicy 2 dla stali 015 lub z analogicznych tablic dla in-
nych materialéw odczytujemy rzeczywiste naprezenie krytyczne o, ktore
mnozone przez powierzchnie przekroju podstawowego F, daje w wyniku
sile krytyczna.

Przejdziemy teraz do okreslenia wymiaréw preta. W tym celu musimy
zalozyé pewne prawo zmiany przekroju preta wzdluz jego osi. Rozwazymy
tu, technicznie najwazniejsze, prety przestrzennie réwnomiernie i plasko
afiniczne. Jak wida¢ z wzoréw (2.12) i (2.14), wymiary takich pretéw beda
w zupelnosci okreslone dowolnie, zreszta, przyjetymi wymiarami przekroju
podstawowego i funkeja x»(xz), ktora dzigki oznaczeniu (3.2.1) zastapimy te-
raz przez x(¢f). Wymiary liniowe przekroju pretéw przestrzennie réwno-
miernie afinicznych (np. $rednice, bok, przekatna itp.) mozna przedstawic
jako iloczyn odpowiednich wymiaréw przekroju podstawowego przez x:
wymiary liniowe przekroju pretéw plasko afinicznych w kierunku osi 2
bedg stale, a w kierunku osi y beda iloczynami odpowiednich wymiaréw
przekroju podstawowego przez ». Celem naszym bedzie zatem okreslenie
funkeji » = x(7).
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Dla pretéw przestrzennie réwnomiernie afinicznych obowigzuja zwiazki
(2.14). Zalozmy, ze I, = I,,,zawsze bowiem mozna obraé¢ uklad osi w ten
sposéb, aby powyzszy warunek byl spelniony. W takim razie dla pretéw
tych mamy stale 7, = 1,, z nwagi na stalos¢ wspolezynnikéw ksztaltu prze-

Tablica 2. Wartosci funkeji ‘;ko = [loy,) dla stali 015

S k0 ko S k0 £ %ko

050 | 1185 | 1185 075 1758 | 182

1 1209 1209 6 | 1801 ] 1854

2 1232 1232 T 1825 | 1888

3 1256 1256 8 | 1849 19

4 1280 1280 9 | 1872 | 1964

0,56 1304 1304 080 | 1896 | 2006

6 1827 1328 1 1920 | 2052

7 1351 1352 2 | 1948 | 2103

8 1375 1376 30 1967 | 2159

9 1398 1400 4| 1991 | 29921

0.60 1422 1424 085 | 2015 | 2292

1 1446 | 1448 6 2038 | 2372

2 1469 | 1472 7 2062 2465

3 1493 | 1497 S 2086 | 2574

4 1517 | 1521 9 2109 ‘ 2704

0.65 1541 | 1546 0,90 | 2133 | 2860

6 1564 | 1671 1| 2157 | 3052

T 1588 | 1597 2 2180 | 329

8 1612 | 1622 3 2204 | 3609

9 1635 | 1649 4 92298 | 4031

0,70 1659 | 1675 095 | 222 | 4626

1 1683 | 1708 G 2275 | 5525

2 1706 ‘ 1731 7 | 2299 i 7031

3 1780 | 1760 8 | 2323 | 10036

4 1754|1790 9 | 2846 | 19157
0,75 1778 \ 1821 1,00 \ 2370 ] oo

kroju ¢. Kierunkiem niebezpiecznym ze wzgledu na wyboczenie bedzie za-
tem kierunek » 1 mozemy rozpatrywa¢ wyboczenie jedynie w plaszezy-
znie zy.

W przypadku wyboczenia sprezystego

kI,

(3.3.10) b= 24

z =X
ET, ’
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Wlec Wprost
4

(3.3.11) x=Jb
przy czym funkcja & =>5(f) jest okreslona wzorami (3.2.19),(3.2.24) lub ana-
logicznymi dla innych przypadkéw wyboczenia.

W przypadku wyboczenia sprezysto-plastycznego

o E*I E*
(3.3.12 b= =u'—,

3 ) E‘:IZO * EO*’

a po podstawieniu wzoru Ylinena (3.3.3)
(13 m
| _<—k)
Uf)
1 (%)m’
Opt

czyli po wprowadzeniu oznaczenia (3.3.7) 1 po podstawieniu

(3.3.13) b==u

o_ Pr_ Py _S

(3.3.14)

Opt ﬁb,,l %2F00p1 e

otrzymujemy do obliczenia » réwnanie

. ' S\m
(3.3.15) %t [1 - ( > J— b(1— Sm)=0.

~p2

Jest to rdwnanie algebraiczne stopnia 2m ze wzgledu na x». Rozwiaza-
nie ogdlne tego réwnania 1 otrzymanie stad poszukiwane] zaleznosci
x=f(b,m,S) jest niemozliwe [podobnie jak réwmnania (3.3.5)]. Dla danych
b, m 1 S mozna jednak réwnanie to rozwiazaé ze wzgledu na » jedna z me-
tod przyblizonych. Podobnie jak poprzednio ograniczymy sie tu do stali 015.
Wtedy wedlug Ylinena m=13 1 ilo§¢ parametréw réwnania (3.3.15) zre-
dukujemy do dwéch:

b‘ 13
(3.3.16) x* [1*(;) J~—1)(1~S‘3;=(_).

Rozwiazujac to rownanie dwudziestego széstego stopnia przy roéznych
wartosciach parametréw b 1 S 1 zestawlajac wyniki otrzymujemy tablicowe
przedstawienie funkeji x=7(4,S). Podaje je tablica 3, ktéra mozemy po-
slugiwaé si¢ w przypadku pretéw ze stali 015 Iub z innych materialéw
posiadajacych wykladnik Ylinena m =13 (na prayklad ze stali St 52). Ta-
blica ta ogranicza sie¢ do &=1, poniewaz w praktyce z reguly przekrd]
podstawowy jest przekrojem najwiekszym i dalsze jej rozszerzanie, nieco
zmudne, wydaje sie niecelowe.

Dla pretéw plasko afinicznych nie mozemy na ogol okredlic z géry kie-
runku niebezpiecznego, musimy wiec rozpatrzyé wyboczenie zaréwno w pla-
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Tablica 3. Didatnie pierwiastki rownania (3.3.16) przy roznych & i §

5 [
k 0 1 02[025]03[085|04|045|05|055|0,6]|0,65]07]075] 0808509

0 0000|447 500 | 548| 592 |632| 671 | 707 | 742 |775| 806 | 837 | 866 | 894| 922 | 949
0,02 | 0,376 | 459 | 507 |553 | 596 |636 | 674 [ 709 | 741 | 776 | K08 | 838 | 867 |895| 923 | 949
0,04 | 0,447 | 474 | 516 |559| 600 | 639 | 676 |7

0,06 10,494 | 501 | 529 | 566 605 | 613 | 679 |7
0,080,532 | 533 | 546 |575| 611 {647 | 683 |7
0,10 0,5(§2f: 565 [ O8T| 618 [ 652 686 |7
0,120,538 | 588 | 590 | 602 | 627 |658| 690 |7

2| 746 |TT78] 809 | 839 | 868 | 897 | 924 | 950
4 748 | TR0 811 | 841 870 | 898 925 | 951
T1 700 |T82| 812 | 842 871 [899] 926 | 951
0] 752 | 784 | 814 | 844 | 872 [900| 926 | 952
31 755 |786 | 816 | 845 874 [901| 927 [952
0,140,611 612 | 619] 637 | 664 | 695 | 726| 7H8 | 788 | 818 | 847 | 875 [902| 928 | 953
0,160,632 | 632 633 | 636| 648 [671| 700 | 730 | 760 | 790 820 | 849 | 877 |903 | 929 | 954
0,180,651 | 651 | 651 | 653 | 660 |680| 705 [734| 763 | 793 822 [ 850 | 879 [ 904 | 930 [ 955
0,20 0,6(38}663 668 | 670 ] 674 [639| T11 |7 57 | 795 | 824 | 852 881 | 906 | 931 | 956
0,250,707 | 707 | T07 | 707 | 709 |T15| 729 | 750 | 776 | 803 | 830 857 | 884 | 909 | 934 | 958
(

12
0,30 | 0,740 | 740 | 740 | 740 | 741 | 743 | T50 | 766 | 786 | 811 | 836 862 | 888 {912 937 | 960
0,350,770 | 770 770 1770 ] 770 | 771 774 | 783 | 799 | 820 | 844 | 868 | 892 | 916 | 910 | 962
0,400,795 795 | 795 [ 795 | 795 | 795 | 197 | 803 | 814 831 | 852 | 874 | 897 [920| 943 | 964
0,450,819 | 819 | 819 |819| 819 819 820 | 823 830 | 843 | 861 |88l 903 | 924 | 946 | 966
0,50 | 0,841 | 841 | 841 [841| 841 |841| 841 | 843 ] 848 | 857 871 | 889 909 {929 | 950 | 969
0,550,861 | 861 | 861 | 861 | 861 |861 | 861 862 | S65 | 871 | 883 [898| 915 | 934 | 954 | 972
0,60 | 0,880 “ 880 | 880 | 880 | 880 [ 880 | 880 | 880 | 882 | 837 | 895 907 | 922 |940| 958 | 974
0,65 0,898 | 898 | 898 | =98 | 898 | 898| 898 | 898| 899 | 902 | 90T | 918| 930 916 | 962 | 977
0.70 10,915 | 915 | 915 [915| 915 |915| 915 [915| 916 918 | 921 | 928 | 939 | 953 966 | 980
0,750,931 !931 931 |931] 931 [931| 931 931 931 |932| 934 |940| 948 | Y60 | 971 [983
0,80 | 0,946 | 946 | 946 [946 | 916 | 946 | 946 | 946 946 | 947 | 948 952 | 958 | 967 | 976 | 986
0,85 [ 0,960 1 960 | 960 960 | 960 ! 960 | 960 960 | 960 961 | 962 1964 | 968 1974 | 981 1939
0,90 [ 0,974 974 974 |974| 974 | 974 | 974 | 974 | 974 97| 975 | 977 | 979 | 982 | 98T | 993
0,95 | 0,987 ‘ 987 | 987 | 987 | 987 | 987 | 987 | 987 | 957 | 987 | 987 988 | 990 | 991 [1993 | 996
1,00 | 1,000 | 000 | 00 | 00D | 000 | 000 | 000 |00 | 000 | 000 | 000 000 | 000 | 000 | 00V | OO0

|
|

szezyznie xy, jak 1 w plaszezyznie xz. Wobec tego, ze wymiary przekroju
preta plasko afinicznego zmieniaja sie tylko w plaszezyZznie xy (rys. 3), to

wyboczenie w plaszezyZnie zy nazwiemy wyboczeniem x
w plaszezyZnie zbieinosci, a wyboczenie w plaszezy-

7mie xz — wyboczeniem z plaszczyzny zbieznosci.
W przypadkn wyboczenia sprezysiego w plaszezyZnie
zbieznosel

K,
3.3.17) ==
(3.3.17) b Fla x5,
wiec wprost
3
(3.3.18) % =)b.

W przypadku wyboczenia sprezysto-plastycznego
w plaszezyZnie zbieznosci jest natomiast




= E—zjzo —

B*L

P

E*

k)
£

3

a poniewaz dla pretéw plasko afinicznych

(3.8.20)

Or Py
oy Fop  nlyopy

o

%

wiec korzystajac ze wzoru (3.3.3) Ylinena otrzymujemy do obliczenia x

réwnanie

(8.3.21)

S

1=

) }mb(l — §m)=0.

Ograniczajac sie do stali 015 1 podstawiajac m =13 mamy

S

P

Pierwiastki tego réwnania podaje tablica 4.

18
) J——-Z)(l—sm.:“.

Tablica 4. Dodatnie pierwiastki rownania (3.3.22) przy roznych b i S

0,2

0,25

0,3

0,35

0,4

0,55

0,6

| |
0,65 | 0,7 | 0,75
. 1

1. 0,8 ’ 0,85

0,9

o

0,85

0,000
0,271
0,342
0,391
0,451
0,464
0,493
0,519
0,543
0,565
0,585

50,630

0,669
0,705
0,737
0,766
0,794
0,819
0,843
0,866
0,888
0,909
0,928
0,947
0,965
0,983
1,000

200
273
342
391
431
464
493
519

543.

565
585
630
669
705
737
766
794
819
843
866
888
909
928
947
965
983
000

250
288
344
391
431
464
493
519
543
565
585
630
669
705
737
766
794
819
843
866
888
909
928
947
965
983
000

300
322
356
395
432
464
493
519
543
565
585
630
669
705
37
766
94
819
843
866
888
909
928
947
965
983
000

550
HdH
561
568
574
581
589
598
607
617
627
€654
683
713
742
770
796
820
844
866
388
909
928
947
965
983
000

600
604
609
614
619
625
631
637
644
651
658
679
702
726
751
1776
800
824
847
869
890
910
928
947
965
983
000

650 -

6H4
658
662
666
670
675
680
685
690
696
712
729
47
767
788
809
830
851
872
892
912
930
948
965
983
000

700

703
706
710
714
17
721
725
729
733
738
750
762
776
792
808
825
842
860
879
897
915
933
950
967
984
000

0
753
756
759
762
765
768
771
774
78
782
791
801
812
824
836
849
863
8717
892
907
923
939
954
970
985
000

802
805
807
810
812
815
817
820
823
326
833
811
850
859
868
878
888
899
910
922
935
948
961
974
987
000

800

850
852
854
856
858
860
862
864
866
868
871
876
882
389
896
903
910
917
925
933
942
951
960
970
980
990
000

900
901
903
904
906
907
909
910
912
913
915
919
924
928
932
937
942
947
952
958
963
969
975
981
987
993
000




W przypadku wyboczenia sprezystego z plaszczyzny zbieznosci

(3.3.23)

#—0.

W przypadku wyboczenia sprezysto-plastycznego z plaszezyzny zbieznoseci

otrzymujemy natomiast do rozwiazania rownanie

(3.3.24)

ktore dla stali 01D, przy

(3.3.25)

X

S

D

S

v

N_)m} Bl Sm>= 0,

% 177-(
; %

13
)]wu—@ﬁzu

zalozeniu m = 13, sprowadza si¢ do postaci

|

Dodatnie pierwiastki tego réwnania trzynastego stopnia ze wzgledu na x
podaje tablica b.

Tablica 5. Dodatnie pierwiastki rownania (3.3.25) przy réznyeh b i S

0,25

0,3

0,35

0,5

b

0,55

0,6

0,7 | 0,75

0,8

0,85

0 |0,000
0,02 | 0,020

0,04 | 0,040 | 20:

0,06 | 0,060
0,08 | 0,080
0,10 | 0,100

0,120,120 | 21:

0,14 | 0,140
0,16 | 0,160
0,180,180
0.20 | 0,200
0,25 | 0,250
0,30 {0,300
0,35 | 0.350
0,40 | 0,400
0.45 | 0,450
0,50 | 0,500
0.55 | 0,550
0,60 | 0,600
0,65 | 0,650
0,70| 0,700
0,75 | 0,750
0,80 | 0,800
0,85 | 0,850
0,90 | 0,900
0,95 | 0,950
1,00 | 1,000

800
850
900
950
00V

O DO 10 1O 1O
v Ot Ot Ot Ot
-1 Ot OO

[59]
(=}
(=)

O
(o2}
(&1

268
273
277
291
316
354
401
450
500
550
600
650
700
750
800
850
900
950
000

350
351
353
355
357
359
361
364
366
369
372
380
392
408
430
462
505
552
601
650
700
750
800
850
900
950
000

400
401
403
405
407
409
411
413
416
418
420
428
438
450
466
488
520
5H9
603
651
700
750
800
850
900
950
000

450
451
453
455
457
459
461
463
465
467
470
477
485
495
508
525
546
Y
612
655
702
751
800
850
900
950
000

500
501
503
505
507
509
511
513
515
517
519
526
534
542
553
566
582
604
632
667
708
754
802
851
901
950
000

550
551
553
555
557
559
560
562
565
567
569
575
582
590
600
611
624
641
662
688
722
762
807
853
901
951
000

600
601
603
605
607
608
610
612
614
617
619
625
631
638
647

65T

668
682
699
720
746
78
816
858
904
951
000

700 | 750
701 751
703 | 753
705 155
707 | 756
TU8 | 758
710| 760
712 | 762
714 | 764
716 | 766
718 768
723 | 172
729 | 778
736 | 784
7431 191
7511 798
760 | 806
770 815
81| 825
796 | 838
813 | 851
832 | 867
856 | 836
885 | 908
919 | 934
958 | 965
000 | 000

800
801
803
805
806
808
809
811
813
815
817
821
826
832
838
844
851
859
868
878
889
902
916
932
951
974
000

850
851
8h2
854
856
857
859
860
862
864
865
869
874
879
884
889
895
902

909

917
925
934
944
956
969
984
000

900
901
902
904
905
906
907
908
910
911
913
916
920
924
928
932
936
941
916
951
957
963
969
976
934
492
000

Rozpr. Inz. 5



Dzieki tablicom od 2 do D mozemy z latwoscig obliczy¢ sile krytyczna
i wymiary preta przestrzennie réwnomiernie lub plasko afinicznego, wyko-
nanego ze stali 015 i poddanego wyboczeniu sprezysto-plastycznemu. W przy-
padku pretéw wykonanych z innych materialéw nalezaloby sporzadzi¢ ta-
blice analogiczne.

3.4. Przyklady stosowania wyprowadzonych wzoréw i tablic. Zanim przej-
dziemy do zasadniczego zastosowania metody «zaloZenia réwnania Scistego»,
jakim jest obliczenie sily krytyczne] dla pretéw niepryzmatycznych, pod-
danych wyboczeniu sprezysto-plastycznemu, podamy kilka przykladéw «po-
bocznego» zastosowania tej metody. Sprawdzimy, mianowicie, kilka réwnan
linii ugiecia, stosowanych najczescie] przy postugiwaniu sie metoda Ritza-
Timoszenki.

Zalézmy najpierw dla pierwszego przypadku wyboczenia (rys. 2)

(3.4.1) 7 =10 cos B Sdon ot

Jak wiadomo, jest to réwnanie linii ugigcia preta pryzmatycznego, sScisle
w przypadku ugieé nieskonczenie malych, jakimi wylacznie sie zajmujemy.
Ze wzoru (3.2.6) wynika wiec, ze

(3.4.2) f(t) = cos ;—’ ‘.

Korzystajae ze wzoréow (3.2.4 1 (3.2.19) otrzymujemy

Q4 B, 72 n? B,
(3.4.3) Pk—-F(— 7 °os O)__ e
nZ
) -7 cos 5 t
(3.4.4) b= =1,
— g cos; t

Zgodnie z przewidywaniami otrzymaliSmy w wyniku pret pryzmatyczny
1-wzér Eulera-Karmana.

Wezmiemy teraz pod uwage funkeje, ktérej druga pochodna zmienia
sie¢ liniowo,

(3.4.5) oy =0 (1 i “lf) =)

1 zalézmy, ze przedstawia ona réwnanie linil ugiecia pewnego preta. Jest
to jedno z najcze$cie] uzywanych réwnan przyblizonych dla pierwszego
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przypadku wyboczenia. Po scalkowaniu i uwzglednieniu warunkéw brze-
gowych

, (1, e p
(5.4.6) y=0C <_. 3 -+ g — 6)’
a poniewaz y(0)=4d, wiegc C= — 30, 1 ostatecznie

SR
(3.4.7) T (5(1—? +g>:¢w).

Ze wzorow (3.2.9) 1 (3.2.19) otrzymamy teraz sile krytyczng 1 wymiary
preta:

R BO 2 _SBO
Pp=— ng V)= B
(5.48) b 2—3r24-¢
=537 >
lub po uproszezeniu
72
(3.4.9) b=1-4t—1.

Przyjmijmy, ze pret jest pretem przestrzennie réwnomiernie afinicznym
o przekroju kolowym. Przy zalozeniu wyboczenia sprezystego obowiazuje
wzér (3.3.11). Przyjmujac x za stosunek Srednicy biezacego przekroju preta
do $rednicy przekroju podstawowego (utwierdzonego) otrzymujemy

4 . 7”77727
(3.4.10) (Z=do./1+t-3.
Wymiary preta przy zalozeniu d,=1 podaje tablica 6. Jest to wiec pret,
ktérego najmniejszy przekrdj jest przekrojem utwierdzonym. Najwieksze
odchylenie od wymiaréw preta pryzmatycznego o srednicy d=1 wynosi
10,7°/,, jest wiec dosé¢ duze. Blad, jaki popelniamy przy podstawieniu réw-
nania (3.4.7), jako przyblizonego réwnania linii ugiecia preta pryzmatycz-
nego, do wzoru Ritza-Timoszenki (3.1.2), wynosi 1,32%,.

Tablica 6. Wymiary preta o rownaniu linii ugiecia (3.4.7) przy wyboczeniu

‘ 0 | o1 02 | 03 | o4 | 05 | 06 | 07 | 08 | 09 1

) 11,09 | 1,180 | 1,255 | 1,320 | 1,375 | 1,420 | 1,455 | 1,480 | 1,495 | 1,500
1 [1,028 | 1,042 | 1,058 | 1,072 | 1,083 | 1,092 | 1,098 | 1,103 | 1,106 | 1,107

Przy zalozeniu wyboczenia sprezysto-plastycznego wymiary preta beda
mniejsze od podanych w tablicy 6 z nieznacznymi réznicami. Wymiaréw tych
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nie mozna- otrzymaé bezposrednio z tablicy 3, poniewaz nie obejmuje ona
zakresu & > 1. Jednak pretéw takich (o najmniejszym przekroju utwierdzo-
nym) w praktyce na ogél si¢ nie stosuje i rozbudowanie tablicy 3 jest
wlasciwie niepotrzebne, jak to stwierdziliSmy- poprzednio.

Dla pretéw dwuprzegubowych czesto zaklada sig réwnanie linii ngiecia
w postaci wielomianu trygonometrycznego, na przyklad

. TX 2
(3.4.11) y=azsin — + a, sin %z'

Potraktujemy réwnosé (3.4.11) za $cisla i obliczymy wymiary preta oraz
sile krytyczna. Po sprowadzeniu do postaci (3.2.6) bedzie to réwnanie z jed-
nym parametrem. Przyjmujac na przyklad @, =0 i ay=ad i stosujac ozna-
ezenie (3.2.1) mamy

(3.4.12) Yy =0(sin st + a sin 27i).
Ze wzoru (3.2.21) otrzymujemy

’ . __14-8a n?B;
(3.4.13) Pp= i+¥sa

a ze wzoru (3.2.24) okreslamy sztywnos$¢ preta

__ (14 8a)(sinnt 4 a sin 271)
" (14 24a)(sinnt + 4asin 2at)’

(3.4.14) b

Przyjmijmy «—0,5 1 podstawmy #=0,75:

(&~

(5 —3)

b(o,75>:—l/§ S 400,
2(5 —2)

Sztywno$é preta, dla ktérego zalozyliSmy réwnanie linii ugiecia w postact
(3.4.12), przy przyjeciu wartosci parametru a =0, musialaby by¢ zatem-
w pewnych przedzialach ujemna. Jest to, oczywiscie, pozbawione fizycznego
sensu, zatem poslugiwanie sie réwnaniem (3.4.12) przy tej wartosci para-
metru nie moze prowadzié do prawidlowych wynikéw.

Dla ustalenia przedzialu, z ktérego mozna wybieraé¢ wartoSci parametru a
w réwnaniu (3.4.12), aby sens fizyczny metody Ritza-Timoszenki byt
zachowany, musimy rozwigza¢ nier6wnosé¢ & > 0, przy czym b jest okres-
lone wzorem (3.4.14). Nieréwnos$é ta ma obowiazywaé dla kazdego ¢ z prze-
dzialu <0, 1>. W wyniku otrzymujemy — 1/8 < a <1/8, przeto stosowalnosc
wzoru (3.4.12) jest ograniczona do takiego zakresu zmiennosci parametru a.
Przy poslugiwaniu si¢ wielomianami trygonometrycznymi, jako przyblizo-
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nymi rownaniami linii ugiecia, nalezy zatem zachowaé szczegdlna ostroz-
nos¢, by nie zatracié¢ fizycznego sensu metody.

Bardzo interesujacy przyklad zastosowania metody Ritza-Timo-
szenki podaje Mutermilch, [8]. Dla obliczenia ugigé skoriczonych jed-
nostronnie utwierdzonego idealnie sprezystego preta pryzmatycznego, $ci-
skanego osiowo 1 mimosrodowo sila skupiona, za- ’
Tozono tam luk kola jako przyblizona postaé linii
ugiecia. Zajmiemy sie teraz okresleniem ksztaltu
preta, dla ktérego réwnanie luku kola byloby
Scislym réwnaniem linii ugiecia.

Poniewaz zajmiemy sie ugieciami skonczo-
nymi, to wzory wyprowadzone w p. 3.2 przy za- |
Tozeniu ugieé nieskoriczenie malych nie moga [ S
znalezé zastosowania. Jednak wyprowadzenie ana-
logicznych wzoréw dla ugieé skonczonych nie
sprawi trudnosci, jezeli linia ugiecia ma by¢ luk kola o promieniu r. Za-
miast réwnania (3.2.0) bedziemy tu mieli

s

(3.4.15) L =0
[ 2 2 ) = — Y =
‘ 7 bBO'/ !
a jezeli przez s oznaczymy zmienna mierzong po luku kola, to z rys. 4
widagé, ze

: /
(3.4.16) 0 =17 —17C0oS—,

=

(3.4.17 y=0—1r-rcos S r(cosi — COS —%) ;
r r r

Po wstawieniu (3.4.17) do (3.4.15) otrzymujemy

o . Pq' 3
(3.4.18) bj_’; (wsi—-cos i)— 1.

Roéwnanie to ma by¢ spelnione dla kazdej wartosci zmiennej s. Zakladajac
s==0 otrzymujemy stad zalezno$¢ P = f(r):

(3.4.19) p—— B .
. l
r-(l — COS —>
-
Wartosé sily krytycznej obliczymy z warunku »-—>oo:

(3.4.20) Po—lim D0 4%

A 7"3(1 — cos —l) 5
=

)



natomiast ksztalt preta, okreslony tym razem funkeja b= b(s), otrzymamy
przez podstawienie (3.4.19) do (3.4.18):

S l
CcOSs ; — COS ;
(3.4.21)  TE

l—cos—l
=

Wzér ten obowiazuje dla ugieé¢ skonczonych, natomiast dla ugieé nieskorn-
czenie malych, gdy » —>oo i s—=, otrzymujemy w granicy
s l
cos :’-: — COS )- 2\2
(3.4.22) b=lm—" 1 (7) —1r

el Gos-
-

Podstawiajac do rownania (3.4.21) rézne wartosci » otrzymujemy w wyniku
rézne zalezno$ci b=~5(s). Rézne prety ugna sie po lukach kél o réznych
promieniach, zatem réwnania (3.4.19) nie mozna traktowaé jako zaleznosci
miedzy sila i promieniem krzywizny dla tego samego preta. Zakladajac
pewne 7 otrzymujemy z (3.4.19) wartos¢ sily P, ktéra spowoduje ugigcie po
tuku kola o tym promieniu, ale tylko w przypadku preta, ktérego sztyw-
no$é okresla wzor (3.4.21), po podstawieniu don tej samej wartosci ». Zau-
wazmy wreszcie, ze dla omawianych pretéw nie znamy sily krytycznej
[z wyjatkiem preta (3.4.22)], ale znamy jedynie sile, ktéra wywola ugiecie
preta po luku kola.

WeZmy pod uwage liczbowe dane. Zalézmy, ze rozpatrywane prety sa
pretami przestrzennie réwnomiernie afinicznymi o dlugosei 7=2bcm
1 o przekrojach kolowych; niech d,=2cm. Jako material przyjmiemy stal
o module Younga £=2,1-10°kG/cm? Zalézmy dalej, ze prety wybaczaja
sig po lukach kél o promieniach » = 25/m cm (pétkole), 12,5 cm, 25 cm i, w gra-
nicy, co. Przy przyjeciu idealnej sprezystosci stali odpowiednie wartosei
sil obliczymy ze wzoréw (3.4.19) i (3.4.20), a poszczegélne srednice pretéw
ze wzoréw (3.4.21) i (3.4.22) oraz (3.3.11). Rysunek D przedstawia ksztalty
trzech sposréd tych pretéw oraz podaje schematy wszystkich czterech pre-
téw, poddanych dzialaniu sily P wywolujace] ugiecie po luku kola.

Jezeli materialem preta ma by¢ stal «rzeczywista», na przyklad stal 01D,
to bedzie mozna rozwazyé jedynie przypadek ugieé nieskorczenie malych,
czyli przypadek r— co. Podstawiajac tym razem do wzoru (3.4.20) B, = K1,
otrzymamy tylko pozorna wartosé sily krytycznej, ktéra oznaczymy przez Py;
dla obliczenia wartosci rzeczywistej bedziemy musieli skorzystaé¢ z tablicy 2.
Mamy, mianowicie, P, ="5278 kG, a poniewaz I, = mem?, wiec oz = Pp/F, =
=1680kG/cm? Z tablicy 2 otrzymujemy, interpolujac, o6z = 1663 kG/cm?
stad rzeczywista wartos¢ sily krytyczne] P, = 1663 7= 5230kG. Sila kry-
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tyczna jest tu wiec nieco nizsza niz w przypadku preta idealnie sprezystego,
sam pret natomiast, jak zobaczymy zaraz, wypadnie grubszy.

Wymiary preta okreslimy poslugujac sie tablica 3. W tym celu obli-
czamy S=1663:2370=0,702 (lub interpolujemy te warto$¢ z tablicy 2)
i dla obliczonych ze wzoru (3.4.22) wartosci & odezytujemy z tablicy 3 od-
powiednie wartosci #. Na przyklad dla #=0,8 ze wzoru (3.4.22)  =0,36;

I

! ——slal (dealnie sprezysta
— —stal 015

P=5278kG

|

e« —— =00

250

—}_ |P=5741k6

1

53
i~
o

1
L it

Rys. 5. Prety, ktorych linia ugiecia przy wyboczeniu
jest lukiem kola

z tablicy 3 odezytujemy (dwukrotnie interpolujac) »==0,870, a wiec sred-
nica preta dla te] wartosci # wyniesie d = xd, = 0,870-2=1,740cm. W ten
sposéb uzyskany zarys preta zostal oznaczony na rys.D linia przerywana.

Rysunek 5 wskazuje wyraznie, ze prety, dla ktérych luk kola bedzie
linig ugiecia przy wyboczeniu, odbiegajs znacznie swymi ksztaltami od
pryzmatycznych. Stosunkowo dokladne wyniki, jakie otrzymal w swej pracy
Mutermilch, [8], osiagnigto jedynie dzieki umiejetnemu wprowadzeniu

pewne] poprawki w obliczeniach.



4. Wyboczenie sprezysto-plastyczne pretow zbieznych

4.1. Wyboczenie sprezysto-plastyczne jednostronnie utwierdzonych pretéw prze-
strzennie rownomiernie zbieznych. Zastosujemy teraz metode «zalozenia réw-
nania $cislego» do obliczenia sily krytycznej dla pretéw przestrzennie réw-
nomiernie zbieznych, podlegajacych wyboczeniu sprezysto-plastycznemu. Jak
zwykle przyjmiemy uklad osi w ten sposéb (rys.2), aby I, = Z,, co po-
zwoll rozpatrywa¢ wyboczenie wylacznie w plaszczyznie xy. Momenty bez-
wladnosci 7, i promienie bezwladnosci ¢, bedziemy dla krétkosci oznaczac
przez [ oraz i. Postuzymy sie oznaczeniami p. 3 oraz oznaczeniem

(411‘ ]f:;:lr:;{’(l):
0

przez i; rozumiemy tu promien bezwladnosci przekroju /=1, tzn. na swo-
bodnym koncu preta. Bezwymiarowy stosunek % bedzie zatem miara zbiez-
nosci preta. Poniewaz w praktyce zasadniczo nie stosuje sie pretéw o zbiez-
nosct A >1 (najmniejszy przekrd] utwierdzony), to zajmiemy sie jedynie
przypadkiem % < 1, podobnie, jak to uezynil Dinnik przy rozpatrywaniu
wyboczenia sprezystego.

Metodg «zalozenia réwnania scislego» mozemy dojsé do dobrych wyni-
kéw w dwojaki sposéb: albo dobierajac réwnanie linii ugiecia o duzej ilosci
nieoznaczonych parametréw i1 znajdujac nastepnie optymalne ich wartosei,
albo przyjmujac stosunkowo mala ilo§¢ parametréw, lecz przewidujac z géry
ksztalt linii ugiecia w sposéb dosé precyzyjny. Postaramy sie obraé druga
z tych mozliwosei, gdyz dobdér odpowiedniej wartosci duzej liczby para-
metrow bylby zmudny. W tym celu udowodnimy najpierw nastepujace
twierdzenie.

Twierdzenie 1. Jezeli funkcja x(¢), okreslajaca wymiary preta przestrzen-
nie réwnomiernie lub plasko afinicznego, utwierdzonego jednym koricem
1 obcigzonego na drugim, swobodnym, sila osiows P (I przyp. wyboczenia)
jest klasy C® w przedziale 0 ==#=<1 i spelnia warunek #'(0)<0, to krzy-
wizna osl preta ugietego osiaga warto$é maksymalna w pewnym punkcie 7,
lezacym wewnatrz przedzialu (0, 1).

Dowid. 7 rownan (3.3.15), (3.3.21) 1 (3.3.24) mozna wyrazi¢ b w postaci

ogolnej

) . A ] [ S\

(4.1.2) b= ‘ | — (/) J,

gdzie 2, =4,3,1 oraz n,=2,1,1 odpowiednio dla pretow przestrzennie

réwnomiernie afinicznych oraz dla pretéw plasko afinicznych przy wybocze-
niu w plaszezyznie i z plaszezyzny zbieznosci. Rézniczkujac réwnanie (4.1.2)
wzgledem 7 1 oznaczajac dla skrécenia @b/dt—=10" oraz dx/dt=1x', otrzymujemy
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(4.1.3)

Y w b mn, S™
T\ =z 1— 8§m

=_— lel"lllllg—l)xl.
skad jest rzecza widoczna, ze pochodne &' 1 " sa tego samego znaku. Z za-
sadniczego réwnania zginania (3.2.D), napisanego w postaci $cisle]

P2y

gdzie przez K oznaczylismy krzywizne linii ugiecia piszac dla krotkoset
dK/dt = K' otrzymujemy

A 21 12 ., PB(, by
(4.1.5) = b—BO(‘U 77)_)_

Do réwnania tego podstawimy /=0 1 £=1:

2
(4.1.6) 1(’(4,)):_})“

b'(0),
0
Pr
4.1.7) (1) =—9#'(1).
(4.1.7) K'(1) blBUg/( )

7 przyjetego ukladu osi (rys. 2) widac¢, ze y'(1) < 0: z zalozenia iz (4.1.3)
wynika 4'(0) < 0. W takim razie pochodna krzywizny jest dodatnia dla
t=0, a ujemna dla z=1. Wobec zalozone] ciaglosci krzywizny twierdze-
nie jest zatem udowodnione.

Przy dowodzie posluzylismy sie prawem Ylinena. Pozostaje on jed-
nak w mocy dla kazdej innej zaleznosci £* = E*(0), przedstawione] funkcja
nierosngecs, a wiec, na przyklad, przy zalozeniu prawa Hoolke’ a.

7 twierdzenia powyzszego skorzystamy przy doborze réwnania linii
ugiecia dla jednostronnie utwierdzonych pretéw przestrzennie réwnomiernie
zbieznych. Mamy tu bowiem

(4.1.8) z(t)=1— (1 — k),
(4.1.9) 2(0)=—(1—Ek)

wiec, z uwagi na ograniczenie naszych rozwazan do przypadku k& <1, za-
lozenia twierdzenia 1 sa spelnione.

Dobér bezposredni odpowiedniego réwnania linii ugiecia bylby trudny
z uwagi na stosunkowo duzg ilo$é marzuconych warunkéw. Dobierzemy
wiec majpierw druga pochodna (krzywizne), a nastepnie przez scalkowanie
uzyskamy sama linie ugiecia. Krzywizna musi spelniaé warunki wynika-
jace z twierdzenia 1, mianowicie K’(0)> 0 oraz K'(1)< 0. Wiadomo réw-
niez, ze A(0)=£0, a K(1)=0, gdy chcemy otrzymaé pret o réznej od zera
sztywnosel przekroju swobodnego. Nie wiemy natomiast, w jakim punkcie
wystapi maksimum krzywizny, o ktérym mowi twierdzenie 1, i musimy
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dobraé¢ taka funkcje, aby przy odpowiednim doborze wartosci parametrow

mogla osigga¢ maksimum w calym przedziale (0, 1). Funkeja taka bedzie,
na przyklad, funkeja

(4.1.10) K =0C(14at)(l—t7)

o dwdéch nieoznaczouych parametrach « i », spelniajacych warunki >0
oraz n >1; dodatnia stalag C wyznaczymy z warunkéw brzegowych. Ponie-

waz z przyjetego ukladu osi wynika, ze K= —y" (przy zalozeniu ugieé
nieskoniczenie malych), wiec calkowaniu ulega réwnanie
(4.1.11) ¥ = G at)(l —m).

Po scatkowaniu i uwzglednieniu warunkéw p'(0)=0 oraz y(0)=dJ mamy

4112) y=—cft4 " g2 atnts s
w119 = ety e aa )

a z warunku y(1)=0 obliczymy staly C:

#.1.13) C= 6d(n+1) (n+2) (n 4 3)
Y T T (@43 (m4+ 1) (n+2) (n + 3) — 6an 1) — 6(n—+3)

Wstawiajac (4.1.13) do (4.1.12) otrzymujemy ostatecznie réwnanie linii
ugiecia w postaci (3.2.6), mianowicie

(41.14) //=6[1—— (at+3)(1z—|—1)(n—{—2) (7&—}-3,})——6at"+1(n+1)—tit“(n—i—.‘j‘)tz}-

' ‘ (a43)(n—+1)(n—+42) (n+ 3)—6a(n 41)—6(n -+ 3)
Warto$é pozornego wspodlezynnika statecznosel otrzymamy teraz ze

wzoru (3.2.11):

(4.1.15) §_ 24(”—*—1)(”—*—2}(@—*—3) .

& (@a+3)n+1)n+2)(n+3)—6amn+1)— 6(n+3)

Pozorna warto$é naprezenia krytycznego w przekroju podstawowym wy-
niesie

(4.1.16) ko =51i'7.

=1

Korzystajac z tablicy 2 w przypadku pretéw ze stali 015 lub z analogicz-
nych tablic opracowanych dla innych materialéw, mozemy juz bez trudu
znalez¢ rzeczywista warto$¢ naprezenia krytycznego oy, a wiec réwniez
sile krytyczna.
Podstawiajac (4.1.14) do (3.2.19) otrzymujemy
| (at+3)(n+1) (14 2)(n+3)— bat*H(n +1)— 61" (n 4 3) s

@117 b= @+3)m+H)n+2)(n+3)—ban+1)—6n+3)
i - (I at) (T— )




Wzér ten okresla 4 dla kazdej wartosci ¢ réznej od 1: &; obliczymy ze
wzoru (3.2.20): po wstawieniu i uproszczeniu

4118) 5= 30 B (a2 D) (142 —2a(n 4 1) — 200 4-2)
T AT @) @+ 8) (n 1) (0 2) (0 3) — 6a(n+ 1) —6(n+ 3)]

Znajac b dla poszczegélnych wartosci zmiennej # mozemy dla tych samych £
odezytac z tablicy 3 odpowiednie wartosci #, a tym samym okreslié ksztalt
preta. :

Wobec posiadania gotowych tablic 2 do O ograniczymy nasze rozwaza-
nia do pretéw ze stali 015, co nie przeszkadza rozszerzeniu tych rozwazan
roéwniez na inne materialy po opracowaniu, oczywiscie, odpowiednich tablic.

Dochodzimy teraz do nastepujacego zagadnienia: dany jest pret prze-
strzennie réwnomiernie zbiezny (znamy wiec charakteryzujace go wielkosei %
i Z). Czy mozna si¢ posluzyé wyprowadzonymi réwnaniami do okreslenia
sity krytycznej dla tego preta, a jesli tak, to w jaki sposéb dobraé odpo-
wiednie wartosci parametréw « 1 »? Inaczej mdéwiac, w jaki sposéb dobraé
a i n, aby wyznaczony z rownan (4.1.17), (4.1.18) i z tablicy 3 ksztalt
preta mozliwie najmniej odbiegal od ksztaltu preta danego?

OdpowiedZ na tak postawione pytania bylaby trudna, a obliczenie opty-
malne] wartosci parametréw bezposrednio z warunku (3.1.5) jest nawet teo-
retycznie niemozliwe, poniewaz przy wyboczeniu sprezysto-plastycznym nie
mozna okresli¢ sztywnosci preta B, dopdki nie jest znana sila krytyczna.
Doboér tych wartosci méglby mnastapié przy pomocy préb, ale nalezy watpid,
czy w ten sposéb uzyskane rozwiazanie mogloby by¢ calkowicie wykorzy-
stane w praktyce inzynierskie].

Obierzemy zatem inna droge, wymagajaca wiekszego jednorazowego na-
kladu pracy, ale prowadzacag do wynikéw, ktére dadza sie bezposrednio
stosowa¢ w praktyce. Bedziemy, mianowicie, zakladali z géry pewne war-
tosci parametréw a i », a nastepnie dobierali 4, i &£ w ten sposéb, aby uzy-
skany pret mozliwie najmniej odbiegal od preta przestrzennie réwnomier-
nie zbieznego. Takie postepowanie bedzie znacznie latwiejsze od po-
przedniego. W ten sposéb uzyskamy wartosei naprezen krytycznych oo
1 wspolezynnikéw statecznoscel &, tzn. réwniez sil krytycznych, dla szeregu
pretdw przestrzennie réwnomiernie zbieznych (w przyblizeniu), o zupelnie,
zreszta, przypadkowych wartosciach 4, 1 k. Po dokonaniu odpowiednio du-
ze] liczby przeliczen bedziemy mogli droga interpolacji otrzymac o, oraz &
rowniez dla innych, posrednich, wartosci 4, 1 £ Uzyskane wyniki mozna
zebraé w tablice 1 wykresy, aby umozliwi¢ korzystanie z nich w kazdym
przypadku bez dodatkowych przeliczen.

Postepowanie uwidoczni sie najlepiej na przykladzie. Zalézmy wartosci
parametréw »=>5 oraz a=1. Ze wzoréw (4.1.17) i (4.1.18) obliczamy
5(0,0) = 0,027 oraz b(1)=0,191; pamietamy réwniez, ze b(0)=1, co jest
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oczywiste wedlug oznaczen (3.2.1) i (3.2.2). Przyjmujac wartos¢ S mogli-
by$my teraz z tablicy 3 odczytaé¢ odpowiednie wartosci #(0,5) i »(1). Dla
preta przestrzennie réwnomiernie zbieznego wartosci te powinny spelniaé
réwnanie ‘

#(0) +(1) _ 14 =(1)
2 2

(4.1.19) #(0,5) =

Wybierzemy jednak droge odwrotna: zalozymy, mianowicie, ze ma by¢
spelniony warunek (4.1.19) i z tablicy 3 dobierzemy wartos¢ S, dla ktérej
warunek ten zachodzi. fiatwo przekonaé sie, ze w danym przypadku war-
toscia taka jest S=0,441, bowiem przy te] wartosci S i przy podanych
wyze] b mozemy — stosujac dwukrotna interpolacje — odezytaé z tablicy 3
#(0,0) = 0,852 oraz #(1) =0,704. W istocie zatem warunek (4.1.19) jest spel-
niony. Nasuwa sie¢ jednak pytanie, w jaki sposéb mozna szybko znalezé S
o takiej wlasnosci. Jest to latwe o tyle, ze, jak wynika z tablicy 3, dla
wiekszych wartosci 4 a malych S, x zalezy jedynie od b. Tak, na przyklad,
dla ¥ =0,527 otrzymujemy  przez interpolacje » =0,852 dla wszystkich S
mniejszych od okolo 0,b. Zakladajac #(0,5) =0,852 mozemy obliczyé z wa-
runku (4.1.19)

(4.1.20) #(1) = 2x%(0,5) — 1,

czyli w naszym przypadku (1) =0,704. Pouniewaz znamy 4(1) = 0,191, wiec
z tablicy 3 mozna odczytaé odpowiednia wartosé S, mianowicie S=0,441.
Otrzymalismy S < 0,5, wiec dla & =0,527 w istocie » =0,852, jak przewi-
dywali$émy. Gdyby natomiast %(0,5) uleglo pewnej zmianie, co sie zreszty
zdarza rzadko, to nalezaloby réwniez nieco zmienié (powiekszyé) S, aby
warunek (4.1.19) byl speiniony.

Dla upewnienia si¢ dodatkowo, o ile otrzymany pret zbliza si¢ ksztaltem
do przestrzennie réwnomiernie zbieznego, obliczmy jeszcze #(0,25) i #(0,75).
Poniewaz zmiana % powinna byé liniowa, to powinni$my otrzymaé

#(05) 1 0,85;
#(0,25) = O EL05) _ +g’“ 2 0,926,
#(0,15) = z((),;>)2—}- z(1) _ 0,852 —;— 0,704 — 0,778,

Ze wzoru (4.1.17) mamy 5(0,25) = 0,757 oraz 5(0,75) = 0,333: z tablicy 3
przy zalozeniu S=0,441 odczytujemy x(0,25) =0,933 oraz x%(0,75)=10,765.
Réznice wynosza 0,007 jako nadmiar dla #=025 i 0,013 jako niedomiar
dla t=0,75 — sa wiec nieznaczne, jak na jedyne bledy w obliczeniu. Od-
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chylenia takie moze zreszta posiada¢ réwniez sam pret wskutek pewnych
niedokladnos$ci obrébki. Poza tym sa to odchylenia o znakach przeciwnych.
a wiec w pewnym stopniu nawzajem sie znoszace. Yatwo sie puekonac
iz dla innych wartosci # odchylenia nie beda wieksze.

Nalezy jednak zbadad, jakie odchylenia zwiekszaja bezpieczenistwo, a jakie
je zmniejszaja. Jezeli dla preta przestrzennie réwnomiernie zbieznego ma x
przy pewnym ¢ przybraé okreslong wartosé¢, gdy tymczasem pret, ktérego
site krytyczna obliczylismy, ma mniejszg warto$é x dla tej samej wartosei ¢
blad przez niedomiar), to oznacza to, ze W rzeczywistosci sila krytyczna
dla preta przestrzennie réwnomiernie zbieznego jako grubszego jest nie
mniejsza niz sila obliczona dla preta cieniszego; bledy zwiekszajg zatem
bezpieczenstwo. Stad oczywiscie, wynika, ze bledy popelniane wskutek nad-
miaréw zmniejszaja bezpieczenstwo.

Obliczymy jeszcze naprezenie krytyczne oy, wspélezynnik statecznosei &
i smuklos$é «dolna» dla rozpatrywanego preta. Z (3.3.7) otrzymujemy wprost
0ro = Sop; = 0,441-2370 = 1045 kG /cm?. Z (4.1.10) obliczamy teraz pozorny
wspélezynnik statecznosei uzyskujac & = 6,40. Rzeczywisty wspélezynnik
statecznoscl uzyskamy najlatwie] ze wzoru

(41.21) =g
T kO

Wartos¢ oy dla danego oy znajdziemy w tablicy 2; w danym przypadku
Or = Oz = 1045 kG/cm? ‘wiec takze =3 =0640. Z odwrdéconego wzorun
(3.2.15) obliczamy ostatecznie

: SE
(4.1.22) A0=l/ -

()

otrzymujac w danym przypadku 4,=1130.

Wyniki obliczen sa nastepujace: dla jednostronnie utwierdzonego preta
przestrzennie réwnomiernie zbieznego, wykonanego ze stali 015, o zbiez-
nosci kb =1,/i,==x(1) =0,704 oraz o smuklosci dolnej 4,=113,, napre-
zenie krytyczne w przekroju podstawowym (utwierdzonym) jest réwne
Gr = 1045 kG/cm?, a wspodlezynnik statecznosei wynosi 4 = 6,40.

Wyniki powyzsze otrzymaliSmy przyjmujac warto$é parametréw w réw-
naniu (4.1.14) =25 oraz a=1. Podobnie przyjmujac n=4 oraz a =0,
otrzymujemy pret, dla ktérego £=0,791, 4,=108,, 0, =1325kG/cm?
9 =744 itd. Wyniki obliczei naniesiemy na wykres o osiach 4, i %,
a po uzyskaniu kilkudziesieciu punktéw przeprowadzimy bez trudu linie
stalych naprezen krytycznych oy 1 stalych wspélezynnikéw statecznosei 9.
Sporzadzenie tych wykreséw przyjdzie tym latwiej, ze ich «brzegi» sa
znane. Mianowicie w przypadku malych smuklosci 4, mamy do czynienia
z wyboczeniem czysto plastycznym i praktycznie o, = 0,;, Wige 6= k"0p;
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w przypadkach duzych smuklosci wyboczenie bedzie sprezysts, zatem roz-
patrzone przez Dinnika; wreszcie przypadek preta pryzmatycznego (k=1)
zostal rozwigzany przez Ylinena. Nalezy pamietad, ze w przypadku wybo-
czenia sprezystego wspolezynnik statecznosci & zalezy tylko od £ (Dinnik).

Sporzadzone w ten sposéb wykresy zamieszczone sa na rysunkach 6 i 7.
Dla pewnych zastosowan korzystniejsze jest przedstawienie funkeji jak na
tablicach 7 1 8 2).

Obliczenie sily krytycznej dla danego preta przestrzennie réwnomiernie
zbieznego, jednostronnie utwierdzonego nie przedstawia juz teraz zadnych
trudnosci. Znajac, mianowicie, & 1 4, odczytujemy z wykresu na rys. 6 lub 7
albo z tablicy 7 lub 8 odpowiedniy wartos¢ & lub oy i obliczamy sile kry-
tyczng za pomoca wzoru (3.2.10) lub (3.2.13).

Poniewaz sila krytyczna dla jednostronnie utwierdzonego preta zbiez-
nego jest zarazem silag krytyczna dla odpowiedniego dwuprzegubowego preta
dwuzbieznego, to rozwigzaliSmy réwnoczesnie zagadnienie wyboczenia spre-
zysto-plastycznego dwuprzegubowych pretéw przestrzennie réwnomiernie
dwuzbieznych (rys. 1, pret 11212). v

4.2. Wyboczenie sprezysto-plastyczne dwuprzegubowo zamocowanych pretow
przestrzennie rownomiernie zbieznych. Obierzemy uklad osi w ten sposéb, aby
przekréj podstawowy byl przekrojem najwiekszym. Bedziemy zatem zakla-
dali £ =<1 nie ograniczajac ogdlnosci rozwazan. Podobnie jak w przypadkn
poprzednim bedziemy zajmowali sie tylko wyboczeniem w plaszezyznie wy,
gdyz zawsze mozna obraé¢ osie y 1 # w ten sposéb, aby kierunek osi y byl
kierunkiem niebezpiecznym przy wyboczeniu.

Aby nalezycie dobraé réwnanie linii ugiecia skorzystamy z twierdzenia 2,
ktéregos dowdd pominiemy jako analogiczny do dowodu twierdzenia 1.

Twierdzenie 2. Jezeli funkcja #(¢) okreslajaca wymiary preta przestrzen-
nie réwnomiernie lub plasko afinicznego, zamocowanego dwuprzegubowo
(IT przyp. wyboczenia), jest klasy C®* w przedziale 0 ==¢=1 i spelnia wa-
runek #'(0)-%'(1) > 0, to istnieje wewnatrz przedzialu (0, 1) taki punkt ¢,,
w ktéorym druga pochodna krzywizny osi preta ugietego (a wiec czwarta
pochodna ugiecia) w punkecie zero zmienia znak (krzywizna posiada punkt
przegiecia). ,

W przypadku pretéw przestrzennie réwnomiernie zbieznych x'(7) =
= — (1— k) =const, wiec gdy wylaczymy mozliwosé £=1 (pret pryzma-
tyczny), to zalozenia twierdzenia 2 sa spelnione. Podobnie jak poprzednio,
zamiast dobiera¢ bezposrednio réwnanie linii ugiecia, dobierzemy mnaj-
pierw réwnanie krzywizny: mamy tu jedynie do spelnienia warunki

__ ) Ograniczymy si¢ przy tym do zakresu 05 =/k=1 z dwdch powodéw: z jedne]
strony prety o k£ << 0,0 sa rzadko stosowane w praktyce, z drugiej — réwnanie (4.1.14)
daje tu mniej dokladne wyniki.
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Tablica 7. Wartoscei wspolezynnika statecznosci ¢ dla jednostronnie utwierdzonych

pretow przestrzennie rownomiernie

zbieznych ze stali 015

1}\ 05 | 055 06 | 065 | 07 | 075 | 08 [08 | 09 [09% | 1
60 | 1,02 | 1,23 | 146 | 1,72 | 1,99 | 2,28 | 260 | 2,93 | 3,29 | 365 | 3,91
65 | 1,19 | 144 | 1,12 | 201 | 2,33 | 2,67 | 3,06 | 344 | 3,86 | 4,28 | 433
70| 1,88 | 1,67 | 1,99 | 233 | 271 | 3,10 | 354 | 39S | 4,48 | 4,94 | 521
19 | 192 D238 | oer | 3,10 | 357 | 406 | 458 | 514 | 562 | 591
80 | 181 ! 218 | 260 | 3,05 | 354 | 4,06 | 4,63 | 522 | 585 | 631 | 6,63
85 | 204 | 246 | 293 | 344 | 3,99 | 4,58 | 522 | 588 | 664 | 702 | 7,35
90 | 2,29 | 2,76 | 3,29 | 3,86 | 4,48 | 514 | 585 | 656 | 7,25 | 7,67 | 8,03
95 | 255 | 3,08 | 8,67 | 4,80 | 4,98 | 5,72 | 649 4 722 | 7,82 | 825 | 865
100 | 2,82 | 341 | 4,06 | 4,76 | 551 | 628 | 7,08 | 7,71 | 824 | 871 | 918
105 | 3,12 | 3,75 | 447 | 522 | 598 | 6,73 | 7,38 | 799 | 856 | 9,08 | 9,54
110 | 3,39 | 407 | 4,79 | 552 | 6,28 | 691 | 7,49 | 808 | 869 | 927 | 9,74
115 | 3,60 | 436 | 506 | 572 | 633 | 693 | 7,51 | 810 | 870 | 9,28 | 9.84
120 | 383 | 450 | 5,13 | 575 | 635 | 694 | 752 | 811 | 870 | 9,28 | 987
125 | 3,97 | 457 | 518 | 577 | 6,36 | 695 | 7,563 | 8,12 | 870 | 9,28 | 9,87
130 | 4,05 | 4,62 | 521 | 580 | 637 | 696 | 7,58 | 8,12 | 8,70 | 9,28 | 9,87
185 | 4.08 | 4,65 | 5,23 | 581 | 638 | 696 | 7,563 | 812 | &70 | 9,28 | 9,57
140 | 4,10 ‘ 4,66 } 524 | 581 | 638 | 696 | 7,53 | 812 | 870 | 9,28 | 9,87

Tablica 8. Warto$ci naprezen krytyeznych o, (kG/em?) dla jednostronnie ntwier-
dzonych pretow przestrzennie réwnomiernie zbieznych ze stali 015

;\A 05 |05 | 06 | 065 | 07 |07 | 08 |08 | 09 |09 | 1

0

60| 598 | 717 | 833 | 1000 | 1160 | 1330 | 1520 | 1710 | 1920 | 2130 | 2280
65| 593 | 717 | s53 | 1000 | 1160 | 1330 | 1520 | 1710 | 1920 | 2130 | 2260
701 593 | 717 | 53 | 1000 | 1160 | 1330 | 1520 | 1710 | 1920 | 2120 | 2240
| 593 | 717 | 853 | 1000 | 1160 | 1330 | 1520 | 1710 | 1920 | 2100 | 2210
80| 593 | 717 | 853 | 1000 | 1160 | 1330 | 1520 | 1710 | 1920 | 2070 | 2180
85| 593 | 717 | 853 | 1000 | 1160 | 1330 | 1520 | 1710 | 1900 | 2040 | 2180
90 | 593 | 717 | 853 | 1000 | 1160 | 1330 | 1520 | 1700 | 1880 | 1990 | 2080
95 | 593 | 717 | 853 | 1000 | 1160 | 1330 | 1510 | 1650 | 1820 | 1920 | 2010
100 | 593 | 717 | 853 | 1000 | 1160 | 1320 | 1480 | 1620 | 1730 | 1830 | 1930
105 | 592 | 714 | 850 | 994 | 1140 | 1280 | 1400 | 1520 | 1630 ' 1730 | 1820
110 | 588 | 706 | 831 | 959 | 1090 | 1200 | 1300 | 1400 | 1500 | 1600 | 1690
115 580 | 692 | so3 | 908 | 1010 | 1100 | 1190 | 1290 | 1380 | 1470 | 1560
120 | 558 | 657 | 749 | 839 | 927 | 1010 | 1100 | 1180 | 1270 | 1350 | 1440
125 | 533 | 614 | 695 | 775 | 855 | 93+ | 1010 | 1090 | 1170 | 1250 i 1330
130 | 503 | 575 | 648 | 720 | 792 | si4 | 936 | 1010 | 1080 | 1160 | 1230
135 | 470 | 536 | 602 | 668 | 734 | £o01 | 868 | 935 | 1000 | 1070 | 1140
‘140 | 438 | 500 | 561 | 622 | 683 | 745 | 808 | w70 | 933 | 995 | 1060
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K(0)= A (l)=0 oraz wynikajacy z twierdzenia 2 warunek istnienia
punktu 7,, w ktorym K”(¢#,)=0. Réwnaniem takim bedzie, na przyklad,
rownanie

(4.2.1) K= 6(1+4 at) (t — )

o dwéeh nieoznaczonych parametrach @ i %, spelniajacych warunki « >0
oraz n > 1. Scalkowaniu ulega wiec tutaj réwnanie

(—123) .//" e '_(i(lTi"((l)(f"‘ tn)_

Po  wykonanin calkowania 1 uwzglednieniu warunkéw - brzegowych
#(0)=y»(1) =0 otrzymujemy réwnanie linii ugiecia w postaci (3.2.6), mia-
nowicie

1— 2 [ — gnit 1— g8 1 — tat2 }

(A23) y=0l| e — O et T 12 T D I

Wartosé pozornego wspolezynnika statecznosel otrzymamy teraz ze
wzoru (3.2.22):
(+2.4) G w (olr 2l
1)[7z—|—4+a(n+b) ‘
(o 11 T3 L3
a pozorna wartos¢ naprezenia Rrytycznego w przekroju podstawowym okre-
sh wzér (4.1.16). Korzystajac z tablicy 2 mozemy bez trudu znalezé rze-

czywista wartos¢ naprezenia krytycznego oy 1 tym samym sile krytyczna.
Podstawiajac (4.2.3) do (3.2.24) otrzymujemy
a l— ¢t a(l — tni2)
LoMili—a)E o =gyl —plomt L B D
(II+2)[( )+z( )l )[ n—+1 + n—+3
a(n -+ 6)
=2

7+ 4
n+1 " 2(rn-+43)

Wzor ten okresla 4 dla l\aadeJ wartosel 7 rozne) onl 1: 4, obliczymy ze
wzoru (3.2.25). Po wstawieniu 1 uproszezeniu

3 n+42
_—'—5 l;;'-—*

(4.2.{)) [) =

(. —1) (1 at) (1 — tn—1)

(4.2.6) == —.
n-+4  a(n-+46)
(;1—1)(({—}—1)[ _f_l—{—ﬂ,———[_’_:;)]

Zmajac b dla poszezegdlnych wartosei zmiennej # mozemy dla tych samych 7 od-
czytaé z tablicy 3 odpowiednie wartosei #, , a tym samym okresli¢ ksztalt preta.

Aby otrzymaé tablice 1 wykresy podajace zaleznosci & 1 gy od £ 1 4,
bedziemy postepowali tak samo, jak w przypadku poprzednim. Obierajac
zatem rézne wartosei parametréw « 1 n otrzymamy w wyniku prety o réz-

Rozpr. Inz. 6 269



(17k4]

i
ket

T Al RAEA ARk VAL WVT'\'H]HH!'”:".“: ’ :”I”‘- T LALE RAAALY 4B RALLS Iw‘,”\ T
N\ Nmrs L)
\ O\ : e

0955-E"

= //// /

| 8 : 09 1900

E|

{

I P 085E

| é /) / 7/

NP = /7//“
| 6 1 E

P =Y

= TN/

8
N

TSl
3|
\
SN
N
N
Y ;

| o
i 065=
te & =
' | Los — //// / /|
06 ; = e e ,3,5 = < 0,6 E
' | ! - 800 AV A A / i
- 3 3 / E
055 — 055 700 v4 2 /
& 3 l : .
- j’\a"'_;A F R)Q% Q@ b@ o$ /\O'L'»'L‘
‘ 1%h b 05 G E Ay ‘ =
% 50 w0 m w0 B0 M0 0 M & 9 om0 M M - B0 M0
Rys. 8. Wartosci wspdlezynnika statecznodei ¢ dla dwu- Rys. 9 Wartosci naprezen krytycznych o, (kG/cm?) dla
przegubowo zamocowanych pretéw przestrzennie réwno- dwuprzegubowo zamocowanych pretéw przestrzennie réw-

miernie zbieznych ze stali 015 nomiernie zbieznych ze stali 015



Tablica 9. Wartosci wspélezynnika statecznosci & dla dwuprzegubowo zamocowa-
nych pretow przestrzennie rownomiernie zbieznych ze stali 015

X 05 | 055 | 06 | 0656 | 07 [ 075 | 08 |08 | 09 |09 | 1
60| 1,02 | 1,28 | 1,46 | 1,72 | 1,99 | 228 | 2,60 | 293 | 329 | 3,62 | 391
65| 1,19 | 1,44 | 1,72 | 201 | 233 | 267 | 3,05 | 3,44 | 3,86 | 4,23 | 4,53
0] 138 | 1,67 | 1,99 | 233 | 271 | 3,10 | 354 | 899 | 448 | 48 | 521
| 1,59 | 1,92 | 228 | 267 | 3,10 | 357 | 406 | 456 | 509 | 551 | 591
80| 1,80 | 217 | 2,59 | 3,04 | 352 | 4,03 | 458 | 518 | 573 | 6,22 | 663
851 202 | 244 | 290 | 340 | 3,92 | 449 | 509 | 575 | 636 | 692 | 7,35
90 | 222 | 267 | 318 | 372 | 429 | 492 | 559 | 6,29 | 6,98 | 7,58 | 8,03
9% | 236 | 2,85 | 3,38 | 396 | 459 | 525 | 596 | 6,11 | 7,44 | 812 | 865

100 | 245 | 296 | 851 | 411 | 475 | 543 | 6,17 | 695 | 7,77 | 852 | 9,18

105 | 246 | 298 | 353 | 415 | 481 [ 552 | 627 | 7,06 | 791 | 874 | 9,54

110 | 246 | 298 | 354 | 416 | 482 | 554 | 630 | 7,09 | 79 | 882 | 9,74

15| 246 | 298 | 354 | 416 | 4,83 | 554 | 631 | T11 | 7,98 | 888 | 9,84

120 | 247 | 299 | 355 | 417 | 484 | 5355 | 632 | TA3 | 7,99 | 891 | 9,87

195 | 247 | 299 | 355 | 417 | 484 | 555 | 632 | 7,18 | 7,99 | 891 | 9,87

130 | 247 | 299 | 855 | 4,17 | 484 | 555 | 632 | 13 | 7,99 | 891 | 9,87

135 | 247 | 299 | 355 | 4,17 | 484 | 555 | 632 | T,13 | 7,99 | 891 | 9,87

140 | 247 | 299 | 355 | 417 | 484 | 555 | 632 | 7,13 | 799 | 891 | 9,87

Tablica 10. Wartos$ci naprezen krytycznych o,, (kG/cm?*) dla dwuprzegubowo zamo-
cowanych pretow przestrzennie réwnomiernie zbieznych ze stali 015

N 05 | 055 | 06 [ 065 | 07 | 075 | 08 |08 | 09 |09 | 1
0

60 | 593 | 717 | 858 | 1000 | 1160 | 1330 | 1520 | 1710 | 1920 | 2110 | 2280
65 | 593 | 717 | 853 | 1000 | 1160 | 1330 | 1520 | 1710 | 1920 | 2100 | 2260
70| 598 | 717 | 853 | 1000 | 1160 | 1330 | 1520 | 1710 | 1910 | 2080 | 2210
1 598 | 717 | 88 | 1000 | 1160 | 1330 | 1520 | 1700 | 1900 | 2060 | 2210
80| 591 | 714 | 850 997 | 1150 | 1320 | 1500 | 1690 | 1880 | 2040 | 2180
85| 587 | 710 | 842 989 | 1140 | 1810 | 1480 | 1670 | 1850 | 2010 | 2130
90 | 575 | 693 | 824 963 | 1110 | 1280 | 1450 | 1630 | 1810 | 1960 | 2080
95| 550 | 663 | 786 991 | 1070 | 1220 | 1890 | 1560 | 1730 | 1890 | 2010
100 | 515 | 621 | 737 862 | 993 | 1140 | 1300 | 1460 | 1630 | 1790 | 1930
105 | 470 | 568 | 673 790 | 915 | 1050 | 1190 | 1850 | 1510 | 1670 | 1820
110 | 4380 | 521 | 616 792 | 837 | 955 | 1090 | 1230 | 1380 | 1530 | 1690
115 | 392 | 475 | 565 663 | 768 | 880 | 1000 | 1130 | 1270 | 1410 | 1560
120 | 360 | 435 | 518 608 | 705 | 810 | 920 | 1040 | 1170 | 1300 | 1440
125 | 331 | 401 | 477 560 | 650 | 746 | 848 | 958 | 1070 | 1200 | 1330
130 | 306 | 871 | 441 518 | 600 | 690 | 785 | 886 | 994 | 1110 | 1230
135 | 284 | 344 | 409 480 | 556 | 640 | 727 | 821 | 921 | 1030 | 1140
140 | 264 | 320 | 380 | 446 | 518 | 595 | 676 l 763 | 856 | 955 | 1060

271]



nych % i A,, nieznacznie odbiegajace od pregtéw przestrzennie réwnomiernie
zbieznych, i odpowiednie warto$ci & i gy. Na przyklad, obierajac n=71
i a=2 otrzymamy pret o £=0,586 i 1,= 99,5, przy czym dla tego preta
9=23,36 oraz g, = 711kG/em? Przeliczajac odpowiednio duzo takich pre-
téw 1 postepujac podobnie, jak w przypadku poprzednim, mozemy otrzymaé
wykresy i tablice do obliczenia & i gx. Beda to wykresy przedstawione na
rysunkach 8 i 9 oraz tablice 9 i 10, za pomoca ktérych mozna juz bez
trudu znalezé warto$é sily krytycznej dla dowolnego dwuprzegubowego
preta przestrzennie réwnomiernie zbieznego, ktéry zostal wykonany ze
stali 015 2).

4.3. Wyboczenie sprezysto-plastyczne jednostronnie utwierdzonych pretow plasko
zbieznych. Musimy tu rozpatrzyé zaréwno wyboczenie w plaszezyznie, jak
iz plaszezyzny zbieznosci. Dla rozréznienia bedziemy wszystkie wielkosei,
. odnoszace sie bezposrednio do wyboczenia w plaszczyznie zbieznosci, ozna-
czali jedna, a przy wyboczeniu z plaszczyzny zbieznosci dwiema kreskami
u gory. W takim razie przy przyjeciu ukladu osi jak na rys.2 i 3 ozna-
czymy i,=1, iy==14"; i = const, natomiast ¢’ dla pretéw plasko zbieznych
zmienia sie liniowo. Analogicznie do (4.1.1) oznaczymy tu
i
(4.3.1) e = i1

%
Przypadek k=1 jest przypadkiem preta pryzmatycznego.

Zaréwno do wyboczenia w plaszczyznie, jak i do wyboczenia z pla-
szezyzny zbieznosci pretéw plasko zbieznych odnosi sie twierdzenie 1, wige
nic nie stoi na przeszkodzie do zastosowania réwniez i tutaj réwnania linii
ugiecia (4.1.14). Poniewaz tym razem bedziemy korzystali z tablic 4 1 b
zamiast tablicy 3, to otrzymamy inne wyniki: tak, na przyklad, przyjmujac
n=">5 oraz a=1 otrzymujemy przy zalozeniu wyboczenia w plaszczyznie
zbieznosci pret o danych ;= 0,619 oraz 4,=102; dla preta tego & = 6,40
oraz oy = 1290kG/cm? Natomiast zakladajac powstanie wyboczenia z pla-
szczyzny zbieznosci nie mozemy w ogéle, przy powyzszych wartosciach
parametréw, otrzymaé preta zblizonego ksztaltem do zbieznego; okazuje
sie, ze réwnanie (4.1.14) daje si¢ tu réwniez zastosowac, ale nalezy dobie-
raé male warto$ci parametru » (na przyklad »=2 lub »=3).

Wiyniki obliczenn uwidaczniaja wykresy 10-13 oraz tablice 11-14.

Powyzsze wykresy i tablice znajduja bezposrednie zastosowanie rowniez
przy obliczaniu sily krytycznej dla dwuprzegubowych pretow plasko dwu-
zbieznych. Pretami takimi sa, na przyklad, korbowody niektérych parowozéw

3) Przy zalozeniu 0,5 - A :==1, podobnie jak w przypadku I.
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Tablica 11. Wartosci wspolezynunika statecznosci &’ (wyboezenie w plaszczyznie
zbieznosci) dla jednostronnie utwierdzonych pretéw plasko zbieznych ze stali 015

X\ 05 |05 | 06 |065 | 07 [075 | 08 | 08 | 09 | 09
60 | 204 | 2,24 | 244 | 264 | 28 | 3,00 | 325 |'345 | 3,65 | 3,81
65| 239 | 2,62 | 286 | 3,10 | 3,34 | 3,58 | 3,82 | 4,05 | 428 | 4,44
70| 977 | 3,04 | 3,82 | 359 | 387 | 4,156 | 442 | 4,69 | 493 | 5,10
75| 817 | 849 | 381 | 413 | 444 | 476 | 506 | 533 | 560 | 578
80| 361 | 897 | 433 | 4,69 | 506 | 541 | 578 | 601 | 628 | 649
85 | 4,08 | 447 ' 486 | 527 | 568 | 6,04 | 637 | 666 | 695 | 7,17
90 | 455 | 4,97 | 540 | 582 | 623 | 660 | 694 | 7,25 | 7,55 | 7,83
95 | 498 | 54l | 584 | 621 | 670 | 7,08 | 743 | 7,77 | 811 | 842
100 | 526 | 572 | 615 | 658 | 7,02 | 7,44 | 7,82 | 818 | 853 | 887
105 | 530 | 578 | 624 | 6,69 | 7,05 | 7,60 | 801 | 839 | 877 | 9,16
110 | 53¢ | 581 | 628 | 673 | 7,19 | 7,64 | 807 | 851 | 892 | 9,34
15| 53 | 581 | 628 | 674 | 719 | 764 | 808 | 853 | 896 | 9,40
120 | 535 | 581 | 628 | 674 | 7,19 | 7,64 | 809 | 854 | 899 | 9,43
195 | 535 | 581 | 6,28 | 674 | 719 | 764 | 809 | 854 | 899 | 9,43
130 | 535 | 581 | 628 | 6,74 | 7,09 | 7,64 | 809 | 854 | 899 | 9,43
135 | 535 | 581 | 6,28 | 674 | 1,09 | 7,64 | 809 | 854 | 899 | 9,43
140 | 535 | 581 | 628 | 6,74 | 7,09 | 764 | 809 | 854 | 899 | 9,43

9,87
9,87

Tablica 12. Wartosci naprezen krytycznych o}, (kG/ecm?) (wyboczenie w plaszezyznie
zbieznosci) dla jednostronnie utwierdzonych pretow plasko zbieznych ze stali 015

b% 05 |05 | 06 |065 | 07 | 075 | 08 |08 | 09 |09 | 1
FTAN
6o | 1190 | 1300 | 1420 | 1540 | 1660 | 1780 | 1900 | 2010 | 2130 | 2220 | 2280
65 | 1190 | 1300 | 1420 | 1540 | 1660 | 1750 | 1900 | 2010 | 2130 | 2210 | 2260
70 | 1190 | 1300 | 1420 | 1540 | 1660 | 1780 | 1900 | 2010 | 2120 | 2190 | 2240
75 | 1190 | 1800 | 1420 | 1510 | 1660 | 1780.| 1890 | 1990 | 2090 | 2160 | 2210
Q0 | 1190 | 1300 | 1420 | 1540 | 1660 | 1770 | 1880 | 1970 | 2060 | 2130 | 2180
85 | 1190 | 1300 | 1410 | 1530 | 1650 | 1750 | 1850 | 1940 | 2020 | 2080 | 2130
90 | 1180 | 1290 | 1400 | 1510 | 1620 | 1710 | 1800 | 1880 | 1960 | 2030 | 2080
95 | 1160 | 1260 | 1360 | 1460 | 1560 | 1650 | 1730 | 1810 | 1890 | 1960 | 2010
100 | 1100 | 1200 | 1290 | 1380 | 1470 | 1560 | 1640 | 1720 | 1790 | 1860 | 1930
105 | 1010 | 1100 | 1190 | 1270 | 1360 | 1450 | 1520 | 1600 | 1670 | 1740 | 1820
110 | 924 | 1010 | 1090 | 1170 | 1250 | 1330 | 1400 | 1480 | 1550 | 1620 | 1690
115 | 847 | 922 | 997 | 1070 | 1140 | 1210 | 1280 | 1350 | 1420 | 1490 | 1560
120 779 | 848 | 915 | 981 | 1050 | 1120 | 1180 | 1250 | 1310 | 1380 | 1440
125 | 719 | 781 | 843 | 905 | 966 | 1030 | 1090 | 1150 | 1210 | 1270 | 1330
130 | 664 | 722 | 780 | 837 | 893 | 950 | 1010 | 1060 | 1120 | 1170 | 1230
135 | 616 | 670 | 723 | 776 | 829 | 881 | 933 | 984 | 1040 | 1090 | 1140
40| 573 | 623 | er2 | 72| 70 | 819 | 867 | 9156 | 963 | 1010 | 1060

[275]



Tablica 13. Wartosei wspélezynnika statecznosci 9’ (wyboczenie z plaszezyzny
zbieznosci) dla jednostronnie utwierdzonych pretow plasko zbieznyvch ze stali 015

k :
A 05 | 055 | 06 | o065 | 07 |07 | 08 | 08 | 09 ‘0,95 .
0

|

60| 200 | 294 | 241 | 264 | 285 | 305 | 325 | 345 | 365 | 882 | 91
65| 2,39 | 2,62 | 2,86 | 3,10 | 3,34 | 358 | 3,82 | 4,06 | 427 | 4,44 | 4,53
70| 277 | 304 | 332 | 359 | 387 | 415 | 442 | 470 | 494 | 512 | 521
75| 8,17 | 849 | 381 | 4,13 | 444 | 476 | 508 | 537 | 562 | 581 | 591
80| 361 | 397 | 433 | 469 | 506 | 542 | 576 | 6,06 | 632 | 651 | 6,63
85 | 4,08 | 4,48 | 4,89 | 53 571 | 6,11 | 647 | 6,78 | 7,03 | 7,20 | 7,35
90 | 4,57 | 503 | 548 | 594 | 640 | 68 | 717 | 747 | 7,71 | 7,88 | 803
95 | 509 | 560 | 6,11 | 661 | 7,09 | 752 | 7,86 | 812 | 834 | 851 | 8,65
100 563 | 619 | 673 | 724 | 771 | 813 | 844 | 867 | 888 | 9,05 | 9,18
105 | 619 | 677 | 7,34 | 7,82 | 824 | 861 | 887 | 9,08 | 9,28 | 944 | 954
1m0 | 674 | 7,32 | 71,83 | 824 | 860 | 888 | 9,12 | 932 | 949 | 963 | 9,74
15 | 7,24 | 774 | 8,18 | 850 | 876 | 9,01 | 924 | 941 | 956 | 9,71 | 9,84
120 | 7,68 | 8,02 | 836 | 862 | 88 | 906 | 92 | 942 | 957 | 9,72 | 987
195 | 7,98 | 825 | 848 | 870 | 890 | 9,08 | 926 | 942 | 957 | 9,72 | 9,87
130 | 812 | 835 | 856 | 875 | 893 | 9,10 | 926 | 942 | 957 | 9,72 | 9,87
185 | 821 | 841 | 859 | 877 | 894 | 9,10 | 9.2 | 942 | 957 | 972 | 9,87
140 | 825 | 842 | 860 | 877 | 894 | 9,10 | 926 | 942 | 957 | 972 | 9,87

Tablica 14. Wartosci naprezen krytycznych oy (kG/em?) (wyboczenie z plaszczyzny
zbieznosci) dla jednostronnie utwierdzonych pretow plasko zbieznych ze stali 015

05 | 055 | 06 | 065 | 07 |07 | 08 |08 | 09 |09 | 1

25
[ |
60 | 1190 | 1300 | 1420 | 1540 | 1660 | 1780 | 1900 | 2010 | 2130 | 2220 | 2980
65 | 1190 | 1300 | 1420 | 1540 | 1660 | 1780 | 1900 | 2010 | 2120 | 2210 | 2260
70 | 1190 | 1300 | 1420 | 1540 | 1660 | 1780 | 1900 | 2010 | 2110 | 2190 | 2240
75 | 1190 | 1300 | 1420 | 1540 | 1660 | 1780 | 1900 | 2010 | 2100 | 2170 | 2210
80 | 1190 | 1300 | 1420 | 1540 | 1660 | 1780 | 1890 | 1990 | 2070 | 2130 | 2180
85 | 1190 | 1300 | 1420 | 1540 | 1660 | 1780 | 1880 | 1970 | 2040 | 2090 | 2130

90 | 1190 | 1300 | 1420 1540 | 1660 1770 1860 | 1940 | 2000 | 2040 | 2080

95 | 1190 | 1300 1420 1540 1650 | 1750 | 1830 | 1890 1940 | 1980 | 2010
100 { 1180 | 1300 | 1410 1520 | 1620 | 1710 1770 1820 | 1860 | 1900 | 1950
105 | 1180 | 1290 | 1400 1490 | 1570 | 1640 | 1690 1730 1770 | 1800 | 1820
110 | 1170 | 1270 | 1360 1430 | 1490 | 1540 | 1580 1620 1650 | 1670 | 1690
115 | 1150 | 1230 | 1300 | 1350 | 1390 | 1430 | 1470 1500 1520 | 1540 | 1560
120 | 1120 | 1170 | 1220 1260 | 1290 | 1320 1350 1370 1400 | 1420 | 1440
125 | 1070 | 1110 1140 1170 | 1200 | 1220 1240 1260 1290 | 1310 | 1330
130 | 1010 1040 1060 1090 1110 | 1130 1150 1170 | 1190 | 1210 | 1230
135 946 | 969 990 1010 | 1030 1050 1070 1090 1100 | 1120 | 1140

140 881 902 [ 922 940 958 975 992 1010 1030 | 1040 | 1060

12761



4.4. Wyboczenie sprezysto-plastyczne dwuprzegubowo zamocowanych pretow pla-
sko zbieznych. Podobnie jak w przypadku poprzednim musimy tu réwniez roz-
patrzy¢é wyboczenie w plaszezyznie i z plaszczyzny zbieznosci. Przyjmiemy
oznaczenie (4.3.1) 1 inne oznaczenia p. 4.3. Zarowno do wyboczenia w pla-
szezyznie, jak 1 z plaszezyzny zbieznosci dwuprzegubowych pretow plasko
zbieznych odnosi sie twierdzenie 2, wiec posluzymy sie i tuta] réwnaniem
linii ugiecia (4.2.3). Jednak tym razem bedziemy korzystali z tablic 4 i b,
zamiast z tablicy 3, wiec otrzymamy inne wyniki niz w p. 4.2.

Wyniki obliczen podaja wykresy 14-17 oraz tablice 10-18.

4.5, Okreslenie kierunku niebezpiecznego dla pretow plasko zbieznych. Znajac
juz wartoéei sil krytyeznych dla pretéw plasko zbieznych, zaréwno w przy-
padku wyboczenia w plaszezyznie, jak 1 z plaszezyzny zbieznosei, mozemy
dla pretéw tych okreslié kierunek niebezpieczny ze wzgledu na wybocze-
nie. W przypadku granicznym (réwnych sil krytyeznych dla obu mozli-
wych kierunkéw wyboczenia) mozemy napisa¢ rownosc

: EL§ K1
0. & =9’
(42.1) I? L2
lub po uproszezeniu
(4.5.2) V=92

Oznaczymy teraz charakterystyczna dla kazdego preta wartosé

-
Lo a
e

l

(4.5.3)

7
20

w takim razie w przypadka granicznym

Sep

(4.5.4) LA

Przy wyboczeniu sprezystym wspoélezynniki statecznosei 4 zaleza tylko
od %, wobec czego réwnanie (4.0.4) przedstawia pewna linie w plaszezy-
znie %, dzielaca plaszczyzne te na dwa obszary: w jednym z nich mniej-
sza jest sila, powodujaca wyboczenie w plaszezyZnie zbieznosei, w drugim —
sila, powodujaca wyboczenie z plaszezyzny zbieznosci. Dla dwéch typowych
przypadkéw zamocowan koncéw preta linie takie przedstawione sa na
rys. 18. :

W przypadku wyboczenia sprezysto-plastycznego & = &'(k, 4g) oraz 4" =
=9"(k, A7), a poniewaz z (45.3) wynika, ze Ay=_§A;, wiec réwnanie (4.5.4)

Do
-1
-1
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Tablica 15. Wartosci wspolczynnika stateczmosci 4’ (wyboczenie w plaszczyznie
zbieznosci) dla dwuprzegubowo zamocowanych pretow plasko zbieZanych ze stali 015

X 05 105 | 06 | 065 | 07 |07 | 08 |08 | 09 | 095 | 1
¥ 0

60 | 2,04 | 2,2¢ | 244 | 264 | 285 | 3,00 | 325 | 345 | 8365 | 881 | 3,91
65 | 2,39 | 2,62 | 2,86 | 3,10 | 334 | 3,58 | 382 | 405 | 426 | 443 | 453
70 | 277 | 3,04 | 331 | 359 | 386 | 4,13 | 440 | 466 | 490 | 508 | 521
5| 3,13 | 345 | 8,77 | 409 | 440 | 471 | 501 | 529 | 555 | 576 | 591
80 | 3,38 | 3,78 | 4,18 | 456 | 491 | 525 | 558 | 589 | 618 | 643 | 6,63
8 | 347 | 3,99 | 447 | 490 | 529 | 568 | 607 | 644 | 678 | 7,08 | 7,35
90 | 351 | 4,06 | 4,60 | 513 | 559 | 6,04 | 649 | 692 | 7,34 | 7,711 | 8,08
9 | 355 | 4,09 | 465 |-521 | 574 | 624 | 675 | 7,26 | 7,97 | 8,25 | 8,65
100 | 359 | 412 | 467 | 524 | 581 | 638 | 696 | 7,54 | 811 | 8,68 | 9,18
105 | 362 | 4,14 | 468 | 525 | 588 | 642 | 7,08 | 7,66 | 829 | 892 | 9,54
110 | 3,63 | 4,14 | 469 | 525 | 588 | 645 | 7,09 | 7,74 | 841 | 9,09 | 974
115 | 363 | 4,04 | 469 | 525 | 58 | 645 | 7,09 | 7,75 | 843 | 9,13 | 9,84
120 | 3,63 | 4,14 | 469 | 525 | 584 | 645 | 7,09 | 7,75 | 843 | 9,14 | 9,87
125 | 363 | 414 | 4,69 | 525 | 58 | 645 | 7,09 | 7,75 | 843 | 9,14 | 987
130 | 3,63 | 4,14 | 469 | 525 | 584 | 645 | 1,09 | 7,75 | 843 | 9,14 | 9,87
135 | 863 | 4,14 | 469 | 525 | 584 | 6,45 | 709 | 7,75 | 843 | 9,14 | 9,87
140 | 3,63 | 4,04 | 469 | 525 | 584 | 645 | 7,09 | 7,75 | 843 | 9,14 | 9,87

Tablica 16. Wartosci naprezen krytycznych o), (kG/em*) (wyboczenie w plaszczyznie
zbieznos§ci) dla dwuprzegubowo zamocowanych pretow plasko zbieznych ze stali 015

N 05 | 055 06 | 065 |.07 | 075 ] 08 |08 . 09 | 09
26\ | '

60 | 1190 | 1800 | 1420 | 1540 | 1660 | 1780 | 1900 | 2010 | 2130 | 2220
65 | 1190 | 1300 | 1420 | 1540 | 1660 | 1780 | 1900 | 2010 | 2120 | 2200
70 | 1190 | 1300 | 1420 | 1540 | 1650 | 1770 | 1890 | 2000 | 2100 | 2180
75 | 1170 | 1200 | 1410 | 1530 | 1640 | 1760 | 1870 | 1970 | 2070 | 2150
80 | 1110 | 1240 | 1870 | 1500 | 1610 | 1720 | 1830 | 1930 | 2030 | 2110
85 | 1010 | 1160 | 1300 | 1430 | 1540 | 1650 | 1760 | 1870 | 1970 | 2060
90 | 911 | 1050 | 1190 | 1330 | 1450 | 1570 | 1680 | 1790 | 1900 | 2000
95 | 828 | 952 | 1080 | 1210 | 1330 | 1450 | 1570 | 1690 | 1810 | 1920
100 | 756 | 865 | 979 | 1100 | 1220 | 1340 | 1460 | 1580 | 1700 | 1820
105 | 691 | 789 | 893 | 1000 | 1110 | 1220 | 1340 | 1460 | 1580 | 1700
10| 630 | 719 | 813 | 911 | 1010 | 1120 | 1230 | 1340 | 1460 | 1580
115 | 576 | 658 | 744 | 834 | 927 | 1030 | 1180 | 1230 | 1340 | 1450
120 | 529 | 604 | 683 | 766 | 852 | 941 | 1030 | 1130 | 1230 | 1330
125 | 488 | 557 | 630 | 706 | 785 | 867 | 953 | 1040 | 1130 | 1230
130 | 451 | 515 | 582 | 652 | 726 | 802 | 881 | 963 | 1050 | 1140
135 | 418 | 478 | 540 | 605 | 673 | 744 | 817 | 893 | 972 | 1050
140 | 389 | 444 | 502 | 563 | 626 | 691 | 760 | 830 | 904 | 979

2280
2260
2240
2210
2180
2130
2080
2010
1930
1820
1690
1560
1440
1330
1230
1140
1060

[280]



Tablica 17. Wartosci wspolezynnika statecznosci 3/ (wyboczenie z plaszezyzny
zbiezno$ci) dla dwuprzegubowo -zamocowanych pretow plasko zbieznych ze stali 015

;”k 05 | 055 | 06 l 0,65 ’ 07 |owm | 08 o085 | 09 [095 | 1
an _

6o | 200 | 2020 | 244 | 264 | 285 | 305 | 325 | 345 | 65 |32 | a0
65| 239 | 262 | 2,86 | %10 | 334 | 358 | 382 | 4,05 | 427 | 444 | 433
70] 277 | 300 | 332 | 359 | 387 | 415 | 442 | 4,68 | 494 |52 | 521
5 307 | 349 | 381 | 413 | 444 | 476 | 507 | 535 | 562 | 581 | 591
80 [361 | 897 | 433 | 469 | 506 | 542 | 574 | 603 | 631 | 652 | 6,63
85| 408 | 448 | 480 | 529 | 569 | 607 | 641 | 671 | 698 | 720 | 7.3
90 | 457 | 503 | 548 | 590 | 632 | 671 | 7,06 | 7,36 | 71,62 | 7,84 | 203
95 1 5,08 | 5,58 | 6,06 6,03 | 6,96 | 7,35 68 | 795 | 820 | 843 | 865
100 | 557 | 614 | 667 | 704 | THt | TS5 | 81T | 843 | 868 | 893 | 9,18
105|605 | 661 | 714 | 756 | 7,92 | 822 | 850 | 8,76 | 9,02 | 998 | 954
110 | 652 | 708 | 748 | 7,83 | 813 | 841 | 869 | %96 | 923 |949 | 9,74
115 | 685 | 725 | 762 | 795 | 825 | 853 | 880 | 906 | 932 | 958 | 981
120 7,00 | 36 | 7,69 | S01 | 830 | 857 | 884 | 911 | 937 | 9,62 | 9,87
125 (17,01 | 744 | 775 | 805 | 833 | 860 | 88 | 912 | 937 |962 | 987
180 | 748 | 749 | T19 | 808 | 831 | 861 | 88 | 912 | 9,37 | 9,62 | 9.7
135 | 728 | 7,02 L TSL | 808 | 834 | 861 | 886 | 912 | 937 | 962 | 987
140 | 7,25 7,53 | 7,81 3,08 8,34 8.61 | 3.86 [ 9,12 937 | 9,62 I 9,87

Tablica 18. Wartosci naprezen krytycznych of
zbieznosci) dla dwuprzegubowo zamocowanych

(kG/cm?) (wyboczenie z plaszczyzny
pretéow plasko zbieznych ze stali 015

k
) ”\

0N

60
6D
70
)
80
b5
90
95
100
105
110
115
120
125
130
155

140

) 1 ] 1 T
05 | 055 | 08 i 0.65 i 07 | 075 | 05 | 085 | 09 ? 0,95
: : ! : :
1190 | 1200 | 1420 | 1510 | 1660 | 1750 | 1900 | 2010 | 2130 | 2220 | 2280
1190 | 1300 | 1420 | 1240 | 1660 | 1780 | 1900 | 2010 | 2130 | 2210 | 2260
1190 | 13001420 | 1540 | 1660 | 1780 | 1900 | 2010 | 2120 | 2190 | 2240
1190 | 1300 | 1420 | 1540 | 1660 | 1780 | 1900 | 2000 | 2100 | 2170 | 2210
1190 | 1300 | 1420 | 1340 | 1660 | 1780 | 1880 | 1980 | 2070 | 2140 | 2180
1190 | 1300 | 1420 | 1540 | 1650 | 1760 | 1860 } 1950 | 2030 | 2090 | 2130
1190 | 1300 | 1420 | 1530 | 1640 | J7T40 | 1830 | 1910 | 1980 | 2030 | 2080
1180 | 1300 | 1410 | 1520 | 1620 | 1710 | 1790 | 1850 | 1910 | 1960 | 2010
1170 | 1290 | 1400 | 1500 | 1580 | 1660 | 1720 | 1770 | 1820 | 1870 | 1930
1150 | 1260 | 1360 | 1440 | 1510 | 1570 | 1620 | 1670 | 1720 | 1770 | 1820
1130 | 1220 | 1300 | 1360 | 1410 | 1460 | 1510 | 1550 | 1600 | 1640 | 1690
1090 | 1150 | 1210 | 1260 | 1310 | 1360 | 1400 | 1440 | 1480 | 1520 | 1560
1020 | 1070 | 1120 | 1170 | 1210 | 1250 | 1290 | 1330 | 1370 | 1400 | 1440
956 | 1000 | 1040 | 1082 | 1120 | 1160 | 1190 | 1230 | 1260 | 1290 | 1330
893 | 931 | 968 | 1000 | 1040 | 1070 | 1100 | 1130 | 1160 | 1200 | 1230
833 | 86T 900 | 931 | 961 | 992 | 1020 | 1050 | 1080 | 1110 | 1140
00| 0T | 83T | sG5| 894 | 922 | 930 | 977 | 1000 | 1030 | 1060
! , |
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przedstawia dos¢ skomplikowans zaleznos¢ miedzy trzema zmiennymi, na
przyklad %, & i 4;. Liatwo jednak przekona¢ sig na konkretnych przykla-
dach, iz wplyw 4§ jest tak nieznaczny, ze wykresy na rys. I8 mozna i tu
uwazaé za obowiazujace.

wyboczente z pta- — 05 wyboczenie z pta

a b
§ to 4 ip
7 o 7 [ 5 [ ] e O
SNsennsmEas T NN NN RN
| [T wyboczenge Lo ———wyboczenie L1
| W plaszczyzne zbieznosci T 1 1 W ptaszczyinie zbieznosci
T = T ! 8
T— i t — T s
HEEEEnE| L~ I | | ! I A
| j [T 1 i \
%‘_.% 11 ;o it | [ NP |
i (I A 1| | | | o |
EENENEEREEN <
e i 2l 1] C |
T ENENNEP EEEEE
|
1

| szcayzny zbieznosci 7l -H i szczyzny zbieznosci
e SN AENEN TR
e il Vit ,,,,,,A,‘.ﬂ, { RIS I
=15 L ! B (1 A= e | 1 )
e 4] } i [ | | oa ] |
- ‘ 20 0 5
| | 5 0 o 0 ]
11 & NN ] 0
11 A:i_’ 0100 o o e [ [ [ [ 1] k==
' 11 0 I O I I tol
05 1 0 05 1

Rys. 18. Okreslenie kierunku wyboczenia pretéw plasko zbieznych: « — prety jedno-
stronnie utwierdzone, / — prety zamocowane dwuprzegubowo

46. Obliczenie sily krytycznej dla pretow zbieznych metodami przyblizonymi
Dokonane przez nas obliczenie sily krytycznej dla pretéw zbieznych mozna
uwaza¢ w pewnym sensie za Scisle, poniewaz bledy nie przekraczajace 1°/,
sa zasadniczo w technice pomijane, a podane tablice i wykresy niewatpli-
wie wykazuja ten stopienn dokladnosci (wobec mieznacznych i nawzajem sig
znoszgeych bledéw wymiarowych, wynikajacych ze stosowania metody «za-
lozenia réwnania scislego»). Czasami jednak, dla uzyskania najdalej idacej
prostoty obliczen, dopuszcza sie bledy nawet rzedu kilku procent: oblicze-
nia takie bedziemy nazywali dalej przyblizonymi.

Najczescie] stosowany przyblizony sposéb obliczenia pretéw zbieznych
polega mna tym, ze prety te traktujemy jako pryzmatyczne, o przekroju
réwnym najmniejszemu przekrojowi danego preta zbieznego. W ten sposéb
uzyskujemy pewnosé, ze bledy obliczenia podwyzszaja bezpieczenstwo bez
wzgledu na to, czy wyboczenie bedzie sprezyste, czy tez sprezysto-plastyczne.
Bledy te, zwlaszcza przy malych wartosciach stosunku %, dochodza jednak
do kilkudziesigciu procent, co znacznie obmniza lub czesto przekresla wartosé
oblicze.
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Przygladajac sie wykresom 6-17 zauwazymy mozliwosé przyblizonego
obliczenia sily krytycznej w inny sposéb. Wyboczenie pretéw o duzyeh
smuklosciach odbiega bowiem nieznacznie od wyboczenia sprezystego i, w sto-
sunkowo duzym zakresie smuklosci (zaleznym od zbieznosci k), réznice nie
przekraczaja 1°/,. Zakres ten nazwiemy zakresem sprezystym. Linig ogra-
niczajaca go mozna nazwac¢ linia smuklosci sprezysto-granicznej; mozna
przyjaé, ze dla pretow pryzmatycznych smuklo$é ta przechodzi w ogdlnie
znang smuklo$é graniczna. Wyboczenie pretéw o malych smuklosciach od-
biega natomiast nieznacznie od wyboczenia plastycznego: sila krytyczna jest
w przyblizeniu réwna iloczynowi powierzchni najmniejszego przekroju preta
przez granice plastycznosci o,,. Zakres, w ktérym réznice te nie przekra-
czaja 1°/,, bedziemy nazywali zakresem plastycznym, a ograniczajaca go

linie — linia smuklo$ci plastyczno-granicznej.
Tak wiec w pewnych zakresach smuklosci mozemy zakladaé idealna
sprezystosé, a w innych — idealna plastycznosé wyboczenia. Zajmiemy sie

teraz okresleniem linii dzielacej plaszczyzne 4,4 na dwa obszary: w jednym
z nich popelnimy mniejszy blad traktujac wyboczenie jako sprezyste, w dru-
gim za$§ — jako plastyczne. Linia ta bedzie zatem linia réwnych bledéw:
nazwiemy ja linia smuklosci sprezysto-plastyczne], poniewaz wplyw zaréwno
wlasnosei sprezystych, jak i plastyczoych materialu mozna tu uwazaé za
jednakowy.

Dla okreslenia przebiegu linii smuklosci sprezysto-plastyczne] zauwazymy,
ze w obu dopiero co wspomnianych sposobach obliczen przyblizonych po-
pelniamy bledy na niekorzys$é bezpieczenstwa; sila krytyczna jest bowiem
w rzeczywistosci mniejsza od obliczonej. Stanowi to niewatpliwa wade obli-
czen (podobnie jak metody Ritza-Timoszenki). W istocie, jezeli zwiek-
szamy smuklo$é poczawszy od wartosci najmniejszych, to naprezenie kry-
tyczne w najmniejszym przekroju (a wiec o przy zalozeniu % =< 1), réwne
o, przy wyboczeniu plastycznym, stale maleje; zakladajac o, = 0, przece-
niamy wytrzymalosé¢ preta. Podobnie jest w drugim przypadku: gdy zmniej-
szamy smuklo$¢ poczawszy od jej duzych wartosei, to wlasnosci plastyczne
materialu obnizaja wielko$é naprezen krytycznych; zakladajac zatem, ze
wyboczenie preta bedzie sprezyste, podczas gdy w istocie tak nie jest,
przeceniamy réwniez jego wytrzymalosé. Oba bledy zréwnowaza sie, gdy
naprezenie krytyczne w najmniejszym przekroju g, obliczone przy zalo-
zeniu sprezystosci odksztalcen, bedzie réwne granicy plastycznosci o,,.

W przypadku preta pryzmatycznego (kA=—1)

5

(4.6.1) =

zatem smuklo$é sprezysto-plastyczna
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4.6.2 Ap=mn|/ —
( ) sp o
jest stala materialowa oczywiscie nizsza od smuklosci granicznej (sprezy-
sto-granicznej). Na przyklad dla stali 015 (St 37) podstawiajac dane wedlng
Ylinena otrzymujemy 4y, =93,.

W przypadku pretéw przestrzennie réwnomiernie zbieznych

= = = K
(4.6.3) Okt == 30k = 3m

Przez ¢ = $(k) oznaczyliSmy tu, jak zwykle, wspolezynnik statecznosci obli-
czony przy zalozeniu prawa Hooke'a. Linie dolnej smuklosci sprezysto-
plastycznej, ktora oznaczymy przez Zo,, okresli réwnanie

(4.6.4) - _Ll/‘?/‘ ,

k Gpl

W przypadkn pretéw plasko zbieznych otrzymamy natomiast

(4.6.5) Agsp = /37’];[
Rysunek 19 uwidacznia linie smuklosci dolnej plastyczno-granicznej, spre-
zysto-graniczne] 1 sprezysto-plastyeznej dla pretow zbieznych ze stali 015, je-
dnostronnie utwierdzonych i opartych dwuprzegubowo. Obok linii smuklosei
sprezysto-plastycznej jako linii réwnych bledéw w obu sposobach obliczen
podano procentowe wartosei tych bledéw. Jedynie dla bledéw pryzmatycz-
nych bledy dochodza do 16,4°/,: w przypadku pretéw o mniejszych warto-
Sciach zbieznosci & mozemy w przyblizeniu traktowaé¢ wyboczenie jako
idealnie sprezyste lub idealnie plastyczne, nie popelniajac bledu wiekszego
od kilku procent.

Przy obliczaniu sity krytycznej dla pretéw zbieznych podanym wyzej
sposobem przyblizonym odpada konieczno$é poslugiwania sie duza liczba
tablic lub wykresow. Przebiegi linii, podanych na rys. 19 dla stali 015 lub
analogicznych dla innych materialéw, mozna bowiem zapamieta¢ w ogdl-
nej formie i od razu z tych danych zorientowaé sie, czy wyboczenie preta
bedzie bardziej zblizone do wyboczenia sprezystego, czy do wyboczenia
plastycznego. Obliczenie jednak za pomocy tablic 7-18 lub podobnych dla
innych materialéw nie wymaga jedndk wiecej pracy, a jest znacznie do-
kladniejsze.
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1. Prety jednostronnie utwierdzone 2. Prety zamocowane dwuprzegubowo
a. Prety przestrzennie réwnomiernie zbiezne
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b. Prety plasko zbieine, wyboczenie w plaszezyznie zbieznosei
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c. Prety plasko zbiezne, wyboczenie z plaszczyzny zbieznosci

i1 i
Lk == Lk==
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= Zakres plastyczny: blad mniejszy od 19/, przy obliczeniu przyjmujacym napreze-
Yk nia krytyczne ox réwne granicy plastycznosci opt

Zukres sprezysty: blad mniejszy od 1°/, przy obliczeniu przyjmujacym sprezy-
; stosé¢ odksztalcen

2

Linia® réwnych bledéw przy obu sposobach obliczen przyblizonych (smuklosé
sprezysto-plastyczna). Wiclkosei tych bledow sa podane w procentach

Rys. 19, Zakres stosowalnosci przyb'izonych obliczen sil krytycznych
dla pretéw zbieznych ze stali 015

Rozpr, In2. 7 (283



4.7, Przyklad lieczbowy. Obliczymy sile krytyczng dla preta zamocowanego
dwuprzegubowo, plasko zbieznego, o przekrojach prostokatnych; wymiary
jednej z podstaw wynosza DX4 cm, a drugiej odpowiednio 3 x4 cm; dlu-
gosé preta /=120 cm. Zalozymy, ze materialem preta jest stal 015,

Wiekszg z podstaw przyjmiemy za przekrd] podstawowy; w takim razie
i=>5)12 = 1,443 cm, i} =3/J12 =066 cm, if =i"==4/J12=1,155 cm,
a charakteryzujace pret parametry wyniosg: k=1;/ip==0,600, &=1(/iq=0,800,
Ay==Llig = 1]ig=283,2, A = L[ig = 1[if =103,9. Z wykresu 18 wnosimy, ze
pret ulegnie wyboczenin w plaszezyznie zbieznosci; poslugujac sig zatem
tablicy 16 lub wykresem 15 odczytujemy ok = 1330 kG/cm? skyd Ip=
= P, =26600 kG. Dla sprawdzenia obliczymy jeszcze sile krytyczng, po-
wodujaca wyboczen'e z plaszczyzny zbieznosci: dla %= 0.600 i 5 =103,9
odezytujemy z tablicy 18 lub z wykresu 17 oz = 1370 kG/cm?; sita kry-
tyczna Pp=27400 kG jest wiec istotnie wieksza od F}. Réznica miedzy
tymi wartosciami jest jednak nieznaczna, poniewaz odpowiadajacy rozparry-
wanemu pretowi punkt o wspolrzednych %= 0,600 oraz §= 0,800 lezy na
rys. 18 blisko linii granicznej. Wyniki te mozemy réwniez otrzymaé poslu-
gujac ~ig wspoélezynnikami statecznosci 9.

Dla poréwnania przeprowadzimy jeszcze obliczenie sposobem przyblizo-
nym, opisanym w p. 4.6. Rozpatrzymy wyboczenie w plaszezyznie zbiez-
nosci. Punkt o wepélrzednych 45 = 83,2 oraz £ =0,600 lezy na wykresie 25
rysunka 19 na linii smuklo$ci sprezysto- plastycznej; zakladajac wiec sprezy-
stosé lub plastycznosé wyboczenia popelniamy réwne bledy. W istocie, gdyby
wyboczenie bylo idealnie plastyczne, to Pp= 0, Fy = 2370-3-4 = 28400 kG;
gdyby natomiast wyboczenie bylo idealnie sprezyste, to 4 =4.68; stosujac
wzor (3.2.10) otrzymnjemy w tym przypadku réwniez Pj,= 28400 kG. Bledy
obu obliczeni przyblizonych sa wiec réwne 1 wynoszy okolo 79,.

Potraktnjemy wreszcie pret jako pryzmatyczny o przekroju F, réwnym
najmniejszemu przekrojowi danego preta zbieznego, F; =12 cm? Smuklos$é
takiego preta wyniesie 138,6; mozemy zatem zastosowaé wzér KEulera,
otrzymujac P, =13000 kG. Blyd obliczenia wynosi tu 51%, i jest, oczywi-
$cie, niedopuszczalny w ogélnym przypadku.

6. Uwagi koncowe i wnioski

Metoda «zalozenia réwnania $cislego» pozwolila rozwiazaé zagadnienie
wyboczenia sprezysto-plastycznego pretéw przestrzennie réwnomiernie i pla-
sko zbieznych w gléwnej mierze dzigki ominigciu calkowan, wystepujacych
zar6wno przy rozwiagzywaniu odpowiednich réwnan rézniczkowych zginania,
jak 1 przy zastosowanin metod pizyblizonych Ritza, Galerkina i in-
nych. Poslugiwanie sig rozwazana metoda moze napotykaé na trudnosci przy
bezposrednim obliczaniu sily krytycznej dla danego preta niepryzmatycz-
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nego, jednak metoda ta dobrze nadaje sig do sporzadzenia zbiorezych
wykreséw i tablic, z ktérych korzystanie w praktyce inzynierskiej nie przed-
stawia zadnych trudnosei.
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PeszwowMme

YIPYTO-IJIACTHYECKAI TTPOMOJBHBIN M3TUB HEKOTOPHIX
HEIIPUBMATHYECKUX CTEPMKHEN

OcHOBHOIT IeTb0 PaGOTHL ABAAETCS BEIYUCICHNE KPHTHUECKOH CHmIB A18 Goxee
BAKHBIX HeIPH3MATHIECKUX cTepxkHell, IMojBepraeMbIXx yIpPYro macmqecﬁomj mmpo-
JTOIBHOMY m3ruoy.

B mepBoii wacTm paGoTHl mpuBefeHO KIAcCH(PUKANAI0 BaKHeNIINX HeTpH3MAaTH-
qecknx crepxueil. OTelbHble cedeHHs CTePKHS pPaccMaTPEBAIOTCH, KAk HEKOTODHIE
mpeo6) a30BaHuSg 0CHOBHOTO CEYeHHUS, YTO JdeT BO3MOKHOCTH CBECTH KIACCH(PUEAIUIO
crepmuell KIaccmpEKAmUE STHX Ipeo6pasoBamuil.

Bo Bropoit wacrm paGoTel IpuBeieH M IOAPOGHO PACCMOTPEH HOBEIA MeTop
permenus mpo6reMbl yeTolfiumBOCTH HempPHUBMATHUYECKHX cTepikHell, HasBaHHBI Me-
TOJI0M IpHeMa TOYHOI'0 YpaBHeHHd. EcIm mpeimoloknM yraBHeHHe KPHBOH, cOraacHo
KOTOpoii J0IKeH mpom30fTH Tporn6 HEKOTOPOTo IOKA emne GImike HeOIpejeleHHOTo,
CTePIKHS, TOT/IA 110 ndPepeHITnaI-HOMY YpaBHEeHNI0 H3rn6a MOKHO ONpeednTs (opMy
HTOTO CTepAHA H 3HAUeHHE K)uThueckoil cmasl. ITpefmoxaras oIHaKo B HTOM ypaB-
HeHHH HeKOTOpHIe, 0K YTo ele He OmpejeleHnbe, TapaMeTpsl, MOKHO B pesyabTare,
moA6upas WX COOTBETCTBYIOINee S3HAYeHHe, OIPeJeJHTh (POPMY CTepkHH, 6IH3KEYI0
TpeGyeMoil. B 9ToM cIyuae MOKHO Tak#ke CPABHUTEILHO JErK0 Y4ecTh IIACTHYHOCTH
MaTepuaia, MOACTABIAL BMECTO IOCTOSHHOr0 Moxyas JOHTa £ mepeMenHEH MOZyIb
TPOZOIBHON0 M3ruba A*; IpUMeHas HTOT MeToj, MBI n30eraeM BESKOTO Poja SaTpyA-
HeHmil, CBA3AHHEIX ¢ HMHTEPEPOBAHHEM. OTOT MeTOJ, HECMOTpS Ha Ha3BaHIe,
ABIgeTCHd Bee e MpUOINKeHHBIM MeT0X0M, HO ollpefielleHne TOUYHOCTH ITPHOIUEEHHS
He BBI3EIBAeT 3aTpyjHenuil, n6o game Bcero pasimyud pasMepoB MemIy Ipearloxo-
HWEHHBIM W IOXyYeHHBIM CTeDKHAME He NpeBHINAT IPEIeIoB MOTpemrHocTeft
06pa6oTKu.

JLIs pelreHns cIydas yUPYTo-IIACTHIECKOTO ITPOJOIBHOTO M3TUGA MCTIOIE30BAHO
popmyry Uaxnuena (3.3.3 ; ompefelfoOmyl0 3aBHCHAMOCTH MOAYIH - IPOJOIHHOTO
marp6a 0T KpPETHYECKOTO HANpMKeHHT; ¢opMyla OCHOBAaHA HA TEOPHH YIOPYTro-
MIACTHIECKOr0 IPofoapHoro H3ruba KapMama w Ha rumoTede ManHeH a' (3.3.2)
0 BaBmenmMocrm Hampmmenmii or AegopMamuit. Tak Eak pacuer JOIKeH Bjech
TMPOU3BOUTECA OTJSABHO A KAKTOTO MaTepHala, B KadecTBe 0GpAasmoBOTO MaTe-
praxa mpraATo ¢Taasb Cr. 37 (0 TMOIBCKAM CramIa)TaM-cTaas 015)

Tperes 9acTs paGoTH BAHAMAETCA UHCIEHHBIM OIpeleleHieM SHAYCHET KpH-
THYECKOH CHIBI JJId dYamie BCero MpHMeHSeMBIX  HEIPH3MATHIECKHX CTePmKHEH, s
KOTOPBIX YHpyrafl Ipoxoxbublft maru6 paspaGoran J{uHH nkoM B palore mpu-
BefleHEL TAGIMIE ¥ TpaduEd, KOTOpHE MOEEO EEICCPeLCTECHHO TNTEMEEHTH HA
IpaKTHEe,
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Summary

ELASTO-PLASTIC BUCKLING OF NON-PRISMATIC BARS

The principal object of this paper is the computation of critical forces
for more important types of non-prismatic bars, subjected to elasto-plastic
buckling.

In the first part of the paper the more important types of non-prismatic
bars are classified.

The cross sections of a bar are considered as transformations of a basic
cross-sections; the classification of bars is then reduced to the classification
of these transformations.

The second part contains a detailed account of a new method of solving
stability problems of non-prismatic bars.

This method is called the method of «assumed accurate equations».
Assuming a deflection line equation for a certain bar, it is possible to de-
termine, from the differential equation of bending, the form of the bar and
the corresponding critical force. Assuming in that equation certain unde-
termined parameters, for which suitable values are chosen, it is possible to
obtain a shape approximating the desired form of the bar.

It is also possible to take into comsideration the plasticity of the ma-
terial, without any special difficulty. This can be done by substituting
a variable buckling modulus £% instead of Young’s constant modulus.
By using this method it is possible to avoid the difficulties of integration.
In spite of the name, this method is, of course, only an approximate one;
it is, however, not difficult to determine the degree of exactuness. The dif-
ferences between the shape of a given bar and a bar thus obtained do not
exceed the manufacturing errors.

In order to solve the case of elasto-plastic buckling the formula of
Ylinen, (3.33), is used which determines the dependence of the modulus
of buckling on the critical stress. This is in accordance with Kdrmaén’'s
theory of elasto-plastic buckling and the hypothesis of Ylinen, concerning
the relation between stress and deformation, (3.3.2). In view of the fact that
separate calculations are requived for each material used, St 37 (steel 015,
according to Polish standards) is taken as being typical.

The third part brings a numerical definition of critical forces for common
non-prismatic bars, the elastic buckling of which has been investigated by
Dinnik Tables and graphs for direct use in engineering practice are
also given.

ZAKEAD MECHANIKIT OSRODKOW CIAGELYCH
IPPT PAN

Praca zostala ztoZona w Redalkcji dnia 10 lutego 1954 7.

289



3 . ) .\‘\
527 ;.13!.@:,'5. NN
oL v \

Poilitechniki )|



ROZPRAWY I NZYNTIERSKIE

UKAZALY SIE

Tom I obejmuje oddzielne zeszyty I—XII i XIV

1. F. Szelagowski, Rozwiazanie zagadnienia plaskiego teorii
sprezystoSci w ukladzie wspoéirzednych prostokatnych
— O pewnych szczegbélnych przypadkach wytrzymalo$ci tarczy
nieograniczonej z odmiennym osrodkiem zarysu eliptycznego

II. J. Naleszkiewicz 1 A. Szaniawski, Drgania i statecz-
no$¢é masztéow oraz iglic

II1. Z. Klebowski, Podstawy uwzgledniania wzmocniefi obwodo-
wych w wytrzymatoSciowym obliczaniu rury poddanej dzialaniu
wewnetrznego ci$nienia

IV. M. Zyczkowski, Ugiecie preta Sciskanego mimosrodowo pod
dziataniem sity krytycznej

V. E. Szczepaniak, Nowa metoda rozwigzywania statycznie nie-
wyznaczalnych ustrojéw pretowych na modelach bez wykonywa-
nia przecigé¢ »

VI. W. Olszak, Z zagadnien podstawowych teorii stanow granicz-
nych w ortotropowych ustrojach plytowych (Plastyczne wyczer-
panie nos$nosci)

VII. A. Lisowski, Plyty na sprezystym podiozu

VIII. J. Nowinski, Wyznaczenie przyblizonej wielkosci ugiecia piyt
na podstawie metody Ritza

IX. W. Fiszdon, O pewnej metodzie obliczania amplitud drgan

X. Z. Wiasiutynski, O ksztaltach peknie¢ powierzchniowych

\XI. W. Wierzbicki, Dzwigary zalamane w planie

XII. W. Wierzbicki, O powstawaniu wyboczenia pretéw prostych

XIV. W. Zenczykowski, Podstawy wytrzymatoSciowe obliczen sta-
tycznych konstrukeji murowanych z cegly

Tom II zeszyt 1

XVI.I. Malecki, Metody ' zastosowania rachunku tensorowego
w technice
XVII. J. Nowinski, Podstawy teorii plastycznosci (I). Siedem wy-
kladow
XVIII. W. Nowacki, Statyka rusztow plaskich

Tom II zeszyt 2

XIX. W. Bogusz, Z teorii ptyt ortotropowych
XX.J. Szmelter, Rozwigzanie zagadnienia blony metodg rdznic
skonczonych z uzyciem specjalnego liczydla
XXI. M. Sokolowski, Dwustopniowy sposoéb obliczania pewnego
typu ptyt ortotropowych
XXII. M. Zyczkowski, Wyboczenie sprezysto-plastyczne niektérych
pretéw niepryzmatycznych



Cena 7zl 20.—
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ZESZYTY NAUKOWE POLITECHNIK I AKADEMII GORNICZO-HUTNICZEJY
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Zamoéwienia na Zeszyty wydane oraz dalsze kolejne przyjmuje Ksiggarnia
Naukowa, Warszawa, Krak. PrzedmieS$cie 7.

ROZPRAWY INZYNIERSKIE
Wydawnictwo Instytutu Podstawowych Problem6éw Techniki
Polskiej Akademii Nauk.
ZamOwienia na Zeszyly wydane przyjmuje Ksiegarnia Naukowa, Warszawa,
Krak. Przedmiescie 7.
Yamdwienia w przedplacie na rok 1955 nalezy kierowaé do PPK , RUCHY

CZASOPISMA
wydawane przez Polskg Akademie Nauk:
ARCHIWUM BUDOWY MASZYN, pren. rocznie 60 zi
ARCHIWUM ELEKTROTECHNIKI ' ’ 60 zt
ARCHIWUM GORNICTWA I HUTNICTWA " ” 60 zi
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GEODEZJA I KARTOGRAFIA o 40 zt
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*
* *

Wptaty na prenumeratg czasopism: PPK ,RUCH*, Centralna Ekspedycija,
Warszawa, ul. Srebrna 12, Nr konta PKO dla wplat: 1-119-14 000

ARCHIWUM MECHANIKI STOSOWANEJ ukozuje sie jako czasopismo
(kwartalnik) i kosztuje w prenumeracie rocznej 60 zi.

ROZPRAWY INZYNIERSKIE ukazywaly sie do polowy 1954 r. jako wy-
dawnictwo seryjne. Zeszyty od I do XII i zeszyt XV sa do nabycia w ksie-
garnicch noukowych Domu Ksigzki. Zamoéwienia za zaliczeniem: Ksiegarnia
Naukowa, Warszawa, Krakowskie Przedmie$cie 7.
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Sprzedaz bzezqcych numerow czasoptsma. -— w ksiegarniach naukowycnh
Domu Ksiazki ¢ w placowkach ,,Ruchu‘.
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Podsumowanie



Sprawdzanie napotkało na problemy, które mogą uniemożliwić pełne wyświetlanie dokumentu.
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