ZAKLAD MECHANIKI OSRODKOW CIAGLELYCH
P O L S K I E A K A D E M 1 I NAUK

ROZPRAWY
INZYNIERSKIE

IX

WELADYSEAW FISZDON

O pewnej metodzie obliczania amplitud drgan wymuszonych

W A RS Z A W A 1 9 5 4



ROZPRAWY INZYNIERSKIE

ZAWIERAJA PRACE BADAWCZE Z ZAKRESU TEORII SPREZYSTOSCI
I PLASTYCZNOSCI, HYDRO- I AEROMECHANIKI, TERMODYNAMIKI
ORAZ PODSTAWOWYCH PROBLEMOW KONSTRUKC]I

K O M I T E T R E D A K C Y J N Y

WITOLD NOWACHKI -PRZEWODNICZACY
JULIAN BONDER MICHAL BROSZEO
WACLELAW OLSZAK, BOHDAN STEFANOWSKI
STANISEAW TURSKI WITOLD WIERZBICKI
JERZY NOWINSKI - SEKRETARZ NAUKOWY

Adres Redakcji
WARSZAWA, ul. Sniadeckich 8, I p.

PANSTWOWE WYDAWNICTWO NAUKOWE



ZAKELAD MECHANIKI OSRODKOW CIAGLYCH
P OL S K 1ITZE]] A K ADEMTII N A U K

WEADYSLEAW FISZDON

O PEWNE] METODZIE OBLICZANIA AMPLITUD DRGAN WYMUSZONYCH

ROZPRAWY
INZYNIERSKIE

IX

WARSZAWA 1954

PANSTWOWE WYDAWNICTWO NAUKOWE




ROZPRAWY INZYNIERSKIE (IX)

Copyright 1954 by Panstwowe Wydawnictwo Naukowe
Warszawa (Poland). Printed in Poland.

All rights reserved

No part of this book may be translated or reproduced
in any form, by mimeograph or any other means,
without permission in writing from the publishers.

Redaktor techniczny: JOZEF JANICZEK

Naklad 1420 + 150 egz. Papier druk. sat. 70x100/16, 60 g. Arkuszy wydawniczych 0,7. Arkuszydrukarskich */5
Oddauno do skladania dn 3.IX.53 r. Druk ukofnczono dn. 28.11.54 r. Zam. 183. 5-B-55590 Cena z} 4,—

Stol. Zakd. Graf. Drukarnia Naukowa, Warszawa, Smadeckich 8



Unikniecie rezonansu w calym zakresie uzytkowym jest rzecza niemo-
7zliwg w wielu spotykanych obecnie konstrukcjach sprzetu ruchomego.
Zachodzi woéwczas koniecznos$¢ obliczenia amplitud drgan wymuszonych
w celu stwierdzenia, czy sa one dopuszczalne ze wzgledu na wytrzyma-
to$¢é lub wygode uzytkowania sprzetu. Jako przyklad moze postuzyé sa-
molot z silnikiem tlokowym, ktory jest Zréodiem szerokiej gamy harmo-
nicznych sil wzbudzajacych.

Poniewaz Kklasyczne metody obliczenia drgan ukladéw zlozonych
o wielu stopniach swobody ograniczaja sie na ogo6t do obliczenia czestosci
wtasnych i wymagaja duzo pracy rachunkowej, wzorujac sie¢ na metodach
uzywanych w elektrotechnice Carter, Biot i Duncan, [1], [2]1 [3],
zastosowali metode podatnosci harmonicznej do obliczenia czgstosci wias-
nych. Metode powyzszg autor tej pracy dostosowal do praktycznego obli-
czenia amplitud drgan wymuszonych, [4] i [5].

Pojecie podatnosci harmonicznej najlepiej zilustrowaé na przykiadzie
masy m zawieszonej na niewazkiej sprezynie. Dzialajagc na te mase sila
statyczng @ = Qs uzyskamy przesuniecie masy na odleglo$¢é q = gs
i wowczas podatno$é «statyczna» réwnoznaczna odwrotnosci sztywnoSci
jest réwna

(1) p.\-=—gs-.

Jezeli zamiast sity statycznej przylozymy sile zmieniajgcy sie harmo-
nicznie, @ = @, sin w t, to mozna obliczy¢ amplitude drgan z réwnania
rézniczkowego ruchu rozpatrywanego ukladu

md“q l—qunsinwt.

dt* p
Podatnosé «harmoniczna», to jest stosunek przesuniecia rozpatrywa-
nego punktu do wielkosci sity, ktora go wywolata, w tym przypadku jest
réwna
—4 .,
@) p () -mw?+1/ps

W



Widzimy, ze dla nie tlumionego ukladu podatno$é¢ dazy do nieskonczo-
nosSci, gdy czestos¢ sily wzbudzajacej dazy do czesto$ci wiasnej. Zauwa-
zymy, ze gdy nie ma sprezyny, to

(3) DsiEai Sy p:_mw2‘

Jezeli uwzglednimy tlumienie w rozpatrywanym ukladzie i przyjmiemy,
ze sila okreSlona jest za pomocg funkcji @ = @, e™’, to rownanie ruchu jest

d2q d q ot
(4) moa +c + = Qe

Podstawiajac do powyzszego réwnania q = q, e’ otrzymamy

; q 1
2) P T —mo'fico+ 1p

Podatno$é harmoniczna jest wiec w tym przypadku wielko$ciag zespo-
long scharakteryzowang przez amplitude i faze, ktérej szczegélnym przy-
padkiem jest przypadek poprzednio rozpatrywany. :

Aby obliczyé¢ amplitude drgan masy m, wystarczy pomnozy¢ podat-
no$é przez amplitude sity wzbudzajacej.

Powyzszy prosty przyklad ilustruje istote rozszerzenia pojecia podat-
nosSci statycznej na harmoniczna.

Rozpatrzmy z kolei podatno$é harmoniczng innego prostego ukladu,
mianowicie belki cigglej o masie p na jednostke dlugosci. Uklad ten
bedzie posiadatl nieskoniczong ilosé stopni swobody. Z warunku réwnowa-
gi elementu belki (na ktéry to element dziala sita tngca F i ktérego prze-
suniecie jest y) mamy znang zalezno$¢

(6) pgpde=5_dz.

Przyjmijmy, ze opory tarcia wewnetrznego sa proporcjonalne do pred-
koSci wydluzeniad e/dt, wowczas zalezno$¢é miedzy naprezeniem ¢ i wy-
diuzeniem ¢ jest okre§lona wzorem

0e
(7) (1 == (e + 6 9 t)
Stad wynika, ze moment zginajacy w danym przekroju jest
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(8) M=——EI(1 +5—t)02y

ox®

Z rownania (7) i zalezno$ci migdzy momentem zginajgcym a sila tna-
cg otrzymamy
0%y

olios i

Rownanie to rézni sie od réwnania belki ogélnie znanego z wytrzy-
malosci jedynie wyrazeniem w nawiasie.
Rozwigzanie powyzszego réwnania ma postaé¢ y =y, (x)e*, czyli

d'y, 1, — Q- S S S
(10) i kvy,—0; k*=—us EI( +65)

Dla drgan harmonicznych, dla ktérych s =i parametr k staje sie wiel-
ko$cig zespolong. Ogdélne rozwigzanie jest nastepujace:

(11) Yo=A,coskx + A,sinkx + A;coshkx + A,sinhk x.

Aby obliczy¢ podatno$é harmoniczng pod wplywem sity @, e/, mu-
simy obliczy¢ stale catkowania réwnania (11) z warunkéw brzegowych;
na przyklad dla belki swobodnej, o dlugosci L gdy sita przyltozona znaj-
duje sie w przekroju x = 0, mamy

*y(0) _, Pyl = —G
dice ’ dax: EI(1 +i60 w)’
d*y(L) _ d’y (L) _
dzz dzb O

Poniewaz ruch belki okre$laja w zasadzie dwa parametry, przeto roz-
rézniamy podatno$ci przesunie¢ i pochylen, ktére wystepuja pod wply-
wem przylozonych sit lub momentéw. Jezeli przesuniecie w przekroju
x =0 jest y (0)=q, e, a pochylenie w tymze przekroju d y (0)/d x = q, e**,
to odpowiednie podatno$ci w tym przekroju sa

g _ kL sinhkLcoskL—coshkLsinkL

Pu=9Q = uLo? Rl L kL )
(12)
qs [BIb sinhk Lsink L

pﬂ:Q{:/‘L‘“?L 1—coshkLcoskL’




Podobnie, przykladajac momenty okreslone wzorem Q,e'! w przekro-
ju x =0, znajdujemy podatnosci

o

g3 q,
13 g === o == .
(13) P12 =5 Pn={

Obliczajac przesuniecia y(x) lub pochylenia dy(x)/dx w przekroju x
znajdziemy jakby «wplywowe» podatnosci harmoniczne, ktére stuza do obli-
czania amplitud w obranym przekroju w zalezno$ci od sit wzbudzajg-
cych:

14) Qs = Pxt Q1 1 P2 Q2.

Powyzsza metoda ma najwieksze zastosowanie do ukladéw zlozonych
z kilku zespolow o znanych lub latwo obliczalnych podatnosciach. W celu
obliczenia podatnosci takiego ukladu nalezy rozrézni¢ rézne przypadki
zaleznie od liczby parametiéw niezbednych do zupeinego okreflenia da-
nego polaczenia.

Jezeli uklad mozna scharakteryzowaé¢ za pomocg jednego parametru,
to biorgc pod uwage, ze w punkcie polgczenia obu zespoléw «a» i «b»
przesuniecia sa rowne oraz ze suma sit dzialajagcych w punkcie polgczenia
jest rowna zeru, otrzymamy

| aqi =»q1 =qy,

15
o) | «Q1+ »Q1= Q1.

Podatnos$é zespolu w punkcie polgczenia jest okreSlona wzorem naste-

pujacym:
aqq i 1 B — 1

a 1 1
Q; Q1 € s Q1 +
aqi ixelt aP1-  bPt

Jezeli polaczenie scharakteryzowane jest za pomoca dwu parametréow,
to oba rodzaje uogélnionych przesunieé¢ musza byé réowne i oba rodzaje
uogdlnionych sit muszg by¢ w rownowadze. Stad mamy

[ et =06q1==qy, a@1+ sQ1= Q1,

17
an ‘aqz:bqu:q;), aQ2 + 1 Q2 = Qo

Przesuniecia kazdego zespolu sg nastepujgce:

(18) { aQ1 = aP11a@1 + aP12a Qe Q1= P11 6 Q1 + sP12 6 Q2,

aQ2 = aP21 a Q1 + aP22 a Q2, 6Q2 = sP21 6 @1 + P22 6 Q2.



Eliminujgc z powyzszych réwnan .q:, »qi, «®Q: oraz »@; otrzymamy po-
szukiwane podatnos$ci z réwnan

(19) q; = P11 Q1 + P12 Qs g> = P2y @1 + Paz Q-

Obliczenie amplitudy w obranym przekroju uktadu zlozonego wymaga
obliczenia sity dziatajacej na sktadowy element. Majac wplywowe podat-
nos$ci mozna obliczy¢ zadang amplitude.

Doktadne obliczenie podatnos$ei harmonicznej ukladu wewnetrznie
tlumionego mozna praktycznie wykonaé¢ tylko w przypadku prostych
zespoléw. Przy bardziej zlozonych ukladach praca rachunkowa niepo-
miernie wzrasta i dlatego przyblizone lub pétdoswiadczalne metody obli-
czen sa catkowicie uzasadnione.

W przypadku belki o zmiennym przekroju, na ktérg dziala sita X na
jednostke dlugosci, réwnanie réwnowagi analogiczne do réwnania (9)
ma postaé

dz

& dax?

[EI(I 4 i@w)(%’g] +powly+ X=0.

Mozemy rozwiaza¢ to réwnanie stosujac na przyklad przyblizong me-
tode Galerkin a, jezeli przyjmiemy Y, jako liniowo niezalezne
funkcje okreslajace drgania znanych podobnych ukladéw. Przesuniecie
w przekroju x jest wéwczas

(21) y(x) =2 qr Yr (),

gdzie q, sa wielkosciami zespolonymi. Podatnos¢é harmoniczng oblicza sie
z zaleznosci
(22) B

Metoda energetyczna korzystajaca z ogolnego rownania L a g r a n-
g e’a jest szczegblnie przydatna, jezeli znamy drgania wiasne podobnych
ukladow. Polega ona na rozwigzaniu ukladu réwnan -

o) d (()T\) dT L 0U  OF

at\0q) 0q Tag Tag T @

w ktérych uogélnionymi wspoéirzednymi sg wartoSci wilasne drgan,
T i U sg odpowiednio energiami kinetyczng i potencjalng uktadu, a F jest
funkcja tlumienia przedstawiajgcg potowe energii zuzytej na pokonanie
sit tlumienia w jednostce czasu. Na przyktad dla drgan gietnych bedzie ta
ostatnia funkcja réwna



L
1 0 2 y\|?

Przyjmujac, ze
(25) Qr=Qre", qr = qre™,

otrzymamy nastepujacy uktad réwnan:

(26) D (ars? + b o + ) ¢ = Q).
Rozwiazujac ten uklad znajdziemy, ze

’ 1 ’
(27) qr = A ZS: Ars Qs,

gdzie A jest wyznacznikiem uktadu, zas$ 4,5 sa odpowiednimi minorami.

Uogblniona podatno$é harmoniczna Wyn051

0 Qr s Ars
(28) gPrs== 00, A4

a ugiecia w zgdanym przekroju x sg rowne

(29) y (@) — 2 qr yr ().

Zadane podatnosci harmoniczne sa okre$lone wzorami

(30) P gf D 2 {y () [ Z aPrsYs (m)}}.

Zauwazmy, ze w przypadku zastosowania dokiladnych funkeji drgan
wtlasnych metoda ta daje wynik $cisty.

W przypadku, gdy posiadamy juz gotowg konstrukcje, np. samochod
mozna znalezé podatno$¢ harmoniczng ukladu przylozywszy w danym
punkcie sﬂe harmoniczng Qe i mierzac przesuniecie ge'!*9. Nastep-
nie mozemy juz znalezé podatno$¢ harmoniczng

(31) P ="te.

Qha



Znajac site wzbudzajacg mozna z tatwoscia obliczy¢ amplitude drgan.
Metoda ta pozwala na dokiadne okreslenie podatnosci przy uwzglednie-
niu rzeczywistego stanu konstrukeji, a nastepnie na takie dobranie ele-
mentéw sprezystego zawieszenia silnika, ktoére zapewnitoby najkorzyst-
niejsze warunki uzytkowania sprzetu.
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Peswms

O HEKOTOPOM METOJE BbIYMCITIEHHUSA AMITJIMTY [ BbIHYXXOEHHBIX
KONEBARHWH

ABTop paccMaTpuvBaeT CYLIHOCTb M ODOCHOBaHWE NMpUMEHEeHHs MeTofda
«rapMOHMYECKOH MOMATIMBOCTH» [JI9 BbIYMCIEHUS aMNJMTyHd BbIHYROEH-
HbIX KonebaHuM ymnpyrow CUCTeMbl C YyYETOM BIIMSHWS BHYTPEHHOrO 3aTy-
xaHug. [lpepnaraeMbli MeTOon MO3RONFET YyuyeCTb [HOEWCTBHUTENIbHblE CBOM-
CTBa: YNpyroctH, MHEpLWH W 3aTyXaHWd CUMCTEMbl CO MHOTKMMH CTEMEHIMHM
cBobonbl. 3TO MO3BOJSSET BLIYUCIAMTL aMIUIMTYyObl BbIHYREEHHbLIX KoJieba-
HUM Ooree To4YHO, 4eM MeTOmaMW OObIYHO NMPHUMEH%EMbIMH B HaCTOsIEe
BRpEMSI.

Kpome Toro aBTOpOM paccMOTpeHbl MpUOSMUKEHHbIE cnocobbl npume-
HEHWs MeToma, B 4aCTHOCTM Ha OCHOBAHWK MPEsKHWX OMbITOB Hah Mopo6-
HbIMH CUCTEMAaMM. ,

[lpennaraembit MeTon NpUMEHHWM B OCOOEHHOCTH B cnyuae Heobxo-
OMMOCTH Bb YHMCJIEHHWY OTNTHUMalIbHOM YKECTKOCTU MOABELIEHUS 3HAYUTEIb-
HOM MaCChl Ha ynpyrow CHMCTeMEe KOHEYHOW MacChl, HanmpuMep MOTopa Ha
caMONIETe WM aBTOMODHE.


Blad.es

Summary

A CERTAIN METHOD OF CALCULATION OF AMPLITUDES OF FORCED
VIBRATIONS

The use of the admittance method for the determination of amplitudes
of forced vibrations of deformable elastic systems with internal damping
is described. This method enables to take into account the real elastic,
inertial and damping characteristics of systems with many degrees of
freedom thus giving the possibility of a more accurate calculation of
forced amplitudes than in the usually employed methods.

An approximate method using previous experience on similar systems
is indicated.

This method is particularly suitable for the determination of the best
flexibility of the suspension of a large mass on a flexible finite mass.

Praca zostata ztozona w Redakcji dnia 18 kwietnia 1953 7.
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KOMITET REDAKCY]JNY

R O Z P R A W I NZYNTIERSTIKTICH
prosi autoréow o przestrzeganie nastepujgcych wskazoéwek

(1) Prace w jezyku polskim, przepisane na maszynie (nie $wiattodruki),
nalezy skladaé w dwoéch egzemplarzach. Wzory powinny by¢ napisane
wyraznie atramentem, rysunki (szkice) dolgczone na oddzielnych kar-
tach (nie w, tekscie).
(2) Obowigzuje numeracja dziesietna wzoréw [np. wzér 5 w p. 2 oznacza
sie (2.5)]. Numery wzoréw nalezy umieszczaé¢ z lewej strony. Nalezy uni-
kaé numeracji rzymskiej i alfabetycznej (wzoréw, rysunkéw, paragra-
‘féw, rozdziatow).
(3) Do pracy galeiy dolgczyé streszczenie nie przekraczajace jednej stro-
ny maszynopisu w jezyku polskim (réwniez wtedy, gdy autor sklada
streszczenie w jezyku obcym) i podaé ewentualnie terminologie w dwéch
jezykach (w tym jeden rosyjski), na ktére streszczenie ma byé prze-
tozone.

(4) Literature cytowana w tekScie nalezy zestawi¢ w koncu pracy poda-
jac nazwisko i imie autora, tytut pracy, miejsce i rok wydania (w przy-
padku cytowania czasopisma rowniez numer zeszytu). Nazwiska i tytuty
rosyjskie nalezy pisaé¢ alfabetem rosyjskim. W teks$cie nalezy powoly-
waé sie na numery prac (w nawiasie kwadratowym, np. [5]) wedlug
zestawienia.
(5) Funkcje trygonometryczne nalezy oznaczaé przez sin, cos, tg, ctg;
funkcje hiperboliczne z dodaniem litery h. Wspélczynnik Poissona ozna-
cza sie przez ». Kresek pionowych uzywa sie tylko do oznaczenia war-
tosci bezwzglednej. Wszelkie zestawienia nalezy nazywaé tablicami (nie
tabelami).

(6) Autorowi przystuguje prawo do przeprowadzenia ostatecznej korek-
ty (bez zmian {ekstu) dokladnie w terminie wyznaczonym przez
Redakcje.

(7) Redakcji przystuguje prawo do przeprowadzenia korekty stylistycznej
i do dostosowania oznaczen oraz ukladu pracy do norm przyjetych
w ROZPRAWACH.

Niestosowanie si¢ do powyzszych wskazowek opéznia publikacje pracy.
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