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PRZEDMOWA

Rozprawa niniejsza zostala opracowana przede wszystkim na podsta-
wie nastepujacych moich dawniejszych publikacji:

1)
(2
)
(4)
(®)

(6)

Teoria dZwigaréow zatamanych w planie, Warszawa 1926,

Sur le calcul des poutres a axe brisé, Paryz 1927, ‘
Zastosowanie roznic skonczonych do obliczenia diwigaréw zata-
manych w planie, Przeglad Techniczny, Warszawa 1930,
DZwigary zalamane w planie o zmiennym kacie zatamania, Prze-
glad Techniczny, Warszawa 1931,

Belki ciagte zatamane w planie, Czasopismo Techniczne, Lwow
1931,

De Uapplication des équations simultanées a différences finies en
statique des constructions, Zurych 1936.

Z zagadnien zawartych w tych pracach opuscitem takie, ktére staty
sie juz obecnie przedmiotem tatwo osiggalnych podrecznikéw z réznych
dziedzin techniki, musialem natomiast uwypukli¢ zagadnienia, ktére wy-
suneta technika lat ostatnich.

Przy redagowaniu niniejszej rozprawy dokonalem, w poréwnaniu
z treScig prac wymienionych wyzej, nieuniknionej kompresji wywolanej
koniecznoscig zachowania wspoélnej skali przy traktowaniu zagadnien po-
przednio rozpatrywanych niezaleznie od siebie.
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I. CHARAKTERYSTYKA DZWIGARA ZALAMANEGO W PLANIE

Praktyka inzynierska narzuca nieraz konieczno$¢ statycznego obli-
czenia dzwigara, ktérego o$ podiuzna w stanie nieodksztalconym jest
Jinig tamana potozong w plaszczyznie prostopadiej do kierunku dzialania
sil (rys. 1). Dzwigar tego rodzaju nazywamy dZwigarem zatamanym
w planie, przy czym’ plaszczyz-
ne podiuznej jego osi bedzierﬁ‘};
w dalszych rozwazaniach przyj-
mowali za pozioma.

Przyklad dzwigara zalamane-
go przedstawiony jest w planie P
na rys. 2. Koniec A dzwigara Rys. 1
jest w tym wypadku utwier-
dzony, a koniec B swobodnie podparty; punkt P oznacza jednocze$nie silte
prostopadia do plaszczyzny dzwigara (pionowa) i punkt jej zaczepienia.
Punkty zatamania sie osi dzwigara w planie nazywamy wezlami (na
rys. 2 punkty 1, 2 i 3), odlegtosci miedzy weztami — przedziatami, a katy
miedzy osiami poszczegbélnych przedzialow — katami zalamania.

Dzwigary zalamane w planie moga
by¢ podparte w sposéb przedstawio-
ny na rys. 2 w punkcie B réwniez
i w innych wezlach; mogg by¢ tez
utwierdzone w jednym koncu, a na
drugim swobodne (rys. 1, perspek-

Rys. 2 tywa).

Ceche charakterystyczng dzwiga-
réow zatamanych w planie stanowi okolicznos¢, ze dzwigary tego rodzaju
ulegaja przy ich obcigzeniu nie tylko zginaniu, lecz réwniez skrecaniu po-
szczegolnych elementéw prostych.

Poniewaz poszczegb6lne przedziaty dzwigara zalamanego w planie prze-
cinaja sie pod katem ostrym i poniewaz szeroko$¢ w planie tych prze-
dzialow ma warto$¢ skonczong, to w wezlach wytwarzaja sie kliny sas’a’,
ktére wprowadzaja pewna niejasno$¢ w obliczenie diugos$ci teoretycznej
przedzialow (rys. 3a).



W Kklinie sas’a’ proste as’ i a’s’ sa do krawedzi dzwigara i do jego osi
prostopadte. W klinie tym rozrézniamy jako jego czesci kliny ass’ i a’ss’.
W teorii dzwigaréow zalamanych w planie kliny ass’ i a'ss’ uwazamy za
ciata sztywne tworzace jak gdyby niesprezyste przediuzenie KB sprezy-
stych czesci AK i KC przedziatéw AB i BC (powiekszenie na rys. 3b).

Rys. 3

Rozmiary czesci sztywnych dzwigara w wezle zalezg od jego ksztattu
i wymiarow poprzecznych, ocene za$§ wplywu tych czesci na odksztatcenia
dzwigara zatamanego w planie mozna przeprowadzi¢ w prosty spo-
sob na obliczeniach belek prostych w dwoch punktach swobodnie pod-
partych, odpowiadajacych pod wzgledem rozpieto$ci i wymiaréw po-
przecznych poszczeg6lnym przedzialom (np. AB i BC). W tym celu wy-
konujemy obliczenia odksztalcen z jednej strony dla belek sprezystych
na catej diugosci (rys. 4a), z drugiej za$ dla belek majacych konce (AK
i KB) niesprezyste (rys. 4b). Wyniki tego

? jg rodzaju obliczen poréwnawczych wykona-
e ne w warunkach przecietnych praktyki bu-
A K a) - 4 5 dowlanej wykazaly, ze wplyw koncoéw nie-
Zi :ZL sprezystych poszczegélnych przedzialéw na
-] ich odksztalcenia jest znikomy.
b) Wobec tego w dalszym ciggu bedziemy
Rys. 4 pomijali wplyw klinéw ass” i a’ss’ na od-

ksztalcenia dzwigarow zalamanych w pla-
nie 1 bedziemy rozpatrywali diugo$ci poszczegdlnych przedziatéw dzwiga-
ra jako odcinki ich osi przecinajgce sie w weztach.

Teoria dzwigarow zalamanych w planie znajduje miedzy innymi za-
stosowanie przy obliczeniach statycznych belek balkonowych, przy
obliczaniu na dziatanie wiatru zatamanych paséw kratownic mostowych,
w szeregu konstrukeji przemystowych i w wielu przypadkach, kiedy ob-
liczenie dzwigaréw zatamanych moze zastapi¢ obliczenie niekolistych
dzwigarow zakrzywionych w planie.
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Literatura przedmiotu nie jest na ogét bogata, a praca wymieniona pod
(1) w przedmowie byla pierwszg pracg w tej dziedzinie w powszechne]
literaturze technicznej. 7

W pracy niniejszej mowa jest gltownie o reakcjach i odksztalceniach
dzwigarow zatamanych w planie, gdyz sprawa obliczenia naprezen rozni
sie tu niewiele od zagadnienia naprezen w innych konstrukcjach jedno-
cze$nie zginanych i skrecanych.

Obliczenia wykonywane sa prawie wylacznie dla dzwigarow o wy-
puklosci zwréoconej w jedna strone, tzn. dla konstrukeji majacych najwiek-
sze znaczenie praktyczne.

Obliczenie odksztatcen bedzie tu sie odbywalo przewaznie sposobem
geometrycznego dodawania odksztatcen, jako sposobem bezposrednio wy-
plywajacym z wiasciwosci mechanicznych rozpatrywanych uktadow.

Rysunki beda podawane dalej przewaznie w jednym tylko rzucie,
w planie.

II. STATYCZNIE WYZNACZALNE DZWIGARY ZALAMANE W PLANIE

1. Sily poprzeczne, momenty zginajace i skrecajace w dzwigarach-wspornikach
zalamanych w planie

Dzwigar-wspornik przedstawiony jest w planie na rys. 5. W punkcie
O mamy tu utwierdzenie, a uktad osi wspoirzednych XOY okre$la poto-
zenie plaszczyzny dzwigara za-
tamanego w planie.

Definicja sity poprzecznej i
momentu zginajagcego w przy-
padku dzwigaréw zatamanych
w planie pozostaje 'ta sama, co
w przypadku belek prostych.
A wiec rozumiemy jako site po-
przeczng w danym przekroju aa
dzwigara (rys. 6) sume sil dzia-
tajacych z jednej strony prze- Rys. 5
kroju, a jako moment zginajacy
w tym przekroju sume momentéw sit uogoélnionych dzialajacych z jednej
strony tego przekroju wzgledem jego srodka.

Stad sita poprzeczna T, w przekroju aa dzZwigara przedstawionego na
rys. 6 wyraza sie wzorem

n

T,= N P;, (1)

—_—



gdzie sily P; sa to sily prostopadie do plaszczyzny XOY i zaczepione
w poszczegolnych wezlach posiadajacych numery i, a zawarte miedzy
przekrojem aa i koncem dzwigara. Przy obcigzeniu pionowym poszcze-
gblnych przedzialow prawa stro-
na réwnania (1) powinna byé¢
powiekszona o obcigzenie zawar-
te miedzy przekrojem aa i kon-
cem dzwigara.

Dla momentu zginajgcego
w przekroju aa mamy wzor

Rys. 6 M, — v Pia;, (2)

@

gdzie «; oznacza ramie momentu zginajacego sity P; (rys. 6). Przy ob-
cigzeniu pionowym poszczegdlnych przedzialéw dzwigara prawa strona
wzoru (2) powinna by¢ powiekszona o moment statyczny wzgledem
$rodka przekroju aa obciazenia zawartego miedzy tym przekrojem a kon-
cem dzwigara.

Moment skrecajacy w przekroju aa wyraza sie odpowiednio wzorem

M =— NPy, (3)
—d

i+1

gdzie b; oznacza ramie momentu skrecajgcego P;b;. ' Przy obciazeniu po-
szczegOlnych przedzialow dzwigara nalezy prawa strone réwnania (3)
uzupelni¢ w podobny sposéb jak dla momentu zginajacego.

Momenty zginajace M; w poszczegélnych wezlach i mozemy poza
wzorem (2) wyznaczy¢ na podstawie momentéw obliczonych wzgledem
osi it i i'n odpowiednio réwnolegltych do osi OY i OX, czyli na podstawie
momentéw wyrazajacych sie wzorami (rys. 5):

M.=—2Y Pag,, (4)
M‘v =Y Pa(),\- . (5)

W tym celu przedstawiamy momenty M;, M., M, i moment ) skre-
cajacy przedzial i— 1,1 wektorowo (rys. 7) oznaczajac je odpowiednio
liniami przerywanymi. Kierunek wektora momentu my pokrywa sie
z Kkierunkiem osi przedzialu. Za dodatnie przyjmujemy w obliczeniach
momenty prawoskretne.

Poniewaz w kazdym wezle i rozumianym w sensie oméwionym w roz-
dziale poprzednim uklad momentéw M., MY jest réwnowazny z ukladem
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momentow M., M,, dochodzimy na podstawie reguly réwnolegtoboku do

WZOrow
M; = M, sin y; — M, cos yi , (6)

M= M, cos yi + M sin y:, (7)

gdzie katy y; okreslaja polozenie przedzialow i— 1,1 w stosunku do osi
Y-ow.

Ze wzgledu na mate wymiary weztow w stosunku do diugosci przedzia-
16w mozemy uwaza¢é, ze punkt i na rys. 5 pokrywa sie zaré6wno z punktem
B, jak i z punktem K na rys. 3b.

Rys. 7 Rys. 8

Przypusémy dalej, ze na dzwigar-wspornik zalamany w planie nie
dzialaja sily pionowe, lecz same tylko momenty M, i " przedstawione
wektorowo na rys. 8. Wyznaczenie momentéow M, i I? odbywa sie
tu droga rozkladania na kierun-

ki wektorow M, i MY momen- P —m;
tu M, czy momentu M,. Kat :
nachylenia wektorow My i MY "
n—1 ‘
wynosiE pi, wobec czego Rys. 9
i
n—1 n
. \ |
Mi= M, cosZ B, N0=— M, sin Z B, (8)
1 1
0 n—1 n—1
M; =N sin ¥ g, MY = MG cos ¥ 4. (9)
1 1

Przy ksztalcie dzwigara zalamanego w planie przedstawionym na
rys. 9, a wiec w przypadku, kiedy o$ dzwigara nie jest jednostronnie wy-
pukla, wszystkie rozumowania i wzory tego paragrafu zachowuja swoja
moc, oczywiscie przy uwzglednieniu wlasciwych znakéw dla momentow.
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2. Odksztalcenie dzwigarow-wspornikow zalamanych w planie

Odksztatcenia wszelkich typow dzwigaroéw zatamanych w planie moz-
na sprowadzi¢ droga geometrycznego dodawania odksztatcen do odksztat-
cenia dzwigaréw-wspornikow. Stad obliczenie odksztatcen dzwigarow-
wspornikow stanowi punkt wyjscia do obliczen dzwigaréw zatamanych
‘w planie w ogble.

Do wyznaczenia odksztalcen dzwigaréw zatamanych w planie potrzeb-
na jest przede wszystkim znajomo$¢ odksztatcen poszczegdlnych przedzia-

tow dzwigara. Zasadniczymi - ele-
mentami tych odksztalcen sg pio-
nowe przesuniecia koncow poszcze-
gbélnych przedziatéw wzgledem ich
poczatkéw, katy obrotu koncowych
przekrojow wzgledem przekrojow
poczatkowych i katy skrecenia po-

o szczegblnych przedzialow.
Bierzemy wiec przedziat j—1, j
dzwigara (rys. 10) i rozpairujemy
Rys. 10 go jako belke prostg pozioma
utwierdzona w przekroju j—1
i swobodng w przekroju j, o ptaszczyznach przekrojéow prostopadilych do

osi podtuznej belki.

Pionowe przesuniecie z; punktu j w stosunku do punktu j — 1 bedzie
wywolane silg pionowa zaczepiong w punkcie j, momentem zaczepionym
do przekroju j oraz pionowym obciaze-

niem przedziatu j — 1, j. Sila, o ktoérej T
mowa, jako suma wszystkich sit dzia- 7}/’ :

. | =)
tajacych w tym wypadku na prawo od ~ [

przekroju poprzecznego j dzwigara za-
tamanego w planie, przedstawia site po- Rys. 11
przeczng T; [wzor (1) po zastgpieniu znacz-
ka a przez znaczek j], moment za§ M; wyraza sie¢ badz wzorem (2), badz
wzorem (6).

W tych warunkach (rys. 11)

_ Ty 4 %l/) My

o TEJ’ (£0)

Zj
gdzie E oznacza wspoéiczynnik sprezystosci przy rozcigganiu i Sciskaniu,
J moment bezwladnosci przekroju poprzecznego dzwigara wzgledem osi
poziomej, 1; dlugo$¢ przedziatu j— 1,j zas I moment statyczny obcia-
zenia wtoérnego w przedziale j — 1, j wzgledem S$rodka przekroju j.
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Odpowiedni kat obrotu przekroju j wzgledem przekroju j—1 wy-

niesie
TG | Ml | ¥

¥=38s " EI T EI (1

gdzie Ij'. oznacza wypadkowa obcigzenia wtornego w przedziale j — 1, j.

Jezeli zalozymy, ze przekro6j j— 1 nie obraca sie w swej plaszezyznie,

woweczas kat obrotu przekroju j wzgledem przekroju j— 1 bedzie rowny

WG

:*GJ(. , (12)

6
gdzie G oznacza wspoiczynnik sprezystosSci przy przesuwaniu, a J, badz
biegunowy moment bezwtladno$ci przekroju poprzecznego belki, badz
innag wielkos$¢ zastepujaca te wielko$¢ we wzorach na skrecanie typu (12).

Wielkosci z;, ¢; 1 ©; otrzymane dla poszczegoélnych przedziatow dzwi-
gara-wspornika zalamanego w planie stosujemy do wyznaczenia przesu-
niecia pionowego w; pewnego wezla i jako kolejnego wezta catego dzwi-
gara. Na podstawie wzoru

;

wi= Nz + Vil (13)
1 1

gdzie z; oznacza przesuniecia poszczeg6lnych wezléw dzwigara obliczone
na podstawie wzoru (10), a qvj'. kat obrotu przekroju poprzecznego prze-
dzialu j—1, j przeprowadzonego przez punkt j— 1 wzgledem ptaszczy-
zny pionowej przechodzace] przez ten
punkt prostopadle do osi j— 1, j (rys. 12).
Sumy dotycza wszystkich weztow dzwi- j *
gara-wspornika zawartych miedzy we- ;A\}__};
ztem 0 a wezlem i. 7 ‘

Aby nalezycie uzmystowi¢ sobie zna-
czenie kata ¢, i drugiej sumy wzoru (13) Rys. 12
zalézmy, ze poszczegdlne przedzialty
dzwigara zalamanego w planie (rys. 10) sa nieodksztatcalne (sztywne) i ze
polaczone sa w' sposob sprezysty, zreszta dowolny. W tych warunkach ilo-
czyn kata (p} nachylenia przekroju poprzecznego w punkcie j— 1 wzgle-

'
% ¢

vz

7

B [J —_——

dem plaszezyzny pionowe]j prostopadlej do osi j — 1, j przez diugose [;
przedzialu j— 1, j wyraza przy maltych przesunieciach pionowe przesunie-
cie punktu j wzgledem punktu j— 1, a suma 2 ¢;l, — pionowe przesu-

niecie punktu i. Znajdujemy wiec w tym wypadku, ze

wi= N qil. (14)
1
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Wzér (14) zachowuje moc swojg niezaleznie od tego, w jaki sposéb
powstat kat ¢j .

Dla dzwigaroéw sprezystych kat ¢; jest wynikiem zginania i skrecania
poszczegblnych przedzialéw, przy czym ugiecia tych przedziatéw sktada-
ja sie wowczas na pierwsza sume wzoru (13).

Roéwnanie (13) ma zastosowanie i w przypadku dzwigara prostego, gdy
wszystkie katy # =0, przy czym obliczenie katow ¢, upraszcza sie w tym
wypadku wobec tego, ze belka nie ulega skrecaniu. R6wnaniu temu, po
rozwinieciu w nim drugiej sumy, mozemy nada¢ w przypadku dzwigara
prostego posta¢

Wii— \° zi + A@jhj, (15)
$ar s

0

gdzie Ag; (rys. 13) oznacza przyrost kata nachylenia przekroju poprzecz-

nego belki prostej w punkcie j w stosunku do odpowiedniego kata na-

chylenia przekroju poprzecznego w punkcie j— 1, a 4; sume dlugosci prze-

dziatéw belki w granicach od punktu j do punktu i, ktérego przesunie-

cie pionowe wyznaczamy. Przy diu-

j+1 ( 1 gosci przedzialu l; zmierzajgcej do zera

Lz, 5 J " wzor (15) dop.rowadza do znaneg)go w sta-
tyce budowli wzoru Bresse’a.

Rys. 13 Przechodzac do wyrazenia wchodzg-

cych do réwnania (13) katéow ¢j przez

katy ¢; i O@j, obliczone ze wzoréw (10) i (11), uciekamy sie¢ dla wszyst-

kich wechodzgcych do obliczen katéw obrotu do oznaczen wektoro-

wych i do dodawania odpowiednich wektoréw. Chodzi o to, ze wezet j

dzwigara zatlamanego w planie, traktowany na rys. 3b jako klin nieod-
ksztalcalny, moze wzig¢ udzial w obrotach nastepujacych (rys. 14):

\\\

(1) wzgledem osi j,j + 1 (obréot ©;.4),

(2) wzgledem osi j—1,j (obrét 0)),

(3) wzgledem osi prostopadiej do j,j+ 1 (obrét g¢j. 1),
(4) wzgledem osi prostopadtej do j—1,j (obroét ¢).

Poniewaz wymiary kazdego z wezlow sq male w poréwnaniu z wy-
miarami dzwigara, mozemy przyjaé, ze wszystkie cztery wektory ©; 1,
Oj, pj+1 1 @; przechodza przez ten sam punkt j (rys. 14) lub B (rys. 3b),
ktory uwazamy za $rodek wezta. Dochodzimy ta droga do schematu we-
diug rys. 15.

Katy ¢;, ¢;, 1 ¢; uwazamy za dodatnie, o ile obserwator patrzacy na
dzwigar z jego strony wklestej widzi, ze odpowiednie przekroje poprzecz-
ne dzwigara obracaja sie wzgledem swych poziomy:zh osi obojetnych na
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prawo. Katy O, O i O; uwazamy za dodatnie, kiedy obserwator posu-
wajac sie tylem wzdluz dzwigara od jego konca utwierdzonego widzi, ze
odpowiednie przekroje poprzeczne dzwigara obracajg sie na prawo wzgle-
dem osi poszczegbélnych przedziatow.
Obroty ¢, i O; skladaja sie odpowiednio
na obroty ¢j:1 i1 Oj.1. Wobec tego droga
rzutowania wektoréw ¢; i ©; na kierunki
wektoréow ¢; 1 i ©j;1 znajdujemy :

@y+1=gj cos f;— O sin f; , (16)
O}.1= g sin f; + O;cos f; . (17)

Sa to wzory rekurencyjne, ktérym moz-
na nada¢ postac

@ = @;_4€08pB;_, —(;jq sinf,_,, (18)

@j=g;_ysinf,_,+06,_jcosf; . (19)

Rys. 14

Miedzy katem nachylenia ;1 poczat-

kowego (blizszego do punktu utwierdzenia dzwigara) przekroju poprzecz-
nego przedziatu j,j 4+ 1 a katem nachylenia ¢; 1 jego przekroju koncowego

(rys 16) istnieje zaleznose¢
@ i1=@j+1+ @1, (20)
gdzie kat ¢;+1 jest to kat obliczony ze wzoru (10), czyli kat obrotu kon-
cowego przekroju j + 1 wyznaczony w zalozeniu, ze przedzial j,j + 1
jest belka utwierdzong w koncu j,

/9/-1 a swobodng w koncu j-+1, wy-
\//3 razajgcy wiec nachylenie przekroju
v poprzecznego j+ 1 wzgledem prze-

kroju poprzecznego j.
Odpowiednio do zaleznosci (20)
znajdujemy (rys. 17)

1 O —O 9.
Rys. 15 Bt —10 1101, (21)

co oznacza, ze kat obrotu wezla

j+ 1 wzgledem osi j,j+ 1 wyraza sie sumg kata obrotu wezla j wzgledem

osi j,j + 1 oraz kata skrecenia przedzialu j,j + 1 obliczonego wedtug
wzoru (12).

Wstawiajge w réwnania (20) i (21) odpowiednio wyrazenia (16) i (17)
znajdujemy

(Pj,1:&jcosﬂj_@j5inﬁj+(l’j+1v (22)

O;.1=g;sinp; + Ojcosp; +0; 1. (23)
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We wzory (22) i (23) jako wzory rekurencyjne wprowadzamy j— 1
zamiast j, skad znajdujemy

@j = @j—1¢08 fj—1—Oj—1 sin i1+ ¢j, (24)
(‘)j = @j—1 Sin Bj—1 4 (qu cos f3j—1 "{-(;/ . (25)

Mozemy stad wyznaczy¢ kat nachylenia przekroju poprzecznego
w punkcie j i kat obrotu tego przekroju wzgledem osi j— 1, j kolejno

/’Y\’[\ J , o8,
' i 7.
4{1/1’ s
Rys. 16 Rys. 17

ustawiajac wzory (24) i (25) dla zmniejszajacych sie o 1 wartosci j, az do
j = 1 wlacznie, i nastepnie dla wzrastajacych o 1 wartosci j, od znanych
wartosci katow ¢, i O, az do katéw poszukiwanych.

Przytoczone wzory na odksztalcenia zachowujg swa moc i dla dzwi-
gardw typu przedstawionego na
rys. 9 przy uwzglednieniu wias-
ciwych znakéw wektorow mo-
mentéw i obrotéw.

Rachunkowsa strone oblicze-
nia przesuniecia pionowego pew-

Rys. 18 nego punktu dzwigara-wsporni-

ka zalamanego w planie sprecy-

zujemy na przypadku dzwigara trojprzedzialowego podanego na rys. 18.

Tu l, =1, l,=1,11, l;=1,21 oraz g, =10° i B,=15"; pionowa sila P za-
czepiona jest w swobodnym koncu dzwigara, w punkcie 3.

Wzory rekurencyjne (24) i (25) oraz (16) i (17) przybieraja w danym
razie posta¢ nastepujaca:

93 = 3 €08 f; — O, sin Pa+ @1,
Oy =, sin f, + é_:' cos i, + 6,
@ == @ COS fi; — 01 sinfy, + @y, (26)

O, =, sin f; + O, cos p; + 0,,

O =@, 0,=0,;

14



75 = @ COS fis — O, sin B, ,
O3 = gy sin f, + @, cos f,
@ =@, cos f;, — 6, sin b1,
Oy = ¢, sin f, + @, cos f,,
pi=0, 61=0.

Na podstawie rys. 18 wyznaczamy momenty M i W°:

Miy=P(1,1lcos10 + 1,21lcos 25"),
W] = P(1,11sin 10" + 1,2sin 25°),

Ms=P-1,21lcos 15",
Wy =P-1,2lsin 15" ’

(28)

W tych warunkach i przy GJ,=EJ wzory (10), (11) i (12) doprowa-

dzajg do wyrazen

PP’ P(1,1lcos10 + 1,21 cos 25 )_l‘_*’ ~ 1,41876 P1?

AT gy T 2EJ EJ
. PA1D P-1,2lcos15 - (1,117 _ 1,14493P1*
' 3EJ 2EJ " EJ
o P(1,21* _ 0,57600 PI

7 3EJ EJ ’

__ PP e licos 10" +1,21cos 25°)1 _ 2,67086 P1°
Y= okJ EJ = EJ
. . P(1,11» | P-1,2lcos15 -111  1,88003P1°
G s EJ - EJ

(1,21)2 0,72000 P12

Py —————— —= ——
& 2EJ EJ ’
o __P(1,11sin10" 4 1,21sin25°)1  0,69816 PI*

T EJ - EJ ’
S P-121lsin15°-1,11 _ 0,34164 PI?

- EJ R EJ ’
6,=0,

bl

b

)

’
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a wobec tego wyrazenia (26) i

_ 463156 PI , 271515 PP 0 5654Pl~ |
Po — - 5 (i = (jg:_fi
EJ : g
[ (30)
5,34020 P1* _ 4,62010 P
s R B |

Obliczajac obie czesci wzoru (13) odpowiednio mamy

3
1 i 3,13970 P1?
N 2=~ (1,41876 + 1,14493 -+ 0,57600) = 2=>= |
roE EJ
) -
unl,#—m (2,75153 1,11 4 4,62010 - 1,21) = M%i_o!i’

skad znajdujemy poszukiwane pionowe przesuniecie punktu 3:

_ 11,71050 P1P

3. Dzwigary na trzech podporach

Dzwigar zalamany w planie i swobodnie podparty w trzech punktach
przedstawiony jest na rys. 19. Podpory A, B i C lezg w plaszczyznie dzwi-

Rys. 19

gara 1 sg podporami przegubo-
wo-przesuwnymi, co nie nara-
za dzwigara na ruch przy si-
lach obcigzajacych, skierowa-
nych prostopadle do plaszczyz-
ny ABC. Przyjmujemy, ze pod-
pory moga dawac reakcje posia-
dajace dwa rozne zwroty.
Przedstawiony w ten sposéb
dzwigar zalamany w planie na
trzech podporach jest ukladem
statycznie wyznaczalnym, gdyz
dla wyznaczenia trzech reakcji

podporowych R4, Rpi R¢ mozemy 'tu ustawié¢ trzy réwnania. Beda to trzy
réwnania sposréd sze$ciu réwnan réownowagi ciata stalego w przestrzeni:
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a mianowicie rownania
SZZO, L‘MV\-:O, :M_\’:Oy (32)

ktore przybieraja w tym wypadku odpowiednio postac

R,+R,+R.,—P=0, (33)
R,y,—Pb=0, (34)
R, + Rox,—Pa=0. (35)

Znajac wszystkie 3 reakcje dzwigara w trzech punktach swobodnie
podpartego wyznaczamy poszczegélne momenty weztowe M; i MY oraz
miedzyweztowe M, i ny wedtug wzorow (2) i (3) lub (6) i (7) paragrafu 1
tego rozdziatu. Znajdujemy w ten sposob, np. dla przekroju aa na rys. 19
i dla podanych na tym rysunku oznaczen, ze

M,=R,c, (36)

Mo =R, d. (37)

Przy wyznaczeniu odksztalcen dzwigara w trzech punktach swobod-
nie podpartego opieramy sie na omowionym wyzej schemacie dzwigara-
wspornika zalamanego w planie. Przypusémy, ze chodzi o wyznaczenie
pionowego przesuniecia punktu k dzwigara przedstawionego na rys. 19.

Plan postepowania w tym wypadku jest nastepujacy.

Poniewaz reakcje Rp i R¢ moga by¢é wyznaczone ze wzorow (33) - (395),
przyjmujemy je tu za znane. Zastepujemy dalej w punkcie A podpore
przegubowo-przesuwng przez catkowite utwierdzenie dzwigara w tym
punkcie.

Dochodzimy w ten sposob do schematu dzwigara-wspornika obciazo-
nego sita P i sitami Ry i R¢. Na podstawie réwnan podanych w paragra-
fie 2 tego rozdzialu wyznaczamy pionowe przesuniecia punktu k oraz
przesuniecia punktéow B i C. Znajac te ostatnie mozemy tatwo wyznaczyé
kat, o ktory nalezy obroci¢ dzwigar wzgledem osi AY, oraz kat, o ktory
nalezy obréci¢ go wzgledem osi AX, aby przekr6j A wrocit do swego pier-
wotnego polozenia. W zwigzku z tym nalezy do pionowego przesuniecia
punktu k jako punktu wspornika dodaé¢ przesuniecia tego punktu spowo-
dowane obrotami dzwigara wzgledem osi AY i AX, co doprowadza w re-
zultacie do prawdziwe]j wartosci poszukiwanego przesuniecia.
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III. ZASTOSOWANIE ROZNIC SKONCZONYCH DO OBLICZENIA
DZWIGAROW ZALAMANYCH W PLANIE

1. Dzwigary o stalym Kkacie zalamania

W przypadku gdy liczba przedzialéw dzwigara zalamanego w planie
jest duza, stosowanie wzoréw rekurencyjnych rozdziatu II do ich obli-
czenia nasuna¢ moze trudnosci rachunkowe. Narzuca sie w zwigzku z tym
mys$l, aby. tam, gdzie to sie da zrobi¢, uja¢ zagadnienie dzwigaréw zata-
manych w planie, ktore jest niewatpliwie niecigglym zadaniem mecha-
niki budowli, w sposéb ciagly i doprowadzi¢ do wzoréw zamknietych.
Tendencja tego rodzaju przeciwstawia sie jakby tendencji odwrotnej,
znacznie cze$ciej ujawniajacej sie w mechanice budowli, a polegajgcej na
dazeniu do przedstawiania zagadnien ciaglych jako nieciggle. W oby-
dwo6ch wymienionych przypadkach uciekamy sie do teorii réznic skon-
czonych.

Z formalnego punktu widzenia réwnania réznicowe teorii dzwigarow
zalamanych w planie naleza do tzw. réwnan réznicowych jednoczesnych,
kiérym nada¢ mozemy posta¢ nastepujaca:

7 - 42 ; 2 —
I (6 Wl A\ VA (W i Gy ANy A s o)) = 1) ] (38)
Fo (2, Yy AYicy A2 Yy w00y 250y A2y A2 2y oo.) =0, J
gdzie Yy, 1 2. oznaczaja funkcje tej samej zmiennej niezaleznej <,
a Ayy, Aze, A* Yy, A® 24, ... TOZNice pierwszego i drugiego rzedu tych funkcji.
Rozpatrzymy tu przede wszystkim przypadek dzwigara-wspornika za-
famanego w planie o réwnych
a) P przedziatach i o réwnych katach
zatamania f (rys. 20a i 20b) i wy-
znaczymy ugiecia tego rodzaju
dzwigara.

Przyjmujemy, ze obcigzenie
stanowi jedna sita zaczepiona
w koncu dzwigara. Ze wzgledu na
cel przedstawienia ugie¢ rozpa-
trywanego - dzwigara w postaci

Rys. 20 zamknietej, 1 w zwiazku z tym ze

wzgledu na koniecznos¢ catkowa-

nia ré6wnania réznicowego, wtasciwiej jest zastapi¢ w obliczeniach litery j

przez symbol x. Stad oznaczenia na rys. 20. W zwiazku z tymi oznacze-

niami wzory rekurencyjne (24), (25) i (18) rozdzialu poprzedniego przy-
bieraja posta¢
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@r = Qi1 COSPr1— O 18infi 1 1 @, (39)
Oy = g, 18infe 1+ Oy 1cospe 1+ O (40)

6O, 1sin ﬁ.\' =15 (41)

Y= &.\' 1 COS ﬁ.\‘ 1

gdzie x ma to samo znaczenie co poprzednio j.
Wzoér (13) na pionowe przesuniecia poszczegdlnych wezléw wsporni-
ka przybiera wobec tego postac

m m

Wm — v 2 1 Sj (Fl\ Le. (42)
T —E

Przy statych katach zatamania nalezy we wzorach (39) - (42) przyjmo-
waé fiy = f§ = const. Poza tym l. = [ = const.

Zgodnie z przytoczonym wyzej okresleniem réwnan réznicowych jed-
noczesnych nalezy réwnania (39) i (40) po rozwinieciu wchodzgcych do
nich roéznic uwaza¢ za takie wtlasnie réwnania. W tym wypadku katy
@y 1 O, nalezy uwazac za funkcje tej samej zmiennej niezaleznej x, a sin f
i cos B za niezmienne wspoétczynniki uktadu réwnan.

Majac na widoku rozwigzanie réwnan jednoczesnych (39) i (40) zmie-
rzamy do zastapienia ich przez jedno réwnanie réznicowe wyzszego rzedu.

W tym celu wyznaczamy przede wszystkim z réwnania (39) kat ¢, i:

@Px:1=— @rCOSP — Oy Sinf+ @y 1. (43)

Wstawiamy tu w dalszym ciagu zamiast 6. wyrazenie (40)

Pr 1= @ COSP— py_1Sin*B—06O,_1cosfsinf —O,sinf +q. 1. (44)
Z drugiej strony rozwiazujemy rownanie (39) wzgledem €. _i:
O, 1 8in f = — @x + g1 cos f+ x (45)

i wstawiamy otrzymane wyrazenie w réwnanie (44)

Pri1= @x COS f — @x—1 Sin? B+ . cos f— @y—1 cOS® f— (46)
— @x COS f — Oy sin B+ @x41.

W ten sposob dochodzimy do nastepujacego réwnania réznicowego
z jedng niewiadoma funkcja ¢.:

@1 — 2 ¢ cOS B+ pr—1 = Qx, (47)
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gdzie @, oznacza sume hastepujaca:
Q= @y 1— @y COsf

Rownanie (47) jest rownaniem réznicowym drugiego rzedu, gdyz w tym
wypadku (x + 1) — (x — 1) = 2, podczas gdy rownania (39) i (40) byty
rownaniami pierwszego rzedu, poniewaz x— (x —1)=1. Réwnanie to jest
réwnaniem réznicowym o wspoéiczynnikach statych.

Po wyznaczeniu funkeji ¢, z réwnania (47) mozemy obliczy¢ O 7 r6W-
nania (40).

Obliczenie wartosci Q. wedlug wzoru (48) wymaga przedstawienia
katow ¢, i O, jako funkcj‘i x. Korzystamy tu ze wzorow (11) i (12), ktoére
przybieraja w danym razie postac:

O, sin . (48)

PR g 2

il
6 — fgj‘l : (50)

Momenty M. i M) obliczamy na podstawie wzoréw (2) i (3):

M, = Pa, (51)
Wy = — Pb.. (52)

Wzorom (49) i (50) nadajemy postac
px=fl+2fa., (53)
O, = — 2 eby, (54)

gdzie

ng:2f i 5}“:2& (55)

. - . V0 . . >
Ramiona momentéw M, i 2. obliczamy na poedstawie rys. 21; znaj-
dujemy mianowicie

ay=1[cosB + cos2p + ...+ cos(n—ux)p| = (56)
=08 g6 =0 1l
lcos—2 BESTRESS 9 = [
E==RES e —6—?777 l,
sm?
be=1|sinf +sin2pf + ... +sin(n—x) p| = (57)
. m=ag . W==geeril .
- l sin 2psm——2 b
= N
sin -,
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Wprowadzajac katy ¢. i ©. we wzor (48) nadajemy mu posta¢ na-
stepujaca:
@2—ECFcos EpERC st ESE (58)

gdzie wspotezynniki C,, C, i C,; réwnaja sie odpowiednio

C,:flﬂ(flsinm—z—l—ﬁ—flcos/jsinz—nzilﬁ— (59)
= : 2n + 1
——elsmﬁcos—zr-—éﬁ ;
C,= 17),— (—flcos glz2:1--/?+flcos,5 cosz—n:;—lﬁ— (60)
e N
——elsmﬂsm—Z—/i ;
C;==2elcos'-’p. (61)

2

Dla uproszczenia przerobek algebraicznych dalsze obliczenia bedzie-
my przeprowadzali w zalozeniu, ze e = f, co odpowiada przekrojom po-
przecznym o ksztalcie owalu wydiluzonego w kierunku osi pionowej.
W tym wypadku wspotczynniki C,, C, i C,; przybieraja posta¢ nastepujaca:

2 flsin g cos —2n2—+1ﬁ
Ci=— 3 ; (62)
sin -
2 flsin fsin _2_n2+_1p,
Co=— s (63)
sin -
_ A
C ="l lfcos 5 (64)

Wyprowadzone réwnanie réznicowe katéow ¢, :
@x 11— 2 @ycosf +@r—1=C,cosxf + C,sinxf + C, (65)
posiada rozwigzanie, ktore moze by¢ przedstawione jako suma
D=1+ pr, (66)
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: 0 : : . - .
gdzie y. oznacza pewne dowolne rozwigzanie szczegoélne tego réwnania,
wy za$ rozwigzanie odpowiedniego réwnania bez ostatniego wyrazu @,
czyli roOwnania

7(,;.\' == 2 (])\ COoS f)) + ?/V'A\' 1 — 0 5 (67)

Wobec otrzymanej wyzej postaci
wzoru na @, rozwigzanie szczeg6lne
réwnania (65) mogloby mie¢ postaé

Rys. 21 y+ = D, sinxf + D,cos xp+ D,, (68)

gdyby nie okoliczno$¢, ze réwnanie to jest réwnaniem symetrycznym.
Stosujemy wiec inng, nastepujgca postaé¢ rozwiazania szczegdlnego:
yr = D,xsinxp+ D,xcosxf+ D,. (69)
Wstawiajgc to rozwigzanie w réwnanie (65) otrzymujemy, ze
var1 = Di(x+1)sin (x+1) +D, (x+1) cos (x+1) f+ D, |
2 q»?c cosf=2D; xcosfsinxf+2D,xcosfcosxf+2D,cosp, t (70)
lp(;’c—1:D, (x—1)sin(x—1)B+ D, (x — 1) cos(x — 1) + Dy . l
W zwigzku z tym dochodzimy do réwnosci

2D, sinfcos xf—2 D, sin fsinxf + 4 D, sin g (71)

— 1@ ¥sinteEEIET costupE S E

Obie strony wyrazenia (71) beda sobie tozsamos$ciowo rowne, jezeli
bedzie

C C, @;

S 2%1;13’ D.=—2smp Df‘:‘lsmlg_' (72)
W zwigzku z tym, w przypadku gdy e = f, mamy
flcos En—;_—lﬁ
Dy —— B ==
sin o
—_— Ty | 13)
sin%
D, - 5
2 tg? 9
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Aby otrzyma¢ rozwigzanie réwnania (67), tzn. rownania roéznicowego
katéow ¢. bez wyrazu swobodnego, rozwigzujemy przede wszystkim row-
nanie charakterystyczne

& —2¢&cosf+1=0. (74)

Réwnanie to nalezy do typu réwnan

2

v py+q—0 )

i w danym wypadku ma pierwiastki zespolone typu

y =\ q(cosd +isin d), (76)
gdzie g =1, a
cos ) — ———p—,::—z'c'QSp = —cosf.
2yq 2y1

Jezeli pierwiastki réwnania charakterystycznego (74) typu (76) ozna-
czymy odpowiednio przez &, i &, woéwczas rozwigzanie ogélne rowna-
nia réznicowego bez wyrazu swobodnego przybierze postac¢

pe =K &+ Ko & (77)
lub posta¢
yx=—B;sinxf + B,cosxf. (78)

Wstawiajgc wyrazenia (68) i (78) we wzoér (66) otrzymujemy poszuki-
wane rozwiazanie réwnania (65). Wypisujemy je tutaj dla przypadku,
gdy e = f:

s£n+1ﬁ

flco
- .‘—ﬁ————xsinxﬁ—}— (79)
Sll’lE

ﬂsmiﬁ_;_iﬁ .
S e RIS GBS ———

. B :
sin -5 2tg

¢« — B,sinxf + B, cosxff —

—E'.
2

Aby wyznaczy¢ stale B, i B,, bierzemy pod uwage, ze kat ¢,=0 i ze
kat ¢, wyraza sie na podstawie wzoréow (49) i (53) w spos6b nastepujacy:

2cosnzlﬁsin%ﬁ
¢, =—Ffl+—— 5 =il (80)
sin ‘5
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Zakladajac kolejno w rownaniu (79) ¢.=¢, 1 g¢«=¢, znajdujemy
z warunkéw brzegowych zadania
l
BIZ——-Lﬁy B_w:_——f—ﬁ (81)
2tg 9 2tg® 5

W zwiazku z tym wzor (79) przybiera nastepujaca posta¢ zamkniety:

2n+1
f1 1 flcosffz‘—ﬁ
G — —— 3 sinxﬁ——ﬁ cos Xf — - fT---—A——msinx[)’—i-
2 2 P in
2tg 9 2 tg 9 Sin 5
flsinz%ﬂﬂ i
e 5 XTleosiT == (8 2))
smrzf 2tg* 9

Po znalezieniu funkcji ¢. funkcje O, obliczy¢ mozemy z rownania (40),
a funkcje ¢t z rownania (41) lub tez ze wzoru

Py = Pr — P - (83)

Biorac pod uwage zalezno$¢ (83) nadajemy wzorowi (42) na pionowe
przesuniecie punktu m dzwigara zalamanego postaé

m m m

— N2, me—1 M.
Wim ‘T’ 2l _IS; P l _1/./ P - (84)

Na wielko$¢ z., ugiecia przedzialu x — 1, x, mamy wzér (11), ktory
przybiera w danym razie postac

(85)
Majac na uwadze wyrazenie (51) na moment zginajacy i wyrazenie (56)

na ramie tego momentu znajdujemy, ze suma ZZ-" wynosi przy jednej
1

sile P zaczepionej do konca dzwigara i przy e = f

008 o G0 ==88 50 L
%11 9 m—1 €S~ f sin —— p
fzx=§mfl-+fl-2( e —1). (86)
1 sin-o-
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m

Obliczenie iloczynu 12 @« odbywa sie tu w porzadku kolejnych wy-
1

razow wzoru (79):

m 9 m 92 m
_— U s L
12(,»}—— » G Zsmxﬂ thﬁgcosxﬁqt (87)
55) 59
2 G . 1 12
RS i EZJCSln(n/)’—F »Eﬁ——xﬂ)qu'mf R
in— 1 ol
Sin 9 2 tg 9
Sume E(’)"' obliczamy na podstawie wzoru (53)
m m—1 COS m ; xﬁ sin m ——; + lp’
)y — 2 2 ‘j R . . ——— RIS
1) pe=mfl+2f1 } ( — 1).  (88)
: L sin -5

Przy niewielkiej liczbie przedzialow dzwigara zatamanego w planie

najprosciej jest ze wzorow (86), (87) i (88) korzysta¢ bezposrednio, przy

wieksze] za$ liczbie przedzialow nalezy wsta-

10 . ! <) wi¢ w nie wyrazenia na poszczegbélne sumy.

/% "®/ Wzory (84) - (88) zastosujemy dalej do
|
|
|
|
|
|

NN

=

dzwigara przedstawionego na rys. 22 i 23 (pers-
pektywa). W tym wypadku n—=m=3, a =90".

p -O—L 1
P ! ~
3 =
. 4

R
N 2
<

Rys. 22 Rys. 23

Wzory (86) - (88) daja tu przy e = f wyniki nastepujace:

d

Vo= 2 mflEt 1+ 1— 1) = {2,
1
3

lZ'iﬁ.\:—flzu+0—1)—le"(o—1—0)+
+f1'-’(_1 sin 45° +Szi;i4n5045' + 3sin45 )+3fz'-’,

2
3
1Y =342 (—1+1—1=FP
1

(89)




W rezultacie ze wzoru (84) otrzymujemy

> N . Y 3 PI®
1L73:fl“+6fl‘—fl“:6fl“:"-E'J 5 (90)

Zastosowanie réwnan roznicowych do obliczenia dzwigaréw zalama-
nych w planie jest szczeg6lnie wygodne, gdy chodzi o duzg liczbe prze-
dziatéw, np. w przypadku gdy zastepujemy w obliczeniach dZwigar za-
krzywiony w planie przez dzwigar zatamany.

2. Dzwigary o zmiennym Kkacie zalamania

W przypadku dzwigaré6w o zmiennym kacie zalamania sinusy i cosi-
nusy katéw g wchodzace do réwnan (39) i (40) sg funkcjami x, czyli row-
nania te stajg sie réwnaniami réznicowymi o zmiennych wspodiczynni-
kach. Uklad réwnan jest w dalszym ciggu ukladem rownan pierwszego
rzedu, poniewaz najwieksza roéznica wskaznikow przy kazdej z niewiado-
mych funkeji wynosi 1.

Zaréwno katy ¢. i 0@,, jak rowniez sinfix 1 i cosfy_1 s znanymi funk-
cjami x, podczas gdy ksztatt funkcji ¢. i O. jest dopiero poszukiwany.
Podobnie jak w przypadku dzwigaréw o stalym kacie zalamania rugujemy
z uktadu réwnan (39) i (40) niewiadoma @, i dochodzimy do réwnania
roznicowego z jedng tylko niewiadomg ¢., ktore bedzie réwnaniem dru-
giego rzedu. Przytaczamy tu wiec ponownie réwnania (39) i (40):

(}'L\ == a’x—rl CcosS ﬁ.\‘ ] 5= ('),v—l sin ﬂx—l Sl Px,
é—x = ;’.\'»1 sin ﬁx—l ‘% 6')7:\'——1 CcOoSs ﬁx—l S @\

Obliczamy przede wszystkim, podobnie jak w paragrafie 1 tego roz-
dziatu, z rownania (39) funkcje ¢, 1:

Pri1 = @r COS Py — Oy Sin By + @r 1. (91)

Funkcje 6. zastepujemy przez wyrazenie (40)
@x 1=y COS Py —@x—18in fy_1 sin B — (92)
— @1 cos fx—18in fy — O, sin D@ i1

Zamiast funkcji O 4 wstawiamy tu wyrazenie otrzymane dla niej
z rownania (39)

éx—l sin ﬁx—l == 6’_.\‘ + ax—l Cos ﬁx—l + Pxy (93)

_ 1 L
Bl (T ol 5008 Pt o ) 04
0. , S (—@x + @r_1€08fr—1+ @x) (94)
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W ten sposob znajdujemy

Px+1— a’.\' COS /3-" - %/;-"‘1 §ln ﬂ*’—l sin /3-\' +}l;\ ctg ﬁ-"_l sin ﬁ»" T (95)
— @x—1ctg fr—1€0s fr_15in B — @y ctg fr—1 Sin By — O, sin B + @x +1.

Roéwnaniu temu mozemy nada¢ postaé

A(];\ 1 B;» i C&A'AI Q.\‘ y (96)
gdzie
A, B—_ sm(ﬁx—%ﬁf_l) ’ c— Sinps ’ (97)
sin By 1 sin fx—1
Q. — Pt Sin fiy—1— @ Sin By coS fr—1 — Oy sin B sin fu s
) Si-n ﬁ,\‘—1 ’

Po odrzuceniu wspélnego mianownika sin f._y doprowadzamy row-
nanie (96) do nastepujacej postaci:

Px 1810 Byt — @y Sin (Bs + fx—1) + @r—15in f, = (98)

O, sin P sin f—1.

= @x 1SIN fx—y — @y Sin P cOS Pr—1

Aby umozliwi¢ rozwigzanie tego réwnania, musimy tu wstawié¢ na
miejsce wspoélczynnikéw przy niewiadomych wyrazenia przedstawiajgce
te wspoiczynniki jako pewne funkcje x. Nalezy przy tym zauwazyé, ze
o ile ksztalt dzwigara zalamanego w planie nie jest jeszcze w projekcie
budowli szczegélowo ustalony, mozemy przy jego projektowaniu ksztatt
ten tak dobra¢, aby katy p. odpowiadaly regule pozwalajacej nadaé
rdwnaniu (98) posta¢ mozliwie latwg do rozwiazania.

Rozpatrzymy tu przypadek, kiedy katy zalamania sg nieduze i kiedy
c¢zynig zado$¢ warunkowi

sinf,
o (99)

Rownanie (99) wyraza, ze sinusy katow zatlamania zmieniajg sie we-
diug postepu geometrycznego; stad wynika, ze

sin B« = q*sin f,,, (100)

gdzie f, oznacza pewien kat wyjsciowy.
Oznaczajac przez @Q; druga strone réwnania (98), ktérej poszczegdlne
wyrazy s znanymi funkcjami x, nadajemy temu réwnaniu postac

@r—18in Br—1— @y Sin (By + Br—1) + Pr—15in fr = Q%. (101)
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Przeksztalcenie rownania (101) rozpoczynamy od rozwiniecia wcho-
dzacego tu sin (B« + f¢—1). Poniewaz zastrzegliSmy sie, iz katy f. sa male,
przyjmujemy, iz cos fx =cosfix—1=— 1, a wigc

sin (By + Br—1==sin By + sin fr—_1. (102)

Btad, ktéry popelniamy zaktadajac, ze cos f.=1, wynosi przy 10 bo-
kach dzwigara na ¢wierci zamknietego obwodu okoto 14 9.
Wprowadzajac do rownania (101) wyrazenie (100) dochodzimy do réw-

nania
@xi1 g sinfy—g (g +q° ) sin fo+ gr—1 ¢¥sin B, = Q% (103)

lub do réwnania

a\' 1 q\' __A(I‘)-\‘ qx (q 4= 1) +};’.\'—1 q'\- l= s?r;g . (104)
0
Wykonujemy dalej nastepujace podstawienia:
X 3 .
- 9 o . 2.\
Px=—Yx«q , PxqT =Yxq ,
el ) S ’
@Dl — Yert g , Vet 1GE = Yl q § ] (105)
x—1 3x 41
— o 2 S N—1 2
Px—1 = Yr—1 q ) Px—1(q = Yx—19
Podstawienia te nadaja rownaniu (104) postac
1—3x
! 2
_ 9711 _ Q@=q
Y1 Yy = S Y—1 = sin ﬁo (106)

W ten sposéb zastepujemy rownanie drugiego rzedu o zmiennych
wspolczynnikach przez réwnanie réznicowe drugiego rzedu o wspélezyn-
nikach statych, ktérego lewa strona jest w dodatku symetryczna. Powaz-
ng trudno$¢ w rozwiagzywaniu tego réwnania stanowi zlozona posta¢ jego
prawej strony, wobec czego znalezienie jakiegokolwiek szczegdlnego roz-
wigzania tego rownania natrafia na trudnos$ci, dla ktérych przezwycie-
zenia nalezy ucieka¢ sie do przyblizen dosy¢ daleko posunietych.

Inng droge w tym kierunku wskazemy nadajac nowg postaé réwna-
niu (98). Majac, mianowicie, na widoku réwno$¢ (102) oraz zalozenie, ze
cos f =1, znajdujemy

(?]7"\’ L= alv — Qx 1) sin /3.\'—1 - (TP\ — W(I“)x—l — (l).\‘) sin ﬂx == (107)

= — O, sin fy sin fr—1,
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€O po przyjeciu

o Qs — Pt (108)
doprowadza do réwnania pierwszego rzedu wzgledem 1:
Nx+1 SIN fy—1 — i SiN P = — Oy Sin B, SID fr—1, (109)

czyli do réwnania

sinffle .
Nx 1 Sin Bot Ny — — O sin Py (110)
lub réwnania
Ner1 — qnx —— 0O q* sin f,. (111)

Kat skrecenia @, wchodzacy do prawej strony rownania (111) jest
proporcjonalny do momentu skrecajacego, a ramie momentu skrecajacego
w przypadku jednego ciezaru zaczepionego na koncu dzwigara wyraza sie
wzorem (por. rys. 21)

by =1 |Sin ﬂ,\' + sin (ﬁ\ +ﬁ\ 1) + ... + sin (ﬂ\‘*_ﬁ\ 195 oo +f)‘uf—l)l- (112)

Sumowanie szeregu (112) nasuwa trudnosci, ktére rosng wraz z liczba
sit obcigzajacych dzwigar. Z tego powodu zastepujemy ten szereg przez
pewna krzywa interpolacyjna typu

be= M Azt (113)
<

wobec czego mozemy nada¢ rownaniu (111) przy trzech wspéiczynnikach
Ar we wzorze (113) — wspo6tezynnikach a, b i ¢ — postac

Nri1 — Qe e = u(@ax® +bx 4 c)q*, (114)

gdzie
n=2esinf,.

Nie nasuwajace zadnych trudnosci rozwigzanie rownania (114) bedzie
mialo postaé
ne—(Az® + Bx? I Cx)q* + Dqg*, (115)

wobec czego wyrazenie (108) da nam nastepujace rownanie réznicowe
pierwszego rzedu:

P 0 gx t AT B Calq - Dat, (116)
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gdzie, jak wynika z rozumowan poprzednich, wspoiczynniki A, B, C i D
sg wielkoSciami znanymi. Wchodzgca tu wielko$é ¢, zalezy od momen-
tu zginajgcego M., ktéry jest proporcjonalny do ramienia a, wyraza-
jacego sie szeregiem

ar =1 [cos fv+cos(Bx+ Bx 1) + ... + cos(Bs+ fr—i+ ... +Pa—1)]. (A1T)

Musimy wiec tu zastapi¢ wyrazenie a,, podobnie jak to bylo wyzej
z wyrazeniem na by, przez pewng krzywa interpolacyjng typu parabo-
licznego, po czym juz bez trudnosci dochodzimy po rozwigzaniu réwnania
(116) do poszukiwanego wyrazenia na ¢ ). ‘

Operacja przedstawiona na wzorach od (107) do (117) doprowadzita do
zastgpienia jednego rownania (107) o wspoéiczynnikach zmiennych przez
dwa réwnania (111) i (116) o wspo6tczynnikach statych, jednak trudnosci
rachunkowe przy rozwigzywaniu réwnan réznicowych dzwigara zatama-
nego w planie o zmiennym kacie zalamania zmuszaja nieraz do wyrzecze-
nia sie w tym wypadku metody roéznic skonczonych i do oparcia sie na
wzorach rekurencyjnych podanych w rozdziale II.

IV. STATYCZNIE NIEWYZNACZALNE DZWIGARY ZALAMANE W PLANIE

1. Dzwigary balkonowe

Przez dzwigary balkonowe rozumiemy przede wszystkim dzwigary

typu przedstawionego w planie na rys. 24, tj. dzwigary zalamane o wy-

puktosci zwréconej w jedna stro-

2 a, ne i utwierdzone na koncach. Za

dzwigary balkonowe uwaza¢ mo-

zna rowniez dzwigary zalamane

w planie podparte w szeregu we-

ztéw, lecz nie we wszystkich,

przy czym dzwigary takie moga

by¢ na koncach swobodnie pod-

Rys. 24 parte lub utwierdzone (rys. 33),

moga wreszcie tworzy¢ obwody

zamkniete (rys. 35). Innymi stowami, méwiac o dzwigarach balkonowych

mamy na my$li dzwigary zalamane o wypuklosci zwréconej w jedna stro-

ne, podparte w dwéch punktach lub w wiekszej liczbie punktéw i posia-
dajace czesci niepodparte.

) Przyktad obliczenia numerycznego znajduje sie w pracy autora wymienionej
pod p. 4 w przedmowie.
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Aby ustali¢ stopien statycznej niewyznaczalnosci dzwigara przedsta-
wionego na rys. 24, bierzemy przede wszystkim pod uwage okolicznosé,
ze sposrod 6 rownan rownowagi w przestrzeni

y¥X=0, XM,=0,
XY =0, XYM, =0,
YZ =0, YM. =0,

W przypadku dzwigarow zalamanych w planie, obciazonych prostopadle
do plaszczyzny dzwigara, pierwsze dwa rOwnania oraz réwnanie ostatnie
sg tozsamosciami.

Z drugie] strony, sposéb podparcia dzwigara balkonowego przedsta-
wionego na rys. 24 daje szes¢ sktadowych reakeji dwoch ptaskich podpér
dzwigara, w postaci dwéch sit (Ra i Rp), dwoch momentéow dziatajgcych
w plaszczyznach pionowych, przechodzacych przez dwa skrajne przesta
(Ma i Mp) i dwoch momentéw dzialajacych w plaszczyznach utwierdzenia
(MY 1 MY). Mamy tu wiec ostatecznie do obliczenia trzy wielkosei sta-
tycznie niewyznaczalne.

Rys. 25 Rys. 26

Dla wyznaczenia tych trzech wielkosci robimy przekrdéj aa prosto-
padlty do jednego z przedzialéw dzwigara. Wzajemne oddzialywanie na
siebie dwoch czesci dzwigara rozdzielonych przekrojem aa wyrazamy za
pomocy sity pionowej T, oraz dwu momentéw, z ktérych ‘wektor jedne-
g0 MY skierowany jest wzdluz osi podtuznej przedziatu i, i +1, a wek-
tor drugiego M, prostopadle do tej osi. Na rysunkach 25 i 26 przedsta-
wione sg obie rozdzielone przekrojem aa czeSci dzwigara, przy czym wek-
tory momentéw M, i M) maja na kazdym z tych rysunkow zwrot od-
mienny. Odmienne zwroty maja tez i sity T, w zastosowaniu do kazdej
z dwoch czesci dzwigara. Wielkosei T,, M, i ) uwazamy dalej za
wielkosci nadliczbowe zadania.

Oznaczamy przez w; i w, pionowe przesuniecia koncéw a lewej i pra-
we] czesci dzwigara, traktowanych jako dzwigary-wsporniki zatamane
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w planie, utwierdzone w punktach O i n i swobodne w punktach «, przez
@i 1 ¢p odpowiednie katy nachylenia przekrojow aa wzgledem ptasz-
czyzny pionowej, wreszcie przez €; i O, katy obrotu tych przekrojow
wzgledem osi 1,7+ 1 prostopadlej do plaszczyzny aa. Kazda z wielko$ci
w, ¢ i O jest funkcja skladowych T,, M, i M) oddzialywania na siebie
dzwigarow Oa i an. _
Z, powodu jednolitosci rozpatrywanego dzwigara muszg mie¢ miejsce
zaleznos$ci
Ww; — Wp , (118)
Qpr=—@p , (119)

(")[:(')p. (120)

Wszystkie wchodzgce do powyzszych réwnan wielkoSci sa funkcjami
sktadowych reakeji T,, M, i ‘))Eg, a wiec np. w=f(T,, M., \J.\If:),
wp=1,(T,, M,, M9), gi=Ffs(T., M,, M) itd. W ten sposéb z roéwnan
(118)-(120) obliczymy wszystkie wielkosci statycznie niewyznaczalne za-
dania T,, M. i .. Szes¢ funkeji wchodzacych do réwnan (118)- (120)
ustalimy, zgodnie ze wskazaniami rozdziatu II. 2, jako odksztalcenia dzwi-
garéw - wspornikéw zalamanych w planie, znajdujacych sie, poza przypa-
dajaca na nie czescig obeigzenia dzwigara balkonowego, jeszcze pod dzia-
taniem nieznanych sit uogélnionych T,, M, i MY,

W pewnych przypadkach okazuje sie rzecza celowg przeprowadzenie
przekroju aa w samym wezle i, a nie miedzy wezlami i —1 a i. Wow-
czas plaszczyzna ao (w danym razie plaszczyzna a«,a;) bedzie prostopadta
do osi przedzialu i, ¢ + 1, a z osig przedzialu i—1,1 tworzy¢ bedzie kat
90" — B (plaszczyzna a,q,). Rownania (119) i (120) musza by¢ w tych warun-
kach zastgpione przez réwnania

@1 COS /)'[_Q/ sin [)’[:—(pp, (121)
@ sin i+ 6, cospi =0, (122)
gdzie ¢; i @, rozumiemy jako katy odpowiadajace przekrojowi poprzecz-
nemu a, a;, a ¢p i @p jako katy odpowiadajace przekrojowi a,a,. Wzory
(119) i (120) stanowia w tych warunkach przypadek szczeg6lny wzorow
(121) i (122). '
Obliczenia szczegélowe przeprowadzamy na przykladzie.

Jako przyklad bierzemy dzwigar w ksztalcie potowy kwadratu (rys 27).
Oba konce dzwigara 0 i 3 sa utwierdzone, a przekréj poprzeczny jest
staty. W $rodku przedziatu 12 zaczepiona jest sita skupiona P.
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Z powodu symetrii ksztaltu i obcigzenia dzwigara wzgledem jego
$rodka mamy tu do czynienia z uktadem jednokrotnie statycznie niewyzna-
czalnym, gdyz z warunkow symetrii wy-
nika bezposrednio, ze T,=0 i M?=0. 6

Robimy przekrdj aa przez srodek '
dzwigara (punkt s) i dochodzimy w ten
sposob ze wzgledow symetrii do dzwi- l e
gara-wspornika zatamanego w planie
01s, obcigzonego w punkcie s sila pio-
nowg rowng P/2 i nieznanym momen-
tem M,, ktéry uwazamy w danym ra- 77
zie za wielko$s¢ nadliczbowa. Moment
ten wyraza oddzialywanie jednej z roz- Rys. 27
dzielonych przekrojem aa czesci dzwi-
gara balkonowego na druga, tj. oddzialywanie dzwigara s23 na dzwi-
gar 0ls.

Obliczamy kat ¢, nachylenia przekroju poprzecznego aa wzgledem
plaszczyzny pionowej; w tym celu korzystamy ze wzoru (24) z roz-
dzialu I1.2 majgc na widoku, ze w danym razie kat f=90°.

a

1

©
B ch}{‘ T

=

2
e
=

Y

2l — o

P =—0p+ ¢, (123)
lub wobec O, = O,
@ — — 0+ 0a. (124)
Kat @, jako kat skrecenia przedziatu 01 réwna sie

== G, T G, (125)

a kat ¢. jako kat nachylenia przekroju aa wzgledem ptaszczyzny piono-
wej wyraza sie wzorem

& l M.l

(lin,:’éflﬁ—']%“ BT (126)
W tych warunkach réwnanie (123) przybiera postaé

eM,1+05e¢P1>+M,1+ 0,25 PI> = 0. (127)
Przy ¢ =EJ/GJ,=1 znajdujemy stad -
Wit = =305 12l (128)
Wzor (13) z rozdziatu II1.2 doprowadza w tym wypadku do nastepuja-
cej wartosci pionowego przesuniecia punktu s dzwigara:
. __0,1665 PI’—0,375 PI* +0,5PI°  0,2915 PI?
W= EJ =X EJ

(129)
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Przy obliczeniu dzwigaréw balkonowych mozna by przekr6j aa wy-
kona¢ na jednej z podpor dzwigara, co pozwolitoby na zastgpienie rownan
(118) - (120) np. przez réwnania

w,:——O, (p,——-O, 0,=0 (130)

i uczynitoby zbednym obliczenie wp, ¢p-i @p. Nie byloby to jednak ce-
lowe, gdyz wobec algebraicznej zaleznosci od siebie przesunie¢ Kkolej-
nych wezlow szybciej mozna obliczy¢ przesuniecia dwoch dzwigarow-
wspornikow niz jednego o tej samej liczbie weztéw, co tamte dwa razem.

Wyznaczenie sktadowych reakeji podpér dzwigara balkonowego przed-
stawionego na rys. 24 ulega uproszczeniu, o ile jedna z podpér ptaskich
zostanie zastgpiona przez podpore przegubowo-przesuwng (rys. 28) lub
przez podpore, ktéra pozwala na
przesuwanie sie konca dzwigara,
lecz uniemozliwia obrét przekro-
ju podporowego wzgledem osi
ostatniego przedzialu n — 1, n
dzwigara (rys. 29). Dzwigar bal-
konowy przedstawiony na rys. 28
jest jednokrotnie, a dzwigar
przedstawiony na rys. 29 dwu-
krotnie statycznie niewyznaczal-
ny. Do znalezienia sktadowych reakcji podpér korzystamy w pierwszym
przypadku z pierwszego, a w drugim przypadku z pierwszego i trzeciego
z rownan (130).

W przypadku symetrii ksztaltu i obcigzenia dzwigara balkonowego
(rys. 24) liczba sktadowych reakcji jego podpoér spada do trzech, a licz-
ba réwnan rownowagi réznych od
tozsamosci do dwéch i wobec tego .y
dzwigar staje sie jednokrotnie % i1 B
statycznie niewyznaczalny.

Rozpatrzmy dalej przypadek,
gdy belka balkonowa, symetrycz-
na wzgledem $rodka i symetrycz- M
nie obcigzona, jest w pewnym
punkcie podparta przez prosta =
belke wspornikowsa (rys. 30). O ile

podparcie dzwigara w punkcie s belka as nie ma charakteru polacze-
nia sztywnego, wowczas podparcie dzwigara balkonowego wspornikiem
wprowadza do obliczenia dzwigara jedna nowa niewiadomg, za jaka

|
i
I
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przyjmujemy reakcje R~ dzwigara w punkcie s. Jezeli jednak mamy
w punkcie s sztywne polaczenie dzwigara ze wspornikiem, woéwczas
w miejscu polaczenia s wystepuje moment M? skrecajacy przedziat 22
dzwigara balkonowego; moment ten
wywoluje zginanie wspornika as
w plaszezyznie as, jako moment za-
czepiony do konca s tego wspornika.

W tym wypadku mozemy obrac
za wielko$ci statycznie niewyznaczalne
wielkosei MY= M, R, oraz M? i mo-
zemy wyznaczy¢ je z rOwnan wyraza-
jacych, ze katy obrotéow przekrojow 0
i n (katy @, = 0,) sa rowne zeru (0s=0), ze kat obrotu przekroju s
przedziatu 22’ jest rowny katowi nachylenia przekroju s wspornika as
wzgledem plaszczyzny pionowej (@s dzw.=@s wsp.) oraz ze w punkcie s
réowne sa ugiecia dzwigara i wspornika (ws dzw.=ws wsp.).

Podobny do powyzszego sposob rozumowania mozemy zastosowac i do
obliczenia dzwigarow balkonowych w rodzaju przedstawionych na rys. 31
i na rys. 32, a wiec do dzwigaréw posiadajacych, poza utwierdzeniem lub
swobodnym podparciem koncéw, jeszcze miedzy nimi podpory przegu-

B8 C

Rys. 31 Rys. 32

bowo-przesuwne. Uogoélnienie tych schematéow stanowi dzwigar przed-
stawiony na rys. 33, ktéry mozna by nazwaé¢ dZwigarem balkonowym
cigglym w przeciwienstwie do dZwigara ciaglego zatamanego w planie,
tzn. dzwigara podpartego w kazdym wezle.

Aby obliczy¢ reakcje dzwigara przedstawionego na rys. 33, dzielimy
przede wszystkim dzwigar myslowo na odcinki zawierajace po trzy pod-
pory, a wiec na odcinki AC, CE i EG, przeprowadzajac na podporach CiE,
nad ktérymi sie te odcinki stykaja, przekroje aa i a;a; prostopadie do
osi koncowych przedzialéw danego odcinka. Przekroje te dzielg caty dzwi-
gar na szereg dzwigaréw trzypodporowych, a wiec statycznie wyznaczal-
nych. Gdy liczba podpér calego dzwigara nie pozwala na rozdzielenie
g0 na grupy trzypodporowe, np. przy liczbie podpoér szes¢, robimy przekréj
aa miedzy podporami (rys. 34) i dochodzimy w ten sposob do dzwigaréw
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trzypodporowych ze wspornikami, ktoére tez sg ukitadami statycznie
wyznaczalnymi. Mozemy w tym wypadku wyodrebni¢ réwniez i trzy
dzwigary statycznie wyznaczalne, mianowicie, dwa dzwigary trzypodpo-
rowe AC i CE oraz jedna belke EF podpartg w dwoch punktach.

Rys. 33

Przebieg obliczenia statycznego omoéwionego tu rodzaju dzwiga-
réow balkonowych przedstawimy przede wszystkim na schemacie prost-
szym, na schemacie wedlug rys. 34. Wzajemne oddzialywanie na siebie
dwu czeSci tego dzwigara — statycznie wyznaczalnego dzwigara wspor-
nikowego ABCa 1 statycznie wyznaczalnego dzwigara-wspornikowego
aDEF — wyraza sie za pomocg dwu momentoéw, z ktérych jeden MY ma
wektor skierowany wzdiuz osi przedziatu Cs, a drugi wektor M, prosto-
padly do tej osi i pewnej sity pionowej T,. Jezeli w dalszym ciggu ozna-
czymy odpowiednio przez ¢, i ¢, katy nachylenia przekrojow aa wzgle-
dem plaszczyzny pionowej koncowego przekroju aa dzwigara ABCua
i koncowego przekroju aa dzwigara aDEF, to przyréwnujac do siebie
katy ¢ i ¢o dojdziemy do r6éwnania sawierajacego momenty M, i mo
oraz sile T,. Drugie réwnanie potrzebne do wyznaczenia tych momen-
tow da nam przyréwnanie katow obrotu @, i @, przekrojéow aa wzgle-

i
Vi

Rys. 34

dem osi przedzialu Cs, réwniez jako koncowych przekrojow dzwigara
ABCa i dzwigara aDEF. Trzecie wreszcie réwnanie da nam przyrowna-
nie do siebie pionowych przesunie¢ koncéw a obydwoéch dzwigardw,
tj. przesungé w;, i w;.

O ile przekréj aa bedzie przeprowadzony nie miedzy weztami, lecz
przez sam wezel, a podpory dzwigara sg stale, woéwczas oddzialywanie
na siebie poszczegélnych czeSci cigglego dzwigara balkonowego beda sie

wyrazaly za pomocg samych tylko momentéw M,i ..
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Wezmy wreszcie pod uwage dzwigar zalamany w planie z osig
w ksztalcie zamknietego wieloboku (rys. 35), podparty swobodnie w trzech
punktach i obciazony w dowolny sposéb. Uktad taki jest zewnetrznie sta-
tycznie wyznaczalny, gdyz reakcje jego podpor daja sie obliczyé z rownan
rownowagi.

Rys. 35 Rys. 36

Aby wyznaczy¢ wielkosci statycznie nadliczbowe dzwigara w ksztat-
cie wieloboku zamknietego jako ukladu wewnetrznie statycznie niewy-
znaczalnego, przeprowadzamy przekroj aa przez jeden z pretéw wielobo-
ku. Powstajé w ten sposob dzwigar ciggy typu balkonowego aABCa z dwo-
ma wspornikami A« i Ca. Oddzialywanie jednego z pokrywajacych sie
przekrojow a na drugi wyraza sie za pomoca sily poprzecznej pionowej
T, oraz dwu momentéow M, i M,, z ktérych pierwszy ma wektor po-
krywajacy sie z kierunkiem Aa boku wieloboku, a wektor drugiego jest
do tego boku prostopadly. Znajdujemy w dalszym ciggu, w mysl roz-
wazan rozdziatu II. 3, pionowe przesuniecie sie wzajemne w, dwodch
przekrojow «a jako funkcje wielkosci T, WM i M, i przyréwnywamy ja
do zera. Przyrownywamy dalej do siebie dwa katy nachylenia ¢, i ¢
obydwoéch przekrojow aa wzgledem plaszczyzny pionowej oraz dwa katy
obrotu @, i O, tych przekrojow wzgledem osi Aa. Poniewaz zaréwno
katy ¢., jak i katy @, sa funkcjami wielkosci T, N i M,, to dochodzimy
do trzech rownan, z ktorych te wielkoSci wyznaczamy.

Obliczenie ugie¢ dzwigara balkonowego odbywa sie na podstawie

wzoru (13).

Obliczenie to przeprowadzamy na przypadku szczegdlnym dzwigara
przedstawionego na rys. 36. Chodzi tu o wyznaczenie pionowego przesu-
niecia punktu zaczepienia sity P. Wobec symetrii dzwigara wzgledem
tego punktu wzoér (13) powinien by¢ zastosowany do polowy 012 P roz-
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patrywanego dzwigara przy obcigzeniu skladajgcym sie z sily P/2 za-
czepionej w koncu P dzwigara 012P oraz z momentu M, wyrazajacego od-
dziatywanie jednej polowy dzwigara na druga, ktory wedilug obliczen

przytoczonych na poczatku rozdzialu VI wynosi M, =—0,3955 Pr
(r — promien poétkota wpisanego w o$ dzwigara). Wzor (13) przybiera
postac
7 ’
wo= D z+ D . (131)
1 1

Na podstawie wzoru (10) dla oméwionego obciazenia znajdujemy

Pl3 P}
Pl I
Wzory (11) i (12) daja w tym wypadku (przy GJ, = EJ)
Pl- B2
=103 23920 — 6, = —0,10401 EJ’ 5
Pl~
= 0,37454 ol
skad ze wzoru (18) mamy
s = 0,70711 (¢, — ©,) = 0,24274 g; I
. (134)
¢ = . = 0,37454 23 : I
wobec czego
P’ , l J2IR
p3l=0,24274 — SR @, —=0,18727 BT (135)
W tych warunkach suma (131) daje ostatecznie
3
= 0,58164 P; (136)

Analogiczne obliczenia wykonane dla GJ, = EJ wykazuja, ze stosunek
e =EJ/GJ, wiecej wptywa na ugiecie dzwigara niz na momenty nadlicz-
bowe. W miare wzrastania ¢ szybko wzrastajg ugiecia.

Nalezy stad wysnué¢ wniosek, ze tam, gdzie mozna sie obawia¢ znacz-
nych odksztalcen dzwigara zalamanego w planie, trzeba stosowac prze-
kroje o mniejszym e.
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2. Dzwigary ciagle zalamane w planie

Bedziemy dalej nazywali, zgodnie z umowa przyjeta w paragrafie po-
przednim, dzwigarami ciggltymi zalamanymi w planie dzwigary zalamane
w planie, podparte we wszystkich weztach. Dzwigar taki przedstawiony

]
> 1

=

Ay

Rys. 37

jest na rys. 37. Tu w punktach 1,2,3,..., i,i+1,..,n—1 mamy podpory
wielokierunkowo-przesuwne w plaszczyznie rownoleglej do plaszczyzny,
w ktorej lezy o$ pozioma dzwigara, a w punktach 0 i » mamy calkowite
utwierdzenie koncow.

Dzwigar przedstawiony na rys. 37 jest m +2 -Kkrotnie statycznie nie-
wyznaczalny, gdyz dzwigar zatamany w planie, utwierdzony na koncach
daje trzy wielko$ci nadliczbowe, a kazda

z podpér wielokierunkowo-przesuwnych — é A /,%___mta
. . ' e — T—
dodatkowo po jednej. | |
Wyobrazmy sobie, ze pewien przedziat " *
M YM

i— 1,1 dzwigara ciaglego zostal wyciety za
pomoca dwu plaszezyzn prostopadiych do Rys. 38
osi przedzialu (rys. 38). Oddzialywanie na
wezel i odrzuconego przesta i,i + 1 zastepujemy przez pewien moment,
ktorego sktadowe M, i M przedstawiamy sobie w postaci wektoréw leza-
cych w plaszezyznie poziomej dzwigara, z ktérych jeden jest prostopadly
do osi i — 1, i, a drugi ma kierunek tej osi (rys. 38 i 39). Momenty M, i MY
uwazamy za prawoskretne.

Wytnijmy dalej z dzwigara przedziat i,% + 1, podobnie jak to mia-
o miejsce wyzej z przedzialem i—1,i. Oddzialywanie wezla i na
przedzial i,i + 1 sprowadzi sie wowczas do pewnego momentu, ktérego
sktadowe M, , i MY ;| przedstawione sa wektorowo na rys. 39 i na rys. 40.
W tych warunkach oddzialywanie przedziatu i,i + 1 na wezel i wyraza
sie momentami — M, ; i — MY | ‘



Wobec matych wymiaréow weztéw w stosunku do dilugosci przedzia-
16w mozemy tu, podobnie jak w rozdziale II, uwaza¢, ze wektory wszyst-
kich momentéw dziatajacych na dany
wezel przechodza przez $rodek wezla.
Nalezy podkresli¢, ze momenty skreca-
jace M° zachowuja stale wartosci na
catej dlugosci przedziatow.

Dla réwnowagi poszczegdlnych we-
zt6w i potrzeba, aby suma wektorowa
momentoéw dziatajacych na dany wezel,
a wiec momentéw M,, WM!, —M, ,
i —M? |, byla rowna zeru, czyli aby su-
ma rzutéw tych wektoréw na dwie pro-
stopadte osie byla réwna zeru. Rzutujac
wobec tego wymienione momenty na
kierunki M, i M (rys. 37, 39 i 41) do-

Rys. 39 chodzimy do wzoréw nastepujacych:
M;=N?  sinp,+ M, ,cosp,, (137)
NO=M? | cosp,— M, ,sinp,. (138)

Momenty te pozwalaja na obliczenie odksztalcen poszczegdlnych prze-
dzialéw dzwigara ciggtego. Odksztatcenia, ktérych wprowadzenie jest po-

(=7

. ol /L*\f ., e
® —P =
| |
| |
Wi .,
Rys. 40 Rys. 41

trzebne do wyznaczenia wielkosci nadliczbowych zadania, sa nastepu-

jace (rys. 42):
@; kat nachylenia przekroju poprzecznego przedzialu i—1,1

w punkcie i — 1 wzgledem plaszczyzny pionowej,

@, kat nachylenia przekroju poprzecznego przedziatu i—1,1
w punkcie i wzgledem ptaszczyzny pionowej,

¢! kat nachylenia przekroju uko$nego przedzialu i —1,i w punkcie
prostopadlego do osi przedziatu i,i + 1 (Scislej przekroju o’ s’
na rys. 39) wzgledem ptaszczyzny pionowej,

©. kat skrecenia przedziatu i—1, 1,
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(! kat obrotu przekroju poprzecznego przedziatu i,i+ 1 w punkcie i,

prostopadiego do osi przedziatu i,¢ + 1 wzgledem tej osi,

kat obrotu przekroju uko$nego przedziatu i— 1,7 w punkcie i,

prostopadtego do osi przedziatu i,¢ + 1 (inaczej kat obrotu we-

zla i) wzgledem osi i — 1, i. -
Obroty ¢;, ¢%, ¢., @ i O, przedstawiamy w sposéb wektorowy (rys. 42)

1 przyjmujemy co do ich zwrotéw umowe odpowiednia do przyjetej

dla dzwigara-wspornika w rozdziale

11.2, tzn. katy ¢,, ¢° i ¢, uwazamy za do- ’G;\ L

(6

—
datnie, jezeli obserwator patrzacy na | W\Jﬁz
dzwigar z jego strony wklestej widzi, ‘ / l P
: : : : SIS | <
ze odpowiednie przekroje dzvs’ngara Yo o’ Vor \\\
obracaja sie na prawo, a katy®, i 0" i+
uwazamy za dodatnie, kiedy obserwa- Rys. 42

tor posuwajacy sie tylem wzdluz dzwi-
gara ciagglego od jego lewego konca do prawego widzi, ze odpowiednie
przekroje dzwigara obracaja sie na prawo wzgledem osi poszczegolnych
przedzialow.

Z powodéw omoéwionych w rozdziale 11.2 przyjmujemy, ze wektory
@ @i, 0 1 O przechodza przez $rodek wezla i.

Obroty ¢, i @, skladaja sie odpowiednio na obroty ¢? i 6?. Wobec
tego rzutujac wektory ¢, i @, na kierunki ¢! i 6! otrzymujemy

PV=g; cosf,— 6. sinp,, (139)
0'=g;, sin B, + O, cosf,, (140)

przy czym, jak wynika z przyjetych oznaczen,
0,=6? ,+6,. (141)

Aby ustawi¢ potrzebna liczbe n + 2 réwnan brakujacych do wyzna-
czenia n + 2 wielko$ci nadliczbowych zadania, bierzemy przede wszyst-
kim pod uwage, ze pomimo dokonanych mys$lowo nad podporami prze-
cie¢, dzwigar musi pozosta¢ ciagly i wobec tego nad kazda podpora su-
ma kata nachylenia przekroju ukos$nego przedziatlu i — 1,71 w punkcie i,
jako przekroju prostopadiego do osi przedziatu i,i + 1, wzgledem pta-
szczyzny pionowej, i kata nachylenia przekroju poprzecznego przedziatu
i,7 + 1 w punkcie i, wzgledem plaszczyzny pionowej, musi by¢ rowna ze-
ru. Dochodzimy w ten sposob do rownan

W+ 9, =0. (142)

Réwnan takich mamy do rozporzadzenia tyle, ile jest podpoér posred-
nich w dzwigarze ciagtym, tj. n — 1.
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W punktach utwierdzenia dzwigara kat nachylenia przekroju po-
przecznego wzgledem plaszezyzny pionowej jest rowny zeru, wobec cze-
go dochodzimy do dwu réwnan

=0 i ¢@,=0. (143)

Wreszcie ostatnie (n + 2-gie) rownanie brakujgce do rozwigzania za-
dania uzyskamy z warunku, ze kat obrotu przekroju utwierdzenia dzwi-
gara w punkcie n rowna sie zeru:

@ = 0. (144)

Nalezy zauwazy¢, ze rownania (139), (140), (141) i (142) znajduja za-
stosowanie rowniez i w przypadku dzwigaréw ciagltych balkonowych,
tzn. dzwigaréw podpartych nie we wszystkich weztach.

Wyrazenie katow zawartych w réwnaniach (142) - (144) przez poszu-
kiwane momenty opieramy na wzorach rekurencyjnych (137), (138), (139)
i (140) oraz na wzorach dotyczacych odksztalcen przedziatu i — 1, i dzwi-
gara ciaglego uwazanego za belke w dwéch punktach swobodnie podpar-
tg. A wiec

Mi li M: li 3i——l
“=3EJ 6EJ EJ’ it

. ML M
— Sl (146)

Y —3EJ 6EJ

II
EJ’

gdzie |, oznacza dlugos¢ przedziatu i—1,i, a ¥,_, i I, sa sitami po-
przecznymi od obciazenia wtérnego przedziatu, odpowiednio na koncach
i— 1 oraz i. Kat skrecenia przedzialu i — 1, ¢ momentem MY wynosi

_ v,

(5= ’ 147)
GJ, (

przy czym bierzemy pod uwage, ze skrecanie przedzialu i — 1,14, dzieki
nalezycie wykonanemu przegubowemu potaczeniu przedzialu i—1, 1
z przedzialem i—2, i — 1, jest mozliwe nawet pomimo to, ze przedzial
zostal wyciety z dzwigara ciagtego.

Liczba momentéw niezbednych do wyznaczenia naprezen w poszcze-
goélnych przedzialach i — 1,1 dzwigara ciaglego wynosi trzy. Sa to mo-
menty M,, M, oraz M. Ogoélna liczba potrzebnych momentéw dla ca-
lego dzwigara jest wiec 3n. Rownania rekurencyjne (137) i (138) moga
by¢ ustawione dla kazdej podpory posredniej, czyli ze liczba ich wynosi
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2(n — 1), przy czym nie wprowadzaja one nowych niewiadomych, gdyz
momenty utwierdzenia M,, M, i W® zawarte sg juz w liczbie 3n. Row-
nania te lgcznie z rownaniami (142)-(144) daja liczbe zaleznosci konieczng
do wyznaczenia wszystkich potrzebnych momentow.

Znajac momenty nad poszczegélnymi podporami i obliczamy momen-
ty zginajace w przekrojach aa przesel i —1,i jak dla belki w dwoéch
punktach swobodnie podpartej za pomoca wzoru

ML =M, + M, e L 2 M, T, (148)
gdzie Mo. oznacza moment zginajagcy wywolany w przekroju aa sitami
zaczepionymi w przesle. Wzér ten, tak samo jak i nastepny, dotyczy kaz-
dej belki w dwoéch punktach swobodnie podpartej i obcigzonej momen-
tami na koncu (rys. 43 przedstawiajacy
przesto w widoku).

a
| ,
M; M,
Sita poprzeczna w przekroju aa prze- iy \ i .
dzialu i —1, i wyraza sie wzorem H ; \=
~— q — —1
. Mz, + Mz' 2
i—1, ¢ Flyp ety U el
T =T§, T (149) Rys. 43
gdzie T "’ oznacza sile poprzeczna spowodowana tylko obcigzeniem

znajdujacym sie miedzy wezlami.
Reakcja podpory i jako podpory belki i — 1, i w dwoéch punktach swo-
bodnie podpartej wyraza si¢ wzorem

Ri:__l i R{“ ) Gy A ,,,: l.,,,;' (150)

Odpowiednio reakcja podpory i jako podpory belki i, 1 + 1 w dwoch
punktach swobodnie podpartej réwna sie
Misi + Mot

ligi ’

Rz i+1 _ R:“1+1 + (151)

Catkowita reakcje podpory ¢ znajdujemy jako roéznice sil poprzecz-
nych w punktach polozonych bezposrednio na prawo (tzn. od strony pod-
pory 0) i na lewo (tzn. od strony podpory n) od punktu i:

M; i1+ Mt M;#i%'

2
L l; oz)

—__RLi+l __pRii—1
R‘ RO: RO[ +

Powyzsze obliczenie dzwigara ciaglego zatamanego w planie ulega
uproszczeniu, jezeli w punktach 0 i n podpory plaskie (utwierdzenia) za-
stapimy przez podpory przegubowe. Istotnie, w tym wypadku liczba wiel-
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kosci statycznie niewyznaczalnych jest o cztery mniejsza niz poprzednio,
czyli rowna n — 2, poniewaz nad podporami przegubowymi mamy

M, =0, MY =0,
153
M, —0, Mo — 0. e

Wyznaczenie wielkosci nadliczbowych oprze¢ tu nalezy na rowna-
niach typu (142).

W przypadku kiedy koncowe przekroje dzwigara cigglego nie moga
sie obraca¢ wzgledem osi koncowych przedzialéw, lecz moga sie nachylaé
wzgledem plaszczyzn pionowych, momenty

M, =0 i M,=0, (154)

momenty jednak W i IM® rézne sa od zera. Liczba niewiadomych
zmniejszy sie tu o dwie w poréwnaniu z zadaniem dzwigara cigglego
o koncach utwierdzonych, bedzie wiec réowna n, a do znalezienia tych
niewiadomych stuzy¢ beda w dalszym ciagu réwnania typu (142) oraz
rownania wyrazajace, ze obrot przekroju poprzecznego dzwigara na
koncu n réwna sie zeru, czyli ze

60, =0. (155)

Wezmy dla przykladu dzwigar ciagly zalamany w planie na czterech
podporach (rys. 44) obciazony w sposob ciagly i rownomierny (obcigzenie
jednostkowe g kg na mb). W pun-
ktach 1 i1 2 mamy podpory wielokie-
1 g W 2 runkowo-przesuwne, podpory za$ 0

i 3 sa wprawdzie przegubowo-prze-
3 suwne, nie pozwalajg jednak na
$) obrét przekrojow 0 i 3 wzgledem

osi 011 23.

Rys. 44 Wobec symetrii obcigzenia i ksztat-

tu dzwigara mozemy przeprowadzic

obliczenie tylko dla polowy dzwigara. Liczba wielkosci statycznie nie-
wyznaczalnych spada przy tym z n = 3 do n = 1.

Zaleznos¢ miedzy momentami przedstawionymi wektorowo na rys. 44
znajdujemy na podstawie réwnan (137):

Mj = M, cosp, (156)

M — — M, sin , (157)

poniewaz ze wzgledu na warunki symetrii Srodkowy przedziat dzwigara
nie bedzie skrecany i moment M9 réwny bedzie zeru.
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Katy obrotu koncowych przekrojow poprzecznych poszczegolnych prze-
dzialow dzwigara ciagltego przedstawione s wektorowo na rys. 45. Do
wyznaczenia katow ¢ i O, stuzg wzory (145) i (146), skad

S Ml ql? M, 1 ql’
"= 3ps "2aEs 585 P T gy s
N1 M,l ,
o, =G5 = @5 ™ p. ' (159)
Odpowiednio
Myl gl (160)

Momenty —M, i —W? s3 tu,
w my$]l znakowania momentow przy-
jetego wyzej, momentami oddzialy-

wania wezla 1 na przesto 01. 0
Wzor (139) na kat ¢ daje w tych °
warunkach
M, M,1
10 —~ )
=55y B+ yipg)cost + & sinf (161)

a rownanie (142) przybiera tu postac

M,1 I3 MU M,1 ql
1 ] el i = el —
(3EJ RS 24EJ)°°S/’ iy U (e

lub przy oznaczeniu ¢ = EJ/GJ, postac ,
—0,33333 M, cos> 8 + 0,04167 q 1% cos f+ & M, sin® § + (163)
+ 0,5 M, + 0,04167 q1> = 0.

Obliczone stgd momenty M, przybieraja dla e =1, 2 i 10 i dla r6znych
katéow [ wartosci nastepujace:

B o=l = e =10
90° | —0,0272 ql? —0,0167 ql* —0,00378 ql?
60° 10,0468 ql? —0,0300 gl —0,00774 ql?
45° — 0,0600 ql? —0,0422 gl —0,01235 ql?
30° —0,0777 ql? —0,0618 ql* —0,02390 gl*
10° —-0,0964 g2 —0,0930 g1 —0,07320 ql*
0° —0,1000 gl? —0,1000 ql* — 0,10000 gl*
;
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Z powyzszego zestawienia mozna wyciagna¢ wniosek, ze wplyw
wspotczynnika & na momenty zginajace zmniejsza sie przy zmniejszaniu
kata . Moze to mie¢ znaczenie
dla obliczenia na wiatr zakrzy-
wionych goérnych paséw mo-
stow stalowych, ktérych po-
szczegblne przedzialy tworza ze
soba zwykle katy wahajace
sie okolo 107, pasy takie

Rys. 46 bowiem moga by¢ uwazane

za zalamane w - planie dzwi-

gary ciagle, o ile tylko most ma w plaszczyznie paséw rozporki
wiatrowe.

Rozpatrzmy w dalszym ciggu dzwigar o pieciu przestach przedstawio-
ny na rys. 46, obciazony w sposéb ciagly i rownomierny. Dzwigar jest
symetryczny 1 symetrycznie
obcigzony wzgledem $rodka
w sposéb ciagly i rownomierny.
Kat B = 30", dlugos¢ przeset
rowna L.

Dzwigar jest w zasadzie pie-
ciokrotnie statycznie niewy-
znaczalny, ze wzgledu jednak
na warunki symetrii liczba wielkoSci nadliczbowych spada tu do
dwu. Ogo6lna liczba niewiadomych momentéw podporowych be-
dzie w tym wypadku wynosita sgeéé, a wiec beda to momenty M;, M,,
DY, MY, M, i M, (rys. 46). Moment MY ze wzgledu na warunki symetrii
rowna sie zeru.

Aby wyznaczy¢ wymienione wyzej momenty, korzystamy tu z czte-
rech réwnan typu (137) i (138) oraz z dwu réwnan (142), dochodzac w ten
spos6b do dwoéch nastepujacych grup rownan (rys. 47):

na pierwsza grupe skladaja sie réwnania

M = I sin 4 M, cos §,

Rys. 47

MY = MY cos p—M, cos 8,

(164)
M, = M, cosf3,
M) = — M, sin §;
druga grupe stanowig roéwnania:
7+, =0, @)+ o= 0, (165)
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gdzie katy ¢Y i ¢ obliczone sa na podstawie wzoréw
¢} = ¢; cos f— O] sin B,

0 = @] sinf + O] cosf,

¢y = ¢, COS f— 0O, sin f, (166)
0 = g, sin f + O; cos f,
0,= 6+ 0.

Wprowadzamy tu momenty M i M na podstawie wzorow (145)-(147),
po czym z roéwnan (164) i (165) znajdujemy

M,=—0,0335q1?, M;=—0,0295q1*, l
M,=—0,0900q1?, MY = —0,0168 q 1%, (167)
M;=—0,0688q1°>,  M)=—0,0595 qu.l

Z tego rozwiazania wynika, ze w okolicach $rodka dzwigara momenty
skrecajace maleja i warunki pracy poszczegélnych przedziatéw zblizaja
sie do warunkéw pracy belki prostej.

Poza obcigzeniem dzwigara cigglego zalamanego w planie silami pio-
nowymi i momentami dziatajgcymi w plaszezyznach poszczegélnych
przesel pewne przesto i — 1,1 by-

wa obcigzone momentem dziata- /’mH

jacym w plaszczyznie prostopadile] e i Lo mi (e
do osi i—1,i (rys. 48). Wektor B A \
M° tego momentu zaczepiony w | |
pewnym punkcie k odleglym o a W, Ty

od podpory i— 1 skierowany jest Rys. 48

wzdtuz osi i— 1, 1.

W tych warunkach na wezel i— 1 poza momentem ! dziala jesz-
cze moment M, wobec czego réwnania (137) i (138) w zastosowaniu do
wezla i — 1 przybierajg posta¢
M, ,=@94+-M)sinp, , + M,cosf,_,, (168)

{4

MW_, = (MI+ M) cos B,_,— M, sin f,_,. (169)

Kat obrotu @, przekroju poprzecznego w punkcie ¢ przedziatu i — 1, 4
rowna sie tu
NO0a  MOT,
=61, G,
0 0
dalsze za$ obliczenie odksztalcen i momentéw odbywa sie tak samo, jak
przy pionowym obciazeniu dzwigara

O;

(170)



Specjalny rodzaj dzwigaréw ciagltych zalamanych w planie przedsta-
wia dzwigar ciaggly o ksztalcie zamknietego wieloboku (rys. 49).

Aby dzwigar taki obliczy¢, przeprowadzamy przekrdj aa przez jeden
z przedzialéw, np. przez przedzial On, i oznaczamy przez T,, M, i )\ trzy
sktadowe oddzialywania na siebie dwu przekrojow aa, z ktérych jeden
stanowi koncowy przekrdj wspornika Oa dzwigara ciaglego 012 ...na«,
a drugi koncowy przekréj wspornika na tegoz dzwigara.

Poniewaz dzwigar ciggly zalamany w pla-
nie na trzech podporach jest uktadem sta-
tycznie wyznaczalnym, dzwigar « 012 ... na
bedzie uktadem o liczbie n — 3 wielkosci sta-
tycznie niewyznaczalnych. Dodajac do tego
liczbe trzech niewiadomych T,, M, i ‘)JIS_ do-
chodzimy do wniosku, ze dzwigar ciagty
o ksztalcie zamknietego wieloboku bedzie
ukladem o m wielkosciach nadliczbowych,
gdyz (n—3) + 3 = n.

Podobnie jak w przypadku dzwigara
o ksztalcie zamknietego wieloboku w dwoch

Rys. 49 punktach swobodnie podpartego (przedostat-

ni ustep paragrafu 1 tego rozdziatu) przed-

stawiamy sktadowe przesunie¢ dwéch przekrojéow aa, mianowicie w,, ¢,

ig/ oraz O, i @) jako funkcje wielkosci T,., M, i . i ustawiamy
réwnania

w, =0, g¢i=—g, 6,—=0, (171)

ktore uzupeiniaja liczbe rownan typu (137), (138) i (142) do liczby n i po-
zwalaja na rozwigzanie zadania.

V. ROWNANIE PIECIU MOMENTOW SKRECAJACYCH

Zastosowanie roéznic skonczonych do obliczenia dzwigaréw ciggltych
zatamanych w planie pozwala na znalezienie w ich teorii pewnych uogdl-
nien, ktére maja powazne znaczenie praktyczne.

W dziedzinie belek ciggltych prostych pierwszy korzystat z teorii roz-
nic skonczonych C1le b sch?), ktory potraktowat rownanie trzech mo-
mentéw jako réwnanie réznicowe.

O ile jednak Cleb s ch mialt w swych badaniach na widoku scatko-
wanie znanego mu réwnania trzech momentéw jako réwnania roéznico-

?2) Clebsch, Theorie der Elastizitdt fester Korper, Lipsk 1862, str. 392.
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wego, o tyle w przypadku dzwigara cigglego zalamanego w planie teoria
roznic skonczonych pozwala na samo ustawienie réwnania odgrywajace-
go w teorii tych dzwigaréw role podobna do roli, jaka odgrywa rownanie
trzech momentéw w teorii prostych belek ciggtych, mianowicie réwnania
pieciu kolejnych momentédw skrecajacych.

Rys. 50

Rozpatrzmy dzwigar ciagly przedstawiony na rys. 50. Podpory jego sa
wielokierunkowo-przesuwne, podpory koncowe pozwalaja na nachylenie
sie przekrojow koncowych wzgledem plaszczyzny pionowej, wylaczaja
natomiast obroét tych przekrojow wzgledem osi podiuznej ostatnich prze-
set. Diugosci poszczeg6lnych przesel dzwigara sa réwne 1. Katy zatama-
nia fr=p sa réwniez wielkoscig stalg.

Opieramy sie dalej na wzorach wyprowadzonych w rozdziale IV.2.
Potrzebne tutaj zaleznoéci (141), (139), (140) i (142) przybieraja w danym
wypadku postac

O = 01— + Oy, (172)
7y = ¢, cos f— Ol sin §, (173)
62 = ¢ sin  + O cos B, (174)
Pr + @ei1=0. (175)

Wzory (137) i (138) wyrazajace momenty zginajace i skrecajgce do-
prowadzaja do wzoréw

M. =M. sinf -+ Mys1cos B, (176)

M, — MY 1 cos f— M. 1sin B. (177)
Roéownanie (175) w zwiazku z réwnaniem (173) daje

@y cos f— B sinf—= —gy.1. (178)



Poniewaz
@, COS B+ @, 4

O.=0"_,+06, = m ) (179)
wiec z rOwnania (174) znajdujemy
61— g s = °°Ss’fn; Pt s,
(180)
& sin f=¢, + ¢, cosp.
Z réwnania tego wyznaczamy 0°_,:
0°_ sinf=¢._, + ¢, cosp, (181)
w zwigzku z czym réwnanie (178) otrzymuje postaé
g.cosp—q._ —g¢.cosf—06 sinff=—g¢_ . (182)
Przyjmujemy dalej oznaczenia
2= gEm—h on—aE Y (183)
Wzorom (145) i (146) poprzedniego rozdzialu nadajemy pqstaé
g MEZ S SO (184)
=M 2f+M.f+y,, (185)

gdzie przyjmujemy, ze oba momenty dzialajace na jedno przesto wygi-
najg to przesto w jedna strone i gdzie

3 ~
~x—1 . ’ Ly

W=y 1 %Tgy
Odpowiednio do wzoréw (184) i (185) mamy
6,=M.2f1. (186)
Mnozymy dalej réwnanie (176) przez cosf, a réwnanie (177) przez
sinf i odejmujemy je od siebie oraz mnozymy réwnanie (176) przez sinf,

a réwnanie (177) przez cos f i dodajemy je do siebie. W ten sposéb docho-
dzimy do réownan

M cosp—NIsinf=M__,, (187)
M. sinf+ M cosp=M_,. (188)
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Z réwnania (188) wyznaczamy bezposrednio

; \ 1 \ -
M.=N T N ctg B, (189)

wstawiajgc za$ wyrazenie (188) w réwnanie (176) znajdujemy

9w, an 1
M, =M, ctgh—NC — 5 (190)
a wiec
an \ 1
Mx = “(2 Ctgﬁ == "‘Jlg—l S_ln—ﬂ 5 (191)

W zwigzku z otrzymanymi wyrazeniami na momenty zginajace wzory
(184) i (185) przybierajg postac
2f

g0 g —ne .
@, [ sin B ( fectgp e i § S (192)
; 20 ;
) Ut A | — o
(1% A "sinﬂ ..(x2f Ctgﬁ "l.\-—l on ﬂ +1px. (193)

Wstawiamy wreszcie .wyrazenia na katy ¢, ¢, i @, w rownanie (182)
i dochodzimy w ten sposéb do réwnania

MO, + 2cosf- M, —6M +2cosf- M_, +M_,=@Q,, (194)

gdzie
sin 0 .
QJ_ — ‘f_ﬂ (—w,cos B+ y._, + p, cos ﬂ—tpx 1). (195)
Roéwnanie (194) jest poszukiwanym réwnaniem pieciu momentow skre-
cajagcych. Jest to rownanie réznicowe czwartego rzedu, ktérego calka
ogb6lna przedstawia sume

M =pd 4+, (196)

gdzie ;° oznacza pewne dowolne rozwigzanie szczegélne danego réwnania,
4, za$ rozwigzanie ogélne odpowiedniego réwnania bez wyrazu @, tzn.
réwnania

N0 10 20 Mo mo  —

MO+ 2icos g — 6N |- 2eos B0 WS, =0. (197)

Roéwnanie charakterystyczne w tym wypadku przedstawia sie w spo-
s6b nastepujacy:
r*+2cospr*—6r2 + 2cospr+1=0 (198)
lub
>+ 2cosf-r—6+2cosf-r—1+r2=0. (199)
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Niewiadomej r poszukujemy pod postacia
n—lez

gdzie e jest to podstawa logarytmoéw naturalnych, a zas pewna liczba nie-
wiadoma. Mamy wiec

e’* + 2cospfe*—6 +2cosfe "+ e =0. (200)

W rezultacie réwnanie (200) przybiera postaé

2cosh2a + 4coshacosp—6=0 (201)
lub postac¢
cosh®a + cospcosha—2 =0, (202)
skad
cosh ¢ — —%ﬂ -+ l/ COZ“‘S o (203)

przy czym pierwiastki réwnania

1T a=—uaqay, (1= (i, “=—a,. (204)

Ogélna catka réwnania (197) przybiera w ten sposéb postaé
Uy —C e*s - Cyem*= |- C, "= | C,e %, (205)

gdzie Ci, C2, Cs3 i C, sa to dowolne wielkosci state.

Przechodzgc do rozwigzania pelnego réwnania (194) musimy ustalié
przede wszystkim ksztalt wyrazu @, zalezny od obciazenia belki cigglej.
Przypus$émy, ze wszystkie przesta
belki ciaglej obcigzone sg w jedna-

a|? Py a_alf PL(Z LT S .

r; o l— e q*ﬂ kowy spvosob i ze obcigzenie kazdego
yax WULTTTY L ST ~— Z nich jest symetryczne wzgledem
o x x1  $rodka przesta. Przyktad takiego ob-

Rys. 51 cigzenia podany jest na rys. 51, na

ktérym fragment belki cigglej przed-

stawiony zostal w rozwinieciu na ptaszczyzne pionows. Przy tego rodzaju
obcigzeniu

Wl R (206)

a wiec wyrazenie (195) staje sie réwne zeru, czyli Q,=0.

Do takiego samego wyniku dojdziemy réwniez w razie obcigzenia
jednego z koncow belki badZ przez moment dzialajacy w plaszczyznie pio-
nowej przechodzacej przez o$ ostatniego przesta dzwigara, badz tez przez
moment dziatajacy w plaszczyznie prostopadiej do osi tego przesta.

52



Jezeli obciazenie wszystkich przesel belki ciggltej jest takie samo, lecz
nie jest symetryczne wzgledem Srodk6éw poszczegoélnych przesel (rys. 52),
wowczas

P = Pr_i, We — Pty Ve F Py, (207)

wyrazenie zas$ (195) przybiera posta¢

O — Sl? p [w's (1 cosp) — . (1 —cos ;‘3)] =a, (208)
gdzie a oznacza wielko$¢ od x nie- : 5
Zaleina. :"b y_"& l—a -I_F‘Wb a ,_‘
Dla obciazenia zmieniajacego sie _ [I[I[[T9 ([T 2 L
wedlug prawa linii prostej (rys.53) ,71 = =
katy u. i y. przybieraja warto$ci Rys. (62
nastepujace :
v 8qL7 i q l:’y
Vx = 3608 | 2457 )
. (209)
S0 RN
YT 360EJ T 24EJ ‘
Stad
el
Y Yy = 360EJ (210)
L
o T B (211)

i Qy=a, gdzie a oznacza wielko$¢ stalg.

WeZmy wreszcie pod uwage
obcigzenie belki zmieniajgce sie
wedlug prawa (rys. 54)

7S
i _
Y el e e S
2 2
Katy . 1 px wyrazajag sie tu za pomocg wzoréw nastepujgcych:
3 8 (r—
Yo = 33(;1E1J e ZZIIEJ(x 21)x’
(213)

- Tql - ql’ (x—1Nx ]
Vs = 360EJ T 24EJ 2



wobec czego

Q:=ax +b, (214)
gdzie wspoétezynniki a i b nie sa od x zalezne.
Do podobnego wyrazenia na Q. doprowadzajg rowniez wszystkie po-

laczenia rozpatrywanych tu rodzajéw obcigzenia.
Wobec tego nadajemy rownaniu (194) postac

M, +2cos fM | — 6N +2cos M, +M0_, —qx+b.  (215)

Poszukujemy catki szczego6lnej rownania (215) pod postacig
W= Ax+B, (216)
gdzie wspoélczynniki A i B sg pewnymi wielkos$ciami statymi.
Wstawiamy wyrazenie (216) w réwnanie (215):
A(x+2)+B+A(x+1)2cosff+B+2cosff—6 Axr—6 B+ (217)
+A(x—1)2cosf+B-2cosp+ A(x—2)+B=ax+b.

Po przyréwnaniu do siebie wspoétezynnikéw przy x w obydwoch czes-
ciach réwnania oraz wyrazéow od x niezaleznych znajdujemy

b
A=—~'»-q~fﬂ—, B=— —p, (218)
8 sin” o 8 sin® 5
N skad mamy
— ax+Db
] P =
\ = 7 5 (219)
e 8sin® -
' < 2
SR AN
N Ostatecznie dochodzimy, zgod-
P pay pay pay pey nie ze wzorem (196), do nastepu-
0 1 x-1 x 1 jacego wyrazenia dla calki ogélnej
Rys. 54 réwnania (194) lub (215):
MY = C, &5 + Cye—=n + Cy €50 4 C,e—rn— 2ETD (220)
8 sin* —g

Wspétczynniki C,, C,, C, i C, wyznaczamy z warunkéw podparcia
koncéw dzwigara ciaglego.
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Rozwazmy tu niektére przypadki tego podparcia.

Bierzemy pod uwage dzwigar ciagly zalamany w planie, czynigcy za-
dos¢é wszystkim zalozeniom wymienionym na poczatku tego rozdziatu
i obcigzony jednakowo we wszystkich przestach w sposéb symetryczny
wzgledem ich $rodkéw. Przyjmujemy dalej, ze konce dzwigara sg swo-
bodnie podparte i moga sie swobodnie obraca¢ wzgledem osi podiuznych
przeset koncowych. Z warunkéw podparcia konca dzwigara wynika:

M= =M, =M, =0. (221)
Poniewaz w rozpatrywanym przypadku a = b = 0, wiec na podsta-

wie réwnania (220) oraz wzorow (189) i (191) warunki brzegowe zadania
wyrazaja sie za pomocg rownan:

M=0: C,+Cy+Cy+C,=0,

M=0: C,e"s + Cye"" + Cye"= + C,e~"==0,
(222)

M =0 1_

4 . Sin ﬁ IC] e(ll" 1) a, + C'.’ e{/l 1) a, + C‘3 e(n 1) a, + C-l e——(u 1)%1 — 0’

M, =0: ctgp[C,e*+Cye—*+Cye=+C,e—>=]=0.

n

Z rownan tych wynika, ze wszystkie wspolezynniki C roéwnaja sie
zeru, jezeli tylko nie ma miejsca réwnosc.

l 1 1 1 1

i en ay e—ll &y elt @y e—ll Y ‘

1 elnia e— (i) elnia e—(n+1)a ‘ = i), (223)
] sin ﬁ;  sinf sin f ' sin f |

‘ exctg p e~ mctgfp e ctg p e =ctgp |

Mozna stad wyciaggnaé wniosek, ze poszczegélne przesta dzwigara
ciggtego zatamanego w planie o réwnych katach zatamania f i o rownych
przestach 1, czyli dzwigara, ktéry jest w planie wpisany w odcinek kota,
na koncach swobodnie podparty i obcigzony jednakowo we wszystkich
przestach w sposoéb symetryczny wzgledem ich $rodkéw, zachowuja sie
jak proste belki swobodnie podparte, gdyz bedzie tu

ME=M,=M,=0. (224)

Wynika stad miedzy innymi, ze skrecanie poszczegélnych przedzialow
pasoéw stalowych dzwigaréw mostowych pod dzialaniem bocznego dzia-
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tania wiatru nie jest duze, poniewaz pasy kratownic wielobocznych moga
by¢ uwazane w tym wypadku za dzwigary zatamane w planie.

Rozpatrzmy teraz dzwigar ciagly zatamany w planie, majacy jeden ko-
niec (koniec 0) swobodnie podparty i swobodnie obracajacy sie, drugi zas
(koniec m) swobodnie podparty, lecz nie ulegajacy obrotom; obcigzenie
dzwigara wyobrazamy sobie jako nalezace do jednego z oméwionych wy-
zej rodzajow obcigzen.

Przedstawionemu tu dzZwigarowi odpowiadaja nastepujace warunki
brzegowe:

My=0, M=0, M,=0, 6,=0. (225)

Ostatnie z rownan (225) wyraza, ze przekroj poprzeczny w koncu n
dzwigara ciaglego nie moze sie obraca¢ wzgledem osi podiuznej przesta
n— 1, n. Zamiast takiego ograniczenia obrotu mozemy wprowadzié¢ tu
nieznany na razie moment MY = MO

Moment M° zaczepiony do konca dzwigara nie wplywa na katy . i %,
ktére sg spowodowane przez bezposrednie obciazenie poszczegdlnych prze-
sel, a przy y,==y.=0, a wiec przy symetrycznym i jednakowym obcig-
zeniu poszczegoOlnych przesel dzwigara ciaglego, mamy tu do czynienia
z przypadkiem, gdy Q.=0. W tym stanie rzeczy trzy pierwsze z wa-
runkow (225) przybieraja postaé trzech pierwszych réwnan (222).

Rozwigzujemy dalej wzgledem wspolczynnikow C,, C,, C, i C, cztery
rownania liniowe

M=0, M,=0, M,—0, M =M (226)

w wyniku czego mozemy przedstawi¢ poszczegdlne z tych wspotczynni-
kow jako znane funkcje nieznanego momentu N :

Ci=FHMNY), C=FM), C=fMY), C,=f). (227)

Na podstawie réwnan (172) i (180) otrzymujemy wreszcie dla ostatnie-
go z warunkow (225) wyrazenie nastepujace:

0,=¢, ;sinp+ (@ _,+06,)cosp+60,=0. (228)

Wstawiajgc zamiast wchodzacych tu katéw ich wyrazenia przez mo-
menty, a zamiast wspotczynnikéw C wyrazenia typu (227), bedziemy mo-
gli nada¢ warunkowi @, = 0 posta¢

FON) =0, (229)

skad znajdujemy moment W’ co nam rozwigzuje zadanie.
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Przyjete przy wyprowadzeniu rownania (194) zalozenie (183) nie wply-
wa na ksztalt samego rownania, wplyna¢ moze tylko, jak to wynika ze
wzoru (186), na wielko$¢ wspoélczynnika przy ‘D(‘g, a wiec jedynie na
wyraz $rodkowy réwnania (194).

We wszystkich rozpatrzonych przypadkach obcigzenia i podparcia
dzwigara ciaglego zalamanego w planie mozemy, po wyznaczeniu momen-
tow % na podstawie réwnan (189) i (191), otrzymac¢ réwniez i wszyst-
kie momenty M, i M% potrzebne do obliczenia momentéw zginajacych
M. w poszczegblnych przekrojach dzwigara.

VI. DZWIGAR ZALAMANY W PLANIE JAKO SCHEMAT STATYCZNY
DZWIGARA ZAKRZYWIONEGO

Obliczeniem pretéw zakrzywionych w planie zajmowal sie pierwszy,
zreszta w formie bardzo ogélnej, Poisson wr. 1833. S ain t-V e-
nant wr. 1843, a nastepnie w biezagcym stuleciu Love i Tim o-
sz en k o oraz kilku innych autoréw zajmowato sie obliczeniem dzwiga-
row kolistych, tzn. majgcych w planie ksztatt odcinka kota. Zagadnienie
dzwigaré6w majacych w planie inny ksztaitt krzywoliniowy poza czescia
kota nie zostato dotad wyczerpujaco rozwigzane. Nasuwa sie wobec tego
twierdzenie, ze obliczenie dzwigaréw zakrzywionych w planie, nie posia-
dajacych dotagd rozwigzania, mozna by zastapi¢ przez obliczenie dzwiga-
row zatamanych w planie, ktérych osie bylyby w stosunku do osi dzwiga-
row zakrzywionych wpisane, opisane lub tez wpisano-opisane.

Stuszno$¢ takiego twierdzenia opieramy na znacznej zgodno$ci wyni-
koéw obliczen dzwigaréw zalamanych w planie z wynikami obliczen dzwi-
garow zakrzywionych kolistych.

Zgodno$¢ te nizej wykazemy.

Bierzemy przede wszystkim pod uwage dzwigar zalamany w planie,
omoéwiony w rozdziale IV.1 i przedstawiony na rys. 36. Tu l; = l= const,
a f=45°. Sila P zaczepiona jest w $rodku dzwigara. Konce 0 i 5 sa
calkowicie utwierdzone. Dzwigar ten jest symetryczny i symetrycznie
obcigzony, jest wiec jednokrotnie statycznie niewyznaczalny.

Przeprowadzamy przekro6j aa przez punkt P i rozdzielamy w ten spo-
so6b dzwigar zalamany w planie 012345 na dwa dzwigary 012P i P345.
Wzajemne oddziatywanie na siebie tych dzwigaréw wyraza sie momentem
zginajacym M., ktéry przedstawiony jest na rysunku wektorowo i ktory
przyjmujemy za wielko$¢ nadliczbowa. Moment skrecajacy przedziat 23
dzwigara zalamanego w planie réwna sie zeru ze wzgledu na symetrie
dzwigara i jego obciazenia wzgledem punktu P (SciSlej osi aa). Na sku-
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tek tej samej symetrii kazdy z dzwigaréw-wspornikéw 012P i P345 jest
obcigzony w punkcie P silag rowng P/2.

Momenty przedstawione wektorowo na rys. 55 wyznaczamy w zalez-
nosci od P ze wzorow (2) i (3) i w zalezno$ci od M, ze wzorow (8) i (9).
W zwiazku z tym otrzymujemy (sin 45° = cos 45 = 0,70711)

M, =0,70711 %—!,

P
M2~——0,70711(M +—§)
(230)

‘ ' Pl
‘.‘)(?z—(Mq Sbzial )

n g=—0,70711(Ma+i@)_

W zaleznos$ci od tych momentéw obliczamy ze wzoréow (11) i (12) katy
@i 1 O; (rys. 56):

o _ v Pl
1= 2 GJ, M,l+1207112)
Pl l
P E—J+0,70711(Mq+7)"E‘7,
‘ (231)
T A
0, = —0,70711 | M= 4)GJ,
Pl 1 M, 1
“=16EJ T 2 EJ
Wzory (24) i (25) przybieraja w danym razie postac¢
@, =0,70711 (9, — O,) + ¢, I
0, =0,70711 (p, + 6,)+ 0, J (232)

=05 (¢, —0,)+0,70711 g, — 0,5 (¢, +60,) — 0,70711 O+,

Poniewaz z warunku symetrii wynika, ze kat nachylenia ¢, przekro-
ju poprzecznego w punkcie P wzgledem plaszczyzny pionowej powinien
by¢ rowny zeru, czyli ¢. =0, dochodzimy stad do réwnania

G =—0, +0770711(¢2_0:)+(Pa =0, (233)



czyli do rownania

M, 1 P12 P 0,5 M,1
= 7 7 -
2GJ“+1,2o7114(”0+0,0114:EJ7L e (234)
05P1> , 05M,1 _ 05PI1* PP M.l
t4gs T GJ, + 4GJ, T 1687 " 2ms 0
lub, przy ¢ =EJ/GJ,, do rownania
1,5M,1 4 0,5¢M,1+ 0,48927 P12 4 0,30178 ¢ P12 =0, (235)
skad
M. = —0,3955 Pr. (236)

Wezmy pod uwage w dalszym ciggu dzwigar zakrzywiony w planie
majacy o$ w ksztalcie pétkola o promieniu 7, wpisanego w o$ dzwigara
przedstawionego na rys. 55. Dzwigar kolisty jest utwierdzony, podobnie
jak dzwigar zalamany, w punktach 0 i 5 i obcigzony ciezarem P w $rodku.
Moment zginajacy M, w punkcie P réwna sie w tym wypadku

k

M, = —0,3183 Pr. (237)

Z rownania (238) natomiast, wobec zaleznosci geometrycznej 1=0,8284 r
i przy & =1, znajdujemy

M. =—0,3278 Pr. (238)

Momenty M, obliczone dla dzwigara zalamanego w planie i dla dzwi-
gara polkolistego, przy ich wzajemnym rozmieszczeniu wedlug rys. 55,
roznig sie od siebie o 3%.

O ile o$ dzwigara zalamanego
jest wielobokiem wpisano-opisa-
nym w stosunku do dzwigara ko-
listego, a wiec gdy 1 = 0,7969 7,
wowczas otrzymujemy, ze

Mf=—0,3150 Pr, (239)

czyli ze réznica miedzy moment*a-
mi M* i M? spada tu do 1%. Rys. 55
W przypadku dzwigara zala-
manego w planie wpisanego w dzwigar potkolisty, tzn. przy 1=0,7659 r,
bedziemy mieli
M;=—0,3027 Pr, (240)

przy czym roéznica miedzy M., i M wynosi 5%o.
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Wahania stosunku ¢ przyjetego wyzej za rowny 1 w malym tylko
stopniu odbijaja sie na wartosciach momentu M:. Wida¢ to z zestawie-
nia nastepujacego opartego na réwnaniu (235):

dla e =1 R:——0,315Pr, |
dla e =10 R.=—0,335Pr, |
z { (241)
dla & =100 R;=—0,338 Pr,
dla & = 1000 R, =—10,339 Pr, !

z ktorego wynika tez, ze wpltyw wartosci stosunku & na momenty M, jest
mniejszy przy duzych & niz przy matych. Jest to szczegdlnie wazne z tego
powodu, ze dla przekrojéw dwuteowych, czesto wystepujacych w kon-
strukcjach budowlanych, stosunek ¢ doj$é moze do wartosci 500.

Bardziej zlozony typ obcigzenia moze spowodowaé wieksze rozbiez-
nosci miedzy wartoSciami wielko$ci statycznie niewyznaczalnych dzwi-
gara zalamanego w planie, a wpisanego dzwigara potkolistego. Ma to
miejsce z tego powodu, ze w danym razie wiekszos¢ punktéw zaczepie-
nia obcigzenia nie pokrywa sie w obu dzwigarach ze sobg. Niezgodnos$é
wynikéw obliczenia nie jest jednak zbyt wielka i moze byé¢ pokryta przez
pewne przesuniecie osi dzwigara potkolistego w stosunku do osi dzwi-
gara zalamanego w planie. Wskazuje na to obliczenie nastepujace.

Rozpatrujemy, mianowicie, dzwigar przedstawiony na rys. 55, obcig-
zony w spos6b ciaglty i réwnomierny przy natezeniu obcigzenia q kg/cm.
Przypadek ten rézni sie wiec od przypadku tylko co rozpatrzonego jedy-
nie obcigzeniem dzwigara.

Rozdzielamy dzwigar, jak poprzednio, przekrojem aa na dzwigary-
wsporniki 012 a i a345 i zaczepiamy do ich koncéw moment M, przedsta-
wiony na rysunku wektorowo. Moment M, wyznaczamy tu, jak poprzed-
nio, z réwnania (233). Dla katow ¢ i @ otrzymujemy wyrazenia nastepujgce:

6, — 21‘(4;%_[0 70711 %2 A (0,70711+0,25)g—l—2] 2(;J
05 ng —0,41605 é‘i ,
%:4‘11" +070711ELJ(M +4 )+gq,%: (242)
—0,70711 Jg +0,50514 El; :
0, = J(‘f l @ "
"'”“:TE?EJ i éw 3‘ 0,5E1\;41a = 0,021;1_11
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Wstawiajac wyrazenia (242) we wzoér (233) dochodzimy przy &=—1
do réwnania
2M,1+0,8567ql’=0, (243)
skad
M, =—0,428ql". (244)

W przypadku dzwigara poétkolistego, ktérego o$ pozioma wpisana jest
w o§ dzwigara zalamanego w planie, przedstawionego na rys. 55, moment
M, w $rodku dzwigara wyniesie ®)

Mi=—0,272 qr. (245)

Wstawiajac | = 0,8284 r we wzor (244) znajdujemy
M. ——0,293q7>. _ (246)

Ro6znica miedzy momentami M, i M, , tzn. miedzy momentami obli-
czonymi, z jednej strony, dla dzwigara zakrzywionego, a z drugiej, dla
dzwigara zalamanego w planie, stanowi wiec 6°%. Jezeli jednak por6éw-
namy ze soba dzwigary o tym samym obwodzie, a wiec dZwigary zala-
mane w planie o boku I = z7/4, to moment M. stanie sie wéwczas rowny

M:=—0264qr, (247)

a roznica miedzy M. i M. spadnie do 3"/,.

Jezeli dzwigar zalamany w planie jest wpisano-opisany w stosunku
do dzwigara polkolistego, to wartos¢ momentu M, bedzie tu réwna war-
tosci momentu Ms. Jezeli dzwigar zalamany jest wpisany w dzwigar pot-
kolisty, woéwezas

M.~ —0,251 g2, (248)

a réznica miedzy M, i M. wynosi 7%/,.

Drugim $rodkiem do oceny, w jakim stopniu obliczenie dzwigarow
zakrzywionych moze by¢ zastapione przez obliczenie dzwigaréw zatama-
nych w planie, jest zastosowanie do wyznaczenia odksztalcen dzwigarow,
wpisanych w dzwigary koliste lub opisanych dookota nich, teorii réznic
skonczonych.

Wezmy pod uwage dzwigar-wspornik o ksztatcie ¢wierci kota (rys. 57)
obcigzony sila P zaczepiong w koncu wspornika prostopadle do ptaszczyz-
ny dzwigara.

) S. P. Timoszenko, Kurs tieorji uprugosti, t. 2.

61



Przy e = f kat nachylenia wzgledem plaszczyzny pionowe] przekroju
poprzecznego dzwigara kolistego w m odpowiadajgcego katowi o wyra-
za sie wzorem

_ Pr?

T — BT (1 —cosw + o cos w), (249)

a pionowe przesuniecie w,, punktu m réwna sie
T3

50 (o —sinw—1 4 cosw + o sin w) . (250)

Wm =—

Rozpatrzmy w dalszym ciggu dzwigar zalamany w planie wpisany

w ¢wiartke kota i poréwnajmy nachylenia koncowych, a wiec dotycza-

cych punktu zaczepienia sity P, przekrojéow poprzecznych dzwigara zata-
manego w planie i dzwigara zakrzywionego.

Rys. 56 Rys. 57

Przy n=10 i =9 ze wzoréw (73) i (81) znajdujemy
D,=fl, D,=1270fl, D,=80,84f1,

(251)
B,——6,44fl, D,=—80,84fl.

Wobec tego réwnanie (79) przybiera postaé

pr=—6,44flsinaxf— 80,84 flcosxp + flxsinxf + (252)
+ 12,70 flx cos xff + 80,84 1f,
skad
@10 = 84,40 f1. (253)

Wobec zaleznosci geometrycznej miedzy diugoscig przedziatu | dzwi-
gara zalamanego w planie a promieniem r dzwigara kolistego opisanego

l

r:——"
1
2

2 sin
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otrzymujemy dla dzwigara kolistego dla = 90", czyli dla punktu zacze-
pienia sity P,
¢p=81,841l. (254)

Roéznica miedzy katami wyrazonymi za pomocg wzorow (253) i (254)
wynosi 3,5°/,, a przy n =20 spada do 3°/,. Wreszcie przy n = co roznica
staje sie r6wna zeru, tzn. ze katy ¢. obliczone dla punktu zaczepienia
sily P maja wartoSci te same niezaleznie od tego, czy sa obliczone ze
wzoru (79), czy tez ze wzoru (249). Przekonamy sie o tym tatwo wstawia-
jac w roéwnanie (79)

«)

B’

i znajdujac granice kata ¢, przy p dazacym do zera, jako sume odpo-
wiednich granic poszczegélnych wyrazéw rownania (79). Mamy w ten
Sposob

np=5, 1=rf, a=

e
550 s B 550 .8 EJ’
2t 9 2EJ2tg 9
. flsinxp
lim — — =0,
50 2tg—’3— (255)
2
2
lim»ﬂcosir—li— Pr cos o,

B0 O -ET

2 B
2 tg 9

. fle .. (2n+1 2n+1 : I Pr®
11:3()){—— ; sm( 5 )ﬁcosxﬂ cos( 5 )ﬁsmxﬂ }HEJ @ COS O .
Slng /

W rezultacie znajdujemy, ze wzor (79) przybiera posta¢ wzoru (249).

W podobny sposob postepujemy réwniez, aby wykaza¢, ze i wzory na
pionowe przesuniecie punktu zaczepienia silty P pokrywaja sie ze soba
przy f dazacym do zera, tzn. ze wzor (84) doprowadza w tych warunkach
do wzoru (250). Robimy to, jak poprzednio, dla nf==/2, czyli dla dzwi-
gara w ksztalcie ¢wierci kola obcigzonego na koncu sitg skupiong P.
Poniewaz w tym wypadku l=r f§, pierwsza i trzecia suma we wzorze (84)
w porownaniu z sumg druga powinny by¢ uwazane za zera, czyli ze prze-
suniecia w powinni$my tu szukaé¢ pod postacia granicy sumy nastepujacej:

Wm = lim (l Z (]Jx) . (256)

530
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Na podstawie rozwazan dotyczacych poréwnania ze soba obliczenia
wielko$ci statycznie niewyznaczalnych i odksztalcen w przypadku dzwi-
garéw zalamanych w planie i dzwigaréw w ksztalcie odcinka kotla, z kto-
rych wazniejsze wylozone zostaly wyzej, dochodzimy do wnioskéw na-
stepujacych: _

(1) zastgpienie przy wyznaczaniu wielkos$ci nadliczbowych dzwiga-
row kolistych przez wpisane lub wpisano-opisane dzwigary zalamane jest
mozliwe nawet przy niewielkiej liczbie przedziatow;

(2) zastapienie przy wyznaczaniu odksztalcen dzwigaréw kolistych
przez dzwigary zalamane w planie jest mozliwe tylko przy znacznej licz-
bie przedzialéw dzwigara zalamanego, np. 10-20 na ¢wiartke Kkota,
gdyz przy malej liczbie przedzialéw blad w odksztalceniach moze by¢
niedopuszczalnie duzy.

Zaroéwno te wnioski, jak rowniez wszystkie rozwazania poprzednie
pozwalaja twierdzi¢, ze obliczenie dzwigaréw krzywoliniowych innego
ksztattu niz odcinek kola réwniez moze by¢ zastgpione przez obliczenie
dzwigarow zatamanych w planie. Nalezy wtedy kierowaé¢ sie wskazéw-
kami nastepujgcymi:

(1) jezeli decydujemy sie na duza liczbe przedzialéw dzwigara zata-
manego w planie, nalezy wpisa¢ w o$ dzwigara zakrzywionego o$ dzwi-
gara zalamanego w ten sposéb, aby obie osie jak najlepiej do siebie przy-
legaty;

(2) jezeli pragniemy ograniczy¢ liczbe przedzialéw dzwigara zalama-
nego w planie, wéwczas wykreslamy osie dzwigara zalamanego wpisa-
nego, opisanego oraz wpisano-opisanego, przeprowadzamy obliczenie
wielkosci nadliczbowych we wszystkich trzech wypadkach i za prawdzi-
we przyjmujemy te ich wartosci, ktére daja najwiekszg gwarancje bez-
pieczenstwa;

(3) momenty zginajace, sily poprzeczne i naprezenia wskazane jest
oblicza¢ juz na podstawie rzeczywistego krzywoliniowego ksztattu dzwi-
gara biorge pod uwage wielkoSci statycznie niewyznaczalne obliczone
dla dzwigara zatamanego.

Zastgpienie obliczenia dzwigara zakrzywionego w planie przez obli-
czenie dzwigara zalamanego o odpowiednim ksztalcie jest w wielu wy-
padkach jedynym sposobem obliczenia dzwigara krzywoliniowego, gdyz
liczba rozwigzanych przypadkéw dzwigaréw zakrzywionych w planie jest
jeszcze mata. Doktadno$eé obliczen moze tu byé¢ przystosowana do warun-
kow konstrukeji; odpowiada ona na ogo6t doktadnosci obliczenia tukéw na
podstawie podziatu ich osi na odcinki skonczone.
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VII. UWAGI DOTYCZACE WSZYSTKICH TYPOW
DZWIGAROW ZALAMANYCH W PLANIE

Wyznaczenie odksztalcen dzwigaré6w zalamanych w planie wykonane
bylo wszedzie wyzej sposobem geometrycznego dodawania odksztalcen
jako najwlasciwszym do gruntownego zbadania pracy konstrukcji. Spo-
sdb ten daje z kolei podstawe do oceny mozliwosci zastosowania w przy-
padku dzwigaréw zalamanych w planie in-
nych znanych metod obliczenia odksztal-
ceh i wyznaczenia wielkosci statycznie nie-
wyznaczalnych, w szczegdlnoSci metody
energii sprezystej oraz metody M a x-
wella i Mohra Rys. 58

Obliczymy tu pierwsza z tych metod
odksztalcenie dzwigara przedstawionego na rys. 58, a wiec dzwigara-wspor-
nika zalamanego w planie o dwéch réwnych przedziatach I, obcigzonego
na koncu sitg P. _

Na podstawie wzorow (1) i (2) rozdzialu II ustalamy, ze przedziat 01
jest zginany sila T, = P zaczepiong w wezle 1 oraz momentem M, = Pl
zaczepionym do konca przedzialu 01. W tych warunkach momenty zgi-
najace w przedziatach 01 i 12 w odleglosciach s od koncow 1 lub 2 wy-
razaja sie wzorami

M. —Ps, My, =Plcosf+Ps, (257

a odpowiednie momenty skrecajace wynosza tu
N9, =0, MY, = Plsinf. (258)
W tych warunkach energia sprezysta zginania w obydwoéch przestach
dZwigara wynosi odpowiednio
A
V]r) = QDS)“ ds

i 2EJ
0

(259)

l
V. — (Pl cosf+ Ps)*ds
01— ZEJ

(260)

Dla ustalenia energii sprezystej skrecania nagromadzonej w danym
uktadzie musimy przyja¢ pewien okreslony ksztalt przekroju poprzecz-
nego dzwigara. W przypadku przekroju poprzecznego kolistego bedzie-
my mieli (w przesle 01)

(M1 (Plsinp)?l

0 __ 70 S o) b
Vo="3¢1, T aGJ, - el
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Calos¢ energii sprezystej nagromadzonej w dzwigarze-wsporniku wy-
raza sie wobec tego suma

V="V, +V+Vi. (262)

Aby stad wyznaczy¢ pionowe przesuniecie w, punktu zaczepienia
sily P, stosujemy rownanie Castigliana

v

skad znajdujemy (wobec GJ, = 2 EJ)
. _2 PP RIS N Pl‘ , . PV . o
w, =5 EJ+ o cos® B EJcosﬁ,2EJsmﬂ, (264)

co zgadza sie calkowicie z wynikiem otrzymanym w drodze geometrycz-
nego dodawania odksztatcen.

W przypadku bardziej skomplikowanego ksztattu przekroju po-
przecznego metody energii sprezystej nasuwaja przy obliczeniu dzwi-
garéw zatamanych w planie pewne trudnos$ci, o ile chodzi o ustawianie
wzoroéw na energie skrecania.

Stosujac metode M a x wella i Mo hr a dowyznaczenia
przesuniecia w, obliczamy momenty zginajgce i skrecajace w dzwiga-
rze wywolane sitg 1 zaczepiona w punkcie 2:

M, =1-s, (265)
My =1-lcosp+1-s, -~ (266)
", =—1-s. (267)

Wzéor Maxwella i Mohra dladzwigar6w-wspornikéw za-
lamanych w planie przyjmuje w zastosowaniu do przesuniecia w, postaé

nastepujaca:

‘MMds | [ MOMOds
PR (268)
gdzie cailki dotyczg calej dlugosci dzwigara. Wstawiajac tu momenty
M1 MO ze wzoréw (257) i (258), a momenty M i M° ze wzorow (265)-(267)
i wykonujac catlkowanie w granicach dlugosci poszczegélnych przedzia-
16w dzwigara dochodzimy znowu do wyniku (264).

Jak widzimy, nie moze by¢ zasadniczych zastrzezen réwniez co
do stosowania metody M axwella i Mohra do dzwigarow-
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wspornikow zatamanych w planie, a tym samym, w myS$l uwag para-
grafu 2 rozdziatu II, i do dzwigaréw zalamanych w planie w ogoéle.

We wszystkich przyktadach obliczonych w tej pracy przyjmowali-
f¢my, nie zmniejszajac tym ogélnosci wysnuwanych wnioskéw, a skraca-
jac natomiast obliczenia, ze EJ=GJ,, lub ze przekro6j poprzeczny dzwi-
gara ma ksztalt kota. Przy innych przekrojach poprzecznych nalezy zasto-
sowaé dla obliczenia kata skrecenia te wzory i teorie, ktére zagadnienie
skrecenia rozwiazuja w przypadku réznych typow pretow.

Poszczegolne przedziaty dzwigarow zatamanych w planie doznaja jed-
noczes$nie zginania i skrecania. Wymiary ich nalezy wobec tego spraw-
dza¢ wedlug regul teorii wytrzymalosci materialéw dotyczacych pretow,
w ktorych wystepuja zlozone stany naprezenia, w szczego6lnosci pretow
narazonych jednocze$nie na naprezenia normalne i styczne.

Peswome
BAJIKHY, HMEWILUWME B HJIAHE BH/ JJOMAHBIX JHHHMHA

PabBora ocHOBaHA Ha IIECTM TPyZJax aBTOpa, IIE€PEUNMCIIEHHBIX B TIpe-
OVICJIOBUN.

Banky, mmerouyo B IJiaHe BUZ JIOMAHOM JMHMM, OyAeM Ha3bIBaTh OAJIb-
1IIe ITPOCTO MHOTOYTOJIbHOM OAJIKON M IIOJ, 9TMM TEPMMHOM OyJeM IIOHMMAaTh
6aJIKy, IPOAOJBHAA OCh KOTOPOW B HEZe(POPMMPOBAHHOM COCTOSHWUM SBJIA-
eTCA JIOMaHOM JIMHMEH, JIeKalllell B TIIOCKOCTM, IepPHeHIMKYJIAPHON K Ha-
MPaBJIEHMUIO AeiicTBUA cui. Ilpumep Taxoit OaJky IpeAcTaBJIeH B IIEPCIIeK-
TBe Ha ¢ur. 1 u B miaHe Ha dur. 2. E€ XapakKTepHO) 4YepToi ABJAETCH
TO 0BCTOATENILCTBO, YTO IIPYU HATPY3Ke OHA ITOABEpPraeTcs He TOJIbKO M3rudy,
HO ¥ CKPYYMBaHMIO.

Ha cour. 5 mpencraBiieHa MHOTOYTOJIbHAA KOHCOJbHAA Oaska. ITomepey-
Hble CUJbI, M3rMOAoLMe ¥ KPYTsAIyMe MOMEHTHI B TakMX 0OajKax BbI-
pazkennl dopmyaamu (1)-(9). dedopmaumy BCAKOTO pojJa MHOTOYTIOJIBHBIX
6aJI0K MOIKHO CBECTM K AedpopMalyyt MHOTOYTOJBHBIX KOHCOJIBHBIX 6aJloK.
OtgenbHble y3Jbl 0aJIKy NPUMHMMAIOT ydacTe B CJeAyromux obopoTax,
TIpEJICTABJIEHHBIX B BUJE BEKTOpPOB Ha cur. 14:

(1) mo oTHomIeHMIO K ocu j, j+1 (yrom obopora O 1).

(2) mo orHomeHMI0 X ocu j—1,j (yrosm obopora 6)).

(3) Mo OTHOILIEHWIO K OCH MEPIEHAMKYJIAPHOM K ocu j, j+1 (yros obo-

poTa @j 1)

(4) 0 OoTHONIEHMIO K 'OCM TIEPHEHJMKYJAPHOI K ocu j—I1, j (yros obo-

pora  ¢;).
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Jna stux yraoB o60poTa yCTaHOBJIEHBI PEKYPPEHTHBIE hopMyJibl (16)-
(25). B cBsA3ZM ¢ 9TMM, TIPOTUOBI DAJIKM B OTHEJIBHBIX €€ y3JaX BbIPAXKEeHbI
dopmysoo (13). [Ina pacuyeTra MHOTOYTOJIBHBIX 0aJIoK yZOOHO BOCIIOJIL30-
BaTbCsA TEOpPYe)l KOHEYHBIX Pa3HOCTE.

OroT Bompoc pacMoTpeH B raase III.

T'nasa IV mocBsAIeHa craTdecKy HeoTlpeaeMMbIM MHOTOYTOJIBHBIM 6aJI-
gaMm. OT1o GankouHbIe (cpmr. 33) m Hepazpezuble (dur. 37) Ganxn.

B raaBe V BbIBemeHO ypaBHeHMe (194) mATM mocisiefoBaTeNIBHBIX KPY-
TALMX MOMEHTOB ) B HepaspesHoil baake. DTo ypaBHeHMe 00jerdaer
pacyeT Hepa3pe3HbIX MHOTOYTOJbHBIX DaJIOK, II0JOOHO TOMY, KaK ypaBHeHMe
TpeX MOMEHTOB 0DJlerdaeT pacder IPAMbBIX Hepas3pes3HbIx 6aJIoK. YpaBHeHMe
(194) aBnaerca ypaBHeHMEM KOHEYHBIX pa3HOCTel 4-ro mopdAaxa.

B rnaBe VI noxkazano, uTo A pacdyera 6asky KpPMBOM B IJIAHE, MOXKHO
BOCIIONIB30BATLCA PACYETOM MHOTOYTOJIBHOM BaskKy, 0Chb KOTOPOI ABJIAETCH
B OTHOIIEHMM K OCY KPMBOJ 0ajsiky MHOTOYTOJIBHMKOM BIIVICAHHBIM, OIIM-
CaHHBIM WMJIM K€ BIIMCAHO-OTMCAHHBIM.

Paccyzkpennsa mpuBeneHHBIE B OTAEJBHBIX TJaBaX COMPOBOXKIAIOTCH
YMCJIEHHBIMY TIPUMEePaMI.

Summary

BEAMS HAVING A HORIZONTAL PROJECTION IN THE SHAPE
OF A BROKEN LINE

This paper is based on the six treatises by the same author which are
listed in the introduction.

Beams having a horizontal projection in the shape of a broken line,
will be referred to in this paper, as broken line beams. A broken line
beam is defined as beam whose axis represents, in non-deformed state,
a broken line in the plane perpendicular to the direction of active forces.
An example of such a beams is shown in perspective in Fig. 1, and in
horizontal projection in Fig. 2. It is subjected not only to bending but
also to torsion, which is its main feature.

Fig. 5 shows a broken line cantilever beam. Shearing forces as well as
bending and twisting moments are expressed by Egs. (1)-(9). The deforma-
tions of various types of broken line beams can be reduced to those of
ordinary cantilever beams, each point undergoing rotations, represented
vectorially in Fig. 14, about the following axes:

(1) 4,9 + 1 (angle of rotation @; 1),

(2) j—1, j (angle of rotation ),

(3) perpendicular to j,j + 1 (angle of ratation ¢j41),

(4) perpendicular to j—1,j (angle of rotation g;).
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For these angles of rotation the formulae of recurrence (16) - (25) are
deduced. Thus the deflection at each point is represented by Eq. (13).

The theory of finite differences provides a good calculation method
for broken line beams. This problem is discussed in chapter III.

Chapter IV deals with statically indeterminate broken line girders
represented by «balcony» and continuous girders, Figs. 33 and 37 re-
spectively.

In chapter V the equation of five successive twisting moments i, (194),
for a continuous girder is deduced. This facilitates the calculation of
a continuous broken line girder in a similar manner, as the equation of
three moments facilitates the calculation of a straight continuous beam.
This is a difference equation of the forth order.

In chapter VI the author shows, that the calculation of beams curved
in the horizontal plane can be replaced by one pertaining to broken line
beams, the axes of which are inscribed or circumscribed or representing
a broken line, part of which is inscribed and the rest circumscribed

The considerations of each chapter are illustrated by numerous
examples.

Praca zostala zltozona w Redakcji dnia 1 paZdziernika 1953 r.
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