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PRZEDMOWA

Rozprawa niniejsza została opracowana przede wszystkim na podsta­
wie następujących moich dawniejszych publikacji:

(1) Teoria dźwigarów załamanych w planie, Warszawa 1926,
(2) Sur le calcul des poutres d axe brise, Paryż 1927,
(3) Zastosowanie różnic skończonych do obliczenia dźwigarów zała­

manych w planie, Przegląd Techniczny, Warszawa 1930,
(4) Dźwigary załamane w planie o zmiennym kącie załamania, Prze­

gląd Techniczny, Warszawa 1931,
(5) Belki ciągłe załamane w planie, Czasopismo Techniczne, Lwów 

1931,
(6) De l’application des eąuations simultanees d differences finies en 

statiąue des constructions, Zurych 1936.
Z zagadnień zawartych w tych pracach opuściłem takie, które stały 

się już obecnie przedmiotem łatwo osiągalnych podręczników z różnych 
dziedzin techniki, musiałem natomiast uwypuklić zagadnienia, które wy­
sunęła technika lat ostatnich.

Przy redagowaniu niniejszej rozprawy dokonałem, w porównaniu 
z treścią prac wymienionych wyżej, nieuniknionej kompresji wywołanej 
koniecznością zachowania wspólnej skali przy traktowaniu zagadnień po­
przednio rozpatrywanych niezależnie od siebie.
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I. CHARAKTERYSTYKA DŹWIGARA ZAŁAMANEGO W PLANIE

Praktyka inżynierska narzuca nieraz konieczność statycznego obli­
czenia dźwigara, którego oś podłużna w stanie nieodkształconym jest 
linią łamaną położoną w płaszczyźnie prostopadłej do kierunku działania 
sił (rys. 1). Dźwigar tego rodzaju nazywamy dźwigarem załamanym 
w planie, przy czym ’ płaszczyz­
nę podłużnej jego osi będziemy 
w dalszych rozważaniach przyj­
mowali za poziomą.

Przykład dźwigara załamane­
go przedstawiony jest w planie 
na rys. 2. Koniec A dźwigara 
jest w tym wypadku utwier­
dzony, a koniec B swobodnie podparty; punkt P oznacza jednocześnie siłę 
prostopadłą do płaszczyzny dźwigara (pionową) i punkt jej zaczepienia. 
Punkty załamania się osi dźwigara w planie nazywamy węzłami (na 
rys. 2 punkty 1, 2 i 3), odległości między węzłami — przedziałami, a kąty fi 
między osiami poszczególnych przedziałów — kątami załamania.

Dźwigary załamane w planie mogą 
być podparte w sposób przedstawio­
ny na rys. 2 w punkcie B również 
i w innych węzłach; mogą być też 
utwierdzone w jednym końcu, a na 
drugim swobodne (rys. 1, perspek­
tywa).

Cechę charakterystyczną dźwiga­
rów załamanych w planie stanowi okoliczność, że dźwigary tego rodzaju 
ulegają przy ich obciążeniu nie tylko zginaniu, lecz również skręcaniu po­
szczególnych elementów prostych.

Ponieważ poszczególne przedziały dźwigara załamanego w planie prze­
cinają się pod kątem ostrym i ponieważ szerokość w planie tych prze­
działów ma wartość skończoną, to w węzłach wytwarzają się kliny sas‘a', 
które wprowadzają pewną niejasność w obliczenie długości teoretycznej 
przedziałów (rys. 3a).
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W klinie sasa proste as i as' są do krawędzi dźwigara i do jego osi 
prostopadłe. W klinie tym rozróżniamy jako jego części kliny ass' i ass'. 
W teorii dźwigarów załamanych w planie kliny ass i ass uważamy za 
ciała sztywne tworzące jak gdyby niesprężyste przedłużenie KB spręży­
stych części AK i KC przedziałów AB i BC (powiększenie na rys. 3b).

Rys. 3

Rozmiary części sztywnych dźwigara w węźle zależą od jego kształtu 
i wymiarów poprzecznych, ocenę zaś wpływu tych części na odkształcenia 
dźwigara załamanego w planie można przeprowadzić w prosty spo­
sób na obliczeniach belek prostych w dwóch punktach swobodnie pod­
partych, odpowiadających pod względem rozpiętości i wymiarów po­
przecznych poszczególnym przedziałom (np. AB i BC). W tym celu wy­
konujemy obliczenia odkształceń z jednej strony dla belek sprężystych 
na całej długości (rys. 4a), z drugiej zaś dla belek mających końce (AK

b)
Rys. 4

i KB) niesprężyste (rys. 4b). Wyniki tego 
rodzaju obliczeń porównawczych wykona­
ne w warunkach przeciętnych praktyki bu­
dowlanej wykazały, że wpływ końców nie- 
sprężystych poszczególnych przedziałów na 
ich odkształcenia jest znikomy.

Wobec tego w dalszym ciągu będziemy 
pomijali wpływ klinów ass’ i a'ss' na od­
kształcenia dźwigarów załamanych w pla­

nie i będziemy rozpatrywali długości poszczególnych przedziałów dźwiga­
ra jako odcinki ich osi przecinające się w węzłach.

Teoria dźwigarów załamanych w planie znajduje między innymi za­
stosowanie przy obliczeniach statycznych belek balkonowych, przy 
obliczaniu na działanie wiatru załamanych pasów kratownic mostowych, 
w szeregu konstrukcji przemysłowych i w wielu przypadkach, kiedy ob­
liczenie dźwigarów załamanych może zastąpić obliczenie niekolistych 
dźwigarów zakrzywionych w planie.
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Literatura przedmiotu nie jest na ogół bogata, a praca wymieniona pod 
(1) w przedmowie była pierwszą pracą w tej dziedzinie w powszechnej 
literaturze technicznej.

W pracy niniejszej mowa jest głównie o reakcjach i odkształceniach 
dźwigarów załamanych w planie, gdyż sprawa obliczenia naprężeń różni 
się tu niewiele od zagadnienia naprężeń w innych konstrukcjach jedno­
cześnie zginanych i skręcanych.

Obliczenia wykonywane są prawie wyłącznie dla dźwigarów o wy­
pukłości zwróconej w jedną stronę, tzn. dla konstrukcji mających najwięk­
sze znaczenie praktyczne.

Obliczenie odkształceń będzie tu się odbywało przeważnie sposobem 
geometrycznego dodawania odkształceń, jako sposobem bezpośrednio wy­
pływającym z właściwości mechanicznych rozpatrywanych układów.

Rysunki będą podawane dalej przeważnie w jednym tylko rzucie, 
w planie.

II. STATYCZNIE WYZNACZALNE DŹWIGARY ZAŁAMANE W PLANIE

1. Siły poprzeczne, momenty zginające i skręcające w dźwigarach-wspornikach 
załamanych w planie

Dźwigar-wspornik przedstawiony jest w planie na rys. 5. W punkcie 
O mamy tu utwierdzenie, a układ osi współrzędnych XOY określa poło­
żenie płaszczyzny dźwigara za­
łamanego w planie.

Definicja siły poprzecznej i 
momentu zginającego w przy­
padku dźwigarów załamanych 
w planie pozostaje 'ta sama, co 
w przypadku belek prostych. 
A więc rozumiemy jako siłę po­
przeczną w danym przekroju aa 
dźwigara (rys. 6) sumę sił dzia­
łających z jednej strony prze­
kroju, a jako moment zginający 
w tym przekroju sumę momentów sił uogólnionych działających z jednej 
strony tego przekroju względem jego środka.

Stąd siła poprzeczna T„ w przekroju aa dźwigara przedstawionego na
rys. 6 wyraża się wzorem

(1) 
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gdzie siły Pt są to siły prostopadłe do płaszczyzny XOY i zaczepione 
w poszczególnych węzłach posiadających numery i, a zawarte między 
przekrojem aa i końcem dźwigara. Przy obciążeniu pionowym poszcze­

Rys. 6

gólnych przedziałów prawa stro­
na równania (1) powinna być 
powiększona o obciążenie zawar­
te między przekrojem aa i koń­
cem dźwigara.

Dla momentu zginającego 
w przekroju aa mamy wzór

M, = V Pi a,-, (2)

gdzie a, oznacza ramię momentu zginającego siły Pt (rys. 6). Przy ob­
ciążeniu pionowym poszczególnych przedziałów dźwigara prawa strona 
wzoru (2) powinna być powiększona o moment statyczny względem 
środka przekroju aa obciążenia zawartego między tym przekrojem a koń­
cem dźwigara.

Moment skręcający w przekroju aa wyraża się odpowiednio wzorem

(3)

gdzie bi oznacza ramię momentu skręcającego Pi b,. Przy obciążeniu po­
szczególnych przedziałów dźwigara należy prawą stronę równania (3) 
uzupełnić w podobny sposób jak dla momentu zginającego.

Momenty zginające Mi w poszczególnych węzłach i możemy poza 
wzorem (2) wyznaczyć na podstawie momentów obliczonych względem 
osi ii' i i'n odpowiednio równoległych do osi OY i OX, czyli na podstawie 
momentów wyrażających się wzorami (rys. 5):

Mx = — Y PaOy ,

My = Y PaOx.
(4)

(5)

W tym celu przedstawiamy momenty Mi, Mx, My i moment IV? skrę­
cający przedział i—l,i wektorowo (rys. 7) oznaczając je odpowiednio 
liniami przerywanymi. Kierunek wektora momentu 9V? pokrywa się 
z kierunkiem osi przedziału. Za dodatnie przyjmujemy w obliczeniach 
momenty prawoskrętne.

Ponieważ w każdym węźle i rozumianym w sensie omówionym w roz­
dziale poprzednim układ momentów Mi, 9V? jest równoważny z układem 
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momentów Mx, My, dochodzimy na podstawie reguły równoległoboku do 
wzorów

Mi = My sin yi — Mx cos yi, (6)

tUł? = My cos yi 4- Mx sin yt, (7)

gdzie kąty yi określają położenie przedziałów i — 1, i w stosunku do osi 
y-ów.

Ze względu na małe wymiary węzłów w stosunku do długości przedzia­
łów możemy uważać, że punkt i na rys. 5 pokrywa się zarówno z punktem 
B, jak i z punktem K na rys. 3b.

Przypuśćmy dalej, że na dźwigar-wspornik załamany w planie nie 
działają siły pionowe, lecz same tylko momenty Mn i Ti® przedstawione 
wektorowo na rys. 8. Wyznaczenie momentów M- i 9)19 odbywa się 
tu drogą rozkładania na kierun­
ki wektorów Mi i 9)i? momen­
tu Mn czy momentu 9)i„. Kąt 
nachylenia wektorów 9)?° i 9)i°

n—i

wynosi V /5,-, wobec czego
i

n—1

Mi = Mn cos V fij,

Rys. 9

n
sin J7 &, (81

n—1

Mi = 9)t° sin V Pj,
n—1

9)(° = 9)1° cos V fij (9)

Przy kształcie dźwigara załamanego w planie przedstawionym na 
rys. 9, a więc w przypadku, kiedy oś dźwigara nie jest jednostronnie wy­
pukła, wszystkie rozumowania i wzory tego paragrafu zachowują swoją 
moc, oczywiście przy uwzględnieniu właściwych znaków dla momentów.



2. Odkształcenie dźwigarów-wsporników załamanych w planie

Odkształcenia wszelkich typów dźwigarów załamanych w planie moż­
na sprowadzić drogą geometrycznego dodawania odkształceń do odkształ­
cenia dźwigarów-wsporników. Stąd obliczenie odkształceń dźwigarów- 
wsporników stanowi punkt wyjścia do obliczeń dźwigarów załamanych 
w planie w ogóle.

Do wyznaczenia odkształceń dźwigarów załamanych w planie potrzeb­
na jest przede wszystkim znajomość odkształceń poszczególnych przedzia­

łów dźwigara. Zasadniczymi - ele­
mentami tych odkształceń są pio­
nowe przesunięcia końców poszcze­
gólnych przedziałów względem ich 
początków, kąty obrotu końcowych 
przekrojów względem przekrojów 
początkowych i kąty skręcenia po­
szczególnych przedziałów.

Bierzemy więc przedział j — 1, j 
dźwigara (rys. 10) i rozpatrujemy 
go jako belkę prostą poziomą 
utwierdzoną w przekroju j — 1 

i swobodną w przekroju j, o płaszczyznach przekrojów prostopadłych do 
osi podłużnej belki.

Pionowe przesunięcie Zy punktu j w stosunku do punktu j — 1 będzie 
wywołane siłą pionową zaczepioną w punkcie j, momentem zaczepionym
do przekroju j oraz pionowym obciąże­
niem przedziału j — 1, j. Siła, o której 
mowa, jako suma wszystkich sił dzia­
łających w tym wypadku na prawo od 
przekroju poprzecznego j dźwigara za­
łamanego w planie, przedstawia siłę po­
przeczną T;- [wzór (1) po zastąpieniu znacz­

Rys. 11

ka a przez znaczek j], moment zaś My wyraża się bądź wzorem (2), bądź 
wzorem (6).

W tych warunkach (rys. 11) 

3E J 2EJ ‘ EJ’ (10)

gdzie E oznacza współczynnik sprężystości przy rozciąganiu i ściskaniu, 
J moment bezwładności przekroju poprzecznego dźwigara względem osi 
poziomej, ly długość przedziału j — l,j zaś moment statyczny obcią­
żenia wtórnego w przedziale j — 1, j względem środka przekroju j.
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Odpowiedni kąt obrotu przekroju j względem przekroju j — 1 wy­
niesie

m i i
‘JEJ' EJ EJ (U)

gdzie 3/ oznacza wypadkową obciążenia wtórnego w przedziale j — 1, j.
Jeżeli założymy, że przekrój j — 1 nie obraca się w swej płaszczyźnie, 

wówczas kąt obrotu przekroju j względem przekroju j — 1 będzie równy

0j GJ„ ’ (12)

gdzie G oznacza współczynnik sprężystości przy przesuwaniu, a Jo bądź 
biegunowy moment bezwładności przekroju poprzecznego belki, bądź 
inną wielkość zastępującą tę wielkość we wzorach na skręcanie typu (12).

Wielkości Zj, <pj i 0j otrzymane dla poszczególnych przedziałów dźwi­
gar a-wspornika załamanego w planie stosujemy do wyznaczenia przesu­
nięcia pionowego w, pewnego węzła i jako kolejnego węzła całego dźwi­
gara. Na podstawie wzoru

w, = y Zj+ y cpjij, 

1 1
(13)

gdzie Zj oznacza przesunięcia poszczególnych węzłów dźwigara obliczone 
na podstawie wzoru (10), a kąt obrotu przekroju poprzecznego prze­
działu j — 1, j przeprowadzonego przez punkt j — 1 względem płaszczy­
zny pionowej przechodzącej przez ten 
punkt prostopadle do osi j — 1, j (rys. 12). 
Sumy dotyczą wszystkich węzłów dźwi- 
gara-wspornika zawartych między wę­
złem 0 a węzłem i.

Aby należycie uzmysłowić sobie zna­
czenie kąta tp'j i drugiej sumy wzoru (13) 
załóżmy, że poszczególne przedziały 

Rys. 12

dźwigara załamanego w planie (rys. 10) są nieodkształcalne (sztywne) i że
połączone są w sposób sprężysty, zresztą dowolny. W tych warunkach ilo­
czyn kąta <p'j nachylenia przekroju poprzecznego w punkcie j — 1 wzglę­
dem płaszczyzny pionowej prostopadłej do osi j — 1, j przez długość lj 
przedziału j — 1, j wyraża przy małych przesunięciach pionowe przesunię­
cie punktu j względem punktu j— 1, a suma 2’ (pj l; — pionowe przesu­
nięcie punktu i. Znajdujemy więc w tym wypadku, że

Wi = (14)
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Wzór (14) zachowuje moc swoją niezależnie od tego, w jaki sposób 
powstał kąt (pj.

Dla dźwigarów sprężystych kąt 97 jest wynikiem zginania i skręcania 
poszczególnych przedziałów, przy czym ugięcia tych przedziałów składa­
ją się wówczas na pierwszą sumę wzoru (13).

Równanie (13) ma zastosowanie i w przypadku dźwigara prostego, gdy 
wszystkie kąty fi = 0, przy czym obliczenie kątów (pj upraszcza się w tym 
wypadku wobec tego, że belka nie ulega skręcaniu. Równaniu temu, po 
rozwinięciu w nim drugiej sumy, możemy nadać w przypadku dźwigara 
prostego postać

Wi
l l

= y zj + y zi ęy , 

o o

(15)

Rys. 13

gdzie ńcpj (rys. 13) oznacza przyrost kąta nachylenia przekroju poprzecz­
nego belki prostej w punkcie j w stosunku do odpowiedniego kąta na­
chylenia przekroju poprzecznego w punkcie j—1, a Ay sumę długości prze­
działów belki w granicach od punktu j do punktu i, którego przesunię­

cie pionowe wyznaczamy. Przy dłu­
gości przedziału lj zmierzającej do zera 
wzór (15) doprowadza do znanego w sta­
tyce budowli wzoru B r e s s e’a.

Przechodząc do wyrażenia wchodzą­
cych do równania (13) kątów <p'j przez

kąty (pj i Oj, obliczone ze wzorów (10) i (11), uciekamy się dla wszyst­
kich wchodzących do obliczeń kątów obrotu do oznaczeń wektoro­
wych i do dodawania odpowiednich wektorów. Chodzi o to, że węzeł 'j 
dźwigara załamanego w planie, traktowany na rys. 3b jako klin nieod- 
kształcalny, może wziąć udział w obrotach następujących (rys. 14):

(1) względem osi j, j + 1 (obrót 0y+i),
(2) względem osi j—1, j (obrót Ofi,
(3) względem osi prostopadłej do j, j+1 (obrót <pj+fi,
(4) względem osi prostopadłej do j — 1, j (obrót ^fi.
Ponieważ wymiary każdego z węzłów są małe w porównaniu z wy­

miarami dźwigara, możemy przyjąć, że wszystkie cztery wektory Oj 1, 
Oj, 97+1 1 przechodzą przez ten sam punkt j (rys. 14) lub B (rys. 3b), 
który uważamy za środek węzła. Dochodzimy tą drogą do schematu we­
dług rys. 15.

Kąty (pj, cpj, i (pj uważamy za dodatnie, o ile obserwator patrzący na 
dźwigar z jego strony wklęsłej widzi, że odpowiednie przekroje poprzecz­
ne dźwigara obracają się względem swych poziomych osi obojętnych na 
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prawo. Kąty 0/, 0} i 0j uważamy za dodatnie, kiedy obserwator posu­
wając się tyłem wzdłuż dźwigara od jego końca utwierdzonego widzi, że 
odpowiednie przekroje poprzeczne dźwigara obracają się na prawo wzglę­
dem osi poszczególnych przedziałów.

Obroty i 0/ składają się odpowiednio 
na obroty <pj+i i 0/+1. Wobec tego drogą 
rzutowania wektorów q>j i 0j na kierunki 
wektorów 97+1 i 0}+i znajdujemy :

q>i+i = ^j — , (16)

0;, 1 = q>j sin + &j cos fi/. (17)
Są to wzory rekurencyjne, którym moż­

na nadać postać
9’7 = ^,-icos/Sy_1—0y_1sin^_1, (18)

0) = ^-isin^.^ + 0y_1cosjSy_1. (19)

Między kątem nachylenia <p/+i począt­
kowego (bliższego do punktu utwierdzenia 

Rys. 14

dźwigara) przekroju poprzecz­
nego przedziału j, j + 1 a kątem nachylenia cpj t jego przekroju końcowego 
(rys 16) istnieje zależność

9+1 = 97+1 + 9^+1, (20)
gdzie kąt <pj+i jest to kąt obliczony ze wzoru (10), czyli kąt obrotu koń­
cowego przekroju j + 1 wyznaczony w założeniu, że przedział j, j + 1 

jest belką utwierdzoną w końcu j, 
a swobodną w końcu j+1, wy­
rażający więc nachylenie przekroju 
poprzecznego j + 1 względem prze­
kroju poprzecznego j.

Odpowiednio do zależności (20) 
znajdujemy (rys. 17)

0; i=0;-i+0/4i, (21)
co oznacza, że kąt obrotu węzła

j + 1 względem osi j, j +1 wyraża się sumą kąta obrotu węzła j względem 
osi j, j + 1 oraz kąta skręcenia przedziału j, j + 1 obliczonego według 
wzoru (12).

Wstawiając w równania (20) i (21) odpowiednio wyrażenia (16) i (17) 
znajdujemy

9+ 1 = fj COS Pj — ®j sin + 9?

0/+1 = (pj Sin fij + 0/ cos fij + 0j 1.

(22)

(23)
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We wzory (22) i (23) jako wzory rekurencyjne wprowadzamy j — 1 
zamiast j, skąd znajdujemy

Vj — W- 1 cos A-l— 07-1 sin A-l + W >

0; — 97-1sin A-i + 0/-i cos A-i +0/ ■

(24)

(25)

Możemy stąd wyznaczyć kąt nachylenia przekroju poprzecznego 
w punkcie j i kąt obrotu tego przekroju względem osi j — 1, j kolejno

ustawiając wzory (24) i (25) dla zmniejszających się o 1 wartości j, aż do 
j = 1 włącznie, i następnie dla wzrastających o 1 wartości j, od znanych 
wartości kątów i aż do kątów poszukiwanych.

Przytoczone wzory na odkształcenia zachowują swą moc i dla dźwi-

I 
I 
y

Rys. 18

garów typu przedstawionego na 
rys. 9 przy uwzględnieniu właś­
ciwych znaków wektorów mo­
mentów i obrotów.

Rachunkową stronę oblicze­
nia przesunięcia pionowego pew­
nego punktu dźwigara-wsporni- 
ka załamanego w planie sprecy­

zujemy na przypadku dźwigara trójprzedziałowego podanego na rys. 18. 
Tu =1, l2 = 1,11, l3 = 1,21 oraz = 10 i p2 = 15 ’; pionowa siła P za­
czepiona jest w swobodnym końcu dźwigara, w punkcie 3.

Wzory rekurencyjne (24) i (25) oraz (16) i (17) przybierają w danym 
razie postać następującą:

77 = <p2 cos — 02 sin fi2 + %,

03 ~V2 sin fi 2 + 02cos fi2 + 03 > 

?2 = cos fi> — 0, sin /i, + ą>2,

e2 = sin + 0t cos +02,

01=0l-,

(26)
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<fi—q>2 cos fi2 — 02 sin (i2, 

03 = pn + ©z cos p2, 

9»2 = ę>, cos Py — 0, sin 0! , 

02 = 9’i sin Pi + cos ,
9®= 0, 05 = 0.

Na podstawie rys. 18 wyznaczamy momenty M i li)!0:

Mi =P (1,11 cos 10" + l,2Zcos25°), 
W?=P(l,llsin 10° + 1,21 sin 25°), 

M2 = P • 1,2 Z cos 15°, 

W=P-l,2lsin 15°.

(27)

(28)

W tych warunkach i przy GJn = EJ wzory (10), (11) i (12) doprowa­
dzają do wyrażeń

PI’ P (1,11 cos 10c + 1,2 Z cos 25°) Z2 1,41876 PI3
3EJ 1 2EJ EJ

Zg =
P(1,1Z)3

3EJ
P- 1,2 Z cos 15° • (1,1 Z)2 

2 EJ
1,14493 PI3 

’ EJ

z8 =
P

3 EJ
0,57600 P Z3 

EJ

,7’i “ 2EJ 1
P (1,1 Z cos 10° + 1,21 cos 25°) Z 2,67086 PZ2

EJ EJ

P(1,1J1
2 EJ

, PjJ ,21 cos 15° • 1,1 Z
EJ

1,88003 P Z2 
EJ

P (1,2 Z)2
2 EJ

0,72000 Pż2 
EJ

(29>

_ P (1,11 sin 10° + 1,21 sin 25°) l 0,69816 P Z2
1-~ EJ - EJ “

P-1,21 sin 15° • 1,11 0,34164 P Z2
EJ ~ EJ ’

03 = 0,
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a wobec tego wyrażenia (26) i (27) dają

4,63156 PI- , 2,7515 PI2 .. 0,5654 PI2
=------EJ------’ =----- EJ----- ’ EJ-’

5,34020 PI2 , 4,62010 PI2
EJ ’ 9,3 — EJ

Obliczając obie części wzoru (13) odpowiednio mamy

V = (1,41876 + 1,14493 + 0,57600) = 3,13 p7° Pl ,
ŁJ EJ

3V , PP , 8,57080 PT5 ^1^= (2,75153 • 1,1 1 + 4,62010 • 1,21)= -----
EJ EJ

skąd znajdujemy poszukiwane pionowe przesunięcie punktu 3:

11,71050 PI3 
- 7/1. =----------------------------------- .

(30)

(31)

3. Dźwigary na trzech podporach

Dźwigar załamany w planie i swobodnie podparty w trzech punktach 
przedstawiony jest na rys. 19. Podpory A, B i C leżą w płaszczyźnie dźwi-

y gara i są podporami przegubo- 
wo-przesuwnymi, co nie nara­
ża dźwigara na ruch przy si­
łach obciążających, skierowa­
nych prostopadle do płaszczyz­
ny ABC. Przyjmujemy, że pod­
pory mogą dawać reakcje posia­
dające dwa różne zwroty.

Przedstawiony w ten sposób 
dźwigar załamany w planie na 
trzech podporach jest układem 
statycznie wyznaczalnym, gdyż 
dla wyznaczenia trzech reakcji 

podporowych RA, RB i Rc możemy ‘tu ustawić trzy równania. Będą to trzy 
równania spośród sześciu równań równowagi ciała stałego w przestrzeni:

S Mx = 0,

2Y=0, £My = 0, 

y z = o, y M, = 0,
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a mianowicie równania

VZ=0, 1X = O, VMy = 0, (32)

które przybierają w tym wypadku odpowiednio postać

RA + RB + RC — P = 0, (33)

RBy} — Pb = 0, (34)

r,— Pa = 0. (35)

Znając wszystkie 3 reakcje dźwigara w trzech punktach swobodnie 
podpartego wyznaczamy poszczególne momenty węzłowe M, i oraz 
międzywęzłowe Ma i według wzorów (2) i (3) lub (6) i (7) paragrafu 1 
tego rozdziału. Znajdujemy w ten sposób, np. dla przekroju aa na rys. 19 
i dla podanych na tym rysunku oznaczeń, że

M« = RA c, 

= RA d.

(36)

(37)

Przy wyznaczeniu odkształceń dźwigara w trzech punktach swobod­
nie podpartego opieramy się na omówionym wyżej schemacie dźwigara- 
wspornika załamanego w planie. Przypuśćmy, że chodzi o wyznaczenie 
pionowego przesunięcia punktu k dźwigara przedstawionego na rys. 19.

Plan postępowania w tym wypadku jest następujący.
Ponieważ reakcje RB i Rc mogą być wyznaczone ze wzorów (33) - (35), 

przyjmujemy je tu za znane. Zastępujemy dalej w punkcie A podporę 
przegubowo-przesuwną przez całkowite utwierdzenie dźwigara w tym 
punkcie.

Dochodzimy w ten sposób do schematu dźwigara-wspornika obciążo­
nego siłą P i siłami RB i Rc- Na podstawie równań podanych w paragra­
fie 2 tego rozdziału wyznaczamy pionowe przesunięcia punktu k oraz 
przesunięcia punktów B i C. Znając te ostatnie możemy łatwo wyznaczyć 
kąt, o który należy obrócić dźwigar względem osi AY, oraz kąt, o który 
należy obrócić go względem osi AX, aby przekrój A wrócił do swego pier­
wotnego położenia. W związku z tym należy do pionowego przesunięcia 
punktu k jako punktu wspornika dodać przesunięcia tego punktu spowo­
dowane obrotami dźwigara względem osi AY i AX, co doprowadza w re­
zultacie do prawdziwej wartości poszukiwanego przesunięcia.
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III. ZASTOSOWANIE RÓŻNIC SKOŃCZONYCH DO OBLICZENIA 
DŹWIGARÓW ZAŁAMANYCH W PLANIE

1. Dźwigary o stałym kącie załamania

W przypadku gdy liczba przedziałów dźwigara załamanego w planie 
jest duża, stosowanie wzorów rekurencyjnych rozdziału II do ich obli­
czenia nasunąć może trudności rachunkowe. Narzuca się w związku z tym 
myśl, aby tam, gdzie to się da zrobić, ująć zagadnienie dźwigarów zała­
manych w planie, które jest niewątpliwie nieciągłym zadaniem mecha­
niki budowli, w sposób ciągły i doprowadzić do wzorów zamkniętych. 
Tendencja tego rodzaju przeciwstawia się jakby tendencji odwrotnej, 
znacznie częściej ujawniającej się w mechanice budowli, a polegającej na 
dążeniu do przedstawiania zagadnień ciągłych jako nieciągłe. W oby­
dwóch wymienionych przypadkach uciekamy się do teorii różnic skoń­
czonych.

Z formalnego punktu widzenia równania różnicowe teorii dźwigarów 
załamanych w planie należą do tzw. równań różnicowych jednoczesnych, 
którym nadać możemy postać następującą:

F, (x, yx, . 1 yx, I2 yx, zx, /I zx, 42 zx,...) = 0, |
F., (x, yx, A yx, /12 yx,..., zx, A zx, 12 zx,...) = 0, I (38)

gdzie yx i zx oznaczają funkcje tej samej zmiennej niezależnej x, 
a Ayx, Azx, A2 yx, d2 zx,... różnice pierwszego i drugiego rzędu tych funkcji. 

Rozpatrzymy tu przede wszystkim przypadek dźwigara-wspornika za-

nia równania różnicowego, właściwiej

łamanego w planie o równych 
przedziałach i o równych kątach 
załamania fi (rys. 20a i 20b) i wy­
znaczymy ugięcia tego rodzaju 
dźwigara.

Przyjmujemy, że obciążenie 
stanowi jedna siła zaczepiona 
w końcu dźwigara. Ze względu na 
cel przedstawienia ugięć rozpa­
trywanego dźwigara w postaci 
zamkniętej, i w związku z tym ze 
względu na konieczność całkowa- 

jest zastąpić w obliczeniach litery j 
przez symbol x. Stąd oznaczenia na rys. 20. W związku z tymi oznacze­
niami wzory rekurencyjne (24), (25) i (18) rozdziału poprzedniego przy­
bierają postać
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qpx = 7x-i cos fix-i — 0x i sin px -i + q>x, (39)

0X = sin px-i + 0x t cos fix-i + 0x, (40)

<PX — Vx i cos£v-i—0x-isin^_i, (41)

gdzie x ma to samo znaczenie co poprzednio j.
Wzór (13) na pionowe przesunięcia poszczególnych węzłów wsporni­

ka przybiera wobec tego postać
ni m

wm = V zx + V q'x lx ■ (42)
1 1

Przy stałych kątach załamania należy we wzorach (39) - (42) przyjmo­
wać fix = 0 = const. Poza tym lx — l = const.

Zgodnie z przytoczonym wyżej określeniem równań różnicowych jed­
noczesnych należy równania (39) i (40) po rozwinięciu wchodzących do 
nich różnic uważać za takie właśnie równania. W tym wypadku kąty 
<px i 0x należy uważać za funkcje tej samej zmiennej niezależnej x, a sin 
i cos za niezmienne współczynniki układu równań.

Mając na widoku rozwiązanie równań jednoczesnych (39) i (40) zmie­
rzamy do zastąpienia ich przez jedno równanie różnicowe wyższego rzędu.

W tym celu wyznaczamy przede wszystkim z równania (39) kąt

<px • i = (px cos/i — 0X sin fi + 1. (43)

Wstawiamy tu w dalszym ciągu zamiast 0X wyrażenie (40)

i = <px cos fi — cpx-1 sin2 fi — 0X—1 cos 0 sin fi — 0X sin [i + tpx ,. (44)

Z drugiej strony rozwiązujemy równanie (39) względem 0x—\-

0x—isin0 =—yx + qpx-i cos fi + q>x (45)

i wstawiamy otrzymane wyrażenie w równanie (44)

<p.v+i = <j>x cos fi — i sin2 fi + <px cos fi — cos2 fi. — (46)
— qpx COS fi — 0X sin fi + qPx+1 ■

W ten sposób dochodzimy do następującego równania różnicowego 
z jedną niewiadomą funkcją q)x\

q>x+\ — 2 tpx cos [i + qpx—i — Qx, (47) 
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gdzie Qx oznacza sumę następującą:
Qx = (fx i — <px cos fi — 0X sin fi. (48)

Równanie (47) jest równaniem różnicowym drugiego rzędu, gdyż w tym 
wypadku (x + 1) — (x — 1) = 2, podczas gdy równania (39) i (40) były 
równaniami pierwszego rzędu, ponieważ x— (x —1)=1. Równanie to jest 
równaniem różnicowym o współczynnikach stałych.

Po wyznaczeniu funkcji z równania (47) możemy obliczyć 0X z rów­
nania (40).

Obliczenie wartości Qx według wzoru (48) wymaga przedstawienia 
kątów <px i 0X jako funkcji x. Korzystamy tu ze wzorów (11) i (12), które 
przybierają w danym razie postać:

PP , Mxl 
''' 2EJ+ EJ 

&x GJ0 '

Momenty Mx i -Wa- obliczamy na podstawie wzorów (2) i (3):

(49)

(50)

Mx = Pax, 
'))l°x = — Pbx.

(51)

(52)

Wzorom (49) i (50) nadajemy postać
(px = fl + 2 fax, (53)

0X = — 2 ebx, (54)
gdzie

Pł=2f i Pl =
EJ J GJ0 = 2e. (55)

Ramiona momentów Mx i obliczamy na podstawie rys. 21; znaj-
dujemy mianowicie

ax — l [cos/S + cos 2 fi + ... + cos (n — x) | = (56)
n—x . n — x + 1l cos —-— fi sin -■ 

Zj 2

sm 2

bx = l |sin fi + sin 2 fi + ... + sin (n — x) /3] = (57)
. n—xo .

1 sin - fi sin
n — x + 1

2
• £ sm 2
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Wprowadzając kąty ^x i @x we wzór (48) nadajemy mu postać na­
stępującą:

Qx = C( cos xfi + C2 sin xfi + C3, (58)

gdzie współczynniki Cn C2 i C. równają się odpowiednio

1 . 2 n — 1 _ ,, 2n + l .C, =----- — (flsin---- ----- fi — flcos^sin---------- fi— (59)
■ P \ 2 2

2 / l sin fi sin ——y—- fi
C,=----------------------------------- , (63)

sm —

Cx = 2fl cos2 . (64)

Wyprowadzone równanie różnicowe kątów cpx:

<px i — 2 <pxcosfi + 7^-1 = C, cos xfi + C3 sin z fi + Cx (65)

posiada rozwiązanie, które może być przedstawione jako suma

<px = y>x + y>x , (66)

sin — ' „ . , ,2 2 n -f- 1 \— e l sm fi cos--------- fi I,

1 i n 2n— 1 o I o 2n + lC2= —T- — flcos---- ----- fi + f l cos fi cos---------- fi— (60)p \ z zsin — ' „ , . ,2 2 n + 1 \— e l sin fi sm---- ----- fi ,

C3= 2el cos2-^-. (61)

Dla uproszczenia przeróbek algebraicznych dalsze obliczenia będzie­
my przeprowadzali w założeniu, że e = f, co odpowiada przekrojom po­
przecznym o kształcie owalu wydłużonego w kierunku osi pionowej. 
W tym wypadku współczynniki Cn C2 i C3 przybierają postać następującą:

2 f l sin fi cos n * 0
C.=--------------------- , (62)

sm —

21



gdzie oznacza pewne dowolne rozwiązanie szczególne tego równania, 
y>x zaś rozwiązanie odpowiedniego równania bez ostatniego wyrazu Qx, 

czyli równania

i — 2 <px cos fi + <px - -1 = 0 . (67)

Wobec otrzymanej wyżej postaci 
wzoru na Qx rozwiązanie szczególne 
równania (65) mogłoby mieć postać 
trójmianu

y>°x■ = O, sinxfi + D2cosxfi + D., (68) 

gdyby nie okoliczność, że równanie to jest równaniem symetrycznym. 
Stosujemy więc inną, następującą postać rozwiązania szczególnego:

xsinxfi + D., a: cos xfi-\- D.. (69)
Wstawiając to rozwiązanie w równanie (65) otrzymujemy, że 

v°+1 = Dt (x+l)sin (x+1)0+D2 (a? +1) cos(x+1) fi+D*, 
2 cos fi — 2 Da x cos fi sin xfi-]-2 D., x cos fi cos xfi-[-2 Dx cos fi ,

y>°x-i = Dt(x— 1) sin (x — 1) fi + D2 (x 1) cos (x — 1) fi + Ds.
W związku z tym dochodzimy do równości

2 D, sin fi cos xfi — 2 D., sin fi sin xfi + 4 D3 sin |

(70)

(71)

= C, sin xfi + C2 cos xfi + C3.
Obie strony wyrażenia (71) będą sobie tożsamościowo równe, jeżeli 

będzie
D D=c2._ „ c3

1 2sin/S ’ 2 2sind ’ 3 , . „ fi ' (72)4 sm- -G-

W związku z tym, w przypadku gdy e = f, mamy

(73)
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Aby otrzymać rozwiązanie równania (67), tzn. równania różnicowego 
kątów (px bez wyrazu swobodnego, rozwiązujemy przede wszystkim rów­
nanie charakterystyczne

f2 —2 cos ^ + 1 = 0 . (74)

Równanie to należy do typu równań

ya —py + q = O (75)

i w danym wypadku ma pierwiastki zespolone typu

y = V q (cos # + i sin fl), (76)
gdzie q = 1, a

Jeżeli pierwiastki równania charakterystycznego (74) typu (76) ozna­
czymy odpowiednio przez i |2, wówczas rozwiązanie ogólne równa­
nia różnicowego bez wyrazu swobodnego przybierze postać

lub postać
y>x — f t + K2

y>x = B, sin xfi + B., cos xfi .

(77)

(78)

Wstawiając wyrażenia (68) i (78) we wzór (66) otrzymujemy poszuki­
wane rozwiązanie równania (65). Wypisujemy je tutaj dla przypadku, 
gdy e = f:

, 2 n + 1cos---- ----- fi
mx — Bj sin xfi + B„ cos xfi----------- —-------- x sin xfi + (79)

• Psm 2

„ . 2n+ 1 « 
flsm—----- fi

-j-----------------------3—;---------X COS X fi +
• pSln 2

fl
2 tg2 4

Aby wyznaczyć stałe B, i B2, bierzemy pod uwagę, że kąt cpQ — 0 i że 
kąt <py wyraża się na podstawie wzorów (49) i (53) w sposób następujący:

„ n— 1 „ . n .2cos -+J sin—+
= - f l +----------------------— fl- (80)

sm --
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Zakładając kolejno w równaniu (79) <px=<p0 i <Px=(p> znajdujemy 
z warunków brzegowych zadania

B.=------- B2 =------------------------ (81)
2tgf 2 tg2

W związku z tym wzór (79) przybiera następującą postać zamkniętą:

fl
2 tg f

sin x/3 fl------- — cos xp - 
2tg2f'

„ . 2n+lJlsm---- -----
u_______________ 2____

• £

2

„ 2n+l f l cos——----

sm 2

0
- xsinx/3 +

fl
r. (82) 

2tg2^
6 2

X cos xfi +

Po znalezieniu funkcji <px funkcję 0X obliczyć możemy z równania (40), 
a funkcję (px z równania (41) lub też ze wzoru

= q>x — (fx ■ (83)

Biorąc pod uwagę zależność (83) nadajemy wzorowi (42) na pionowe 
przesunięcie punktu m dźwigara załamanego postać

rn ni m
Wm = zx+l V lpx— l y <px ■

i i i

(84)

Na wielkość zx, ugięcia przedziału x—1, x, mamy wzór (11), który 
przybiera w danym razie postać

PP_ L Mx l2
3EJ ' 2EJ ’ (85)

Mając na uwadze wyrażenie (51) na moment zginający i wyrażenie (56) 
ni

na ramię tego momentu znajdujemy, że suma V2v wynosi przy jednej 
i

sile P zaczepionej do końca dźwigara i przy e = f

(86)
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ni
Obliczenie iloczynu l V <px odbywa się tu w porządku kolejnych wy- 

i
razów wzoru (79):

/W f J2 ,n -f 72 m
1^^ =---- ----- 3— sin x p— ' J^cosxp + (87)
V 2tg4 1 2tg2-|V

- + “+-yisinM + W —
sin|V 2 2tl|

Sumę V <px obliczamy na podstawie wzoru (53) 
m — x n . m — z+l .m m-1 COS — — - p Sin fi

lyq>x=m-fl2 + 2fl2 V { —--------------------1. (88)
1 1 - sin y '

Przy niewielkiej liczbie przedziałów dźwigara załamanego w planie 
najprościej jest ze wzorów (86), (87) i (88) korzystać bezpośrednio, przy 

większej zaś liczbie przedziałów należy wsta­
wić w nie wyrażenia na poszczególne sumy.

Wzory (84) - (88) zastosujemy dalej do 
dźwigara przedstawionego na rys. 22 i 23 (pers­
pektywa). W tym wypadku n=m=3, a p = 90+

Wzory (86) - (88) dają tu przy e = f wyniki następujące:
3 9

^z.v = ymfP + n2(-l + l — l) = m

1

3 f l2
iy f^d+G—d—~(°—!—°)+

+ fl2
— 1 sin 45° + 2 sin 45 + 3 sin 45

sin 45

(89)

3

l^^ = 3fl2 + 2fl2(— 1 + 1 — 1) = H2.
1
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W rezultacie ze wzoru (84) otrzymujemy
8 P/3 

w3=fl2 + = = - - (90)Ej J

Zastosowanie równań różnicowych do obliczenia dźwigarów załama­
nych w planie jest szczególnie wygodne, gdy chodzi o dużą liczbę prze­
działów, np. w przypadku gdy zastępujemy w obliczeniach dźwigar za­
krzywiony w planie przez dźwigar załamany.

2. Dźwigary o zmiennym kącie załamania

W przypadku dźwigarów o zmiennym kącie załamania sinusy i cosi- 
nusy kątów fi wchodzące do równań (39) i (40) są funkcjami x, czyli rów­
nania te stają się równaniami różnicowymi o zmiennych współczynni­
kach. Układ równań jest w dalszym ciągu układem równań pierwszego 
rzędu, ponieważ największa różnica wskaźników przy każdej z niewiado­
mych funkcji wynosi 1.

Zarówno kąty (px i 0X, jak również sin/U i i cos ^x. i są znanymi funk­
cjami x, podczas gdy kształt funkcji ^x i 0X jest dopiero poszukiwany. 
Podobnie jak w przypadku dźwigarów o stałym kącie załamania rugujemy 
z układu równań (39) i (40) niewiadomą 0X i dochodzimy do równania 
różnicowego z jedną tylko niewiadomą <px, które będzie równaniem dru­
giego rzędu. Przytaczamy tu więc ponownie równania (39) i (40):

<px = cpx-t cos — 0X_1 sin ^x-\ + tpx,

0X = ą>x-t sin ^x-i + 0X-1 cos + 0X.

Obliczamy przede wszystkim, podobnie jak w paragrafie 1 tego roz­
działu, z równania (39) funkcję q>x i :

i =?xC0S^.v —sin^+^+i. (91)

Funkcję 0X zastępujemy przez wyrażenie (40)

q>x i = (px cos i sin (ix_i sin ^x — (92)
— 0X _t cos px -i sin — 0X sin ^x + cpx i.

Zamiast funkcji 0X—i wstawiamy tu wyrażenie otrzymane dla niej 
z równania (39)

0A-i sin 0x-i = -

0X-1 = - 7 ~ -(■ smpx-i

~(px + <px-i cos/3x-i + <px, (93)

— <Px + ^A-iCOS^-i + ę>A). (94)
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W ten sposób znajdujemy

(96)

(97)

rów-

(98)

(px +1 = <px cos — q>x-i sin ^x-i sin ^x -f- <px ctg -i sin 0X — (95)
— i ctg ^x-\ cos f}x-i sin ^x — (px ctg ^x-i sin px — 0X sin px + +1 •

Równaniu temu możemy nadać postać

A<px ' 1 + BVx + Cg>x^ = Qa- , 
gdzie

A = 1 B = _ sin (/3x+/3x-i) c.. : smfix 
sin^v—i . ’..................sin^_i’

_  <px+1 sin f)x-i — <px sin ^x cos ^A_i — 0X sin sin ^x -i y V -- ; - .
sin px-i

Po odrzuceniu wspólnego mianownika sin ^x-i doprowadzamy 
nanie (96) do następującej postaci:

q>x~i sin —rpxsin (px + + ^--i sin px =
= <px i sin — q>x sin ^x cos px-i — 0X sin fix sin ^x-i.

Aby umożliwić rozwiązanie tego równania, musimy tu wstawić na 
miejsce współczynników przy niewiadomych wyrażenia przedstawiające 
te współczynniki jako pewne funkcje x. Należy przy tym zauważyć, że 
o ile kształt dźwigara załamanego w planie nie jest jeszcze w projekcie 
budowli szczegółowo ustalony, możemy przy jego projektowaniu kształt 
ten tak dobrać, aby kąty px odpowiadały regule pozwalającej nadać 
równaniu (98) postać możliwie łatwą do rozwiązania.

Rozpatrzymy tu przypadek, kiedy kąty załamania są nieduże i kiedy 
czynią zadość warunkowi

Równanie (99) wyraża, że sinusy kątów załamania zmieniają się we­
dług postępu geometrycznego; stąd wynika, że

sin 0X = qx sin , (100)

gdzie oznacza pewien kąt wyjściowy.
Oznaczając przez Qx drugą stronę równania (98), której poszczególne 

wyrazy są znanymi funkcjami x, nadajemy temu równaniu postać

~Vx-1 sin px_i — <px sin (fix + ^x-t) + sin px = Qx. (101)
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Przekształcenie równania (101) rozpoczynamy od rozwinięcia wcho­
dzącego tu sin (Px + Px-t)- Ponieważ zastrzegliśmy się, iż kąty px są małe, 
przyjmujemy, iż cos px = cos px-] = 1, a więc

sin (px + /3x-t = sin px + sin px_i. (102)

Błąd, który popełniamy zakładając, że cos px = 1, wynosi przy 10 bo­
kach dźwigara na ćwierci zamkniętego obwodu około 1^.

Wprowadzając do równania (101) wyrażenie (100) dochodzimy do rów­
nania

<px 11 qA 1 sin po— <px (qv + qv ') sin PQ + <px_i qx sin po = Qx 
lub do równania

qx —<px qx (q + 1) + cpx^ qx 1 = .sm p0

Wykonujemy dalej następujące podstawienia:

2= y x q ,
X + 1
~2

Vx+I = yx iq
X—1

2= yx-i q

3
~ x 2 *
Vxqx = yxq ,

3x + l
„ 2<Pxiiq =yx iq

v—I 2q = yx-i q

Podstawienia te nadają równaniu (104) postać

q + 1 , yx, i — yx ~=r- + yx_iVq

(103)

(104)

(105)

(106)

1—3x

 Qx q 2 
sin Po

W ten sposób zastępujemy równanie drugiego rzędu o zmiennych 
współczynnikach przez równanie różnicowe drugiego rzędu o współczyn­
nikach stałych, którego lewa strona jest w dodatku symetryczna. Poważ­
ną trudność w rozwiązywaniu tego równania stanowi złożona postać jego 
prawej strony, wobec czego znalezienie jakiegokolwiek szczególnego roz­
wiązania tego równania natrafia na trudności, dla których przezwycię­
żenia należy uciekać się do przybliżeń dosyć daleko posuniętych.

Inną drogę w tym kierunku wskażemy nadając nową postać równa­
niu (98). Mając, mianowicie, na widoku równość (102) oraz założenie, że 
cos p = 1, znajdujemy

(<px u — (px — <px; i) sin px-i — (<px-— <px-i — <px) sinpx = (107)
= — 0X sin px sin px_t,
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co po przyjęciu
T)X — (px----<px-l — <fX (108)

doprowadza do równania pierwszego rzędu względem rjx:

rjx+1 sin px-t — sin ^.r = — @x sin ^x sin ^A~i, (109)

czyli do równania

Vx , 1-----Vx = — &x sin 0X (110)sin
lub równania

rjx 11 — qr]x =— 0xqAsin/?o. (111)

Kąt skręcenia 0x wchodzący do prawej strony równania (111) jest 
proporcjonalny do momentu skręcającego, a ramię momentu skręcającego 
w przypadku jednego ciężaru zaczepionego na końcu dźwigara wyraża się 
wzorem (por. rys. 21)

bA = l [sin/?A-4-sin (/?A1) + ... + sin (^-j-i + ... i)]. (112)

Sumowanie szeregu (112) nasuwa trudności, które rosną wraz z liczbą 
sił obciążających dźwigar. Z tego powodu zastępujemy ten szereg przez 
pewną krzywą interpolacyjną typu

n
bx=yAkxk, (113)

o

wobec czego możemy nadać równaniu (111) przy trzech współczynnikach 
Ak we wzorze (113) — współczynnikach a, b i c — postać

r/x i — qxrix = n(ax2 + br + c)qx, (114)

gdzie
/i = 2 e sin /%.

Nie nasuwające żadnych trudności rozwiązanie równania (114) będzie 
miało postać

i]x — (źl + B x2 + Cx) qv + Dq', (115)

wobec czego wyrażenie (108) da nam następujące równanie różnicowe 
pierwszego rzędu:

g>x — ^x-t —(px + (Ax3 + Bx2 + Cx')qx + Dqx, (116) 
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gdzie, jak wynika z rozumowań poprzednich, współczynniki A, B, C i D 
są wielkościami znanymi. Wchodząca tu wielkość <px zależy od momen­
tu zginającego Mx, który jest proporcjonalny do ramienia ax wyraża­
jącego się szeregiem

ax = l [coslx + cos^x + ^+i) + ... 4- cos (^ + + ... + |. (117)

Musimy więc tu zastąpić wyrażenie ax, podobnie jak to było wyżej 
z wyrażeniem na bv, przez pewną krzywą interpolacyjną typu parabo­
licznego, po czym już bez trudności dochodzimy po rozwiązaniu równania 
(116) do poszukiwanego wyrażenia na

Operacja przedstawiona na wzorach od (107) do (117) doprowadziła do 
zastąpienia jednego równania (107) o współczynnikach zmiennych przez 
dwa równania (111) i (116) o współczynnikach stałych, jednak trudności 
rachunkowe przy rozwiązywaniu równań różnicowych dźwigara załama­
nego w planie o zmiennym kącie załamania zmuszają nieraz do wyrzecze­
nia się w tym wypadku metody różnic skończonych i do oparcia się na 
wzorach rekurencyjnych podanych w rozdziale II.

IV. STATYCZNIE NIEWYZNACZALNE DŹWIGARY ZAŁAMANE W PLANIE

1. Dźwigary balkonowe

Przez dźwigary balkonowe rozumiemy przede wszystkim dźwigary 
typu przedstawionego w planie na

Rys. 24

rys. 24, tj. dźwigary załamane o wy­
pukłości zwróconej w jedną stro­
nę i utwierdzone na końcach. Za 
dźwigary balkonowe uważać mo­
żna również dźwigary załamane 
w planie podparte w szeregu wę­
złów, lecz nie we wszystkich, 

x przy czym dźwigary takie mogą 
być na końcach swobodnie pod­
parte lub utwierdzone (rys. 33),
mogą wreszcie tworzyć obwody 

zamknięte (rys. 35). Innymi słowami, mówiąc o dźwigarach balkonowych 
mamy na myśli dźwigary załamane o wypukłości zwróconej w jedną stro­
nę, podparte w dwóch punktach lub w większej liczbie punktów i posia­
dające części niepodparte.

0 Przykład obliczenia numerycznego znajduje się w pracy autora wymienionej 
pod p. 4 w przedmowie.
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Aby ustalić stopień statycznej niewyznaczalności dźwigara przedsta­
wionego na rys. 24, bierzemy przede wszystkim pod uwagę okoliczność, 
że spośród 6 równań równowagi w przestrzeni

AX = 0, 
AY = 0 , 
AZ = 0 ,

AM.V = 0 , 
X My = 0 , 
AM, = 0 ,

w przypadku dźwigarów załamanych w planie, obciążonych prostopadle 
do płaszczyzny dźwigara, pierwsze dwa równania oraz równanie ostatnie 
są tożsamościami.

Z drugiej strony, sposób podparcia dźwigara balkonowego przedsta­
wionego na rys. 24 daje sześć składowych reakcji dwóch płaskich podpór 
dźwigara, w postaci dwóch sił (Ra i Rb), dwóch momentów działających 
w płaszczyznach pionowych, przechodzących przez dwa skrajne przęsła 
(Ma i Mb) i dwóch momentów działających w płaszczyznach utwierdzenia 

i SKb). Mamy tu więc ostatecznie do obliczenia trzy wielkości sta­
tycznie niewyznaczalne.

Rys. 26

Dla wyznaczenia tych trzech wielkości robimy przekrój aa prosto­
padły do jednego z przedziałów dźwigara. Wzajemne oddziaływanie na 
siebie dwóch części dźwigara rozdzielonych przekrojem aa wyrażamy za 
pomocą siły pionowej T, oraz dwu momentów, z których wektor jedne­
go iDi” skierowany jest wzdłuż osi podłużnej przedziału i, i + 1, a wek­
tor drugiego Ma prostopadle do tej osi. Na rysunkach 25 i 26 przedsta­
wione są obie rozdzielone przekrojem aa części dźwigara, przy czym wek­
tory momentów Ma i 93(a mają na każdym z tych rysunków zwrot od­
mienny. Odmienne zwroty mają też i siły T„ w zastosowaniu do każdej 
z dwóch części dźwigara. Wielkości T„., M« i uważamy dalej za 
wielkości nadliczbowe zadania.

Oznaczamy przez w/ i wp pionowe przesunięcia końców a lewej i pra­
wej części dźwigara, traktowanych jako dźwigary-wsporniki załamane 
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w planie, utwierdzone w punktach O i n i swobodne w punktach a, przez 
q>i i (pp odpowiednie kąty nachylenia przekrojów aa względem płasz­
czyzny pionowej, wreszcie przez 0/ i 0P kąty obrotu tych przekrojów 
względem osi i, i + 1 prostopadłej do płaszczyzny aa. Każda z wielkości 
w, cp i 0 jest funkcją składowych 7\, Ma i ?.% oddziaływania na siebie 
dźwigarów O a i an.

Z powodu jednolitości rozpatrywanego dźwigara muszą mieć miejsce 
.zależności

wi = wp, (118)
(pi = — (pp , (119)
0t = 0P. (120)

Wszystkie wchodzące do powyższych równań wielkości są funkcjami
składowych reakcji Ta, Ma i 9)i”, a więc np. Wi = f,(Ta, Ma,

Ma, Hk”), (pi = Ma, JJu) itd. W ten sposób z równań 
(118)-(120) obliczymy wszystkie wielkości statycznie niewyznaczalne za­
dania Ta, AK i W2. Sześć funkcji wchodzących do równań (118)-(120) 
ustalimy, zgodnie ze wskazaniami rozdziału II. 2, jako odkształcenia dźwi­
garów-wsporników załamanych w planie, znajdujących się, poza przypa­
dającą na nie częścią obciążenia dźwigara balkonowego, jeszcze pod dzia­
łaniem nieznanych sił uogólnionych T„_, Ma i

W pewnych przypadkach okazuje się rzeczą celową przeprowadzenie 
przekroju aa w samym węźle i, a nie między węzłami i — 1 a i. Wów­
czas płaszczyzna aa (w danym razie płaszczyzna a, aj będzie prostopadła 
do osi przedziału i, i + 1, a z osią przedziału i — l,i tworzyć będzie kąt 
90° —Pi (płaszczyzna aoao). Równania (119) i (120) muszą być w tych warun­
kach zastąpione przez równania

q>i cos Pi — 0i sin Pt = —(pP, (121)

(pi sin Pi+ 0i cos Pi = 0P, (122)

gdzie (pi i 0i rozumiemy jako kąty odpowiadające przekrojowi poprzecz­
nemu aLOj, a (pp i 0P jako kąty odpowiadające przekrojowi aoao. Wzory 
(119) i (120) stanowią w tych warunkach przypadek szczególny wzorów 
(121) i (122).

Obliczenia szczegółowe przeprowadzamy na przykładzie.

Jako przykład bierzemy dźwigar w kształcie połowy kwadratu (rys 27). 
Oba końce dźwigara 0 i 3 są utwierdzone, a przekrój poprzeczny jest 
stały. W środku przedziału 12 zaczepiona jest siła skupiona P.
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Z powodu symetrii kształtu i obciążenia dźwigara względem jego 
środka mamy tu do czynienia z układem jednokrotnie statycznie niewyzna-
czalnym, gdyż z warunków symetrii wy­
nika bezpośrednio, że To = 0 i 9)12 = 0.

Robimy przekrój aa przez środek 
dźwigara (punkt s) i dochodzimy w ten 
sposób ze względów symetrii do dźwi- 
gara-wspornika załamanego w planie 
Ols, obciążonego w punkcie s siłą pio­
nową równą P/2 i nieznanym momen­
tem Ma, który uważamy w danym ra­
zie za wielkość nadliczbową. Moment 
ten wyraża oddziaływanie jednej z roz­
dzielonych przekrojem aa części dźwi­
gara balkonowego na drugą, tj. oddziaływanie dźwigara s23 na dźwi­
gar Ols.

Obliczamy kąt <pa nachylenia przekroju poprzecznego aa względem 
płaszczyzny pionowej; w tym celu korzystamy ze wzoru (24) z roz­
działu II.2 mając na widoku, że w danym razie kąt fi = 90°.

=—Op + ąia (123)
lub wobec 0, = 0, 

<p« = —0,+ę^. (124)
Kąt 0, jako kąt skręcenia przedziału 01 równa się

P I MM
2LGJ„ GJo (125)

a kąt <p« jako kąt nachylenia przekroju aa względem płaszczyzny piono­
wej wyraża się wzorem

P1 l , Mal 
2 2EJ EJ ' (126)

W tych warunkach równanie (123) przybiera postać
e MJ +0,5 ePP + MJ +0,25 PP = 0. (127)

Przy e = EJ/GJ0—l znajdujemy stąd
Ma = — 0,375 PI. (128)

Wzór (13) z rozdziału II.2 doprowadza w tym wypadku do następują­
cej wartości pionowego przesunięcia punktu s dźwigara:

0,1665 PP —0,375 PP + 0,5 PP 0,2915 PPw, =----------------------------------------= EJ . (129)
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Przy obliczeniu dźwigarów balkonowych można by przekrój aa wy­
konać na jednej z podpór dźwigara, co pozwoliłoby na zastąpienie równań 
(118) - (120) np. przez równania

Wl = 0, <pi = 0, 0/ = O (130)

i uczyniłoby zbędnym obliczenie wp, q>p i 0P. Nie byłoby to jednak ce­
lowe, gdyż wobec algebraicznej zależności od siebie przesunięć kolej­
nych węzłów szybciej można obliczyć przesunięcia dwóch dźwigarów- 
wsporników niż jednego o tej samej liczbie węzłów, co tamte dwa razem.

Wyznaczenie składowych reakcji podpór dźwigara balkonowego przed­
stawionego na rys. 24 ulega uproszczeniu, o ile jedna z podpór płaskich 
zostanie zastąpiona przez podporę przegubowo-przesuwną (rys. 28) lub

przez podporę, która pozwala na 
przesuwanie się końca dźwigara, 
lecz uniemożliwia obrót przekro­
ju podporowego względem osi 
ostatniego przedziału n — 1, n 
dźwigara (rys. 29). Dźwigar bal­
konowy przedstawiony na rys. 28 
jest jednokrotnie, a dźwigar 
przedstawiony na rys. 29 dwu­
krotnie statycznie niewyznaczal-

ny. Do znalezienia składowych reakcji podpór korzystamy w pierwszym 
przypadku z pierwszego, a w drugim przypadku z pierwszego i trzeciego 
z równań (130).

W przypadku symetrii kształtu i obciążenia dźwigara balkonowego 
(rys. 24) liczba składowych reakcji jego podpór spada do trzech, a licz­
ba równań równowagi różnych od 
tożsamości do dwóch i wobec tego 
dźwigar staje się jednokrotnie 
statycznie niewyznaczalny.

Rozpatrzmy dalej przypadek, 
gdy belka balkonowa, symetrycz­
na względem środka i symetrycz­
nie obciążona, jest w pewnym 
punkcie podparta przez prostą 
belkę wspornikową (rys. 30). O ile 
podparcie dźwigara w punkcie s 
nia sztywnego, wówczas podparcie dźwigara balkonowego wspornikiem 
wprowadza do obliczenia dźwigara jedną nową niewiadomą, za jaką 

belką as nie ma charakteru połącze-
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przyjmujemy reakcję R. dźwigara w punkcie s. Jeżeli jednak mamy 
w punkcie s sztywne połączenie dźwigara ze wspornikiem, wówczas 
w miejscu połączenia s występuje moment ©1® skręcający przedział 22'
dźwigara balkonowego; moment ten 
wywołuje zginanie wspornika as 
w płaszczyźnie as, jako moment za­
czepiony do końca s tego wspornika.

W tym wypadku możemy obrać 
za wielkości statycznie niewyznaczalne 
wielkości , Rs oraz i mo­
żemy wyznaczyć je z równań wyraża­
jących, że kąty obrotów przekrojów 0
i n (kąty 0O = 0n) są równe zeru (0S = 0), że kąt obrotu przekroju s 
przedziału 22' jest równy kątowi nachylenia przekroju s wspornika as 
względem płaszczyzny pionowej (0S dźw. =<ps wsp.) oraz że w punkcie s 
równe są ugięcia dźwigara i wspornika (ws dźw. = ws wsp.).

Podobny do powyższego sposób rozumowania możemy zastosować i do 
obliczenia dźwigarów balkonowych w rodzaju przedstawionych na rys. 31 
i na rys. 32, a więc do dźwigarów posiadających, poza utwierdzeniem lub 
swobodnym podparciem końców, jeszcze między nimi podpory przegu­

Rys. 31

bowo-przesuwne. Uogólnienie tych schematów stanowi dźwigar przed­
stawiony na rys. 33, który można by nazwać dźwigarem balkonowym 
ciągłym w przeciwieństwie do dźwigara ciągłego załamanego w planie, 
tzn. dźwigara podpartego w każdym węźle.

Aby obliczyć reakcje dźwigara przedstawionego na rys. 33, dzielimy 
przede wszystkim dźwigar myślowo na odcinki zawierające po trzy pod­
pory, a więc na odcinki AC, CE i EG, przeprowadzając na podporach C i E, 
nad którymi się te odcinki stykają, przekroje aa i a^ prostopadłe do 
osi końcowych przedziałów danego odcinka. Przekroje te dzielą cały dźwi­
gar na szereg dźwigarów trzypodporowych, a więc statycznie wyznaczal- 
nych. Gdy liczba podpór całego dźwigara nie pozwala na rozdzielenie 
go na grupy trzypodporowe, np. przy liczbie podpór sześć, robimy przekrój 
aa między podporami (rys. 34) i dochodzimy w ten sposób do dźwigarów 
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trzypodporowych ze wspornikami, które też są układami statycznie 
wyznaczalnymi. Możemy w tym wypadku wyodrębnić również i trzy 
dźwigary statycznie wyznaczalne, mianowicie, dwa dźwigary trzypodpo- 
rowe AC i CE oraz jedną belkę EF podpartą w dwóch punktach.

Przebieg obliczenia statycznego omówionego tu rodzaju dźwiga­
rów balkonowych przedstawimy przede wszystkim na schemacie prost­
szym, na schemacie według rys. 34. Wzajemne oddziaływanie na siebie 
dwu części tego dźwigara — statycznie wyznaczalnego dźwigara wspor­
nikowego ABCa i statycznie wyznaczalnego dźwigara-wspornikowego 
aDEF — wyraża się za pomocą dwu momentów, z których jeden 9)ł“ ma 
wektor skierowany wzdłuż osi przedziału Cs, a drugi wektor Ma prosto­
padły do tej osi i pewnej siły pionowej T„. Jeżeli w dalszym ciągu ozna­
czymy odpowiednio przez ę?' i ę?" kąty nachylenia przekrojów aa wzglę­
dem płaszczyzny pionowej końcowego przekroju aa dźwigara ABCa 
i końcowego przekroju aa dźwigara aDEF, to przyrównując do siebie 
kąty <p« i cp" dojdziemy do równania zawierającego momenty M, i 
oraz siłę Ta. Drugie równanie potrzebne do wyznaczenia tych momen­
tów da nam przyrównanie kątów obrotu i 0" przekrojów aa wzglę­

dem osi przedziału Cs, również jako końcowych przekrojów dźwigara 
ABCa i dźwigara aDEF. Trzecie wreszcie równanie da nam przyrówna­
nie do siebie pionowych przesunięć końców a obydwóch dźwigarów, 
tj. przesunąć i w".

O ile przekrój aa będzie przeprowadzony nie między węzłami, lecz 
przez sam węzeł, a podpory dźwigara są stałe, wówczas oddziaływanie 
na siebie poszczególnych części ciągłego dźwigara balkonowego będą się 
wyrażały za pomocą samych tylko momentów i Wi”.
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Weźmy wreszcie pod uwagę dźwigar załamany w planie z osią 
w kształcie zamkniętego wieloboku (rys. 35), podparty swobodnie w trzech 
punktach i obciążony w dowolny sposób. Układ taki jest zewnętrznie sta­
tycznie wyznaczalny, gdyż reakcje jego podpór dają się obliczyć z równań

Aby wyznaczyć wielkości statycznie nadliczbowe dźwigara w kształ­
cie wieloboku zamkniętego jako układu wewnętrznie statycznie niewy- 
znaczalnego, przeprowadzamy przekrój aa przez jeden z prętów wielobo­
ku. Powstaje w ten sposób dźwigar ciągy typu balkonowego aABCa z dwo­
ma wspornikami Aa i Ca. Oddziaływanie jednego z pokrywających się 
przekrojów a na drugi wyraża się za pomocą siły poprzecznej pionowej 
Ta oraz dwu momentów Wf” i Ma, z których pierwszy ma wektor po­
krywający się z kierunkiem Aa boku wieloboku, a wektor drugiego jest 
do tego boku prostopadły. Znajdujemy w dalszym ciągu, w myśl roz­
ważań rozdziału II. 3, pionowe przesunięcie się wzajemne w, dwóch 
przekrojów a jako funkcję wielkości Ta, i M, i przyrównywamy ją 
do zera. Przyrównywamy dalej do siebie dwa kąty nachylenia ę>' i cp” 
obydwóch przekrojów aa względem płaszczyzny pionowej oraz dwa kąty 
obrotu i tych przekrojów względem osi Aa. Ponieważ zarówno 
kąty <pa, jak i kąty 0„ są funkcjami wielkości Ta, i to dochodzimy 
do trzech równań, z których te wielkości wyznaczamy.

Obliczenie ugięć dźwigara balkonowego odbywa się na podstawie 
wzoru (13).

Obliczenie to przeprowadzamy na przypadku szczególnym dźwigara 
przedstawionego na rys. 36. Chodzi tu o wyznaczenie pionowego przesu­
nięcia punktu zaczepienia siły P. Wobec symetrii dźwigara względem 
tego punktu wzór (13) powinien być zastosowany do połowy 012 P roz­
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patrywanego dźwigara przy obciążeniu składającym się z siły p/2 za­
czepionej w końcu P dźwigara 012P oraz z momentu Ma wyrażającego od­
działywanie jednej połowy dźwigara na drugą, który według obliczeń 
przytoczonych na początku rozdziału VI wynosi M„ = — 0,3955 Pr 
(r — promień półkola wpisanego w oś dźwigara). Wzór (13) przybiera 
postać

3 3

wa = Zj + (pj Ij. 
1 1

(131)

Na podstawie wzoru (10) dla omówionego obciążenia znajdujemy

PI3 ?!= 0,06503 E J
PI3 z2 = 0,11521 -Ł J

za = —0,02861 PI3
EJ'

(132)

Wzory (11) i (12) dają w tym wypadku (przy GJn = EJ)

PI2 ^ = 0,23920^, Ł J 0t = — 0,10401 PI2
EJ ’

skąd ze wzoru (18) mamy

wobec czego

PI2 ^ = 0,37454 — > it, J

(133)

pp
= 0,70711 (^ — 0J = 0,24274 - T , hj J

PI2 ^ = ^ = 0,37454 p r ,

PI3 1 PI9
^1 = 0,24274 —, ^- = 0,18727 —.

£ J Z J

W tych warunkach suma (131) daje ostatecznie

PI3 wa = 0,58164 „ , .EJ

(134)

(135)

(136)

Analogiczne obliczenia wykonane dla GJU EJ wykazują, że stosunek 
e = EJ/GJ0 więcej wpływa na ugięcie dźwigara niż na momenty nadlicz­
bowe. W miarę wzrastania e szybko wzrastają ugięcia.

Należy stąd wysnuć wniosek, że tam, gdzie można się obawiać znacz­
nych odkształceń dźwigara załamanego w planie, trzeba stosować prze­
kroje o mniejszym e.
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2. Dźwigary ciągłe załamane w planie

Będziemy dalej nazywali, zgodnie z umową przyjętą w paragrafie po­
przednim, dźwigarami ciągłymi załamanymi w planie dźwigary załamane 
w planie, podparte we wszystkich węzłach. Dźwigar taki przedstawiony

h tsii i m
®- - 

i

k Im!

Rys. 38

jest na rys. 37. Tu w punktach 1,2,3,..., i, i + 1,n— 1 mamy podpory 
wielokierunkowo-przesuwne w płaszczyźnie równoległej do płaszczyzny, 
w której leży oś pozioma dźwigara, a w punktach 0 i n mamy całkowite 
utwierdzenie końców.

Dźwigar przedstawiony na rys. 37 jest n +2 -krotnie statycznie nie- 
wyznaczalny, gdyż dźwigar załamany w planie, utwierdzony na końcach 
daje trzy wielkości nadliczbowe, a każda 
z podpór wielokierunkowo-przesuwnych — 
dodatkowo po jednej.

Wyobraźmy sobie, że pewien przedział 
i — l,i dźwigara ciągłego został wycięty za 
pomocą dwu płaszczyzn prostopadłych do 
osi przedziału (rys. 38). Oddziaływanie na 
węzeł i odrzuconego przęsła i, i + 1 zastępujemy przez pewien moment, 
którego składowe M'f i 9)1? przedstawiamy sobie w postaci wektorów leżą­
cych w płaszczyźnie poziomej dźwigara, z których jeden jest prostopadły 
do osi i — 1, i, a drugi ma kierunek tej osi (rys. 38 i 39). Momenty M', i 9)i? 
uważamy za prawoskrętne.

Wytnijmy dalej z dźwigara przedział i, i -i- 1, podobnie jak to mia­
ło miejsce wyżej z przedziałem i — 1, i. Oddziaływanie węzła i na 
przedział i, i + 1 sprowadzi się wówczas do pewnego momentu, którego 
składowe Mi+l i 9)1?+1 przedstawione są wektorowo na rys. 39 i na rys. 40. 
W tych warunkach oddziaływanie przedziału i, i + 1 na węzeł i wyraża 
się momentami —Mz+1 i —9)1?
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Wobec małych wymiarów węzłów w stosunku do długości przedzia­
łów możemy tu, podobnie jak w rozdziale II, uważać, że wektory wszyst­

kich momentów działających na dany 
węzeł przechodzą przez środek węzła. 
Należy podkreślić, że momenty skręca­
jące 9K° zachowują stałe wartości na 
całej długości przedziałów.

Dla równowagi poszczególnych wę­
złów i potrzeba, aby suma wektorowa 
momentów działających na dany węzeł, 
a więc momentów M), ®19, —Mi+1 
i —9J19 j, była równa zeru, czyli aby su­
ma rzutów tych wektorów na dwie pro­
stopadłe osie była równa zeru. Rzutując 
wobec tego wymienione momenty na 
kierunki M'- i 9)19 (rys. 37, 39 i 41) do-

Rys. 39 chodzimy do wzorów następujących:

M't = 9)19 t sin } cos ,

= 9)19 , * cos — Mt t sin .

(137)

(138)

Momenty te pozwalają na obliczenie odkształceń poszczególnych prze­
działów dźwigara ciągłego. Odkształcenia, których wprowadzenie jest po­

trzebne do wyznaczenia wielkości nadliczbowych zadania, są następu­
jące (rys. 42):

kąt nachylenia przekroju poprzecznego przedziału i—1, i
w punkcie i — 1 względem płaszczyzny pionowej,

y'. kąt nachylenia przekroju poprzecznego przedziału i — 1, i
w punkcie i względem płaszczyzny pionowej,

<$ kąt nachylenia przekroju ukośnego przedziału i — 1, i w punkcie i 
prostopadłego do osi przedziału i, i + 1 (ściślej przekroju o' s' 
na rys. 39) względem płaszczyzny pionowej,

0i kąt skręcenia przedziału i — l,i,
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(-^ kąt obrotu przekroju poprzecznego przedziału i, i + 1 w punkcie i, 
prostopadłego do osi przedziału i, i + 1 względem tej osi,

0' kąt obrotu przekroju ukośnego przedziału i—1, i w punkcie i, 
prostopadłego do osi przedziału i, i + 1 (inaczej kąt obrotu wę­
zła i) względem osi i — 1, i.

Obroty tpi, cp°, 0® i 0^ przedstawiamy w sposób wektorowy (rys. 42) 
i przyjmujemy co do ich zwrotów umowę odpowiednią do przyjętej 
dla dźwigara-wspornika w rozdziale
II.2, tzn. kąty tp^ <$ i uważamy za do- q 
datnie, jeżeli obserwator patrzący na | 
dźwigar z jego strony wklęsłej widzi, 
że odpowiednie przekroje dźwigara 
obracają się na prawo, a kąty0'. i 0® 
uważamy za dodatnie, kiedy obserwa­
tor posuwający się tyłem wzdłuż dźwi­

Rys. 42

gara ciągłego od jego lewego końca do prawego widzi, że odpowiednie 
przekroje dźwigara obracają się na prawo względem osi poszczególnych 
przedziałów.

Z powodów omówionych w rozdziale II.2 przyjmujemy, że wektory 
(p°, ty i przechodzą przez środek węzła i.

Obroty 9?'. i składają się odpowiednio na obroty 9,® i 0®. Wobec 
tego rzutując wektory cpi i 0’ na kierunki 99® i 0® otrzymujemy 

ty—Wt cosĄ — 0\ sin^z, (139)

0®=y. sin Pi + 0' cos , (140)

przy czym, jak wynika z przyjętych oznaczeń,

0; = 0?_i + 0,. (141)
Aby ustawić potrzebną liczbę n + 2 równań brakujących do wyzna­

czenia n + 2 wielkości nadliczbowych zadania, bierzemy przede wszyst­
kim pod uwagę, że pomimo dokonanych myślowo nad podporami prze­
cięć, dźwigar musi pozostać ciągły i wobec tego nad każdą podporą su­
ma kąta nachylenia przekroju ukośnego przedziału i — 1, i w punkcie i, 
jako przekroju prostopadłego do osi przedziału i, i+1, względem pła­
szczyzny pionowej, i kąta nachylenia przekroju poprzecznego przedziału 
i, i + 1 w punkcie i, względem płaszczyzny pionowej, musi być równa ze­
ru. Dochodzimy w ten sposób do równań

(142)

Równań takich mamy do rozporządzenia tyle, ile jest podpór pośred­
nich w dźwigarze ciągłym, tj. n — 1.
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W punktach utwierdzenia dźwigara kąt nachylenia przekroju po­
przecznego względem płaszczyzny pionowej jest równy zeru, wobec cze­
go dochodzimy do dwu równań

% = 0 i K = o- (143)

Wreszcie ostatnie (n + 2-gie) równanie brakujące do rozwiązania za­
dania uzyskamy z warunku, że kąt obrotu przekroju utwierdzenia dźwi­
gara w punkcie n równa się zeru:

0“ = O. (144)

Należy zauważyć, że równania (139), (140), (141) i (142) znajdują za­
stosowanie również i w przypadku dźwigarów ciągłych balkonowych, 
tzn. dźwigarów podpartych nie we wszystkich węzłach.

Wyrażenie kątów zawartych w równaniach (142) - (144) przez poszu­
kiwane momenty opieramy na wzorach rekurencyjnych (137), (138), (139) 
i (140) oraz na wzorach dotyczących odkształceń przedziału i— 1, i dźwi­
gara ciągłego uważanego za belkę w dwóch punktach swobodnie podpar­
tą. A więc

M,L M' l. ,
gej + ej ’ (145^

M’. I. M,. L Z.
<Pi==3EJ~6EJ^~ET’ (146)

gdzie lz oznacza długość przedziału i — 1, i, a i Z. są siłami po­
przecznymi od obciążenia wtórnego przedziału, odpowiednio na końcach 
i — 1 oraz i. Kąt skręcenia przedziału i — 1, i momentem SR? wynosi 

przy czym bierzemy pod uwagę, że skręcanie przedziału i — 1, i, dzięki 
należycie wykonanemu przegubowemu połączeniu przedziału i—1, i 
z przedziałem i — 2, i —1, jest możliwe nawet pomimo to, że przedział 
został wycięty z dźwigara ciągłego.

Liczba momentów niezbędnych do wyznaczenia naprężeń w poszcze­
gólnych przedziałach i — 1, i dźwigara ciągłego wynosi trzy. Są to mo­
menty Mi, M'i oraz SR?. Ogólna liczba potrzebnych momentów dla ca­
łego dźwigara jest więc 3n. Równania rekurencyjne (137) i (138) mogą 
być ustawione dla każdej podpory pośredniej, czyli że liczba ich wynosi 
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2(n—1), przy czym nie wprowadzają one nowych niewiadomych, gdyż 
momenty utwierdzenia M'n i zawarte są już w liczbie 3n. Rów­
nania te łącznie z równaniami (142)-(144) dają liczbę zależności konieczną 
do wyznaczenia wszystkich potrzebnych momentów.

Znając momenty nad poszczególnymi podporami i obliczamy momen­
ty zginające w przekrojach aa przęseł i — 1, i jak dla belki w dwóch 
punktach swobodnie podpartej za pomocą wzoru

+ (148)
Li Li

gdzie Mo„ oznacza moment zginający wywołany w przekroju aa siłami 
zaczepionymi w przęśle. Wzór ten, tak samo jak i następny, dotyczy każ­
dej belki w dwóch punktach swobodnie podpartej i obciążonej momen­
tami na końcu (rys. 43 przedstawiający a
przęsło w widoku). w I

Siła poprzeczna w przekroju aa prze- . _________________(
działu i—1, i wyraża się wzorem K

— a------ ►

Mź 4- M,- a(149) 1L

gdzie T^1' oznacza siłę poprzeczną spowodowaną tylko obciążeniem 
znajdującym się między węzłami.

Reakcja podpory i jako podpory belki i — 1, i w dwóch punktach swo­
bodnie podpartej wyraża się wzorem

(150)

Odpowiednio reakcja podpory i jako podpory belki i, i + 1 w dwóch
punktach swobodnie podpartej równa się

Rm+i==Rm+1 + m;+i + Mi+l 
ii+l (151)

Całkowitą reakcję podpory i znajdujemy jako różnicę sił poprzecz­
nych w punktach położonych bezpośrednio na prawo (tzn. od strony pod­
pory 0) i na lewo (tzn. od strony podpory n) od punktu i:

R _Rm+i_Rm-i +— noi 4- j (152)

Powyższe obliczenie dźwigara ciągłego załamanego w planie ulega 
uproszczeniu, jeżeli w punktach 0 i n podpory płaskie (utwierdzenia) za­
stąpimy przez podpory przegubowe. Istotnie, w tym wypadku liczba wiel­
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kości statycznie niewyznaczalnych jest o cztery mniejsza niż poprzednio, 
czyli równa n — 2, ponieważ nad podporami przegubowymi mamy

= 0, = 0 ,
(153) 

= 0, Ti® = 0 .

Wyznaczenie wielkości nadliczbowych oprzeć tu należy na równa­
niach typu (142).

W przypadku kiedy końcowe przekroje dźwigara ciągłego nie mogą 
się obracać względem osi końcowych przedziałów, lecz mogą się nachylać 
względem płaszczyzn pionowych, momenty

■Mj = 0 i mB=0, (154)

momenty jednak Wij i Wt® różne są od zera. Liczba niewiadomych 
zmniejszy się tu o dwie w porównaniu z zadaniem dźwigara ciągłego 
o końcach utwierdzonych, będzie więc równa n, a do znalezienia tych 
niewiadomych służyć będą w dalszym ciągu równania typu (142) oraz 
równania wyrażające, że obrót przekroju poprzecznego dźwigara na 
końcu n równa się zeru, czyli że

64 = 0. (155)

Weźmy dla przykładu dźwigar ciągły załamany w planie na czterech 
podporach (rys. 44) obciążony w sposób ciągły i równomierny (obciążenie 

jednostkowe q kg na mb). W pun- 
’ ktach 1 i 2 mamy podpory wielokie-

runkowo-przesuwne, podpory zaś 0 
\ * $ s3 wPraw(izie przegubowo-prze-

0 .s | \ 3 suwne, nie pozwalają jednak na
(g Mi <£> obrót przekrojów 0 i 3 względem

osi 01 i 23.
Rys- 44 Wobec symetrii obciążenia i kształ­

tu dźwigara możemy przeprowadzić 
obliczenie tylko dla połowy dźwigara. Liczba wielkości statycznie nie­
wyznaczalnych spada przy tym z n = 3 do n = 1.

Zależność między momentami przedstawionymi wektorowo na rys. 44 
znajdujemy na podstawie równań (137):

Mi = M3 cos, (156)

91i®= —M2sin0, (157)

ponieważ ze względu na warunki symetrii środkowy przedział dźwigara 
nie będzie skręcany i moment (IKJ równy będzie zeru.
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Kąty obrotu końcowych przekrojów poprzecznych poszczególnych prze-
działów dźwigara ciągłego przedstawione są wektorowo na rys. 
wyznaczenia kątów i 0t służą wzory (145) i (146), skąd

45. Do

Odpowiednio

Momenty —M\

l q ls 1
Tej + 24 ej = Tej cos

MĄ
GJ. Sm^'

= M.Ą ql3
9,2 2EJ 24EJ'

i —'Di? są tu,
w myśl znakowania momentów przy­
jętego wyżej, momentami oddziały­
wania węzła 1 na przęsło 01.

Wzór (139) na kąt daje w tych 
warunkach

<Ą =

qls 
24EJ’ (158)

(159)

(160)

MĄ

TO

Rys. 45

MĄ „ . , qi3 ' 
3EJ C°S^ + 24EJ cos fi + GJ. sin fi, (161)

0

o

V dz

a równanie (142) przybiera tu postać

mą o , qi3 \
3EJ C°S + 24EJ) C0S^ +

MĄ . 3„ , sm- fi +
Cr Jo

MĄ ql3
2 EJ + 24 EJ (162)0

lub przy oznaczeniu a =EJ/GJ0 postać

— 0,33333 M2 cos2 fi + 0,04167 ql2 cos 0 + e M2 sin2 0 +
+ 0,5 M3 + 0,04167 ql2 = 0.

(163)

Obliczone stąd momenty M2 przybierają dla 6 = 1, 2 i 10 i dla różnych 
kątów fi wartości następujące:

8 = 1 e = 2 « = 10

90° — 0.0272 ql2 — 0,0167 ql2 — 0,00378 ql-
60° - 0,0468 ql2 — 0,0300 ql2 — 0,00774 ql2
45° — 0,0600 ql2 0,0422 ql2 — 0,01235 ql2
30° — 0,0777 ql2 — 0,0618 ql2 - 0,02390 ql~
10°' 0.0964 ql2 — 0,0930 ql2 — 0,07320 ql2
0° — 0,1000 ql2 — 0,1000 ql2 — 0,10000 ql2
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Z powyższego zestawienia można wyciągnąć wniosek, że wpływ 
współczynnika e na momenty zginające zmniejsza się przy zmniejszaniu

kąta Może to mieć znaczenie 
dla obliczenia na wiatr zakrzy­
wionych górnych pasów mo­
stów stalowych, których po­
szczególne przedziały tworzą ze 
sobą zwykle kąty wahające 
się około 10°, pasy takie 
bowiem mogą być uważane 
za załamane w • planie dźwi-

ma w płaszczyźnie pasów rozporkigary ciągłe, o ile tylko most 
wiatrowe.

Rozpatrzmy w dalszym ciągu dźwigar o pięciu przęsłach przedstawio­
ny na rys. 46, obciążony w sposób 
symetryczny i symetrycznie 
obciążony względem środka 
w sposób ciągły i równomierny. 
Kąt /3 = 30°, długość przęseł 
równa l.

Dźwigar jest w zasadzie pię­
ciokrotnie statycznie niewy- 
znaczalny, ze względu jednak 

ciągły i równomierny. Dźwigar jest

na warunki symetrii liczba wielkości nadliczbowych spada tu do 
dwu. Ogólna liczba niewiadomych momentów podporowych bę­
dzie w tym wypadku wynosiła sześć, a więc będą to momenty M^, M2, 

W® Mg i (rys. 46). Moment 9)t® ze względu na warunki symetrii 
równa się zeru.

Aby wyznaczyć wymienione wyżej momenty, korzystamy tu z czte­
rech równań typu (137) i (138) oraz z dwu równań (142), dochodząc w ten 
sposób do dwóch następujących grup równań (rys. 47):

na pierwszą grupę składają się równania
M] = 91i® sin + M2 cos

cos /S — M2 cos fi,

M2 = M3 cos /3 ,

Dli® = — M3 sin fi;

drugą grupę stanowią równania:

^® + <[r, — 0, ę'® + = 0,

(164)

(165)
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gdzie kąty yC i <p^ obliczone są na podstawie wzorów 
cos — 0j sin p,

®i = sin 0 + cos P ’ 
(p2 = (p'2cosp— 0'2sinp, 

0® = 7) sin fi + cos > 

0^ = 0?+ ©!•

(166)

Wprowadzamy tu momenty M i 91i° na podstawie wzorów (145)-(147), 
po czym z równań (164) i (165) znajdujemy

M3 = —0,0335 q l2, 

M2 = — 0,0900 q l2, 

M; = — 0,0688 ql2,

M) =— 0,0295 q P, 
«io = _ 0,0168 q l2, 

9Ji« = — 0,0595 q l2.
(167)

Z tego rozwiązania wynika, że w okolicach środka dźwigara momenty 
skręcające maleją i warunki pracy poszczególnych przedziałów zbliżają 
się do warunków pracy belki prostej.

Poza obciążeniem dźwigara ciągłego załamanego w planie siłami pio­
nowymi i momentami działającymi 
przęseł pewne przęsło i— 1, i by­
wa obciążone momentem działa­
jącym w płaszczyźnie prostopadłej 
do osi i—l,i (rys. 48). Wektor 
3Jt° tego momentu zaczepiony w 
pewnym punkcie k odległym o a 
od podpory i—1 skierowany jest 
wzdłuż osi i— 1, i.

w płaszczyznach poszczególnych

W tych warunkach na węzeł i — 1 poza momentem T19 działa jesz­
cze moment 5ńc°, wobec czego równania (137) i (138) w zastosowaniu do
węzła i — 1 przybierają postać

= (Ti9 + 50i°) sin p^ + Mi cos p^, (168)

= W + ^°) cos p,_i — M. sin p^. (169)

Kąt obrotu 0; przekroju poprzecznego w punkcie i przedziału i — 1, i
równa się tu

(170)

dalsze zaś obliczenie odkształceń i momentów odbywa się tak samo, jak 
przy pionowym obciążeniu dźwigara

a \
gj0 +
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Specjalny rodzaj dźwigarów ciągłych załamanych w planie przedsta­
wia dźwigar ciągły o kształcie zamkniętego wieloboku (rys. 49).

Aby dźwigar taki obliczyć, przeprowadzamy przekrój aa przez jeden 
z przedziałów, np. przez przedział On, i oznaczamy przez T„, M, i SN® trzy 
składowe oddziaływania na siebie dwu przekrojów aa, z których jeden
stanowi końcowy przekrój wspornika Oa dźwigara ciągłego a012...na,
a drugi końcowy przekrój wspornika na tegoż dźwigara.

Ponieważ dźwigar ciągły załamany w pla­
nie na trzech podporach jest układem sta­
tycznie wyznaczalnym, dźwigar a 012 ...na 
będzie układem o liczbie n — 3 wielkości sta­
tycznie niewyznaczalnych. Dodając do tego 
liczbę trzech niewiadomych T„, i Wi® do­
chodzimy do wniosku, że dźwigar ciągły 
o kształcie zamkniętego wieloboku będzie 
układem o n wielkościach nadliczbowych, 
gdyż (n — 3) + 3 = n.

Podobnie jak w przypadku dźwigara 
o kształcie zamkniętego wieloboku w dwóch

Rys. 49 punktach swobodnie podpartego (przedostat­
ni ustęp paragrafu 1 tego rozdziału) przed­

stawiamy składowe przesunięć dwóch przekrojów aa, mianowicie wa, q>'a
i cp" oraz 0' i 0" jako funkcje wielkości T«, Ma i i ustawiamy 
równania

Wa = 0, (pa— -- ę?", Q\=& (171)

które uzupełniają liczbę równań typu (137), (138) i (142) do liczby n i po­
zwalają na rozwiązanie zadania.

V. RÓWNANIE PIĘCIU MOMENTÓW SKRĘCAJĄCYCH

Zastosowanie różnic skończonych do obliczenia dźwigarów ciągłych 
załamanych w planie pozwala na znalezienie w ich teorii pewnych uogól­
nień, które mają poważne znaczenie praktyczne.

W dziedzinie belek ciągłych prostych pierwszy korzystał z teorii róż­
nic skończonych C 1 e b s c h 2), który potraktował równanie trzech mo­
mentów jako równanie różnicowe.

2) C 1 e b s c h, Theorie der Elastizitdt fester Korper, Lipsk 1862, str. 392.

O ile jednak C 1 e b s c h miał w swych badaniach na widoku scałko- 
wanie znanego mu równania trzech momentów jako równania różnico­
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wego, o tyle w przypadku dźwigara ciągłego załamanego w planie teoria 
różnic skończonych pozwala na samo ustawienie równania odgrywające­
go w teorii tych dźwigarów rolę podobną do roli, jaką odgrywa równanie 
trzech momentów w teorii prostych belek ciągłych, mianowicie równania 
pięciu kolejnych momentów skręcających.

a)£
0 1 ? k-1 x n-1 n

Rozpatrzmy dźwigar ciągły przedstawiony na rys. 50. Podpory jego są 
wielokierunkowo-przesuwne, podpory końcowe pozwalają na nachylenie 
się przekrojów końcowych względem płaszczyzny pionowej, wyłączają 
natomiast obrót tych przekrojów względem osi podłużnej ostatnich przę­
seł. Długości poszczególnych przęseł dźwigara są równe l. Kąty załama­
nia = /S są również wielkością stałą.

Opieramy się dalej na wzorach wyprowadzonych w rozdziale IV. 2. 
Potrzebne tutaj zależności (141), (139), (140) i (142) przybierają w danym
wypadku postać 

+0X, (172)

Vx = cos fi — &'x sin fi, (173)

0X = (p'x sin fi 4- &x cos (i, (174)

ę’x + ę’xu = 0. (175)

Wzory (137) i (138) wyrażające momenty zginające i skręcające do­
prowadzają do wzorów

Mx = sin fi + Mx+i cos (3, (176)

-= iW* icos/S — Mx tsin/3. (177)

Równanie (175) w związku z równaniem (173) daje

<px cos fi— 0X sin (i = — cpxxi. (178)
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Ponieważ

= 0£_t + 0x
<PX COS /? + (px + i 

sin/S (179)

więc z równania (174) znajdujemy

®' cos B + q>,.
0® = sin fi H---- -------—---- — cos fi, x x----------------sin fi
0® sin fi = <p'x + <px+1 cos fi.

Z równania tego wyznaczamy 0^._j:

0®_t sin fi — <px_r + <px cos fi,

(180)

(181)

w związku z czym równanie (178) otrzymuje postać

<p'x cos fi — <p'x_, — ą>x cos fi — 0X sin fi = — <px 4 t. (182)

Przyjmujemy dalej oznaczenia

^=2f, (183)
o J b Jd J Ct J q o l j

Wzorom (145) i (146) poprzedniego rozdziału nadajemy postać

<Px = Mx2f + M'xf + yx, (184)

<p'x = M'x2f + MJ+ y'x, (185)

gdzie przyjmujemy, że oba momenty działające na jedno przęsło wygi­
nają to przęsło w jedną stronę i gdzie

$x-l . ,

^-ET 1 ^EJ'

Odpowiednio do wzorów (184) i (185) mamy

0x = »2f. (186)

Mnożymy dalej równanie (176) przez cos fi, a równanie (177) przez 
sin/? i odejmujemy je od siebie oraz mnożymy równanie (176) przez sin/?, 
a równanie (177) przez cos fi i dodajemy je do siebie. W ten sposób docho­
dzimy do równań

M'xcosp — ^xsinfi = Mx+1, (187)

M'x sin fi + cos fi = ŚRX+1. (188)
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Z równania (188) wyznaczamy bezpośrednio

M' = W , - -1-, — ctg 0, (189)
x x ’sm^ x

wstawiając zaś wyrażenie (188) w równanie (176) znajdujemy

Mx+1 = ^+1 ctg ~, (190)

a więc

Mx = ctg 0 — • (191)x x x 1 sin p

W związku z otrzymanymi wyrażeniami na momenty zginające wzory 
(184) i (185) przybierają postać

= sini “ J Ctg + ’ (192)Olll LJ Olll fi

v'x = 2 / ctg £ - l«_t 4^ + K • (193)
x x ' sm (i x x 1 sin fi x

Wstawiamy wreszcie .wyrażenia na kąty <px, <p'x i 0X w równanie (182) 
i dochodzimy w ten sposób do równania

5R0 +2 + 2 cos £ • $(« +1 — 6 + 2 cos 0 + ik«_2 = Qx, (194)

gdzie

Qx
sin

~~T (-- COS fi + V\-l + tpx COS fi-- Vxii)- (195)

Równanie (194) jest poszukiwanym równaniem pięciu momentów skrę­
cających. Jest to równanie różnicowe czwartego rzędu, którego całka 
ogólna przedstawia sumę

j)J(O=/zo+^) (196)

gdzie y°x oznacza pewne dowolne rozwiązanie szczególne danego równania, 
px zaś rozwiązanie ogólne odpowiedniego równania bez wyrazu Qx, tzn. 
równania

+2i+ 2 cos fi 3Ji«+1 — 6 + 2 cos £ Wi®-! + 9)i°_2 = 0 . (197)

Równanie charakterystyczne w tym wypadku przedstawia się w spo­
sób następujący:

r4 +2 cos fi • r^ — 6 r2 + 2 cos fi • r + 1 = 0 (198)
lub

r2+ 2cos(i • r — 6-J-2cos/3 • r-1 + r~2= 0 . (199)
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Niewiadomej r poszukujemy pod postacią

gdzie e jest to podstawa logarytmów naturalnych, a zaś pewna liczba nie­
wiadoma. Mamy więc

e2" + 2 cos /Se" — 6 +2 cos e~“ + e-2" = 0 . (200)

W rezultacie równanie (200) przybiera postać

lub postać

skąd

2 cosh 2 a + 4 cosh a cos fi — 6 = 0

cosh2 a + cos fi cosh a — 2 = 0,

cosh a cos fi / cos2 fi
2 I 4

przy czym pierwiastki równania
a = a, , a = — a,, a = a2, a = — a2.

Ogólna całka równania (197) przybiera w ten sposób postać

/u = Cx eXa' + C2 e Xaq + C* + C( e~Xa2,

(201)

(202)

(203)

(204)

(205)

gdzie Ci, C2, Cs i są to dowolne wielkości stałe.
Przechodząc do rozwiązania pełnego równania (194) musimy ustalić 

przede wszystkim kształt wyrazu Qx zależny od obciążenia belki ciągłej.
Przypuśćmy, że wszystkie przęsła

Rys. 51

belki ciągłej obciążone są w jedna­
kowy sposób i że obciążenie każdego 
z nich jest symetryczne względem 
środka przęsła. Przykład takiego ob­
ciążenia podany jest na rys. 51, na 
którym fragment belki ciągłej przed­

stawiony został w rozwinięciu na płaszczyznę pionową. Przy tego rodzaju 
obciążeniu

V>x = ^--1 — Vx = W*- 1 , (206)

a więc wyrażenie (195) staje się równe zeru, czyli QA = 0 .
Do takiego samego wyniku dojdziemy również w razie obciążenia 

jednego z końców belki bądź przez moment działający w płaszczyźnie pio­
nowej przechodzącej przez oś ostatniego przęsła dźwigara, bądź też przez 
moment działający w płaszczyźnie prostopadłej do osi tego przęsła.
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Jeżeli obciążenie wszystkich przęseł belki ciągłej jest takie samo, lecz 
nie jest symetryczne względem środków poszczególnych przęseł (rys. 52), 
wówczas

, y>x — ^+1, v'x , (207)

wyrażenie zaś (195) przybiera postać

Qx — (1 cos/i) — yx(l—coS|8)| = a, (208)

gdzie a oznacza wielkość od x nie­
zależną.

Dla obciążenia zmieniającego się 
według prawa linii prostej (rys. 53) 
kąty ipx i y'x przybierają wartości 
następujące :

x-1 X X*1

Rys. 52

Stąd

Vx =
8 q l3 q E

360 EJ + 24 EJ 1),

Vx =
7ql3 qP_

360EJ ^24EJ (x — 1).
(209)

, ql3
^-^=—360eT’

, q l3 q l3
y>x-i y>x+i— 360£J 12 EJ

(210)

(211)

i Qx = a, gdzie a oznacza wielkość stałą.

Rys. 53

Weźmy wreszcie pod uwagę 
obciążenie belki zmieniające się 
według prawa (rys. 54)

Px-i,x=^x + ql^^. (212)

Kąty ipx i tp'x wyrażają się tu za pomocą wzorów następujących:

, _  8ql3 ql3 (x—l)x
W + 24EJ 2 ’

7 q l3 ql3 (x—l)x
W ~"36?eT X + 24EJ 2 ’

(213)
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wobec czego
(214)Q.t= a x + b ,

gdzie współczynniki a i b nie są od x zależne.

Do podobnego wyrażenia na Qx doprowadzają również wszystkie po­
łączenia rozpatrywanych tu rodzajów obciążenia.

Wobec tego nadajemy równaniu (194) postać

Wi«+2 + 2 cos £ Uli® . t — 6 IWO + 2 cos £ llK^j + Dio_, = ax + b. (215)

Poszukujemy całki szczególnej równania (215) pod postacią

//“=ylx + B, (216)

gdzie współczynniki A i B są pewnymi wielkościami stałymi.
Wstawiamy wyrażenie (216) w równanie (215):

A(x + 2) + B + A(x + l)2cos0 + B’2cosp — 6Ax — 6B + (217)
+ A (x —1)2 cos fi + B ■ 2 cos + A(x — 2) + B = ax -J-b.

Po przyrównaniu do siebie współczynników przy x w obydwóch częś­
ciach równania oraz wyrazów od x niezależnych znajdujemy

A =--------B —-----------------------p (218)
8 sin28 sin2-; Ct Ci

skąd mamy

o-

8 sin2

Ostatecznie dochodzimy, zgod­
nie ze wzorem (196), do następu­
jącego wyrażenia dla całki ogólnej 
równania (194) lub (215):

11.1(0 = Ct ex"r + C2 e~Xa‘ -|- C3 e*“j + Ci ax + b

8 sin2
(220)

Współczynniki Ct, C2, C3 i C4 wyznaczamy z warunków podparcia 
końców dźwigara ciągłego.
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Rozważmy tu niektóre przypadki tego podparcia.
Bierzemy pod uwagę dźwigar ciągły załamany w planie, czyniący za­

dość wszystkim założeniom wymienionym na początku tego rozdziału 
i obciążony jednakowo we wszystkich przęsłach w sposób symetryczny 
względem ich środków. Przyjmujemy dalej, że końce dźwigara są swo­
bodnie podparte i mogą się swobodnie obracać względem osi podłużnych 
przęseł końcowych. Z warunków podparcia końca dźwigara wynika:

= M, = M'n = 0. (221)

Ponieważ w rozpatrywanym przypadku a = b = 0, więc na podsta­
wie równania (220) oraz wzorów (189) i (191) warunki brzegowe zadania 
wyrażają się za pomocą równań:

= 0: Ct + C2 + C3 + C4 = 0,

= 0: *Ci e"“‘ + C2 + C3 en^ + C4 e~n^ = 0,
(222)

M>0: ■.IC, e<'!+*> “■ + C2 e(" 0 “■ + C, e<" '11 + C, e~ sin fi
(n + l)«2j _ o,

Mn = 0 : ctg£ |Ct ea‘ + C2 e~“‘ + C3 e“2 + C4 e~a*| = 0.

Z równań tych wynika, że wszystkie
zeru, jeżeli tylko nie ma miejsca równość.

współczynniki C równają się

1 1 1 1
enc“ e-««, g/Z a2 g-n«,

g(n + l)«, g—(« +1)o, e(n + !)«, + 1) «2 = 0. (223)
sin fi sin fi sin fi sin fi

ea' ctg fi e~a‘ ctg fi ctg fi e~a‘ ctg fi

Można stąd wyciągnąć wniosek, że poszczególne przęsła dźwigara 
ciągłego załamanego w planie o równych kątach załamania fi i o równych 
przęsłach l, czyli dźwigara, który jest w planie wpisany w odcinek koła, 
na końcach swobodnie podparty i obciążony jednakowo we wszystkich 
przęsłach w sposób symetryczny względem ich środków, zachowują się 
jak proste belki swobodnie podparte, gdyż będzie tu

^=mx = m;=o. (224)

Wynika stąd między innymi, że skręcanie poszczególnych przedziałów 
pasów stalowych dźwigarów mostowych pod działaniem bocznego dzia­
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łania wiatru nie jest duże, ponieważ pasy kratownic wielobocznych mogą 
być uważane w tym wypadku za dźwigary załamane w planie.

Rozpatrzmy teraz dźwigar ciągły załamany w planie, mający jeden ko­
niec (koniec 0) swobodnie podparty i swobodnie obracający się, drugi zaś 
(koniec n) swobodnie podparty, lecz nie ulegający obrotom; obciążenie 
dźwigara wyobrażamy sobie jako należące do jednego z omówionych wy­
żej rodzajów obciążeń.

Przedstawionemu tu dźwigarowi odpowiadają następujące warunki 
brzegowe:

Wo = 0 , Mi = 0 , M'n = 0, 0n = 0 . (225)

Ostatnie z równań (225) wyraża, że przekrój poprzeczny w końcu n 
dźwigara ciągłego nie może się obracać względem osi podłużnej przęsła 
n — 1, n. Zamiast takiego ograniczenia obrotu możemy wprowadzić tu 
nieznany na razie moment .

Moment $K° zaczepiony do końca dźwigara nie wpływa na kąty i 
które są spowodowane przez bezpośrednie obciążenie poszczególnych przę­
seł, a przy ipx = ipx = 0, a więc przy symetrycznym i jednakowym obcią­
żeniu poszczególnych przęseł dźwigara ciągłego, mamy tu do czynienia 
z przypadkiem, gdy Qx = 0. W tym stanie rzeczy trzy pierwsze z wa­
runków (225) przybierają postać trzech pierwszych równań (222).

Rozwiązujemy dalej względem współczynników C|, C2, C3 i C4 cztery 
równania liniowe

3RJ=0, Mi = 0, Mn = 0, ®o=9)io, (226)

w wyniku czego możemy przedstawić poszczególne z tych współczynni­
ków jako znane funkcje nieznanego momentu 9Di° :

C^ACK0), = C3=f3m, ^ = ^0???°). (227)

Na podstawie równań (172) i (180) otrzymujemy wreszcie dla ostatnie­
go z warunków (225) wyrażenie następujące:

+ ©j cos £ + = 0 . (228)

Wstawiając zamiast wchodzących tu kątów ich wyrażenia przez mo­
menty, a zamiast współczynników C wyrażenia typu (227), będziemy mo­
gli nadać warunkowi &n = 0 postać

F (9R0) = 0 , (229)

skąd znajdujemy moment 9)i°, co nam rozwiązuje zadanie.

56



Przyjęte przy wyprowadzeniu równania (194) założenie (183) nie wpły­
wa na kształt samego równania, wpłynąć może tylko, jak to wynika ze 
wzoru (186), na wielkość współczynnika przy a więc jedynie na 
wyraz środkowy równania (194).

We wszystkich rozpatrzonych przypadkach obciążenia i podparcia 
dźwigara ciągłego załamanego w planie możemy, po wyznaczeniu momen­
tów na podstawie równań (189) i (191), otrzymać również i wszyst­
kie momenty Mx i M'x potrzebne do obliczenia momentów zginających 
Ma w poszczególnych przekrojach dźwigara.

VI. DŹWIGAR ZAŁAMANY W PLANIE JAKO SCHEMAT STATYCZNY 
DŹWIGARA ZAKRZYWIONEGO

Obliczeniem prętów zakrzywionych w planie zajmował się pierwszy, 
zresztą w formie bardzo ogólnej, Poisson wr. 1833. S a i n t-V e- 
n a n t w r. 1843, a następnie w bieżącym stuleciu Love i T i m o- 
s z e n k o oraz kilku innych autorów zajmowało się obliczeniem dźwiga­
rów kolistych, tzn. mających w planie kształt odcinka koła. Zagadnienie 
dźwigarów mających w planie inny kształt krzywoliniowy poza częścią 
koła nie zostało dotąd wyczerpująco rozwiązane. Nasuwa się wobec tego 
twierdzenie, że obliczenie dźwigarów zakrzywionych w planie, nie posia­
dających dotąd rozwiązania, można by zastąpić przez obliczenie dźwiga­
rów załamanych w planie, których osie byłyby w stosunku do osi dźwiga­
rów zakrzywionych wpisane, opisane lub też wpisano-opisane.

Słuszność takiego twierdzenia opieramy na znacznej zgodności wyni­
ków obliczeń dźwigarów załamanych w planie z wynikami obliczeń dźwi­
garów zakrzywionych kolistych.

Zgodność tę niżej wykażemy.
Bierzemy przede wszystkim pod uwagę dźwigar załamany w planie, 

omówiony w rozdziale IV.1 i przedstawiony na rys. 36. Tu li = 1= const, 
a /? = 45°. Siła P zaczepiona jest w środku dźwigara. Końce 0 i 5 są 
całkowicie utwierdzone. Dźwigar ten jest symetryczny i symetrycznie 
obciążony, jest więc jednokrotnie statycznie niewyznaczalny.

Przeprowadzamy przekrój aa przez punkt P i rozdzielamy w ten spo­
sób dźwigar załamany w planie 012345 na dwa dźwigary 012P i P345. 
Wzajemne oddziaływanie na siebie tych dźwigarów wyraża się momentem 
zginającym M«, który przedstawiony jest na rysunku wektorowo i który 
przyjmujemy za wielkość nadliczbową. Moment skręcający przedział 23 
dźwigara załamanego w planie równa się zeru ze względu na symetrię 
dźwigara i jego obciążenia względem punktu P (ściślej osi aa). Na sku-
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tek tej samej symetrii każdy z dźwigarów-wsporników 012P i P345 jest 
obciążony w punkcie P siłą równą P/2.

Momenty przedstawione wektorowo na rys. 55 wyznaczamy w zależ­
ności od P ze wzorów (2) i (3) i w zależności od ze wzorów (8) i (9). 
W związku z tym otrzymujemy (sin 45° = cos 45° = 0,70711)

PIM, = 0,70711 — 

= 0,70711 +2 \ 4 / ’

Wo = _ + 1,20711 y

= _ o 70711 (Ma + 2 \ 4

(230)

W zależności od tych momentów obliczamy ze wzorów (11) i (12) kąty
cpi i Qi (rys. 56):

„ 1 1 / Pl\

^=t^+0’70711(m-+t)i^.
, pl\ 102 = -0,70711 ^ + yj — (

PI l Ma l
16 EJ + 2 EJ'

Wzory (24) i (25) przybierają w danym razie postać

^ = 0,70711(^—0,) + ^,
O. = 0,70711 (^ + 00 + 03,

= 0,5 (ę), — 0,) + 0,70711 ^2 — 0,5 (^,+0,) — 0,70711 0,+^

(231)

(232)

Ponieważ z warunku symetrii wynika, że kąt nachylenia <pa przekro­
ju poprzecznego w punkcie P względem płaszczyzny pionowej powinien 
być równy zeru, czyli 7pa = 0, dochodzimy stąd do równania

= — 0! + 0,70711 — 0^ + ^ = 0 , (233)
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czyli do równania

.^ + 1,20711 ^ + 0,70711 ^ + -^^ + (234)
Cr J q x (_r J q x ±S ł/ Hi J

0,5Pl3 0,5 MA 0,5 PI2 PIP MA
+ 4EJ ' GJ. + 4GJ„ ' 16EJ ' 2EJ

lub, przy e =EJ/GJ0, do równania

1,5 MA + 0,5 e MA + 0,48927 PI2 + 0,30178 e P l2 = 0 ,
skąd

M; = —0,3955 Pr.

(235)

(236)

Weźmy pod uwagę w dalszym ciągu dźwigar zakrzywiony w planie 
mający oś w kształcie półkola o promieniu r, wpisanego w oś dźwigara 
przedstawionego na rys. 55. Dźwigar kolisty jest utwierdzony, podobnie 
jak dźwigar załamany, w punktach 0 i 5 i obciążony ciężarem P w środku. 
Moment zginający M„ w punkcie P równa się w tym wypadku

M* = —0,3183 Pr. (237)

Z równania (238) natomiast, wobec zależności geometrycznej 1= 0,8284 r 
i przy 8=1, znajdujemy

M«= — 0,3278 Pr. (238)

Momenty obliczone dla dźwigara załamanego w planie i dla dźwi­
gara półkolistego, przy ich wzajemnym rozmieszczeniu według rys. 55,
różnią się od siebie o 3%.

O ile oś dźwigara załamanego 
jest wielobokiem wpisano-opisa- 
nym w stosunku do dźwigara ko­
listego, a więc gdy l = 0,7969 r, 
wówczas otrzymujemy, że

M* = —0,3150 Pr , (239)

czyli że różnica między momenta­
mi Mk i M~ spada tu do l°/o.a a L

W przypadku dźwigara zała­
manego w planie wpisanego w dźwigar półkolisty, tzn. przy 1 = 0,7659 r,
będziemy mieli

= —0,3027 Pr, (240)

przy czym różnica między Ml i M* wynosi 5%.
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Wahania stosunku £ przyjętego wyżej za równy 1 w małym tylko 
stopniu odbijają się na wartościach momentu M+ Widać to z zestawie­
nia następującego opartego na równaniu (235):

dla e = 1 R« = — 0,315Pr,
dla e = 10 Ra = — 0,335 Pr,
dla £ = 100 R* = — 0,338 Pr,
dla £ = 1000 Ra = — 0,339 Pr,

(241)

z którego wynika też, że wpływ wartości stosunku e na momenty Ma jest 
mniejszy przy dużych e niż przy małych. Jest to szczególnie ważne z tego 
powodu, że dla przekrojów dwuteowych, często występujących w kon­
strukcjach budowlanych, stosunek e dojść może do wartości 500.

Bardziej złożony typ obciążenia może spowodować większe rozbież­
ności między wartościami wielkości statycznie niewyznaczalnych dźwi­
gara załamanego w planie, a wpisanego dźwigara półkolistego. Ma to 
miejsce z tego powodu, że w danym razie większość punktów zaczepie­
nia obciążenia nie pokrywa się w obu dźwigarach ze sobą. Niezgodność 
wyników obliczenia nie jest jednak zbyt wielka i może być pokryta przez 
pewne przesunięcie osi dźwigara półkolistego w stosunku do osi dźwi­
gara załamanego w planie. Wskazuje na to obliczenie następujące.

Rozpatrujemy, mianowicie, dźwigar przedstawiony na rys. 55, obcią­
żony w sposób ciągły i równomierny przy natężeniu obciążenia q kg/cm. 
Przypadek ten różni się więc od przypadku tylko co rozpatrzonego jedy­
nie obciążeniem dźwigara.

Rozdzielamy dźwigar, jak poprzednio, przekrojem aa na dźwigary- 
wsporniki 012 a i a 345 i zaczepiamy do ich końców moment M« przedsta­
wiony na rysunku wektorowo. Moment M« wyznaczamy tu, jak poprzed­
nio, z równania (233). Dla kątów <p i O otrzymujemy wyrażenia następujące:

M.J_ 
2GJ00!

o l2 o l2l 1
0,70711 -— + (0,70711+0,25) V TUT =

= -0^5^-0,41605^,
Cr Jo 0

= + 0-70711 =

Ml al*= 0,70711 —~ + 0,50514 ,
Ml cii3

02 = —0,70711 ---- 0,08839,

(242)

q l3 _ 0,5 MU2 0,021 ql3
48EJ + 2EJ “ EJ + EJ
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Wstawiając wyrażenia (242) we wzór (233) dochodzimy przy e = 1 
do równania

2MU + 0,8567 ql8 = 0, (243)
skąd

= —0,428 q l2 . (244)

W przypadku dźwigara półkolistego, którego oś pozioma wpisana jest 
w oś dźwigara załamanego w planie, przedstawionego na rys. 55, moment 
M, w środku dźwigara wyniesie 3)

M* = —0,272 qr2. (245)

Wstawiając l = 0,8284 r we wzór (244) znajdujemy

M« = — 0,293 qr-. (246)

Różnica między momentami Ma i M[, tzn. między momentami obli­
czonymi, z jednej strony, dla dźwigara zakrzywionego, a z drugiej, dla 
dźwigara załamanego w planie, stanowi więc 6°/o. Jeżeli jednak porów­
namy ze sobą dźwigary o tym samym obwodzie, a więc dźwigary zała­
mane w planie o boku l = nr]Ą, to moment stanie się wówczas równy

M« = —0,264 qr2, (247)

a różnica między M'a i Ma spadnie do 3°/0.
Jeżeli dźwigar załamany w planie jest wpisano-opisany w stosunku 

do dźwigara półkolistego, to wartość momentu Ma będzie tu równa war­
tości momentu M*. Jeżeli dźwigar załamany jest wpisany w dźwigar pół­
kolisty, wówczas

M« = —0,251 qr2, (248)

a różnica między Ma i Ma wynosi 7%.
Drugim środkiem do oceny, w jakim stopniu obliczenie dźwigarów 

zakrzywionych może być zastąpione przez obliczenie dźwigarów załama­
nych w planie, jest zastosowanie do wyznaczenia odkształceń dźwigarów, 
wpisanych w dźwigary koliste lub opisanych dookoła nich, teorii różnic 
skończonych.

Weźmy pod uwagę dźwigar-wspornik o kształcie ćwierci koła (rys. 57) 
obciążony siłą P zaczepioną w końcu wspornika prostopadle do płaszczyz­
ny dźwigara.

’) S. P. T i m o s z e n k o, Kurs tieorji uprugosti. t. 2.
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Przy e = / kąt nachylenia względem płaszczyzny pionowej przekroju 
poprzecznego dźwigara kolistego w m odpowiadającego kątowi w wyra­
ża się wzorem

_ Pr2(f)m = - (1 ---- COS W + U) COS o) ,
Ł J

a pionowe przesunięcie wm punktu m równa się
P r3

wm “ f (w — sin w — 1 + cos w + 0> sin w) •E J

(249)

(250)

Rozpatrzmy w dalszym ciągu dźwigar załamany w planie wpisany 
w ćwiartkę koła i porównajmy nachylenia końcowych, a więc dotyczą­
cych punktu zaczepienia siły P, przekrojów poprzecznych dźwigara zała­
manego w planie i dźwigara zakrzywionego.

Przy n = 10 i = 9 ze wzorów (73) i (81) znajdujemy

D,=fl, D„=12,70/l, D3 = 80,84/l,
(251) 

B,= —6,44/1, D2 = —80,84/1.

Wobec tego równanie (79) przybiera postać

<px = — 6,44/1 sin xfi—- 80,84/l cos x fi + /l xsmx fi + (252)
+ 12,70 flx cos xfi + 80,841/ , 

skąd
yI0 = 84,40/1. (253)

Wobec zależności geometrycznej między długością przedziału l dźwi­
gara załamanego w planie a promieniem r dźwigara kolistego opisanego

r =------F
2 sin y
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otrzymujemy dla dźwigara kolistego dla w = 90 , czyli dla punktu zacze­
pienia siły P,

yp= 81,84 fi. (254)

Różnica między kątami wyrażonymi za pomocą wzorów (253) i (254) 
wynosi 3,5%, a przy n = 20 spada do 3%. Wreszcie przy n = oo różnica 
staje się równa zeru, tzn. że kąty obliczone dla punktu zaczepienia 
siły P mają wartości te same niezależnie od tego, czy są obliczone ze 
wzoru (79), czy też ze wzoru (249). Przekonamy się o tym łatwo wstawia­
jąc w równanie (79)

o 71 o>
= 1=^, x = y’

i znajdując granicę kąta <px, przy dążącym do zera, jako sumę odpo­
wiednich granic poszczególnych wyrazów równania (79). Mamy w ten 
sposób

,. fl PI2 Pr2hm------- — = hm-------------- — = „ ,
P->02tg2A 2EJ2tg2 £ EJ

2tg-| (255)

r I flx . /2n + l\. „ f2n + l\ . h Pr2hm{-----— sin —-—- 6cosx6—cos —-— 6smx6 } = —, wcosw.
b->o I p \ 2 / \ 2 1 i h, J

W rezultacie znajdujemy, że wzór (79) przybiera postać wzoru (249).
W podobny sposób postępujemy również, aby wykazać, że i wzory na 

pionowe przesunięcie punktu zaczepienia siły P pokrywają się ze sobą 
przy fi dążącym do zera, tzn. że wzór (84) doprowadza w tych warunkach 
do wzoru (250). Robimy to, jak poprzednio, dla n^—n!2, czyli dla dźwi­
gara w kształcie ćwierci koła obciążonego na końcu siłą skupioną P. 
Ponieważ w tym wypadku l = r fi, pierwsza i trzecia suma we wzorze (84) 
w porównaniu z sumą drugą powinny być uważane za zera, czyli że prze­
sunięcia w powinniśmy tu szukać pod postacią granicy sumy następującej:

wm = lim p->o
(256)
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Na podstawie rozważań dotyczących porównania ze sobą obliczenia 
wielkości statycznie niewyznaczalnych i odkształceń w przypadku dźwi­
garów załamanych w planie i dźwigarów w kształcie odcinka koła, z któ­
rych ważniejsze wyłożone zostały wyżej, dochodzimy do wniosków na­
stępujących:

(1) zastąpienie przy wyznaczaniu wielkości nadliczbowych dźwiga­
rów kolistych przez wpisane lub wpisano-opisane dźwigary załamane jest 
możliwe nawet przy niewielkiej liczbie przedziałów;

(2) zastąpienie przy wyznaczaniu odkształceń dźwigarów kolistych 
przez dźwigary załamane w planie jest możliwe tylko przy znacznej licz­
bie przedziałów dźwigara załamanego, np. 10-20 na ćwiartkę koła, 
gdyż przy małej liczbie przedziałów błąd w odkształceniach może być 
niedopuszczalnie duży.

Zarówno te wnioski, jak również wszystkie rozważania poprzednie 
pozwalają twierdzić, że obliczenie dźwigarów krzywoliniowych innego 
kształtu niż odcinek koła również może być zastąpione przez obliczenie 
dźwigarów załamanych w planie. Należy wtedy kierować się wskazów­
kami następującymi:

(1) jeżeli decydujemy się na dużą liczbę przedziałów dźwigara zała­
manego w planie, należy wpisać w oś dźwigara zakrzywionego oś dźwi­
gara załamanego w ten sposób, aby obie osie jak najlepiej do siebie przy­
legały;

(2) jeżeli pragniemy ograniczyć liczbę przedziałów dźwigara załama­
nego w planie, wówczas wykreślamy osie dźwigara załamanego wpisa­
nego, opisanego oraz wpisano-opisanego, przeprowadzamy obliczenie 
wielkości nadliczbowych we wszystkich trzech wypadkach i za prawdzi­
we przyjmujemy te ich wartości, które dają największą gwarancję bez­
pieczeństwa;

(3) momenty zginające, siły poprzeczne i naprężenia wskazane jest 
obliczać już na podstawie rzeczywistego krzywoliniowego kształtu dźwi­
gara biorąc pod uwagę wielkości statycznie niewyznaczalne obliczone 
dla dźwigara załamanego.

Zastąpienie obliczenia dźwigara zakrzywionego w planie przez obli­
czenie dźwigara załamanego o odpowiednim kształcie jest w wielu wy­
padkach jedynym sposobem obliczenia dźwigara krzywoliniowego, gdyż 
liczba rozwiązanych przypadków dźwigarów zakrzywionych w planie jest 
jeszcze mała. Dokładność obliczeń może tu być przystosowana do warun­
ków konstrukcji; odpowiada ona na ogół dokładności obliczenia łuków na 
podstawie podziału ich osi na odcinki skończone.
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VII. UWAGI DOTYCZĄCE WSZYSTKICH TYPÓW 
DŹWIGARÓW ZAŁAMANYCH W PLANIE

Wyznaczenie odkształceń dźwigarów załamanych w planie wykonane 
było wszędzie wyżej sposobem geometrycznego dodawania odkształceń 
jako najwłaściwszym do gruntownego zbadania pracy konstrukcji. Spo­
sób ten daje z kolei podstawę do oceny możliwości zastosowania w przy­
padku dźwigarów załamanych w planie in­
nych znanych metod obliczenia odkształ­
ceń i wyznaczenia wielkości statycznie nie- 
wyznaczalnych, w szczególności metody 
energii sprężystej oraz metody M a x- 
w ell a i Mohra. Rys. 58

Obliczymy tu pierwszą z tych metod 
odkształcenie dźwigara przedstawionego na rys. 58, a więc dźwigara-wspor- 
nika załamanego w planie o dwóch równych przedziałach l, obciążonego 
na końcu siłą P.

Na podstawie wzorów (1) i (2) rozdziału II ustalamy, że przedział 01 
jest zginany siłą T} = P zaczepioną w węźle 1 oraz momentem Mt = PI 
zaczepionym do końca przedziału 01. W tych warunkach momenty zgi­
nające w przedziałach 01 i 12 w odległościach s od końców 1 lub 2 wy­
rażają się wzorami

Mi2 = Ps, Mo1 = PI cos fi + Ps, (257

a odpowiednie momenty skręcające wynoszą tu

^?2 = 0, 3)1®! = PI sin fi. (258)

W tych warunkach energia sprężysta zginania w obydwóch przęsłach
dźwigara wynosi odpowiednio

' (Ps)2 ds 
2EJ (259)

C(Pl cosfi + Ps)adsJ 2EJ
o

(260)

Dla ustalenia energii sprężystej skręcania nagromadzonej w danym
układzie musimy przyjąć pewien określony kształt przekroju poprzecz­
nego dźwigara. W przypadku przekroju poprzecznego kolistego będzie­
my mieli (w przęśle 01)

(Wl , (PI sin fi)2 l 
01 2GJ0 2GJ0 (261)
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Całość energii sprężystej nagromadzonej w dźwigarze-wsporniku wy­
raża się wobec tego sumą

^ = V12 + VO1+VO1. (262)

Aby stąd wyznaczyć pionowe przesunięcie w2 punktu zaczepienia 
siły P, stosujemy równanie Castigliana

d V 
w2 — ’ (263)

skąd znajdujemy (wobec GJ0 = 2 E J)

O P 73 P 73 P 73 p 73
w2 = 4 44 + 44 cos'2 fi + 4 cos fi + 4 sin fi, (264)

O El J Ei J El J Z Ej J

co zgadza się całkowicie z wynikiem otrzymanym w drodze geometrycz­
nego dodawania odkształceń.

W przypadku bardziej skomplikowanego kształtu przekroju po­
przecznego metody energii sprężystej nasuwają przy obliczeniu dźwi­
garów załamanych w planie pewne trudności, o ile chodzi o ustawianie 
wzorów na energię skręcania.

Stosując metodę Maxwella i Mohra do wyznaczenia 
przesunięcia wa obliczamy momenty zginające i skręcające w dźwiga­
rze wywołane siłą 1 zaczepioną w punkcie 2:

M12 = 1 • s, (265)

M01 = 1-1 cos/3 + 1 • s, (266)

®“2 = —1-s. (267)

Wzór M a x w e 1 1 a i Mohra dla dźwigarów-wsporników za­
łamanych w planie przyjmuje w zastosowaniu do przesunięcia w2 postać 
następującą:

IMMds , I' WWds
w'=J—eT-+J ej" ' <268)

gdzie całki dotyczą całej długości dźwigara. Wstawiając tu momenty 
M i Wt° ze wzorów (257) i (258), a momenty M i 9Ji° ze wzorów (265)-(267) 
i wykonując całkowanie w granicach długości poszczególnych przedzia­
łów dźwigara dochodzimy znowu do wyniku (264).

Jak widzimy, nie może być zasadniczych zastrzeżeń również co 
do stosowania metody Maxwella i Mohra do dźwigarów- 
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wsporników załamanych w planie, a tym samym, w myśl uwag para­
grafu 2 rozdziału II, i do dźwigarów załamanych w planie w ogóle.

We wszystkich przykładach obliczonych w tej pracy przyjmowali­
śmy, nie zmniejszając tym ogólności wysnuwanych wniosków, a skraca­
jąc natomiast obliczenia, że EJ = GJ0, lub że przekrój poprzeczny dźwi­
gara ma kształt koła. Przy innych przekrojach poprzecznych należy zasto­
sować dla obliczenia kąta skręcenia te wzory i teorie, które zagadnienie 
skręcenia rozwiązują w przypadku różnych typów prętów.

Poszczególne przedziały dźwigarów załamanych w planie doznają jed­
nocześnie zginania i skręcania. Wymiary ich należy wobec tego spraw­
dzać według reguł teorii wytrzymałości materiałów dotyczących prętów, 
w których występują złożone stany naprężenia, w szczególności prętów 
narażonych jednocześnie na naprężenia normalne i styczne.

P e 3 w m e

BAJIKH, IIMEKUUME B HJIAHE JIOMAHŁ>IX

Paóora ocHOBana na mecTH Tpygax aBTopa, nepeuMcJieHHbix b npe- 
flMCJIOBWH.

Bajmy, MMeiomyio b njiane BHg jiombhoh jimhjim, óygeM HasbiBaTB gajib- 
me rrpocTO MHoroyrojibHon óajiKOH h nog bthm TepMHHOM ÓygeM noHMiiaTŁ 
óajiKy, npogojiBHaH oct KOTopoił b Hegec^opMHpOBaHHOM coctohhhh hbjih- 
ercH jioManoił jikhhch, jiejKangeił b hjiockocth, nepneHgKKyjiHpHon k Ha- 
npaBJieHHio gencTBUH cmji. HpnMep TaKoił óajiKH npe.gCTaB.neH b nepcneK- 
TKBe Ha (jjjir. 1 h b njiaHe Ha 4>ht. 2. Ee xapaKTepHoił nepTon HBJiaeTCH 
to oócTOHTejibCTBO, hto npn Harpy3Ke ona nogBepraeTCH He tojibko HsrMÓy, 
HO H CKpyHMBaHHJO.

Ha cjawr. 5 npegCTaBnena MHoroyrojibHaa KOHCogbHan óajiKa. nonepea- 
Hbie chjibi, M3rMÓaiom;Me n KpyTHigne momchtei b t3kmx óajiKax bbi- 
pajKeHBi 4>opMyjiaMH (l)-(9). Jlec^opMapnM bchkoto poga MHoroyro.nbHbix 
ÓaJIOK MOzKHO CBeCTM K gCC^OpMaUHH MHOTOy rOJIbHBIX kohcojihhbix óanoK. 
OTgejiBHbie y3JTBi óajiKH npHHHMaiOT ynacTHe b cjiegyiObgHX oóopoTax, 
npegCTaBJieHHbix b BHge BeKTopoB na c^ht. 14:

(1) no OTHomeHHio k och j, j+1 (yroji oóopora 0/ + i).
(2) no OTHomeHHio k och j—1, j (yroji oóopoTa 0;).
(3) no OTHomeHHio k och nepneHgHKyjiHpHoił k och j, j+1 (yron o5o-

poTa <p'j+i).
(4) no OTHomeHHio k 'och nepneHgHKyjiHpHOH k och j—1, j (yroji oóo- 

pora 77).
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JIjih 3tmx yrJiOB o5opoTa ycraHOBjieHbi peKyppeHTHbie 4>opMyjibi (16)- 
(25). B CBH3M c 3tmm, nporMÓbi SajiKM b OTp,cjibHbix ee y3Jiax BbipasceHM 
cbopMyjioio (13). JJjih pacnera MHoroyrojibHbix óajiOK y/joBno Bocnojib3o- 
BaTbCH Teopnen KOHennbix pasHOCTeił.

3tot Bonpoc pacMOTpeH b rjiase III.
Enaca IV nocBBipena CTaTmecKM Heonpe^ejmMbiM MHoroyrojibHbiM 6aji- 

KaM. 3ro BajiKOHHbie (cjmr. 33) m nepaspeanbie (4>mt. 37) SajiKM.
B rjiaBe V bbibcagho ypasHenne (194) na™ nocjiegoBaTejibHbix Kpy- 

thihmx momchtob W? b HepaapesHoił 6ajiKe. 3to ypaBHCHwe oójiernaeT 
pacueT Hepa3pe3Hbix MHoroyrojibHbix BajiOK, nogo&HO TOMy, KaK ypasneHMe 
Tpex MOMeHTOB oBjiernaeT pacueT npaMbix Hepa3pe3Hbix SajiOK. ypaBHeHue 
(194) HBJiHeTCH ypasHemieM KOHeHHbix paBHOCTeił 4-ro nopa^Ka.

B raase VI floKąsano, hto a, na pacaeTa 6aaKn KpiiBoił b naane, mojkho 
BocnoabsoBaTbca pacneTOM MHoroyroabHoił SaaKM, ocb KOTopoił aBaaeTca 
b oTHomeHJfM k ocn kphboh SaaKM MHoroyroabHMKOM BnncaHHbiM, onn- 
caHHbiM naw >kg BnMcaHO-onMcaHHbTM.

PaccyjK/jeHHa npifBeaeHHbie b 0TaeabHbix raasax conpoBO>K,n;aiOTca 
HncaeHHbiMn npnMepaMM.

Summary

BEAMS HAVING A HORIZONTAL PROJECTION IN THE SHAPE 
OF A BROKEN LINĘ

This paper is based on the six treatises by the same author which are 
listed in the introduction.

Beams having a horizontal projection in the shape of a broken linę, 
will be referred to in this paper, as broken linę beams. A broken linę 
beam is defined as beam whose axis represents, in non-deformed State, 
a broken linę in the piane perpendicular to the direction of active forces. 
An example of such a beams is shown in perspective in Fig. 1, and in 
horizontal projection in Fig. 2. It is subjected not only to bending but 
also to torsion, which is its main feature.

Fig. 5 shows a broken linę cantilever beam. Shearing forces as well as 
bending and twisting moments are expressed by Eqs. (l)-(9). The deforma- 
tions of various types of broken linę beams can be reduced to those of 
ordinary cantilever beams, each point undergoing rotations, represented 
vectorially in Fig. 14, about the following axes:

(1) j> j + 1 (angle of rotation 0/+i),
(2) j — 1, j (angle of rotation Oj),
(3) perpendicular to j, j + 1 (angle of ratation 97+1),
(4) perpendicular to j—l,j (angle of rotation 97).
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For these angles of rotation the formulae of recurrence (16) - (25) are 
deduced. Thus the deflection at each point is represented by Eq. (13).

The theory of finite differences provides a good calculation method 
for broken linę beams. This problem is discussed in chapter III.

Chapter IV deals with statically indeterminate broken linę girders 
represented by «balcony» and continuous girders, Figs. 33 and 37 re- 
spectively.

In chapter V the eąuation of five successive twisting moments Wt, (194), 
for a continuous girder is deduced. This facilitates the calculation of 
a continuous broken linę girder in a similar manner, as the eąuation of 
three moments facilitates the calculation of a straight continuous beam. 
This is a difference eąuation of the forth order.

In chapter VI the author shows, that the calculation of beams curved 
in the horizontal piane can be replaced by one pertaining to broken linę 
beams, the axes of which are inscribed or circumscribed or representing 
a broken linę, part of which is inscribed and the rest circumscribed

The considerations of each chapter are illustrated by numerous 
examples.

Praca została złożona w Redakcji dnia 1 października 1953 r.
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