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1. wsręp

Rozwój elektronicznej techniki obliczeniowej, matematycznych 
metod programowania oraz podejścia macierzowego w analizie sta­
tycznej spowodował radykalną zmianę procesu projektowania róż - 
nych konstrukcji, w)tym konstrukcji budowlanych. Rozszerzając 
dotychczasowe metody projektowania oparte na analizie konstruk­
cji, dąży się obecrlie do wprowadzenia projektowania syntetyczne­
go, wykorzystującego automatyzację obliczeń oraz metody optyma­
lizacji. W projektowaniu konstrukcji optymalnych, oprócz anali­
zy statyczno-wytrzymałościowej, prowadzi się analizę ekonomicz- 
ności danego rozwiązania z punktu widzenia przyjętego kryterium 
oceny jakości konstrukcji. Pozwala to na otrzymanie rozwiązania 
najlepszego z wszystkich istniejących wariantów opisywanych da­
nym modelem matematycznym, będącym przeniesieniem konstrukcji 
rzeczywistej w odpowiadający jej model obliczeniowy, zapisany 
w postaci symboli matematycznych i wyrażeń algebraicznych.

Porównując projektowanie konstrukcji optymalnych z projekto­
waniem tradycyjnym należy podkreślić fakt, że istnieje szereg 
problemów konstrukcyjno-projektowych, w których optymalizacja 
jest elementeiS niezbędnym i w zasadniczym stopniu ułatwiającym 
pracę projektanta. Należą do nich między innymi:

- projektowanie konstrukcji wielokrotnie powtarzalnych, w któ­
rych efektywność rozwiązań zależy od-możliwości wykorzystania 
danego projektu w wielu przypadkach eksploatacyjnych,

! I
- projektowanie konstrukcji o dużej liczbie czynników kształtu­

jących oraz wymagań wynikających z norm i przepisów,

- projektowanie konstrukcji, dla których otrzymanie rozwiązania 
jednoznacznie najlepszego z punktu widzenia jej przydatności 
eksploatacyjnej jest celem nadrzędnym.)

Reasumując należy stwierdzić, że dążenie do opracowania syste­
mów lub programów projektowania konstrukcji optymalnych, jest
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zgodne z najnowszymi tendencjami istniejącymi w pracach nad me - I
todami automatyzacji procesu projektowania konstrukcji budowla­
nych.*

Według klasycznej analizy statycznej opartej na liniowej teo - 
rii prętów sprężystych z uwzględnieniem zasady zesztywnienia, rów­
nania równowagi konstrukcji formułowane są dla nieprzemieszczają­
cej się konfiguracji węzłów. Podejście powyższe nie oddaje w peł­
ni rzeczywistego zachowania się konstrukcji pod obciążeniem, na­
wet w przypadku układów nie wykazujących skłonności do dużych 
przemieszczeń, dużych odkształceń lub pracujących w przedkrytycz -
nym stanie równowagi. Rozwój komputerowych metod obliczeniowych 
umożliwia w znacznie szerszym niż dotychczas,zakresie, zwłaszcza
w odniesieniu do konstrukcji o dużej liczbie stopni swobody,

4'1

uwzględnienie w analizie statycznej efektów związanych z teorią, 
w której równania równowagi budowane są dla odkształconej posta­
ci konstrukcji. Jest to pewien istotny krok naprzód ku zwiększeniu 
dokładności projektowania konstrukcji prętowych.
Niewątpliwie jest więc koniecznym, w oparciu o istniejący i pro­
ponowany przez autora rozprawy aparat teoretyczno-obliczeniowy, 
wprowadzenie elementów optymalizacjiianalizy statycznej opartej 
na teorii'II rzędu do procesu projektowania prętowych konstrukcji 
budowlanych.

Niniejsza praca składa się z siedmiu rozdziałów. \^fozdziale 
drugim przedstawiono zasadniczą różnicę między licową analizą 
konstrukcji oraz analizą opartą na teorii II rzędu oraz omówiono 
rodzaje efektów geometrycznych / tylko takimi efektami nielinio - 
wości zajęto się w pracy /, których uwzględnienie w analizie sta- 
tycznej prowadzi do'analizy drugiego rzędu. Podano również ogól­
ne sposoby rozwiązywania konstrukcji ram z uwzględnieniem wymię - 
nionych efektów. W rozdziale tym sformułowano również cel i tezy 
pracy oraz przedstawiono wykaz podstawowych^ oznaczeń stosowanych- 

w pracy.

W rozdziale trzecim przedstawiono założenia dotyczące rozważa­
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nych konstrukcji, a związane z proponowanym modelem optymaliza - 
!

cji^dyskretnej• Podano również postacie elementów modelu matema­
tycznego optymalizacji takich, jak zmienne decyzyjne i parametry, 
obciążenia konstrukcji, zbiór ograniczeń oraz funkcja celu i kry- 
terium optymalności.

<i

Rozdział czwarty zawiera ogólny opis stosowanej metody analizy 
statycznej opartej na teorii sieci oraz szczegółowe omówienie wy­
branych efektów geometrycznej nieliniowości. Podano w nim posta­
ci zmodyfikowanych elementów macierzy sztywności oraz proponowane 
metody uwzględnienia wybranych efektów w procesie analizy staty­
cznej. Dokonano również porównania wyników / przemieszczenia, si­
ły wewnętrzne, naprężenia / analizy statycznej liniowej i uwzglę­
dniającej wpływy omówionych efektów.

W rozdziale piątym przedstawiono opis oraz algorytmy stosowa - 
nej matematycznej metody poszukiwania optymalnych wartości wekto­
ra zmiennych decyzyjnych* Zastosowano technikę "backtrack", któ­

ra umożliwia1przeszukiwanie obszaru zmiennych decyzyjnych o war­
tościach dyskretnych..

W rozdziale szóstym opisano algorytm programu optymalizacji 
zbudowanego według podstaw teoretycznych przedstawionych w roz­
działach 3, 4 i 5* W rozdziale-tym przedstawiono również wyniki 
optymalizacji wybranych przykładów ram, zarówno dla liniowej ana­
lizy statycznej, jak i analizy drugiego rzędu oraz ich porównanie.

7/nioskjL wypływające z podsumowań wyników otrzymanych w kolej - 
nych etapach pracy oraz wnioski końcowe zamieszczono w siódmym 
rozdziale pracy, w I

Drugą część pracy stanowi Załącznik, w którym przedstawiono 
opisy oraz wydruki opracowanych programów oraz wydruki przy kła - 
dów obliczeniowych.
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2. WPROWADZENIE

2.1 * Przedmiot i zakres pracy

Przedmiotem niniejszej pracy jest optymalizacja wybranego ty­
pu ram stalowych zbudowanych z prętów blachownicowych. Przedsta­
wiono v/ niej matematyczny model dyskretnej optymalizacji ram z 
położeniem nacisku na jego zastosowanie w praktyce projektowej. 

V/ procesie analizy statycznej dążono do uwzględnienia efektów 
wynikających z wpływu przemieszczeń konstrukcji na rozkład sił 
wewnętrznych w zakresie teorii II rzędu.

Teoria i' rzędu, z*zastosowaniem której rozwiązuje się zadanie 
równowagi dla pręta nieodkształconego, opiera się na elemcntar - 
nych teoriach zginania, skręcania swobodnego i nieswobodnego, do­
tyczących pręta cienkościennego. W zagadnieniach teorii I rzędu 
zestawia się więc równania równowagi dla elementu nieodkształco­
nego. Takie podejście można jednak stosować tylko w przypadku 
konstrukcji, w których odkształcenia elementów mają niewielki 

wpływ na siły wewnętrzne i przemieszczenia. Jednakże, gdy 
mamy do czynienia z badaniem nośności konstrukcji na wyboczenie 
lub jej stateczności oraz gdy chcemy, w obszarach przCdkrytycz - 
nych pracy konstrukcji, dokładniej określić rozk^d sił wewnętrz­
nych lub zachowanie się konstrukcji pod obciążeniem, należy roz­
wiązać zagadnienie równowagi konstrukcji odkształconej z zasto­
sowaniem teorii II rzędu. Oznacza to, że równania równowagi w za­
gadnieniach teorii,II rzędu budowane są dla elementu odkształco­
nego.

W analizie konstrukcji można uwzględniać nieliniowości fizycz­
ne / materiałowe /, nieliniowości geometryczne oraz nieliniowości 
typu "dużych odkształceń” [23] . W niniejszej pracy skoncentrowa­
no się wyłącznie na nieliniowościach typu geometrycznego.

Do efektów geometrycznych;wpływających ^arówno na wytrzymałość, 
jak i stateczność konstrukcji,można zaliczyć wg [9] :

1 wpływ sił osiowych na sztywność giętną elementów,
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2 efekt poziomych przemieszczeń węzłów / tzw. efekt A-P /,
3 ° zmiany w długości cięciwy elementu 'wynikające ze ściskania

i zginania,
4 ° imperfekcje geometryczne, 

o ' ,5 różnice między wymiarami przekrojów poprzecznych przyjmowa­
nych z katalogów i wykorzystywanych•w obliczeniach a wymia­
rami rzeczywistymi,

o '6 różnice w wymiarach wynikające z tolerancji montażowych,
7 ° deformacje poprzeczne elementów, 

o ' >8 wyboczenie lokalne elementów, 
~.o . _ •9 wyboczenie ramy z płaszczyzny.

Sposoby uwzględniania wymienionych efektów w analizie statycz­
nej ram, polegające na modyfikacjach elementów macierzy sztywnoś
ci pręta lub konstrukcji przedstawiono w ślad za
opracowaniem Birnstiela ii. .

Uwzględnienie wpływu sił osiowych sprowadza się do zamiany
współczynników w macierzy [k^j odnoszących się do sztywności gię- 
tnej oraz skrętnej odpowiednimi wartościami funkcji statecznoś - 
ci / S i 0 / w przypadku pierwszym oraz funkcji stateczności skrę­
tnej / T / w przypadku drugim...

Efekt poziomych przemieszczeń węzłów uwzględnia się pop*rzez

zapisywanie równań równowagi ramy dla jej przemieszczonej posta­
ci. Rozwiązanie takie wymaga prowadzenia iteracji, w której na 
każdym kroku postać macierzy transformacji jest zależna od współ­
rzędnych węzłów otrzymanych w poprzednim kroku obliczeń.

Podobnie,jak wyżej wymieniony efekt, uwzględnia się również 
wpływ zmian długości cięciwy pręta.

Kolejny efekt, związany z. imperf akcjami geometrycznymi może 

być uwzględniony przez założenie węzłów na podlegającej od teore­

tycznej osi pręta i wprowadzenie modyfikacji do globalnej macie­

rzy sztywności w postaci dodatkowych macierzy , albo, bez zwię­

kszania rozmiarów' globalnej macierzy sztywności [K] , przez
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budowanie ikmj dla rzeczywistego pręta.
Podobnie można uwzględnić wpływ czynników związanych z toleran­

cjami montażowymi i przemieszczeniem konstrukcji ramy z jej płasz­
czyzny. Natomiast wpływ różnic pomiędzy rzeczywistymi wymiarami 
przekroju poprzecznego pręta a wymiarami katalogowymi przez 
przyjmowanie minimalnych wartości podawanych w katalogach.

Aby dodatkowo uwzględnić wpływ deformacji poprzecznych dokonu­
je się modyfikacji Elementów macierzy sztywności pręta przez

I ‘

wprowadzenie współczynników zależnych od sztywności pręta na zgi-
i 

nanie i sztywności przy odkształceniu postaciowym.
Najtrudniej opisać zjawiska związane z efektami takimi, jak upla­
stycznienie lub lokalne wyboczenie elementów pręta. Teoretycznie 
można je uwzględnić przez podział pręta na mniejsze elementy, 
każdy z własną macierzą sztywności i macierzą transformacji. 
II praktyce, gdy można z góry przewidzieć miejsca tych zjawisk, 
należy rozważać pręt jako niepryzmatyczny i wykorzystać metody 
związane z analizą prętów niesprężystych.

Oprócz ścisłych*metod rozwiązywania zagadnienia nieliniowej
analizy konstrukcji opartych na macierzy sztywności, 
cej oprócz macierzy sztywności sprężystej [k ,

zawierają- 
macierz

[K zależną od aktualnego II tensosztywności geometrycznej
ra naprężeń Pioli-Kirchoffa oraz macierz dużych przemieszczeń 

[k _ zależną od uogólnionych współrzędnych przemieszczeń [39 j , 

istnieją metody uproszczone, które tworzone są specjalnie w ce­
lu zastosowania ich w praktyce-projektowej. Należą do nich meto­
dy obliczeń analitycznych, jak również przeznaczone do obliczeń 
z wykorzystaniem mikro- i minikomputerów. Przykłady takich me - 
tod, opartych bezpośrednio na równaniach różniczkowych odkształ - 
conej osi pręta i stosowanych do obliczania słupów konstrukcji 
hal przemysłowych,podano w pracach [7, • Praktyczną metodę
analityczną, pcfeał również LeMessurier w pracach .^8,... 49]. .

Szeroki opis różnych uproszczonych metod uwzględniających 
wpływ niektórych efektów geometrycznej nieliniowości, zawarto w
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I

pracach Lai [45 > 46J , a Rutenberg w p/o, 71 , 72j oraz Wood
w i_82, 85] , podali założenie i techniki analizy uwzględniają - 

u ncej wpływ efektu △ -P.
"Efekt △ -P” i wpływ sił osiowych na sztywność prętów są efek­

tami geometrycznej nieliniowości, którymi zajęto się w niniej - 
szej pracy.

Zdaniem autora pracy uwzględnienie w analizie statycznej kon­
strukcji ramowych wpływu wymienionych efektów, pozwoli na otrzy­
manie rozkładu sił wewnętrznych w elementach ram bardziej zbli­
żonego do rzeczywistej odpowiedzi konstrukcji : na działanie ob--

*

ciążenia niż w przypadku stosowania analizy wg teorii I rzędu.

W tworzeniu modelu optymalizacji brano pod uwagę konieczność 
dostosowania wyników projektowania optymalnych konstrukcji zarów­
no do możliwości projektowych, jak i istniejącego asortymentu 
produkowanych elementów. Dlatego przyjęto model oparty na dyskre­
tnych wartościach zmiennych decyzyjnych, czyli w tym przypadku 

I 

wymiarach poprzecznego przekroju prętów. Jako ograniczenia, czy­
li zależności określające dopuszczalne wartości zmiennych decy - 
zyjnych, wynikające z wymagań konstrukcyjnych, wytrzymałościo - 
wych i statecznościowych, przyjęto wzory obowiązujące według aktu­
alnych norm i zaleceń 131 , 52r 6?] . V/ procesie dyskretnej syn­
tezy konstrukcji ram wykorzystano zmodyfikowaną metodę systema­
tycznego przeszukiwania możliwą do zastosowania w przypadku nie­
liniowej funkcji celu o nieliniowych ograniczeniach, a opartą 
na tak zwanej technice "backtrack”.

2.2 . Cel i tezy pracy

Głównym celem niniejszej pracy jest opracowanie algorytmu pro­
jektowania optymalnych konstrukcji ramowych z wprowadzeniem do 
analizy statycznej efektów geometrycznej nieliniowości. Cel ten 

; &
można rozbić na następujące zadania, których rozwiązanie- przed-., 
stawiono w pracy. Należą do nich:
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1° wprowadzenie do procesu analizy statycznej konstrukcji ramo - 

wych wpływów nieliniowośęi geometrycznych oraz opracowanie 
odpowiednich programów na EMC,

o M2° zbudowanie matematycznego modelu dyskretnej optymalizacji wybra­
nego typu ram poddanych działaniu jednego Okładu obciążeń z 
uwzględnieniem,zastosowania tego modelu do celów praktycznych.

W podsumowaniu rozwiązywanych zadań, opierając się na własnym 
programie optymalizacji, dokona się analizy porównawczej wyników 
optymalizacji pomijającej w analizie statycznej efekty geometry­
cznej nieliniowości oraz uwzględniającej je.

Komentując cel pracy należy stwierdzić, że autorowi chodzi o 
podanie takiego algorytmu, który miałby zastosowanie w praktyce 
projektowej i mógłby być wykorzystany do optymalnego kształtowa­
nia rzeczywistych konstrukcji budowlanych oraz mógłby podlegać 
dowolnym modyfikacjom związanym z doborem ograniczeń^ w zależnoś­
ci od żądań projektanta i wymagań przepisów i nor^.

Rozwiązując sformułowane w celu pracy zagadnienia dążyć będzie 
/ 

się do weryfikacji następującej tezy:
Uwzględnienie efektów geometrycznej nieliniowości w procesie ana­
lizy statycznej w ^znaczący sposób wpływa na przebieg i wynik opty- 

■ i ■ * ■

malizacji ram stalowych.
Tradycyjne projektowanie konstrukcji, oparte na ich analizie, 

jest ciągle podstawą, na której opiera się praca inżyniera - pro*? 
jektanta. Należy jednak stwierdzić, że dopiero wprowadzanie do pro­
jektowania metod optymalizacji, pozwala na otrzymanie rozwiązań 
obiektywnych,nie zależących iwyłącznie od intuicji i doświadczenia 
projektanta. Optymalizacja zastępuje tę część projektowania kon - 
strakcji, która polega na dobieraniu kształtów i wymiarów, a na­
stępnie na sprawdzaniu warunków wytrzymałościowych i innych. Zaga­
dnienia optymalizacji wprowadzają do zadaj, projektowych nadrzędny 

*
element, którym jest,,funkcja celu. W efekcie końcowym "zagadnienia 
optymalizacji oparte;są w znacznym stopniu na oszczędności matę - 
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riałów, przy czym oszczędność ta wynika nic tylko bezpośrednio 
z warunku minimum tworzywa, ale także z uporządkowania układów 
sił wewnętrznych i odkształceń, występujących w ustrojach opty­
malnych. Nie można bowiem twierdzić, że jedynym i podstawowym 
celem optymalizacji konstrukcji jest osiągnięcie oszczędności ma­
teriałowych i innych korzyści gospodarczych. Optymalizacja kon - 
strukcji prowadzi bowiem.do uniknięcia dowolności w obieraniu 
kształtów konstrukcji przez określenie zależności między parame­
trami kształtu, siłami wewnętrznymi i rozmieszczeniem materiału. 

W wyniku jest to jednak związane z niewątpliwymi i wielostronny-" 
mi korzyściami.” /'cytowane za A.U.Brandtem /.

Należy też zwrócić uwagę na to, że w zasadzie w niedokładny 
sposób projektuje się ramy statycznie niewyznaczalne. Wynika to 
z tego, że siły wewnętrzne oblicza się dla konstrukcji pracują­
cych w zakresie sprężystym i o’geometrycznej liniowości, a na - 
stępnie sprawdza się wytrzymałość i stateczność każdego pręta 
z ewentualnym uwzględnieniem przegubów plastycznych. Istnieją 
jednak ramy, w których występują duże siły osiowe, powodujące 
powstanie w nich efektów geometrycznie nieliniowych, w sposób 
istotny wpływających na sztywność i nośność niektórych prętów. 
Należą do hicń m.in. słupy dolnych kondygnacji szkieletowych bu­

dynków wysokich. Stosowanie do ich obliczania założeń teorii 
I rzędu może prowadzić do istotnych błędów, tym niebezpieczniej­
szych, że z reguły zaniżających rzeczywiste wartości sił prze- 
kro j owy ch•

Tak więc włączenie do projektowania zarówno metod optymali - 
zacji, jak i analizy '/statyczne j opartej na teorii II izędu, po­
zwoli na zwiększenie'dokładności i efektywności projektowania 
konstrukcji prętowych. '

2.3 • Spis oznaczeń stosowanych w pracy
2.3.1 • Oznaczenia występujące w części teoretycznej

I

AL - analiza liniowa,



ABP, ZABP
ANXS

[u ]

N, P 
T, Q 
M
E

A

S

R , R^

- analiza metodą A -i5,
- analiza uwzględniająca wpływ sił osiowych na 

sztywność giętną prętów,
- wektor sił wewnętrznych na końcach pręta w lokal­

nym układzie współrzędnych,
- wektor przemieszczeń końców pręta w lokalnym ukła 

dzie współrzędnych,
- wektor przemieszczeń węzłów w globalnym układzie 

•współrz ędnych,
- wektor obciążeń zewnętrznych działających ną wę - 

zły konstrukcji,
- wektor sił węzłowych od obciążenia równomiernie 

rozłożonego,
I 

l

- macierz transformacji,
- globalna macierz incydencji,
- macierz permutacji,
- wektor indeksów,

- macierz sztywności w lokalnym układzie współrzę­
dnych,

- globalna macierz sił sztywności sprężystej,

- macierz sztywności geometrycznej,

9 ••• - globalne nieliniowe macierze sztywności 
sprężystej

- siła osiowa,
- siła poprzeczna,
- moment zginający,
- moduł sprężystości podłużnej,
- pole przekroju poprzecznego pręta,
- moment statyczny odciętej części przekroju,
- moment bezwładności przekroju względem osi z-z

i y4r»

- wytrzymałości obliczeniowe stali na rozciąganie 
/ściskanie/i ścinanie ,
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L , L - długości wyboczeniowe pręta, 
* ।

C, S - funkcje'przeniesienia i sztywności / "carry ~over 
factors" i ”stiffness coefficients"; "stability 
functions" /,

nsn’ mst ~ wsPÓłczynniki redukcji naprężeń,
V - stosunek naprężeń krawędziowych w płytowych elemen­

tach prżekroju,
V - współczynnik Poissona,

<41 , <|>1 , , Ol - współczynniki nieliniowej macierzy sztywności,

[x],£xi, X2, X5 , X4, X5, X6^ - wektor zmiennych decyzyjnych, 

- wektor parametrów,
ORD - obszar rozwiązań dopuszczalnych,

Q > Qt, Qwg - zbiory ograniczeń,

F (x, p) funkcja celu.

2.5*2. Oznaczenia występujące w części dotyczącej opisu progra­
mów komputerowych

LP - liczba prętów ramy,
IW - liczba węzłów ramy,
LV/VZ - liczba stopni swobody węzła,

> »

DTP - liczba węzłów podporowych,
LWP liczba więzi węzłów podporowych, 
LSP =2«D7W - liczba stopni swobody węzłów pręta, 
M - liczba stopni swobody konstrukcji, 
NNS - liczba niewiadomych przemieszczeń węzłów, 
PD - parametr stosowania metody a-P, 
DP - ilość kroków iteracji metody a -P, 
ALFA - współczynnik korekcyjny w metodzie a -P, 
EPS - współczynnik dokładności metody A^-P, 

LRS - liczba rzędów’słupów, 
LPR - liczba pięter;', ramy,
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KPODP - parametr uwzględniania przesuwu podpór,
WSP1 , WSP2 -■ współczynniki w metodzie -P zależne od LR3 , 
WSO - parametr stosowania nieliniowej macierzy sztywności 

/ /,
IT.7 - ilość kr o kórz iteracji metody AN17S ,
EPS1 współczynnik dokładności metody AMMS ,
UWSO - parametr określający uwzględnienie wpływu sił osiowych 

na sztywność prętów,
OPT - parametr sterowania procesu optymalizacji,

PKS - parametr doboru sił wewnętrznych w procesie optymali­
zacji,

/ p \ */1PUWSO - parametr sterowania wprowadzania warunku (Ml /EJ y ' '

OBCR - parametr określający uwzględnianie obciążenia równo­
miernie rozłożonego,

LDP - parametr określający stosowaną metodę' △
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3. MODEL OPTYMALIZACJI! STALOWYCH KONSTRUKCJI RAMOWYCH
3 • Założenia, dotyczące rozważanych konstrukcji

V/ niniejszej pracy przyjęto następujące założenia dotyczące 
rozważanych konstrukcji a związane z przedstawianym modelem opty­
malizacji:

1° rozpatruje się konstrukcje ram płaskich zbudowane z prętów 

pryzmatycznych,
2° węzły konstrukcji'znajdują się zasadniczo w punktach przecię- 

I

cia osi prętów, można je również umieszczać w dowolnym punkcie 
na pręcie, 

o / ,3 sztywność prętów na ich długości nie ulega zmianie, lecz ist­
nieje możliwość wprowadzenia sztywniejszych elementów przywę- 
złowych przez dokonanie dodatkowego podziału pręta,

4° przyjęto założenie proporcjonalności zależności odkształceń 

od naprężeń otrzymując zadanie optymalizacji ustrojów spręży­
stych , 

o5 przyjęto, że rozważane obciążenia mają charakter statyczny;
na konstrukcję., w danym przedziale czasu, działa jeden układ 
obciążeń,

6° procesie analizy statyczne.j rozważono przypadki budowania 

równań równowagi dla założeń teorii I rzędu, jak i teorii II 
rzędu.

Zakresem rozważań objęte są stalowe ramy wielonawowc i wielopię­
trowe., zbudowane z komór prostokątnych, o elementach połączonych 
ze sobą w węzłach w sposób sztywny. Pręty ram stanowią spawane bla- 
chownice dwuteowe o przekrojach bisymetrycznych. Pozostałe, bar­
dziej szczegółowe założenia, zostaną podane w podrozdziałach odno­
szących się do poszczególnych elementów modelu optymalizacji.

3.2. Ogólne sformułowanie zadania optymalizacji ram

Optymalizacją konstrukcji budowlanych lub, używając określenia 
dokładniejszego, projektowaniem optymalnych konstrukcji budowla­

nych, nazywa się proces syntetycznego projektowania, w wyniku któ-
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rego otrzymuje się konstrukcję, która nie tylko spełnia wszyst­
kie wymagania konstrukcyjne, technologiczne i wytrzymałościowo - 
statecznościowe, ale również jest najlepszą z punktu widzenia 
przyjętego kryterium oceny jej.jakości. Podstawowymi elementami 
zadania optymalizacji konstrukcji są zmienne decyzyjne, obszar 
rozwiązań dopuszczalnych ,określany przez ograniczenia,oraz funk­
cje celu i związane 3 nią kryterium.
Konstrukcję można opisać jako zespół wielkości, z których niektó- 

I 
re mogą być w procesie optymalizacji traktowane jako zmienne.
Wielkości opisujące konstrukcję lub jej elementy, które w trakcie 
automatycznego projektowania są z góry ustalone i nie podlega­
ją zmianom,noszą nazwę parametrów projektowania j_37j . natomiast 
te, które nfe $ą narzucone jako stałe, noszą nazwę zmiennych pro­
jektowych lub zmiennych decyzyjnych. Parametry projektowe wraz ze 
zmiennymi decyzyjnymi' całkowicie określają projektowaną konstruk­
cję. Podział wielkości opisujących konstrukcję na przedstawione 
wyżej grupy jest zależny od typu rozważanej- konstrukcji, do - 
świadczeń z rozwiązywania prostszych zadań optymalizacji oraz po­
trzeb wynikających z zadania projektowego. Bardzo często przyję­
cie niektórych wielkości jako stałych, wydatnie upraszcza zada- 

-nie optymalizacji. Z fizycznego punktu widzenia określanymi jako 
zmienne decyzyjne mogą być:

1° mechaniczne lub fizyczne własności materiału konstrukcji, 
2° topologia konstrukcji US >
5° geometryczny układ konstrukcji {74] ,
4° wymiary przekroju- poprzecznego elementów konstrukcji ^5, 73] .

Z matematycznego punktu widzenia istotnym jest rozgraniczenie 
zmiennych decyzyjnych na ciągłe i dyskretne. W przypadku zmien­
nych dyskretnych o dużej liczbie wartości równomiernie rozłożo- 

, ) 
nych w określonym odstępie, bardzo często przydatna jest ich re­
prezentacja jako zmiennych ciągłych. Wówczas jako zmienne przyj- 
muje się wartości dyskretne najbliższe wartościom z rozkładu 
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ciągłego. Ze względu na to, że w tworzeniu rzeczywistych konstruk­
cji budowlanych najczęściej mamy do czynienia z elementami o 

।

skończonych wymiarach / wynika to z warunków produkcji /, stosowa­
nie zmiennych decyzyjnych o wartościach dyskretnych umożliwia 
projektowanie konstrukcji zgodnie z istniejącym asortymentem 
przekrojów* Każdy zbiór zmiennych projektowych opisuje konstruk­
cję* Jednakże jedynie niektóre zbiory tych wielkości są przydat­
ne ze względu na zadanie optymalizacji, inne mogą być nieprzyda - 
tne z powodu niespełnienia warunków konstrukcyjnych, funkcjonał - 
nych lub estetycznych. Jeśli zmienne decyzyjne spełniają nałożo­
ne na nie więzy / ograniczenia / oznacza to, że należą one do ob­
szaru dopuszczalnego. Wielkości, które muszą być spełnione noszą 
właśnie( nazwę więzów lub ograniczeń. Z fizycznego punktu widzę- • 
nia można określić dwa rodzaje więzów:

o .1 ograniczenia nałożone na zmienne decyzyjne, któ^e określają 
ich wartości z powodów innych, niż wynikających z zachowania 
się konstrukcji lub jej elementów. Koszą o/e nazwę ograniczeń 

/

projektowych, a podane są w formie jawnej i wynikają z warun­
ków funkcjonalności, wykonawstwa lub estetyki konstrukcji. 
Z tego powodu, ograniczenia te sprowadzają się do nałożenia 
określonych nieprzekraczalnych wartości / dolnych, górnych 
lub ich kombinacji / na wartości zmiennych decyzyjnych,

2° ograniczenia wynikające z wymagań dotyczących zachowania się 

konstrukcji, a dotyczące więzów nałożonych na przykład na 
naprężenia, przemieszczenia lub wytrzymałość wyboczeniową 
konstrukcji. W praktyce! projektowej ograniczenia te mogą być 
wprowadzane zarówno w sposób jawny, jak i ukryty. W jawnej 
postaci ograniczenia te występują najczęściej jako wzory po­
dawane w normach. Częściej jednak pojawiają się one w postaci 
ukrytej, w każdym jednak razie muszą fone być zapisane w po- 

>1

staći funkcji możliwych do matematycznego lub wspomaganego 
komputerem obliczenia.
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Z matematycznego punktu widzenia zarówno zmienne projektowe, jak 
i dotyczące zachowania się konstrukcji, można zapisać w postaci 
układu nierówności:

[ . W ) - 0 > i = 1 , ..., m, (3.1 )

gdzie m określa liczbę ograniczeń nierównościowych, a 
jest wektorem zmiennych decyzyjnych, lub w postaci uogólnionej:

Si ( M , ęp] o , 1=1,..., m, (3.2) 

i r i ,gdzie *;p jest wektorem parametrów.
Często też w problemach projektowania mamy do .'czynienia z ograni­
czeniami równościowymi postaci:

hi ( M * ^Pj)=°» k, (3.3)

gdzie k określa liczbę ograniczeń równościowych.
W wielu przypadkach można wykorzystać ograniczenia równościowe 

w celu eliminowania niektórych zmiennych decyzyjnych, co może 
istotnie uprościć procesy obliczeniowe. Ogólnie mówiąc ,ogranicze­
nia bywają głównie nieliniowymi funkcjami zmiennych decyzyjnych 
i parametrów. Ma to, miejsce nawet w przypadku, konstrukcji sprę - 
żystych ,rozwiązywanych metodami analizy liniowej.

Każdą ze zmiennych decyzyjnych / projektowych / można określić 
jako jeden wymiar przestrzeni projektowej, a zespół zmiennych 
decyzyjnych jako punkt tej przestrzeni. V/ przypadku dwu zmiennych 
obszar projektowy redukuje się do płaszczyzny. VI ogólnym przypad­
ku mamy do czynienia z n zmiennymi, które określają n - wymia­
rową hiperprzestrzeń,. Projekt, który spełnia wszystkie ogranicze­
nia g^ ( ^x] , ^pj nałożone na zmienne jest rozwiązaniem 

hj ( kb > M 'i = 0dopuszczalnym. Natomiast warunek określa pe­
wną powierzchnię w obszarze rozwiązań. Zespół wszystkich' możli - 
wych rozwiązań wyznacza w obszarze rozwiązań obszar rozwiązań 
dopuszczalnych, w którym poszukujemy, przy pomocy funkcji celu, 
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rozwiązania,, czyli zespołu zmiennych decyzyjnych, który z pun­
ktu widzenia przyjętego kryterium jest najlepszy.

Majczęóciej mamy do czynienia ze skończoną liczbą rozwiązań 
zawartych w obszarze rozwiązań dopuszczalnych. V/ celu określenia 
rozwiązania najlepszego należy zbudować funkcję celu, aby móc po­
równać na jej podstawie otrzymane rozwiązania dopuszczalne. 
Funkcja celu jest funkcją, której ekstremalna / minimalna lub ma­
ksymalna / wattość jest poszukiwana w procesie optymalizacji. Je­
dnym z przypadków w projektowaniu optymalnych konstrukcji budowla­
nych jest poszukiwanie minimum funkcji celu, czyli wprowadzenie 
kryterium optymalizacji, które określa cel obliczeń jako poszu­
kiwanie zespołu zmiennych decyzyjnych,dającego najmniejszą war - 
tość funkcji’ celu. Takie ustawienie zadania nie traci ogólności, 
gdyż wobec

max F ( [ , ^p^ = - min ( - F ‘ , ^p^, (3.4)

można zadanie rozpatrywać jako maksymalizację wartości funkcji 
celu. Dobór funkcji celu i kryterium optymalizacji jest jednym z 
najważniejszych zadań w budowaniu modelu optymalizacji. 
Odpowiednie matematyczne sformułowanie jej postaci pozwala na uw­
zględnianie wielu czynników wpływających na końcowy efekt proce­
su projektowania. Najpowszechniej wprowadzanymi do procesu projek­
towania są takie kryteria, jak:

1° minimum kosztu konstrukcji [3, 57, 69] , 
2° minimum objętości materiału L35, 56, 
3° minimum ciężaru konstrukcji L^5, 5o, 36] . 

Wymienione wyżej kryteria mają największe zastosowanie w zagadnie­
niach praktycznego projektowania optymalnych konstrukcji pręto - 
wych. Inne sposoby określania kryterium optymalizacji są szeroko 
analizowane między innymi w pracach pod redakcją A.Ti.Brandta [1 1 , 
1 2j .

Optymalizacja konstrukcji jest ściśle związana z mechaniką bu­
dowli oraz matematycznymi teoriami optymalizacji, a ostatnio rów­
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nież z wykorzystaniem techniki komputerowej,, Opis proponowanych 
przez autora niniejszej pracy metod analizy statycznej konstruk- 
cji oraz metod programowania matematycznego podano w dalszej czę­

ści pracy.
Opierając się na wprowadzonych pojęciach i określeniach, ogól­

ne sformułowanie zadania optymalizacji konstrukcji ramowych można 
* 

przedstawić w postaci,:

poszukiwany jest wektor zmiennych decyzyjnych taki, że:

p (£ » W)= nin p• W ] > i’*5'
Ul.£ ORD

przy spełnieniu przez ograniczeń

3.3• Model matematyczny optymalizacji
3.3.1 * Określenia zbioru zmiennych decyzyjnych i parametrów

W rozważanym zadaniu optymalizacji ram stalowych zbudowanych 
ze spawanych prętów blachownićowych, jako zmienne decyzyjne przy­
jęto wielkości opisujące wymiary poprzecznych przekrojów prętów.

YZ optymalizaćji konstrukcji prętowych jako zmienne decyzyjne 
można również przyjmować na przykład topologię i geometrię kon - 
strukcji lub sztywności prętów. Jednak wobec tego, że w pracy za­
jęto się projektowaniem ram o stałej geometrii i wręcz standarto­
wym kształcie, ^arzucanych przez warunki technologiczno-konstrukc^ 
ne, a w procesie wymiarowania, zwłaszcza w przypadku*prętów bla - 
chownicowych, decydujące znaczenie mają wymiary przekroju poprze­
cznego, to przyjęcie ich jako zmiennych projektowych jest navba" 
dziej naturalne i odpowiadające metodom projektowania.

W ogólnym przypadku dla pręta symetrycznego, dwuteowego otrz^ - 
mano sześć zmiennych decyzyjnych przedstawionych na rysunku 3/ .
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X<2

Rys. 3.1. Zmienne decyzyjne dla przekroju dwuteowego•

Dla przekroju bisymetrycznego zachodzi związek:

X3 = X1 , X4 = X2 (3.6)

i wówczas mamy do czynienia z czterema zmiennymi decyzjami: 
szerokością i grubością półek oraz wysokością i grubością środ­
nika. Wektor zmiennych decyzyjnych przyjmuje postać: 

i.

[x] = 1X1, X2, X5, xs] T (3.7}

W proponowanym przez autora pracy modelu optymalizacji przyjęto, 
że zmienne decyzyjne zmieniają się skokowo, przyjmując wartości 
dyskretne. Przedział zmian oraz wielkość przyrostów określono 
opierając się na produkowanych aktualnie grubościach blach stalo­
wych. 

• I
Wartości zmiennych decyzyjnych podlegają uaktualnieniu według 
wzoru:

X. . = X. + △ X.i+l 1 1 (3.8.)

gdzie A X^ określa przyrost wartości zmiennej.
W szeregu opracowań przyjmowano skokową zmianę wartości zmiennych 

decyzyjnych. Levey i Pu Kuan-Chen w podają metodę optymali ­
zacji ram przyjmując jako zmienne dyskretne wymiary przekrojów prę­
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tów, Annamali w pj. oraz Farkas i Sabo w ii 8j przedstawia­
ją przykłady projektowania optymalnych blachownie z dyskretną 
zmianą y/artości wymiarów opisujących przekroje poprzeczne. Podej­
ście dyskretne umożliwia znaczne zbliżenie projektowanych kon - 
strukcji do konstrukcji możliwych do wykonania.

'.7 obliczeniach optymalizacji wykorzystano metod^/programowania 
/ rozdział 5 / zwaną pod nazwą ” backtrack” i ^pisywaną w szere­
gu prac, np. 18, 24J • Opierając się na metodzie proponowa­
nej w J 8j na wartości zmiennych decyzyjnych nałożono dodatko­
we ograniczenie w postaci:'

X . - X. . = △ X .imax imm i (3.9)

gdzie q należy do zbioru liczb całkowitych.
Jako parametry przyjęto w modelu matematycznym następujące wiel­
kości:

1° stałe materiałowe / moduł sprężystości podłużnej, współ - 

czynnik Poissoną, wytrzymałość materiału /• Z tym, że dany 
przykład konstrukcji można optymalizować 'dla różnych gatun­
ków stali,

2 długości prętów, współrzędne węzłów i ich rozmieszczenie,
3 wymiary przekroju poprzecznego, o ile wprowadza się mną 

niż cztery / sześć / liczbę zmiennych decyzyjnych.
Fole przekroju pręta w funkcji zmiennych decyzyjnych przedstawia 
się według wzoru:

A = XI . X2 + XI . X2 + X5 . X6 (3.1 o)

i jest nieliniową funkcją tych zmiennych.
i

3 .3.2. Określenie obciążeń konstrukcji )

W modelu matematycznym przyjęto działanie na konstrukcję ob­
ciążeń statycznych, o charakterze deterministycznym, to znaczy 
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opartych na Wartościach podawanych przez odpowiednie normy obcią­
żeń. Rozważa się następujące rodzaje obciążeń:

1° momenty i siły skupione 

oraz na pręcie,
2° obciążenie'równomiernie

5 obciążenia wynikające z 
podporowych.

działające w^ węzłach konstrukcji

rozłożono na pręcie, 

wymuszenia przemieszczeń węzłów

Założono również, że obciążenia zewnętrzne działają w płaszczyź­
nie symetrii pręta i w płaszczyźnie ramy. Znaki obciążeń zewnę­
trznych w globalnym układzie współrzędnych przedstawiono na ry­
sunku 5.2.

Rys. 3.2. Znaki obciążeń zewnętrznych w 
współrzędnych

globalnym układzie

3 .3.3. Określenie ograniczeń - obszar rozwiązali dopuszczalnych

Obszar rozwiązań dopuszczalnych określa.ją ogólne warunki opi­
sane wzorami (3.2.) i (3.3.) • Więzy projektowe, nałożone bez­
pośrednio na zmienne decyzyjne, reprezentowane przez górne i dol­

ne ograniczenia ich wartości,oraz wartość zmiany ich przyrostu,



mb ją postać:

X . . X .imm i X .imax (3.11)dla A X . , i ’

imax = Zi X -1 2q

Ąrugim rodzajem więzów są ograniczenia dotyczące zachowania się 
konstrukcji i podane, są one w postaci zależności funkcyjnych. 1 .• 
leżą do nich ograniczenia'nałożone na przemieszczenia, na state­
czność globalną konstrukcji, ograniczenia wytrzymałościowe oraz 
odnoszące się do stateczności lokalnej.x
7/śród ograniczeń przemieszczeniowych można wyróżnić więzy okne - 
ślające maksymalne wartości poziomych przemieszczeń węzłów swo­
bodnych postaci:

V , xcop

dotyczą

V 3 •zdopi

gięcie i-tego 
czaną według.

jp X* U <i t 

167 1
COpl

co

1 y

i 3

Drugie ograniczenia 
pisać w postaci:

V* . < zi

gdzie V* . oznacza 1 ° zi
wartość ugięcia obi
W procesie analizy statycznej wprowadzono metodę obliczeniową 1 
dzięki której można określić, czy rozwiązywana konstrukcja / dla 
danego wektora zmiennych decyzyjnych / zachowuje stateczność glo­
balną. Szczegółowo ideę tej metody przedstawiono w rozdziale 
4.2.5.
Najważniejsze wśród ograniczeń są ograniczenia dotyczące wy­
trzymałości i stateczności lokalnej elementów konstrukcji. 'Wszy­
stkie obliczane naprężenia i inne elementy tych o^jMniczeń okre­
śla się według r ormy. H57J oraz prac >1 , 52^/^ a także, roz­
ważali wy trzymało ściov/ych i odnoszących się do/Stateczność- '....kol­

nę j elementów blachownie.
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Naprężenia wyznaczane są w różnych punktach przekroju poprzeczne­
go pręta oraz wwęzłach konstrukcji. Dla pręta ramy płaskiej pun­
kty obliczania, naprężeń na długości pręta oraz w jego przekroju 
przedstawia rysunek 3.3.

Rys. 3.3. Punkty obliczania naprężeń

Liczba punktów obliczania naprężeń na długości pręta zależy
4

od podziału konstrukcji na węzły, przyjmując, dla konstrukcji
płaskiej, węzły w punktach połączenia prętów, otrzymano dla każ­
dego pręta dwa punkty obliczeniowe, z tym, że naprężenia są wy­
znaczane dla maksymalnych wartości sił wewnę trznych . W przekroju 
pręta wyróżniono 5 punktów obliczania naprężeń. W punktach 2 i 4 
/.zmiana przekroju pręta / obliczane są naprężenia normalne, na­
prężenia styczne oraz zredukowane. W punktach 1 i 5 obliczane są 
naprężenia normalne oraz naprężenia z uwzględnieniem wyboczenia.

VZ punkcie 3 / dla przekrojów dwuteowych, bisymetrycznychjśrodek 
ciężkości pokrywa się ze środkiem ścinania / - maksymalne naprę­
żenia styczne.
Przechodząc do szczegółowych postaci wzorów na ograniczenie przy­
jęto we wzorze (3.12^ wartość maksymalAą poziomych przemiesz­

czeń węzłów jako V. = h/5oo, gdzie ”h” oznacza wysokość kon- 
। P

strukcji od stopy dolnego słupa do poziomu rozpatrywanego węzła.
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Natomiast dla przypadków obciążenia prętów konstrukcji siłami 
zewnętrznymi rozpatrzono sposoby obliczania naprężeń wraz ze 
sprawdzaniem innych warunków ograniczających wynikających zc 
stateczności lokalnej, zwichrzenia w przypadku rygli,oraz srou - 
kłosci prętów.

W przypadku rozciągania osiowego / siła osiowa * 0, momenty 
zginające ha końcach pręta Ik = 0 / naprężenia obliczane są we­
dług wzoru:

A

W przypadku rozciągania mimośrodowego:

•n»r

5 = ---- R. (3.15)
A Wy

W przypadku ściskania / siła osiowa N. > 0 /w pierwszej kolej­
ności sprawdzana jest smukłość prętów :

25o / dla Tygli /, 13.16)

<£150 / dla słupów /, 

gdzie jest większą ze smukłości wybaczenia 
kierunkach , ,4 • Długości wyboczeniowe
pujące we wzorach:

giętnego w obu

"wy wystę-w z

zadawane są przez projektanta według odpowiednich norm . Wykorzy- 
u

stując w obliczeniach analizy statycznej wg teorii II rzędu me­
todę A-P można g82j przyjmować, że współczynniki długości wy- 
czeniowej* wykorzystywane do obliczania długości wyboczeniowych, 
są równe 1 .
Dla ściskania osiowego naprężenia sprawdza się według wzorów:

Podane wzory 3.14-3-27 zawarte są w normie [67J i przedstawiono je 
poniżej dla porządku w celu wskazania stosowanych ograniczeń wytrzy­
małościowych i statecznościowych.
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JJ . m
£ = --------------^R dla > >o,2 . z\p , (3.I8)

A

, . 1675 m .. . , . 'gdzie /*p = ”^7~ > w * współczynnik wyboczeniowy zależny od
f . \ , , 

sniukłosci względnej A = -r?---- . Wartość m obliczana jest0 v c wz zp w uJ— —i

za pomocą wzorów podanych W [31 , 52] •

Na ściskanie ze zginaniem według wzoru:

f = 0-19)
y i

oraz na wyboczenie giętne ze zginaniem według wzoru:

N . m ' M6 = —4 1,°5 .R (3.2o)

Według [_63J dla analizy drugiego rzędu naprężenia należy spraw­
dzać tylko według wzorów (3 .1-4) i (3.19) •

Dla czystego zginania = O naprężenia sprawdzane są wzorem:

M
5 = -T“ R (5.21)

\ y .

W miejscu zmiany szerokości przekroju / środnik - pas / oblicza 
się naprężenia zredukowane według hipotezy największej energii 
odkształcenia postaciowego :

r\^ + 3-l2'4 1,1 . R, (3.22)

gdzie jest naprężeniem stycznym obliczonym według wzoru:

Kolejnym ograniczeniem wprowadzanym do ORD jest ograniczanie umo­
żliwiające określenie stanu utraty płaskiej postaci zginania,
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czyli zwichrzenia belki. Opierając się na tablicy 11 normy 167} 
określono zależności wiążące zmienne decyzyjne oraz długości prę­
ta i rozstaw stężeń tak, aby dobrano automatycznie wymiary prze­
krojów i rozstaw stężeń spowodowały, że nie trzeba sprawdzać war­
tości naprężeń wynikających ze zwichrzenia. W proponowanym pro - 
gramie optymalizacji wprowadzono automatyczny sposób doboru roz - 
stawu stężeń, w zależności od wymagań tablicy ą67j i wartości 
naprężeń wynikających z warunków stateczności lokalnej. Metodę 
tę, wraz ze wzorami, podano w Załączniku do niniejszej pracy.

77 przypadku badania stateczności lokalnej środnika i półek sko­
rzystano z warunków przedstawionych w punkcie '/.I normy [67] 

W przypadku nie spełnienia ich przez dany wektor zmiennych decy­
zyjnych następuje sprawdzenie naprężeń według wzorów: 
- dla ścinania: ‘ ,

m

- dla zginania lub ściskania:

- dla złożonych stanów naprężeń:

a dla Y = - 1 lub Y = 1 :

Ponieważ we wzorach U (3.24) , (3.25) , (3.26) , (3.27^ oraz według 
rozdziału 7.1. |67~]J występu je.. niejawnie rozstaw żeber usztw- 
niających przyjęto warunek.na ich maksymalny i minimalny rozstaw: 

»

X6 e K L/3 (3.28)
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Sprawdzając wartości wszystkich wymienionych naprężeń/postaci 
ograniczeń wytrzymałościowych unormowano tak, aby po prawej stro­
nie we wzorach na naprężenia występowała wartość K.
Wszystkie ograniczenia opisane powyżej można zapisać w postaci 
następujących zbiorów: 
- ograniczenia projektowe:

Q = {x ; X . " ś X ó X • , Ax] , fe.29)
p l mm max J * /

- ograniczenia przemieszczeniowe:

Q+ = U : , V* V , ] , (3.2oj
tu x dop ’ z zaop' v '

- ograniczenia wytrzymałościowe i statecznościowe:

Avs =,(*»: 6 W R} (3.31)

Umożliwia-to przedstawienie zbioru rozwiązań dopuszczalnych 
w postaci:

ora = Qp Qt A Qws (5.32)

1

3.3.4. Określenie funkcji celi i kryterium optymalizacji.

W niniejszej pracy jako funkcję celu przyjęto objętość mate­
riału zużytego na wykonanie elementów konstrukcji. Funkcja ta 
składa się z dwóch elementów:

1° objętość materiału zużytego na wykonanie prętów,
2° objętość materiału zużytego na żeberka usztywniające,

I

7/ formie matematycznej funkcję celu można zapisać w postaci: 

r (w, (p])=. ę Ai(w» w) • li + ż 

gdzie:

A. - pole przekroju poprzecznego pręta, 
, , ) - długość pręta,

VŻ. - objętość materiału zużytego na żeberka, 
j j - liczba żeberek w i-tym pręcie..



- objętość materiału, zużytego na żeberka:

dzie

X6 X5 + (N

grubość iżeberka podporowego 
grubość żeberka pośredniego

ipod X5, 
0,8 . X5

O
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Dla przekroju b asymetrycznego, dwuteowego otrzymano następujące 
wzory dla pojedynczego pręta: 
- objętość , zużytego materiału:

L . (xi . X2 + XI . X2 + X5 . X6 ) • Pm j ,

- X5; . X6 . X5 . 

(3.35)

wg U 8J,

K - ilość żeberek określana z warunków wytrzymałościowych i sta­
tecznościowych.

Postać globalnej funkcji celu dla ramy o LP pr/tach przedstawia 
wz ór:

Ł [(2 X1. . X2. + X5. . X6.);+ |Ś - 2) .

. O.,8 + 2] . (xr -X5Ó . X5i . X61 (3.36)

Ze względu na otwarty charakter proponowanego modelu można roz­
szerzyć przedstawioną funkcję celu i sprowadzić ją do postaci okre­
ślającej koszt konstrukcji, na który składają się:

i
1 ° koszt materiału / sprowadzony ho iloczynu objętości zużytego 

materiału przez koszt jednostkowy /,
2 koszt spawania /'sprowadzony do iloczynu długości wykonanych 

spoin przez koszt wykonania jednostki ich długości /, 
o * , /3 koszt zabezpieczeń antykorozyjnych -malowania itp. / 'spro­

wadzony do iloczynu powierzchni malowania przez koszt jedno­
stkowy /.

1



gdzie:
§i * ciężar objętościowy materiału, 
cv>i - koszt materiału,
L - długość spoin,1 s i
c$ - koszt wykonania spoiny

- pole powierzchni elementu, 
c - koszt zabezpieczeń, a » 
i - liczba prętów.

Uwzględniając wpływ elementów pionowego zabezpieczenia przekrojów 
prętów w postaci żeberek, funkcja celu ma postać rozszerzoną o za­
leżność:

gdzie:
LŻ - długość spoin łączących żeberka z elementami blachownicy, 
PŻ - powierzchnia żeberek.
Dla przekroju bisymetry cznego otrzymano następujące postaci wzo­
rów tworzących fzory (3.37) i (3.38): 
- powierzchnia spoin dla pręta:

4 . L . X5 . o,5 [m2], (3.39;
ł

- powierzchnia spoin żeberek / pominięto zmniejsźenie długości 
spoin o długość skosów/ :

'ł

2 (X1 -X5) . 4 . o,5 . X5 + 4 . X6 . o,5 . X^ + [(X1 - X5) . 

.4 .0,4 . X5 + 4 . X6. . o,4 . X5j . (n - 2) [m2J , (3.4o)

gdzie:
grubość spoiny środnik - półka asp o,5 JX5,

grubość spoin żebro-środnik i żebro-półka:
dla żeber podporowych'a, , = o ,5 . X5.

dla żeber pośrednich a, = o,5 . o,8 . X5 = o, H 
zpos ’ ’ ’
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- powierzchnia- malowania pręta:

2 . L . ( 2 . X2 +- X1 + X1 - X5 ) + 2 . L /X6 m2j , (3.4-f )

/
powierzchnia malowania żeberek:

2 .[2 . X6 .(X1 -X5) + 2 . X5 . X6j + [2 . X6 4x1 -X5)+ X6 .

. o,s].(n -2) |m2J (5.42J

Postać globalnej funkcji celu dla konstrukcji ramowej o LP prę­
tach przedstawia wzór:

V/ proponowanym modelu optymalizacji konstrukcji ramowych autor 
pracy przyjął jako kryterium optymalizacji zarówno dla kosztu 
konstrukcji, jak i\ dla jej ciężaru, minimalizację ich wartości. 
Ze względów praktycznych i obliczeniowych w obliczeniach numery­
cznych jako funkcję celu przyjęto objętość zużytego materiału. 
Opierając się na wprowadzonych elementach optymalizacji, mate­
matyczny model projektowania optymalnych konstrukcji ramowych 
można zapisać w następującej postaci: 
znaleźć wektor zmiennych decyzyjnych jj / pkt. 3.3.1. / w ob­
szarze rozwiązań dopuszczalnych / pkt. 3.3.3. /, dla wektora pa­
rametrów |p] / pkt. 3.3.1. /, który minimalizuje wartość global­

nej funkcji celu / pkt. 3.3.4. /, czyli:
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x € ORD

3 .3.5 • Podsumowanie i uwagi

Przedstawiony matematyczny model optymalizacji płaskich ram 
charakteryzuje się nałożeniem na zmienne decyzyjne wartości dy- 
skrętnych, co stanowi bardzo istotna jego zaletę z punktu widze­
nia działalności projektowej. Umożliwienie projektantowi automa­
tycznego doboru wymiarów elementów przekroju pręta, zgodnie z 
istniejącym asortymentem produkowanych blach, daje duże możliwo- 

I

ści zarówno kształtowania konstrukcji, jak i oceny, w ramach 
przyjętego kry terium. optymalizac j i , otrzymanego rozwiązania. 

W procesie pbliczeniowym optymalizacji poddawane są wszystkie 
pręty konstrukcji, jednakże budowa modelu umożliwia wprowadzenie 
optymalizacji grupowej, to znaczy wyboru przekrojów optymalnych 
dla części prętów i identyfikacji z nimi prętów nieoptymalizo - 
wanych.
Wprowadzone ograniczenia przemieszczeniowe, wytrzymałościowe i 
stateczności lokalnej wynikają z wymagań normowych i wobec te­
go zapewniona jest zgodność otrzymanego rozwiązania z warunkami 
stawianymi przez przepisy. Jawny, w sensie postaci funkcji, za­
pis bloku ograniczeń: umożliwia nałożenie, o ile projektant tego 
zażąda, innych więzów na.zmienne decyzyjne. Mogą nimi być na 

i 
przykład ograniczenia wynikające z naprężeń spawalniczych, zmę­
czeniowych lub też wpływy korozji.
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4. ELEMENTY GEOMETRYCZNEJ NIELINIOWOŚCI W ANALIZIE STATYCZNEJ 
RAM PŁASKICH

4-1# Elementy metody sieciowej w analizie statycznej

V/ analizie statycznej konstrukcji wykorzystano metodę prze­
mieszczeń w ujęciu sieciowym. Szeroki opis technik sieciowych 
opartych na teorii' grafów i odnoszących się do procedur analizy 
statycznej konstrukcji prętowych przedstawił Pietrzak w pra­
cach [65,66] oraz Jackiewicz w [28] . Zastosowana w pracy meto­
da analizy konstrukcji ramowych oparta jest na rozwiązaniach 
przedstawionych przez Janczurę w pracach [29,30] -

Sieciową analizę statyczną ram płaskich przeprowadza się 
przyjmując następujące założenia:

1° konstrukcja ramy składa się z prostoliniowych prętów pry­
zmatycznych,

2° rozważa się przekroje dwuteowe, symetryczne i bisymetryczne, 
3° pręty ram połączone są w węzłach w sposób sztywny; ramy mo-

1 gą być zamocowane w podporach sztywno lub przegubowo, 
4 linie srodkow ciężkości przekrojów prętów połączonych w je­

dnym węźle przecinają się w jednym punkcie,
5° pomija się wpływ,odkształceń początkowych konstrukcji / im- 

perfekcji /,
6° przyjęto pracę materiału w zakresie sprężystym, 

c7 przyjęto pracę konstrukcji w obszarze przedkrytycznym,
8° dla analizy liniowej stosuje się zasadę zesztywnienia, zasada 

ta pomijana jestpw analizie II rzędu,
9° w analizie II rzędu przyjęto, że pręty są nieściśliwe i wobec 

tego pomija się wpływ ich skróceń i wydłużeń na odkształce­
nia układu; założono również, że odkształcenia układu - prze­
sunięcia i obroty węzłów, są wielkościami małymi,

10° obciężenia zewnętrzne mają charakter statyczny i działają 
w płaszczyźnie konstrukcji,

11° konstrukcja i związane z nią elementy fizyczne opisywana jest 
w dwóch układach współrzędnych: w układzie globalnym określa 
się fonologię konstrukcji, współrzędne dęzłów i obciążenia; 
vi układzie lokalnym zapisywane są transformacyjne równania 
metody przemieszczeń. Ze względu na możliwość rozszerzę- 



nia zadania na, konstrukcje przestrzenne, układ i oznaczenie 

osi zarówno dla płaskiego, jak i przestrzennego przypadku 

przedstawiono na rysunku '4.1.
/

V/ przypadku ram płaskich każdy przekrój poprzeczny ma trzy 

stopnie swobody:, dwa przemieszczenia i obrót. Dla dowolnego 

pręta dodatnie składowe sił wewnętrznych / węzłowych / i prze­

mieszczeń przedstawiono na rysunku 4.1.

Rys. 4.1. Dodatnie składowe wektorów sił wewnętrznych i prze­
mieszczeń dla pręta ramy. 

I

Początek lokalnego układu współrzędnych znajduje się zawsze

w węźle o niższym? numerze, układ osi jest prawoskrętny.

Macierz transformacji R^ 1-tego pręta z lokalnego do glo­

balnego układu współrzędnych ma postać;

(4.1)
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Opis współrzędnych końców 
s Unku 4.2.

"j" pręta przedstawiono na ry -

Kys. 4.2. Lokalny układ współrzędnych 1-tego pręta. 
।

Lokalną macierz .sztywności dla. sił wewnętrznych i przemiesz­
czeń buduje 'się opierając się na wzorach transformacyjnych przed­
stawionych między innymi w j 2o, 22, 6lQ .

Elementy macierzy sztywności prętów dla różnych typów prze­
mieszczeń końców pręta sztywno zamocowanego przedstawiono gra­
ficznie na rysunku 4.3, natomiast postać macierzy sztywności wg 
(4.2) :

- K = K, .14 41 44

12EI _____ - K = - K = K 25 52 55

O 1 l ' / •
K23 = = K26 = K32 = “ K35 = ~ K53 = * = K62 = ~ ^65

4EI (4*2.)
K = tli =• k38 66

2EI
“1"
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Lokalną macierz sztywności w przypadku uwzględnienia wpływu 
sił osiowych na odkształcenia podano w rozdziale 4.2.2. ■

Podstawową relację między przemieszczeniami węzłów a obcią­
żeniami zewnętrznymi opisuje w metodzie sieciowej równanie:

Rys. 4.3. Sztywność pręta: /i/ jednostkowa translacja ”x” węzła i, 
/2/ jednostkowa translacja ”z” węzła i, /3/ jednostkowy 

obrót "x" węzła i, /4/ jednostkowa translacja "x” węzła j 
/5/ jednostkowa translacja "z" węzła j, /6/ jednostkowy 

■ obrót "x" .węzła. /j/.
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Globalna macierz incydencji LIIJ , w podejściu prezentowanym 
w [65] , budowana jest z zastosowaniem tzw. macierzy podstawowych 

przekrojów grafu, zawierającej informację o sposobie połączeń 
węzłów i prętów oraz zwrocie osi prętów ramy. Natomiast w i 29^ 

Janczura zaproponował, -zamiast budowania pełnej macierzy [h] , 
wykorzystanie wektora wskaźników, vi którym pamiętane są numery 
elementów macierzy '.FhJ , w zależności od ich wartości. 
Wprowadzając oznaczenie:

K = H . .fi . K1, . RT , H 1 , (4.4)
l 

/

otrzymuje się uproszczoną postać równania (4.3) :

K . 7 = fi” + S . R . FL? (. ci
p” = p" + n . r . '

Rozwiązanie w postaci przemieszczeń węzłów swobodnych przed­
stawia wzór

1
7 = K"1 . P” . (4.6)

i

Rozwiązanie to jest, jednoznaczne w przypadku nieosobliwości ma­
cierzy sztywności [k] .

Wprowadzenie macierzy permutacji [b] lub wektora wskaźników [I], 
w którym pamiętane śą wiersze i kolumny odpowiadające kierunkom 
zamocowania węzłów podporowych, porządkuje macierze pk , [_ V | , L F h 
przesuwając wiersze i kolumny odpowiadające nieznanym przemiesz- 
czeniom na początek każdej z macierzy, pozwala na otrzymanie na­
stępujących związków:

..............- t---------  t j; - Z 5 I -Z
-1 -w F r ’ V T ' K ’ KP = B . I? = i-----=4. , V’= B . V = , B . K . B = ' 11 I 112

yB. “---- r------5
' ‘ j K21 I K22

gdzie:
I —|F J - zadany wektor obciążeń zewnętrznych,
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nieznany wektor reakcji,

- nieznany wektor przemieszczeń węzłów ni©podporowych, 
r J

- zadany wektor przemieszczeń podpór.

Dla konstrukcji geometrycznie niezmiennej otrzymuje się:

FZ = Kr . .V2 + K12 . V® , (4.8)

_ K21 . V + K22 . V ,

a stąd:

a dla braku przemieszczeń nałożonych na podpory:

Rozwiązanie zadania sieciowej analizy statycznej ram opisuje wzór 
na obliczanie sił wewnętrznych w węzłach prętów;

- L „L ttT _7» ^-LP A |Ir = X . R . II . B . V - P I4 • 11 /

Obierając się na podanych wzorach opracowano program o nazwie ir H
AL, AD P,.AMS . Program ten umożliwia prowadzenie obliczeń dla 

•analizy liniowej, analizy metodą a-P oraz analizy wg dokładnej 
metody II rzędu. Program jest przystosowany zarówno do wykorzys­
tania na(mikrokomputery, jak i na duże maszyny cyfrowe. 17 tabe­
lach 4.1 i 4.2 podano, porównanie wyników obliczeń przykładowej - 
ramy z rysunku 4.4, obliczonej z wykorzystaniem mikrokomputera 
Sinclair ZX-81 ń EMC Odra 1305. Celem obliczeń byłp^sprawdzenie 
dokładności obliczeń wykonanych na mikrokomputerze.
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Charakterystyki prętów
425

5“.
0n

x

PRZEK A [m2] IZ [ra4]
1 .108E-01 .3915E-3
2 .'120E-01
3 .120E-01 .5183E-3
4 . 144E-O1 ♦89O3R-3
5 .144E-O1 .89O3E-3
6 .144E-O1 .89O3E-3

Rama j ednonąwowa, dwupiętrowa. Przykład do porówna-
nia wyników analizy statycznej według programu opar­
tego na inetodzie sieciowej i STRAINS 80.

UWAGA: Różnice, w znakach’ wynikają z odmiennego przyjęcia
zwrotów osi.



T ' n nr u. 1 - •—J !LA 4.1. Przemieszczenia węzłów V
1 — —— — — — 

t

mb £m om mb <m» mb ~e mw mb mb wbt «m mb mb ..m ~m mb ~b ~b£-<.

। : i n ii t
>W MB »M «• —* M ••« —• .M -•< .M MW MB MMU f-~

11 1! '
{ Numer■ ■ Przemieszczenie AL,ADP,ANMS !? STRAINS-80 ;
i» we z ł a ’ i

! ?
1
i ii 

ł
?----------- ■------------------------------------JL
1 1

__ u 
i ------------------------- :

f

> x K i .2359892-1 ? 
j .23607-1 i

1 ; Y M ! -.745727E-3 8 -.7500E-3 ‘
?

F------------------------------- J____ L.£q21—i_______ {. -.222384E-2
MM MB MW «M MB M- MW •" MW*M «M Mm MB

t*M -M i 1 1 h liV
> 

it\
) 

łi\
) 

io
 

ko
 

i 1 iro
 

t i i ł r —

1 ! ; , x m ; .234225E-1 1
1 O X /, O ' ")

l 2 !' i m ; -.1591672-2 1 F ■ -.15902-2 ;
! ? i Prąd5 1 s -.73902OE-3 ? .79002-31 l 1
? 

ł • x M J .1O6753S-1 ii , 106317-1 ।
! 3 ! 1 ; -.443922E-3 1 -.440017-3 I
i i 0 pradj r -.208744E-2 1

J .20902-2 !
? -Ml «B MW BM WM MB — y— *•• *• MB *<w »M MB MW M» -• -w M M MM MB *M M» MB -** W W* «>M -- •— wM -W <— MMBBBW-WM.MM M|B*M MM»WM^.

t 
! ; x m t . 105S84E-1 1 * ,4 105 9 i— 1 '■■ ;

1
1

! Y M ’
j ..i CearU . ;

-.108047E-2
-.128118E-2

1 
i

—£_ l 1 \ i K i. . i-i
 -A

 
K

O
 O

 
IC

O
 CO

 
IO

 O W
i 1 1 iro

 ro
i i i i

B4
» «

M
 rt

| 5,6 j Wszystkie przemieszczenia równe zero i
i—-h—————————————————

TABELA 4.2. Siły wewnętrzne
f ------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- ------------------------------------------------------- ;------------------------------------------------- -------------- ------------------ ...

1 ' 1 1 1t It | It
’ Pręt j Węzeł *_____ ^£LXADPXANMS________ ________STRAINS-t
: ; ! NQc<i | rUcNp {M^NnO ^n]" JtOcn]

--------1--------- {--.............. . .................. ........ ........ J----------- ------ ----- ....
! 1 ! 1 ! 78.1169 !■-51.5121-151.8 ^78.11681-51.512
i I 2 !-78.1l69J 51.512 1-105.8 !78.1168'-51.512
* MMMM MM MM *M >M *• MM MM MM M* WR1 MM MB «M» MB MM «M» <M» MB wM MB MB ««B mM «• «W A» <«M «M *M ■ -B «M> M r«M *M» PMB łM MM MB «*• >W **•

i 2 11 1148.438 i 21.83? 151.81 '143.488*21.8331
! 3 !-l43.488. i -21.883157.606 !14S.438121.8831
• 3 '2 >251.512 173.117 >205.75 >251.512i78.1169
i ' 4 '-251.512 ' -78.117! 184.83 <251.512178.1169
| MM«M»«M MMMM «M |M» Mb MM mb MB mb B*ę MW MM MW MW MM MM MM MM MW «M> MW MM MM MB MM 4^B »M» Mb MW --M -« -W W-W **M .«• MW -*• -w* w* wM wM —W -» w

' 4 ' 3 151.23 ’} -136.4 '-370.4'51.2799>-136.4
i >_4 _j-52x2§ JL22ś.s^ !rSl1-2'21j;3ZS2'ćlSś-Ił-
; 5 >3 J262.09 ! 95.603 [l62.8 ”]262.09l[-95. 60
! >5 >-262.09 .> -95.603J315.2 >262.0911-95.60
B MB BM MMMM MM MB |M» MW MM SM MM MM MM MM WMt MM MM <MM MMMM Mb|mb«W WM MW MB BM MM MM MB MB BM MM M M MB^MW «M MW *M «*V ^W WW —W MB «W MM -M *W

! 6 '4 1637.91 j 129.4 J276.7 5637.908j 129.397
| J6 |-637.91 '|-129.4 >370.26 1637.903’129.397-
! .-.-.4—U———4—---- —-----4-------------- 4-------------------Ć------ —------4---- - --------

III
 

1 
1 

1 
» 

I 
1

III
 lł!l?

 
I

III
 

1 
1 

1 
1 

! 
ł

! 
’ 

> 
CM

ni occi >n<r| 
knt v-v-j 

i
i 

11—
। 

[ 
0 ki 0

 vc 1 r- r^.i oj tej co 0: r- m
 

i
i 

rei 
co 'iM

O
ł 

•coi<r 
•? 

♦cxn 
»ej 

i 
! 

I 
! 

• 'O
l 

•K
O

? m 
•» 

♦ X 
? CX

J 
•’ <0 

• 
1

I 
»I,^1 

1 
v-O

! 
V

- 
M O

<ri O
rt <0 m

? co
 

1

1 = 
I — 

1 
U

A V
-1 

U
"'* O l 

O
J co 1 

t>- 
K

- V
-
1 O

J 0- 
|

i 
O

! >: 
1 

i 
1 

i 
LO

.| 
t 

V
-? 

1 t 
! 

r-M 
i 

1



- 44

4.2. Efekty geometrycznej nieliniowości w konstrukcjac
4.2.1. W p ro wad z en i e.

Lwa pierwsze z wymienionych w rozdziale 2 efektów, których 
uwzględnieniem w analizie statycznej konstrukcji ramowych zaj to
się w dalszej części pracy, należą do efektów nieliniowość 
trycznych wynikających z działania siły osiowej na przemio cz e-
niach pręta.

Na rysunku 4.5 a przedstawiono słup ramowy poddany działaniu 
sił osiowych i poprzecznych oraz momentów zginających przyłożonych 
do końców pręta. Linia prosta łącząca końce słu 
pionową kąt a/L.

h/

Rys. 4.5 Siły działające na słup ramy

Całkowita siła poprzeczna na końcach pręt :y rzc
czywistej T oraz siły N . a/L, wynikającej z momentu powsta­
jącego v/ wyniku działania siły U na przemieszczeniu a.
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Efekty geometryczne spowodowano działaniem siły osiowej można 
rozbić na dwa typy. Pierwsze to efekty wynikające^*działania 

siły poprzecznej zwane "efektami a -P". Siła a/L powoduje 
powstanie momentu obracającego, który w konsekwencji powoduje 

zwiększenie przemieszczeń poziomych i momentu zginającego. Drugi 
typ efektów geometrycznych jest wynikiem powstania tzw. momentów / 
drugorzędnych, będących liczbowo, iloczynem siły N oraz prze­
mieszczeń cięciwy pręta. Noszą one nazwę "efektów 0 i S", gdyż 
siła osiowa działająca w ten sposób, zmienia wartości funkcji sta­
teczności "C" i "3" [20, 6j] w równaniach transformacyjnych me­

tody przemieszczeń.
77 analizie pierwszego rzędu oba te efekty są pomijane, natomiast 
analiza uwzględniająca ich wpływ nosi nazwę pełnej analizy drugie­
go rzędu [45] . i

W efekcie końcowym uwzględnienie wpływu przemieszczeń na równania 
równowagi konstrukcji, prowadzi do nieliniowego układu równali 
względem przemieszczeń i obrotów węzłów. Proponowane sposoby roz­
wiązania tego zagadnienia podano w dalszej części pracy.

4.2.2. Analiza statyczna ram według teorii II rzędu.

Wpływ siły osiowej na sztywność elementu wyraża się redukcją 
jej wartości w przypadku, gdy siła jest ściskająca i wzrostem, 
gdy siła jest rozciągająca. Przypadek pierwszy jest istotniejszy 
ze względu na możliwość wyboczenia pręta. W przypadlm sztywności «
giętnej, siła ściskająca redukuje wartość momentu potrzebną do obró­
cenia końca pręta o dany kąt. Efekt ten można uwzględnić w budowa­
niu elementów lokalnej macierzy sztywności przez zastąpienie współ­
czynników przy składnikach związanych ze sztywnością giętną odpo­
wiednio zmodyfikowanymi wielkościami, obliczonymi za pomocą tzw. 
współczynników sztywności i współczynników^przeniesienia /"stiff- 
ness coefficents” i "carry-over factors"/. Wykorzystuje się do te­
go tzw. funkcje stateczności /"stability functions"/, których po-
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stać podano między innymi w [9, 17, 20, 53, 61, 63, 64, Soj .

Pełna analiza statyczna ram, prowadzona według założeń teorii

II rzędu, opiera się na wzorach metody przemieszczeń, powstają- 
I

cych z liniowego równania różniczkowego pręta zginanego obciążo­

nego siłą osiową.Wykorzystując całkowanie tego równania otrzy­

muje się wzory na elementy lokalnych macierzy sztywności pręta 
M -

Rozważania przeprowadzone w niniejszej pracy dotyczą układów 

ramowych o prętach prostych, poddanych zginaniu w wyniku działa­

nia poprzecznego obciążenia równomiernie rozłożonego i ściskają­

cej siły osiowej.

Na rysunku 4.6 przedstawiono odkształconą postać pręta ramy 

poddanego działaniu wymienionych wyżej obciążeń.

Rys. 4.6. Odkształcona postać pręta.

Równanie różfciczkowe odkształconej osi, wychodząc z zależności

opisujących równowagę elementarnego wycinka pręta



ma postać:

4 2
EJ • + NI2 .

dx dx

Dzieląc przez EJ i podstawiając / = 

Całka ogólna tego równania ma postać:

gdzie yQ(^) jest całką ogólną równania jednorodnego o postaci:

a y (^) całką szczególną równania niejednorodnego. Dla q = 0 

całkę równania [4.16) wyrażamy za pomocą wzoru:

yols) ~ G1 + C2ł’^*^ + c5 • cos + °4 • sinA^^el

Stałe całkowania wyznaczane są z następujących warunków brzego 
wych / Rys. 4*6 /:

y (°) = yi , y ("i) = yk» y'(o)= 1 • yO) = i •‘fj.

a « 1 -TkJh-slnA)-H'Y)3(l-eos^) /
ci - yi - 5 = yi+ y —7T7---------z?"— ------------ (4-1

A 2 i 1 - cos/) -Jsm.4
I ' ■ ’



Rzeczywiste momenty zginające i siły poprzeczne w końcowych prze­
krojach pręta wy rażone są za pomocą następujących wzorów;

T?, =T,°. = ik ki

„o EJ
hk’" "£5“

^ = 1
(4.2o)

Kąty obrotu węzłów ni” oraz ”k” są następujące:

(4.21)

Uwzględniając stałe całkowanie (4*19) na podstawie 
otrzymano: *

+ Wk

Vł. 2 o)

(4.22)
„o

4KI

m O

" ytM’.
+tW4 -Mh],

gdzie:

Ml-

(sin^- cos?0 
2(1 - cos^j -^sin}

_____ ______________
2 (i - cos^) ~^sin?}

y(^= /___—sisll-—
2 (i - cosA) .■ -^sin^

2 [1 - cos/ j -/sin/
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W przypadku rozciągania odpowiednie współczynniki mają pos

sinh 9

inh”) , 9 r4.24^

ihh= - y ■ sinh} ■NI2
2(cosh')- i) - sinh^

Na rysunku 4»7:> przedstawiono przypadek sztywno zamocowanej 
I ,

na obu końcach belki ściskanej i poddanej działaniu jednostkowe­
go przemieszczenia i obrotu w i-tym węźle. Umożliwia to pokaza­
nie, które elementy lokalnej macierzy sztywności ulegają zmianie. 
Postać nieliniowej sprężystej macierzy sztywności elementu pła­
skiego przedstawia śię następująco:

EA .
K11 = I” “ “ K14 " K41 “ K44

K = c£1 . ~ = -K,e= 4.2522 ^5 25 52 55 k '

•’ T* I
K23 = • ”2 = K26 “ ^2 = ” hs = ~ K53 = " K56 = "52 = “ K65

^3 = V • -r = *66
k,6 = yi . ii = Kr

>o 1 • 65
I

Sposoby określania wartości współczynników 0^1 , 
zależą od rodzaju przyjętych założeń dotyczących powiązań między 
siłami wewnętrznymi i deformacjami zachodzącymi w pręcie. Connor 
ii.w H7., podają postać nieliniowej macierzy sztywności dla prę­

ta przestrzennego z założeniem małych obrotów węzłów i pominięciem 
sprzężenia deformacji giętnej i skrętnej. Podobne podejście zapro-
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i

ponowa! Pietraszkiewicz ii.ws64j , gdzie pominięto sprzężenie 
deformacji giętnej w obu płaszczyznach głównych oraz deformacji 
giętnej i skrętnej, ha także wpływy związane ze zmianą parametrów 
geometrycznych układu i sprzężenie sił wewnętrznych. '7 pracy 
tej, podobnie, jak Gere w p22] , podano postać współczynników 
dla pręta ściskanego i rozciąganego. Identyczne podejście repre­
zentują prace Tranberga [pój i Pałkowskiego i 62] , natomiast 

Birnstiel ii.w pracy M ^opisującej czynniki wpływające na sta­

teczność konstrukcji ramowych, dodatkowo uwzględniają wpływ sił 
osiowych na sztywność skrętną.
Opierając się na informacjach zawartych w omówionych pracach oraz 
wzorach podanych przez Nowackiego । 61J , Krynickiego j43ś i Galam- 
bosa i_2qi , określono postacie współczynników w macierzy sztywnoś­
ci. Przedstawiono je w tabeli 4.3*
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Rys. 4.7. Sztywność pręta zginanego 
* * ■ ;

kowa translacja "z" węzła 
”x” węzła i; / dla węzła 

i ściSkanego: /V jednost- 
i, /-/ jednostkowy obrót 

j przypadki są identyczne



Tabela 4.3. Współczynniki nieliniowej macierzy sztywności 
i

W spółczynnik
• I I
u - J °si°wej_
’ ściekanie . 1
1 11 1

zerowa 1 rozciąganie 1

c£ 1 ; 2^) ->2 ; 12 J 2 (^+4^ + ’

(^1 1 oC + (J> < 6 1

r • ol 1 4 ‘

ih: • ।
1 ( i

i
2 1

1

1

1

gdzie: »
wg wzoru (4.23), 

^9^ wg wzoru (4.24). 

Pietraszkiewicz w [641 podaje, że dla wartości N takich, że 

(NI /Ej) <0,1 wartości można przyjmować z rozwinięć asym­
ptotycznych i mają one wówczas postać:

f . 2 m2 11 . /wi2V
oL= 4 - r?- -yf- - -gy-j ....

I '1 ni2 13 [n12] / , \
2+ Tó "Ef" + ^i-/ + ••• ^’26l

Ela N-* O macierz zbudowana jak wyżej przechodzi w macierz od­
powiadającą liniowej deformacji pręta płaskiego o współczynnikach 

iwedług wzoru *• (4*2.)
Podstawiając do wzorów,; (4.22) wartości według (4.26) i pomijając, 

poza dwoma pierwszymi,'wyrazy rozwinięcia asymptotycznego, otrzyma­
no:

C 3 NI2 '
Tk 6 30“EJ“14°=#- 

ik 1
. 4 . L. 1 Ul
4-

m° =-?i “ki 1
2+ 1 N12
2+ T0“—

.1. 4 NI2 \ ..
+(4“ JOlH9 XX

3 Ni \
30-EJ“) • 1

^ki- ”r{(6- JO-l^l^i^kj-H6- (4.27)
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a stąd:

M^.^J_(2łVi+4.

-fs-E

4 NI2 v . 1 NI2 3 KI2 .\ 
“30“E7_,'i 30"E7_,lk 30“J *TJ
NI2 v 4 NI2 + 3 Nl2_ v\

rEJ"’*!- ?O"EJ““,tk 50 ET *D

EJ 5 2\y (4.28

Pierwsze człony tych równań stanowią wzory dla liniowej macie­
rzy sztywności, natomiast na podstawie drugich buduje się tzw. 
macierz sztywności geometrycznej.
Przekształcając drugi człon wzoru (4*28) na Tik

2
Tfk = 30- *^1“ 30- - “2- ^’29)

otrzymano:

TIk “ 30- K1^i + 30” N1’* -11** (4-3°)

Ostatni człon w wyrażeniu (4.3o) można zapisać:

N . V = N . 
e

(4.31)

gdzie: A - przemieszczenie końców pręta 
1 - długość pręta.

Wzór (4.31) określa wartość dodatkowych'sił poprzecznych powsta­
jących na końcach pręta w wyniku działania siły osiowej na po­
ziomym przemieszczeniu; pręta - słupa ramy. Efekt ten nosi nazwę
"efektu A -P" i jest przedstawiony w rozdziale 4.2.3 niniejszej
pracy.

V/ przypadku, gdy pomija się wpływ sił osiowych na sztywność 
i MI 2 V'2

tną, tzn. gdy wyrażenie 1 , można przeprowadzać uprośz
czoną analizę II rzędu według wzorów podanych w rozdziale 4.2.3

W przypadku, gdy wyrażenie to jest większe od 1 lub, gdy chcemy
określić dokładniej rożkład sił wewnętrznych pomijając wspomnia-



ny warunek, dnalizę metodą Ą -P należy prowadzić według wzorów 
podanych w rozdziale 4*2.4f
Ponieważ1 w konstrukcjach ram wielopiętrowych najczęściej wystę- ♦
pującym przypadkiem 'obciążenia rygli jest obciążanie równomier­
nie rozłożone, uwzględniono również Wpływ s|ł osiowych ściskają­
cych i rozciągających na wartości momentów zginających pocho - 
dzących od obciążenia tego typu. Opierając się na wzorach v/ypro­
wadzonych z równań linii ugięcia pręta j43j , obliczono wyraże­
nia na siły wyjściowe pochodzące od wymienionego typu obciążc-
nia. Obliczenia przeprowadzono wykorzystując zasadę prac wirtu - 
alnych według wzorów podanych w £43] • Praca sił rzeczywistych

M.. , ik ’ , T, ,, N na przemieszczeniach wirtualnych przed- 1K KI
stawia się w postaci równania:

-^k^i -Wk +T +L -V

gdzie yW jest rzędną ugięcia całki ogólnej równania różnicz­
kowego (4«1.9) , L jest pracą siły N na skróceniu pręta, a'V pra­

cą sił wewnętrznych zginania pręta. Ponieważ za przemieszczenia
wirtualne osi pręta przyjęto linię ugięcia przy wyboczeniu,
więc w stanie równowagi obojętnej, dlatego zachodzi:

0 (4.33)

Uwzględniając ^4.19) w (4.17) linię ugięcia otrzymano w posta- 

ci:

y(s) -^k^K ^i-Si^^Sk^d), (4.34)

gdzie:

p ' \ • 3 5

'HW +^sin 0)- ^(Ak^f^jcos^ .
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Mnożąc obie stron# równania (4.32) przez JqKh 1 «dV przy­
równując współczynniki przy tych samych wyrajach w równaniach

(4.32) i (4.34) otrzymano:

Mik = - 12 J A) • a<ę.,
. i V (4.36)

Mki = a) dl5
Tik= dlf
Tki =-Ł df •

* lDla obciążenia równomiernie rozłożonego na całym pręcie:

Mik= -ql2 . M .

Tik = ql = -Tki

= rhOM - otUk 2~| •

Natomiast dla siły rozciągającej:

ć3(^ = —1- * 2
2.x L J

8 (>)= 4-

(4.39)

Tak zmodyfikowane wartości sił węzłowych wprowadza się do wektora 
obciążeń zewnętrznych [F J ,

Opierając się na przedstawionym sposobie budowania macierzy 
sztywności sprężystejwykorzystano dwiemetody analizy statycznej 
płaskich konstrukcji ramowych uwzględniające wpływ sił osiowych 
na deformację giętną prętów.

Pieiwsza metoda wykorzystuje technikę itferacyjną z zastosowa­
niem rozwiązania Newtona-Raphsona, przedstawioną między innymi.
W [*>].
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W pierwszym kroku procedury obliczane są przemieszczenia węzłów 
konstrukcji z wykorzystaniem liniowej macierzy sztywności dla ob­
ciążeń zewnętrznych\o zadanych wartościach. Następnie, w oparciu 
o obliczone przemieszczenia i siły wewnętrzne, budowana jest no­
wa macierz sztywności, w której wprowadzono zmodyfikowane współ­
czynniki w elementach odnoszących się do deformacji giętnych 
i poprzecznych. Z kolei, wykorzystując tę nową macierz sztywności 
i przemieszczenia z poprzedniego kroku, oblicza się tzw. "obcią­
żenie pozostające” /”resisting forces"/. Różnica między tymi si­
łami a rzeczywistym obciążeniem zewnętrznym,stanowi wektor nie- 
z równoważony eh. obciążeń /”unbalanced forces” / dla danego kroku 
iteracji. Następnie, dla konstrukcji obciążonej tymi niezrównowa­
żonymi siłami, g)blicza się przyrost przemieszczeń. Budując nową 
macierz sztywności w oparciu o całkowite przemieszczenia, proces' 
powtarza się do momentu, gdy zostaje osiągnięty stan, w którym 
iloraz normy obciążenia niezrównoważonego i normy obciążenia cał­
kowitego / rzeczywistego / jest mniejszy od.zadanej wartości.

Proces obliczeń można przedstawić za pomocą następujących wzo­
rów:
- pierwszy krok obliczeń: 
- i-ty krok obliczeń:

I 

W - liczba iteracji wynikająca z zadanej dokładności obli­

gdzie: Hx = K± (y^ ) Y.^

czeń określonej wzorem:

' T H. . H. 
----------- i x EPS1 , U .41 )
H . H o o

wektor obciążeń rzeczywistych,
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pijj - wektor obciążeń niezrównoważonych w i-tym kroku obliczeń, 
~ wr^or “obciążeń pozostających” w i-tym kroku obliczeń,

{V J “ wektor przemieszczeń dla liniowej macierzy sztywności, 
{Vi5 * wektor przemieszczeń całkowitych w i-tym kroku obliczeń.

Przebieg zależności przemieszczenia od obciążenia pokazano na 
rysunku 4.8, natomiast algoiytm programu na rysunku 4.9.

Rys. 4*8. Przebieg zależności przemieszczenia od obciążenia dla 
nieliniowej macierzy sztywności / metoda >Tewtona- 
Raphsona / ^
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Zadanie powyższe można również rozwiązać stosując iteracyjną me­
todę kolejnych przybliżeń [37, 25] • W metodzie tej tworzy się

ciąg rozwiązali zbieżny do ścisłego rozwiązania układu równań 
równowagi.

Charakteryzuje się ona przykładaniem do węzłów konstrukcji, w 
każdym kroku obliczeniowym, całkowitego obciążenia/zewnętrzncgo• 
Początkową wartość przemieszczeń oblicza się dlją macierzy sztyw­
ności liniowej,'w której pomija się wpływ sił osiowych na defor­
mację giętną prętów. Następnie, w oparciu o te przemieszczenia, 
oblicza się nową, nieliniową macierz sztywności i dalej, roz - 

l

wiązując kolejny układ równań, nowe wartości całkowitych prze­
mieszczeń węzła//. Na każdym kroku iteracji globalna macierz sztyw­
ności jest budowana od nowa z uwzględnieniem obliczonych w po­
przednim kroku sił normalnych w prętach i wynikających z tego 
modyfikacji elementów lokalnej macierzy sztywności.
Proces obliczeniowy prowadził się do osiągnięcia żądanej dokładnoś­
ci obliczeń, określanej za pomocą ilorazu norm obciążeń, podobnie, 
jak w metodzie poprzedniej.

Cykl obliczeń możną przedstawić za pomocą następujących wzorów:
—1- pierwszy krok oblicąeń: VQ = K~ • Hq ^4.4 2)

- i-tykrok obliczeń: V;. = K? fv. . H
1 1 l 1—1 / O

Zbieżność procesu określa wzór:

NV
ó EPS1 ,

(4.43)

gdzie: NV. = H , K.‘ [V. V. . = H - I. / obciążenie nie- 1 o 1 » 1—1 / 1—1 o 1 ' x
zrównoważone /.

Przebieg zależności przemieszczenia od obciążenia przedstawia 
zysunek 4.1.o , natomiast algoiytm obliczeń rysunek 4.11.
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Rys. 4.1o. Przebieg zależności przemieszczenia od obciąże­
nia dla nieliniowej macierzy sztywności / metoda 
kolejnych, przybliżeń dla pełnego/Obciążenia '/.
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Wpływ omawianego efektu na rozkład i wartości sił wewnętrznych w 
prętach konstrukcji ramowych, badano przeprowadzając przykładowe 
obliczenia dla konstrukcji przedstawionych na rysunkach 4.12 i 
4.13 oraz schematów obciążeń wg tabeli 4.4.
Wyniki obliczeii dla analizy liniowej i według teorii^II rzędu, 
dokonanej z wykorzystaniem obu opisanych technik^/a także porów­
nanie z wynikami analizy liniowej i analizy metodą &-?, przedsta­
wiono w tabelach Z .4.1 - 27 w Załączniku oraz w tabelach 4.5 — 
4.8 w niniejszym rozdziale.

UWAGA: Obciążenie wg tabeli 4.4
Rys. 4.12. Przykład obliczeniowy nr I / rama o sztywnym zamoco­

waniu /, nr la / rama o przegubowym zamocowaniu pod­

pór /.



- OO -

Charakterystyki pręt
9 O4]

0.
L0

o

£
0

£ 
0 
iO*

£ 
0

h

1
2
3
4
5
6
7

9
10
11
12
13
14
15

.9182-2 

.8202-2 

.8202-2 

.1202-1 

.9402-2 

.9402-2 

. 14122-1 

.12682-1

. 1268E-1Z 

. 1542-1/

26282-3 
35642-3 
35642-3 
52792-3

15645?
1564$
1682-1
2102-1
2102-1

-1
-1

.43452-3

.7018E-3 
^.60752-3
.60752-3 
.10042-3 
.80692-3 
.80692-3 
.10692-2 
.11202-2 
.11202-2

UWAGA: Obciążenie wg 
Tabeli 4.4

Rys. 4.13. Przykład obliczeniowy nr II/ rama o sztywnym zamoco
waniu /
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TiibEnA 4.4.
Schematy obciążeń ram z przykładów I, la, II

OBCIĄŻENIE 1 ’ P-,
1 1

1
.1 "4

i

L.
H2 1

4 2
1

JNr
SCHK1ATU I M 1 1 1
------ - -'H

I 1 25 ! 125 1 *loo
•

1 50 । 175 1 ■ 150
J

{

H u

II 1 loo ' 125 ’ loo 1 125 । 175 1 150 1
---------1 1

h -1 -4
III , 25 ’ 2oo ‘ loo 1 50 । 250 1 150 1

a ’
1 I

H *4
IV , loo ! 2oo

1
1 loo
1

1 127 5 -245o H - 150 J

UW AG-A:
Schematy I, II - wzrost obciążeń poziomych
Schematy I, III - wzrost obciążeń pionowych
Schematy I, IV -wzrost obciążeń pionowych i poziomych.

4.2.3. Efekt △ -P

ITazwą "efektu △-P" określa się w literaturze [j9, 27, 34, 48, 7o, 
71, 82, 8|] dodatkowe momenty i siły wewnętrzne powstające w kon­

strukcji w wyniku działania pionowych obciążeń na poziomych prze­
mieszczeniach węzłów. Siły te w znaczący sposób [9, 82] mogą wpły­

wać na wytrzymałość oraz stateczność konstrukcji ramowych. Wyńho- 
ven i Adams w f 85J stwierdzają, że wspomniany efekt wpływa na 
redukcję nośności prętów ram obliczanych w ramach teorii plastycz­
ności. Podobne wnioski zaprezentowano w pracy Springfielda ii,.

77 j oraz w Wy tycznych .. • [_86j .
Uwzględnienie dodatkowych sił opisywanych "efektem a-P" w analizie 

* —1
konstrukcji sprężystych, jest również .istotne, gdyż według [82, 83J , 
powoduje jakościową i ilościową zmianę w rozkładzie sił wewnętrz­
nych w elementach ram. Według autora niniejszej pracy wpływ ten bę­
dzie również widoczny w procesie projektowania ram optymalnych. 

Wartości efektu a-P można określać za pomocą analizy II 



- 68

rzędu [9j lub z zastosowaniem zmodyfikowanych metod analizy pierw­

szego rzędu, 'wykorzystujących stałą macierz sztywności sprężystej 
[27, 7o, 71, 82, 83] .

Ra rysunku (4 J-4 ) przedstawiono ideę obliczania dodatkowych po­

ziomych obciążeń .węzłów, odpowiadających poziomym przemieszczeniom
I

pięter ramy. Pojedynczy słup reprezentuje odpowiednie piętro kon­
strukcji. Rysunek ten przedstawia początkowy krok analizy metodą 
A -P: obliczenie tzw. sił A-P. Po konstrukcji przykładane jest ob­
ciążenie pionowe i poziome i, wykorzystając metody analizy linio­
wej, obliczane Osą przemieszczenia węzłów. Podatkowe siły poprze­
czne odpowiadające obciążeniom pionowym oblicza się według wzoru:

gdzie:
- dodatkowe siły poprzeczne,

I? - suma sił pionowych na i-tym piętrze, 

hi - wysokość piętra,

△i+1'Al - przemieszczenia poziome węzłów odpowiednio na pozio­

mie "i+1" oraz "i".'
Siły poziome / dodatkowe obciążenia węzłów /, H. , obliczane są 
jako różnica między dodatkowymi siłami poprzecznymi na kolejnych 
piętach:

<= < (4.45)

Następnie siły te są dodawane do obciążeń poziomych, odpowiednio 
na każdym piętrze, i konstrukcja ponownie poddawana jest proce­
sowi analizy statycznej. Gdy wartości na końcu cyklu Są zbli­
żone do otrzymanych w poprzednim kroku, obliczenia zostają za- 

)
kończone, a rozkład i wartości sił wewnętrznych w prętach rany 
otrzymujemy z uwzględnieniem wpływu "efektu △ -P".



- 69 -

Rys. 4.14. Siły poziome odpowiadające obciążeniom pionowym 
vz słupach konstrukcji ramowej.
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metoda opisana powyżej jest możliwa do zastosowania zarówno w 
przypadku istnienia obciążeń pionowych i poziomych, jak również 
tylko pionowych. W obu przypadkach proces obliczeń opiera się 
na tych samych równaniach. Gdy istnieją tylko obciążenia pionowe,
a konstrukcja jest symetryczna, przemieszczenia poziome mogą być 
zerowe i wówczas można wprowadzić przemieszczenia wynikające z 
niedokładności wykonania konstrukcji 027, 82] . Wg [27] siły po - 

ziome oblicza się wówczas według wzoru:

(4 .46)

gdzie:
s

- suma sił pionowych na i-tym piętrze, 
- współczynnik o wartości:

h-1 - ,A i
o,oo2 o,o1 & 4o] ,

wynikający z możliwych niedokładności montażowych 
p - współczynnik uwzględniający prawdopodobieństwo równo­

czesnego wystąpienia mimośrodów o jednakowych znakach: 
gdy konstrukcja ma więcej niż dwa rzędy słupów 
p = o ,75, w przypadku innym p = 1 ,0, wg [32].

Podane powyżej wzory można przedstawić w formie sformalizowane­
go zapisu macierzowego w postać geometrycznej macierzy sztywności. 
Podejście takie prezentują prace Rutenberga 07o, 71J oraz Pikowa 
ii^26, 27] .

Gutenberg w [jo, 72] przedstawia sposoby analizy statycznej 

uwzględniającej wpływ ”efektu △ -P" dla płaskich konstrukcji ramo­
wych z wykorzystaniem tzw. "słupów-fikcyjnych", o ujemnych wartoś­
ciach sztywności. Wprowadzając najprostsze przybliżenie geometry­
cznej macierzy sztywności, to znaczy macierzy reprezentującej efek­
ty zmian w geometrii konstrukcji, z założeniem, że pręt-siup mię­
dzy piętrami nie ulega;;odkształceniom / jest prostoliniowy /, czy­
li, że nie ma dodatkowych momentów wywołanych działaniem siły osio­
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wej, otrzymuje się warunek, że współczynniki elementów lokalnej 
macierzy sztywności są stałe.
Jest to założenie słuszne dla niewielkich wartości sił osiowych, 
tzn., gdy (NI /El ] \ C 1,0. Dla takich założeń siły poprzeczne
są obliczane według następującej relacji (4.47^

gdzie: 2 - suma sił pionowych na i-tym piętrze,
hi - vwysokość piętra, 
£ . - przemieszczenie poziome i-tego • piętra, 

geometryczna macierz sztywności.

Równanie równowagi układu ma postać: 

X - K° L (
Cr J l J

(4.49)

gdzie: [ Kj - macierz sztywności sprężystej, 
j ^3 ~ macierz sztywności drugiego rzędu 

- wektor sił poziomych.

Wykorzystując powyższe wzory Rutenberg w [ 7o : przedstawił spo­
sób uproszczonej analizy drugiego rzędu dla Niesymetrycznych kon­

strukcji przestrzennych.
Podobny sposób rozwiązania proponuje ląków w i 26 , 27 | . Opiera 

r - | u
jąc się na metodzie obciążenia początkowego 139j , przemieszczenia



oblicza się iteracyjnie według wzorów:

k — o j 1 , » , n,
gdzie: [a, ^-wektor przemieszczeń węzłów w k-tym kroku iteracji, .K.

■ [k]-macierz sztywności sprężystej,
K-l - macierz sztywności geometrycznej o postaci [4, 27 [

^3

°3

l°3

°3 °3

I3 °3 ;

°3 0 ■

gdzie: &3J 
W

- macierz
- macierz

jednostkowa 3x3,
zerowa 3x3,

h^ - długość r-tego pręta,

siła osiowa w'
ż enia

pręcie r-tym w k-tej iteracji od obcią-

C -wektor cosinusów kierunkowych.
Według autora niniejszej pracy proponowane metody są do siebie 
zbliżone i różnią się w zasadzie formalną stroną zapisu wzorów ma- 
t ema ty c z ny ch •

Opierając się na wzorach (4.44) i (4.45) opracowany został pro­

gram analizy statycznej(ram płaskich z wprowadzeniem do procesu 
obliczeniowego uwzględnienia "efektu 4-P". Proces obliczeń można 

I .

przedstawić za pomocą następujących wzorów: j
- pierwszy krok obliczeń: VQ= V-H0, (4,52)
- i-ty krok obliczeń: V. = K ~ . H . ,10 01’
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gdzie:

01 o i’

- wektor obciążeń,
IE - wektor przyrostu obciążeń w i-tym kroku, 
Hq - wektor całkowitych obciążeń w i-tym krąku;

Zbieżność procesu określa wzór:

vi '"vi-1 EPS (4‘53)

Przebieg zależnoścy przemieszczenia od obciążenia przedstawiono na 
rysunku 4*15 , a algorytm obliczeń na rysunku 4 .11 .

Dążąc do określenia wpływu "efektu a-P” na rozkład i wartości sił 
wewnętrznych w konstrukcjach ramowych, przeprowadzono szereg obli­
czeń numerycznych, które ilustrują następujące przykłady oblicze­
niowe z rysunków 4.12 i 4.13 . Badano zachowanie się wielopiętro­
wej ramy jednonawowej o podparciu sztywnym lub przegubowym, a w za­
leżności od wartości obciążeń!pionowych i poziomych oraz ilości pię- 

/ \ * /p
ter. Dla wszystkich prętów spełniony jest warunek !/ 41,0.
Wyniki obliczeń zestawiono w tabelach Z .4.1. - 27 w Załączniku 
oraz w tabelach 4.5 - tego rozdziału.

4.2.4. Przybliżona metoda analizy II rzędu / modyfikacja metody -P/

Dokładna analiza II rzędu, opisana w rozdziale 4.2.2., uwzględ­
nia, oprócz wpływu opisanego w rozdziale 4.2.3 /” ef ekt h-P także 
wpływ sił osiowych na sztywność giętną prętów. Efekt ten można rów­
nież uwzględnić w sposób przybliżony modyfikując wzory metodyk -P

(4.44) i (4.45) , przez wprowadzenie do nich współczynnika korek­

cyjnego, aproksymującego wspomniane efekty. Wówczas wzór (4.44') 
przyjmie postać:

)
Ti = (^i+i -Ai)
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Rys* 4.15* Przebieg zależności przemieszczenia od obciążenia 
dla metody ń -P.

gdzie: oC--współczynnik korekcyjny.

Dla konstrukcji obliczanych metodą naprężeń dopuszczalnych 
współczynnik ten jest stosunkiem granicy plastyczności do naprę­
żeń dopuszczalnych. Taką propozycję przedstawiają Wood ii. w 
[82, 83] , przyjmując, że cC = 1,7. W pracach , 271 lików ii., 

porównując wyniki obliczeń metodą △ -P i analizą Il^rzędu wg [64J, 
wprowadzają dla metody wymiarowania wg stanów granicznych współ­
czynnik d = 1 ,21.. Porównania te przeprowadzono/dla pojedynczych 
słupów wspornikowych obciążonych na swobodnym końcu siłą piono­
wą i poziomą ; 26 1.



Istnieje też szereg prac [45, 7oj, w których współczynnik korek­
cyjny obliczamy jest indywidualnie dla słupów lub dla danego pię- 
tra rany. Zauważono bowiem, że jest on najmniejszy (od 1,o do 1/■ i
dla pięter najwyższych, największy zaś dla pierwszej kondygnacji 
(do 1 ,2) • Takie podejście, uwzględniające wpływ zmian sztywnoś-
ci słupów na poszczególnych piętrach, wydaje się być bardziej uza 
sadnionc. Oczywiście.w przypadkach, gdy wpływy wynikające z uwzgl
dnienia “efektu A-P“ ; s
sztywność giętną, to znaczy, gdy 1---I <

i Łu /

wprowadzenie do analizy statycznej “efektu A
i

Jak wspomniano, dokładne określenie wpływu

sił osiowych na 
wy starcza tylko

[82
sił osiowych na

sz tywnoś ć giętną prętów można otrzymać za pomocą tzw. funkcji
teczności.W metodzie przybliżonej sposób ten jest mało efektywny 
gdyż nie ma możliwości bezpośredniego wyseparowania współczynników 
nieliniowej macierzy sztywności [23, 7o, Sq]. V/prowadzenie macie­

rzy sztywności geometrycznej, jakkolwiek mniej dokładniej niż nie< 
liniowa macierz sztywności, pozwala na proste określenia dodatko­
wych odkształceń w słupach, wynikających ze zmniejszenia sztywno­
ści giętnej prętów w wyniku działania ściskających sił osiowych. 
Opierając się na rys. 4.16 a, macierz sztywności geometrycznej 
przyjmuje postać:

△ a r ” f
v pó-5 -3 p !

J -34 - 1 p [ J1.551

[M* J [_-3 -1 4j [©J
*

gdzie: 0^ , - całkowite obroty końców pręta obliczone dla ana­
lizy I rzędu,

V , , II? - siła poprzeczna i momenty wynikające z pozio­
mego przemieszczenia końców słupa,

M - siła osiowa w pręcie 
h - wysokość piętra
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Rys* 4.16 /a/ Odkształcona postać słupa, /b/ aproksymacja 
linią prostą.

Porównując pracę wspomnianych dodatkowych sił na uogólnionych 
k »■

przemieszczeniach końców pręta otrzymano wzór na współczynnik 
•i

w zależności od piętra ramy:
Praba sił dla rysunku 4.1 6a wynosi:

W1 = M* . 9^ + Mg . ®2 + VA . T . h , (4.56)

a dla sił z rysunku 4.16bs.

W2 = Va ’ V * h (4.57)

Wykorzystując zależność opisaną wzorem (4 .J56) :

. h = g (36 y - 392 - 30J ,
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A ?Th / i f \M2 = IH"3 + . e2 -3. ) , (4.58)

i ~ (- 3 .Y -02 + 4 . 9, ) ,

otrzymano:

= Ph.(- 0,1 .Y - -ij 92 + To 9i) • 91 + Ph-l " o’ur+

+ Ą- s2 . -1- 61 ) . e2 + Ph.M,2 . Y - 0,1 . e2 TO,1 -&J .Y =

t ■ 1 A 2 Z= Ph.(-o,1 .Y. 01 - To 9^ + -Jo- ®1 -0’1 ®2 + To’

e 2 - -h e1 . 9 + 1,2 .Y2 - 0,1 . 9 ,y -0,1.0 .y) =

= Ph.[- o,2.(e1 + 92bY + 4ó (912 + ®22 " 0,5 • ®1 • 1 ’2 •

.Y2] (4.59)

Podstawiając 0^ = 0^/^ i 0^ = $2^ otrzymano:

2 r / - - \ 4 (- 2-21^ = PhY p + 0,2 -o,2.[ 91 + 92) - ™ (02 + e1 - 0,5 e1 •

-\7 o f r \ 2/~- - •* e2/F [ 1 + °’2-L1‘ ~ (°1 + 02'“ T” (02 + Q1 “ 0,5 • 0i ’

= Vo . h .Yp + 0,2 L1 - Pi - S2J - -3- (^2 + *i)- 0,5 •

Porównując wartości prac w obu przypadkach otrzymano:

vA .Y.h = v a . y -a o 1 ’ i. r.
a stąd:

v r Ą \ \ _ ~T
—= i= 1 + 0,2 1 -(ei + 92j- ^(S-j +,92) “0’5 • 91 • ®2
0 '■ (4.62|

Współczynnik of. obliczany jest v/ niniejszej pracy dla każdego pi^--Ł 'i
tra ramy, jako wartość .średnia współczynników oC . dla j słupów 
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i-tego piętra. Sposób ten wynika z metody obliczania dodatkowych 
fikcyjnych obciążeń poziomych metody -P, przedstawionej w roz­
dziale 4.2.3. V/ celu porównania wyników analizy statycznej wg teo­
rii II rzędu przeprowadzono, dla metod przedstawionych w punktach 
4.2.2, 4.2.3, 4.2.4, Szereg przykładowych obliczeń, których wyni- 

I
ki zestawiono w tabelach Z .4.1 - 27 Załącznika, oraz w tabelach 
4.5 - 4.3 niniejszego rozdziału.

4.3. Podsumowanie i uwagi
4.3.1. Ogólna analiza wyników obliczeń 

‘,4 ■ ’ •
A. Efekt △ -P według; 4.2.3, 4.2.4.

o , .
1 wzrost wartości sił osiowych ściskających w stosunku do AL w 

słupach po stronie•zawietrznej oraz zmniejszenie wartości sił 
osiowych w słupach po stronie nawietrznej, gdy są one ściska­
jące i ich wzrost,., gdy są rozciągające, na przykład tab. 4.7, 
kol. 4, lo / dla Z ALP /: 
słup Sil Al\T = - 23 ,79 siła ściskająca
słup 314 aN = + 25,77 %, siła rozciągająca 
słup 312 A N = + o ,86 siła ściskająca
słup 315 AŃ =t + o,83 %, siła ściskająca:

2° wzrost wartości momentów zginających w stosunku do AL we wszy­

stkich prętach, największy dla prętów niższych kondygnacji, na 
przykład tab. 4.7, kol. 4 /dla ZALP/: 
rygiel R1 o a LI = + i ,6 9 % 

rygiel R13\Ali = + 1,25 % 
s łup S11 A M = + 1,99 L

słup 312 aM = + 1',63 Ź,
o

3 wpływ "efektuA-P” jest tym większy, im większym obciążeniom 
poziomym i pionowym poddawana jest konstrukcja. Pa przykład 
dla ramy z przykładu:II otrzymano /tab. 4.7, kol. 3, 4, 9, lo /:
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rygiel Kio A U = + o,87 #, = + 1 ,o7 dla I schematu obciążeń
i odpowiednio + 1,16 i + 1,69 / dla IV schematu, 

rygiel K13 aN = -1 ,35 %, aM = + o,8o % dla I schematu obciążeń
i odpowiednio - 2,38 % i + 1 ,26 $ dla IV schematu, 

maksymalne różnice wystąpiły w słupach nawietrznych:
słup Sil aN = - 1,o4 aLI = + 1' ,62 %, aT = 1 ,59 ł dla I sche­

matu i odpowiednio - 23,79 %, + 1 ,99, -ni.,93 / dla 
IV schematu,

słup S14 aIT = + 1 ,'28 #,aM + o,75 %, aT = + o,66 % dla I 
schematu i odpowiednio + 25,77 +1 ,06 /, + o,9o %
dla IV schematu,

4° w ryglach w przypadku analizy liniowej•wzrost obciążeń piono­

wy ch/schematy I,II tab.4.4/nie spowodował różnic w wartościach 
sił wewnętrznych / R1o, R13, tab. Z .4.24, Z .4.26/, natomiast 
dla analizy metodą a -P wystąpiły niewielkie różnice wynoszące 
na przykład dla rygla R13'/ tab. Z.4.24 - 27/: aN = o,63 %, 

i
A U = + o,38 % dla wzrostu tylko obciążeń pionowych i aN =
- o,86 %, aM = + o,4o % dla równoczesnego wzrostu obu rodza­
jów obciążeń;
również dla słupów; wzrost wartości momentów zginających obli­
czanych metodą A-P jest większy niż dla AL i wynosi maksymal­
nie dla słupa S11:/tab. Z.4.24 - 27 / AII = + o, 6 9 dla wzro­
stu obciążeń pionowych i a LI = + o,63 % dla wzrostu wartości 
obu obciążeń,

5‘ wpływ "efektu A-P" jest większy dla konstrukcji smukłejszych. 
Dla ramy z przykładu I otrzymano /tab. 4.5/ następujące warto­
ści: max A N = + o,97 /R4 , kol. 4/ maxALI = + 1 ,o4./ /S5,
kol» 4/, a dla ramy'z przykładu II /tab. 4.7/:
max A U = - 2,33 % /R13 , ’ kol. 1 0/, max aM = + 1,99^^/SI1 , kol.4/ 
/oprócz przypadku skrajnego dla słupa ^14, kol/71o N = + 25,77

6° wpływ "efektuA -K"' jest większy dla konstrukcji o podparciu
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przegubowym 'niż sztywnym. Dla ramy z przykładu I /tab. 4,5/ 
otrzymano dla słupów:

max ąM = - o,72 % /S5, kol.4/, max a T.I + l,o4 % /35, kol.4/, 
a dla przykładu la /tab. 4*5/:
max A N = - 7,92 % /S5> kol.1 .o/, max A M = + 4 ,o9 % /S5 , kol.1 07

7° wpływ efektu A-l”’ jest również widoczny we wzroście naprężeń, 

co ma ważne znaczenie w procesie projektowania elementów kon­
strukcji. Dla ramy z przykładu II otrzymano maksymalne zwięk­
szenie wartości naprężeń normalnych o 1 p69 % / tab. 4,8, 
kol. 4., Rio/; dla Al naprężenia w Rio /tab. Z.4.27/ wynio- 
sły = 237.3 ITa’/ większe od R = 235 LHa o o,97%/, a dla 
ZADP /tab. Z.4.27/ = 241.3 KPa / większe od R = 235 I<Pa o
2,68 %/,

8° największy wzrost'1.wartości naprężeń normalnych w stosun’ru do 

AL zaobserwowano w ryglach i wyniósł on w przykładzie II /tab. 
4.8, R1o, kol.4/ max A = + 1,69 %, gdy dla słupów max △ £ = 

+ 1,33 % /S12, kol. 4/,

9° porównując różnice w wartościach sił wewnętrznych i naprężeń 

dla analizy ADP i ZADP zauważono, że w tej drugiej metodzie, 
vi stosunku do AL, otrzymano mniejsze wartości różnic niż dla 
ADPj na przykład max △ II wyniosły, odpowiednio dla ADP i ZADP, 
+ 2,37 % i + 1 ,99 % /tab. 4,7, kol. 2 i 4/, podobnie dla na­
prężeń otrzymano. maxAÓ = + 1 ,98 % i + 1,69 % /tab. 4.8, kol.2 
i 4/;

B. Analiza II rzędu wg 4.2.2. 
o •1 o w słupach zawietrznych ściskanych zaobserwowano wzrost war­

tości sił osiowych w stosunku do AL, mniejszy niż w przypad­
ku ADP i zbliżony w przypadku ZADP, o ^maksymalne j wartości 
△ II = + 0,86 % /tab. 4.7, kol. 4., 312/; podobny efekt zauwa­
żono v/ przypadku momentów zginających, na przykład dla 311 
AK = + 2,37 % dla ADP, + 1 ,99 % dla ZADP i + 1 ,98 % dla A1IŁS
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/tab. 4.7, kol. 2, 4, 6/;

fi 0 w słupach nawietrznych ściskanych zaobserwowano zmniejszenie 

wartości sił osiowych, a w słupach rozciąganych zwiększenie 
wartości podobnie, jak w metodzie ABP /ZABP/; podobny efekt 
zaobserwowano dla momentów zginających, z tym, że dla słupów 
ściskanych różnice między ZABP i ABS są większe niż w przypac- 
ku słupów rozciąganych;

12° największe różnice w wartościach sił wewnętrznych /sił osio­

wych/ pomiędzy ANIdS i ZABP zaobserwowano w ryglach: na-przy­
kład dla R1 2 /tab. 4.7, kol.n,/ różnica ta wyniosła + 4,36 %;

13° w ryglach efekty spowodowane przez wprowadzenie A1B.13 były prze­

ciwne niż wywołane przez "efekt △ -P" /ABP, ZABP/; na przykład 
dla rygla Pio /tab* 4.7, kol. 4,6/ dla ZABP o trzymano” 4 N== 
+ 1,16 %, a dla ANIŻIS aN = -2,49%, dla rygla HI3 / kol. 1 o ,1.2/ 
△ U = - 2,38 % i + 1 ,87 %;

4.3.2. Podsumowanie

Uwzględnienie w analizie statycznej ram "efektu A -P" i wpływu 
sił osiowych na sztywność giętną prętów przejawiło się zarówno w 
postaci jakościowych, jak i ilościowych zmian w rozkładzie i war­
tościach sił wewnętrznych w prętach badanych konstrukcji. Wszyst­
kie opisane w rozdziale 4 .3 J zjawiska i efekty mogą mieć istotne, 
znaczenie ,tale w procesie teoretycznych badań zachowania się kon­
strukcji pod obciążeniem, jak i w praktyce projektowej. Należy 
jednak z pewną ostrożnością formułować wnioski z otrzymanych wy­
ników i nie odnosić- bezkrytycznie do wszystkich rodzajów konstru­
kcji ramowych. Z drugiej strony trzeba podkreślić, że wspomniane 
efekty niewątpliwie będą miały znaczenie dla konstrukcji wysokich, 
o dużej smukłości, poddanych działaniu dużych obciążeń poziomych 
i pionowych.

/ 2 / i 1 / 9W obliczanych konstrukcjach wartość wyrażenia ęNl /PJ) była 
dla wszystkich prętów mniejsza od 1 , co według stwierdzeń *litera— 
turowy.ch [53]*, nie powoduje konieczności uwzględniania wpływu sił 
osiowych na sztywność prętów. Jednak w pracy dążono do jak naj­
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większego zbliżeni^ modelu obliczeniowego do rzeczywistej pracy 
obciążonej konstrukcji i pominięto to ograniczenie, wprowadzając 
modyfikację elementów lokalnych macierzy sztywności w przypad­
ku ANkS lub współczynnik korekcyjny w przypadku ZAD2, niezależ- 
nie od wartości wyłażenia (NI /EJ ) z . Ponieważ w efekcie koń- 

1 *

cowym różnice pomiędzy naprężeniami obliczonymi dla sił otrzy­
manych według proponowanych metod analizy II rzędu, a dopuszczal­
nymi były większe:; od określanych w normie PÓj, postępowanie 

takie wydaja się uzasadnione. 
I ■

Zaproponowane metody obliczeń okazały się efektywnymi narzędzia­
mi rozwiązywania zagadnień analizy statycznej ram płaskich wg 
teorii II rzędu. Dotyczy to zwłaszcza zmodyfikowanej metodyA-P, 
v/ której wprowadzony współczynnik korekcyjny, zależny od pię - 
tra ramy, pozwala na uwzględnienie w sposób przybliżony wpływu 
sił osiowych na sztywność giętną słupów. ICetoda przedstawiona 
w rozdziale 4.2.4* okazała się dokładniejszym przybliżeniem peł­
nej analizy II rzędu, wprowadzającej modyfikacje elementów lo­
kalnych macierzy sztywności funkcjami stateczności, niż metoda 
wprowadzająca, stały współczynnik korekcyjny dla wszystkich pię­
ter ramy. Wskazuje na to porównanie wyników obliczeń, przepro­
wadzonych wspomnianymi ‘ metodami, prz edstawion/ w tabelach 4.5- 
4.8 niniejszego rozdziału oraz w tabelach Z .3.4 - Z .3 .13 w Za­
łączniku.

Istotną zaletą wprowadzonych przybliżonych metod analizy II rzę­
du /ADP, ZAD? /, opierających się na stałej, liniowej macierzy 

sztywności, jest znaczne ograniczenie czasu obliczeń i pamięci 
operacyjnej komputera, w stosunku do metod wykorzystających nie­
liniową macierz sztywności. Opracowanie programów nie tylko na 
duże maszyny cyfrowe / ODRA 13o5 /, ale również na mikrokompute­
ry /Sinclair ZX-81 /, pozwala na ich szerokie zastosowanie za­

równo w ośrodkach dysponujących dobrym zapleczem maszyn obli­
czeniowych, jak i w indywidualnej pracy projektowej inżyniera wy- 

•|

posażonego w tzw. komputery osobiste.
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5. L1DT0DA MUMRYCZLTCJ ROZWIĄZANIA ZADANIA OPTY1ULIZACJI
5.1 • W pro wad zenie

Jak wspomniano w rozdziale 2.optymalizacja konstrukcji jest 
* 

ściśle związana z numerycznymi metodami rozwiązywania matematycz­
nego problemu optymalizacji. Dlatego też wybór metody programowa- 

I 

nia ma duże znaczenie, jeżeli chodzi o dokładne odwzorowanie mo­
delu matematycznego w rzeczywistą, projektowaną konstrukcję. Opis 
technik rozwiązywania zadania optymalizacji, zarówno analitycz­
nych, jak i numerycznych, podano między innymi w pracach ^T1, 21, 
37, 42, 54, 75^ • Do podstawowych technik należą metody programowa­

nia liniowego , k nieliniowego ,t geometrycznego , metody dynamiczne 
oraz dekompozycyjne. W żniniejszej pracy^ze względu na charakter mo­
delu matematycznego, wybrano metody wiążące techniki programowania 
nieliniowego z ograniczeniami, programowania dyskretnego oraz me­
todę dekompozycji.

Zadania programowania nieliniowego pojawiają się wówczas, gdy 
vz równaniach opisujących ograniczenia lub funkcję celu, zależnoś­
ci pomiędzy zmiehnymi decyzyjnymi występują w postaci iloczynów, 
ilorazów, potęg lub ich kombinacji. Opis metod analitycznych pro­
gramowania nieliniowego zawierają między innymi prace 11, 54J , 
natomiast przykłady optymalizacji z wykorzystaniem metod numerycz­
nych podano między innymi w pracach h3 , 18, 33!, 5 9] •

W przypadku projektowania optymalnych konstrukcji złożonych z 
dużej liczby prętów, często wprowadza się do obliczeń metody dekom­
pozycy jne. Polegają one:na rozbiciu pierwotnego zadania na szereg 
prostszych, odpowiednio ze sobą powiązanych zadań optymalizacji, 
w których występuje mniejsza liczba zmiennych decyzyjnych. Podpro- 
blemy mogą być niezależne względem siebie w sensie doboru zmien­
nych decyzyjnych, funkcji celu i kryterium optymalności. Przykła­
dy optymalizacji opartej na dekompozycji zabierają prace ]lo, 26, 
37, 58, 68, '69, 78] .

Dążąc do jak największego zbliżenia modelu matematycznego do 
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rzeczywistej konstrukcji przyjęto w niniejszej pracy zmienno de­
cyzyjne o wartościach dyskretnych. Metody numerycznego rozwiązy­
wania zadaxi optymalizacji dyskretnej podano między innymi w pra­
cach 21, 42j , natomiast przykłady optymalizacji konstrukcji prę­
towych z dyskretnym widmem zmiennych decyzyjnych zawierają prace 
r?, 1.8,1% 5?i.

W niniejszej pracy autor wykorzystał technikę optymalizacyj­
ną opartą na podziale konstrukcji na substruktury oraz metodę 

I' 

programowania dyskretnego opartą na tak zwanej technice "back- 
track” [_24j •

5»2. Rozwiązanie zadania optymalizacji z wykorzystaniem metody 
”backtrack”

Podstawy teoretyczne techniki "backtrack" podał Walker [.8 i], 
a za nim Golomb [24^ oraz Lawler [47 J i Bitner >8] . Ocenę efek­

tywności programów metody "backtrack” podał w pracy !41J Knuth. 
Przykłady wykorzystania metody "backtrack” w projektowaniu spawa­
nych blachownie dwuteowych, z założeniem minimalizacji kosztu 
elementu, przedstawiono w pracach Parkasa i Szabo [13■ oraz Anna- 
malai [3] •

Metoda ”backtrack” jest kombinatoryczną metodą programowania 
dyskretnego, możliwą do zastosowania w przypadku nieliniowej fun­
kcji celu z ograniczeniami. Metoda ta jest jednak efektywna w 
przypadku niewielkiej liczby zmiennych decyzyjnych [10 ■ . Wpro­
wadzenie w niniejszej pracy rozkładu konstrukcji na podstruktury 
(pręty) , pozwala na wykorzystanie w pełni walorów tej metody, 
gdyż maksymalna liczba zmiennych decyzyjnych dla przekroju dwu- 
teowego wynosi 6, a dla bisymetrycznego 4. Metoda "backtrack" wy­
korzystuje w poszukiwaniu wektora zmiennyih decyzyjnych, minima­

lizującego wartość funkcji celu, zmodyfikowaną technikę systema­
tycznego przeszukiwania. Dla każdej zmiennej prowadzone jest czę­
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ściowe przeszukiwanie obszaru jej zmienności i gdy wszystkie mo­
żliwości zos ta ją wyczerpane', następuje powrót do poprzedniej 
zmiennej i kolejne częściowe przeszukiwanie. W projektowaniu opty­
malnych blachownie spawanych redukcja liczby przeszukał następu­
je w wyniku wykorzystania faktu, że wartości funkcji celu osiąga 
maksimum dla maksymalnych wartości zmiennych decyzyjnych. Dlate­
go poszukiwanie optymalnego wektora, zmiennych decyzyjnych odbywa 

•się na drodze zmniejszania wartości jego składników.
Przyjmując jako funkcję celu koszt konstrukcji lub objętość 

zużytego materiału, zgodnie z modelem matematycznym / rozdział 3/, 
poszukiwany jest wektor zmiennych decyzyjnych = {xi , X2, X3 , 

X4, X5, X6^j , dla którego wartość funkcji celu osiąga minimum, 

a ograniczenia projektowe i związane z zachowaniem się konstruk­
cji są spełnione. Wektor wartości zmiennych decyzyjnych określa­
ją maskymalne /X.. i minimalne wartości oraz sta­
łe przyrosty / X^ /• mogą być one oczywiście różne dla każdej 
zmiennej decyzyjnej :. Algorytm metody "backtrack” poszukiwania 
wektora zmiennych decyzyjnych dla czterech wiólkości opisujących 
przekrój, pokazano na rysunku 5.1.
Natomiast na rys. 5.2. przedstawiono algorytm metody przeszukiwa­
nia obszaru zawierającego zmienne decyzyjne.

5.3• Przykłady testowe metody "backtrack"

W celu wykazania przydatności metody "backtrack" do projektowa- 
nia optymalnych przekrojów |belek blachownie owych przeprowadzono

. i I
kilka testów obliczeniowych. 7/ obliczeniach wykorzystano własny 
program przystosowany" do pracy w języku BASIC w mikrokomputer 
Sinclair ZX-81./patrz Załącznik rozdział 2.3/.

V/ prezentowanych (przykładach optymalizowano przekroje dwute- 
owych, bisymetryczny.ch belek zginanych, będących elementami ram 
przedstawionych na rysunkach 4.12 i 4.13. Siły wewnętrzne obli­
czono w nich z pomodą programu analizy statycznej przeznaczonego 
na mikrokomputer Sinclair ZX-81./patrz Załącznik rozdział 2.3/.
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Rys. 5.1 Algorytm metodj, "backtrack"
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Bys. 5.2. Algorytm metody "połowienia przedziału"
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Jako funkcję celu przyjęto minimum objętości ma 
ki obliczeń przedstawiono w tabelach 5.1, 5.2, 5.5

/ni-

^ABELA 5.1

•
Nazwa 

elementu
i 

i 

i

RYGIEL 1 RYGIEL 2 i

Yartość sił wewnę- 1 Np i 79 47 1
’ trznvch na końcach" 1 r

pręta 1 Tp 1 -55 -158 i
1 |Mj, rataj •t 1 Lip . 1 

r
-154 -577 1

1 Nk -79 -17 ,
I Tk' । 55 i

oo

1
Mk

1 

। -111 -51 6
i Długość pręta i
1 M i 1 L ।

। 5 5

1 1Tartość współczyn-: i MIY । 1 1 1
i ników długości wy- i H • I
i boczeniowych i MIZ 1 1 1 ’

V1 /ytrzymałość , i
stali r ~i ।

R 1 
| 21 5/3 o 5 ro

 

C
 

kj
l

1 LZ?a: ’
। ■ i 1



TABELA 5.2
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TABELA 5.3

1 Nazwa prętanaprężenie , 1 1

unormowane RYGIEL 1 । RYGIRL 2 1 RYGIEL 1 1 O
 

M t no

1__ ___ 1

i P (1,1) 194 ,5 1 213,1 1 • 194,5 1 3o4,1
1 P (1,2) g2 ; 187,5

1

1 2o7,7
1

1 187,5
1

1 295,2
• 1 x (l,3) 113,7 1 lo6,1 1 1 25 ,0 1 159,0
1 p (1,4) w I

72 . 20,5
1

35,1
1

1 20,5
i

1 39,4
. pI X (1,5) *3 1 30,5 1 ’ 53,6 1 30,5 1 62,3
1 p (1,6) £r : 1 1

1
!
I

, p (1,7) ^r' 1 1 1 /
1 p (i ,8) 1

1 & 1
I /

1 p (l,9) ^zśr1 1 1 1

• p (i,io)a '
p 1

1

1

1
1

1

1

___L 1 1

5.4. Podsumowanie i uwagi
8 ,

Lietoda "backtrack", która została wykorzystana w programie opi 
malizacji przekrojów;elementów konstrukcji ramowych, jako metoda 
systematycznego przeszukiwania., zapewnia uniknięcie problemów 
związanych z otrzymywaniem rozwiązania lokalnego. Oznacza to, żg 
otrzymane rozwiązanie, dla danego modelu matematycznego, jest roz 
wiązaniem jednoznacznym. W wyniku przeszukiwania^/ibszaru rozwią - 
zań dopuszczalnych trafiamy w minimum globalne./Na przykładach te 
stówych przedstawiono wyniki zastosowania opisanej metody do pro­
jektowania przekrojów spawanych blachownie dwuteowych.

Cechą metody "b.acktrack”' jest to, że po znalezieniu minimalnej 
, i

wartości pierwszej zmiennej decyzyjnej spełniającej, dla pozosta­
łych zmiennych o wartościach maksymalnych, ograniczenia, następu­
je przeszukanie obszaru rozwiązań dopuszczalnych dla wszystkich 
wartości tej pierwszej zmiennej pomiędzy wartością obliczoną w 
pierwszym kroku a wartością maksymalną. Wobec tego zadanie nale­

żałoby ustawiać tak,; aby ilość dyskretnych wartości pierwszej
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z optymalizowanych wielkości była jak najmniejsza. Otrzyma się 
wówczas znacznie krótszy czas obliczeń, a zatem większą efektyw­
ność programu.
Oprócz elementów związanych z metodami numerycznymi, opracowany 
program pozwala na uy/zględnienie czynników projektowych wynika­
jących. z wymagań norm i przepisów.
Znaczącą modyfikacją w stosunku do rozwiązania przedstawianego 
w jest włączenie do programu metody automatycznego dobom 
liczby żeberek usztywniających, opierając się na ograniczeniach 
zwichrzenia i stateczności lokalnej. Porównanie efektywności i 
jakości obliczeń metodą "backtrack" z innymi metodami programowa­
nia dyskretnego opisano między innymi w 08, 32}.



6. OTYHALIZACJA RAM STALOWYCH 
t I

6.1. Algorytm procesu optymalizacji

Jak wspomniano we Wstępie rozwój ETO pozwolił na zastąpienie 
tradycyjnych metod analizy i projektowania konstrukcji metodami 
opartymi na optymalizacji, czyli projektowaniem syntetycznym, Pow- 
stał wobec tego, zarówno w kraju, jak i za granicą, szereg syste­
mów obliczeniowych wykorzystujących do projektowania optymalnego 
maszyny cyfrowe. Obok systemów optymalizacji stosowanych do pro - 
jektowania dużych konstrukcji, istnieją systemy, bądź też progra­
my, którymi można dokonywać syntezy konstrukcji o niewielu stop - 
niach swobody lub wręcz ich elementów. Krótki opis takich syste­
mów podano w pracy i 3o~] .

Wykorzystując przodstawiony w rozdziale 3 matematyczny model 
dyskretnej syntezy wybranego typu ram oraz wprowadzając do anali­
zy statycznej uwzględnienie efektów geometrycznej nieliniowości 
/ rozdział 4 / i zaproponowaną w rozdziale 5 metodę programowania 

i 
opartą na technice "backtrack”, opracowano*algorytm i program opty 
malizacji. Program tenjnapisano w języku FORTRAN 1900, a jego skła 
dowe części takie, jak analizę statyczną z' elementami nieliniowo­
ści geometrycznych, program doboru optymalnych przekrojów i pro­
gram analizy wytrzymałościowej, również w języku BASIC, przysto­
sowanym do pracy na mikrokomputerze SINCLAIR Zx -81. Na.rysunku 
6.1. przedstawiono schemat blokowy procesu optymalizacji.

Przebieg obliczeń można opisać w sposób uproszczony następują­
co :

W pierwszym etapie zostają do programu wprowadzone dane doty­
czące geometrii i topologii konstrukcji, obciążeń oraz początko­
wych wartości przekrojów prętów / zmiennych”1 decyzyjnych /, to zna­
czy minimalnych i maksymalnych ich wartości oraz wartości przyro­
stu wymiarów poprzecznych. Wprowadza się również parametry steru­
jące procesem optymalizacji i wyborem metody analizy statycznej.
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V/ przypadku prowadzenia wyłącznie analizy statycznej po jej za- 
koUczeniu następuje obliczenie naprężeń w prętach d^^podanych 

przekrojów prętów.
W przypadku syntezy' konstrukcji w pierwszym kdroku analiza sta­

tyczna prowadzona jest dla początkowych, maksymalnych wartości 
zmiennych decyzyjnych. Następnie, po podziale konstrukcji na sub- 
struktury / pręty /, dokonuje się wyboru minimalnych wymiarów po­
przecznych prętów / wartości zmiennych decyzyjnych / spełniających 
ograniczenia. W wyniku tych obliczeń otrzymuje się konstrukcję, 
dla której wartość funkcji celu osiąga minimum. Następnie proces' 
analizy statycznej zostaje powtórzony dla obliczonych uprzednio 
wartości zmiennych decyzyjnych i konstrukcja ponownie podlega pro­
cesowi doboru optymalnych wymiarów prętów. Proces jest prowadzony 
do momentu, gdy otrzymane w dwu kolejnych krokach wartości global­
nej funkcji celu / objętość, ciężar lub koszt konstrukcji / nie 
różnią się od siebie więcej niż o określoną wartość przyjętą jako 
dokładność obliczeń. Wówczas następuje obliczenie maksymalnych na­
prężeń dla o trzymanych ^przekrój ów i sił wewnętrznych dla wszystkich 
rodzajów analizy statycznej. W procesie obliczeniowym można podda­
wać optymalizacji konstrukcję tylko dla jednego, wybranego układu 
sił wewnętrznych, otrzymanego z analizy liniowej, analizy NP lub 
analizy NMS.

Szczegółowy opis sposobu wprowadzania danych i wyprowadzania wy­
ników obliczeń przedstawiono w Załącznika.

6.2. Przykłady obliczeniowe.

Ze względu na dużą czasochłonność obliczeń programem optymaliza­
cyjnym ' OPTY 1, wynikającą głównie z możliwości EMC OLKA 1>o5, oprą 
cowany program dyskretnej syntezy ram testowano na przykładach pro­
stych konstrukcji. Obliczenia przeprowadzone) na EMC ODRA 13o5 w 
Centrum Obliczeniowym Politechniki Wrocławskiej, a niektóre elemen- 

: 1 t . • ' • ' .

ty programu testowano również na mikrokomputerze Sinclair ZX-31 .



6.1. Schemat blokowy procesu Optymalizacji.
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W pracy przedstawiono dwa przykłady optymalizacji stalowych 
ran płaskich. 7/ przykładzie I optymalizowano ramę jednonawową, . 
dwupiętrową, a w przykładzie II ramę pięciopiętrową. W obu przy­
padkach optymalizacji!poddano ramy, w których siły wewnętrzne obi 
czono według analizy liniowej i wybranej metody analizy II rzędu. 
Ramy przedstawiono na rysunkach 4.12 i 4.13, a obciążono je od­
powiednio według schematu IV i I / Tab. 4.4. /. V/ obu przypadkach 
ze względu na oszczędność czasu pracy maszyny cyfrowej, pominięto 
ograniczenia ugięć pionowych i poziomych. Wyniki obliczeń podano 
w tabelach 6.1 - 6.4 , a wydruki z maszyny cyfrowej w rozdziale 5 
Załącznika. e



TABELA 6.1. Wyniki”syntezy konstrukcji z przykładu I,
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TABELA 6.2. Wyniki syntezy konstrukcji z przykładu II
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Tabela 6.5. ZestawiehJLe wartości naprężeń - optymalizacja przy­
kłada I dla AL

1
1 Lamer , J Metoda analizy statycznej 1

1 pręta , Analiza AL ’
i

Analiza ALP 1

1 Maksymalna Wyko^zyst. - 1 Maksymalna , Przekroczenie 1
1 wartość na- anie naprę-’ wartość na- s naprężeń 1
1 prężenia ż eń ’ prężenia R =215 MPa ’
1 | LIP a] r । | MPal 1 z’9 1i J— _ — — 1- u. _j

1 1 1 2U,7 99,86 i 218,4 ; ‘>58 ‘
— — — — 1—

! 2 i 124,4 57,86 i 128,8 1
1— — — |—

’ $ 1 214,9 9% 95 i 218,1 ; i ,44
।

’ 4 । 213,3 99,21 ; 216 ,8 ’ 0,84 - ii
।

’ 5 , 213,8 99,44 i' 216 ,7 , 1 0,79 ।il
’ 6 i 213,6 99,35 1 216,2 1 0,56 ;

J______________________

Tabela 6.4. Zestawienie wartości naprężeń - optymalizacj 
przykładu II dla AL

L

Numer ’ , Metoda analizy st(
f

i tycznej !
f

pręta i Analiza AL ’
t 1 1

Analiza ZADP ’
i— — — — (— - 

i Maksymalna Wykorzysta-ł Maksymalna Przekroczę- ’
i wartość na- •nie naprę- i wartość na- nie naprę- ’
i prężenia* ż eń 1 prężenia żeń R=235 MPa>
< OąZI ' LMPą] L % J ’

1 i 134,6 57,28 i 138,1 — —i
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—I---------------- -------------------- ------ - 1- ------ - -1
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6.3* Podsumowanie i uwagi.

Przeprowadzone testowe przykłady optymalizacji wielopiętro­
wych ram stalowych miały na. celu wykazanie zarówno przydatności 
i efektywności, zaproponowanych, metod analizy II rzędu i techniki 
optymalizacji, jak i .określenie wpływu uwzględnienia w analizie 
statycznej efektów geometrycznej nieliniowości na przebieg i wy­
nik optymalizacji. Przeprowadzono dwa obliczenia testowe. Z pewną 1 i ' i
ostrożnością należy więc generalizować otrzymane wyniki, ale na 
podstawie osiągniętych rezultatów można sformułować uwagi, które 
niewątpliwie będą miały szersze znaczenie, tak w praktyce badaw­
czej, jak i w projektowaniu konstrukcji optymalnych.

V/ przykładzie I / rama jednonawowa, dwupiętrowa / wartość glo­
balnej funkcji celu, :to jest objętość zużytego materiału, wynio- 
sła dla optymalizacji z liniową analizą statyczną V- ~ 0.2298 m , . 
dla optymalizacji z analizą metodą & -P V = Ó.240 7 m" , a dla 
optymalizacji z dokładną analizą II rzędu V = 0.24 mg. Odpowie­
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dnio dla przykładu II / rama jednonawowa, pięciopiętrowa / uzy-
skano: V. = 0.6927 m3, V„ = 0.7004 m3 i V, = 0.6993 m3 / ta- 

i Z o
bele 6.1 , 6.2 /. Początkowa wartość funkcji celu, oczywiście dla
wektora zmiennych decyzyjnych spełniającego wszystkie ograniczę- 

3
nia, wynosiła dla I przykładu 7^. = 0.4741 m , a dla długiego 

37^1 = 1.8$o6im • W pierwszym przykładzie końcowa wartość global- 
P

nej funkcji celu zmalała odpowiednio do zastosowanych metod ana­
lizy statycznej / AL, ZABP, Ald.S / o blisko 51.5 49.2 % i -
4 9.4 %, a w przykładzie II odpowiednio o 62.8 , 62.4 / i 62.4

Otrzymane wyniki są więc znaczącymi oszczędnościami materia­
łowymi projektowanych konstrukcji prętowych w stosunku do pierwo-

I
tnie założonych. Należy jednak zwrócić uwagę na to, że otrzyma­
ne oszczędności w zużyciu materiału konstrukcyjnego, w przypadku 
określania początkowych wartości wektora zmiennych decyzyjnych 
przez doświadczonego projektanta, mogą być mniejsze niż otrzyma­
ne w niniejszej pracy. Nie jest też wykluczone, że wobec trudno­
ści we wstępnym dobprze sztywności prętów, zwłaszcza dla dużych 
konstrukcji, wartości te mogą być zbliżone do otrzymanych w pre­
zentowanych przykładach. Wspomniane efekty oszczędnościowe, z po­
wodu ich względnego charakteru,mają na pewno mniejsze znaczenie 
niż efekty wynikające ze zmian w kształcie przekroju prętów. Na 
przykład dla słupa nr 15 ramy II początkowe wymiary przekroju 
/ odpowiednio szerokość i grubość półki, wysokość i grubość śro­
dnika / wynosiły s = 6oo mm, t = 2o mm, h = 8oo mm, g = 14 mm. 
Natomiast.końcowe wymiary, w zależności od metody analizy staty­
cznej wyniosły / w mm / dla AL - 52o,l2, 710, 8; dla ZABP - 52o,
12 , 78o, 8; dla ANMS - 52o, 12, 77o, 3. Odpowiednie zmiany pola
powierzchni przekroju, w stosunku 

2
0.032 m , są następujące: dla AL F 
o 43.25 % /, dla ZABP - 0.01872 m2 
0.01864 m2 / 41 .75 /. W podobny

do wartości p o c z ąt kow ej F = 
15 - 0.01316 m / zmniejszenie 
/ 41 .5* % /, ti dla AUI.S -

spo s ób prz cds tawiają się zmia-V

ny w rozkładzie materiału, dla innych prętów przykładowych ram.
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Afekty te są o tyle istotne, że zmiany rozłożenia materiału w 
konstrukcji przyporządkowane są zmianom w wartościach i rozkła­
dzie sił wewnętrznych związanym z zastosowaną metodą analizy sta­
tycznej. Podejście itakie, w którym rozkład masy wynika ze zmian 
w wytężeniu elementów konstrukcji, pozwala na zaprojektowanie ich 
w sposób obiektywny i bezpieczniejszy niż w przypadku projekto­
wania tradycyjnegoopartego na analizie konstrukcji i pomijają­
cego wpływ przyjętej funkcji celu. Różnica objętości zużytego ma­
teriału dla analizy ZADR i AL wyniosła odpowiednio dla obu przy­
kładów = 4.76 % i = 1.11 a między ANIS i AL odpo­

wiednio = 4.45 % i ^211 = Otrzymane różnice nie
są istotnie znaczące, ale przypuszcza się, że w konstrukcjach 

ł

smukłejszych, obciążonych dużymi siłami pionowymi i poziomymi, w 
których efekty geometrycznej nieliniowości będą większe, również 
zmiany w objętości zużytego materiału będą wielkościami niepomi- 
jalnymi. Należy również zauważyć, że w przypadku uwzględniania w 
analizie statycznej elementów teorii II rzędu, otrzymano wzrost 
obj ętości materiału kpnstrukcy jnego. Wynika to z tego, że wpro­
wadzenie do optymalizacji metod analizy według teorii II rzędu, 
jako metod dokładniejszych, powoduje uwzględnienie efektów geome­
trycznej nieliniowości, -pomijarych lub upraszczanych w analizie 
liniowej niekoniecznie w stronę większego bezpieczeństwa pracy 
konstrukcji. Z porównania końcowych wyników optymalizacji dla 
przybliżonej metody analizy statycznej / ZADP / i metody dokład­
niejszej / ANMS / wyniku, że różnica między objętościami zużyte­
go materiału wynosi dla przykładu I 0.30 a dla przykładu II 
0.08 %. Zauważyć więc należy, że stosowanie obu wprowadzonych 
metod analizy według teorii II rzędu, prowadzi do bardzo zbliżo­
nych końcowych wyników, jeśli chodzi o ilość zużytego materiału.

Kolejnym efektem, ! zaobserwowanym w wyniku przeprowadzonych 
obliczeń testowych, są zmiany w rozkładzie materiału w elemen­
tach konstrukcji. Przykładowo w optymalizacji ramy I otrzymano 

następujące wartości wymiarów przekroju poprzecznego pręta^odpo-
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wiednio dla AL, ZAPP i A1ES / tabele 6.1, 6.2 /:

PR^T 5 S = 188, 220, 216 mm
t = 12,8 j 8 mm
h = 57o, 598, 6oo mm .

2
F = 79.52, 71.08, 70.56 cm

PR^T 6 S = 296, 292, 292 mm
g = 8, 12,'12 mm
h = 5,94', 6 oo, 6 oo mm

2F = 118.56, 142.08, 142.08 era

a dla ramy II uzyskano:

PRTJT 7 h = 65o, 68o, 68o mm
2F = qp.8, 85,2, 85.2 cm

PR^T 12 t = 8, 1 o, 1 o om
h = 66o, 55o, 55o mm

2F = 11 9.4, 125,5, 125.5 cni

maksymalna różnica w powierzchni przekroju pręta dla analizy 
liniowej i metody prżybliżoną wyniosła + 19.8 %. Jest to więc 
wielkość, której nie,można w żaden sposób pominąć. Zaobserwowane 

./zmiany w rozkładzie materiału w konstrukcji wynikają ze zmian w 
rozkładzie i wartościach sił wewnętrznych, które powstały w wyni­
ku uwzględnienia w analizie statycznej efektów geometrycznej nie­
liniowości. Powyższe zmiany są również powodem tego, że konstruk­
cje zoptymalizowane ^la sił wewnętrznych obliczanych według anali­

zy liniowej, nie przenoszą sił otrzymanych dla tych samych kon - 
strukcji, ale według analizy II rzędu. W przykładzie I / tabela 
6.5. / otrzymano przekroczenie naprężeń dopuszczalnych w 5 na 6 
prętów ramy, z tym, że maksymalna wartość przekroczenia wyniosła 
1.58 %, a więc mniej niż dopuszcza norma j[67j • Natomiast w przy­

kładzie II / tabela 6.4. / naprężenia zostały przekroczone w 4 
na 15 prętów, ale ich największa wartość wyniosła + 2.81 , a więc 
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więcej niż to przewiduje norma C7 obu przedstawionych pxzy- 
kładach należy zwrócić również uwagę na stopień wykorzystania wy­
trzymałości, materiału. Przykładowo dla analizy liniowej w ramie I 
maksymalny stopień wykorzystania naprężeń wyniósł 99*95 71 & mini­
malny 57.86 %. Odpowiednio w przykładzie II b trzymano 99»91 ź" i 
43.53 '7. przypadku optymalizacji z analizą statyczną według teo­
rii II rzędu otrzymano podobne rezultaty Wynikają one zarówno z 
uproszczenia polegającego na pominięciu ograniczeń przemieszczę- 
niowych, jak i z zastosowania techniki "backtrack” do poszukiwania 
wektora zmiennych decyzyjnych.

Istotny wpływ na ekońomiczność proponowanych rozwiązań syntezy 
konstrukcji prętowych ma czas obliczeń na EKC. .7 przykładzie r.n- 
ksymalna( liczba kombinacji wartości zmiennych decyzyjnych .-o- 
jedynczego pręta wynosiła ok. 13oooo, a w przykładzie II ok. 8coo. 
Konsekwencją tego były otrzymane czasy obliczeń. Dla poszczegól­
nych metod analizy statycznej i odpowiednio dla o brfprzy kładów 
otrzymano: dla AL - 2o.39 i 17.38 min., dla ZĄ£jP - 34.38’ i 
23.34 min. i dla ANW - 34.01 i 25.59 min. /z tabele 6 / , 6.2 /. 
Liczba zmiennych decyzyjnych ma więc istotny wpływ na czac obli­
czeń, gdyż z jej wzrostem czas ten znacząco wzrasta. Wynika to rów­
nież z zastosowanej metody poszukiwania optymalnego wektora zmien­
nych decyzyjnych. Należy w tym miejscu przypomnieć, że w przykła­
dzie I optymalizowano 6 prętów, a w II 15, a więc więcej niż w przy 
kładzie I. Czas obliczeń był jednak dla zadania II znacznie krót­
szy.

Wpływ na liczbę krokav ‘optymalizacji, a więc i na czas obli­
czeń, ma wybór metody analizy statycznej. Dla przykładu I i II „ 
odpowiednio dla AL, ZADP, ANKS otrzymano następujące liczby itera­
cji: KOP^ = 2, 5, 5 i = 5, 4, 4. Wzrost liczby iteracji
dla analiz statycznych wg teorii II rzędu.należy przypuszczalnie 
tłumaczyć tym, że metody to są bardziej "wrażliwo” na zmi .ny ' : u- 
ności prętów niż analiza liniowa. Brak różnic w liczbie kroków rży 
malizacji dla metod ZADP i ANMS, a co za tym niewielkie różnico 
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w czasie obliczeń, Wynikają z tego, że w obliczanych przykła­
dach siły osiowe miały stosunkowo niewielkie wartości, a warunek

(NI /EJ ) ' < 1 był1 spełniony dla wszystkich prętów. W przepad­
ku takim metoda AIHdS/wymaga * do osiągnięcia żądanej dokładności 
obliczeń tylko 2 iteracji, co w konsekwencji, w prezentowanych 
przykładach, nie spowodowało istotnego wzrostu czasu obliczeń, 
należy jednak przypuszczać, że w przypadku, gdy wspomniany waru­
nek będzie miał wartości zbliżone do 1 lub większe, metoda Allń 
będzie wymagała większej liczby iteracji, a co za tym idzie zna­
cznie dłuższego czasu obliczeń. Podobny efekt wystąpi w przypadku 
konstrukcji dużych,*o większej liczbie stopni swobody. Wówczas 
niewątpliwie. efekty oszczędnościowe wynikające z zastosowania 
metody przybliżonej, w której macierz sztywności, w przeciwień­
stwie do metody AI<S , budowana i odwracana jest tylko raz dla 
danego kroku optymalizacji, będą o wiele istotniejsze.

Wnioski z przeprowadzonych obliczeń, choć nie można ich bez­
krytycznie uogólniać, pozwalają jednak na stwierdzenie, że dla 
klasy konstrukcji stalowych ram'poddanych działaniu dużych obcią­
żeń, efekty wynikające z wprowadzenia do optymalizacji analizy 
statycznej według teorii II rzędu, przejawią się w postaci .^sto- 
tnych zmian w rozkładzie sił wewnętrznych, naprężeń .i materiału 
w elementach tych konstrukcji. Należy więc zwrócić uwagę na to, 
że nawet w przypadku poprawnego zaprojektowania optymalnej kon- 

g
strukcji dla sił obliczonych według analizy liniowej, konstrukcja 
taka nie zawsze będzie w stanie przenieść dodatkowe siły wewnj- 
trzne, wynikające z uwzględnienia efektów geometrycznej nielinio­
wości.
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7. zakończenie i wnioski ogolić

W pracy podjęto próbę- opracowania matematycznego modelu opty­
malizacji ram stalowych z uwzględnieniem w analizie statycznej 
wybranych efektów geometrycznej nieliniowości. Opierając się na 
przcdstawionych w rozdziale 3. elementach modelu optymalizacji 
opracowano numerycznie program dyskretnej syntezy ram płaskich, 
w którym, do poszukiwania wektora zmiennych decyzyjnych, zastoso­
wano zmodyfikowaną metodę systematycznego przeszukiwania. Wprowa­
dzenie dyskretyzacji wartości zmiennych projektowych pozwala na * 
otrzymanie rozwiązania, tzn. projektu konstrukcji lub j^j elemen­
tów, możliwego do bezpośredniego wykonania, ze względu na zbież­
ność otrzymanych grubości blach z ich istniejącym asortymentem. 
Pozwala to na uniknięcie kłopotów z zaokrąglaniem rozwiizań z cią­
głego widma zmiennych, a tym samym na nie odchodzenie od rozwiąza­
nia optymalnego, Istptne znaczenie ma również wprowadzenie do 
modelu optymalizacji wszystkich wymagań związanych z obliczaniom 
naprężeń, a zawarty cl} w obowiązujących normach i przepisach. Roz­
szerzeniem istniejących programów jest zastosowanie aut matycz.r- 
go doboru rozstawu usztywnień pionowych w blachownicach, co zwią­
zane jest z założonym sposobem uwzględniania efektu zwichrzenia 
belek oraz stateczności lokalnej, jej elementów. Yf prowadzenie wszy­
stkich wymienionych wyżej elementów modelu optymalizacji, pozwo­
liło xna znaczne zbliżenie rezultatów otrzymywanych w procesie 
syntezy do rzeczywistej, projektowanej konstrukcji.

Programy optymalizacji, opracowane na EMC ODRA 13o5 i mikro - 
komputer Sinclair ZX -81 , charakteryzują się dużą jasnością wpro­
wadzania danych i możliwością prostego dołączania innych ograni­
czeń, nakładanych zarówno bezpośrednio na wartości przyjmowane 
przez zmienne decyzyjne,jak i związanych ze zjawiskami korozji, 
zmęczenia materiału lub innymi, o ile zostaną sformułowane odpo­

wiednie wzory matematyczne.
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W rozdziale 4. pracy przedstawiono istotę powstawania efek- 
tw geometrycznej nieliniowości oraz sposoby ich dokładnego i 
przybliżonego uwzględniania w procesie analizy statycznej, zwa­
nej wówczas analizą drugiego rzędu. Wprowadzono dwa efekty, tzn. 
wpływ sił osiowych na sztywność giętną prętów oraz działanie si­
ły pionowej na poziomych przemieszczeniach węzłów. Podano meto­
dę dokładnego uwzględniania wpływu obu efektów opierając się nu 
równaniu różniczkowym linii ugięcia pręta, a także metodę .1-1, I
która pozwala na uwzględnienie tych efektów w sposób przybliża­
ny. Rozwiązując przykładowe ramy metodą pełnej analizy 11 rzędu, 
nie uwzględniono standartowego warunku (IJ1 /EJ j z 1 , od htó- 
rej to wartości wpływ sił osiowych jest większy od 5 a i powi­
nien być wg. uwzględniony* Dążąc do jak na jw.i ększegp zoli^e- 
nia modelu obliczeniowego do rzeczywistej pracy konstrukcji, 
wprowadzano nieliniowe elementy do lokalnych macierzy sztywności 
bez względu na wartość wspomnianego wyrażenia. Otrzymane wyniki 
świadczą, że założenie takie może mieć znaczenie, zwłaszcza w 
procesie projektowania wysokich konstrukcji ramowych. ’ I

Wprowadzenie do metody △-P współczynników korekcyjnych za­
leżnych od sztywności prętów i piętra ramy, pozwoliło na o trzy- 
manie wyników, tzn. wartości przemieszczeń i sił wewnętrzny ch, 
zbliżonych do wyników pełnej analizy II rzędu. Jednak zaletą 
zmodyfikowanej metody A-P jest to, że wymaga ona tylko jednokro­
tnego budowania macierzy sztywności,co, wobec tego, żc w meto - i
dzie dokładnej analizy II rzędu macierz sztywności jest budowana 
od nowa w każdym kroku iteracji, pozwala na znaczne skrócenie 
czasu pracy maszyny cyfrowej. Porównanie zmodyfikowanej metody 
A —P z analizą II rzędu uwzględniającą wpływ sił osiowych tylko 

w słupach, wykazało, że w tym przypadku obie metody dają najb; r 
dziej zbliżone wyniki. Natomiast porównanie zmodyfikowanej meto1 
△-Pi metody a-P, w której wprowadza się stały dla wszystkich 
pięter współczynnik korekcyjny L26j , wykazało, że metoda*zmody- 



-112 -

filcowana daje wartości sił wewnętrznych i przemieszczeni, dokład­
niejsze i bardziej zbliżone do wyników pełnej analizy 11 rzędu.

Opracowane programy analizy II rzędu, jako że przystosowane r, 
pracy na mikrokomputerach, mogą być w sposób łatwy i tani stoso­
wane zarówno w pracy biur projektów, jak i w indywidualnej działał 
ności inżynierskiej.

Przeprowadzone testy numerycznej realizacji algorytmów analizy 
statycznej według teorii II rzędu oraz algorytmów optymalizacji, 
stały się podstawą do sformułowania następujących wniosków:

1 • Przedstawiony matematyczny model dyskretnej optymalizacji pła­
skich ram stalowych uwzględnia w obszarze rozwiązań dopusz - 
czalnych ograniczenia normowe i wynikające z obowiązujących 
przepisów, a dotyczące naprężeń wytrzymałościowych, wybacze­
nia, stateczności lokalnej i .przemieszczeń. Otwarty charakter 
opracowanego modelu pozwala na wprowadzanie w prosty sposób ł 
dodatkowych ograniczeń, formułowanych w postaci wzorów mate­
matycznych. Dyskretyzacja wartości zmiennych decyzyjnych zna­
cznie zbliża modelu obliczeniowy konstrukcji do jej rzeczywi- 
stej postaci. Pewnym uproszczeniem powodującym, że otrzymane 
w procesie optymalizacji wyniki należy traktować z ostrożnoś­
cią, jest przyjęcie jako funkcji celu objętości zużytego ma­
teriału. Nie jest to bowiem funkcja, którą, w przypadku skom­
plikowanych konstrukcji^można bardzo dokładnie odzwierciedlić 
rzeczywistą ekonomiczność otrzymanego rozwiązania. 7; obec tego 
koniecznym byłoby rozszerzenie modelu optymalizacji o bardzie^ 
uniwersalną funkcję celu, a proponowane w pracy kryterium opty 
malizacji traktować jako piery^ze przybliżenie poszukiwanego 
projektu, jednakże w istotny sposób poprawiające obiektywizm 
procesu projektowania.

2 . Opracowana metoda przybliżonej analizy II rzędu, uwzględnia­
jąca wpływ sił osio}vych na sztywność giętną prętów oraz tzw. 
"efekt △-3?" , będąca; zmodyfikowaną metodą analizy wg teorii I
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rzędu, okazała się efektywnym narzędziem pozwalającym w szyb­
ki i łatwy sposób na uwzględnienie wymienionych efektów geo­
metrycznej nieliniowości w analizie statycznej. Otrzymane 
wyniki wykazały dużą zbieżność z wynikami analizy statycznej 

wg dokładnie jszej [64] metody analizy II rzędu, kalety stwier­

dzić, że zmiany jakościowe i ilościowe w rozkładzie i warto­
ściach 'sił wewnętrznych i wynikający z nich-wzrost-wartości 
naprężeń, spowodowane wprowadzeniem do analizy statycznej 
elementów teorii II rzędu, wskazują, że efekty te powinny 
być uwzględniane w procesie rozwiązywania ram, zwłaszcza w 
przypadam konstrukcji wysókich, o dużej smukłości. Podejście I
takie pozwala na otrzymanie dokładniejszego niż w przypadła; 
analizy liniowej, obrazu pracy konstrukcji, co w połączeniu 
z rozwijającą się techniką obliczeniową, spowoduje bardziej 
racjonalne i bezpieczne projektowanie ram. Uwzględnienie wspo­
mnianych efektów jest kolejnym istotnym przybliżenie:; metod 
obliczeniowych analizy statycznej na drodze do określeniu 
rzeczywistego zachowania się konstrukcji w trakcie jej pracy 
pod obciążeniem,;

3 • Dążąc do jak największego zbliżenia modelu obliczeniowego do 
realnej pracy obciążonej konstrukcji, pominięto w oblicze­
niach przeprowadzonych w pracy, literaturowe ! 53! ogranicz o- 
nie | Ul /EJ) ' 1 , od której to dopiero wartości należa­
łoby uwzględniać wpływ sił osiowych na sztywność prętów. 
Otrzymane wyniki analizy statycznej, zarówno metodą , 
jak i ZADP, wskazują, że w przypadkach konstrukcji, w któ­
rych występują duże siły osiowe i obciążenia poziome, wspo­
mniane w punkcie 2. efekty mają znaczący wpływ na rozkład 
i wartości sił wewnętrznych już dla wartości wymienionego 
wyrażenia mniejszych od 1 . Rozwiązanie takie jest konieczne 
i stanowi dodatkowy krokw kierunku zwiększenia dokładności 
wyników analizy statycznej. Uwzględnienie zaś wspomnianego 

efektu, wobec istnienia szeregu komputerowych metod oblicze-
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niowych, nic stanowi obecnie żadnego problemu technicznego.

4• Odnosząc się do tezy pracy należy stwierdzić, że wprowadzenie 
do optymalizacji metod analizy statycznej opartych na teorii II 
rz.ędu / ZADP, ANI.IS / powoduje zwiększenie liczby kroków*proce- 

su optymalizacji koniecznych do otrzymania rozwiązania końcowego, 
w stosunku do przypadku, gdy stosuje się liniową analizę staty­
czną. Związane to jest z tym, że metody analizy II rzędu są bar­
dziej "wrażliwe” na zmiany sztywności prętów niż metody analizy 
liniowej. W przedstawionych przykładach obliczeniowych otrzymano 
wzrost wartości funkcji celu / objętość materiału / dla optyma­
lizacji z analizą II rzędu w odniesieniu do analizy I rz^du. 'wy­
nika to z tego, że wprowadzenie do analizy statycznej efektów 
geometrycznej nieliniowości powoduje, iż uwzględniane są pewne 
zjawiska i efekty, których wpływ w analizie liniowej jest przy­
bliżany w stronę mniejszego bezpieczeństwa pracy konstrukcji. 

W optymalizacji przejawiło się to w postaci zmian w rozkładzie 
materiału w konstrukcji oraz we wzroście ciężaru konstrukcji. 
Efekty ilościowe w różnicach wartości funkcji celu, sięgające 
max. 5$, są mniejsze niż się spodziewano. Należy jednak stwier- i
dzić, że dla konstrukcji, w których wpływy nieliniowości geome­
trycznych będą większe, również otrzymane efekty będą miały zna­
cznie większe wartości. ।

Na zakończenie należy podkreślić, że wprowadzenie przez auto­
ra rozprawy dyskretnych wartości zmiennych projektowych do mode­
lu optymalizacji oraz stworzenie algorytmu automatycznego doboru 
rozstawu stężeń poprzecznych opartego na zależnościach zwichrze­
nia i stateczności lokalnej, stanowi duże rozszerzenie istnieją­
cych w kraju programów projektowania konstrukcji prętowych. Zwła­

szcza, że opracowany model teoretyczny jest ściśle powiązany z 
obowiązującymi przepisami i wymaganiami projektowymi. \7prowadzony 

model optymalizacji z wystarczającą dokładnością pozwala więc na 
chociażby wstępną ocenę przydatności i poprawności rozwiązań pro-
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jelitowych optymalny eh ram.
Drugim istotnym, elementem pracy jest numeryczne opracowani0 

efektywnej metody przybliżonej analizy II rzędu, opartej na zmody­
fikowanej metodzie A-P. 'uprowadzenie do analizy konsbrukcji prę­
towych, zwłaszcza ram wysokich budynków, metod uwzględniających 
nieliniową geometrycznie pracę konstrukcji, jest tematem aktual- 

1 » knym. Tego typu obiekty są bowiem coraz częściej wznoszone, a ich 
liczba będzie na pewno wzrastać ^53j i dla zapewnienia ich bez­

pieczeństwa nieodzowne jest zwrócenie uwagi na wszystkie możliwe 
aspekty ich pracy.

Wobec tego jest niewątpliwie koniecznym prowadzenie dalszych 
badań -w obranym kierunku, a dotyczących zwłaszcza modyfikacji 
funkcji celu / koszt konstrukcji /, szerszego uwzględnienia ogra­
niczeń / ograniczenia przemieszczeniowe /, wprowadzenia efektow­
niejszych metod programowania matematycznego do poszukiwania opty 
malnego wektora zmiennych decyzyjnych i modyfikacj jx5amego pro­
gramu, w celu zwiększenia ekonomiczności i uniwersalności opra­
cowanego matematycznego modelu optymalizacji. /

•7rocław -Twardogóra, 1981-1985
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