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1 WSTEP

Ocena dynamicznej pracy mostéw wiszgcych ma istotne znacze~
nie w projektowaniu tych konstrukcji. Spowodowane jest to wigk-
szg, niz w przypadku innych mostdw, wrazliwoscis na dynamiczne
oddziatywania obcigzer, Wiekszos$é opracowari navkowych z zakresu
dynamiki mostéw wiszacych dotyczy zagadniel aerodynamicznych.
Zostaty omne zbadane teoretycznie 1 ekspérymentalnie w stopniu
pozwalajacym na zapewnienie bezpieczelstwa projektowanej kons-
trukeji [20] . Znacznie mniej jest rozpoznany problem drgand wy-
muszonych ruchomym obcigZeniem uzytkowym. W przepisach projek-
towania mostéw wiszacych wpiywy dynamiczne obcigzed ruchomych

S8

, uwzgledniane za pomocs wprowadzenia wspdXczynnika dynamicz-

nego, zwieckszajgcego warto$éé normatywnych obcigzen statycznych
[54]+ Zalezy on wyXacznie od rozpigtosSci przesta i w takim uje-
ciu jest raczej dodatkowym wspdiczynnikiem bezpieczenstwa, a
nie wspéXczynnikiem wyrazajgcym rzeczywisty charakter oddzia-
Yywaid obcigzenia uzytkowego. Prowadzi to zwykle do przewymia-
rowania elementéw konstruvkeji, a w szczegdlnych przypadkach
moze rowniez spowodowaé obniZenie bezpieczenstwa obiektu.
Warunkiem optymalnego projektowania mostdéw wiszacych jest opra-
cowanie efektywnych metod analizy drgal wymuszonych ruchomym
obclgzeniem uzytkowym, z uwzglednieniem charakterystycznych
cech konstrukeji i zblizonych do rzeczywistosci warunkéw dzia-
Yania obcigzen, Problem ten do tej pory nie zostal rozwiagzany
w sposéb wyczerpujacy. SformuXowane teorie oparte sa na wielu
~zaXozeniach upraszczajacych. Analizuje sig proste, zwykle bez-
masowe modele obcigzenia oraz znacznie odbiegajgce od rzeczywis-
tosci liniowe, najczesciej pxaskie modele obiektu.

Celem niniejsze] rozprawy byzo opracowanie teorii przes-
trzennych, nieliniowych drgan wybranej klasy mostdéw wiszacych,
poddanych dziaXaniu ruchomego, resorowanego obcigZenia inercyj]-
nego oraz zbudowanie efektywnego, przydatnego w praktyce inzy-
nierskiej, algorytmu analizy dynamicznej.

Algorytm obejmuje jednoprzesxowe, drogowe mosty wiszace z
belka usztywniajaca, ktdérej model mozna przyjaé w postaci



cienkos$ciennego dzwigars o otwartym monosymetrycznym przekroju.
Metoda sformutowania i rozwigzania problemu jest rozwinieciem
idei prac J.langera i wzxasnych, dotyczacych statykl i dynamiki
mostow wiszgcych [8 9527 ,28,29, 51] oraz drgan dZwigardéw pod
obcigzeniem ruchomym [24,26,30].

Rézniczkowo-catkowe, nieliniowe réwnania rdéwnowagi dynamicz-
nej mostu wyprowadzono na podstawie teorii ciqgna wiotkiego oraz
teorii zginania i nieswobodnego skrecania pretdéw cienkosSciennych.
Uwzgledniono wpiyw statycznych poprawek drugiego rzedu oraz
t¥umienie 1 sprzezenie bezwiadnoSciowe drgan konstrukcji. Cisgty
model obiektu zdyskretyzowano w przestrzeni geometrycznej sto-
sujac metodg¢ Galerkina z globalng kinematycznie i kinetycznie
dopuszczalng aproksymacjg przestrzennego stanu przemieszczenia.
Model obcigzenia przyjeto w postaci'zbioru lepko-spreszystych
oscylatoréw, z uwzglednieniem trzech skZadowych siX inercji masy
oscylatora w paszczyZnie przekroju mostu. Zbidr oscylatordw
moze by¢ dowolnie specyfikowany w zakresie. parametrdéw masowych
i charakterystyk zawieszen, predkosci i kierunku ruchu, lokali-
zacji na obiekcie, SformuXowano w jawne] postaci macierzowe
réwnanie ruchu dla sparametryzowanego bezwymlarowo uk¥adu most+
obciazenie ruchome. Rozwigzanie rdéwnania uzyskano za pomocg nu-
merycznego cazkowania metoda Newmarka, przy czym wykorzystano
numeryczng prognoze nieliniowych parametrdéw naciggu ciggien,
przeprowadzang wedxug formu* ekstrapolacji parabolicznej. Podano
definicje wspdXczynnikow dynamicznych dla pionowych przesunioé
i naciggdw ciegien oraz dla skxadowych stanu przemieuzczenla i
napregzenia, okreSlonych w dowolnym punkcie dzwigara usztywniajg-
cego. Funkcjonowanie i efektywnosé algorytmu sprawdzono na
przyk*adzie liczbowym. Obliczenia wykonano za pomocg maszyn cyf-
rowych, :

Praca sk¥ada sie z szedciu rozdziazdw, Pilerwszym z nich jest
niniejszy wetep. Rozdziax 2 zawiera podstawowe informacje z zak-
resu dynamiki mostdéw wiszacych oraz przeglad literatury ze
szezegdlnym uwzglednieniem pozycji dotyczacych drgaid wiasnych i
drgan wymuszonych ruchomym obcigzeniem uzytkowym. W rozdziale 3
opisano model teoretyczny mostu, sformuzowano teorie nielinio-
wych, przestrzennych drgan obiektu 1 opracowano macierzowy



algorytm analizy dynamicznej mostu obcigzonego zbiorem rucho-
mych mas resorowanych, modelujacych tabor drogowy. W kolejnym
rozdziale wykazano mozliwogci zastosowania opracowanego algo-
rytmu do analizy innych zagadnieX dynamicznych. Rozwazono
drgania wiasne mostu, przypadek paskiego modelu obiektu oraz
inne warianty obciazenia w postaci zbioru mas nieresorowanych
i 8i%* skupionych. RozdziaX 5 jest pos$wiecony zagadnieniom nu=-
merycznym. Okreslono sposéb oprogramowania algorytmu na EMC,
opisano system dziaXania i mozliwo$ci uXozonych programdw,
Wyniki realizacji numerycznéj, przeprowadzone]j dla przyktado-
wego obiektu mostowego, przedstawiono tabelarycznie i w for-
mie wykresdéw., Analizowano zbieznosé i efektywnos$é przyjetej
aproksymacji, dok¥adnosé zastosowanych metod obliczeniowych
oraz wpiywy nieliniowe i przeciazZenia dynamiczne obiektu, od-
powiadajace analizowane] grupie obcigzen. Ostatni rozdziax
jest podsumowaniem pracy.



2. ROZWOJ TEORII DRGAN MOSTOW WISZACYCH

2.1. Metody analizy drgan wkasnych

Ruch mostu wiszacego ma specyficzny przestrzenny charak-
ter. ObclgZenia eksploatacyjne mostu wywotujg pionowe i po=-
ziome drgania gietne podwieszonej konstrukecji oraz sprzezone
z nimi drgania skretne. Charakterystyczne dla mostu wiszacego
sprzeszenia gietno-skretne wynikaje ze szczegdlnych cech obiek=-
tu. Zréznicowanie w przekroju poprzecznym pozozenia Srodka
zginania i érodka masy powoduje sprzezenie bezwXadnosciowe
drgain poziomych i squtnychl[13,20], natomiast sprzezony ruch
pionowo-skretny jest efektem nieliniowej pracy ciegien [ 8,44].
Drgania poziome mostu charakteryzujs sie ponadto specyficz-
nym efektem wahadowym [20],

Zagadnienie wkasne mostu wiszgcego powinno byé rozpatry-
wane globalnie dla modelu przestrzennego. Pierwsze znane opra-
cowania dotyczyty jednak wyZacznie drgan pionowych. Mozna je
rzeczywiscie rozpatrywaé niezaleznie, jesli pomija sig wpywy
nieliniowe, co jest naturalne w przypadku analizy drgai wias-
nych [48]. Z rozeznania literaturowego wynika, ze jednym z
pierwszych autoréw analizy tego problemu byx Nielasow[]O].
Rozwigzanie zaproponowane przez niego jest obarczone znacznym
btedem, spowodowanym pominieciem dynamicznego przyrostu na-
ciggdéw kabli. Jest to szuszne jedynie w przypadku drgaid o for-
mach antysymetrycznych [20,27]. Réwnanie rdézniczkowe rdéwno-
wagi dynamicznej mozna wdéwczas rozwigzaé analitycznie metods
rozdzielenia zmiennych z rozwinigciem funkcji ugigcia w sze-
reg Fouriera, W analogiczny sposdéb analizowaX pionowe drgania
wkasne mostu Szelagowski [51].

W 1950 roku ukazaXa sie znana monografia Bleicha [7].
Oméwione w [7] rozwiszanie zagadnienia wkasnego cytuja Solec-
ki i1 Szymkiewicz [49]. Rozpatruja oni drgania pionowe i skret-
ne mostéw jednoprzesowych 1 trdjprzeskowych., W analizie drgan
symetrycznych zastosowano metode Ritza z prostg dwuwyrazowsg
aproksymacjg sinusowa funkcji ugiecia i kgta skrecenia. FormuZa ’
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okredglajaca dynamiczny przyfost naciggu kabli zostaia wypro-
wadzona z postulatu niezmiennej rozpietosci ciegna. Czgstosci
drgan antysymetrycznych wyznaczono niezaleznie korzystajac z
zerowania sie dynamicznego przyrostu naciggdéw. Rozpatrzono
réwniez drgania poziome ukzadu, jednakze czegstosci okreslono
jak dla belki swobodnie podpartej, pomijajac tym samym efekt
wahadXowy drgan, Wada omdwionego rozwiazania jest zaXozenie

o niezaleznoéci drgan poziomych i skretnych. Upraszcza ono
istotnie zadanie i jest czesto stosowane przez autordéw, np.

w pracach [2,20,48] i in. . ZaZozenie to jest sXuszne w przy-
padku bisymetrycznego przekroju diZwigara usztywniajacego,
jesli pomija sie dodatkowo wpzyw balastu i przyjmuje teore-
tyczne punkty zamocowania wieszakdw w poziomej paszczyinie
symetrii déwigara. W pozostaiych przypadkach zazoZenie takie
wprowadza bedy jakosciowe.

Dosé obszerna analize drgand wiasnych przeprowadzi Bragin
[20] . AnalizowaX uk¥ad wstepnie napigty dwiema parami ciggien
- gérng i dolng. Stosujac metode Galerkina wyprowadzix for-
muty okreslajace czestosci pionowych, poziomych 1 skretnych
drgaid wkasnych, przy czym pomingk wpxyw sprzezen gietno-skret-
nych. W analizie poziomych drgad mostu uwzgledniX w oryginal-
ny sposdéb efekt wahadXowy, formuiujac stan réwnowagi statycz-
nej w konfiguracji przemieszézonej. Natomiast drgania skretne
obiektu rozpatrzyx w sposdéb uproszczony. Obrdt przekroju opi-
saX przez plonowe ugiecie brzegu czesci jezdnej mostu, podczas
gdy naturalnym przemieszczeniem Jest kat skrecenia. Ponadto
réwnanie drgai zostalo sformuXowane wedXug teorii czystego
skrecania de Saint-Venanta. W rzeczywistosci belka usztywnia-
jaca mostu doznaje skrecania gietnego, jej przekroje paczg
sie i wprywy te powinny byé uwzgledniane [47]. Tak wkasnie
analizowali drgania skretne Hawranek i Steinhardt w monografii
fale Autorzy'przyqui specyficzny model mostu, w ktdrym belka
usztywniajaca mostu jest monosymetrycznym déwigarem,o‘otwartym
profilu cienkosciennym. Rozpatrywali pionowe i'squtne drgania
wiasne ukadu Stosujqc metode energetyczng Rayleigha w kla-
syczne] postaci. Jednakze jako biegun charakterystyk geomet=-
rycznych oraz biegun redukcji obcigzen i przemieszczein ‘zostak



przyjety srodek masy przekroju, co spowodowaro pojawienie sie
juz w réwnaniach statycznych dodatkowych nienaturalnych sprzg-
zen,

W nowszych pracach dotyczacych dynamiki mostéw wiszgcych
stosowane sg bardzie] nowoczesne metody, wykorzystujace elek-
troniczna technike obliczeniows. Przyk¥adem jest praca Smir-
nowa [48], w ktdérej dokonano miegdzy inrymi szczegdiowe] ana-
lizy czestosci ‘1 form drgan wxasnych mostu z belks usztywnia-
jaca w formie dZwigara cienkosciennego o otwartym.przekroju
bisymetrycznym. Przy zaxoZeniu zmiennego rozktadu sztywnosci
dzwigara i réwnomiernie rozXozonej masy mostu Smirnow wypro-
wadzit réwnania rgzniczkowe drgandl pionowych i skretnych, nie
analizowat jednak drgan poziomych, Dyskretyzacje geometryczns
obiektu przeprowadziX metods Galerkina, a w przypadku drgan
pionowych réwniez wkasng metoda, w ktdérej wykorzystax lokalng
aproksymacje przemieszczed w postaci funkcji "daszkowych'.
Zagadnienie wZasne rozwigzai numerycznie za pomocs maszyn
cyfrowych., Podobnie rozpatrywaz pionowe drgania wiasne Nguyen
van Tinh w pracach [18,3%8]. Smirnow przeprowadziX analize
wptywu podstawowych parametrdéw sztywnosci i geometrii mostu
na czegstosci i formy drgan pionowych i skretnych. Zauwazyz,
ze dla pewnych wartodci parametrdéw w poczatkowej strefie wid=-
ma czestodci nastepuje przegrupowanie form / czestosciom o
numerach nieparzystych odpowiadajg formy antysymetryczne za-
miast symetrycznych LW pewnym obszarze widma nastegpuje wéw-
czas zaburzenie sekwencjli form. Zjawisko to szerzej opisano w
pracy [27].

Problem drgan skretnych mostu z cienkoscienng belksg u-~
sztywniajacg o zamknietym profilu rozwazak Ruzariski w [44].
Rozwigzanie uzyskaX stosujgc, podobnie jak Smirnow, metodg
Galerkina.

W ostatnich latach ukazaty sie opracowania, w ktdérych
analize drgan wkasnych przeprowadza sie metodsg elementdw
skoficzonych. Przyk¥adem jest praca Abdel-Ghaffara [1] opisu-
jaca skretne drgania mostdéw wiszacych z podwdjnym systemem
stezeld poprzecznych, ¢ peXnodciennych i kratowych dZwigarach
gtéwnych., Autor ten podax dla uk*adu ciggXego formuiy bilansu
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energetycznego i nastepnie dokonakx metods elementdéw skornczo-
nych dyskretyzacji obiektu w przestrzeni geometrycznej. Réw-
nania ruchu wyprowadzix stosujac bezposrednio zasade Hamil- "
tona., Dodatkowo uwzgledniX efekt sztywnos$ci skretnej pylondw,
przy czym na podstawie obliczen stwierdzi%, 2ze jego wpiyw na
czgstosci drgan jest stosunkowo maty, Zastosowanie metody
elementdéw skonczonych pozwoliXo Abdel-Ghaffarowi opracowad
jednolity algorytm dla mostdéw o rdznym typie belek gXdwnych
/ petnos$cienne i kratowe /. Zalets omawianej metody jest
wtasnie mozliwosé szerokiej specyfikacji obiektu. Jednak po-
dziat ustroju na elementy skohlczone prowadzi na ogdx do
znacznej liczby rdéwnan, co zmniejsza efektywnosé numeryczna
rozwigzania, zwkaszcza w przypadku inercyjnych obcigzen ru-
chomych.

2.2. Modele i metody stosowane w analizie drgandl wymuszo-
nych '

Mosty wiszgce podlegajg dziazaniu dwéch zasadniczych typdw
wymuszend: oddziaXywanliom ruchomego obcizzenia eksploatacyjnego
oraz wpiywom wiatru. Obcigzenia te wywoiujs drgania wymuszone
konstrukeji, ktére w ogdlnym przypadku sSg procesem niestacjo-
narnym, opisanym zZozonymi nieliniowymi rdéwnaniami. Ze wzgledu
na znaczne trudnosci matematyczne omawiany problem nie jest do
tej pory w peini rozwiazany. Zazwyczaj dokonuje sie szeregu
istotnych uproszczen w zakresie sformuZowania modelu teoretycz-
nego obcigzenia i obiektu, co pozwala analizowad drgania wymu-
szone jako stacjonarne i liniowe.

Podstawowe problemy aerodynamiki mostéw wiszgeych sg roz-
patrywane miedzy innymi w monografii [20]. Dziakanie wiatru
zalezy od charakteru ruchu strumienia powietrza. W praktyce
obliczeniowej rozpatruje sie zwykle dwa przypadki: periodyczne
porywy wiatru i ruch strumienia ze stazg prgdkoéciq. W pierv-
szym z nich obcilgzenie wiatrem powoduje wymuszone drgania har-
moniczne komstrukecji, przy czym zakres mozliwych czestosci
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wymuszenia jest dostatecznie rozpoznany doswiadczalnie, Moz-
na wiec tak zaprojektowaé most, aby zabezpieczyé sie przed
mozliwodcig rezonansu czestosciowego. OpXywowi mostu stru-
mieniem powietrza o staXej predkosci towarzyszy zrywanie sieg
wiréw powietrznych, co wywoZuje wibracje w pXaszczyZnie pros-
topad¥ej do kierunku dziaZania wiatru. Proces tworzenia sig
wiréw przebiega niesymetrycznie wzgledem osi podZuznej mostu,
wobec czego wzbudzeniu uvlegajs drgania o formach pionowych i
skretnych., Podczas ruchu ukadu pojawiajg si€¢ sity aerodyna-
miczne wywozane przemieszczeniami mostu w strumieniu powietrza.
W rezultacie most wykonuje drgania gietno-skretne, ktdre pray
pewnej charakterystycznej dla danego obiektu predkosci wiatru
mogg szybko narastaé / flatter /, co doprowadza do utraty
statecznosci konstrukcji. Teoretyczne analizowanie flatteru
napotyka znaczne trudnosci. Wynikaja one 2z koniecznosdci
badania warunkdéw statecznosci rozwigzania ukiadu nieliniowych,
sprzgzonych réwnaid rézniczkowych, opisujacych gietno-skretne
drgania flatterowe mostu. Bragin podaX uproszczony sposéb wyz-
naczenia predkosci krytycznej wiatru i czestosci flatteru dla
mostu wiszagcego, ktérego model przyjar w postaci sprezyscie
podpartej sztywnej pXyty o dwéch stopniach swobody. Ciagky
model w formie podwieszonego dZwigara cienko$ciennego anali-
zowaX van Tinh w [39] . Liniowe réwnania flatteru sformutowax
dla uvk¥adu zdyskretyzowanego przez aproksymacje przemieszczei
szedclennymi szeregami potegowymi. Charakterystyczne parametry
flatteru wyznaczyx badajgc zespolony wyznacznik sformuXowanej
macierzy przeniesienia.

Problemem flatteru zajmowaXo sié réwniez wielu innych au-
tordw, przy czym gxdwnym tematem ich prac sa badania modelowe
przeprowadzane w tunelach aerodynamiczhych. Zestawienie lite-
ratury problemu mozna znalefé w pracach [35] 1 [39]. Na pod-
stawie eksperymentdéw stwierdzono, Ze znacznie bardziej niebez-
pleczny dla mostdéw wiszacych jest przypadek tzw., flatteru
zrywnego, ktéry powstaje wéwczas, gdy kierunek wiatru rdzni
slg nieco od kierunku poziomego / flatter klasyczny / [20].
Badania doswiadczalne przeprowadzone w tym zakresie 88 Wys=
tarczajace dla dokonania oceny bezpieczeinstwa konstrukcji. Sg



réwniez bardziej miarodajne, niz wyniki obliczen uzyskiwane
na podstawie teorii, ktéra w tym przypadku musi byé uprosz-

CzZ0Na.

Znacznie mniej rozpoznanym problemem jest zagadnienie
drgai mostéw wiszacych, wywoXanych dziaZXaniem ruchomego
obcigzenia uzytkowego. W przypadku mostéw drogowych jest to
zesplé¥ poruszajgcych sie pojazddw i pieszych. Zmiany ich
potozenia sg gXdéwnym Zrdédzem drgan, przy czym wymuszenie to
ma na ogbéX charakter niestacjonarny. Dodatkowe efekty dynas
miczne sg wywoiywane drganiami resorowanego nadwozia pojaz-
ddéw, wzbudzonymi przejazdem po nierdwnosci toru ruchu lub
masowym niewywazeniem elementdéw uvkZaduv napedowego. Moze wdw-
czas wystapi¢ zjawisko nagXego wzmocnienia drgaid obiektu,
spowodowanego rezonansem czg¢stosSciowym. Podobny efekt moze
byé wywoXany periodycznie zmiennym obciazeniem w postaci ko-
lumny pieszych idgcych krokiem marszowym. W normie radzieckiej
dotyczacej mostéw wiszacych podano warunek wykluczajgcy prace
mostu w strefie rezonansowe] [54]. Jest to ograniczenie, wed-
Yug ktdérego okres pionowych drgaid wkasnych obiektu nie moze
miescié sie w przedziale 0,3s = 0,7s. PrzedziaZ ten ustalono
na podstawie doswiadczalnie wyznaczonych okresdéw drgan wias-
nych wspéXczesnych pojazdéw. W omawianej normie oddziaXywanie
dynamicznego obcigzenia ruchomego uwzglednia sie przez wpro-
wadzenie wspéxczynnika dynamicznego, ktdéry dla wszystkich ele-
mentéw nosnych mostu wyznacza sie wedXug wzoru

. 50
Pomsclide T0RT 1 /2.1/

gdzie 1 jest rozpietoscias przesia mostu w metrach. 7 zaleznos-
ci /2.1/, zilustrowanej na rys.2.1, wynika, Ze bardziej podat-
ne na wpiywy dynamiczne obcigzenia ruchomego sg mosty o matych
i Srednich rozpietos$ciach. Pionowa sztywnos$é gietna i masa
konstrukcji mostéw wiekszych rozpigtosci sg na tyle duze, ze
efekty dynamiczne wywoXane ruchomym obcigzeniem uzytkowym moga,
by¢ maXo istotne.
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Formuxa /2.1/ okreslajsca wspdZczynnik dynamiczny jest
bardzo uproszczona i w wielu przypadkach nie odpowiada rze-
czywistym oddziaXywaniom dynamicznym. Narzucona globalnie dla
mostu nie pozwala na analizowanie przecigzen dynamicznych
poszczegdlnych jego elementdéw. Ze wzgledu na zXozony charakter
pracy mostu wiszacego wskazane jest wyznaczanie wspdtczynni-
kéw dynamicznych na podstawie peinego dynamicznego rozwigzania
obliczonego dla odpowiednio dobranego modelu obiektu i obcig-
zenia,., Uzyskanie takiego rozwigzania jest zwiazane z trudnos-
ciami spowodowanymi niestacjonarnoscig obcigzenia oraz przes-
trzennym i nieliniowym typem odpowiedzi konstrukcji.

Problemem tym zajmowaXo si¢ niewielu autordw, a teorie
sformutowane przez nich dotycza na ogé* paskiego 1 liniowego
modelu obiektu oraz bezmasowego modelu obcigzenia E18 47,501
Przy takich zaXozeniach analizowaz drgania wymuszone Bragin
[20]. Problem obcigzenia ruchomego rozwigzax stosujac metode
Timoshenki [52]. Sporzadzix bilans energetyczny mostu i nas-
tepnie dla zaloéonej, kineﬁatycznie dopuszczalne] aproksymacji
vgieé, wyznaczyx na podstawie rdwnan Iagrange’a rdéwnania ruchu
uk¥adu. Rozwigzanie w zakresie ugieé okresli* dla obcigzenia
w postacl sity lub zbioru si* skupionych, nieruchomych lub
poruszajacych sie ze sta*g predkoscis, statych lub harmonicz-.

3¢



nie zmiennych w czasie. Powaznz wads teorii Bragina jest po-
miniecie dynamicznego przyrostu nacisgdéw. ciegien. Ponadto
wyznaczong funkcje ugiecia podaz w postaci niejawnej, a obli-
czenle sformuizowanych caxek wymaga zastosowania metod nume-
rycanch, by miazo praktyczny sens.

Inercyjny model obcigzenia ruchomego rozpatrywaz Ruzanski
w pracach [45] 1 [46], stosujac metode Galerkina z rogwinie-
ciem ugigé w szereg wedug funkcji wXasnych. Pomijajac wpyw
resorowania zaXozyx model obcigzenia w postaci pojedyncze]
masy skupionej i péxnieskorczonego pasma masowego. Catkowanie
rézniczkowych réwnan rdéwnowagi dynemicznej przeprowadzi nu-
merycznie metodg Rungego-Kutiy. Na podstawie szeregu realiza--
cji numerycznych algorytmu dokonar analizy wptywu predkosci
1 masy obcigzenia na przemieszczenia i sity wewnetrzne ukia-
du. Model teoretyczny rozpatrywany przez Ruzanskiego jest'bo—
gatszy od modelu zastosowanego przez Bragina. UwzgledniX on
wptyw tXumienia oraz wpxyw dynamicznego przyrostu naciggdw
ciggien, lecz tylko w zakresie liniowym. Ponadto w pracy [46]
analizowaz pionowe i skre¢ine drgania wymuszone mostu 2z belks
usztywniajacg w postaci cienkosciennego ddwigara o zamknig-
tym profilu, przy czym poming? wplyw poziomych drgan gietnych.
Metoda rozwigzania problemu drgai wymuszonych obarczona jest
btedem wynikajacym z przyjecia funkcji wkasnych obiektu w
postaci kolejnych sinuséw, a wiec tak jak dla swobodnie pod-
partego pryzmatycznego preta. W rzeczywistosci jedynie anty-
symetryczne formy drgai majs postaé dok*adnie sinusoidalna.
Ponadto cazkowanie numeryczne metods Rungego-Kutty wprowadza
zawsze pasozytnicze tXumienie [25], szybko rosngce ze wzrostem
kroku cazkowania. Konieczno$é doboru dostatecznie matego kro-
ku zmniejsza efektywnoéé algorytmu. Zastosowanie klasycznego
zapisu czyni algorytm maXo przejrzystym i utrudnia jego opro-
gramowanie,

Przestrzenne drgania mostu wiszgcego, wywoXane ruchem po-

Jazddéw o duzych predkosciach badali doéwiadczalnie na rzeczy-
wistym obiekcie Abdel-Ghaffar i Housner [2]. Stosujac nowo-
czesne urzgdzenia pomiarowe sprzgzone z komputerowym systemem

przetwarzania danych dokonali analizy harmonicznej drgai.

-
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Rejestrowano je w tak dobranych punktach pomiarowych, by moz-
liwa byZ*a identyfikacja typu formy drgand obiektu, Celem badan
byXo wyznaczenie czestosci i form drgan wiasnych i jedynie w
tym zakresie przeprowadzone analize wynikdéw. W przedziale
czgstosci od 0,0Hz do 3,0Hz zidentyfikowano 16 form pionowych,
11 obrotowych i 10 poprzecznych, przy czym nizszym czestosciom
przyporzgdkowane byzy gXdéwnie formy pionowe, Na tej podstawie
stwierdzono, ze gidéwny udziaxz w ksztaXtowaniu dynamicznej od-
powiedzi mostu na dziaXanie ruchomego obcigzenia uzytkowego
maja drgania pionowe,

Wpiyw geometryczne] nieliniowosci zwiagzanej z pracg cig-
gien mostu wiszacego uwzgledniano do tej pory jedynie w za-
gadnieniach statycznych, sformuXowanych w zakresie pzaskiego
modelu obiektu. Pierwsze rozwigzania zadania nieliniowego
uzyskiwano przez analityczne caikowanie rézniczkowych rdéwnain
réwnowagi [7,48] lub za pomoce, metody energetycznej [50]. Ze
wzgledu na nieliniowy charakter réwnai otrzymywano przestepne
rownanie charakterystyczne, ktdre nastepnie rozwigzywano sto-
sujac metody przyblizone., Rozwizzania takie wymagazy prowa=-
dzenia pracochonnych obliczed. Zastosowanie rachunku macie-
rzowego i elektroniczne] techniki obliczeniowej umozliwizo
opracowanie bardziej efektywnych metod, Przykradem sg prace
Smirnowa [48] i Fleminga BZ]. Smirnow wyznaczyZ macierzowe
réwnanie réwnowagi statyczne]j mostu dokonujac lokalnej apro-
ksymacji przemieszczen opisanych w dyskretnym zbiorze punktidw.
Naciggi ciegien okreslit formuZujac réwnanie deformacji ich
osl. Ostateczne rozwigzanie uvzyskaz metods kolejnych przybli-

zen, Fleming zbudowa na podstawie macierzowe]j metody prze-
mieszczen komputerowy algorytm, w ktdérym zaproponowaX prze-
prowadzenie tzw., "wywazenia® rdéwnan rdéwnowagi za pomocg ite-
racji prostej. W tym celu w kazdym kroku iteracji wyznacza
sie stan przemieszczenia ustroju wywozany odpowiednim przy-
rostem obciagzenia i nastepnie koryguje sie wspdiczynniki ma-
cierzy sztywnosci, Kolejne przyrosty obcigzZenia wynikajs z
niegréwnowazenia zewngtrznych six czymnych i wewnetrznych
reakcji sprezystych ustroju, Globalnsg macierz sztywnosci uk-
Yadu wyznaczyZ przez agregacje lokalnych macierzy sztywnosci



elementdéw, jak w metodzie przemieszczei.

Numeryczne metody Smirnowa i Fleminga umozliwiajs okres-
lenie nieliniowego rozwigzania statycznego dla dowolnego ob-
ciazenia uzytkowego, ale o ustalone] lokalizacji. Z tego
wzgledu nie stanowisg dobrej podstawy do analizy dynamicznego
wpZywu. ruchomych obcigzen uzytkowych,

Problem nieliniowej dynamicznej odpowiedzi uk*adu belko-
wo-ciegnowego na dziaranie nieinercyjnego obcigzenia zmien-
nego w czasie rozpatrywax Rakowski w pracy [41]. Nieliniowe
réwnanie ruchu sformuowaX metods elementdw skoriczonych przy
zatozeniu granulacji masy ukZadu w wezrach, Catrkowanie nu-
meryczne przeprowadzix za pomocg metody stazego przyspiesze-—
nia z centralnym punktem kolokacji [25], przy czym zaXozyx
wedtug [41, ze macierz sztywnosci jest stata w obrebie kro-
ku czasowego i rdéwna zmodyfikowane] macierzy sztywnosci
stycznej. Opracowana na podstawie prac Argyrisa i Angelopou-
losa [4] metoda rozwigzania problemu nieliniowego komplikuje
algorytm ze wzgledu na koniecznosé dwukrotnego generowania
macierzy sztywnosci stycznej w kazdym kroku, Stosowanie te]
metody jest uzasadnione w przypadku nieliniowosci geometrycz-
ne;j spowodowanej duzymi przemieszczeniami ukXadu / np. w
siatkach ciegnowych /,.natomiast dla specyficznych wpXywdw
nielihiowych w moscie wiszacym wystarczajacs dokZadnosé
mozna uzyskaé za pomoca iteracji prostej. Rakowski podaX
vektor si¥ wymuszajgcych w postaci niejawnej, nie definiujagc
blizej typu obcigzenia, W przypadku cbcigZenia ruchomego rea-
lizacja przedstawionego algorytmu wymaga szczegdlnie duzego
nak¥adu obliczen, co jest spowodowane zastosowanien metody
elementdéw skonczonych,prowadzace’ do znacznego rozmiaru za-
dania oraz wprowadzeniem zmodyfitowane] macierzy stycznej.

Wobec powyzszego problem nicliniowe] analizy dynamicznej
mostéw wiszacych poddanych dziaraniu ruchomego obcigzenia

uzytkowego pozostaje nadal otwarty.

Waznym,lecz jakosciowo odrebnym zagadnieniem jest prob-
lem statecznodci dynamiczne] mostdéw wiszgcych. Jak wykazazk
w []3] Goldenblat, dziaZxanie pulsujgcego harmonicznie obcig-



zenia moze wywoXal w mosScie omawianego typu nie tylko zwyky
rezonans czestosciowy, lecz rdwniez zjawisko rezonansu para-
metrycznego. Spowédowane jest to nieliniowym charakterem ru-
chu podwieszone] konstrukcji.

W przypadku inercyjnych obcigzen ruchomych efekt para-
metryczny moze pojawié sie niezaleznie od nieliniowego opisu
obiektu, poniewaz ruch uvkzadu jest wéwczas zawsze opisany
réwnaniami réizniczkowymi o zmiennych wspéXczynnikach. Jakos-
ciowe badanie drgan parametrycznych w uk¥adach o wielu stop-
niach swobody jest zadaniem trudnym i do tej pory nie w pex-

nej mierze rozwigzanym.



5. TEORIA PRZESTRZENNYCH DRGAﬁ MOSTU WISZACEGO
POD OBCIAZENIEM RUCHOMYM

3.1o Model teoretyczny mostu

Przedmiotem rozwazail jest jednoprzesXowy most wiszacy,
ktdérego schemat przedstawiono na rys. 3.1. Obiekt jest symet-
ryczny wzgledem pionowej poprzecznej i pionowe]j podXuzne]
piaszczyzny. Model czedei gezdneg'mostu przyjeto w postaci
swobodnie podpartego, pryzmatycznego dZwigara cienkoscienne-
go o otwartym monosymetrycznym przekroju. Sposéb podparcia
uniemozliwia skrecenie przekrojdéw przypodporowych, ale jedno=-

zesnie zapewnia swobode ich deplanacji. Przyjeto staly roz-
k¥ad sztywnosci diwigara, przy czym przez'LJy, EJZ, GJS; b{m
oznaczono odpowiednio sztywnosci na gginanie w kierunkach
gXéwnych i czyste skrecanie orasz sztywnoéé wycinkows. Momen-
ty bezwXadnosci Jv, dz sg obliczone wzgledem gXdwnych Srod-
kowych osi bezwZadnosci przekroju sprezystego diwigara. Wy =

cinkowy moment bezwXadnosci J, jest wyznaczony wzgledem Srod-
ka Scinania i g*déwnego punktu ZEerowego, JS jest charakterys-
tyksa skretng de Saint-Venanta. Masa belki jest rozZozona rduw-
nomiernie na d¥ugosci, a jej intensywnosé m, jest sumg masy
dizwigara 1 balastu / nawierzchnia /.

gorna cieciwa ciegien
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Belka jest podwieszona do dwéch wiotkich ciegien za pomoca
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zbioru pionowych, ?rzegubowo zamocowanych wieszakéw., Zasadni-
cze odksztaXcenia wieszakéw powstajg pod wpiywem obcizzenia
statego ksztattujacego wstepny naciag ciegien. W zwiazku

tym przyjeto, ze diugosé wieszakdw pod obcigzeniem uzytkowym
nie ulega zmianie. ZaZozono ponadto, Ze przy poziomych po -
przecznych wychyleniach obiektu wieszaki obracaja sie.wokdk
gérnej cieciwy ciegien.

Ciggna o jednakowej sztywnosci osiowe] ECAC 83 oparte
przesuwnie na nieodksztaXcalnych pylonach, a ich korice 88,
ulwierdzone w blokach kotwigcych. Trasa ciegien jest parabo-
liczna w obrebie przesia i orostollnlowa w przedziaXach 11 N
1 -1, Intensywnosé rozXozon
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W przekroju poprzecznym mostu, przedstawionym na rys. 3.2,
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1.

wyrézniono cztorj UUtkty charak

,erystyczne: srodek masy prze-
kroju spreszystego belki A, Srodek .8y przekroju balastowanc-
g0 B / érodek bezwkadnodci /., érodek écinania O oraz centrum
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zawieszenia belki C, odpowiadajace dolnym punktom zamocowa-
nia wieszakéw. Srodek gcinania przyjeto jako biegun redukecji

-

przemieszczen 1 obcizzen, Punkt ten jest poczagtkiem ortokar-
tezjaniskiego ukiadu wspdirzednych X5V e e WEgledem ktérego
opisano konfiguracje ukZadu w stanie rdéwnowagi statycznej.
Problem sformuzowano jako liniowy w zakresie fizycznym i
nielinliowy w sensie geometrycznym. Pominieto wptyw efektdw
Timoshenkl oraz wpiyw bezwXadnosci deplanacyjnej przy skreca-
niu, nie analizowano wpiywdw niemechanicznych.Nie rozpatrywa-

3

no réwniez ewentualnych obcigzen dziaxajgcych rdéwnolegle do

(4

osi podxuzne] diwigara.

3.2. Rézniczkowo-caXkowe rdéwnania rdéwnowagi dvynamicznej

Réwnania rézniczkowe opisujace zginanie i nieswobodne skre-
canie prgta cienkodciennego o otwartym profilu majs postaé [19,

43]

ET w" = a .
y z
™ W
.LJJZV q}r ? /3. 1/
Bl @" =GI 0" = m .

.

jest tu opisany skZadowy~-

mi translacji sSrodka scinania oraz wspéirzedng rotacyjng @ ,

ktdéra okreéla obrét przekroju wzgledem tego punktu. Symbole

q, qy, ., oznaczajg intensywnosci obcigzend preta sprowadzo-
nych do srodka $cinania, rdézniczkowanie przebiega po osi x.

Stan przemieszczenia przekroju preta

CienkosScienny dZwigar mostu wiszacego jest obcigZony cie-
zarem wXasnym przesia mg = mg + Zng, reakecjami ciggien r1,'
T, oraz obcigZeniem ugytkowym, ktérego sktadowe zredukowane
do srodka $cinania wynosza

;)
“

na jedneostke dZugosci Poo P, Mx'
Obcigzenie uzytkowe wywoZuje przemieszczenia belki okreslone
re

wepdtrzednymi W,V, ® , ktére w warunkach dynamicznych sg funk-
cjaml zmiennej geometrycznej x i czasu t. Ciegna doznajg pio-

nowych przesunieé w, = w - e@i w,

. iy =W + e, Na diwigar dzia-
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Yaja woéwczas dodatkowo sity inereji wXasne] ~mbw, -mbvB,
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3
érodka bezwadnosci B, ktérego Przemieszczenia wynoszg WB = .

D
Wy Vp = V = b¢, Q5 =@.Symbolenm () oznaczono rdézniczkowanie
po czasie t, Konfiguracjg obecigzer w przekroju poprzecznym
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mostu przedstawiono na rys. 3.3.
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. §cinania otrzymujemy

CJ

W wyniku redukcji obcigzed do srodks

Iy 2y - Sins iy 2 Bl B

an - oo e
=Pt - M, W =Y, = I_. + 2m -m W, = m W, =
% e sy o 0B 7 Eo¥d oo
=P +mg (r1+“2) - mv o, . [5e2/
m_ =M< 3. 0+mv.b+elr,-megm W, =cel(r.~m ge+m i) =
X X IB1 b'RB ”(*1 e o 1> ( o Mool 2)
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gdzie jo = jp it mb’o2 + ZmCeé. Po uwzglednieniu zaleznosci
3.2/ réwnania /3.1/ przybieraja postaé

gJJw' - (r 2) +mw = P o+ mg

EJ v" 4 mb<} - ibb{p‘ =P, : /13,5
Edyy @ o+ e(rﬂ-rq) + Jofr mbbg = M, .

Reakcje wiotkich ciegien wynikajgce z ich zakrzywienia wy-
nosza [14]

Bl -d1(z”+wf7 = -(HO+‘AH )(z"+w'W ;

¢4
_(HO-:,- ) (Z “"W Slae / /

i

i
=
N—
&
g

i

Y

2 2

PeXne naciagi cieggien H,, H? sg sumami naciggu wstepnego HO
i dynamicznych przyrocstow AH,, AHé, wywoXanych naXozonym

3

.

stanem przemieszczenia., Trase ciegna w o%rebie przegsta opi-
suje parabola o réwnaniuv z(x)

U}
= 4(x1~-x )f/l stad z = -8f/1
Wstepny nacigg ciegien Hoyowscaje pod obcigzeniem staym.
Wéweczas w=v=¢=0, a stan réwnowagl statycznej przg¢sia opisuje

2

réwnanie
b I
2H z +mg =0 , /5.5

co \'fynika Z /303/ i /504/0
Z teorii ciegna wiotkiego wynikaja zwigzki [14]

1.
AH, = k |wdx |, AH =k§w2dx : 1516
0] 0]
gdzie wspbkczynnik sztywnosci ciegna k jest okreslony relacja

k = 8yE A £/1° 157/
Vi 21 g cos-bfb de 7, e x/l i [348/
(L) ‘

Reakcje ciegien opisane formuXami /3.4/ i /3.6/ majg charak-
ter nieliniowy. W przypadku analizy drgand wymuszonych mostu

{ ’, s .
sk¥adniki nieliniowe QL4W% ,z&szz nie powinny by¢ pomijane.



Catkowanie w /3.8/ nalezy w rozwazanym przypadku przeprowa-
dzié w trzech przedzia Xach, szglednlaJ@c cosfp= 003/51 na

odcinkach 1, i1 cos (1+16f /TL) = w przedziale 1 -1.
1 3 o}

W obreble paraboliczne] trasy ciggna jest cos b= dx/ds =

= (1+7'? -1/2 , przy czym cazkowanie moze by¢ wykonane 2z

dostateczng dokadnoscig dla trzech wyrazdéw rozwinigcia

2 7
p = (1+z'2 3/2 1 + Ez'z + §Z'4 hry ot e ] 5EOH
Ostatecznie otrzymuje sie
W-1 = 1 0s ﬁ + ('o )(1416f /1 ))/2 +
4 1
1 8f2/12 + 962 /51% . /3.10/

Wystepujgcs w réwnaniach /%.3/ sume (r4 2) i réznice
(rg-r1) reakecji ciegien mozna zapisad w po¢t°01

R i Y TT r7” P § 4 BT I—I i s W ! A It
Sei]
Lot (A )z ( 2w2 1w1) ;
2 podstawie relacji /3.6/ otrzymujemy
] 1
H1 = HO k wdx = ek q)dx = HO(1+ 71- 72) 5
0 0
1 1 15512/
H, = H + kg wdx 4 ckglg7dx = HO(1+ 4+ 02) ;
0 0
przy czym
e ek “ 15135/
YZ1=1—I—SS wax s Y22=1:i:-;§(?dx °
0 ~ 0
S8a bezwymiarowymi parametr mi naciggu re prezentugqcymi odpo-
wiednio symetryczny i antysymetryczny skzadnik prazyrostéw

AIH iHAHZ. Wowezas

i, : 1
AR AH = 2k§ WOAX oy o AH - A, = Zekj pdx [5hi/

1 2 2
0 0
oraz 2
" oo 2 1] s
BW, & H2w2 = 2H (1+ p)w + 2eH 17,0 o
I : 1 %5 / 1 1 L3
How, = How'! = 2H 0w+ 2eH0(1+ Q1)@ ¢



Ostatecznie wyrazenia /3.11/ zapiszemy w formie

1
i S 16kf ( 1 1
DT - ePH d —I§ | wdxe 2HO(1+ Q1)w - 2H e 0,0 ,
0 .
18 /3.16/
_ 16ekf : ] & I
L 2 S pdx - 2H v - 2Hel(tr )P .

Po podstawieniu zaleznoéci /3.5/ i /3.16/ do révman /3.3/
otrzymujemy réwnania rdéwnowagi dynamicznej mostu postaci

1
LA )
ET " ~2H (14 N w =28 e n, 0" + 16{5* § wdx + mi = P_ ,

2 z
0
e o ol
EJ,v' + mV - mbp = Py A (3547
2 ]
oy i - 16e Skl o . e 2 "
BJ,@" = GI @" + 2 j pax - 2H e f) v 2H e (1+ Q1)(p +

i+ ;;O([S - mbb%} =M

Drugie réwnanie z grupy /3.17/ opisuje drgania gigtne
déwigara w praszczyZnie poziomej. W rzeczywistosci poziome
drgania belki usztywniajacej mostu wiszacego nie majg dok-
Yadnie charakteru gietnego. Przy poprzecznych wychyleniach
obiektu pojawia sie dodatkowo efekt wahadowy, zwigzany 2z
ruchem masy podwieszonej belki, Podobne zjawisko obserwuje
sie przy skretnych drganiach mostu. Uwzglednienle w opisie
drgaid efektu wahadXowego wymaga przeprowadzenia anallzy
zmienionej, przy naXozZonym stanie przemieszczenla, konfigu-
racji obcigzen / odrzucenie zasady zesztiywnienia 25

ZaXozymy, zZe w warunkach statycznych jedynym obcigzeniem
mostu jest ciezar wlasny. Przy zerowym stanie przemieszcze-
nia sia ciezkos$ci diwigara m,g, usytuowana w przekroju po-
przecznym na osi z, jest s dumowazona reakcjami ciegien,

Zz. Gdy przekrd]j dozna-

)
o
0
l...:

ktérych wypadkowa lezy rdwniez na
n

je przemieszczen typu v, @, nastepuje wychylenie wieszakdw

i

z paszczyzny pionowej o kat « / rys. 3.4 /. Pojawia sie



wéwezas dodatkowo pozioma reakcja ciegien. Ponadto siZa ciez-
¢

koéci i wypadkowa pionowych reak _

(&
ji ciegien tworzg pare six,
i

maja bowiem rdézne punkty zaczepieni

T R
[\
o
T,J.- \
i \
i
i \
i \
: \
h | \
1 \
I \
: VoA
. HOJ),____Y__E\_%O'
PREREE Tk
| {
A J» ' VC _.\'J\J.ﬂ' ,

Charakterystyczne przemieszczenia wyrazajsg sie wzorami

Vo = - ccp : VB =V e 'b(? y - Tgo= Vc/h 5 /50187

natomiast obcigzenia drugiego rzedu zredukowane do srodka
gcinania wynoszg,

. 1.8 m. ge
A:Py = —mbgtgo(, = em —-1’1-:._. Tk T— (P 3
AN, = "mbg(vcva’ + m getg o=
m, g
: c h
= -nElbec{iE ) 0t

Na ogdé% ¢ < hy wobec tego dalej przyjeto, zZe 1=c/h =1,

W rozwazanym przypadku zmianie konfiguracji podlegajs



Lilioglid

réwnies dynamiczne obcigzenia belki, tzn. sixy inercji oraz
dynamiczne zmiany reakcji cieggien. Zalezag one jednak od sta-
nu przemieszczenia i wobec tego generujs poprawki drugiego
rzedu o charakterze nieliniowym, Sg to poprawki pomijalnie
mate. Za pomijalnie maXe mozna rdéwniez uznaé wpiywy drugiego
rzedu zwigzane z obcigzeniem uzytkowym, obcigzenie to jest
bowiem na ogdék znacznie mniejsze od staXego ciezaru mostu.

Po uwzglednieniu statycznych poprawek drugiego rzedu ,
okredlonych wzorami /3.19/ otrzymujemy ostateczng postaé rdéw-

nai réwnowagi dynamiczne]

s
™ v 5 ,” 1 6kf = " e s
mJyw' - 2h0(1+ Q1)u + 12 § WAX - 2Hoe Q2q> + mw = PZ A
0
m, g m, gC 1 5
EJZv”’+ f%' VvV - E ¢+ mV - mbb = Py ’ 13420/

2 24
; 16e"kf
4 mbg(b-c)@ + 7 ‘j pdx -
0

Ze struktury réwnai /3.20/ wynika, Ze poprawki drugiego rzedu
mozna interpretowad jako reprezentacje umownego podtoza spre-
systego, sprzeszonego w dziedzinie przemieszczenl typu v oraz Q .
W ten sposdéb ujawnia sig wahadXowy charakter drgand mostu wi-
Sz3cego.

Drgania opisane révmaniami /3.20/ sa sprzezone. SprzeZenie
statyczne drgan poziomych i skretnych jest spowodowane popraw-
kami drugiego rzedu, sprzezenie bezwXadnosciowe jest wynikiem
zréznicowania poxozenia Srodka $cinania i Srodka bezwXadnosci
przekroju belki., Wpxywy nieliniowych reakcjl ciggien powoduja
natomiast sprzezenie przemieszczen typu w 1¢. W przypadku po-
minigcia sk¥adnikéw nieliniowych / zawierajacych parametry 7 4
i o / réwnanie drgad pionowych separuje sie i moze byé roz-
patrywane niezaleznie,

Réwnania /3.20/ wraz z warunkami brzegowymi w=0, w"=0,v=0,
v'=0, p=0, ¢'=0 dla x=0 i x=1 opisuja problem przestrzennych,
sprz¢zonych drgan nieliniowych mostu wiszgcego.
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3.5. Metoda rozwiazania problemu przestrzennych drgan

nieliniowych

Przestrzenne drgania wymuszone mostu wiszgcego sg opisa
ne ukiadem sprz¢zonych, nieliniowych, czastkowych rdéwnan rdéz-
niczkowo-caXkowych /3.20/, okredlonych w przestrzeni geomet-
ryczno-czasowej. Rozwigzania ukZadu takich rdéwnar nie mozna
uzyskaé w postaci zamknig¢tej. Opracowano wisgc komputerowy
algorytm, w ktdérym zastosowano ekstrapolacyjny sposéb roz ZWig—
zania problemu nieliniowosci oraz wykorzystano metode Galer-
kina do sformuzowania macierzowego rdwnania ruchu ukXadu.
Rozwigzanie nieliniowych réwnan /3.20/ bedzie uVVL,lware

ot
D

w dyskretnym zbiorze punk

T
Ve

ne osi-czasu, przy czym przyjeto,

ze w obrgbie kroku czasowego rdéwnania /3.20/ sa liniowe. Dla

,

0
rej diugosci kroku b¥ad rozwigzania wynikajacy
m

A

dostatecznie ma

»—

L

oze by¢ dowolnie maXy. Parametry N,
o beda w kazdym kroku wstepnie ustalone na podstawie odpo-
b

e

Z powyiszego zazozenia
wiedniej prognozy i nastgpnie, po rozwigzaniu réwnad, beda
korygowane wed¥ug wzordw /3.13/, Dror*flozowane_warto%l "4 4

N ,» OZnaczone w i-tym kroku symbolami r{;l Q;), beda okregla-
ne wediug zasad ekstrapolacji parabolicznej. Formuke ekstrapo-
lacyjng dla parametru 1 4 mozna wyprowadzié korzystajac z roz-
winiecia funkcji 71(t) w szereg Taylora, w punkcie t=1;_ A/LJG,

3.5 /.

t 1 $ t-
i3 ti2 it Y i
ol : < {
ni s nk2 Jsdnite. (i)
N

i 4

Bygs 3.5

Dla trzech wyrazéw rozwinigeia i dla t=t,_, otrzymujemy



(b2 5) nqltss )
n@ = n, (8 =045, o)+ —5rE 24 21§Ti=2~ dat . o

Stosujgac wzory réiznicowe /:p0D . enD. [3] / mozna wyznaczyé

i L i w2, i=3
] R " n3 - rz "0
R (%5 )= 5d yii Nalty ble % /3.22/
a woéwezas (0 : :
it e e /3.23/

Analogicznie wyprowadza sie¢ formuie ekstrapolacyjng dla para=-
metru 1,

1ok ons e e

Ekstrapolacja wedXug wzordw /3.23/ i /3.24/ przeprowadzana
jest na podstawie parametrdw N4s 0o obliczonych w krokacn(.
1=1y3n2,i=3 wed¥ug relacji /3.13/. Wartos$ci prognozowane A
Q(;) odpowiadajace umownej chwili poczatkowej / t=0 / sg zna-
ne dla danych warunkéw poczgtkowych, naXozZonych na stan prze=-
mieszczenia ukZadu. . A

Dzieki zastosowaniu opisanej numeryczne] techniki rozwig-
zywania problemu nieliniowego, réwnania /3.20/ mozna dale]
rozpatrywaé w postaci gzlinearyzowanej. Efektywnym sposobem
rozwigzania takich rdéwnan jest metoda aproksymacyjna Lagrange’a
~Ritza [23]. Zastosowanie ciggke]j aproksymacji stanu przemiesz-
czenia umozliwia sprowadzenie sformuzowanego dla ukadu cigg-
Yego problemu dynamicznego do zadania dla ukXadu dyskretnego,
przy czym dyskretyzacja ukadu jest dokonywana Jjedynie w sfe-
rze opisu matematycznego. ?oywiqzanle mozna ugyskiwacé¢ z dowol-
ng dokzadnogciag, zaleznie od rozmiaru bazy funkcji aproksyma-
cyjnych. Odpowiedni dobéxr tych funkecji uvmozliwia znaczne ogra-
ia / liczby wspdirzednych uogdélnionych /

ni
w pordéwnaniu np. z metoda elementdéw skoriczonych [23].
La

}_J

niczenie rozmiaru zada

«

Stosowanie metody Lagrange’a-Ritza wymaga jednak sporzag-

o

dzenia bilansu energetycznego badanego vkZadu. W moscie wiszag-
e

ne
cym nie wszystkie reakcje sprezyste belki ujawniajgce siew



réwnaniach réwnowagi maja jasny sens fiz zyczny, zatem trudno
wyznaczy¢ energie potencjalng odksztaZcenia wprost ze zna-
nych wzordw. Z tego wzgle tosowano w rozwasanym przypad-
ku bezposrednig metodg wariacyjns Galerkina, w ktdérej punk-
tem wyjscia sg rdéwnania rdéiniczkowe opisujace stan réwnowagi
dynamicznej ukadu. Metoda ta, przy zaXozeniu Sciskych funk-
cji aproksymacyjnych / speZniajz cych kinematyczne i kinetycz-
ne warunki brzegowe / We.t réwnowazne, aproksymacyjnej meto-
dzie Iagrange’a-Ritza [32]. Po przeksztaXceniu Galerkina rdw-

nania /3.20/ przyjmujs postaé r

./\

vnani rézniczkowych zwyczaj-

nych, ktére przy okreslonych warunkach poczatkowych mozna roz-

L
’

wigzac przez carkowanie numeryczne.

Dyskretyzacijzs obiektu w przestrzeni geometrycznej

Czastkowe rdéwnania rdwnowsgi /3.20/ mogna nrzeksztalcvc
do postaci rdéwnan zwyczajnych zmiennej t za pomoca metody Ga=-
lerkina. W tym celu dokonanc dyskretyzacji geometrycznej ukza-
du aproksymujgc funkcje w, v, ¢, Opisujgce stan przemieszcze-
nia belki, szeregami

w(x,t) = % Q»m<t) sn(x> =Q §=35 Tt
= . o 5 =i o 1
: n = ‘.1 A o o
({)(X,t) = -g %‘ Q‘?l’l(b) Sn(X) = 'é‘ Q(P B -e= S Q(F
Q&, Q S% wektorami wspéimiernych wymiarowo wspéirze¢dnych

uogolnxonvch a § jest wektorem Scisiych funkcji aproksymacyj-
nych w sensie Galerkina, o elementach bezwymiarowych., Funkcje

» .

aproksymacyjne muszg speiniaé kinematyczne i kinetyczne wa-
runki brzegowe, ktére w przyjetym modelu sg jednakowe dla

4

v

trzech typdw przemieszezen., W zwigzku z tym zastosowano ten
sam zbidr funkcji aproksymacyjnych dla w, v, @ i przytho 240
w postaci wektora §(&) = [singé, sin2mng, 51n)R§, S 1, Yedoie
€= x/1 jest zmienns bezwymiarows, z przedziaiu domknlqtego

C041> . Elementy wektora § tworzs zupeiny uk¥ad funkcji i sg
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liniowo niezalezne. Speiniaja takze warunki brzegowe, tzn.
ich wartogci i wartosci drugich pochodnych sg réwne zeru w
punktach x=0 i x=1. Speinienie powyZszych postulatéow jest
niezbednym warunkiem dopuszczalnogci funkcji aproksymacyj-
nych [40].

Relacje /3.25/ podstawiono do réwnani rdéwnowagi ukZadu
/3.20/, ktére nastepnie zostaXy lewostronnie pomnozone przez
wektory wariacji rozwiazaid wynoszace odpowiednio

S = (L) OFanTE) o, Seor LE) /3.26/
Po dokonaniu caXkowania w danym obszarze /przedziax <{0,1>/

otrzymano klasyczne rdwnania warunkowe Galerkina

1 T 1 .
[EJyj s5"Tax - 21 (1+ ) [ 55" Tax + B85 ("5 ([ sman)ax]q, -
0 0 L0 0

oH = ol = ,('1_-1’, 3 l—-«p
- olo) 88 dx Q? + mj §§7dx Q = §P dx

z
0 : O 0
J. mg cl m, gc cl
I e Pl s Ty T
£EJz5 BE adx + o j 85 7dx[Q e § 587dx Qp +
0 0 0
l-—-—T 3 mbb l——T .:.'. l_
+ m ] 88 ax Qv PrEE Ssdx Q? = 5 sPydx ’ /3,274
0 0
EJ I GJ e
@ LwT s Gt W LT il ==0T
—;§ §§""dx - - g 88 “dx - ¢HO(1+ 71)5 S8 “dx +
g qloe m g(b-c) (1 o
+ 16§f j1§(£ sldx)dx e § éémdlep -
ik e
0 0 O
] i nigc gl e il 31, -
- 2H_ Q2§ s5"Tax Q, - % | ssax Q + =3 j 557dx Qp -
. 10 0 ® 6
m. Iy
b % ——T . i 1 ".\.-\
== S s§7dx Q, = & SMde :
0 Q

Catkowanie wykonano przyjmujsc, Ze parametry Q1’ Q2 sg usta-
lone, co w ramach zastosowane] metody numerycznej rozwigzania
problemu nieliniowoéci /por. pkt 3.3./ mozna zaXoZyé w obrebie



dostatecznie maXego kroku czasowego., Charakterystyczne caz-
ki wystepujace w réwnaniach /3.27/ wynoszsg

1
S Ee . 5 557
0

1 1 2
e =Pt 2
S 55" Tax = = 1 j 8§ {—{§~}d§ = - %f fas) e
% T ] /3.28/
j 55"Tax = 1 5 sst{AL ot = L {ahy -
0 0 1 21!
L o L o 2__1
S 5(5 5 dx)dx = (15 sdg)(lj‘§ d¢) =d1%8ET |,
0 0 0 0
przy czym wprowadzono oznaczenia
Izdiag (1,1,1,0.0) ]
{a} ={nn} c dias (M, 20,30 .0) /3.29/

E- e 0, 0, en, T
Rozmiar macierzy I i{dl} oraz wektora g wynosi n i jest réwny
liczbie funkcji zastosowanych do aproksymacji kazdego z prze-
mieszczen w,v, @. _

Ostatecznie otrzymano ukiad réwnai rdédzniczkowych zwyczaj-
nych drugiego rzedu, ktdéry po uwzglednieniu wZasnosci tIumig-
cych obiektu ma w zapisie macierzowym forme

B,Q, + 0,8, + (K * Kg)ﬁo = F . /3.30/

Réwnanie /3.30/ charakteryzuje sig strukturg blokows, przy
czym uporzgdkowanie blokéw jest zgodne z budowg wektora wspdt-
rzednych vogdlnionych

I

Ol Ol
;iAévf
*

&)
I

/3.54/

e e |
=,

Macierze sztywnosci i bezwladnosci obiektu oraz wektor uogdl-

nionych si% czynnych maja postaé
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Macierz sztywnosci obiektu przedstawiono w postaci sumy macie-
ray K, opisujace;j liniowy model obiektu i macierzy KZ, ktdéra
wyraza wptyw efektdw nieliniowosci geometrycznej. Geometryczna

K jest generowana na podstawle parametrdw

maclerz sztywnosci X

O 3

7

N4 QZ wyznaczanych sukcesywnie wedzug formuz ekstrapolacyj-
nych /) 2)/y /3 24/? por. punkt 3.3. .

Wrasnosci tZumigce obiektu okreslono wedzug hipotezy
mienia masowego [30], co jest rdéwnoznaczne z zatozeniem zew-

B

netrznego charakteru opordw ruchu Xko:
a7

B
9}
ct
H
et
c
I

kciji., Macierz tXumie-
rzy bezwkadnogci

B

nia CO jest wéweczas proporcjonalna do
obiektu

Cr= pb ‘ /2556

gdzie u Jjest wymiarowym wspéZczynnikiem tXumienia dla rozwa-
zanego typu konstrvkeji, mierzonym w s ', Zastosowanie przyje-
tego modelu tZumienia jest w rozwazanym przypadku bardzie] wy-
godne, niz przyjecie modelu Voighta-Kelvina, w ktérym zakzada
sie proporcjonalnosé macierzy tXumienia do macierzy sztywnosci.,
Macierz sztywnosci ma bowiem bardziej zZoZong budowe niz ma-
cierz bezwXadnosci. Model tXumienia masowego jest ponadto bar-

dziej bezpieczny [30].

'
cr

Réwnanie /3.30/ jest wymiarowym roxnanlem ruchu rozpatrywa-

A%

nego mostu wiszgcego obciaz ego zewnetrznym obcigZeniem czyn-

on
nym o skxadowych PZ,P »M . PeZXny opie drgan obiektu wymaga
Sprecyzowania modelu bbongenia oraz szczegdtowego okredlenia
wektora wogdlnionych siZ czynnych. W dalszym ciggu zostang wy=-
prowadzone w jawnej postacl rdwnania ruchu mostu poddanego

dziataniu ruchomego resorowanego obcigZzenis inercyjnego. FProb-

lem sformuZowano wykorzystujac metode analizy obciazeri rucho-



B

mych, przedstawiong przez Langera w pracy [?@

3.5. Model obcigzenia ruchomego

Przyjeto, ze ruchomym obcigzeniem uvzytkowym mostu jest ta-
bor drogowy zZozony z dowolnej liczby pojazddéw poruszajgcych
gie po torach prostoliniowych, rdéwnolegZych do osi podtusznej

obiektu 1 dowolnie usytuowanych w jego przekroju nonr(cczpym.
Predkodci pojazddéw oraz odstepy mlegzy nimi mogag byé rdzne.
Model pojazdu nalezy tak dobraé, aby byx miarodajny w zakresie
analizy dynamicznej mostu., Powinien wigc opisywaé cechy charak-
terystyczne dla obcigzenia pojazdami, ze szczegdlnym uwzglednie-
niem sposobu przekazywania sie Tego obcizZenia na most. Sam
pojazd moze byé natomiast modelowany w skall makro, gdyz jego
drgania nie sg przedmiotem analizy.

Zasadnicze znaczenie w rogwazanym przypadku ma wpiyw iner-
cji 1 resorowania pojazddéw oraz efekt ciggZej zmiany ich loka-
lizacji [?1 26,36}. W dotychczasowych pracach z zakresu dynami-

iy

ki mostdéw wiszgcych poddanych dziaZaniu ruchomego obcigzenia
zak¥adano zwykle znacznie odbiegajacy od rzeczywistosci model
obcigZenia w postaci ruchomej 311 ub nieresorowane]j masy sku-
pionej [15,17,20,45] . W Yll“le}“e pracy pojazd jest modelowany

jednomasowvm oscylatorem o liniowych charakterystykach lcnklch

<:¢

Sl ’
)

prnJVSufc“. W zeczywistoéoi charakterystykl zawieszen wspdi-
czesnych pojazdéw sz na ogdk nieliniowe [42], efekt ten jednak
pominieto jako drugorzedny wobec nieliniowych wiasnosci obiektu.
W przyjetym modelu zaXozono, Ze kontakt pojazdu z pomostem jest
punktowy, co nie odwzorowuje przypadku rzeczywistego, ale jest
W pewvnym stopniu uzasadnione malymi, w pordwnaniu z rozpigtod-
clg i szerokoscig mostu wiszacego, wymiarami pojazdu., W przy-
radku samochoddéw 01qzarowych o wieckszych diugosciach istnieje

m

naturalna mozliwosé zastosowania modelu bogatszego w postaci-

5

dwu /lub wiecej/ oscylatordéw odpowiadajgcych przedniej i tylnej
osi /kolejnym osiom/ pojazdu. Strumiend pojazddéw poruszajacych



sie po mosScie jest opisany wedZug przyjetego wzorca zbiorem
oscylatoréw o odpowiednio dobranych parametrach., Przez m, 0zZ=-
naczono mase¢ i=-tego ODCJ_at ra, skoncentrowang w punkcie O‘,
ktéry odpowiada $rodkowi masy pojazdu /rys. %.6/. Charakterys-

tyki wigzl sprezystej i lepkie] wynoszg odpowiednio k. & Cyo
J? jest biegunowym momentem bezwZadnodci masy pojazdu vxgledem

0, mierzonym w p¥aszczyznie nrzekroju mostu i wynoszgcym

11 2
e Hég
Jl mTs

Przyjeto, ze oscylator ma

gdzie T jest odpov im promieniem bezwZadnogci.
jeden stopien swobody wzgledem po-
mostu, okreslony wspdirzedna Q., ktéra o pwoue pionowe prze-
mieszczenie masy mlerzone od stanu przemieszczenia statvc Znego
m;8 /kio

Ponadto oscylator doznaje przemieszczed u; , U s Yo wynikaja-
cych ze stanu przemieszczenia przekroju belki usztywniajacej,
przy czym zakXada sieg, %e przy poziomych poprzecznych wychyle-
niach i obrocie d”W;FuT& oscylator jest sztywno Zwiazany % po=-

mostem. Woéwczas otrzymujemy zaleznosci



—

Uy '\"‘;’l + ei@l .
Ut Vi m,hi ioe el
U‘J’.(p = (I)i A

gdzie e L. sg, wspdéirzednymi srodka masy oscylatora O w uk-

Yadzie wspoeranych Yo%0 i opisujg lokalizacje pOJaZdu W umow-
nej chwili poczgtkowej t=0. Wspdirzgdne stanu przemieszczenia
e

przekroju belki, sSledzace poxozenie oscylatora oznaczono przez

Wi w(A

) P e = T(X-g't) ? G:)i = (P(Xipt)o /3938/

L
s i 63

Funke ja X4 = a4 +Q vu opisuje ‘prawo ruchu oscylatora wzdiuz
osi X, przy czym a; okﬁesla jego poZozenie na osi x w chwili
t=0, Q4 jest bezwymiarowym parametrem specyfikujacym predkosé

i kierunek ruchu, 2 v jest pordéwnawczg predkoscis dla zbioru

oscylatordw.
Réwnanie rdéwnowagli dynamicznej i-te] masy resorowanej ma
postaé
mo0r+ e (G0 + k. (Q,=u, = 0
11 cl(Ql lW) 1<‘i lw) 2 1339/

a po uwzglednieniu relacji /3.37/

= cj‘_<{'rl+eiél> -+ kl< Wi+ei@i) ° /304-0/

o

il o .,.- + s ol + k. .
lel CJ.QJ_ : lQ;L

Korzystajac z prazyjetej aproksymacji /3.25/, przemieszczenia
$ledzace mozna zapisaé w formie

= = =T=
Vﬁ(t)= S%éguﬁ(J =Eidl
m £ -TT-- Lo
Vbl = 5 (£):Q (1) = B;Q_ , | /3.41/
1 Trays i ol el
®i<t) Saett <€¢ Q?<“> 5 iR

§i=§(€9 jest wektorem $ledzgcych funkcji aproksymacyjnych o
bezwymiarowym argumencie &, = x,/1 = o, + 9T 7 przedziaiu
domknietego < 0,1> , Symbolem % = vi/l oznaczono bezwymiaro-
wg zmilenns czasows, natomiast <xi=ai/l. Wyznaczenie pochodnych

funkeji /3.41/ wymaga przeprowadzenia operacji rézniczkowania



Eo3g o=

—

wektora S. wedXug zaleznodci
:'; d o vy - ". -;
5, = gxla(¢) 1 =9, Fala(s) = o, AT, , [3.42/

gdzie 8(&) = [cosmé , cos2nmt , s, G - 6(€i? dla
£, € {0,1> . Dla zmiennych &, & <{0,1> nalezy przyjmowaé

§i=5i=0. Pregdkosci $ledzace poZozenie oscylatora wynoszs wéwezas

{0 i .;'.‘ ot — T.‘. 7 T = —T.L
V. =i e e (i Ges i 4T ) S
"l(b) Oy it 2 St 8y 37 ul{d}Qw D0
4 SRS B Vv == Gl=
T - Q R - SEE SN o
7; () = 857G, + 5;q, = ¢, 7 0;{a}q_+ 50, /3.43]
e~ 0 s v Trai 0 e
LNl il = Y_o+fav o A
9, () = 25:Q + 59 = ¢; 75 Ui {d}Tp + 5530y .

Po wprowadzeniu formut /3.41/ i /3.43/ do réwnah typu /3.40/
otrzymuje sie dla zbioru pojazddw macierzowe rdéwnanie ruchu
postaci

{m}éé + {c}@p + {k’@p = FD : . [3.44/

gdzie
= T - Tfq\ = o
F ={{kls= o %{CQ}G {a})Qw + {C}STQW +

¢ (fxe}s™ + Lfoeote™al) 3, + foeds™d, . /3.45/

- m % ”
Wektor Q_ = [QQ, QZ’ o..]“ jest zbiorem wspodirzednych analizo~-
wanej grupy oscylatordw, ktérych parametry zestawiono w formie
macierzy diagonalnych :

il

{x} = diag(k1, ko A diag(m1, Mo, S

{C} ? diag(c19 02’ ’;°> td {r} = diag(r1’ r2’ "')’

les

%{e} =»é diag(e1, 629000),

: /3.46/
{6} = 1fn} = 2 qiag(n,, Boisecls '
{9}= Qlaa(91ﬂ 929 eoo)o

Macierze S i G sa zbudowane z wektordéw funkcji $ledzgecych §i it

0
Ci» przy czym S = [51,32,‘,.] i6G = [51,52,...].
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Nacisk statyczny m 1,8 oraz 811y inercjl -m, Ql, mlulv
'J?ﬁiw masy kazdego OQCJlatora przekazujg sie na belke usztyw-
niajgca mostu /rys. 3.6/, Skxadowe iych obcigzed zredukowane

do $rodka Scinania przekroju belki i zapisane dla zbioru o0SCy~-
latordw wynoszs

P = Z (mﬁg - le) é(}:-xi) <

z
PV = E:(-m a o(x—xﬁ . /3.47/
Mo = Z[ J?“J-so + myll; b+ (migemy 0 el 8(xex) ,

-

gdzie 1=1,2,...,0, 2 D jest liczba oscylatoréw. Symbolem O oz-
naczono funkcje Diraca. Dla obcigzed zdefiniowanych wzorami
/3.47/ nalesy wyznaczyé wektor uwogbélnionych si% czynnych 50.,

:
= ie
Kolejne jego bloki, obliczone wediug relacji /3.35/, maja

postad
?w = \g dx = ; 5__( m.g - mlf)l) .
0 = :
.
F, = e ax = Jl&m (7,-n8) , /3.48/
0 A5 : ; .
T, =33.§ suax =4 FE[-18, + nn,(F,-n8) +

Przyspieszenia Sledzace V., @i mozna na podstawie zaleznodci

/3.43/ zapisaé w formi

2 :
Vi(t) = - 0F =5,4d0iB « 20n 0;1aiq, + 550,
- /3449/
§ 2w ol o Y3 0. + 28758
5 t . . ] - 1‘:‘ 3 -_.-C~ + e 3 o

®l( ) S o1 l{d $Q = 205 75 l{d}Q? e 1Q¢
Po wprowadzeniu formuZ /3.49/ do /3.48/ i po uporzadkowaniu
otrzymeno wzory opisujace szczegbXowa strukture wektora uwogdl-

nionych si* czynnych



F, = es{m}l - ${m}a » 50
= Ls{ne?s™a?a, - o¥s{nele™{a}q, - sin}s"d, -

: i;s{mégzjs {02}0? +—2%S{még}GT{d}§@ +'S{m8}ST§?, /3.51/"
e i-;s{mng} sa? G, - 2¥s{nvo}a™{a}, ~ s{me}s™hy -

; fi’_;s{mégz}sT{dg} G, + 2¥s{méota™{a}G, + sfmblsTh +

+ gs{me}l - S{me}ﬁ% S /5.52/

We| wzorach wprowadzono dedatkowo wektor sumacyjny~ﬁ=[1,1,...ﬂm

0 rozmiarze p oraz macierz diagonalns {V}=({h2}+ {r?ﬂ/ez.

o @&

W pracy rogwazon

rownies prostszy model pojazdu
w postaci klasycznego jednomasowego oscylatora lepkosprezystego

0 wytacznie plonowej inercji masy i o zachowawczym pionowym
kierunku resorowania, Przypadek taki mozna otrzymaé przez pomi-
niecie poziomej i obrotowe] bezwZadnosSci masy oscylatora w mo-
delu zasadniczym. Réwnanie /3.44/ pozostaje bez zmian, natomiast

skXadowe obciazen belki opisane sg prostszymi zaleznosciami

PZ = ,?_‘,(mlg - m"Qi) ;
P /3:55/
M}: = Z (m__g - m}f}j) 8 ’

gs{n}1 - S{m}éﬁ ;
F == a e /3.54/
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sziywnofci rozwazanego ukzra
e e

BQ, CQ’ 0.0 elementach
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T
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5Q(t)

2 2
Q 2 3 ;2 T Ct - J? e
= K‘L‘(Zo{ 19 }uT{d } ";{2'2"3{?(1 5?2} b]{dp}
3 = i X 2 m
;rdfa {111592}ST{C].2} P {2‘8{'{71\7@2} S‘L{dg}
~fihs® - F{oghe™{a} 0 cets? - Tloeola®
i i G - ~{§i‘, B = I{u&‘(}}u {d}
0 2¥s{meta™{a} 2¥s{méo}c {a}
Toime = 27Simog G {d 0
V2 m - M 9/5960/ FQ(’E)
0 - 2T5{m59}G'{d} E%S{qu}G tdf o
"{C}ST 0 ={ce} gt 0

s /3.59/

g3{m}1
0

eSime}l

Ol

- i’.:? Y

s /3:61/



Niesymetryczne bloki macierzy S Cq, KQ reprezentujg sprzeze-
nia dwu zasadniczych grup réwnan, opisujacych ruch przesa 1
drgania pojazddéw. Frzyjety model obcigzeni

n
2 genervje ponadto
powstanie dodatkowych sprzegzer w rdéwnaeniach ruchu obiektu, w
zekresie przemieszczend typu v i ©.
Réwnanie /3.56/ zocstaZo wyprowadzone przy uzyciu na ogdz
wielkos$ci wymiarowych. Dla celdw analizy studyjnej wygodniej-
sze jest stosowanie do opisu badanego ukiadu parametrdw bez-

wymiarowych., Wkasciwg parametryzacje mozna przeprowadzié do-
piero po sprowadzeniu rdéwnania /3.56/ do formy bezwymiarowej.
W tym celu dokonano zamiany zmiennej t, wprowadzajac zmienng

bezwymiarows T=vt/l. Rézniczkeowanie po t i T ¥gczy zwigzek
i A 65/
it i ool G [5.62/

awowe wielkosci mianowane przyjeto nlerwsza mase gilw-

et

260> reduJOmwna /pomnozons przez / pierwszg sztyw-
wng k =EJy/<19$ obliczone dla swobodnie podpartej belki

0 parametrach My s Ay BJy, wykonujgcej pionowe drgania gietne,

Jednoczesnie wprowadzono bezwymiarowe wspdirzedne uogdlnione

) = 5= 00) = —% B(%) /5651

z .

oraz parametr impulsywnosSci ruchu '

= vl qu/z,’y - /3.64/

wnawczych m®*, k" okreélono dla obiek-

Na podstawie wielkosci ¢

*
Zt V’ mosci X{ I\ ./{ ? K Kg_/k ?
a

b
tu bezwymiarowe macierge

5 0q"
bezwkadnodei B, = B /m"* or
4

7 tlum*enla o XRoc’ przy czym
¢ = unt/jes —«p!lw J: . /3.65/

Bezwymiarowe parametry masowe mostu wynoszg

M, = m/mb ol ik mbéfmbe ' jia = jo/mbe2 5273466/
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a parametry sztywnodci majsg post
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fe783 ;- w gcl4/ehEJV ,

Wprowadzono ponadto diagonalne macierze bezwymisrowych charak-

’

e
terystyk analizowanego zgbloru oscylatordw

b= {mbme , o {eb=qxline , Hl-dyfep}, = /368/

gdzie{x}==dﬁag(:y1, XZ’ .,,) jest zbiorem wspdXczynnikdw tiu-
mienia okredlonych znansg zale?

| B
" s scikaimi . /3.69/

i

FPoszukiwane rozwigzanie /3.25/ przyjmuje po podstawieniu
/3.63/ forme

m gTA
S m
w(€,t) = EJV Haa
m 0‘74
g3t T e m
v(§,v) = 2—5q, , /3.70/
¥
. 4.
Mmool s,
P
06,7) - BT,

gien /3.13/ beds obliczane wediug wzordw

L ‘ i
P90 %5 4 o= %8G, o /3.71/
gdzie
b5
€, = Zmbgzl /Ho”gy‘. 1509

jest bezwymiarowym parametrem sztywnosci ciegna,
Po uwzglednieniu zwigzkdéw /3.63/ — /3,68/ i obustronnym pé-

-

mnozeniv przez czynnik 1/m'g przeksztaXcono réwnanie /3.56/ do
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(B+§)'q:" + (cﬁ)q' + (k+k"+K)g = F . 13:73/

struktury macierzy wystepujacych w ' /3.,73/ sa nastepuvjace

[T 0 0 0
B 0 0 T niiien
B=p 2 T '32 J"LZ ’
0 |{n} 0 . sk Fan |10
0 0 0 {p}
i O 5 < 5 1) 7 1594/
L) ooivafilst  —eluslst | 0
o -s{pa}s®  sfuw)sT | s{ue}| '
0 0 0 o
r1.1.1'6*1 0 0 0 |
Sk 'xBo 0 B 0 pe! -yle 0 ;
0 il O ool o MLAD 0
| 0 0 G Guslalin
; bl B 15 ks
L0 L0 0 0
B - 0 opsiusie™{a}  -2psinSeletia} | o
0 —2[58{J.169}GT{<1} Qﬂs{pvQ}GT{d} 0 :
-{§}s* Q3umienic & ~{te}s” 0 |
K 0 |
K= od = 3 g
[ o {x}] | /3.76/
{a% e {a®hen,ze" 0 0 0
3 0 xj{d4}+g41 ~%,1 0
0 gD adatteerdla® e ge e 1| 0
0 0 ‘ 0 fac}
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i 2
'21?C1{d2} 0 '229‘1{(12} 0
: Kgq ol 0 o) 0 0 ) .
i o] o ordaclaong b fae dodle ol
0 0 0 0 4
b inio 0 0 O
- -BPs{pg?ts™{a®  pPs{ude}s™a? o |,
2 psiuse®}s™a®t ~Bos{me’}s™ad | o
- {a(,}S -T 0 - {x_e} Si- 0
-B{Sg}G {a} ~B{leo)c{a} |
s{ 1T 7 : /5478
[
¥ : /3.79/
Fr) = S(ue}T . . ‘ Se19
0

Macierzowe réwnanie /3.73/ jest ukzadem niejednorodnych, nieli-
niowych, sprzezonych réwnan rézniczkowych zwyczajnych drugiego
rzedu, o zmiennych w czasile wspéXczynnikach. Opisuje ono niesta-
cjonarny ruch zXozZonego ukZadu dynamicznego, jakim jest przgsio
mostu wiszacego obcigZzonego zbiorem ruchomych pojazddw, Zmienne
w czasle macierze ﬁ, 6, X sg matematycznym przejawem wpiywu
inercji obcigzenia ruchomego. Tworzs one efemeryczne sk¥adniki
macierzy bezwadnosci, ttumienia i sztywnosci ukadu.

W réwnaniu /3.73/ wwzgledniono szereg istotnych cech ruchu
obiektu, a mianowicie przestrzenny charakter drgan, efekty nie-
liniowosci geometrycznej, wptyw statycznych poprawek drugiego
rzedu /efekt wahadXowy/ oraz sprzezenie bezwkadnosciowe drgan.
Poprawki druglego rzedu reprezentowane przez parametry sztyw-
nosci L orazﬂ%%%%%%enﬁowana macierzg sztywnosci geo=-
metryczneg Kz 83, wynlkxem pewnych uscislen klasycznej teorii
/czedciowe odrzucenie zasady zesztywnienia, uwzglednienie czXo-
néw nieliniowych/. Pominiecie wptywu wymienionych efektow jest
réwnoznaczne z przyjeciem x 4= x7=:x8=o, k?=0. Natomiast SPrze-
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senie bezwradnosSciowe jest Scidle zwigzane z przyjetym mode-
lem obiektu i znika jedynie w przypadku dZwigara o przekroju
bisymetrycznym, gdy jego srodek jest utozsamiony ze Srodkiem
pezwtadnosci.

Struktura macierzy zmiennych w czasie B, T, X jest dodé
skomplikowana, co jest spowodowane uwzglednieniem si} poziome ]
i obrotowej inercji masy oscylatora, dziaXajacych w poprzecznej
ptaszczyénie pionowej. W przypadku klasycznego oscylatora /o
inercji pionowej/ wektor F pozostaje bez zmian i struktura ma-

AN N

cierzy B, C, K zZnacznie si¢ upraszcza, a mianowicie

— —

k0 qu0net 0| Syl [ 408 . 00 1dned bes 0
G BB e J S |
O 50, O | SiuEk 0 0 0 0
@ 0 0 {85 00 =t eTs T o
" : /3.80/
[ 0 0 0 o |
L 0 0 0 0 L
0 0 0 0
~{wjst-pltetc™al o -fxe}sT-piletcT{a} | 0
g J/3.81/

Sformu*owany problem dynamiczny mozna sprowadzié do zadania
statycznego przyjmujgec P =0, co odpowiada quasi-statycznemu prze-
biegowi obcigzenia. Rdéwnanie /3%.73/ jest wdéwczas macierzowym
réwnaniem rdéwnowagi statycznej rozpatrywanego ukiadu., Dla ozna-
czenia wektora uogdélnionych wspdéirzednych statycznych wprowa=-
dzono symbol qs, przy czym

a a
= ~0S wS
q = st = — ° /3082/
2 _ Ups Qv :

Pierwsza, dotyczaca obiektu grupa réwnan separuje sie do postaci
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yl il 4 —
gdzie Zs
A sip
Foq = 0 1. /3.84/
s{petl
Druga grupa réwnan daje relacje kontrolng
1 ind s it L

Nieliniowy problem statyczny opisany réwnaniem /3.83%/ mozna roz-
wigzaé stosujac metode opisang w punkcie 3.3, ., Zmienna czasowa
v ma w tym przypadku sens parametru identyfikujgcego poZozenie
przyjetej grupy obcigzeri, Rozwiazanie uzyskuje sie sukcesywnie
"krok po kroku" dla kolejnych punktéw wezXowych Te Na dfugosci
kroku rdéwnanie /3.83/ jest liniowe, przy czym ma01erz K'2 obli=
czana jest na podstawie parametrdw Q1 . 928 prognozowanych wed -
tug formux /3.23/, /3.24/. W kazdym kroku wyznacza sie wektor
wspéirzednych statycznych

ChR e i lia /3.86/
oraz dokonuje sie korekcji parametrow nac1qgu ciegien, oblicza-
jac je ze wzordw

S B =T
Ty e R Eh i or RIS Qs /3.87/

Skorygowane wedXug /3.87/ wartosci N 45* Moy S8 Podstawa ich
dalszej prognozy. Statyczne przebiegi sk¥adowych stanu przemie-
szczenia belki okresla sie wed¥ug analogicznej do /3.70/ relacji

4
m, gl
he P
Vi
4
. m, gl
; b ClIek
Vs(*‘;ﬂ) R S qu ’ /3-88/
4
mel” mp

0s5(6s7) = EEJY S dpe 8
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Rozwigzanie statyczne i dynamiczne dla liniowego modelu obiektu
otrzymamy przyjmujac Kg = 0,

3.7. Metoda numerycznego carkowania rdwnai

Nieliniowe réwnanie ruchu /3.73/ mozna rozwigzadé numerycznie
za pomocg maszyn cyfrowych. Pewnag metode catkowania réwnan tego
typu podax Argyris [4]. Podstawg jego metody jest zatrozenie od-
cinkowej linearyzacji oraz lokalna aproksymacja si* bezw}adnos-
ci szeSciennym wielomianem Hermite’a. Nieliniowe reakcje spre-
szyste okresla sie wediug metody przyrostdéw liniowych z wykorzys-
taniem zmodyfikowanej macierzy sztywno$ci stycznej. Algorytm
metody Argyrisa jest skomplikowany, szczegdlnie ze wzgledu na
wprowadzenie zmodyfikowanej macierzy sztywnosci, ktérej obli-
czenie wymaga dwukrotnego w kazdym kroku wyznaczania macierzy
sztywnosci stycznej /por. pkt 2.2./. W przypadku mocnych wpky-
wéw nieliniowych jest to zabieg uzasadniony, gdyz powoduje wy-
razne zwiekszenie dokiadnosci rozwigzania. Jego efektywnosdé jest
jednak watpliwa dla nieliniowos$ci sXabszej 1 dostatecznie regu-
larnej, a wiec takiej, jakag charakteryzuje si¢ nieliniowa odpo=- :
wiedZ mostu wiszacego na dziaXanie ruchomego obcigzenia,

W niniejszej pracy numeryczne catkowanie rdéwnania /3.73/
bedzie przeprowadzane jednoczesnie z prognozg nieliniowych pa=-
rametrdéw, wed¥ug zasad opisanych w punkcie 3.3. . Na podstawie
prognozowanych wartosci parametr6W’.Q1, Q2 bedzie w kazdym kro-
ku wyznaczana aktualna postaé geometrycznego sk*adnika macierzy
sztywnosci, staXego w obrebie kroku. Zlinearyzowane w ten spo-
s6b odcinkowo réwnanie /%.73/ moze byé wdwczas caXkowane dowol-
ng metodg numeryczng. Przeglad metod numerycznego cazkowania
réwnan ruchu zawarto m.in. w pracach [23,25,33].

lMetoda catkowania powinna byé tak dobrana, aby umozliwiata
uzyskanie rozwigzania nieobcigzZonego bxe¢dami spowodowanymi efek-
tem tXumienia pasozytniczego [25]. Warunek ten speiniajag naj-
czesciej stosowane kolokacyjne metody statego przyspieszenia
lub Newmarka [23]. W omawianym przypadku najbardzie] przydatna
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jest metoda z punktem kolokacji na korcu kroku, a wiec metoda
Newmarka. Zmienne w czasie wspdXczynniki macierzowe rdéwnania
oraz maclierz sztywnodci geometrycznej sg woéwczas generowane w
punktach wezXowych, Mozliwe jest zatem stosowanie jednolite]
prognozy statycznych i dynamicznych wartosci parametroéw Q1, 92
Formuty ca*kowania metods Newmarka [37J mozna przedstaw1c
w postaci
T %0, 5 +och2“." . [5h2~
_» & 1 /3.89/
Uivq = Gy R oty ol
gdzie o= %- -p ,ahn= ti+1' T jest staxa, rdéwng dXugosci
kroku czasowego. Nieznany wektor ql+1 wyznacza sie w kazdym
kroku z warunku kolokacji, ktdry ma postaé rdéwnania algebraicz-

nego

s Sy gy
R %hqi)-

1 =
S +ﬁ:h R1+1)q1+1 K P C

(Dj41* 2

S04

(@y+ hg;+ax*hg,') - /%.90/

J.+1

D, T, R sg wspéXczynnikami macierzowymi réwnania ruchu /3.73/

i wynoszg D = B+B, T = C+C, R = K+K" +K, Indeksy "i" oraz "“i+1"

sq symbolami chwil T, T;, 4 / punktéw wezowych /, w

ktérych sg generowane macierze D, T, R wektor F wektor wspdi-

rzednych uogdélnionych § oraz wektory predkosci q i przyspie-

szeni wogélnionych §". W punkcie T {.q MBCierz K? jest wyznacza-

na na podstawie prognozowanych wediug /3.23/, /3.24/ wartosci
Q+ﬂ’ QQ+1 . Na wstepie procedury calkowania nalezy okreslié

vektor przyspieszen poczagtkowych ﬁs z réwnania /3.73/, ktdre

w chwili rozo ma postad

)T e e /3.91/
glo * o = Aoloinado s a5
Wektory qo i ﬁé 53 znane dla danych warunkdw poczqtkowych.
Stabilnosé numeryczng procedury caikowania zapewnia sig
przez odpowiedni dobdr diugosci kroku h., Musi byé speiniony

warunek [25]

which 2/ 1m0 < peaet/d 100 /s ead



gdzie w Jjest dominujacag czestoscis drgan wiasnych. W przypad-
ku ]?'= 1/4 otrzymuje siQ wariant metody Newmarka o nieograni-
czonej stabilnosci, co stwarza mozliwosé carkowania stosunkowo
duzymi krokami. Zalety te]j nie moZna jednakzZe w peini wykorzys-
taé, poniewaz ze wzglgdu na nieliniowy charakter rozwigzania
krok czasowy musi byé dostatecznie mary., Ostatecznie do obli-
czen zastosowano wariant z parametrem Ff =1/8, ktéremu odpowia-
da ograniczenie wh < ﬂéj. Wariant ten wybrano na podstawie
kryterium minimalizacji bxedu fazowego [37].

Rozwigzanie uzyskane metoda numerycznego catkowania jest
zawsze obarczone biedem dyskretyzacji, spowodowanym zastosowa-
niem kroku o skoinczonej d*ugosci. Dostateczng doktadno$é mozna
zagwarantowaé dobierajac diugosé kroku speiniajacs warunek [25]

oh € 25 /N; , /5.93/

gdzie N jest minimalng liczbg krokdéw koniecznych do wymodelowa=-
nia jednego cyklu oscylacji z czestosciag A , Przy czym (D ozna-
cza takg czestosé drgan wrasnych, ktdérej odpowiada forma drgan
majaca jeszcze istotne znaczenie w ksztaitowaniu peinego roz-
wigzania,

Wyznaczone na podstawie wymienionych warunkdéw granice sta=-
bilnos$ci i dokadnosci numerycznej rozwiagzania sg w przypadku
nieliniowego rdéwnania ruchu jedynie pewnym przyblizeniem, jesli
za @ i © zostang podstawione czestodci obliczone dla uk¥adu
zlinearyzowanego. Przyblizenie to bedzie tym dokadniejsze im
stabsze bedg wpiywy nieliniowe. W ostatnich latach ukazaXo sigq
kilka prac, w ktérych badano stabilnosé metody Newmarka zasto-
sowanej do rozwigzywania nieliniowych rdéwnan ruchu [5,16,34].

i

Nie sformutowano jednakze praktycznie przydatnego warunku,
okreélajqcegd granice stabilnogci. Wobec powyzszego ostateczna
kontrola dok*adnoéci rozwigzywania nieliniowego bedzie przepro-
wadzana metodg podwajania liczby krokéw cazkowania.
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3.8, Opls stanu przemieszczenia i stanu napreZenia w

wybranych elementach mostu

Stan przemieszczenia belki usztywniajacej mostu, wywoiany
dynamicznym oddziaXywaniem rozwazanego obcigzenia, okreslony
jest w przekroju é wspdtrzednymi Wy Vy @, ktére sa opisane
relacjami /3.70/. Ciegna doznajg w przekroju g pionowych prze-
sunigé wy, W,, wynoszacych po uwzglednieniu /3.70/

4
m, gl o
S (qw [ )
y

it

W1(§.T)
/3.94/

4
m gl

w2<§,'C) =2 gJ T(q +q(9)
y

W warunkach statycznych przesuniecia ciegien okréélajq funke je

4
m, gl o
w1s(§’t) : EJJ_ e (qws'qms) ’
1 /3.95/
m, gl
WQS(g’t) 7 _%%;_ §T(qws"'-q--gos) :

Statyczne i dynamiczne rozkady geometryczno-czasowe przesuniegcd
i innych analizowanych wielkosci bedsg dalej opisywane w formie
przebiegdéw normowanych, znacznie przydatniejszych dla celdw ana-
lizy studyjnej. Za norme bedzie przyjmowana najwieksza modular-
nie wartosé statyczna danej wielkosci. Normy przesunigé ciegien
w przekroju g wynoszg wiec

R O R SN O R

Dla uproszczenia zapisu pominieto we wzorach /3.96/ znak wartos-
ci bezwzglednej, natoZony na wielkosci Wigr Woge Uproszczenie

to bedzie konsekwentnie stosowane we wszystkich dalszych wzorach
definiujgcych normy rozpatrywanych wielkoséci. Przebiegi czasowe
przesunieg¢ sg okreslone na podstawie wyznaczonych numerycznie

w dyskretnym zbiorze punktdéw wezXowych przebiegdw wspdirzednych



L,

uogdélnionych §, @s. Metoda numerycznej realizacji rozwigzania
pozwala na bezposrednig obserwacje jego rozwoju w czasie, co z
kolei umozliwia naturalna identyfikacj¢ norm. Normowane, sta-
tyczne 1 dynamiczne przebiegi przesunigé ciggien sg opisane

zwigzkami :
n 2 W1 S(§ vt) 4 -S_T( ﬁws- ‘q.(ps)
e T
w, (&,7) 5(T, +3, )
n o b 28 L WaE pde = :
i g r) "WZN maxT[§T(§WS+§?§U
| /3.97/
wn(ﬁ ) = w1(§,T) = 51(qw.§p)
e "w1” maxt[gT(qws-qpsﬂ ,
pan s 2laay
ST ) amexlEEE]

przy czym max [wn (Q,tXl: A 1, max [wn (g,tX] i A
T-"18 T-"2s

Przeciazenia dynamiczne elementdéw konstrukcji sg zwykle
oceniane na podstawie wspdiczynnikdéw dynamicznych, obliczanych
w odniesieniu do wybranych wielkosci stanu przemieszczenia lub -
sit przekrojowych /naprezen/. Wspdiczynniki dynamiczne dla prze-
sunieé¢ ciggien w przekroju g mozna zdefiniowaé wzorami

n max,[5"(q,-3,)]
ouithor resdiiferel 5 oo mme st
T *Wws “@s /3.98/
(§) = max VR (¢,2)] = maxt[gT(§w+§QJ
@wz t‘ i maxt[éT(qWS+q?sﬁ .

Okreslajg one proporcje miedzy najwiekszymi peinymi przemiesz-
czeniami dynamicznymi, a najwiekszymi przemieszczeniami statycz-
nymi, przy jednoczesnym uwzglednieniu najniekorzystniejszych
sytuacji konfiguracyjnych w procesie przejazdu obcigzZenia.

W analogiczny sposdéb wprowadza sie wspdiczynnik dynamiczny
dla przyrostéw sik naciagu ciggien AI%, AH2. Peine dynamiczne
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przyrosty naciagdéw wynosza /por. wzory /3.12/ Y/

AR (v} = B (Cruans) 3 aB(0) Te B Cp w00 4, 5 0
przyrosty statyézne okreélajq funkcje
al, (o) =R (0o =l )y AR (6) - B (a0 ) o/5 400

Normy i przebiegi normowane definiuje sie analogicznie jak dla
pionowych przesunieé ciegien

"AH1ﬂ = maxt[AHm('c)] . “AHZ" = max,c[AHZS('c)] : _/3..101/'

aH, (<) AH, (v)
n 1s n 28
AEE () w BT gD ey ks
Lo apde o [
n AH,I('C) - AH?(‘L‘)' /3, 102/
Wspotczynniki dynamiézne wynosza odpowiednio
= n n
‘PAH1 iz maxT[AH1 (z)] ’ (PAHz = max’t[AH2 ol /5 105/

W przypadku belki usztywniajacej mostu okreslenie przemiesz-
czed i six wewngtrznych oraz odpowiadajgcych im wspéXczynnikdw
dynamicznych jest ze wzgledu na przestrzenny opis dZwigara za-
daniem bardziej skomplikowanym, SkZadowe Wiy Vy przemieszczenia
dowolnego punktu "i" przekroju & /rys. 3.7/ zwigzane sg z od-
niesionymi do $rodka $cinania wspéirzednymi w, v, @ relacjami

wi = w + yi(P : Vi = Vv —(Zi+a>(P ’ /30 104/

gdzie y;, 2; 53 wspéirzgdnymi punktu "i" w uktadzie osi y,z.
Peine dynamiczne ugiecia pionowe i poziome sg okreslone po uwz-
glednieniu zaleznosci /%.70/ funkcjami



: 4
' g y
b 7 =
wi(g’t) &Jy . (qw+ Ei q@) 2
14 /3.105/
m, g Z .. +8,
e =Tr - i
Vi(&t,t) o EJy— s (qv— e q?) .
? | @
|
Qi V- 0
— e e
s 2
"
Y )
X =l R
~ = j
a |
| @ v
: (YCIZTE Rt
‘Jvl' L
Rydle 5.7

Wartosci ugieé dla zbioru analizowanych punktdw przekroju zes-
tawiono w postaci wektordéw W = [w1, Vo) ...] i ¥ = [v1, vé,;

1]

..]D, gdzie

+2.8)s , ¥ =-4—(1g; -R )5, /3.106/

pray CZym wprowadzono oznaczenia K = [y1, Yoo ...]T,

D a¥
) [21, Zoy ...] s Ao A o —-1 . Wektory ugieé statycz=
nych nmaq postad

mbgl4
3 EJ

Pﬁ

(1q’

W

ﬂsra
<
165}
o
<
w

i
/3.407./

Wektory normowanych przemieszczed statycznych 1 dynamicznych
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oblicza sie wedXug relacji

ARREE LA S KA
g - - /34 108/
“elmrl® o v ol

gdzie elementy macierzy diagonalnych {W%F} ,-{W&r} sg odwrot-
nosciami norm, obliczanych dla przekroju zZe wzorow

Jw;l = maxt[wis(g,tﬂ ) ”vi" = maxt[vis(é,tﬂ : /3.109/

Wspdtczynniki dynamiczne dla ugieé pionowych i poziomych punktu
"i" w przekroju § Wynosza

(Pwi(é) = maxt[w?(g,tﬂ ' @‘Hfg) = maxt[v?(ﬁ,Tﬁ il el

2 : : ; 2 ; IR
a ich zbiory twor odpowiednio wektor = 505
ich wbiory torsa odpoviednio ektor Py, = [§y Py s -]
oraz wektor @ _ = [(pv 10 ...] .
1 2

W zginanej i nieswobodnie skrecanej cienkosciennej belce
usztywniajgce]j powstajg zdefiniowane nastepujgcymi wzorami mo-

menty zginajgce

e - s e Blh
M, (&,t) = ffidglﬂg- - B st o) ’ 13 1
. e e 12 2t?
sity tnace
,(5,%) = -EJy.@?xv_ﬁ_é.%;c)_ 13 f;v a%ié;%r) ; |
s a<v(§ﬂg LT eSS ) ; [3112/

Ty (&) dx” 12 3>
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moment czystego skrecania de Saint-Venanta

" dp(t,1) GJ dop(¢ 1)
M (£,7) s I SFoibl = o8 O 7 ; /3.11%/
bimoment . - -
By(£,7) = -EJwD.@«.L-_(:XE) e 1“2’ 0 (P(sé? : /B 114

oraz moment gietno-skregtny

My(E,7) = -EJQ-"ESO-(-QLE)— )

. /3.115/
dx’ 17 3>

W przekroju o dodatniej normalnej zewnetrznej dddatnie sg sity
przekrojowe, ktdrych wektory maja zwroty zgodne ze zwrotami osi
uk*adu wspdéirzednych x,y,z. Sitxom wewnetrznym odpowiada stan na=-
prezenia, ktérego skt*adowe w punkcie "i" przekroju belki okres-

lone sg wzorami

My ", By,
6;(&,0) - 8 oy e e /3.116/
T T M
de (e & ¥ g c o

T (&) = - a; <Jy e T S Soi? s /3.117/
; M

T =, /3.118/
. S

przy cazym 6j) Ej}‘Eﬁ oznaczajg odpowiednio napre¢zenia normal-
ne 1 styczne oraz naprezenia styczne wywoxane czystym skrecaniem,
w punkcie przekroju o wépélrzgdnch kartezjanskich YirZy i

i Szi oznaczajg momenty statycz-

ne odcietej czesci przekroju, obliczone wzgledem osi y,z, Smi

jest wycinkowym momentem statycznym odcietej czesci przekroju,

wspdirzednej wycinkowej W Sy

d; oznacza grubosé¢ sScianki odpowiadajaca punktowi "i",
Po podstawieniu do formux /3.116/ = /3.118/ zaleznosci
/3.111/ = /3.115/ i po uwzglednieniu /3.70/ oraz wykonaniu obli-
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czen otrzymuje sie

4
EJ mbgl 32 =5 EJ m, gl 62§T -

(6.%) = 7 1) - 7 ( )
6. V) = =(r~ 2 q.) -+
4t Jy 12 mJy éL w LJy 6&2 v
4
. EE.(_ By mbgl 32 1, ) .
60 : :
=D 2 = @i -
= -—?; s {d }<Ziqw+ y;a,t -e-J-'- qcp) s 15419/
8 = EJ m gl4 5 T S EJ m g14
M RN ace AT T PR E G
X 4
.53§T . 3 Swi EJ mpgl a3 = . ) .
8&3 v diJm elj i v b&? ®
o G, SNAN0E 545 5o« Sot q,) /3.120/
o Jy i e yiqw+ zidvT Te Yo > .12
S di 67, mygl® 55T G
Ei(ﬁ,t) = ( le th 3& ) _e-J—}: o diC {d} - /5 B0

gdzie Qb=mbgl jest ciezarem wtasnym belki, Zbiory wartosci na-.

prezen obliczonych w analizowanych punktach przekroju tworzag
wek‘tOI‘y 6 = [6 2, ...]T, f = [’C1, '“:2, ooo]T, ’ES =
u

[$1, 0 eee ]y przy czym

«B = Jy ( quvqi s qu?f + iwﬁg){dz}'é A
Q e? =
T =- };y (A"} (Aal + Aal + Aa0){d)e /3.122/
2



We wzorach /3.122/ wprowadzono oznaczenia

{A‘,d} = ';" diag(d1, d2, oo-) 9
e el i AT P X i
km—;‘g [0.)13('02, ---] ’ 7\'1 "';?[Sy‘]! Sy2’ "'] )
L e ~ e e AL e 3 T
AZ o) [Sz1’ Sgo0 "{l ! k3 i [Sw1’ Sw2s "'] :
/3.123/
W warunkach statycznych wektory naprezen maja forme
e Q. le ,_ =
b =0 = e ) o4 :
68 = Jy (}\-qus+ qu A.m q‘PS){d }S ’
'n:s =-_¢T;— { d } e qus 3q({’5 d”fc ’ /3.124/
2
Q. 1
=3 b G -

Normowanie przebiegéw czasowych naprezend przeprowadza sie podob-
nie jak w przypadku normowania ugieé, a wiec wediug zaleznosdci,"

S
¢4}
I
o,
&
oy
(&)
(97]

el
@i

el
n n
o
il
I
wn
——
a
w W

-{@rte .
— =V{W%F}if :

ﬁSn {w }ms

/3.125/

Elementy macierzy diagonalnych { —~[} {-W~W}- {TE§WJ 88 od—_

wrotnosciami norm, ktére zdefiniowane sg dla przekroju WZOw
rami:
”Q."‘ max, [ 6 18(&,75)] ; ITLLu= max,c[’u", is(é,’t’n ,
'[[,‘.? = maxt[“ﬁg(é,‘t)] . 735126/




250 .

WspS¥czynniki dynamiczne dla naprezen w punkcie "i" przekroju
Wynosza,

(PGJ‘.(E") = ﬁaxt[ﬁg(é,t)] : (P'ttl(g) = max,t[m?(g,'t)] :

(Pm§(€) = maxt[ﬂlin(g,Tﬂ i ; /3. %27/

Zbiory wspékczynnikéw dynamicznych obliczonych dla trzech ty-
pow naprezen mozna zapisaé w postaci wektorodw Pg = DPG

m !'(P6 ]
J = T
--] ’ (P’E = [(‘P'E1’ (P'IEZ’ -0'] ’ (PES = [(P'H:S{, (P'Eg’ ces 1] . .
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4, INNE ZASTOSOWANIA SFORMUEZLOWANEJ TEORII

4.1, Zagadnienie wtasne [29]

W przypadku analizy drgan wtasnych efekty nieliniowoéci
mogg byé pominigte, gdyz rozwaza sie make drgania wokét po-
tozenia rdéwnowagi, a ponadto przyrosty naciggdéw usrednione
w okresie drgan sg rdéwne zeru, Drgania wiasne mostu opisuje
réwnanie rdézniczkowe

ooy J |

2 S
l3'Boqqo i Koqqo- 0 /4.1/

W celu uproszczenia zapisu przyjeto w dalszym ciggu ozna-

czenia B = Boq’ K = Koq' q = EO. Przy zazozeniu harmonicz-
nego charakteru drgan otrzymuje sie

2" 2
2. (0)Als seni®aar o b2

3|
Hl<

gdzie w jest czgstoscig koXowg drgan wkasnych., Réwnanie /4,1/
przeksztatca sie do postaci

(x «ABlg =0, /4.3/
he ='mb14w2/my : J4.4/

Jest to uktad sprzezonych, jednorodnych réwnan algebraicznych,
ktérych niezerowe rozwigzanie istnieje, jesli

det(K -AB) =0 . /4.5/

Zbiér wartosci  speiniajgcych warunek /4.5/ jest widmem war-
tosci wtasnych {A}= diag;(l1, 12, ees), ktérym odpowiada zbidr
rozwigzan g, tworzacy macierz wiasng Q = [51, §2, ...]. Roz-
wigzanie sprzezonego zagadnienia wlasnego /4.3/ mozna sprowa-
dzié do rozwigzania dwéch czystych zagadnien wxasnych dla ma-
clierzy symetrycznych [6]. W tym celu nalezy najpierw rozwig-
zaé problem pomocniczy

(B-oI)F =0 . /4.6/
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H

Wyznaczone wartosci wkasne {o} = diag (91, Sp9 +.) OTAZ UNOL-
imowang macierz wlaan R =lzf1, fz, ...] wykorzystuje sie¢ nas-
tepnie w celu przeksztaXcenia /4.3/ do czystego zagadnienia
wtasnego. Macierz bezwadnosci mozna przedstawié w postaci

B =‘R{g]-RT, wéwczas /4.%/ przybiera forme

(k -AR{¢"2}- [ o2rDg =0 . /4.7/

Po dokonaniu wedZug relacji y = { 91/2}RT§ zmiany bazy wspdi-
rzednych i lewostronnym pomnozeniu réwnania /4.7/ przez czyn-
nik {9"1/2}RT otrzymuje sig czyste zagadnienie wiasne

(A-AD0)F =10 /4.8/
dla macierzy symetrycznej]
A= {9'1/2}RTKR{9"1/2} : /4.9/

Rozwigzanie /4.8/ daje widmo wartosci wkasnych {l} oraz ma=-
cierz wtasng Y = [i1, ?2, ...]. Macierz wektordw wiasnych w
bazie wspétrzednych § wyznacza sie z zaleznosci

g =R lorlls /4.10/

Czgstosci drgan wZasnych mostu oblicza sig ze wzoru

o, = VAiEJy/mbld’ L /4.11/

a odpowiadajgce im formy drgan sg opisane kolejnymi wektorami
macierzy Q. W bazie cigg¥ych wspdirzednych stanu przemieszczew
nia /3.70/ formy drgain sg okreslone z dokXadnoscig do statego
czynnika funkcjami :

wi(ﬁ) = 655,
v, () = 58, /4.12/

s (&) =2 qps.

Jak wynika ze struktury macierzy B i K /por. wzory /3.74/,
/3.76/ /, pionowe drgania gietne separujs sig, natomiast drga-
nia skretne i poziome drgania giQtne 88 sprzezone, Separowane
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formy drganl pionowych mozZna opisaé funkcjami unormowanymi,
przyjmujac jako norme dla i-tej formy drgan wartosé najwiek-
szego ugiecia belki Hwiﬂ = maxg[wi(gﬂ . Rzedne unormowane]
formy oblicza si¢ ze wzoru

e
11(g Yy <€) wr Dyr1°2 4 4513/

‘Zy Czym max [w (Q ] = 1.

Sprzezone formy drgan poziomych i skretnych sa opisane
niewspdimiernymi wymiarowo wspdéirzednymi vi(g) ’ @i(g)
Normowanie mog%na przeprowadzi¢ po wprowadzeniu zastgpczej,
wspétmiernej wymiarowo z vi(g) s, Wspdirzednej rotacyjnej pi(§)=
= e @jﬁg) . Normg dla i-tej fqrmy drgan gietno-skretnych de-
finiuje wzdr

“ni" = max{ maxé[vi(EX],maxé[pi(g)]} ’ /4.14/

a unormowang forme okreslajs funkeje

n vi(g) | agig

vy (6) = T e e :
Hni" : max[maxg(qvis),maxg(q?is)]
Inil max[maxg( Vls),max (qu )]

Czyste zagadnienie wkasne typu /4.6/, /4.8/ mozna rozwig-
zaé¢ numerycznie stosujac np. uniwersalng metode iteracji wi-
rowej Jacobiego [11]. Problem /4.3%/ moze byé rozwigzywany glo-
balnie lub niezaleznie dla drgan pionowych i gietno-skre¢tnych,
W drugim przypadku nalezy, korzystajac z blokowej struktury
macierzy B i K, dokonaé rozdzielenia dwﬁ separowanych grup

réwnan,
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4,2, Pionowe nieliniowe drgania mostu pod ruchomym

obcigzeniem inercyinym [9]

W praktyce inzynierskiej moze byé przydatne rozwigzanie
problemu dynamicznego sformuZowanego dla piaskiego modelu
mostu., Rozwigzanie takie daje podstawe do przeprowadzenia
wstepnych oszacowan odpornosci konstrukcji na dziakanie ru-
chomego obcigzenia, Praski model obiektu otrzymamy przyjmu-
jae v(E,v)=0 1 ¢(&,t) = 0. Réwnanie ruchu ma formalnie
postaé /3.73/

(B+8)g"” + (c+0)g’ + (k+k%4K)g = F , 1416/

przy czym wektor wspdirzednych uvogdlnionych dla obiektu qo
redukuje sig¢ do bloku aw’ a wspbtczynniki macierzowe rdéwna-
nia opisane sa wzorami

-

B = p? %_I_l_mof S BR) =t L%—l—i{g—}] ’ /4.17/
pyI | o - =0 0

G=p | 1T | C(r) p 01T o | /4.18/

e 5

i

{a%} +a {d2}+ac?ggT’ 0 ] e dia?o .
. 3 I{ac}J’K'Z= & !OJ. /4.19/
~ 0 Lo = S{,u}f
K@ = | pspllete™al o]+ TO [ T

Réwnanie ruchu /4.16/ opisuje pionowe nieliniowe drgania
mostu poddanego dziazaniu ruchomego resorowanego obcigzenia
inercyjnego. Analizowany w pracy obiekt przestrzenny wykonu-
Je wyigcznie drgania tego typu w szczegdlnym przypadku obcige
zenla symetrycznego wzgledem osi podiuznej mostu 1 warunkdw
poczgtkowych nie powodujgcych zaburzenl symetrii stanu prze-
mieszczenia belki,

Rozwigzanie nieliniowego rdzniczkowego rdéwnania drgan
pionowych /4.16/ generuje sig¢ numerycznie, w sposéb analogicz-
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ny jak w przypadkﬁ réwnania ruchu dla modelu przestrzennego,
la podstawie przebiegdw czasowych wspdirzednych uogdlnionych
@w wyznacza sie rozktad geometryczno-czasowy ugieé mostu w@;ﬂ
okreslonych pierwszym wzorem z grupy /3.70/. Dynamiczne przy-
rosty naciagdw ciegien sg réwne i wynoszg

4

AH = g B, My = X B0 | (21 ]

Wektory naprezen normalnych o elementach 61 = M zi/Jy i napre-
zen stycznych o elementach Lo —TZSyi/din okresdlajg relacje

2 .
Qredles = = Q. e S
gy hafefs ., T-- T?‘}'r—{ldulﬁf,{fh . (4,20

aL

Przebiegi unormowane oraz wspdéXczynniki dynamiczne dla wymie-
nionych wielkos$ci oblicza sie zgodnie z zasadami podanymi w
punkcie 3.8,, przy czym rozwigzanie statyczne otrzymuje sie
przez podstawienie do J4.16/ A =0, co prowadzi do rdwnania

(Kw+K&)qws = FQ - bRy
gdzie
S 2 = 7
K, = a*t voda®t v e’ , Kl =g et T - sinld,
' /4.24/

oraz do relacji kontrolne} -Equ = qp. Parametr Q1é jest
wstepnie prognozowany i nastepnie korygowany wediug wzoru

Rig = %8 Ay * /4.25/

4,3, Nieresorowany model obcigzenia ruchomego

W niniejszym punkcie rozwazymy model obcigZenia w postaci
zbioru mas nieresorowanych, poruszajgcych si¢ ze stazg pred-
koscig po torach prostoliniowych, rdwnolegtych do osi podiuz-
nej mostu, Pojazd jest modelowany pojedyncza masg skupiong
bezposrednio obcigzajaca pomost, przy czym uwzglednia sig



bezwiadnosé obrotowg masy oraz pionowg i poziomag skXadowg sity
inercji w ptaszczyZnie przekroju mostu Jlreysodelys

Rys. 4.1

Obciazenie opisuja zdefiniowane grupg wzordw /3.46/ macie~
'ze diagonalne specyfikacji mas {m} i ich momentdw bezwradnos-
el {mrg}, predkosci i kierunku ruchu {g} oraz potozenia frod-

Ow mas w przekroju poprzecznym mostu{e},{é}. Zbiorowi mas od-
powiadajqg macierze S, G wektordw funkcji $ledzacych §i=§(§9 :
(?L.:é(gi) , gdzie §i=oci+9ivt, /por. pkt 3.5./.

Stan przemieszczenia Srodka Oj i-tej masy okreslajg skia-
JMWf wy Wy opisane wzorami /3.%7/. Sily inercji ’miﬁiw’
Wty oy 'Jiﬁip oraz sila ciezkosci m; g przekazuja sie bezpos-~
rednio na belke usztywniajaca mostu. Po redukcji do srodka
Scinania przekroju belki skladowe obcigzenia zbiorem mas wyno-

[z
,1411

B, = Z(m g- mlulw)S(x-x) J
Py = Z(-miuiv)é(x-xi) g
Mx = E:[ J& u.l(P lﬁlvhl+(m g-m )e ]6(x—x L5 26 [

Drgania ukYadu most+nieresorowane inercyjne obcigzenie rucho-
me opisuje macierzowe réwnanie /3.30/. Wektor uogélnionych
si¥ czynnych F6 obliczony wedtug relacji /3.35/ ma postad

" N &8
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/4.27/

o
i
el <:'zi! ihjl

gdzie T okresla relacja /3.51/,

E, = esfall + slag}sTellq, - fsfaclofald, - slals, -

2 . .
+ f§s{que}ST{d2}5¢ - 27s{megta{a}d, - sime}s"G,, /4.28/

gs{me}l + %;S{m(v+€2)92}ST{d%}QW - 2¥s{n (v+eAcfe{ a} -

sl
i

5 2 r .
& s{m07+e?ﬁsT6¥ - fgs{méqusm{dzjﬁ& + Z%S{még}Gr{d}QQ +
. 2 .
+ S{mé}STQV + iﬁs{meqz}sm{dz}ﬁw - Z%S{meg}GT{d}ﬁQ =

- s{ue}s'@ . /4.29/

W /4.,29/ wprowadzono, podobnie jak w /3. 52/, oznaczenie {V}~
- (8%} + o7H=%},
Po uporzadkowaniu struktury réwnania /3.30/ i dokonaniu,

zgodnie z zasadami podanymi w punkcie %,6., bezwymiarowej pa-
rametryzacji otrzymuje si¢ macierzowe rdéwnanie ruchu

~r — 'Z v —'--—
(Boq+308 9 * (Coq Coq_)q . (KOQ+KOQ+K°§?QO_ Foq (429

o zmiennych w czasie wspdXczynnikach

[ 5{ps” 0% s{pe}s”
Bog(®) =p2| o sfups®  -s{pé)s” , /4.31/
_sﬁue}sT -s{ps}s’ S{p(v+62)}STJ
[ s{uee™al o s{uegle™a} |
Boa(®) =267 0 s{uele’{a}  -s{psgle{a} |/4.32/
| s{pegle {a] -s{ubglefa} sfug(veed}e™al J
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:
| -5{pg°}s™(a’} 0 ~5{peg?t s™{a?
Ryo(®) = P° 0 -s{pf}sTa®)  s{psfPsta® |.

-s{ueg’}s™a? s{usg’}s™a? -s{pg®(vee”) fsH o
/4.33/
Macierze B_ ,C_ LK ,KQ sg opisane wzorami /3.74/-/3.77/,

i 08 .00° . 00509
wektor Foq - wzorem /3,84/. Pominigcie bezwadnodci poziomej

i obrotowej mas prowadzi do czesciowej redukcji blokdéw macie-
rzy zmiennych w czasie. Przypadek taki otrzymamy podstawiajac
{6}= 0,{v} =0 oraz przyjmujac bloki typu vv jako zerowe,

Z matematycznego punktu widzenia rdéwnanie /4,30/ jest tego
samego typu co réwnanie /3.73/, a wiec moze byé rozwigzywane
opisang w punkcie 3,7, metoda numerycznego caXkowania rdéwnan
nieliniowych,

Nieresorowany model obcigZzenia nie wprowadza, w przeciwien=-
stwie do modelu resorowanego, dodatkowych stopni swobody. Zmien-
ne w czasie wspdXczynniki macierzowego réwnania ruchu zawiera-
Ja nowe bloki powodujagce silniejsze sprzgzenie grup rdéwnan ty-
pu w 1@ . Uwzglednienie wpiywu resorowania zwig¢ksza rozmiar
zadania, jednakze w kazdym kroku numerycznego catkowania gene-
rowane sg macierze o prostsze] strukturze, Ponadto model w
postaci masy resorowanej opisuje pojazd w sposdb bardzie) zbli-
zony do rzeczywistosci,

4,4, Obcigzenie w postaci zbioru ruchomych siX skupionych

Zaxézmy, ze obcigzenie mostu ma postaé zbioru pionowych
si¥ skupionych o wartosciach P,= m;8, poruszajacych sig¢ z do-
wolng, lecz stalg predkoscis i w dowolnym kierunku po torach
prostoliniowych, réwnolegtych do podiuznej osi mostu, dowolnie
usytuowanych w jego przekroju poprzécznym. Jest to najprostszy,
nieinercyjny model obcigzenia ruchomego., Réwnanie ruchu mostu
obcigzonego grupg ruchomych six Pi otrzymamy pomijajac w rdéw-
naniu /4.@x{ wpiyw inercji mas resorowanych. Ma ono postad



- BR =

Boado # 9sglont (Koq+Kgq) g, = ’foq ; /4.34/

Macierzowe réwnanie /4.34/ jest uktadem sprzezZonych, nie-
liniowych, niejednorodnych rdéwnan rdézniczkowych drugiego rze-
du o statych wspdicgynnikach. Rozwigzania nie da sie uzyskad
w postacl gamknietej, mozna je wyznaczyé numerycznie za pomo-
cg metody przedstawionej w punkcie 3.7. .
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5. PRZYKEZAD NUMERYCZNEJ REALIZACJI ALGORYTMU

5.1. Opis programow na EMC

Przedstawiony w pracy algorytm analizy dynamicznej i sta-
tycznej wybranej klasy mostéw wiszgcych zaprogramowano na EMC
w jezyku FORTRAN 1900, Wydzielono trzy gxdwne zadania algoryt-
mu, ktdére oprogramowano niezaleznie., Opracowano trzy programy
o nazwach DMW1, DMW2, DMW3, przeznaczone do realizacji na ma-
szynach cyfrowych serii Odra 1300,

Program DMW1 stuzy do analizy przestrzennych drgan wlas-
nych mostu wiszacego /pkt. 4.1./. Zawiera podprogram WIR roz-
wigzujacy 2z zadang dok*adnoscig dowolne czyste zagadnienie
wtasne, W podprogramie zastosowano algebraiczng wersjg¢ algo-
rytmu uniwersalnej metody iteracji wirowej Jacobiego, pozwa-
lajacej na wyznaczenie widma wartosci wasnych i wektordw
wtasnych dla dodatnio okreslonej macierzy symetrycznej. Dany-
mi wejsciowymi programu jest zbidr bezwymiarowych parametrdw
masy i sztywnosci obiektu, rozmiar bazy funkcji aproksymacyj-
nych /wektora §(¢)/, stopier dok¥adnosci metody iteracji wiro-
wej, wymiarowy parametr czestosci koXowe] drgan wiasnych. Pro-
gram automatycznie generuje macierz sztywnosci i macierz bez-
wtadnosci obiektu, oblicza za pomocag segmentu WIR wartogei
wtasne i unormowane wektory wiasne dla macierzy bezwXadnosci,
przeprowadza modyfikacje problemu /4.3/ do czystego zagadnie=-
nia wtasnego /4.8/, ktére nastepnie rozwigzuje w podprogramie
WIR w zakresie widma wartosci wiasnych i wektordéw wkasnych,
Ostatnim etapem obliczend jest transformacja rozwigzania pro-
blemu /4.8/ i wyprowadzenie wynikéw w postaci widma cze¢sto-
Sci drgani wasnych mostu oraz zbioru unormowanych form drgad
pionowych i gietno-skretnych, okreslonych wzorami /4.13/
RS

Do uruchomienia programu konieczna jest pamieé operacyjna
o pojemno$ci min. 21K /kilostéw/.
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Program DMW2 zawiera przedstawiony w punkeie 4,2 algorytm
analizy pionowych drgan liniowych mostu wiszacego obcigZzonego
zbiorem ruchomych oscylatordw, Realizacja programu odbywa sig
w sposéb opeyjny dla wariantu liniowego i nieliniowego.

Dane wejsciowe tworzg:

- zbiér bezwymiarowych parametréw masy, sztywnosci i tXumienia
obiektu py, x4, X2, %c, ¥,

- zbidr bezwymiarowych parametrdéw mas resorowanych “L},{K},
{S} ’ {9} » {“’}’

- liczba oscylatorodw,

- parametr poréwnawczej predko$ci obcigzenia P,

- liczba i wartosci wspéirzednych £ wybranych do analizy
przekrojdéw mostu,

- odpowiadajacy analizowanym punktom przekroju zbidr pafa-
metréw geometrycznych iz’ —711, {?\d} oraz liczba wybra-
nych punktéw przekroju,

- rozmiar bazy funkcji aproksymacyjnych §(§) ’

- d¥ugosé kroku i liczba krokdéw carkowania numerycznego,

-~ odstgp odezytu rzgdnych przebiegdéw czasowych analizowanych
wielkosci stanu przemieszczenia i stanu napre¢zenia,

- wyrdznik wariantu rozwigzania /wg. teorii liniowej lub nie-
liniowej/, :

- wyrdsznik realizacji obliczen dla naprezen normalnych i sty-
cznych,

Program generuje i catkuje numerycznie w zgdanej liczbie
krokéw réwnanie ruchu /4.16/. Catrkowanie odbywa sig z zasto-
sowaniem formu Newmarka /3.89/,/3.90/, dla parametru *= 1/8,
W wariancie nieliniowym obliczana jest ponadto w kazdym kroku
prognozowana wediug /3.23/ warto$é parametru dynamicznego
przyrostu naciggu ciggien n4s 12 podstawie ktérej wyznacza
sie aktualng postad geometrycznej macierzy sztywnosci K .

Generowany w kolejnych krokach wektor obcigzenia T /wzér /4.20//

wykorzystywany jest jednoczeénie do rozwigzania problemu sta-
tycznego /4.23/, przy czym w przypadku nieliniowym dokonuje
sig prognozy wartosci parametru 4., okreslajacego statyczny
przyrost naciggu ciegien, Statyczne i dynamiczne rozwigzanie
otrzymuje sie¢ w kazdym kroku w postaci wektoréw wspdirzednych
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uogo6lnionych qws ot ﬁw oraz parametrdw g Q1, obliczanych na
podstawie zaleznosci /4.25/, /4.21/. Przechowywany w dyskowej
pamigci zewngtrznej zbidr rozwiagzani jest sukcesywnie transfor-
mowany na unormowane, statyczne i dynamiczne przebiegi czasowe
przyrostu naciggdéw ciggien, ugig¢é w wybranych przekrojach mos-
tu oraz napregzen normalnych i stycznych w wybranych punktach
danego przekroju, Generowanie przebiegdéw naprezein nie jest
obligatoryjne., Wyniki obliczen wyprowadzane sg dla kazdej ana-
lizowanej wielkosci w postaci zbioru rzednych przebiegu sta-
tycznego 1 dynamicznego oraz w formie wykresu przebiegu dyna=-
micznego natozonego na txo statyczne. Drukowana jest rdéwniez
wartosé normy przebiegu statycznego.

A programie wykorzystano standardowy program biblioteczny
o nazwie F4S50LVE, stuzgcy do rozwigzywania ukiadu niejednorod-
nych, liniowych rdéwnan algebraicznych. Dla uruchomienia pro-
gramu konieczna jest pamieé operacyjna o pojemnosci min., 19K
oraz jedna jednostka dyskowa,

Program DMW3 rozwigzuje problem przestrzennych, liniowych
i nieliniowych drgan mostu wiszqcego poddanego dziazaniu ru-
chomego resorowanego obcigzenia inercyjnego /pkt 3./. Warianty
algorytmu odpowiadajgce teorii liniowej i nieliniowe] sg rea-
lizowane opcyjnie, Mozliwy jest rdwniez wybér jednej z dwu
gciezek rozwigzania: dla mostu obcigZonego zbiorem klasycznych
oscylatordéw /resorowanych mas skupionych o inercji pionowej/
oraz dla mostu obcigZonego zbiorem oscylatordw niekonwencjo-
nalnych /pionowo resorowanych tarcz masowych/.

System dziarania programu DIW3 jest analogiczny jak progra=-
mu DMW2, Program buduje i rozwigzuje rdéwnanie ruchu /3.73%/
oraz réwnanie statyczne /3.83/. Zbidr wyznaczonych rozwigzai
jest przetwarzany na unormowane, statyczne i dynamiczne prze-
biegi czasowe nastepujacych wielkoscis

- pionowe przesuniecia ciegien WirWos

- przyrosty naciggdw ciggien aH,, aH,,

- sk¥adowe translacji wybranych punktéw przekroju - WiV

sktadowe stanu naprgzenia w wybranych punktach przekroju

S
ST
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Obliczenia dla kazdej z trzech skXadowych stanu naprezenia nie
sg obligatoryjne,

W programie wykorzystano standardowy program biblioteczny
F450LVE, Do uruchomienia programu konieczna jest pamieé opera-
cyjna o minimalnej pojemnosci wynoszgcej 27K oraz jedna jed-
nostka dyskowa,

5.2. Charakterystyki liczbowe obiektu i obcigzenia

Celem numerycznej realizacji algorytmu byto zhadanie efek-
tywnoscl i poprawnosci merytorycznej sformutowanej teorii, po-
gladowe przedstawienie mozliwosci dziaXania algorytmu, kontro-
la formalnej poprawnosci programdéw na LMC,Obliczenia przepro-
wadzono dla przykiadowego obiektu mostowego. W dostepnych opra-
cowaniach technicznych i naukowych autorzy nie podaja w sposdb
precyzyjny wartosci wszystkich parametrdw wymiarowych niezbed-
nych dla zastosowania opracowanego algorytmu., Wobec powyzszego
dane do przykfadu okreslono zgodnie z ogdlnymi zasadami ksztaX-
towania mostéw wiszgcych [20,51].

Charakterystyki wymiarowe testowanego obiektu sg nastgpujg-

ces

1=300m, 1 =315m, 1,=98m, £=30m, e=7,5m, h=40m, ﬁ1=35,25°,

a=2,43m, b=1,90m, c=1,02m, EJy=1,98'1O11Nm2, EJZ=5,35'1O12Nm2,

10

£, =7.85 10" 2xm*, 6J_=2,02-10Tm?, E,A,=2,2-10 N, H =2,207- 107N,

m, =10000kg /m, mc=1000kg/m, jB=5,18-105kgm2/m.

Wartosci bezwymiarowych parametrdéw masy i sztywnosci belki
usztywniajgcej, obliczone wedXug wzordéw /3.66/, /3.67/, wyno-
823
P4=1,200, {1,=0,253, yi;=0,530,

%,=20,066, *,=43686,000, %5=27,042, %,=100,330, %:=0,705,

%,=0,163, ¥,=62,784, xg=13,645.

7



3 i

Parametr sztywnosci ciggna, okreélony wzorem /3.72/, przyjmuje
wartosé o =9101,250., Bezwymiarowy wspétczynnik ttumienia
P =pl mb/EJy oszacowano na podstawie parametru u= ¥, @,
odpowiadajgcego pierwszej formie drgan wiasnych mostu. Przy-
jgto, ze bezwymiarowy wspdéXczynnik tiumienia pierwszej formy
drgaid wynosi x1=0,02, co odpowiada 1% tXumienia krytycznego,
Do analizy stanu przemieszczenia i naprezenia wybrano dwa
punkty przekroju diwigara, ktérych poxozZenie zaznaczono sche-
matycznie na rys. 5.1. Punktom tym odpowiadajg nastepujgce
zbiory parametrdéw geometrycznych /wzory /3.106/,/3.123/ /:

A, = [0,0 L Aa]S A, = [-0,1333, 0,2667]" ,
Aw = [0,0 J2oonath A, = 107*[0,0, 2,5704] %,
A, = 107%[45,3926, 8,8889]" , Ay = 1074[-0,8326, 1,8607]",

{rg} = 107%d1ag(2,667, 5,333) .

Ryiaer d il

Jednostkg ruchomego taboru drogowego obcigzajgcego most
jest pojazd cig¢zarowy o wymiarach poprzecznych nadwozia 2,5m
X 3,0m i o normowym cig¢zarze 30T = 294kN, Masa oscylatora mo-
delujgcego pojazd wynosi mi=BOOOOkg, moment bezw}adnosci obro-

: : ey s 2 2
towej masy Ji = mry = 38100kgm™, ry

= 1,27m°, Wspéczynniki
sprezystosci k; i ttumienia c; dobrano tak, aby czgstosé drgan
wiasnych i bezwymiarowy wspdiczynnik tiumienia oscylatora wy-
nosity coi=10rad/s,'yi=0,3. Wartosci te odpowiadajq charakte-

rystykom zawieszen wspdXczesnych pojazddéw ciezarowych [42].
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Bezwymiarowe parametry masy, sztywnosci i tXumienia oscylatora
Wynoszg jli=0,0200, xi=818,1818, Si=1,2135. Parametr 61’ okreg-
lajgcy w umownej chwili poczgtkowej poozenie Srodka masy oscy-
latora wzgledem poziomej osi przechodzace]j przez srodek Scina-
nia przekroju déwigara, wynosi 8i=-o,1533 /b;=-1,0/, Lokali-
zacje toru jazdy oscylatora wzgl¢dem osi podiuznej mostu opi-
suje parametr € ktéry przyjmuje wartosci 0,0 dla ei=0,0m oraz
0,6 dla ei=4,5m.

W zaleznosci od liczby oscylatordw np i lokalizacji tordw
ich jazdy €; wyrézniono cztery warianty obcigzenia:

i1 np=1, &i=O ’

IL, np=3, ei=0, I=iligd o5 o

III. n =3, §=0,6, i=1,2,3 ,
IV, np=2, 61=O,6, &2=-O,6 s

W przypadkach II,IIT ruch oscylatoréw odbywa sie po jednym to-
rze, z jednakows predkoscig i w tym samym kierunku /ruch wspék-
biezny/, w odstepach wynoszgcych 90m, W wariancie IV oscylatory
poruszajg sie ruchem przeciwbieznym /w przeciwnych kierunkach,
z tg samg predkoscig/, po symetrycznie zlokalizowanych wzglg¢dem
0si podIuznej mostu torach jazdy. Wjazd obu oscylatordw na most -
zachodzi w te] samej chwili,

Predko$é ruchu oscylatordéw we wszystkich przypadkach obcig-
zenia wynosi v=120km/h /P =2,2473/, w wariancie II analizowano
ponadto przejazd grupy oscylatordw z predkosciami 90km/h /P =
=1,6855/ i 150km/h /P =2,8092/.

Obliczenia wykonano przy zerowych warunkach poczgtkowych
dla obiektu i obcigzenia / g(r) =0 /, prognozowane wartodci
parametrow Q%{ Q% dla krokéw i=0, -1, -2 nalezy wéwczas przy-
jaé rdéwne zeru,

Dla pierwszych trzech wariantdéw obcigZenia problem przes-
trzennych drgan mostu sprowadza sie do analizy pionowych drgan
gigtnych /por. pkt 4,2./. Realizacje¢ numeryczng przeprowadzono
za pomocyg programu DMW2, W pozostaXych przypadkach obliczenia
wykonywano przy uzyciu programu DMW3,
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5.3, Analiza wynikdw obliczen

Pierwszym analizowanym zagadnieniem numerycznym byio sprawe
dzenie efektywnosci przyjetej aproksymacji w rozwigzaniu zagad-
nienia wiasnego.Rozmiar bazy funkcji aproksymacyjnych wynosi n,
sdzie n jest liczbag elementéw wektora (&) , aproksymujacego
kazdy z trzech podzbiordw przemieszczed /3.70/. Globalna liczba
funkcji aproksymacyjnych dla zadania przestrzennego jest rdéwna
%n, W tabeli 5.1 zestawiono, uporzgdkowane w kolejnosci wzras-
tania, czegstosci kozowe pionowych drgan wiasnych mostu, obli-
czone dla n=4,6,8.

Tabela 5,1
Czegstosci koXowe drgan pionowych
w; [rad/s]
i
n=4 n=6 n=8
1 2,213 2y 2D 25215
2 3,009 3,006 3,006
3 4,686 4,685 4,685
4 74052 0,652 14652
5 11,728 1, es
6 16,669 16,669
il 294,531
8 29,285

Na rys. 5.2 pokazano obrazy kolejnych sze$Sciu form, odpo-
wiadajgcych poczgtkowej strefie widma czestosci drgan pionowych.
Liczba funkcji aproksymacyjnych nie wpiywa na dokiadnosé
obliczania czgstosci drgahn antysymetrycznych, gdyz w tym przy-
padku funkcje aproksymacyjne sg funkcjami wiasnymi., Liczba ta

wptywa natomiast na dokadnosé wynikéw w zakresie czestosci
drganl symetrycznych, przy czym do wyznaczenia technicznie dok=-



Yadnych wartosci w poczgtkowe] strefie widma wystarcza prazy-
jecie n=6, W obrazie form drgaid pionowych wystgpuje zaburze-
nie sekwencji form/symetrycznych i antysymetrycznych., Zjawis-
ko to zostato szerzej oméwione w pracach [27,29].
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CzestosSci gietno-skretnych drgaid wkasnych mostu, obliczo-
ne dla trzech rozmiardéw bazy aproksymacyjnej n=4, 6, 8, zes-
tawiono w tabeli 5.2, a odpowiadajace szesciu poczgtkowym
czestosciom formy drgan ilustruje rys. 5.3.

W zbiorze form gietno-skretnych mozna wyrdznié formy z do=-
minacjg zginania poziomego, ktérych czestosci oznaczono symbo-
lem v oraz formy z dominacjg skrecania, W wyniku ograniczenia
liczby funkcji aproksymacyjnych nastepuje w koncowej strefie
widma pominiecie czgstosci odpowiadajgcych formom z dominacjg
skrecania, co wynika z braku funkcji, potrzebnych do wymodelo-
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wania tych form, 83 natomiast obliczone wyZsze czestosci drgan
wedtug form z dominacjg zginania poziomego., Dostateczng dok-
ladnoéé_obliczania ézqstoéci uzyskuje sie dla n=6, prz& czym
dla poprawnej.identyfikacji 10 poczgtkowych prazkdéw widma
konieczne jest przyjqcie co najmniej n=8, W przypadku analizy
drgan o wysokich czegstosciach wskazane jest zrdéznicowanie licz-
by elementdéw wektora 5(%) dla podzbiordéw przemieszczen typu v

i,

Tabela 5,2
Czgstosci koXowe drgai gietno-skretnych
w; [rad/s]
15 :

' n=4 n=6 n=8
11| 2,425 27425 10 o
plifl: 0 spsY | oosopl | o coRl
3 3,784 3,780 5,19
4 | 5,094 5,091 | 5,090
5 7,911 Te914 | 7,941
6 10,7210 10,7247 | 10210
7 | 24,090" | 12,029 | 12,029
8 Jla2,80n7 ¢ 17,004 | A7,004
9 24,0907 | 22,917

10 42,8077 | 24,0907
11 66,877" | 29,726

12 “06 097" | 40 8a7"
13 66,877
14 96,297
15 131,066
16 171,185
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Charakter sprzgzend poziomych drgaid gietnych i drgan skret-
nych zalezy od konfiguracji punktéw O, B, C w przekroju mostu,
Dla analizowanego obiektu sprzg¢zenie form z dominacjg zginania
poziomego jest wigksze nij pozostakych, Wérdéd form z dominacja
skrgcania bardziej sprzgzone sa formy symetryczne, SprzgZenia
form niskich sg wigksZe niz w formach wyZszych,
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Rozk¥ad prgzkdéw widma czestosci drgan wiasnych mostu,
obliczonych dla n=8, przedstawiono na rys. 5.4. W zakresie
czgstosgci od 0,0 do 30,0rad/s znajduje sieg 8 prazkdw, ktdrym
odpowiadajg formy drgan pionowych i 11 pragzkdéw dla form
gigtno-skrgtnych, w tym 3 odpowiadaja formom z dominacjg zgi-
nania poziomego. Decydujacy wpiyw na ksztattowanie stanu prze-
mieszczenia mostu ma pigé pierwszych form pionowych i siedem



%O e

poczgtkowych form gigtno-skretnych. Odpowiednie grupy czestos-
ci sg odsunigte na lewo od pozostatej czesci widma,

0 0 20 a0 W 60 A w © =
: ' : ' ' ' : : " w [rad/s]
DRGANIA PIONOWE i
iH-H 1
DRGANIA GIE TNO-SKRETNE
i  PERTTRRS f [0S WP V g /
|1 B T | | I I | I I
Rys. 5.4

Realizacjalnumeryczna algorytmu analizy drgand wymuszonych
wymaga okreslenia miarodajnej liczby funkcji aproksymacyjnych,
potrzebnej do wyznaczenia technicznie przydatnych rozwigzan
quasi=-statycznych i1 dynamicznych. W tym celu przeprowadzono test
zbieznosci rozwigzan, uzyskanych przy rozmiarze bazy aproksy-
macyjnej n=4,6,8, dla mostu obcigzonego jednym oscylatorem po-
ruszajgcym sie z predkoscig v=120km/h po torze poXoZonym w
ptaszczyznie symetrii mostu /Iwariant obcigzenia/. Drgania
obiektu odbywaja sie¢ wdéwczas wyZacznie w pXaszczyZnie pionowej.
Wyniki tak przeprowadzonego testu mozna uogdélnié na gietno-
-skretne drgania mostu, o czym swiadczg rezultaty rozwigzania
zagadnienia wxasnego. Na rys. 5.5, 5.6, 5.7 zilustrowano unor-
mowane przebilegi quasi-statyczne i dynamiczne nastepujacych
wielkosSci: przyrost naciggéw ciegien aH(t) , ugiecie w 1/4 roz-
pigtogci mostu w(0,25,ﬂ), naprezenia normalne w punkcie @ prze-
kroju déwigara dla 1/2 i 1/4 rozpietosdeci 62(0,5,1:), 62(0,25,1)..
Wspdétczynniki dynamiczne i ekstrema statyczne oraz wzgledne od-
chylenia ich wartosci obliczone przy analizowanych rozmiarach
bazy, zestawiono w tabeli 5,3,

Navpodstawie réznic jakosciowych widocznych na rozpatrywa-

nych wykresach i réznic ilosgciowych przedstawionych w tabeli 5.3

ustalono miarodajny rozmiar bazy
- dla quasi-statycznych i dynamicznych rozwigzan w zakresie

naciggdéw i stanu przemieszczenia n=6,

|
|
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- dla dynamicznych rozwigzai w zakresie naprezer normal-

nych n=8,

- dla quasi-statycznych rozwigzand w zakresie naprezen nor-

malnych n > 8.
Wyznaczenie miarodajnej liczby funkcji aproksymacyjnych dla na-
prezen stycznych wykraczato poza zakres pracy.

Wykonanie obliczend statycznych i dynamicznych przy rozmia-
rze bazy n=6 w peini wystarcza do okreslenia technicznie dokad~
nych wartosci naciagdéw i ugieé, natomiast wyniki w zakresie
napr¢zen maja raczej charakter poglgdowy, sg bowiem obarczone
pewnym bXedem aproksymacji,



Tabela 5.3

Wspoiczynniki dynamiczne i normy obliczone przy rbéznych rozmiarach bazy aproksymacyjne]

|"zgledne odchyleniaﬁ@

el . i =TTt [ i

: Py |zl 5 |21 s 1z] oy | 12l o5 | l2]
AH (1) 1,0793|0,012000 1,0871|0,012104 1,08%|0,012106 0,6 | oole,2l oo
w(0,25,t) | 1,3758|1,10867:107° | 1,3658|1,14510x10~7 | 1,3658|1,150111072| 0,7 | 3,5|0,0| 0,4
w(0,5,t) 1,0784|7,77527x107° | 1,0725(7,97689x107° | 1,0768|8,078%2x10"®| 2,0 | 2,6 1,7 | 1,3
6,(0,25,v) | 1,3782|1,15547x107" | 1,3569(1,372463x107" | 1,3412|1,442650~| 1,5 [18,8| 1,1 | 5,1
6,(0,5,1) 1,171217,72'97%10’5 1,1345|9,34653:1077 | 1,1262(10,5361x107°| 3,1 |20,9|0,7 | 12,7

ot 12
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W analizie dynamicznej mostu rozwazono wpiyw nastepujg-
cych czynnikdw: efektéw nieliniowosci geometrycznej zwigzanej
z pracg ciggien, predkosci obcigZenia, poziomej i obrotowej
inercji masy oscylatorodw.

Wptyw efektdéw nieliniowych na statyczne i dynamiczne roz-
wigzania w zakresie naciaggdéw ciegien, ugieé i naprezen nor-
malnych w belce usztywniajgcej mostu badano dla II wariantu
obcigZenia o predkosci v=120km/h, przy rozmiarze bazy n=6,
Podstawowe rozwigzanie nieliniowe uzyskano przyjmujac 256
kroléw caikowania i numerycznej prognozy naciggdw w obszarze
czasu obserwacji procesu t= O = 1,6, co odpowiada czasowi mie-
rzonemu od wjazdu na most pierwszego z grupy trzech oscylato-
row do zjazdu ostatniego oscylatora., Przyjetsg liczbe krokdw
ustalono na podstawie warunkéw stabilnosci i dok¥adnosci meto-
dy numerycznego catkowania /3.92/, /3.93/. Przy zakozeniu mi-
nimalnej liczby krokdéw, przypadajacych na najmniejszy znaczacy
okres drgaid wiasnych, rdéwnej N=5, miarodajne okazaXo sie kry-
terium stabilnosci, Dokadno$é metody numerycznego caXkowania
réwnan nieliniowych sprawdzono generujgc rozwigzanie kontrolne
przy podwojonej liczbie krokdw, wynoszacej 512.

W tabeli 5.4 zestawiono wartosci wspékczynnikéw dynamicz-
nych i norm statycznych obliczonych dla analizowanych wielkos=-
ci wedtug teorii liniowej /TL/ oraz nieliniowej dla podstawo-
wej /TN1/ i podwojonej /TN2/ liczby krokéw calkowania. VWspéZ-
czynniki dynamiczne wyznaczone w zadaniu liniowym sprowadzono
do normy statycznej przebiegdéw nieliniowych.Odpowiadajgce wa -
riantom TL, TN1, TN2 przebiegi statyczne i dynamiczne wybra-
nych wielkosci przedstawiono na rys. 5.8 = 5,10.

Nieliniowe rozwigzania statyczne i dynamiczne uzyskane przy
podstawowej 1 podwojonej liczbie krokéw praktycznie nie rdéznia
sig. Wzgledne odchylenia wartosci wspéXczynnikdw dynamicznych
i ekstremdéw statycznych sg rzedu 1% . Réznice te spowodowane'
8g nie tylko numeryczng prognozg nieliniowych parametrdéw, lecz
réwniez biedem dyskretyzacji metody numerycznego catkowania,

Na podstawie opisanego testu kontrolnego przyjeto, ze roz-
wigzanie nieliniowe typu TN1 jest technicznie dokXadne,



Wspbéiczynniki dynamiczne i normy obliczone

Tabela 5.4

wediug teorii liniowe]j i nieliniowe]

: Vzgledne odchylenia %
a;;i%l;gégna o Sl i '_%Lei T sz 12
» o, | hzl o, | Izl ?, 2] o, | lzl]e, | Izl
AH (%) 1,0517|0,026730 1,0508|0,026701 1,0513|0,026701 0,140,11 | 0,04]0,00
w(0,25,%) |1,3359|1,3159x10~7 | 1,3303|1,31047x107° | 1,3322|1,31047x10"2 || o,z2|0,42| 0,14|0,00
w(0,5,1) 1,0910 §,56822x1o‘6 1,08%219,35134 x10™° 1,0908|9,35134 x10™° 0,16/0,18 { 0,14/0,00
6,(0,25,0) |11,3611|1,37546x107" | 1,3576|1,37243x10"" | 1,359% |1,3724310"F | 0,26/0,22| 0,14|0,00
6,(0,5,%) |1,3433]6,00785x1077 | 1,3419|5,99356x107° | 1,3388(5,99356x10™° | 0,10|0,24 | 0,23|0,00




=05

Rys. 5.8

v(km/h)

TN1

T

0

120




-05f

0.0
W/

051

1.0%

Rys e

5.9 .

v(km/h)

0

120

o 202



-10

-05

0.0

0.5

10

V

@;(st;f)

Rys.

510

v(km/h)

gL

0

120

"'68"’



) "'90"

Dla analizowanego przypadku obcigzenia wpiyw efektdéw nie-
liniowych na rozwigzania statyczne i dynamiczne jest nieistot-
ny, przy czym wzrasta on nieco w miare rozwoju procesu drgan,
Nalezy jednak zauwazyé, ze intensywnosé obciqunia, ktorej
miarag moze byé stosunek sumy statycznych naciskoéw oscylatoréw
znajdujgeych sie na moscie do ciezaru belki %:mig/mbgl = 0,01,
jest zbyt mata, by wyworany stan przemieszczenia mégt znaczgco
wpXyngé na rozk*ad sit wewnetrznych w konstrukcji., Dla obcig-
zen o wiekszej intensywnosci wpiywy nieliniowe mogag byé istot-
ne, co zostato potwierdzone wynikami uzyskanymi w pracy [28]

i badaniami innych autoréw [7,12,20,48].

Rozwazane obcigzenie ruchome, mimo niewielkie]j intensyw-
nosci, spowodowato istotne efekty dynamiczne, Wspdiczynniki
dynamiczne dla ugieé i napreszed normalnych w 1/4 rozpietosci
mostu wynoszg oko*o 1,3, a wiec sg wieksze, niz obliczony wed=
Yug wzoru /2.1/ normatywny wspdXczynnik dynamiczny, ktéry dla
analizowanego obiektu wynosi 1,135. W przebiegach dynamicznych ~
ugieé i1 naprezen dominujacg role¢ odgrywajg wolnozmienne oscy-
lacje o duzych amplitudach, rosngcych w trakcie przejazdu ob-
cigzenia i nastg¢pnie wolno malejacych w fazie zjazdu., Przekrdj
w 1/4 rozpietosci mostu jest znacznie bardziej wytezony sta-
tycznie i dynamicznie, niz przekrdj w 1/2 rozpietosci,

Dla II wariantu obcigzenia badano rdéwniez wpiyw predkosci
przejazdu oscylatoréw na przecigzenia dynamiczne ciggien i
belki usztywniajgcej. Na rys. 5.11 & 5.14 przedstawiono unor-
mowane przebiegi czasowe prZyréstu naciggdéw AH(t),ugiQé w 1/4
i 1/2 rozpietosci przesia w (0,25 LT) A w(0,5,T) oraz naprezen
normalnych w tych przekrojach w punkcie @ © (O 25,%), © (O 5 %)
Rozwigzania te wyznaczono dla trzech prqdkosc1 préegazdu ob=~
ciazenia v=90, 120, 150km/h, T¥em przebiegdw dynamicznych sg
rozwiagzania quasi-statyczne /v=0/.
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Wpiyw predkosci obcigzenia nie jest monotoniczny, najwiek-
sze przeclgzenia dynamiczne zaobserwowano dla posredniej war-
toseci v=120km/h. Amplitudy oscylacji przebiegdw dynamicznych
obliczonych dla tej predkosci osiggajg najwigksze wartosci w
posredniej fazie przejazdu rozwazanej grupy oscylatordw., Przy
predkoscei v=150km/h ekstremalne punkty oscylacji ulegajg prze-
sunigciu w czasie, amplitudy drgan narastajg wolniej, najwiek-
sze ich wartosci pojaWiajq sie w koicowej fazie procesu., Wply=-
wy dynamiczne obcigzenia poruszajacego si¢ z predkoscig v=
=90km/h sg niewielkie,

IIT wariant obcigzenia analizowano w celu okreslenia wpiy-
wu poziomej 1 obrotowej inercji masy oscylatora. Wykonano ob-
liczenia dla dwéch modeli pojazdu: w postaci klasy¢znego oscy=-
latora /MP1/ i pionowo resorowanej masy o trzech sK¥adowych
sity inercji /MP2/.W pierwszym przypadku réwnanie ruchu uktadu
most+obcigzenie ruchome ma wyraZnie prostszg struktureg, co po-
woduje znaczne skrdcenie czasu obliczen, Pominigcie wpXywu po-
ziomej 1 obrotowej inercji masy oscylatora nie wywoiuje dla
rozwazanego obcigzenia istotnych réiénic w przebiegach dynamicé-
nych wszystkich rozpatrywanych wielkosci. Maksymalne wartosci
vzglednych odchylend rozwiazan nie przekraczajg 2%. Wpiyw ten
moze byc¢ istotny jedynie w przypadku intensywnego obciaZenia
dziatajacego jednostronnie wzgi@dem osi podfuZnej mostu,

Przyktadowe wyniki obliczend pokazano na rys. 5.15 &= 5,17,
Réznice rozwigzan uzyskanych dla dwéch rozpatrywanych modeli
pojazdu nie sg widoczne w skali rysunkoéw,

RYiEs 9D
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Obcigzenie poruszajgce sie mimodrodowo wzgledem osi pod=-
fuznej mostu/wariant III/ wywoiuje przestrzenny stan przemie-
szczenia i napiecia, Na rys. 5.15 zaznaczono przebiegi czaso-
we przyrostdéw naciggu ciggien., Wielkodé AH2 odpowiada ciggnu
oznaczonemu na rys, 3.1 symbolem (@ , znajdujgcemu sie¢ po tej
samej stronie osi podZuznej mostu, co obcigzenie., Ciegno to
jest bardziej wytgzone statycznie, lecz dynamiczne przyrosty
naciggu sg mniejsze, niz dla mniej napietego cieggna @ . Rys.
5.16'przedstawia wykresy dynamicznych i statycznych przebie-

géw poziomej v, i pionowej w, sk*adowej przemieszczenia punk-

tu @ przekroju déwigara o wsgélrzqdnej ¢ =0,25, Obrét przekro-
ju wzgledem Srodka Scinania /kat skrecenia/ nie ma wpiywu na
pionowe przemieszczenie rozwazanego punktu, Pozwala to na do-
konanie wstgpnej oceny udziafu wspdirzednych v i ¢ w ksztax-
towaniu stanu przepieszczenia dZwigara,., VWartosSci statyczne
oraz przyrosty dynamiczne skZadowej pionowej sg znacznie wigk-
sze od odpowiednich wartoSci przemieszczenia poziomego. Sta-
tyczna i_dynamiczna‘odpowiedé uktadu na dziazanie rozwazanego
obcigzenia ruchomego ksztat*tuje sie gtdéwnie pod wpiywem pio-
nowego zginania. Potwierdzeniem tego faktu jest zblizony cha-
rakter wykreséw 5,9 i 5.17.

Dla zilustrowania mozliwosci algorytmu rozwazono drgania
mostu wymuszone przeciwbieznym ruchem dwéch resorowanych po-
jazdéw /IV wariant obcigzenia/. Przebiegi czasowe wybranych
wielkosci dynamicznych na tle odpowiednich rozwigzan statycz-
nych zilustrowano na rys. 5.18 = 5,22, Analizowany przypadek
obcigzenia powoduje zwiekszenie udziau skrecania /rys. 5.19/,
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W tabeli 5.5 zestawiono przykiadowe czasy realizacji nu-
merycznych, przeprowadzonych na maszynie cyfrowej ODRA 1305,

Tabela 5.5
Przyktadowe czasy obliczen
Liczba funkcji
Nazwa : Czas :
programu aproksyﬁacygnych obliczen Uwagi
DIMWA1 e o'21"
6 0'44”
&' 23"
DMW2 4 230" jeden oscylator, TN1
6 4' 10" - - , TN1
8 15' 02" - - , TH1
6 kS, trzy oscylatory,THN1
6 26' 38" g trzy oscylatory, N2
6 g | trzy oscylatory,TL
DMW3 6 71 18! trzy oscylatory, TN1
MP2
Gis: 56' 57" - - , TH1
FMP1
6 39' 18" dwa oscylatory, TN{
MP1

Krétkie czasy obliczer, zanotowane dla programdéw DMW1 i
DIMW2 syiadczg o realnej mozliwosci stosowania w praktyce inzy-
nierskiej algorytmu analizy przestrzennych drgan wkasnych i
analizy pionowych drgan wymuséonych ruchomym' obcigZeniem uzyt=-
kowym. Czasy realizacji i szerokie mozliwoSci dziaXania pro-
gramu DMW3 swiadczg natomiast o mozliwosci prowadzenia szcze-
gétowych analiz dynamicznej pracy wiszgcych obiektdw mostoWych
rozpatryWanej klasy.
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6. PODSUMOWANIE

W pracy sformuzowano teorie i opracowano macierzowy algo=-
rytm rozwigzania problemu przestrzennych nieliniowych drgan
mostéw wiszgcych wybranego typu,poddanych dziaaniu ruchomego
obcigzenia uzytkowego. Algorytm dotyczy jednoprzgsiowych o-
biektéw mostowych ze swobodnie podparts i1 podwieszong do dwéch
wiotkich ciegien belks usztywniajacg, ktérej model moze byé
przyjety w postaci balastowanego diZwigara cienkosciennego o
monosymetiycznym otwartym przekroju. Analizowanym obciquhiem
uzytkowym jest tabor drogowy ziozony 2z pojazddéw samochodowych
poruszajgcych sie ze stals predkoscig. Model pojazdu przyjeto
w postaci pionowo resorowanej masy; z uwzglednieniem bezwiad-
nosci obrotowej oraz pionowej i poziomej skiadowej sity iner-
cji w piaszczyinie prostopadiej do osi mostu.

Przestrzenny ruch obiektu opisano globalnie, wykorzystujgc
teorie wytrzymaXosci zXozonej pretéw cienkosciennych i uwzgled-
niajgc wpiyw sprzezen charakterystycznych dla drgai mostow wi-
szgcych., Rozrdznienie w przekroju poprzecznym balastowanego
dzwigara $rodka masy przekroju sprgzystego, $rodka bezwiadnosci
i Srodka Scinania umozliwiXo poprawne okreslenie bezwxadnoscio- |
wych sprzezed poziomych drgan gietnych i drgan skregtnych mostu,
Uwzgledniono ponadto sprzezenie drgand skretnych z pionowymi
drganiami gietnymi, wywolane wpiywem efektéw nieliniowosci geo-
metrycznej zwigzanej z pracg cieggien, Dokonano pewnych uscis-
leni klasycznej teorii formu*ujac statyczne poprawki drugiego
rzedu /odrzucenie zasady zesztywnienia/, dzieki czemu ujawnio-
no efekt wahadXowy charakterystyczny dla drgan podwieszone}j
belki mostu. e .

Przyjety model obcigzenia sformutowano przy zatozZeniach
zblizonych do warunkéw rzeczywistych dziaxania taboru drogowe-
go., Uwzgledniono wpiyw resorowania i inercji pojazddéw oraz moz-
liwosé dowolnej specyfikacji szeregu parametrdéw charakteryzuja-
cych pojazd, jego poXozenie na obiekcie oraz predkosé i kieru-
nek ruchu,

W wyniku realizacji algorytmu otrzymuje sig¢ przebiegi cza-
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gowe dynamicznych przyrostdéw sik naciggu ciegien oraz peine
dynamiczne rozwigzanie w postaci geometryczno-czasowych roz-
k¥adow sktadowych stanu przemieszczenia i naprezenia w belce
usztywniajacej. Opis rozwigzan w formie unormowanych, sta-
tycznych i dynamicznych przebiegdw czasowych umozliwia na-
tychmiastows oceng przecigzen dynamicznych dla kolejnych po-
Yozen przyjetej grupy obcigzend i wyznaczenie wspdiczynnikow
dynamicznych dla kazdej analizowanej wielkosci,

Przyktad realizadji numerycznej wykazax duzg efektywnosé
algorytmu i sSwiadczy o jego przydatnosci w praktyce inZynier-
skiej i badawczej. Efektywnosé algorytmu wynika przede wszyst=-
kim z dyskretyzacji zadania metods aproksymacji ciggtej, prazy
trafnym doborze bazy aproksymacyjnej w postaci funkeji trygo-
nometrycznych, zapewniajgcych w rozwazanym przypadku szybkg
zbiesznosé rozwigzania, Drugg korzystng okolicznoscig jest zas=-
tosowanie nowoczesnych metod numerycznych w celu rozwigzania
nieliniowych réwnai ruchu,

W pracy przeprowadzono testy numeryczne, na podstawie kté-
rych uzyskano potwierdzenie efektywnosci przyjetej aproksymacji
w ksztaltowaniu rozwigzail statycznych i dynamicznych, obejmu-
jacych sity naciggu ciggien i stan przemieszczenia. Dokonano
réwnies wstepnej analizy studyjnej w zakresie wpiywu efektow
nieliniowych, predkosci przejazdu obcigZenia oraz wpiywu po-
ziomej 1 obrotowej bezwladnosci obcigzenia,

Efekty nieliniowe dla rozwazanego obiektu i obciqzéﬁia oka-
zaty sie nieistotne, podobnie jak wpXyw poziomej i obrotowej
inercji obcigZenia ruchomego., W obu przypadkach twierdzenia
tego nie mozZna uogdlniadé, gdyz rozwazane byzo obcigZenie o
matej intensywnosci. Wpiyw predkosci przejazdu obcigzZenia nie
jest monotoniczny. Najwieksze efekty zaobserwowano dla posred-
niej z trzech rozpatrywanych predkosci, wynoszacej 120km/h,

Oddzia¥ywanie rozpatrywanych obcigzen ruchomych wywoiuje
duze przecigzenia dynamiczne w przekroju mostu o wspdirzedne]
£ =0,25. Przekrdj w 1/2 rozpigtosci przeska oraz ciggna sg
znacznie mniej wytezone. Gixdéwny udziat* w ksztaXtowaniu dyna-
micznej odpowiedzi mostu na dzia*anie ruchomego obcigzenia
uzytkowego maja pionowe drgania gietne,



o 108 -
(

Przedstawiony w pracy algorytm zostaX opracowany przy pew-
nych zatozeniach upraszczajgcych, Miedzy innymi pominieto od-
ksztaXcenia wieszakéw oraz poziome przesuniecia ciegien, wywo-
tane obcigzeniem uzytkowym, Wpiywy te mogg byé uwzglednione
przez odpowiednig modyfikacje algorytmu. NalezaXoby dokonaé
niezaleznego opisulstanu przemieszczenia ciegien i belki.
Prowadzi to do zwigkszenia bazy wspdirzednych uogdlnionych o
podzbiory odpowiadajgce dodatkowym niezaleZnym przesunieciom,
Wzrost rozmiaru zadania powoduje zmniejszenie numerycznej efek-
tywnosci algorytmu, przy czym mozna by ten niekorzystny wpiyw
ograniczy¢ dokonujac po przeprowadzeniu transformacji wiasnej
obcigcia nieistotnych oscylacji wysokoczestosciowych,

W analizie dynamicznego wpiywu ruchomego obcigzenia pomi-
nigto efekty zwigzane z przejazdem obcigzenia po nierdwnosci
progowej oraz po nierdéwnos$ciach toru ruchu, Pominieto réwniez
wpiyw pionowej Kkrzywizny toru. Sposdéb uwzglednienia i charakter
tych wpiywéw jest opisany w pracach [22,26].
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Spatial vibration of a suspension bridge
under inertial moving load

Summary

A theory has been developed and the algorithm of solution
presented for the non-linear, spatial vibration of a suspension
bridge subjected to moving, sprung inertial load. The algorithm.
deals with single-spah, highway suspension bridges with unisym-
metric, open cross-section thin-walled stiffening girder. The
load is assumed as the set of viscoelastic oscillators moving
at constans speed, Three components of the inertia force of the
oscillator in the plane perpendicular to the bridge axis are
taken into account.

Spatial vibration of the bridge are described by the set of
coupled, integro-differential equations in space-time domain,

The equations have been formulated basing dn the theory of a
flexible cable and on the theory of the combined stress of thin-
-walled rods, taking into account the inertial coupling of vi-
brations and geometrical non-linear effects. More precise state=-
ments are contributed to the classical theory, consisting in the
determination of the statical second order effects and revealing
the pendular nature of the horizontal vibrations of the bridge.

The continuous model of the structure has been discretized
in space domain, making use of Galerkin method, The matrix equ-
ation of motion of the system consisting of the bridge and moving
load has been formulated in explicit form, in dimensionless va-
riables, This equation has been solved with the help of numeri-
cal integration, by Newmark p-method. Based on paraboljic extra-
polation, the numerical forecast has been used for the non-linear
characteristics of tensions in cables.

The expressions for displacements, internal forces and stres-
ses in the structure are given, namely for vertical displacements
and increments of tensions in cables as well as components of
the displacement and stress in an arbitrary point of the stiffe-
ning girder. The normalized, statical and dynamical history cur-
ves for the analyzed quantities have been determined.
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In addition, free vibrations, the case of the planar model
of the structure as well as the load in the form of unsprung
masses and concentrated forces have been considered.

The computer program has been also developed and the compu-
tations carried out for ‘an example bridge. The results are pre-
sented in tables and graphically. The efficiency of the appro-
zimation has been examined and preliminary dynamic analysis of
the bridge performed. °
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