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1. PRZEGLAD MODELI I METOD ROZWIAZYWANIA ZAGADNIENIA
- ROZDZIAEU ZADAN

1. Wprowadzenie

Przedstawiona praca dotyczy jednego z podstawowych probleméw teo-
rii systemdéw operacyjnych wepdiczesnych systemdw cyfrowych, jakim jest
kompleks zagadnien okreélonych mianem zagadnienia rozdziaiu resursdw
gystemu. Wiele istotnych probleméw zarzgdzania pracg elementéw sys-—
temu cyfrowego, takich jak np. zarzgdzanie pamigcig, planowanie ob-
cigzed procesordéw i urzgdzei wejsScia/wyjscia itp., moga byé sprowa-
dzone do zagadnienia rozdzialu resurséw [20, 28, 41, 50]. W pracy za-
jeto sig problemem zarzadzania pracg réwnolegle pracujgcych stanowisk
obstugi - procesordéw w wieloprocesorowym systemie cyfrowym. Zagadnie-
nie to, znane w literaturze angielskiej jako "parallel processing"
lub "parallel computation", jest obecnie szeroko rozwijane, Idea pro-
wadzenia réwnolegkych obliczen sigga potowy XIX w. - czaséw Ch. Bab=-
bage'a [38]. Szczegdlnie intensywnie jest rozwijana od poczatku lat
60~tych naszego stulecia, kiedy powstazy pierwsze systemy rdéwnolegle
pracujgcych maszyn cyfrowych, a zwaszcza kiedy uswiadomiono sobie,

e w zwigzku ze zblizeniem sig szybkoéci sekwencyjnie wykonywanych ob-
liczed do pewnego nieprzekraczalnego poziomu, jedyna mozliwosé ich
przyspieszenia polega na jednoczesnym wykonywaniu niezaleznych frag-=
mentéw programu na rdéznych maszynach cyfrowych.

Wéréd aktualnie prowadzonych prac z zakresu teorii obliczed réw-
nolegtych mozna wyréznié dwa podstawowe kierunki [42, 52]:

- poszukiwanie metod przedstawiania algorytméw obliczeniowych w .
postaci "rdéwnolegtych", niezaleznych fragmentéw, najbardziej dogodnych
do wykonania w wieloprocesorowym systemie cyfrowym; ;

- poszukiwanie metod optymalnego sterowania wykonywaniem "réwno-
legle" przedstawionych algorytmoéw. :

Do zakresu pierwszego kierunku nalezq np. prace [40, 45], zajmu-
Jjace sig "zrdwnolegnieniem" pewnych konkretnych probleméw obliczenio-
wych, czy tez prace [47, 50, 62, 65], zajmujace sig 0gbélnymi modelami
przedstawiania "rdéwnoleglosci" algorytméw. Szczegdlnie interesujaca
jest praca [42], stanowigca autorytatywny przeglad modeli i prac 2z
tego kierunku. Pochodnymi kierunkami prowadzonych prac sg:




- prace nad jezykami umozliwiajgcymi zapis "rdwnolegXosci' np.
klasyczne operatory FORK, JOIN E.S. Schwartza [22], jezyki macierzo-
we [34], jezyk PL/1 [7];

- prace nad automatycznym rozpoznawaniem "réwnolegXosci" na eta-
pie translacji sekwencyjnie pisanych programéw [23], czy tez badanie
wystgpowania "rdéwnolegkosci" w klasycznie pisanych programach [ 38];

- prace nad organizacjg wewngtrznej struktury logiczne] systemu
cyfrowego np. [8, 10, 39, 56].

Przedsgtawiona praca nalezy do drugiego z wymienionych wyzej pod-
stawowych kierunkdéw prac, ktérych omdéwienie jest zawarte w nastepnym
- punkcie (1.2). '

1.2. Problemy sterowania rozdziaXem zadan

Problemy sterowania rozdziatem zadan sg znane w literaturze ra-
dzieckiej m.in. jako zagadunienia "kalendarnovo pZanirovanija", zas w
vliteraturze angielskie] jako "the machine assigment problems" badz
jako "the job sequencing (scheduling) problems". Zagadnieniom tym
jest poswiecona obszerna literatura np. [13, 26, 54, 63, 69, 70, 71]
a szczegdlnie [9, 33, 51], ktére stanowig szerokie przeglady modeli i
metod ich rozwiagzywania.
| Wiele spos$rdd deterministycznych modeli planowania kalendarzowego
byzo formuowanych bezposrednio dla pewnych interpretacji pracy sys-
teméw cyfrowych. Sg to, poczawszy od klasycznej pracy [29], np. [2,
35.'5, 165 27, 44, 46, 50, 52,-59].

Do modeli probabillstycznych gystemu cyfrowego [ 4, 14, Bt 41 50]
zalicza sig klasyczne modele kolejkowe [6, 21, 601, jak réwniez peEW=-
ne ich modyfikacje [11, 17, 30, 31, 32, 37, 43, 53, 55, 61, 67 =G
tatnia z wymienionych prac [67] daje przeglad modeli pracy procesora
'»a ponadto przedstawia modele symulacyjne pracy systemu cyfrowego. Po-
$rednio interesujgce sg prac®zwigzane z planowaniem pewnych irzedsie-
wzigé w warunkach probabilistycznych np. [25, 35, 58]. ' :

Do rozwigzywania. formutowanych tu zagadnien stosuje sié gzereg me-
tod z zakresu badai operacyjnych. Nalezg do nich m.in. metody progra-
mowania nieliniowego [1], metody optymalizacyjne [49, 68], siecipwef
1181, wykorzystuje sig aparat teorii graféw [12, T72], gier [ 48] itp.
Obszerne przeglady 1 klasyfikacje stosowanych metod Zawierajag czes-
ciowo prace [9, 51]. ' D S

W przedstawionych dalej rozwazaniach wykorzystuje sig klasyczny
rachunek prawdopodobierdstwa [15], metode programowania dynamicznego
[68] oraz metode podziatu i ograniczed [57, 64, 661.




1.3. Cel i zakres pracy

Podstawowy problem jaki formuiuje si¢ w pracy Jjest nastgpujacy.
Dany jest pewien model zadania jako zbidr programéw, ktdre mogg byé
wykonywane w pewnej ograniczonej wzgle¢dem siebie kolejnosci (zadanej
grafem skierowanym); za$ czasy wykonywania pojedynczych programéw»sa
zmiennymi losowymi o zadanych rozkZadach prawdopodobieristwa. Zadanie
ma byé wykonywane w systemie zXozonym z pewnej liczby jednakowych,
niezaleznie pracujgcych procesordéw. Celem pracy jest znalezienie dy-
'namicznej reguzy decyzyjnej, kierujace]j odpowiednie programy do wyko-
nania w systemie, takiej aby minimalizowaé wartosé oczekiwang czasu
wykonania caxodci zadania.

W rozdzisle 2 pracy przedstawia si¢ formalne modele zadania, sys-
temu wykonawczego, a nastepnie formuiuje siefproblem optymalizacyjny.

. Sformutowany problem jest adaptacjg i rozszerzeniem analogicznych za=-
| gadniefl deterministycznych, ktdrym podwigcono szereg rozwazah [2, 16,
24, 29, 441].

RozdziaX 3 Jest posdwigcony rozwigzaniu szczegdlnego przypadku pro-
blemu postawionego w rozdziale 2, mianowicie optymalnemu rozdziaZowi
zadanl o wykadniczych rozktadach prawdopodobierstwa czasdéw wykonywa-
nia zadan elementarnych (pojedynczych programéw).

Rozdzial 4 zawiera rozwazania na temat optymalnego rozdziasiu za-
daii o dowolnych rozktadach czasdéw wykonywania zadad elementarnych, a
w rozdziale 5 przedstawia sig wnioski i oceng przydatnosci proponowa-
nych rozwigzan.

Przedstawiony épis‘literatury zawiera podstawowe, dostepne auto-
rowi pozycje. Nalezy jednak zaznaczyé, ze ze wzgledu na intensyfika-
cje prowadzonych bada’ w omawianym zakresie, istnieje wiele prac trud
no dostgpnych, zawartych zwkaszcza w amerykafiskich materiatach konfe-
rencyjnych i rozprawach doktorskich, a takze wiele prac publikowanych
tylko informacyjnie (np. prace prowadzone w ramach amerykariskich pro-
graméw rzadowych). =

‘W dodatku przedstawiono program napisany w ALGOLu-60.na m.c.ODRA-
1204, stanowigcy zaXgcznik do rozdziazu 3, ktdéry wyszukuje funkcje :
optymalnego rozdziazu (bez przerwan) zadaid o wyktadniczych. rozk*adach :
prawdopodobieristwa czaséw wykonywania zadaid elementarnych w jednofa=-
. zowym systemie obsiugi. ' '
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2. PRZEDSTAWIENIE PROBLELU

2.1, Model systemu wykonawczego i model zadania

Definicja 2.1. Systemem wykonawczym (obsiugi) bedziemy nazywaé
zbidr :

{w WA, e (2.1
. gdzie ) e : :
Wt o= {w%, w%, A w;.} (L = 152,vve; B)s (2.2)
2

Podzbiory Wi gg zegtawami ni-jednorodnych niezaleznie pracujag-
cych stanowisk wykonawczych (obslugi) typu i. System wykonawczy W beg-
dziemy nazywaé Jednofazowym, jezeli K = 1, albo wielofazowym, jezeli
K > 1. )

Niech G = (2,Q), gdzie 2Z - jest zbiorem wierzchoikéw, a Q - ma-
tryca incydencji, bedzie grafem skierowanym, nie posiadajgcym drdg
cyklicznych ani petli, 2z jednym wierzchozkiem poczgtkowym i 2z pewnym
wierzchotkiem koAcowym. Elementy zbioru 2 = {zo,z1,..., zm+1} be-
dziemy nazywaé zadanlaml elementarnymij z2, = elementarnym zadaniem
poczgtkowym, Z41 " elementarnym zadaniem kodcowym. Zuki wychodzace
z wierzchoxka z; € Z mogg by¢é podzielone na co najwyzej M rozxgcz-
_ nych podzbioréw. Zadania elementarne, ktérym odpowiada jeden podzbidr
“wychodzacych *ukéw nazywamy elementarnymi zadaniami operacyjnymi, zas
pozostate, ktérym odpowiada wigcej niz jeden podzbidr - elementarnymi
zadaniami decyzyjnymi. :

Kazdemu zadaniu elementarnemu z; € Z przyporzadkowuje sie wektor
parametrdéw (ri, 10 Py ), ktérego poszczegélne sktadowe okreslaja:

o i rodzaj obslugl (typ stanowiska obskugl) wymagany przez z;
w systemie W, r ;e {1,2,..., K} :
t:. - nieujemng zmienng losowa, o 2znanej dystrybuancie Fl, cza-

i
su  wykonywania 2. przez stanowisko wykonawcze rodzaju r.

9

Py = (pi1, p12T..., piM) - rozk*ad prawdopodobieristwa w;boru od-
powiedniego typu podzbioru Xukdéw wychodzgcych z wierzchoka Zj.

O zmiennych losowych t; (i = 0,1,¢..,m+1) zakkadamy, Ze sa nie-
zalezne oraz Etj;< © , Ponadtc, bez utraty ogélnosci, zakXada sieg,ze
I,=1 meq = O» Oraz ze. zg, 2.4 83 elementarnymi zadaniami operacys
. nymi, Oczyw1scie, dla zadal operacyjnych Piq = Ay Pip = eee = Diy= 0.
: Elementy (1,53 = 0,150+, m+1) matrycy incydencji Q prayj-

mujg wartoscl ze zbioru’ {—M,..., =150, e e M. Znaczenie pPrzy jmo=




i

wanych wartosci jest nastepujgce: g4 = O okresla brak zukdéw pomie-
dzy wierzchoikemi z; a g3 Qg5 = 19250009 M okresla, ze z wierz-
- chotka Z3 prowadzi sie¢ Zuk do wierzchozka zj; znaczenie qij =

= =1, =2,..., -M wynika z wiasnosci q;y = =Qy4-

Definicja 2.2. Uporzgdkowang czwdrke

x = (a,R,T,P) | ‘ (2.3)

gdzie G Jest wyzej okreslonym grafem, za$

R = (ro, Tyseees rm+1), ;
= (to, t1,t..’ tm+1), : (2‘4)
P = <P0$ Pysece, pm+1)s

sg wektorami o skZadowych okreslonych wyzej, bedziemy nazywaé zada-
- niem dla systemu obsiugi W, E]

2.2. Wykonanie zadania w systemie obsiugi

Wykonanie zadania X w systemie obsiugi W polega na wykonaniu
pewnego podzbioru 2, zbioru za@aﬁ elementarnych Z. Oczywiscie Zos
Z2001 € oo Kolejnos$é wykonywania zadan elementarnych jest okreé;ona
przez pewne zasady..Dla ich przedstawienia wprowadza sie¢ nastgpujace
pojecia. O wszystkich Zukach grafu G przed rozpoczeciem wykonywania
gadania X méwimy, Ze 83 nieaktywne. O *ukach wychodzacych z wierz-
chotka elementarnego zadania operacyjnego méwimy, ze stajg si¢ aktyw=
ne, gdy zostanie zakoiczone jego wykonywanie. O Xukach wychodzgcych z
wierzchozka elementarnego zadania decyzyjnego méwimy,‘Ze aktywne sta-
Ja sig¢ zuki typu wylosowanego w trakcie jego wykonywgnia oraz, ze po-
zostate Zuki stajg sig obojetne.

Wykonanie zadania X rozpoczyna sig od wykonania elementarnego .
zadania poczgtkowego 2z .. Nastgpnie moga byé wykonywane inne zadania

o}
elementarne, Dane zadanie elementarne  z. € 2 moze byé wykonywane,

3
Jezeli w zbiorze Zzukéw wchodzgcych do tego zadania znajdujg sie tylko - |
fuki aktywne lub obojetne. Wykonanie zadania elementarnego z5 pole- ' |
8a na skierowaniu go na dowolne stanowisko obszugi typu r;y na kté-
rym pozostaje nieprzerwanie.az do czasu jego zakonczenia t, ktdéry
- jest realizacjg zmiennej losowej t; - obsiuga bez przerwan, bgdz na
ktérym wykonuje sig czesciowo przez pewng liczbe odcinkdéw czasu, ktd-
. rych sumaryczna dZugoéé wynosi +t - obstuga z przerwami. Zadanie ele-




mentarne z5 wchodzi do podzbioru Zo’ Jjezeli w trakcie wykonywania

zadania ¥ pojawi 51e chociaz jeden aktywny zuk wchodzqcy do w1erz-
choxka Zie

2.3. Przestrzell standw wykonywania zadania

’

Dla opisu kolejnosci wykonywania bez przerwai zadai elementarnych,
wprowadza sig pojecie stanu wykonania zadania % .

Definicja 2.3. Stanem wykonania zadania % nazywa sig¢ matryce

K k k
a;, a.l, es oy am+‘l 7
T A X (2.5)
» b , b»], ooo,.bm+1 =
gdzie
k
aie A= {-1,0,1’ ooy M},
b e RY (1= 0,100, m1),

Znaczenie poszczegdlnych elementdw matrycy jest nastepuj§ce: ag =
= =1 okres$la, ze zadanie elementarne Zs nie byto Jjeszcze wykonywa=-
ag =0 = zZe z5 jest w trakcie wykonywaniaj ag 2 152500yl e
ze z4 zogtato wykonane, i Ze podczas jego wykonywania wylosowano
odpowiednio 1,2,...,M typ Zukéw wychodzacych z wierzchozka Zse Na-
tomiast bg _okresla sumaryczng dxugosé czasu, W ktérym wykonywalo
si¢ zadanie elementarne z,. [:]

Poczatkowym stanem wykonania zadenia X jest wigc stan

R e e e
8y = s ; (2.6)
O, n 05 ednra 10 :
natomiast stan kondcowy sL.nie jest okreslony jednoznacznie. Jegé po-
staé zalezy od wylosowanego w trakcie wykonywania zadania & zbioru
zadan elementarnych Zye Elementy a; dla z;e Z, bedg przyjmowaéd
- wartoseci ai> 1; zaé dla zi;! Z, pozostang 8y = -1. Elementy b;
dla z; € Z, przyjmg wartosci realizacji odpowiednich zmiennych lo-
sowych %, zas dla zi;! Z, pozostang by = 0. Liczba stanéw koz- _
. cowych, réznych ze wzgledu na wartosci elementdw a;, nie przekracza
B gdzie h jest liczbg elementarnych zadad decyzyjnych.
‘ . Matryce 8y .stanéw wykonania zadania 25 przyjmuja wartosdci ze
. zbioru S postaci |



Sq3nl

[A X Ax Jie RA
TR-*.X IP\+X oo o xﬂ)\+}

v
(m+2) razy

W zbiorze S nalezy wyrdéznié pewien podzbidr. S*, nazwany zbiorem
dopuszczalnych standw wykonania zadania %, tj. takich stanéw w jakich
mozliwe Jjest znalezienie sig zadania z w trakcie wykonywania. Zbidér
S* jest generowany przez € , W oraz dyscypling obsZugi.

Wykonanie zadania X , jako realizacje pewnej funkcji losowej, opi-
/suje sig pewng trajektorig standw S,y Bqseees Sop ze zbioru s* ta-
kich, ze : ' '

so—< si—{ I *(sék - (2.7

gdzie =< jest symbolem relacji stabego porzgadku okreslonej ponizej,
zas 8, jest stanem poczatkowym postaci (2.6),3 Soy jest Jjednym z
mozliwych stanéw kodcowych. Stany s, (1 = 0,2,¢..,2k) nazywa sie
stanami odpowiedzi i zbidr wszystkich mozliwych standw odpowiedzi o=
znacza gi¢ przez Sodp’ za$ stany sj (j = T s 3yeiny 2k~1) nazywa
gie stanami decyzji i zbidr wszystkich mozliwych standéw decyzji ozna-
cza sig przez Sdec’ oczywiscie. s* = Sodp‘J.Sdec Relacjg¢ skabego

porzadku ’ zwana relacJQ poprzedzania stanéw okresdla sig nastgpugqco'

Definicja 2.4, Méwimy, %Ze sten .s . nastepuje po stanie 8y (al-
bo, ze 8, poprzedza S L), co notujemy k—<.sl, jezeli a ;r, to
ay = a; oraz jezeli a]jf {1, to a;f (& dla 1 L0 e B

‘Wprowadza sig¢ nastgpujgce oznaczenia. Dla dowolnego 8, € S u-

" tworzymy zbiory
Xagsk) '-f{zi e 2 :, ay =a} F2.8)
gdzie a ¢ A. Wéwczas zbidr : ,
: M i

'X,(s)-{ze% <sk )¢V sie (e dbe 0 (2ig)

B0 J (=1 bzl ; o

. " lJ % ' . 30 Ve ) 2
zawiera podzbidr tych Zadaﬁ elementarnych, ktére mogg byé wykonane w

nastgpnym momencie czasu, po osiggnigciu przez zadanie X stanu 8)ce
Natomiast zbidr ~ :

(o) = {age u;ask = \é sge Xiala)} (2,10




zawiera podzbidr tych zadah el ementarnych ktére mogy byé wykonane

bezposrednio przed momentem os:.agn:.ecza przez zadanie % stanu 8o
Ponadto, dla k’ 5 € Sing bgdzienw oznaczad

X(s @s)-{zeZ:aiﬁa{:}_}. (2.1“)

y$réd zbiordw X (sk) 'X.+(s s ’X,'(s bedziemy wyrézniad podzbiory
zadan elementarnych o tym samym rodzagu obszugi r (r = 2 e K)
Wigc

Xargslc) f{zie %agsk) Pory = r} 5 €2.12)
podobnie okresdla. sig %;(sk) i %;(sk).

Definicja 2.5. Méwimy, Ze stan s, e .S d-nastgpuje po stanie

L dec
8 € Sodp (albo, ze S d-poprzedza sl_), co notujemy 8y -94 g8

Jezell sgpedinione sg nastgpujgce warunkj.:

(1) %+(sk)u)(o§sk) # 0 = %égsL) 40,

(11) X (s )cC ')(,+(s )ux (s )
(111) 1%, (s ) € mnlWF 1, 1)l +1% (e ) 1)

dla r =1,2,..., K. . 2

Warunek (1) oznacza, ze nie dopuszcza sig postoju wszystkich sta-
. nowisk obsizugi, gdy istniejg zadania elementarne gotowe do wykonaniaj
- warunek (11) dopuszcza wykonywanie zadan elementarnych zgodnie ze
strukturg grafu zadan:.e, warunek (iii) okresla maksymalng liczbe za-
danl elementarnych, ktére mogg byé przeznaczone do wykonania na okres- v
lonych rodzajach stenowisk obskugi. ’

Zatwo sprawdzié, ze Jezeli s o 8., to 8, =< s,. ZakXada sig,
ze d-przejscie tj. czasy podejmowania decyzji wyboru zadad elementar-
nych do wykonanla, odbywajq sie natychmlastowo, bez gtrat czasu.

Definic:ja 2 6. Funkcae D: odp'—" Sgec Razywamy funkch‘rozdzia— 1
¥u zadad elementarnych Z. do wykonania w systemie obsiugi W, jezeli
| ‘.dla kazdych slé € Sédé, 9. € Sgec ‘Pekich, ze s = D(sk)- spetniony
. Jest warunek s, & s . Zbiér wszystkioh mozliwych funkcji rodziaiu

B

oznaczamy przez 3.




!

b

Definicja 2.7. Niech q bedzie liczbg naturalng taka, ze 1<£q<€
:‘é[‘Xo(sk)]. Méwimy, ze stan 8 e.Sodp g-nastepuje po stanie .
816 Sdec (albo, ze Sy q-poprzedza sL), co notujemy Sq _34 8 , je
zeli istnieje ¢ elémentowy.podzbiér Iq ={ 11, 12,..., iq} zbioru

wskaznikéw I = {0,1,..., m+1}l taki, ze speinione sg warunki:

M
(1) Y 2 e X (s) A z.e U XyGa),
| i)

1e Iq
Cid) . Vi F : Loofridh e
.l l%Iq (Ziéxoﬁsk) ?bi=bl+b))‘
A (2 ¢ X (8) = b, = bY),

gdzie Db Jest wartoscia realizacji zmiennej losowej okreslonej wzorem

t(s, 8 ) = 0 (65105) (2.13)
, J o "k
-z kolei tjlbg oznacza Warunkowa zmienng 1OSO§Q powstaza ze zmiennej
logsowej tj po doZgczeniu warunku, ze tj ) bj. [:]
Ostatnia definicja okresla sposdéb przejscia ze stanu 8y € S300
do stanu s ¢ Sodp' polegajacy na zakolczeniu wykonywania q 2zadaid

elementarnych. Czas  g-przejscia jest zmienng losowg t(sk,s ) (2130
Prawdopodobiefistwo q-przejsdcia z 8, do s, Dbedziemy oznaczaé przez
pr{sk 534 s} o Zatwo réwniez sprawdzié, ze jezeli sk‘—gi 8, » to :
sk-< Ble . : - 1

Uscislajac wprowadzone pojecie trajektorii wykonania zadania X , o
mozna stwierdzié, ze kazda trajektoria (2.7) jest ciagiem standw z S™
takich, ze :

a T e ' -4
5 1 8, g e ey Sop1 —< oy . F2.14)

gdzie :qi + Qp Feeet Qp = 2 1 ;k { m+2) oraz ;K'*(szk) = S

,, .Definicja 2.8. Zbidr standw dopuszcialnych S* 2 rodzing trajek- ‘i"
torii (2.14) bedziemy nazywaé przestrzenis stanéw wykonania zadania Z.

B

2.4; Kryterium optymalnegb wyboru funkcji rozdziazu

Definiéja 2.6 okresla zbidr ;ﬁ wsgzystkich sensownych funkcji
? rozdziatu zadan elementarnych Z ido wykonania w systemie obszugi W.
 Czgsto w rozwigzaniach praktycznych poszukiwanie optymalnego rozwig=-
' zania zaweéa‘:sig do pewnej klasy funkcji. Spotykana jest na przykkadl' |




zagsada, Ze nie mogg w systemie obgiugli W istnieé niepracujace sta-
nowiska obszugi, jezeli istniejg czekajgce zadania elementarne, kté-
re moga by¢é na nich wykonywane. Zastosowanie te] zasady w rozpatrywa-
nym modelu wymaga zastgpienia réwnoscig nierdéwnosci w warunki (iii)
definicji 2.5.

Jako kryterium wyboru optymalnej funkcji rozdziazu przyjmuje sie
wartosé oczekiwana czasu zakodczenia wykonywania zadania & . Funkcje
D e & uwazamy za optymalnag jezeli minimalizuje te wartosé.

Zastosowanie przyjetego kryterium jest sensowne wéwczas, gdy za-
danie & ma byé wykonywane wielokrotnie. Z taksg sytuacjg spotykamy
gig np. gdy zadanie X jest zestawen programéw w cyfrowych systemach
gterowania procesami technologicznymi, a takze wtedy, gdy Z traktu-
jemy Jjako pewien biblioteczny, standardowy zestaw programdéw systemu
cyfrowego. ' -

Konsekwenc jg przyjecia powyzszego kryterium'jest ustalenie wiel=-
kosei b w warunku (ii) definicji 2.7 jako wartodci oczekiwanej
zmiennej losowej (2.13). Warto zauwazyé, ze wartosé oczekiwana czasu
wykonania zadania ¥ wg pewnej trajektorii (2.14) wyraza si¢ wzorem

o~ k ;
E t (so, Sqseces szk) =" E t(szi_i, sZi)’ (2.15)
. - i=1 ,
czyli jest .sumg wartosci oczekiwanych niezaleznych funkcji losowych
(p. lemat 3.1) t(syy_45.8,:) (i =1,2,..., K).

Warto rdéwniez zwrdcié uwage, e wprowadzony model opisu - prze-
strzen wykonania zadania X , pozwala, drogg mazych modyfikacji, ne
uwzglednienie czasdéw podejmowania decyzji, tj. czaséw d-przejsé. Mo=-
dyfikacje polegatyby na wprowadzeniu pewnej funkcji t'(sk, sL) cza-
séw d-przejsécia ze stanu ) € Sodp do stanu s € Sgec OTaz na roz- '
budowie definicji 2.5. Rozbudowa polegaXaby na innym okresleniu war-
tosci bi (£ = 0,1,..., m+1), a mianowicie
b; = b + D’ 4 ‘
gdzie b°’= t o8, ). Wprowadzone modyfikacje nie wptywajg na isto-
te dalej prowadzonych rozwazain. '
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3. ROZDZIAEL ZADAN O WYKZADNICZYCH ROZKZADACH PRAWDOPODOBIENSTWA
CZASOW WYKONYWANIA zADAN ELEMENTARNYCH

3.1. Wprowadzenie

W biezacym rozdziale rozwaza sig problemy rozdziaXu zadéﬁ Z o
wyktadniczych rozkZadach prawdopodobieristwa zmiennych losowych

t1, t2,..., t tzn. o dystrybuantach postaci

m’

1 - exp (-Ayt) dla t% 0,
R, (t) = : (3.)
L0 . dala’ t <o, ' e

gdzie 7\i >0 (4 =1,2,e.., m). Przyjeta klasa zadad zasituguje na
uwage ze wzgledu na mozliwosé uproszczenis rozwazal, wynikajaca ze
szczegdlnych wkasnosci wyktadniczego rozkradu prawdopodobierdstwa. Ta-
kg metodologig stosuje sig powszechnie w literaturze, np. [11, 43, 60,
61]. Rzeczywiste rozkzady ﬁ}éwdopodobieﬁstwa dajg sie czasem, z wWy-
starczajgcg dla praktyki dokZadnos$cig aproksymowaé rozkzadami wykzad-
niczymi. Ponadto przyjecie konkretnej postaci rozkzadu pozwala na
efektywne wyliczenie potrzebnych zaleZnoéci.

Ze wzgledu na dalsze potrzeby przedstawia sig nastepujgce lematy:
Lemat 3.1. Niech Xo, X1,..., XL bedg dowolnymi, niezaleznymi
zmiennymi losowymi o wartosciach rzeczywistych. Wéwczas funkcje loso-
we X -Xi, X,-X55 .o, X -X; 88 réwniez niezalezne. g

Dowéd. Wystarczy rozpatrzeé nastepujgce prawdopodobiendstwa:
pI‘{ XO_X1 < 01 9 XO-X2 < 02, ooy XO-XL < CL }

gdzie ci, Coseesy Cp da dowolnymi liczbami rzeczyW1stymi. Dla kaz-

dej wartodei x

o Jeka przyjmuje X, zachodzi roéwnosé:

(¢}
pr {X.] > Xo~c1, X2> XO—CZ’ o009y XL> XO-CL}

- Ipr'{ X4 'xo-c,]} pr{X2> xo_-ca} pr {XL> xo-cL}



g
na mocy niezale:’znoéci X,» X.]; A }.{L; A stad
pr {XO-X{ < eqs .XO-X2 < Coy seey XO-XL < C.L} = ’
= pr { X, -X, { ci 1 pr {)CO-JC2 < 021 i pr{Xo-XL < GL}’

- co kordczy dowdd. D

Lemat 3.2. Niech X;, X5, 4., X (1 { L {m) beda niezaleznymi
zmiennymi losowymi o0 rozkXadach (3L1.)e Wéwezas wartosé oczekiwana
funkcji losowe]

Y = min (X1, X2,oo-’ XL) (302)
ma wartosé

L - '
=2 > ?\1)1. . (3.3)
S i=1 ' :

Dowéd. Dystrybuanta F funkcji 1osowej Y ma postaé

F(t) = pr{min (X,%,...,%) €t} =1 = pr {min (x1,x2,...,xL)>, t} =
: L L
=1-[Tpr{xy t}=1-1] 1-F(t))
i=1 i=1
Stad I
(/9] (%3] , )
BY = (v ap(e) = -f¢ ([ (1 - F (4)) at =
0 . ; 0 i=1 Sovi &
L L
@
= S-(; > >\ exp (o2, ‘b)dt =
-0 i=1 J =1 -
L [7'o) :
= ZAig t exp (= ZAjt) dt =
: j_.-.:1 ) . i=1 >
L L g el -
= Z Z_: = (Z %.) v
=] = Svgeq L : D
Lemat 3.3. l\hech Xys X4y eeey Xp (1 <1 &m) bg,dq nlezaleiny-

mi zmiennymi losowymi o rozkkadach (3:1). Wowczas o

pr{X < min (X.], 2,..., XL)} ?\ l—l (7\ +7\)1 : (3.4)
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Dowdd. Korzystajac z lematu 3.1 mamy
| L
pr{Xo<min_ (x1,X2,...., XL)} = Eq pr{Xo-Xi <0.§ .

Dalej dla i'= 1,2,..., L zachodzg rdéwnosci

co o 7
pr{Xo-Xi < O} = S?\o exp (-'on) S?\i exp (-Wiy) dy dx =
o) X :
0
=RO S exp (-9\0x -‘7\ijc) ax = ?\o' J (7\0 +7\i),
0

gkad wynika (3.4). [:]

Korzystajac z podstawowej wkasnosci rozktadu wykzadniczego, ze
rozktad warunkowy ma takg samg postaé jak rozkzad bezwsrunkowy, nasu-
wa gig mozliwoséé uproszczenia postaci stanu wykonénia zadania & . Je-
zeli rozkzady czaséw wykonania zadand elementarnych maja charakter wy-
kradniczy, to matryca stanu 8, (2.5) redukuje sig do wektora

fo e i e
8 = (ao, By sees am+1), : (3.5)
bez powodowania utraty informacji, potrzebnej do podjgcia odpowied-
nich decyzji.

Zauwazmy tez, zZe poniewaz prawdopodobienstwo jednoczesnego zakoxk
czenia wykonywania zadad elementarnych o dowolnym rozktadzie ciggiym ¥
jest réwne zeru, wiec q-nastgpowanie standw okreslone definicjg 2.7
uprasza sig¢ do l1-nastgpowania. '

» Definicja 3.1, Wprowadza sig¢ teraz rozbicie zbioru dopuszczalnych‘f
stanéw wykonania S¥* na nastgpujace warstwy standw:

M |
80, = (8, & 8,50 ¢ % | K (o) | - i}

(1208 )i (3.6)

d ;
SDy = {8y € Sge ¢ 8 X8 8 € 504 _4]

L
(i 23,0002,

Pierwsze warstwy nazywa si¢ warstwami odpowiedzi, drugie - warstwami

decyzji. : s [
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Bezposrednio z (3.6) wynikaja prqsté wktasnosci warstw standw:
‘(i) Dla kazdych, rdznych od siebie CI 8, nalezgcych do tej sa-,}
mej warstwy nie zachodzi sk-< 8., ani 8§ <8, o
(ii) Warstwy decyzji (odpowiedzi) g3 rozzaczne.,
(141) 80, ={s,}, gdzie s, jest postaci (2.6) oraz 50; = SD; =
=0 dla i) m+1. ' '
(iv) Dla dowolmego s, e SO; (i =0,1,2,... )
: . ] :
{s_e Sqec S =< sL} c SD;,q»

oraz dla dowolnego 8y € SDJ (j w12 3k ans)

{s, € Sy4p ¢ 8 =< 8. }C805.
 Warstwe odpowiedzi S0,, majaca tg¢ wxasnosé, ze SO, # e 4850, .=
= © bedziemy nazywad naanizsza warstwg odpowiedzi. i

3,2, Optymalne wykonanie bez przerwah
w jednofazowym systemie obsiugi

Ponizej podaje sig algorytm wyznaczania optymalnej funkcji roz-
dziatu De®d . W ogblnym zarysie, polega ona na przypisaniu kazdemu
gstanowi 8y € Sjﬁ pewnego wskaznika liczbowego w(sk) zwanego waga
stanu 8 Wyznaczenie wag odbywa sig¢ w warstwach ustawionych w na-

stepujacym porzadku
SOr, SDr, SOr_1, cesy SDq, SOo

jest najnizszg warstwg odeW1edz1. ¥prowadza sie¢ Jjeszcze

gdzie SO
1nd(i,3), okreslajgce wskaZnik zadania elementarnego, kté—

oznaczanie

rego. wykonanie zostato zakoidczone prazy ‘przejsciu ze stanu. 8; € Sdec‘ﬁf

do stanu s, € Sodp’ Przy zazozeniu jednofazowego systemu wykbnawczeé
1

_ J
go W = W1 = { w;, Woy seey w1'3(u1> n) algorytm przyjmie postaé.

Algorytm 3.1. K r o k O. Na podstawie matrycy incydencji  Q
oraz rozktadu P zadania ¥ wyznacza sig zbidr SK standw koncowyoh
i przypisuje sig¢ im zerowe wagi. Kazdy ze standw 8 & SK kwaliflku-zE
je sie do odpowiedniej warstwy odeW1edzi SO (3 6), przez oblicze- %

~nie wskaznika

& f Eggl;(£§sk)l’

z




}‘ zbioru X (8, )s jezeld | X

Przez SK, bedziemy oznaczaé podzbiér zbioru SK tych standw kon—l
cowych, ktdre pOSladan wartoéé L wskaznika (3.7). 2Zbidr SK o)
najwigkszej wartosci wskaznlka (3 7) wyznacze. ‘najnizszg warstwe od-
powiedzi, tzn. : o .

S0, = SK,, . (3.8)

Kroki 1, 3, .., 2r=1. Na podstawie ustalonej warstwy odpo-
wiedzi SO, gdz1e Liw kolegnych rozwazanych tu krokach przyjmuje
wartosci r, r-1 eesy1, Wyznacza sig warstwg decyzji SD_ w sposdb
nastepujacy. Dla kazdego 8) & S0, nalezy:

a) utworzyé rodzine Ry (%ks k)) jednoelementowych POdeio?‘SW';;;_:
zbioru X (s, ); e :
b) utworzydé zbidr

{éj €85 ot 85 —1< sk:( =
“{oy <5 X (50 8) e R (8K (5 @ 55) €Xoplay)d. (3,900

Stad 5 -
sp,. = LS [mge 8y, t sy <Sosploniin (3.10)

Kazdemu ze standw sj € SD_ przypisuje sig wage zgodnie ze wzorem

_ w(sj) = 2\;— pr { 8 < Sk} (E t(sj,sk) + vigsk)) - _;3.11).;
858 ‘ an
gdzie t (s, ,sk) jest funkcaa losowq (24 13), zas w(sk) - waga gstanu

8, € SO, wyznaczonq w poprzednim kroku.

Kroki 2,4yee., 2r. Na podstawie ustalonej warstwy decyzji'
SDL, gdzie L w kolejnych,rozwazanych tu krokach przyjmuje wartosci
ry -1, «.s, 1, wyznacza sig¢ warstwg odpowiedzi SOL_1 w sposdb na
stgpujacy. Dla kazdego s, € SD nalezy: '

a) utworzyé rodzing R, (A (s o)) wszystkich niepustych podzbioréw
%sk)i < |wW], todo R (7( (sk)) dolqcza .

gig zbidr pusty;
b) utworzyé zbidr
. d r : ; 3 4.:

={?j + X (s ® sk)e R, OC (s ))AX(S ® s )CQC (sk)§ 7 (3.12
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Kazdemu ze gtandw sae; SOL 1 réznym od standw kodcowych przypi-

suje sig¢ wagi zgodnie Ze wzorem

w(sj) = mig w(sk). (3.14)
| sj.,.<sk
| Stan sje SD_ minimalizujacy wyrazenie (3.14) nazywa sig¢ stanem
optymalnej decyzji podjetej w stanie s'j [ SOL_1. Wyznacza sig¢ zredu-
kowang warstwg decyzji ' :

* "
SD ='{s € SD, : ‘E] S, =8 %} . (3.15)
L k L k J :
Programowq realizacje podanego algorytmu, napisanq w jezyku
ALGOL-60 dla m.c. ODRA-1204 zawiera dodatek. Algorytm wyznacza opty-
malng, ze wzgledu na ustalone kryterium, kolejnos$é wykonywania zadan
elementarnych zadania % .. Zachodzi bowiem twierdzenie:

Twierdzenie 3.1. Funkcja rozdziaiu De ) jest optymalna (w sen-
sie najmniejszej wartoéci oczekiwanej czasu wykonania zadania & ) wte-
dy i tylko wtedy, gdy przyjmuje wartosci ze zbioru

5 g
%*
H SD, , {3.16)

zZwanego zredukowanym zbiorem standw decyzji, w taki sposdéb, ze

D(s ) = 8 ¥ dla 8 € Sodp' - ;3.17)
Dowéd. Zauwazymy najpierw, ze wagi standw 8, € S*'wyznaczane
przez algorytm 3.1 sg warto$ciami oczekiwanymi czasdéw wykonania pod-
zbiordw Xf_i(sk) zadai elementarnych, przy zaXozeniu, ze ich wykony-

wanie bedzie przebiegaé zgodnie z okredlong reguig - wzdr (3.17).
Kazda funkoja rozdziatu De & gpekniajaca (3.17) okresla jedno-
znacznie wartosé w(sk) dla ske; Sodp Tym samym okres$lona jest ‘
jednoznacznie wartosé oczekiwana czasu wykonanias zadania %5 = w(s )
gdzie 8, - Jest poczgtkowym stanem wykonanla (2 6). Zatem warunek
(3 17) jest wystarczajacy.
Koniecznosé Warunku (3.47) wynika 2z nastepujgcego wnioskowania.
Jezeli zalozymy, %e znana Jegt optymalna kolejnos$é wykonania zadania




tarnych wykonywanych na stanowiskach W', a

Ld iy By s Lk e g

sio3s

x, znajdujqcego sie¢ w stanie 8 € S0 oraz, ze znane sg wszystkie
mozliwe przejscia do tego stanu ze standw SOL_1 poprzez stany SDL,'

to kazda funkcja D1e.ﬂ nie sperniajaca (3.17) daje wartosé wagi
w(s Yo dlE - Cgie S0, _q nie mmiejsza niz funkcja D. Stwierdzenie to

-wynlka ze wzordw (3.11) 1 (3.14). Przegladajac indukcyjnie warstwy od
' powiedzi SO, w kolejnos$eci L=r, r-1, ..., O, stwierdzamy koniecz-

noéé warunku (3.14) a zatem i (3.17). ' [
Korzystajgc z lematéw przedstawionych w p. 3.1 mozna podaé jawne
wyrazenia na elementy wystepujgce we wzorze (3.11). Mianowicie

1 L
pr{s. ~ 5.} .

[, (3.18)
- 1 (2 -1
= ;\1nd(j k) P ind(j k) alnd(g k) CGA-k( ind(j,k) ¥ ;\L) ’
J : .
gdzie Ajk =.&L Pz & ):ogsj)}\{ ind(j,kﬂ' ponaato
| ' ; a by Al 3
E t(sa,sk) 4T &s q - (3.19)

363 Optymalne wykonanie

bez przerwan w wielofazowym systemie obsiugi

Algorytm przedstawiony w p. 3.2 w naturalny sposéb, po uwzgled-
nieniu matych zmian, rozszerza sig dla okreslenia optymalnej funkcji
rozdziazu w wielofazowym systemie obszugi. Stan ) wykonania zada-=
nia & ma postacd (3.5) z tym, Ze skZzadowe wektorowe stanu sg uporzgd-
kowane w taki sposdéb, ze af, ey a§1 ‘odnoszg sieg dokzadaﬁ elemen=-

1 : el
m1+1, eee am1+m2 = ng Sta“

nowiskach W2 itd. Oczywiscie m1 + Wy + oe0 + M = m Oraz, aby roz-
dziat nie byz trywialny m; > n, (1 = 1 Al ).
Algorytm podaje sieg przez porownanle roznlc z algorytmem 3ele

Algorytm 3. 2. Krok O. Bez zmian.

K:r:0 ki s 3y ileeny 2r=1.-Bez 2mian. u

K+ ok 1 2 4y eoe, 2r. W punkcie a) zamiast R (X'(sk)) two-’;7
rzy ciag rodzin E{2(7( (Sk)) niepustych podzbiordw zbloru ;K' i(sk) .
dla - dia .20 0,; Ko Do kazdej 2z tych rodzin doxacza sig element pus-
ey Jezeli speiniony jest warunek o

. \
[ Xole)| = Zl?é e =

i=1




W punkcie b) tworzy sie zbidr

d
{8, ¢ Sodp s Skl =

= {SL € S :)Ci(SL ® Sk)e.Ric(o,i(sk)) A : FB.iZa):
A Xi(sLea sk)cx_i’i(sk) sira 5, B iy K} :

Dalsze postgpowanie pozostaje bez zmian. ' 2
Jak widaé pomiedzy algorytmami 3.1 i 3.2 zachodzg jedynie réznice
ilosciowe. Zatem funkcja rozdziatu zadan elementarnych, wyznaczona
' przez algorytm 3.2 jest optymalna w sensie rozwszanego kryterium.
Stwierdzenie ‘to jest analogonem tW1erdzenla 3l

3,4, Optymalne wykonanie z przerwaniami
‘w wielofazowym systemie obsXugi

RozwaZany dotychczas sposéb wykonywania pojedynczych zadahd elemen-
' tarnych polegat na.ich przesizaniu, w okreslonym momencie, na stanowis-
| ko obsZugi odpowiedniego typu i pozostawieniu ich tam, a3 do momentu
zakoiczenia ich wykonywania. Obecnie dopuszcza sie obstuge z przerwa-v‘J
 mi, tzn. wykonywanie, na okreslonym stanowisku zadania elementarnego
' moze byé zatrzymane w arbitralnie okreslonym momencie czasu, a wykony—
wanie pozostaleg jego czesci moze byé wznowione po upzywie dowolnie
 okreslonego odcinka czasu. '
0gélny model stanu wykonania zadanla % - definicja 2.3, jestli |
przewidywany do opisu wykonywania zadania bez przerwai. Ze wzglgdu na i
szczegdlne wrasnoseci wyktadniczego rozkkadu prawdopodobieﬁstwafwystar-'fﬁ?
cza on jednak dla opisu wykonywania z przerwami rozwazanej w biechymillfﬁ
' rozdziale klasy zadan. : e
W ogbélnym przypadku wykonywania zadan z przerwami, momenty przer-= ¢j f
wanl okreslone sg momentami zakoidczenia wykonywania zadan elementarnychfw 
oraz dowolnie przyjetym ciggiem momentéw np. po upiywie stazego odein-
 ka czasu. Zauwazmy, %e w przypadku wyktadniczego rozkiadu prawdoppdo- y
biedstwa czasu wykonywania zadad elementarnych, jedynymi sensownymi .
momentami przerwad sg momenty zakonczenla wykonywania zadan elementar—
”nych. Istotnle, bowiem, stan wykonywania zadanla Z w dowolnie,ina- 5
czej wprowadzonym momencie przerwania Jestwldentyczny,ze stanem wyko-—
nania - gstanem decyzji, podjetym po ostatnim przerwaniu pqlegajacymm
na zakodczeniu wykonywania jednego z zadan elementarnych. Wkasnosé ta




L

© wynika z "bezpamigciowego" charakteru wykzadniczego rozkzadu prawdopo-

dobieristwa. Pokazalismy wigc lemat.

Lemat 3.4. Jezeli zadania elementarne zadania ¥ majg wykZadnicze
rozktady prawdopodobiedstwa czaadw wykonywania, to zbidr S standw
wykonania zadania Z 2z przerwaniami jest identybzny ze zbiorem standw
wykonywania zadania & bez przerwai.

Oczywisty Jjest fakt, ze wartosé oczekiwana czasu optymalnego wyko-
nania zadania z przerwaniami nie jest wigksza od wartosci oczekiwanej
czasu optymalnego wykonania zadania bez przerwaid. Opis wykonania zada-
nia X z przerwaniami rdézni sig nieco od opisu wykonania zadania bez
przerwan, ktéry byz okreslony przez trajektorig :

d 1 a d 1 o , ‘
8, =% 8y = 85 < ual X80 TR E 0 (3.20)
r=|zol, r {m+2.

Powodem rdéznicy jest fakt, ze teraz d-prgejécie ze stanu g, € Sodp
dokonuje sig przez wybranie do wykonania pewnego podzbioru-zadai ele-
mentarnych ze zbioru }Z’o(sk)b'ﬁf+(sk), a nie Jak poprzednio przez do-
tgczenie do zbioru Xfo(sk) pewnego podzbioru zadad elementarnych ze
zbioru 9c+(sk). Aby wykorzystaé wprowadzone poprzednio definicje d-po-
przedzania i q-poprzedzania standw begdziemy, przed wyborem do wykona-
nia podzbioru zadai elementarnych, dokonywaé nastepujgcej korekeji
standw &) e Sodp‘

Definicja 3.2. Dla stanu 8y € Sodp’ skorygowanym stanem odpowie-

dzi bedziemy nazywaé stan 8,_¢& S taki, Ze speinione sg warunki:

() Xlsg @8) = X (s,
ti1) X o) =X_1(sk)vxo§sk). " B

Stany 8, oraz 8 _ 83 sobie rdéwnowazne ze wzgledu na informacje

~ Potrzebng do podjgcia decyzji o d-przejsciu (z przerwaniami) do nowe-
80 stanu - lemat 3.4. W zwiagzku z nowg definicja, przejscie od nie=

| skorygowanego stanu odpowiedzi 8 € Sodp’ poprzez stan skorygowany
8.y do stanu decyzji s, w wykonaniu z przerwaniami,; begdziemy ozna-
: czaé przez 8 ‘22( 8., a zbidér stanéw skorygowanych przez Sodp Skor.

Optymalna, to d-przejscia spekniajg wprowadzone wyzej ograniczenie.,

J

Lemat 3.5. Jezeli funkcja rozdziazu. D : Sodp Skor-f>.Sdecwuqu§




Dowdéd. Wartosé oczekiwana czasu wykonania zadania ¥ 2z przerwania-
mi po pewnej trajektorii wyraza sig¢ jako suma wartosci oczekiwanych
funkcji losowych postaci (2.13). Poniewaz za$

Hoomin ('t)>/Em1n \t)

J
z.eX’ ze%”

dla X "¢ X% Z y wigc prawa strona nierdwnosci moze osiggnaé wartosé
najmniejszg tylko dla podzbioru 76'/ posiadajgcego najwigkszg liczbg za-
dafi elementarnych sposrdd zadan elementarnych gotowych do wykonania,
co pokrywa si¢ z sensem wprowadzonego ograniczenia. ; : [:]

Algorytm znajdowania optymalnej funkcji rozdziaxu, przez pordéwna-
nie z algorytmem 3.1, przedstawia sig¢ nastgpujgco.

Algorytm 3.3. K r o k O. Bez zmian.

Kroki 1, 3, eeey 2r-1. Bez zmian.

Kroki 2,4, «.., 2r. Na podstawie ustalonej warstwy standw
decyzji SDL, gdzie ([ w rozwazanych tu krokach przyjmuje kolejno war-
tosei r, r-1, 4., 1, wyznaczs si¢ warstwg standéw odpowiedzi SOL_1
w sposéb nastgpujgcy. Dla kazdego 8y € SD,

a) tworzymy skorygowany stan odpowiedzi s; & S, d-poprzedzajacy
_ W J
8 zgodnie 'z formuzg

T (3.21)
‘%-1<sj) =;\{ (s du X (s)) 5

bv) stan s,j wyznacza- zbidr standw SOL 19 ktére mogzy byé skory-

gowane do jego postac:., tworzymy w tym celu rodzing R (X +(s )) pod

zbiordéw zbioru 7("(5 ) mocy
_ ' min (J')(+(s e n) < T e
gdzie | (3.22)

‘ ' N=N0y + 05+ eee + O § "

c) tworzymy zbﬂiér

{sie Sodp o8y — skl _

| {si € s :xoﬁsi) =7C _(sie s;)¢ R3(X+§sj)) - .(3.23,)
Stad

P =88 qu U [emes, 2 ==a] 0

=1
.Sk‘e'_ SDL

e g e e,




s

Kazdemu ze standw s; € SOL_1, réznemu od stanu koficowego, pPrzy- o
pisuje sig¢ wage zgodnie ze wzorem '
wis;) = mig wis ). ' (3.25)
. ;

D
8y X8y

Stan g4%C SDL nazywa sig¢ stanem decyzji bptymalnej, podjete] w sta-
nie 85 € SOL-1’ Jezell minimalizuje wartos$é wyrazenia (3.25). Wyzna-
cza sie zredukowang warstwe decyzji = wzdr (3.15). ' [] =

Uwzgledniajgc twierdzenie 3.1 oraz lemat 3.5 mozZna sformuXowaéd
twierdzenie. ‘

- Iwierdzenie 3.2. Funkcja rozdzistu De §,, o} 4 = zbiér funkeji
rozdziaZzu 2z przerwaniami, jest optymalna (w sensie najmniejsze]j war-—
todci oczekiwanej czasu wykonania zadania % ) wtedy i tylko wtedy,
gdy przyjmuje wartosci ze zbioru (3.16), gdzie SDf' sg wyznaczone
przez algorytm 3.3, w taki sposéb, ze speiniony jest warunek (3.17).

D ;

3.5« Oszacowanie wymiaru zagadnienia

Z realizacjg. kazdego algorytmu na maszynie cyfrowej wigzg sig
" problemy oszacowania czasu obliczed oraz wielkosSci zajetego obszaru
pamieci. Czas obliczen - top1 OTasz pojemnos$é wymaganej pamigci -

vpam .okresla sig¢ w postaci funkcji, ktérych argumentem - x, jest wy-
~miar problemu rozwigzywanego przez algorytm. Wigc

Celem obliczed algorytmdéw 3.1, 3.2, 3.3 jest okresSlenie funkecji .
rozdziatu D +tzn. zbioru argumentéw - Sodp oraz zbioru wartoéci Sdec'
Naturalnym wydaje si¢ przyjgcie jako wymiaru zagadnienia x - liczbeg
sytuacji, w ktdérych nalezy podejmowaé decyzje, tj. moc zbioru'Sodp.
Wiec -

‘ X =| S aph o= - (3.27)
. _ . . " . ,
Poniewaz Soap € S, zas | 8| ¢ (M+2)®, mozna wigc przyjaé, ze
x = o (m2)”, 0o, (1. (3.28)

Przy tékim zatozeniu analiza algorytmu 3.1 daje oszacowania




- o8

topy = C4X + {czm + c32m)x N cy%,

(5.29):

vpam = Cg5 + CgX,

gdzie' Cqs Cpseeey Cc 83 pewnymi stakymi proporcjonalnymi odpowied-
nio: ¢4 - do. iloéci operacji w kroku O, c, - w krokach 1, 3, «.., 2r-1
Cy = w krokach 2, 4, ..., 2r, c5 = do stazego obszaru pamigci, Cg =
do roboczego obszaru pamigci.’

Zgadzajac sie na zaproponowane okresSlenie wymiaru zagadnienia,
mosna stwierdzié, ze algorytm 3.1 jest efektywny w sensie Edmondsa
[36], tzn. funkcje 1, .., Yoan dajg sig przedstawié w postacl pewnych
| . wielomiandw od wymiaru zagadnienia x.

Podobne uwagi i oszacowania odnosza sig do algorytméw 3.2, 3.3.

| . Niestety, wymiar problemdéw jest wykZadniczg funkcja liczby zadan ele-
mentarnych. Traktujgc zatem m Jako wymiar zagadnienia (pomlgagqc in
ne parametry) algorytmy przestajg byé efektywne.

& ‘ , / 3.6, Przyktad

. Dla ilustracji omawianych zagadniend podamy postaé przestrzeni ste-
néw wykonanla dla prostego przykzzadu zadania Z., Zakkadamy, Ze roz-
patrywane jest wykonywanie zadania Zw Jednofazowym systemie obsiugi
zzozonym z dwdch stanowisk obslugi

W-W1-{w1,w2}

Graf G zadania X przedstawia rys. 3alic:

ELEMENTARNE ZADANIE = \¥ :
' OPERACYJNE | o |

ELEMENTARNE ZADANIE
Q DECYZYJNE '

Rys. 3.1. Graf zadania ¥




=29 o

Matryca incydencji Q rozpatrywanego grafu ma postaé:

[F 0111000 0 |
=110 00 1 0 0
-1.,0:0. 00100
Q = 1..000 00 2 ¢
' 0-1-10 0 0 1
00 0220 0 1

0.0 0=1=1=1 0 |

7bidr S dopuszczalnych standw wykonania zadania ¥ zawiera tab-
lica 3.1, zas na rys. 3.2 przedstawiono przestrzeid standéw wykonanig
zadania & (numery stapéw sgq zakodowane zgodnie z tablicg 3.1)e Ze
wzglgdu na formalne tylko znaczenie stanu (-1 =1 =1 =1 =1 =1 -1) ‘zo-
gstat on pominiety. Jak wynika z rys. 3.2 stanami kodAcowymi sa

SK = {849, s18}.

Poszczegblne warstwy standw ukzadajg sie nastepujaco

S0, = {548}

SD7 = {517},

50 = {8112 91635

SDg = { 5,05 8151 950}
50

5 =189) 8145 9990 %20,
SDg = {81 513s 8xg: S37}s
504 = {975 8121 8p3s 930 70 536l
SDy = {82 93p» Sp5s 8330 F350 947l
505 = {855 8595 84 8355 B3y 8450 8465 853, 5545’
SDy = {845 9395 8495 Sg30 Sggs S53)s
505 = {83, 2301 839 5400 %401 8490 I 59
5D, = {820 838 By} |
SO1 = {31}.
f Stanami odpowiedzi, po ktérych mozna podejmowaé rdzne decyzje sa

ACTRPRLIE
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4, ROZDZIAL ZADAN O DOWOLNYCH DYSKRETNYCH ROZKZADACH
PRAWDOPODOBIENSTWA CZASOW WYKONYWANIA ZADAN ELEMENTARNYCH

4.1. Wprowadzenie

W niniejszym rozdziale ograniczamy sig¢ do zadan o dowolnych dys-—
~ kretnych dyskreinych rozkiadach prawdopodobieristwa czaséw wykonywania
| zadan elementarnych. Podejscie takie jest wystarczajaco ogélne, gdyz
: rozk*ady ciggte mozna przyblizaé rozkadami dyskretnymi, a ponadto po-
zwala na wprowadzenie jednolitej formy zapisu odpowiednich wzordw. O
zmiennych losowych tj (j = 1,2,..., m) zakadamy, %e moga pPrzyjmo=
waé wartosci 0, 1, 2, eess Neo ' :
Ponadto, ograniczamy sig¢ do rozpatrywania obszugi w jednofazowym
gsystemie wykonawczym. Jest to typowe ograniczenie ilosciowe, ktdre,
podobnie jak w rozdziale 3, nie wpiywa na zasadniczy tok rozwazan. i
Podobnie jak w p. 3.1 podaje sig podstawowe wzory wykorzystywane
dla znalezienia optymalnej funkcji rozdziaXu zadal elementarnych. O=-
znaczajac, jak poprzedanio, przez Fj dystrybuante zmiennej losowej
1 (j'= 152,005 M), definiuje sie :

J
31 = 54 .
oraz : ; s (4.1)
: fji = Fj,i+1 - Fji (i = 0,1,000, N),
fji jest wige prawdopodobiedstwem przyjecia przez zmienng losows tj

wartosci. 1.

Dla warunkowych zmiennych losowych tle, (3=1,2,00n, B
= 031,004 N),_warunkowe dystrybuanty i warunkoWe rozkzady prawdopo-
dobiefstwa bgdg mialy postad

: . \ |
Pag = (Fyy - Fye) / (1 - By ) o

oraz - (4.2)
fL - FL : FL e / (1 ) : s
Fa1 = i - gl it L sl g o

gdZie i = O, 1’ ® o0y N‘




aingid

Lenat 4.1. Jezell X1’ Z55 eeey X 93 niezaleznymi zmiennymi lo—

'sowymi o rozkzadzie K4 1), to wartoéé oczekiwana zmiennej losowe

Y = min kx1, Xor seayik ) (4.3)
ma postad =y - ' .
By = g’o 3 (_Fmin,i+1 = Foin i) (4.4)

gdzie ' Lo
Pogm, 4 =1 - 2:11 @1 - Fy). (4.5)

Dowéd. Wzory wynikejace bezposrednio z definicji EY i z pier-'_ '

‘wszej czedci dowodu lematu 3.2. ” bl

Wniosek 4.1. Jezell zamiast X,]_, Loy eeey XL w lemacie 4.1 rozwa
zymy warunkowe zmienne losowe X, | b., Libaly eeep  Xr by i b0 woidis
1 1 Z L L

(4.,5) przeksztatci sig do postaci
: L
b.

i i
Fuin,1 = 1 - g @1 = Fji). | (4.5a)

Lemat 4.2. Jezeli X, X‘I’ “"‘-X'L jest ciggiem niezaleznych
zmiennych losowych o rozkzadzie (4. 1), to:

L N-1 N

pr { X min(X, ,Xoseee X)& = Z n A (4.6)
{%,< T2ttt - 1=1 =0 k=j+1 ofeit
Dowéd. Dowdd wynika ze wzoru
N-1
pr{x, <%} = = %03 fik=z Z T
23 Lk - J=0 k=j+1
oraz z tego, 2ze : : 4 1

j\::g pri X, ( Xi} s Bl

pr{ X, { min §X1,X2,...,XI}3

 Wniosek 4.2. Jezeli zamiast Xo, X1""’XL rozpatrzymy ciag wa-

‘runkowych zmiennych losowych X, | by, Xql bgy eeey Xp, | by, to wzdr

(4.6) przeksztalc:. sie do postaci
pr{X ‘b <mln (X1\b1, X2\b2, eo ey XL] bL) =

N- o
b leay
ﬂ s £, Lo

i=1 —O k'j+1 7
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Ze wzgledu na, bardziej niz dotychczas, zZozony charakter rozkza-
déw prawdopodobierdstwa dokonamy innego podziaXu zbioru stanéw dopusz-
czalnych g, Analogonem warstw standéw beds pietra standéw (decyzji i
odpowiedzi) okreslone nastepujaco.

Definicja 4.1. Niech bgdzie dana dowolna trajektoria (2.15) wyko-
nania zadania

d Q. d d q

5 k
Sg TN By TR By REdse X Byl i e e (2.15)

Qg + Qo + eee + q =] 21, 7(+(82k) =0,

‘ Wéwczas pigtrem standw odpowiedzi POi (i 205144 evy m+2) ngzywa sie
~ podzbidr standéw odpowiedzi, majacy te wtasnodé, ze zawiera stany 854
ze wszystkich mozliwych trajektorri (2.15) wykonania zadania Z ., Po-
dobnie, do pigtra standw decyzji PD‘.j (J = 1 2suaiy m+2) zallcza gie
odpowiednie stany 8551 ' [
Zbiér S dopuszczalnych gtandw wykonanla zadania ¥ s, uporzadko-
- wany wediug trajektorii wykonania, wyznacza pewne drzewo - rys. 4.1,
ktérego wierzchozkiem poczgtkowym jest stan poczgtkowy, Sciezkami -
. trajektorie wykonania, biegnace od stanu poczgtkowego do stanu koico-
. wego. Drzewo 2z rys. 4.1 bedziemy oznaczaé przez fﬁg i bedziemy nazy-
| waé drzewem wszystkich wykonahd zadania & : '
- Stawianym celem jest wyznaczenie pewnego poddrzewa QYDO drzewa
Vqé, odpowiadajacego optymelnej funkcji wykonania D, zadania %

4,2, Adaptacja metody Apddzia&u i ograniczen

Metoda podziazu i ograniczen (ang. branch-and-bound method) [ 9, 51,
. 57, 64, 66 ] polega na podziale zbioru dopuszczalnych rozwigzan J na
pewne rozzgczne podzbiory @.1,$1, ...,511, a nastgpnle na wyborze
jednego z nich do nowego podziazu itd., az do znalezienia jednoelemen-
towego podzbioru zawierajgcego rozwigzanie optymalne Do’ Wybdér jedne-

go z podzbiordéw do dalszego podziaXu dokonuje sig¢ na podstawie osza-
cowania kreséw (dolnych lub gérnych) "jakosci" rozwiazan zawartych w
tych podzbiorach. W naszym przypadku bedziemy korzystaé z oszacowania
kresu dolnego.

Wprowadza sig@ pojecia: pierwotnego dolnego ogranlczenla i wtorne-»

80 dolnego ograniczenia stanu decyzji 8)cs oznaczanych odpowiednio
| przez PDG (Sk) i WDG (sk). Méwigc "dolne ograniczenie stanu decy=-
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zgd sk" (bez przymiotnika pierwotne lub wtdérne) mamy na uwadze znane
pierwotne lub wtdrne dolne ograniczenie stanu 83 b@dziemy_je ozna=
czaé przez DG (sk)

Niech G ©bedzie grafem zadania ¥ oraz niech zadanie znajduje.
sig¢ w stanie 8o Wéweczas przez L(G, Sk) begdziemy oznaczaé zbidr
drég w grafie G taklch, ze prowadzg one przez wierzchozki
X;1(sk)lefo(sk) do wierzchoXka konicowego Zneq Przgz tl bedziemy
‘oznaczaé¢ funkcjg losowg, ktdra jest sumg zmiennych losowych odpowia-
dajagcych wierzchotkom, przez ktdre prowadzi droga 2z e E(G, sk).

Definicja 4.2. Pierwotnym dowolnym ograniézeniem stanu decyzji

sk:e Sdec bedziemy nazywaé wyrazenie
PDG(sk) = max ( i: E(tjlbg) 71 W4y max E t; Yo (4.7)
zje xO(sk)uX_1(sk) ZéL(G sk) D

Podane ograniczenie wyraza fakt, ze wartosé oczekiwana czasu wy-
konania podzbioru Xfo<sk)\1}f_1(sk) zbioru Z zadad elementarnych,
przy zaXozeniu podjgcia decyzji 819 bedzie nie mniejsze niz PDG(sk),
Sens wartosci PDG(sk) jest intuicyjnie prosty, stanowi on wniosek 2z
lematu McNaughtona [44]. Pierwszy skiadnik wyrazenia (4.7) okresla
wartosc oczekiwang czasu wykonania nie wymonjwanych i nie zakonczo-  »
nych dotychczas zadai elementarnych bez przestoju kazdego ze stano-
wisk obsZugi; drugi sktadnik okresla wartosé oczekiwang "krytyczneg"
drogi w czesciowo zredukowanym grafie G.

Definicja 4.3, Wiédrnym dolnem ograniczeniem stanu deqyzji

,Sk € Sdec bedziemy nazywaé wyrazenie

woels,) = 2 pr{s, = 5,3 (B t(sy,s8y) -.gDGg'sli'ljD,. (4.8)
Sk.—q<sj. : ; ¢

gdzie slj e Sdeé jgst takim stanem, zZe

Sj "< Sij o
oraz ' ; - (4.9)
DG(si.) = min DG(s.) : o
- o e
d !
sj‘“<si' :

Wtdérne dolne ograniczenie stanu. 8y € Sdec wyraza dokzadniejsze
oszacowanie wartos$ci oczekiwanej czasu wykonania zadania % , przy  .1*

o
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podjete] decyzji, na podstawie znajomosci dolnych oszacowar decyzji
podjetych w kroku nastepnym. :

Lemat 4.3. Vitérne dolne ograniczenie stanu decyzji 8) € Sdec
jest dobrze okreslone, tzn. wartosé oczekiwana czasu optymalnego wy=-
konania zadaid elementarnych 94_1(sk)ufkio(sk) nie jest mniejsza od
wDG (s, ). ' ‘

Dowdéd. Rozwazmy przypadék gdy dolne ograniczenia standw s, we
wzorze (4.8) 83 pierwotnymi dolnymi ograniczeniami. RozkZad prawdopo-
dobienstwa pr {s _< sJ} oraz wartosci E t(sk, s ) gg niezalezne

od standw Stje. Ponlewaz PDG(SL ) jest dobrze okreslone w rozwazanym

gensie, zatem 1 WDG(s jest dla tego przypadku dobrze okreslone.
Przedstawione rozumowanie przenogi sie¢ indukcyjnie na dowolne sytua-
cje okreslone definicjg 4.3. '

Dla opisu algdrytmu wykorzystamy pojegcie bleéqcego poddrzewa wy-
konania Sjb‘ Przez %) bedziemy rozumied poddrzewo drzewa wykonaﬁcjg
takie, %ze speznione sq warunkl.

(i) wierzchokkiem poczatkowym 3) jest stan. poczatkowy wykonania
zadanla, za$ stanami koricowymi stany decyz jis

(i1) jezeli do T nalezy pewien stan s, € S rézny od wierz-

b k dec ’ ;

chotka koncowego ?fb, to doffb nalezg takze wszystkie stany sje Sodp
takie, ze =) L 853

(1ii) jezeli s5 € S,q, nalezy do T o, to 1stn1e,je doktadnie je-

den s € Sy, , nalezgey do S’b, taki, e 5 i 5, -

Za poczgtkowe drzewo biezgce 3Jb przyjmujemy drzewo zXozone z
8,€ POo i dowolnego 8, € PD1. Do biezacego drzewa‘if bedg doxg-
czane nowe stany decyzji zgodnie ze sformuiowang ponizej zasada.

Reguza doxgeczania. Dla kazdego 8y € PD;, gdzie
PDL jest najnizszym pietrem biezgcego drzewa Q?b’ wyznacza sig zbidr
B‘sk) =-{sj € Soap ¢ Sk E{ 8 1.

Zbidr cpo. = U B(a)
ske-PDL

wyznacza nowe pietro odpow1edzi. Do kazdego sje; POL doxgcza sig
dowolny s e PD; ., taki, Ze 4 8 :
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Algorytm 4.1 'K r o'k O. Wyznacza sig¢ poczatkowe biezace drze-
WO wykoﬁania.@’b.

Krok 1. Jezell biezace drzewo wykonanlasyb nie Jjest drzewem
kompletnym, tzn. nie wszystkle koficowe stany decyzji sg stanami pusty
mi, to - zgodnie 2z podang wyzej regutg - doXgcza sig¢ docx’fb nowe pie-
tra stanéw odpowiedzi POL i decyzji PDL+1 L - oznacza tu indeks
najniszszego pietra blezqcego drzewa %fb' Obliczenie PDG(SK) dla

s, € PD; .. Ustalenie L =

Kr ok 2, Oblic'zenie wDG(s,) dla 8, € PD . Dla kazdego ste
nu odpowiedzi 5; 2 pietra POL 1' sprawdza gig, “czy DG(sk) dla sj
z pietra PD ,takiego,2e w aktualnie utworzonym SJ 84 -«( sJ‘,posia-
da wartos$é minimalng (naamnleaszq w stosunku do innych mozliwych sta-
néw, ktdére moga d-nastepowaé po rozwazanym stanie si). Jezeli waru-
nek jest speiniony powtarza sie czymnosci kroku 2 dla L =L-1 (L=
=L, I~1, ee., 1), w przypadku przeciwnym przechodzi sie do kroku 3.

Krok 3. Jezeli dla pewnego s, € POL 1 d-nastepujgecy po nim
stan s; e PD. nie mlnlmallzuge wartosci dolnego ograniczenia DG(sk)

J
dla 8, _§< Sics wéwezas stan s: 1 nastepujgcy po nim fragment bie-

zgcego drzewa tfb zostaja usunigte Z be. Stan sn'j zostaje zastag-
piony przez sj, ktéry minimalizuje dolne ograniczenie stanéw d-na-
stepujacych po 95 Odtwarza si¢ usuniety fragment drzewa Sfb, trak-
tujac go jako pewne poddrzewo drzewa Sﬁb’ tzn.vstosujac do niego za-
sady kroku 1, 2, 3 algorytmu. Dozgcza sie¢ odtworzony fragment do?f.b
i powraca do czynnos$ci kroku 2. :
Obliczenia zostajg zakoiczone, gdy uzyska sie drzewo st, ktdére

jest kompletnym drzewem wykonania zadania. ‘:]

Twierdzenie 4.1. Algorytm 4.1 zapewnia zbieznos$é biezgcego drze-
wa wykonania Sfb zadania & do drzewa SfD s odpowiadajgcego funkeji
Doe.§3 optymalnego rozdzia*u zadania % .

Dowéd. Zaxzdzmy, ze algorytm jest zbiezny do pewnego drzewaC:f>

réznego od.?f « Drzewa ff i‘i’D majg wspdlne stany odpow1ed21
' o

Do
Np. 8,. Istniejg wigc stan OdeW1Ble 8; € s odp OTaz Sj’ sj'e SdecA

takie, ze 8 # 8 51 i

d
s; < 8 Foe
J D,
oraz 3
—~ g.t, SJef3JD
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Wéweczag zgodnie z algorytmem
DG(sjl) § DG(sj)

 przy czym DG(S BN DG(S ') wyrazajg tu (uwzglgdniajqc korekcje na-
 podatawie nast%pnycn decyzal w nastepnych pietrach drzew) wartosci
analizowene czasdw wykonania zadad elementarnych ?:_1(51) ?fo(si).
Wynika stad, Zze wartosé oczekiwana czasu wykonania zadania X zgodnie
z funkcja rozdziazu D1 nie jest wigksza od wartosci oczekiwane]j cze-
su wykonania zadania zgodnie z funkcjg rozdziazu Do‘ Poniewaz D,
jest optymalng funkcjg rozdziaxu, otrzymalismy sprzecznosé, co dowo-

. dzi twierdzenia. : [:]

Dla pexnosci rozwazad nalezy podad wzory obliczania elementdw wy-
gstepujacych w wyrazeniu (4 8). Niech 8 € Sgios 55 € Sodp maja po-

stac
k ki k
f-ao a1 oo am+1
S =
k 9
k k k
B i
[ J J
BooBq ae g Shny
Sj = ’
: Jicad J
-bo b1 o e @ bm+1
wdéwczas § :
pr {8 — sjl = I’T Py ag )
1 Ziexogsk)\%ogsj)
Seh D
1 ) :
cor{ty =L 25 e Xola\Xolsy) A e
‘ ki ’ (4.10)

Al & min (tbi) 5
a3 Q}(ks )

by ) }
Z. 67{ (s )

Oznaczmy drugi ‘czynnik po prawej stronle wzoru (4. 10) przez
pr-(s X sjg'. Korzystajac ze wzordw (4 2)- \4 6) mamy
e

pr{sk 4533 = Z pr,‘{sk %SJIL ' : F4.11)

|
!
51
!
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gdzie : :
N'= N - max (b (4.12) °
zs€ ?f (s )
oraz

Pr{.sk S 5 1 « ([ fb? )

T2 e}f(s )VX (s )

, Lk :
( ] Ciia B 3 ), (4.13)
zie Xo(sj) 1

Dla obliczenia E t(sk, sj) korzysta sig¢ ze wzoru
N’ X i
E t(sk,sj) ; zz. L pr{_sk —< Sj}L . (4.14)
L=1
Ostatnim, pozostaiym problemem obliczeniowym jest okreslanie ﬁa-
ksymalnej wartosci Et, dla 1 e z(a, sk). Jest to typowy problem

numeryczny, ktérego rozwigzanie w formie programowej zawiera npe. bib-
- lioteka procedur m.c. ODRA=1204 (1204-VIII-11).

4.3, Oszacowanlie wymiaru zagadnienia

Prowadzac rozwazania analogicznie jak w p. 3.5, za wymiar x roz
patrywanego wyzej zagadnienia mozna przyjgé moc wierzchozkdéw drzewa
| wykonaniauiJD wyznaczonego przez algorytm 4.1. PrzyblizZone oszacowa-
; nie tej wielkosSci mozna wyrazié przez ’

| Lol v L
? X s (012m) - (4.15)
'gdzie m jest liczbg stanowisk obszugi, ci, ¢, = staze
‘(c1 < 198 .

Czas prowadzenla obliczed t, obl @&lgorytmu trudno oszacowaé ze
wzgledu na mozliwosSci wielokrotnego powtarzania: usuwania i tworzenia

. nowych fragmentdw biezacego drzewa wykonania,sjb. Maksymalny czas Ob-
- liczend jest rzedu

obl ~ Cagiy

- gdzie C3 Jest pewna stalq, TJe proporcgonalny do rzedu mocy wierz-

b 2 (4.16)

choxkdéw zbioru wszystkich drzew wykonan J 2° Natomiast zapotrzebowa-
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nie na pojemnosé pamigei v daje sig¢ oszacowal

pam

Voam = ©4% * C5» ‘4.17)
gdzie Cy» Cg = pewne gtaze (c4.% 1), co stanowi istotna zalete algo-
rytmi. ;
Juz z tak wstgpnie przeprowadzonej analizy, ze wzglegdu na duzg
czagochZonnosé, nasuwa sig koniecznos$é uproszczend algorytmu,kosztem

rezygnacji z rozwigzania absolutnie optymalnego. Do algorytmu 4.1 mo--

zna wprowadzié uproszczenia polegajace na zawgzeniu liczby pigter de-
cyzji, dla ktdérych ma byé prowadzona korekcja wartosci dolnych ogra-

niczenl gtandw decyzji. Krok 2 algorytmu wymaga przeprowadzenia korek-
cji wartosci dolnych ograniczen poczawszy od PDL (najniZszego pigtra

decyzji biezacego drzewa ?fb) az do PD1-(najwyZSzego pietra biezgce-
go drzewa %>b)' Uproszczenie moze polegaé na korekcji od PDL do PDL-p
gdzie p Jjest liczba naturalng, okreslajacg liczbg objetych korekcjg

pieter decyzji. Konsekwencja takiego uproszczenia jest przyjecie, ze
decyzje okreslone w pigtrach decyzji PD1, PD2, Geeis PDL-p sg "opty~-
malne®,
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5. ZAKONCZENIE

Zasadnicza czgsé pracy stanowig rozdziazy 3, 4, w ktdrych przed-
stawiono oryginalne propozycje rozwigzal problemu, sformutowanego w
rozdziale 2. Osiggnigciem autora wydaje sie by¢é opis i formalizacja
modelu wykonania zadania (przestrzed standw wykonania), ktdre pozwo-
1ixy na przedstawienie rozwigzania stawianych zagadnien i wskazania
na powstaze problemy obliczeniowe. Nalezy tez podkreslié, ze wprowa=-
dzany model opisu pozwala, na co zwrdcono uwageg W p. 2.4, na postawie-
nie pewnego szerszego zagadnienia, mianowicie szukania optymalne]j
funkcji wykonania zadania, przy uwzglgdnlenlu czaséw podejmowania de-
cyzji (czaséw d-przejsé).

Rozwazania zawarte w rozdziale 3 najbardziej odpowiadajg pracy
(11], powstaZe]j niezaleznie (por. prace¢ autora [31] z rosyjskim opra-

cowaniem (11] zawartym w VT 32/73). W pracy (111 informuje sieg o roz-

wigzaniu problemu optymalnego rozdziazu (bez przerwaﬁ) zadania & o
wykXadniczych rozkXadach prawdopodobienstwa czasdw wykonywania zadani
elementarnych w jednofazoWym niejednorodnym systemie obszugi.

Niniejsza praca rozwigzuje problem rozdziazu (z przerwaniami i
bez przerwan) powyzszej klasy zadad w jednorodnym wielofazowym syste-
mie obsiugi. (w przedstawionych algorytmach tkwig mozliwos$ci rozsze-
rzenia rozwigzal dla niejednorodnych systeméw wykonawczych. Np. w al-
gorytmie 3.1 nalezazoby rozpatrzeé dodatkowo permutacje elementow ze
zbioréw nalezgeych do rodziny R, Cx (s ) = krokd 2.4, o5 Acl
Zbiezno$é tematdéw omawianych prac wydaae sie Swiadczyé o wkasciwym
postawieniu problemu i potrzebie jego rozwigzania.

Rozwigzania rozdziazu 4 dotycza rozdziazu zadan o dowolnych, dys-
kretnych rozkzadach prawdopodobienstw czasdw wykonywania zadai elemen-
tarnych. Autorowi nie sg znane z literatury inne prdby rozwigzan teéo
zagadnienia. Omawiajgc zastosowanie metody podziaiu i ograniczen moz-
na wyciggnaé nastgpujace wnioskis :

Ri) 26 wzglgdu na wymiaf zagadnienia mozna je rozwigzywaé tylko w
ograniczonym zakresie. : _

(ii) Istnieje potrzeba poszuklwania rozw1qzan przybllzonych. Spo-
8éb ten, oparty o przedstaW1onq metodeg, zogtak zarysowany w Pe 4.3

|
|
|
|
1
{
{
|
|
|
|
|
|
1
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(1i4) Iatnieje potrzeba budowania innych modeli zadania i sposobu
wykonania zadania w systemie obsiugi. Przykiadem tego typu modeli sg
rozwinigcia klasycznych modeli kolejkowych, w ktérych rozpatruje sie
strumienie niezalezne przychodzacych zadand elementarnych [ 6, 67],Aczy
tez opis zadania pewnymi Zadcuchami Markowa [ 5, 22, 61]. Ocena i po-
rownanie z tymi modelami oraz ewentualne poszukiwanie nowych lezg
jednak poza zakresem przedstawionej pracy. .

Na zakoAczenie pragng wyrazié wdziecznosé
prof. dr Jerzemu Bromirskiemu za 2yczliwg
opieke w trakcie przygotowywania pracy,
oraz kolezankom i kolegom z Instytutu Cy-—
bernetyki Technicznej Politechniki Wroc-
*awskiej, ktérych uwagi 1 sugestie wpiy-
negxy na ostateczny Jej ksztazt.
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DODATEK

begin .
comment Program wyznaczania optymalnej funkcji rozdziazu dla zadan o

uyﬁkadnlczym rozktadzie prawdopodobienstwa czasédw wykonywa-
nia zadan elementarnych w jednofazowym systemie obszugij

3_?;3_‘2‘15_11 m, L,n3

setinput (1)
read (m,L;n)§

begin ' :

integer i,j,k,L,m,n,M,moc SKON,moc PWD,moc WD,moc PWO,moc WO,moc

INDSO,0PTY
real wS, wag, wag 1, lam, pr;
boolean alfa;

integer array M,S,SS,D[1:m],NRZADEL, INDSO,NASTSC[1:100] ,IND[1:50], "
Q[O m+1 03 m+1] PWD PWO[1 100 1:m], WD UO[1 60,1: m],
SKON [1:50, 1:m7;

real array WAGWO,WAGWD[1:60], P[1:m, 1: L], lambda [ 1:m];
boolean array FI [1:100]; :

comment 1. Blok wprowadzenia danych i wyprowadzenie nagZdwka
Oznaczenia w caiym programie:
i,j,k - indeksy pomocnicze,
m - ilo$é zadan elementarnych,
n - ilos$é stanowisk obskugl,
L - ilo$¢é maksymalna typdw zukdéw wychodzgcych z wierz-
chozka zadania elementarnego,
moc SKON,moc PWD,... = indeksy biezagce tablic o odpo-
wiednich nazwach,
OPTY - patrz komentarz 8,
wS,wag,wag 1,lam,pr - zmlenne pomocnicze przy obliczaniu
wag standw decyzji,
Q - matryca 1ncydencal,
SKON ,- tablica standw koncowych,
PWo (PyD) - pierwotna warstwa stanow odpowiedzi (decyzal)'
WO (WD) - warstwa standw odpowiedzi decyzji,
WAGWO (WAGWD) - wagi standéw nalezgcych do warstwy odpo-
wiedzi (decyzji),
FPI - tablica pomocnicza ' :
pozostaze tablice opisane sg w komentarzach 2-T;

read (lambda, P, Q)3
setoutput (3)3
comment Wy3501e na drukarke wierszowg;
print (2722 Parametry zadania : lambda, P, Q? ‘)
for d:=1'gtep T until m do
begin
format (5123412 bl )3
print (lambda (i]);
format (“i0.12.7)3 :
for  ji=1 step 1 ‘until 'L 'do ' print  (R[1i 41}
end; ’ '




=50 =
line (1);
~ o e b}
format Ao = );
k:=m+1;
for j:=.0, altep 1  uniid. J dg

begin
line (1); .
for 'i:= 0 gtep 1 until -k} do  print (Qj,i1)

ends;

comment 2. Generacja -standw koxicowych
Oznaczenias ‘
M[1:m] - maksymalna liczba typdéw zukdw wychodzacych
z i-tego wierzchotka ,
S[1:m] - kolejny generowany stan koicowy, :
SSf{1:m] = stan pomocniczy sXuzacy do badania czy S[i]
nalezy do zbioru standéw dopuszczalnych,
D[1:m] - wekbtor o skXadowych rdwnych 1 odpowiadajag-
- ¢cych elementarnym zedaniom operacyjnym wcho-
dzgcych w skZzad kazdego stanu koncowego,

] = tablica standéw kordcowych,

] - liczba wykonanych zadaid elementarnych wcho-
dzgcych w skxad odpowiedniego stanu koricowe-
g0

FI [1:m] - boolowska tablica pomocnicza;

for i:= step A5 until- mido

SKON[1:50, 1:m
IND [1:50

:=1 gtep 1 until k do

for j :
if Q[ 1,31 gt 1. then MM:=Q[d;31:
M{i]:= 10
end;
for "ds=1..8fep 1 until m. do
begin

D[il:= if Q[0,i]l=1 then 1 else O;
PI[il:= false
ends
Bl:alfa:= false;
for i:=1 step -1 -until m do
i€ Dii]l = 1. then
begin : o
if PI[i] eqv false then
begin :
FI{i]l:=alfa:= true;
for j:=1 gtep * until m do
if Q[d,31 =1 then D[] =1
end;




s

for i:=1 step 1 until m do S[i].—D[l],
B2:for i:=1 gtep 1 until m do
if D{il=0 then

begin
if S{il=M[i] then-S{il:=
else
begin
S{iJ:=8(1i1+13
for k:=1 gtep 1 until m do
begin :
SS(il:=D[il;
PI(il:= false
end;
E3:alfas=false
for k:=1 gtep 1 until m do
if 8S{k1 # O then
begin
if FI(k] eqv felse then
begin
PI[k]:=alfas=true;
for j:=1 gtep 1 until m do
if Q(k,jl =S[k71 then SS(J1 :=S[k]
~ end
end kj
if alfa eqv true then go {0 E33 5 O
for k:=1 step 1 until m do
if S[kl# SSCkl fthen go 1o E2
else if S[k]l =0 then j:=j+1;
moc SKON:=moc SKON+1; ;
for k:=1 step 1 until m do SKON(mocSKON k].-S[k],
IND[moc SKON]-: Js :
go to E2
end'
comment 3, mworzem.e naagl@bszea warstwy odpowiedzi
Oznaczenia:

WO[1: moc WO,1:m] - tablica standw koncowych odpow1ed21,
WAGWO[1:moc WO] - tablica wag stanow odpowiedzis
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for i:=1 gtep 1 until moc SKON do
IMfe=1f MM 1% IND[i) then IND[il;
moc V/0O:=03

for i:=1 step 1 until moc SKON do
if IND[il=MM then

begin
moc WOs=moc WO+13
WAGWO[moe W0l:=.0; ,
for j:=1 gtep 1 until m do WO ([moc WO,j]:=SKON[i,j]
end; ‘
comment 4. Tworzenie pierwotnej warstwy standw decyzji
Oznaczenia:
PWD(1:moc PWD,1:m] =~ tablica standw odpowiedzi,
NASTSO(1:moc PDW1l = parametr okres$lajacy pozycje stanu
odpowiedzi nastepujgcego po odpo-
wiednim stanie decyzji;

\Bpowt smoc PDW:=03
j - for i:=1 step 1 until moc WO do
for j:=1 gtep 1 until m do
= if WOli,j]l ge 1 then
| begin
for k:=1 gtep 1 until m do
if QCJ,k) ge 1 then
begin ;
if WOli,k] gt - 1 then go 1o E4

ends

moc PWD:= moc PWD+1

PWD(moec PWD,jl:=03

for ki=1 gtep 1 until j-1, j+1 step 1 until m do
PDW [ moc PDW,k]:=WO[i,kl;

NASTSO[mocPWD) :=1i;

E4:end; d
comment 5. Tworzenie warstwy standw decyzji oraz odpowiadajacych
im wag. ;
Oznaczenia:

WD[1:moc WD,1:m] - tablica standw decyzji,
WAGWD[1:moc WD] - tablica wag standw decyzji, :
INDSO[1:moc INDSOJ - tablica indekséw (nr w tablicy WO
; standw odpowiedzi nastepujgcych po
o : ) . denym stanie decyzji
 NRZADEL [1:mocINDSO '] - numery zadah elementarnych, ktdre
4 moga byé wykonane po wyjsciu z da-
nego stanu decyzji; :
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moc WD:=0,
A 3

for i:=1 gtep 1 until moc PWD do FI[il:= false;
for i:=1 gtep 1 until moc PWD do
if FI[il eqv false then

moc ¥WD:=moc VWD+1;,
for j:=1 gtep 1 until m do WD[moc WD,jJ :=PWD[i,j1;
moc INDSQ:=1;
NDSO[11:=NASTSO(i1;
for ji=i+1 step 1 until moc PWD do
if FITJ1 eqv false then
begin

for k:=1 step 1 until m do
if PWD(i,k3 # PWD[j,k] then go o ES5;
FILjl:= true;
moc¢ INDSO:= moc INDSO+1;
INDSO[moc INDSOI:=NASTSO[jl;
E5:end;

comment 6. Obliczenie wagi Dojedynczego‘sfanu decyzji;
for k:=1 gtep 1 until moc INDSO do
beg i

et S Youludall

for j:=1 qteD 1 unt11 m do
if PDW[INDSO[k],jl # WD [ moc WD,j] then

begin
NRZ ELLk] =33
go to E6

ends

print (7 ??bxad?’);
go to E koniec
E6:end;
woet=,03

for k:=1 step 1 until moc INDSO do wS:=wS+lambda [ NRZADEL[k11;
wS:=1,0/wS3 3 '

wag:=.0; :
for ki= gtep 1 until moc INDSO do
begin :
wag 1:=wS+WAGWO[INDSOLK]];
lam:=lambda[NRZADEL[Kk]13;
pr:=lam § (moc INDSO-1)<P[NRZADEL[k],WO[INDSO[k],NRZADEL fk)]];
for j:=1 step 1 until k-1,k+1 step 1 until moc INDSO do
pri=pr /(lam + lambda[NRZADELIjll) ;
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wag: =wag+pr=xwag 1
ends
WAGWD[moc WD]:=wag
end i;
oomment 7. Tworzenie pierwotnej tablicy standw odpowiedzi
Oznaczenias
PO U1:moc PWOy1:m] - pierwotna warstwa odpowiedzi,
NAST SOl1:moc PWOJ - zawiera indeks (numer w tablicy
WD) stanu decyzji, ktéry naste-
puje po odpowiednim stanie od-
powiedzis o
moc PWO:=03
for di:=1 step 1 until moc WD do

begin

k:=03
for j:=1 gtep 1 until m do
it WD[i,j1=0 then bt

begin

end

moc PWOs=moc PWO+1; FI[{moc PWOl:=false; :
for j:=1 gtep 1 until m do PWO[moc PWO,jl:=WD[i,jl;
NASTSO[moc PWO]:=i ' :
end; »
ET:for j:=1 step 1 until m do
if DI[j1# 1 then

begin
if D[3] =0 then
: begin
D[jls==1;
g0 o ES
end
else D[jl:=
end; .

go %o E9;
E8:moc PWO:=moc PWO+1; FI[moc PWO]:=false;
for j:=1 gtep 1 until m do !
PWO[moc PWO,j]:=if D[jl=1 then WD[i,3]
ai else D[j1;

go %o 74
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E9:end;

comment 8. Tworzenie tablicy standw odpowiedzi
znaczenias
WO[1:moc WO,1:m] - tablica standw odpowiedzi,
VAu\OL1 mocW01 =~ tablica wag gtandw odpowiedzi
OPTY _ numer stanu (w tablicy standw od-
powiedzi)optymalnej decyzji;

moc WO:=03
for 1:=1 step 1 until moc PWO do
if FI[1i] egv false then

——

begin
moc WOs=moc WO+1;
for j:=1 step 1 until m do WOfmoc WO,jl:=PWO[i,jl;:
. OPTY:=NASTSO[il;
WAGWO [moc WOJ:=WAGWD[OPTY];
for j:=i+1 step 1 until moc PWO do
if FILj1 eqv false then
begin
for k:=1 step 1 until m do
if PWOTi,kl # PWOL[j,k1 then go to E10;
FI(jl:=true;
if WAGWOImoc WO] gt WAGWDINASTSO[j1] then
egln
OPTY:=NASTSOI[jl;
WAGWO[moc WO]::WAGWD[OPTY]
end ;
E10:end:

comment 9. Wyprowadzenie wynikdw w postaci:
gtan odpowiedzi - stan decyzji - waga decyzji;

Iy )
format (??ucooowarstwa.,123?°);

:

print (M)
format (“-17); .
for k:=1 step 1 until m do print (WO[moc WO,k1);

print (uuuuu‘h
for k:=1 step 1 until m do orint (WDLOPTY, k})
format (1234 )8
print (WAGWO[moc WO3I)
end; '
comment 10, DoZXgczeaie do warstwy odpowiedzi - standw koidcowych;
if MM=1 then go o Ekoniec;
MM =MM-1 3
for i:1 gtep 1 until moc SKON do
if IND(i] = MM Xhen




begin'~bf,f: :'{_.,
moc WO:=moe WO+13 .
for j:=1 step 1 untyil;jrn_g_i_cg_;w
WAGWO[moc WOl:=.0
 end; go %o Epowt j
?Elgpniec: end program
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