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a e A (a A) - element a należy (nie należy) do zbioru A

WYKAZ WAŻNIEJSZYCH SYMBOLI I OZNACZEŃ

A - konjunkcja

- implikacja

- kwantyfikator ogólny
3 ■ - kwantyfikator szczegółowy

A B - suma zbiorów A i B

A X B - różnica zbiorów A i B

U Ar
iii 1 

0

- suma zbiorów Ait i e I 

- zbiór pusty

A c B
Ij

- A jest podzbiorem B

{z :(z)} - zbiór z posiadających własność 5Iz)

A x B - iloczyn kartezjański zbiorów A i B

IAI
.n w.
1 6 I i

- moo zbioru A

- iloczyn liczbowy Wi, ie I

Z W.
ia I 1 

¡k+
- suma liczbowa W^, ie I

- zbiór nieujemnych liczb rzeczywistych

pr { A ] - prawdopodobieństwo zdarzenia A

E t - wartość oczekiwana zmiennej losowej t

11 b

fiUi}

- warunkowa zmienna losowa (t b)

- dystrybuanta zmiennej losowej t^ (t^b),! = 1,2,...,m

- rozkład prawdopodobieństwa określony przez F.
i = 1,2,..., m

W - system obsługi
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R
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sk 
sk

S*

. Sodp lSdeo^ 

S0± (SD^ 

PCh (PD^

A ( A ) 

^^odp-* Sdec

1

t podsystem obsługi, stanowiska obsługi i-tego rodzaju 
i = 1,2,..., K

- graf skierowany

- zbiór zadań elementarnych

- matryca incydencji

- wektor rozkładów prawdopodobieństw

- wektor rodzaju obsługi

- wektor losowy

- zadanie

- stan wykonania zadania

- zbiór stanów wykonania zadania

- zbiór dopuszczalnych stanów wykonania zadania

- zbiór stanów odpowiedzi (decyzji)

- i-ta warstwa stanów odpowiedzi (decyzji)

- i-te piętro stanów odpowiedzi (decyzji)

- relacja poprzedzania stanów

- relacja d-następowania (q-następowania) stanów

- funkcja rozdziału

- zbiór funkcji rozdziału

- drzewo wykonania (bieżące) zadania

- zbiór drzew wykonania

- droga w grafie G

Ł(G, s^) - zbiór dróg w zredukowanym grafie G

DG(sk) - dolne ograniczenie stanu decyzji

PDG(sk) (WDG(sk)) - pierwotne (wtórne) dolne ograniczenie stanu decy- 
- zji

- znak końca definicji, twierdzenia, dowodu itp.-
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1. PRZEGLĄD MODELI I METOD ROZWIĄZYWANIA ZAGADNIENIA 
ROZDZIAŁU ZADAŃ

1. Wprowadzenie

Przedstawiona praca dotyczy jednego z podstawowych problemów teo­
rii systemów operacyjnych współczesnych systemów cyfrowych, jakim jest 
kompleks zagadnień określonych mianem zagadnienia rozdziału resursów 
systemu. Wiele istotnych problemów zarządzania pracą elementów sys­
temu cyfrowego, takich jak np. zarządzanie pamięcią, planowanie ob­
ciążeń procesorów i urządzeń wejścia/wyjścia itp., mogą być sprowa­
dzone do zagadnienia rozdziału resursów £20, 28, 41, 50]. W pracy za­
jęto się problemem zarządzania pracą równolegle pracujących stanowisk 
obsługi - procesorów w wieloprocesorowym systemie cyfrowym. Zagadnie­
nie to, znane w literaturze angielskiej jako ’’parallel Processing” 
lub "parallel computation", jest obecnie szeroko rozwijane. Idea pro­
wadzenia równoległych obliczeń sięga połowy XIX w. - czasów Ch. Bab­
bage *a [383. Szczególnie intensywnie jest rozwijana od początku lat 
60-tych naszego stulecia, kiedy powstały pierwsze systemy równolegle 
pracujących maszyn cyfrowych, a zwłaszcza kiedy uświadomiono sobie, 
że w związku że zbliżeniem się szybkości sekwencyjnie wykonywanych ob­
liczeń do pewnego nieprzekraczalnego poziomu, jedyna możliwość ich 
przyśpieszenia polega na jednoczesnym wykonywaniu niezależnych frag­
mentów programu na różnych maszynach cyfrowych.

Wśród aktualnie prowadzonych prac z zakresu teorii obliczeń rów­
noległych można wyróżnić dwa podstawowe kierunki [42, 52]:

- poszukiwanie metod przedstawiania algorytmów obliczeniowych w 
postaci "równoległych", niezależnych fragmentów, najbardziej dogodnych 
do wykonania w wieloprocesorowym systemie cyfrowym;

- poszukiwanie metod optymalnego sterowania wykonywaniem "równo­
legle" przedstawionych algorytmów.

Do zakresu pierwszego kierunku należą np. prace [40, 45], zajmu­
jące się "zrównolegnieniem" pewnych konkretnych problemów obliczenio­
wych, czy też prace [47, 50, 62, 65], zajmujące się ogólnymi modelami 
przedstawiania "równoległości" algorytmów. Szczególnie interesująca 
jest praca [42] , stanowiąca autorytatywny przegląd modeli i prac z 
tego kierunku. Pochodnymi kierunkami prowadzonych prac są:
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- prace .nad językami umożliwiającymi zapis "równoległości” np. 
klasyczne operatory FORK, JOIN E.S. Schwartza [22], języki macierzo­
we [34], język PL/1 [7];

- prace nad automatycznym rozpoznawaniem ’’równoległości" na eta­
pie translacji sekwencyjnie pisanych programów [23], czy też badanie 
występowania "równoległości" w klasycznie pisanych programach [38]; •

- prace nad organizacją wewnętrznej struktury logicznej systemu 
cyfrowego np. [8, 10, 39, 56].

Przedstawiona praca należy do drugiego z wymienionych wyżej pod­
stawowych kierunków prac, których omówienie jest zawarte w następnym 
punkcie (1.2).

1 .2. Problemy sterowania rozdziałem zadań

Problemy sterowania rozdziałem zadań są znane w literaturze ra­
dzieckiej m.in. jako zagadnienia "kalendarnovo płanirovanija", zaś w 
literaturze angielskiej jako "the machine assigment problems" bądź 
jako "the job sequencing (scheduling) problems". Zagadnieniom tym 
jest poświęcona obszerna literatura np. [13, 26, 54, 63, 69, 70, 71] 
a szczególnie [9, 33, 51], które stanowią szerokie przeglądy modeli i < 
metod ich rozwiązywania.

Wiele spośród deterministycznych modeli planowania kalendarzowego 
było formułowanych.bezpośrednio dla pewnych interpretacji pracy sys­
temów cyfrowych. Są to, począwszy od klasycznej pracy [29], np. [2, 
3, 5, 16, 27, 44, 46, 50, 52, 59].

Do modeli probabilistycznych systemu cyfrowego [4, 14, 37, 41,50] 
zalicza się klasyczne modele kolejkowe [6, 21, 60], jak również pew­
ne ich modyfikacje [11, 17, 30, 31, 32, 37, 43, 53, 55, 61, 67). Os­
tatnia z wymienionych prac [67] daje przegląd modeli pracy procesora 
a ponadto przedstawia modele symulacyjne pracy systemu cyfrowego. Po­
średnio interesujące są prao8związane z planowaniem pewnych przedsię­
wzięć w warunkach probabilistycznych np. [25, 35, 58].

Do rozwiązywania formułowanych tu zagadnień stosuje się szereg me­
tod z zakresu badań operacyjnych. Należą do nich m.in, metody progra­
mowania nieliniowego [1] , metody optymalizacyjne [49, 68], sieciowe 
[18], wykorzystuje się aparat teorii grafów [12, 72], gier [48] itp. 
Obszerne przeglądy i klasyfikacje stosowanych metod zawierają częś­
ciowo prace [9, 51].

W przedstawionych dalej rozważaniach wykorzystuje się klasyczny 
rachunek prawdopodobieństwa [15], metodę programowania dynamicznego 
[68] oraz metodę podziału i ograniczeń [57, 64, 66].
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1 .3« Cel i zakres pracy

Podstawowy problem jaki formułuje się w pracy jest następujący. 
Dany jest pewien model zadania jako zbiór programów, które mogą być 
wykonywane w pewnej ograniczonej względem siebie kolejności (zadanej 
grafem skierowanym), zaś czasy wykonywania pojedynczych programów są 
zmiennymi losowymi o zadanych rozkładach prawdopodobieństwa. Zadanie 
ma być wykonywane w systemie złożonym z pewnej liczby jednakowych, 
niezależnie pracujących procesorów. Celem pracy jest znalezienie dy­
namicznej reguły decyzyjnej, kierującej odpowiednie programy do wyko­
nania w systemie, takiej aby minimalizować wartość oczekiwaną czasu 
wykonania całości zadania.

W rozdziale 2 pracy przedstawia się formalne modele zadania, sys­
temu wykonawczego, a następnie formułuje się problem optymalizacyjny. 
Sformułowany problem jest adaptacją i rozszerzeniem analogicznych za­
gadnień deterministycznych, którym poświęcono szereg rozważań [2, 16, 
24, 29, 441.

Rozdział 3 jest poświęcony rozwiązaniu szczególnego przypadku pro­
blemu postawionego w rozdziale 2, mianowicie optymalnemu rozdziałowi 
zadań o wykładniczych rozkładach prawdopodobieństwa czasów wykonywa­
nia zadań elementarnych (pojedynczych programów).

Rozdział 4 zawiera rozważania na temat optymalnego rozdziału za­
dań o dowolnych rozkładach czasów wykonywania zadań elementarnych, a 
w rozdziale 5 przedstawia się wnioski i ocenę przydatności proponowa­
nych rozwiązań.

Przedstawiony spis literatury zawiera podstawowe, dostępne auto­
rowi pozycje. Należy jednak zaznaczyć, że ze względu na intensyfika­
cję prowadzonych badań w omawianym zakresie, istnieje wiele prac trud­
no dostępnych, zawartych zwłaszcza w amerykańskich materiałach konfe­
rencyjnych i rozprawach doktorskich, a także wiele prac publikowanych 
tylko informacyjnie (np. prace prowadzone w ramach amerykańskich pro­
gramów rządowych).

W dodatku.przedstawiono program napisany w ALGOLu-6O na m.c.ODRA- 
1204, stanowiący załącznik do rozdziału 3, który wyszukuje funkcję 
optymalnego rozdziału (bez przerwań) zadań o wykładniczych rozkładach 
prawdopodobieństwa czasów wykonywania zadań elementarnych w jednofa­
zowym systemie obsługi.
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2. PRZEDSTAWIENIE PROBLEMU

2.1 , Model systemu wykonawczego i model zadania

Definicja 2.1, Systemem wykonawczym (obsługi) będziemy nazywać 
zbiór

W = (W1, W2,..., WK} , (2.1)

gdzie
W1 = iwj, w|............w*) (i = 1 ,2,... , K), (2.2)

Podzbiory są zestawami n,-jednorodnych niezależnie pracują- 
cych stanowisk wykonawczych, (obsługi) typu i. System wykonawczy W bę­
dziemy nazywać jednofazowym, jeżeli K = 1, albo wielofazowym, jeżeli 
K > 1. _ □

Niech G = (z,Q), gdzie Z - jest zbiorem wierzchołków, a Q - ma­
trycą incydencji, będzie grafem skierowanym, nie posiadającym dróg 
cyklicznych ani pętli, z jednym wierzchołkiem początkowym i z pewnym 
wierzchołkiem końcowym. Elementy zbioru Z = {z »z^,..., zm+1} bę­
dziemy nazywać zadaniami elementarnymi; z0 - elementarnym zadaniem 
początkowym, zm+^ - elementarnym zadaniem końcowym. Łuki wychodzące 
z wierzchołka z^e Z mogą być podzielone na co najwyżej M rozłącz­
nych podzbiorów. Zadania elementarne, którym odpowiada jeden podzbiór 
wychodzących łuków nazywamy elementarnymi zadaniami operacyjnymi, zaś 
pozostałe, którym odpowiada więcej niż jeden podzbiór - elementarnymi 
zadaniami decyzyjnymi.

Każdemu zadaniu elementarnemu z^e. Z przyporządkowuje się wektor 
parametrów (r^, tit pp, którego poszczególne składowe określają:

- rodzaj obsługi (typ stanowiska obsługi) wymagany przez zi 
w systemie W, r±e { 1,2,..., K];

t^ - nieujemną zmienną losową, o znanej dystrybuancie Th, cza­
su wykonywania z^ przez stanowisko wykonawcze rodzaju r^;

Pi = (pi1, p12,»*«, ” rozkład Prawdopodobieństwa wyboru od­
powiedniego typu podzbioru łuków wychodzących z wierzchołka z^.

0 zmiennych losowych t^ (i = 0,1,...,m+1) zakładamy, że są nie­
zależne oraz Et^< 00 • Ponadto, bez utraty ogólności, zakłada się,że 
tQ » ^+1 = °> oraz że zo’ zm+1 są zadaniami operacyj­
nymi. Oczywiście, dla zadań operacyjnych pi1 = 1, pi2 “ ••• = PiM=

Elementy (i,j = 0,1,..., m+1) matrycy incydencji Q przyj­
mują wartości ze zbioru (-M,..., -1,0,1,..., M}. Znaczenie przyjmo-
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wanych wartości jest następujące: qi^ = 0 określa brak łuków pomię-
dzy wierzchołkami z. a z.; q. . = 1,2......... M x J x J
chołka z^ prowadzi się łuk do wierzchołka z^;
= -1, -2,..., -M wynika z własności. q^j = -q^

określa, że z wierz- 
znaczenie q. . = X J

Definicja 2.2. Uporządkowaną czwórkę

£ = (g,r,t,p)
gdzie G jest wyżej określonym grafem, zaś

R - (ro- r1......... rm+1)> 

T = <%> tv”> tm+p’ 

p - (?o’ p1......... im+P’

(2.3)

(2.4)

są wektorami o składowych określonych wyżej 
niem dla systemu obsługi W.

będziemy nazywać zada-

2.2 . y/ykonanie zadania w systemie obsługi

Wykonanie zadania % w systemie obsługi W polega na wykonaniu 
pewnego podzbioru ZQ zbioru zadań elementarnych Z. Oczywiście z0, 
zm+1 ć ZQ. Kolejność wykonywania zadań elementarnych jest określona 
przez pewne zasady..Dla ich przedstawienia wprowadza się następujące 
pojęcia. O wszystkich łukach grafu G przed rozpoczęciem wykonywania 
zadania % mówimy, że są nieaktywne. O łukach wychodzących z wierz­
chołka elementarnego zadania operacyjnego mówimy, że stają się aktyw­
ie* gdy zostanie zakończone jego wykonywanie. O łukach wychodzących z 
wierzchołka elementarnego zadania decyzyjnego mówimy, że aktywne sta­
ją się łuki typu wylosowanego w trakcie jego wykonywania oraz, że po­
zostałe łuki stają się obojętne.

Wykonanie zadania £ rozpoczyna się od wykonania elementarnego . 
zadania początkowego zQ. Następnie mogą być wykonywane inne zadania 
elementarne,. Dane Zadanie elementarne ze z może być wykonywane, 
jeżeli w zbiorze łuków wchodzących do tego zadania znajdują się tylko 
łuki aktywne lub obojętne. Wykonanie zadania elementarnego z^ pole­
ga na skierowaniu go na dowolne stanowisko obsługi typu r^, na któ­
rym pozostaje nieprzerwanie.aż do czasu jego zakończenia t, który 
jest realizacją zmiennej losowej ti - obsługa bez przerwań, bądź na 
którym wykonuje się częściowo przez pewną liczbę odcinków czasu, 'któ­
rych sumaryczna długość wynosi t - obsługa z przerwami. Zadanie, ele­
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mentarne zi wchodzi do podzbioru ZQ, jeżeli w trakcie wykonywania 
zadania % pojawi się chociaż jeden aktywny luk wchodzący do wierz­
chołka .

2.3 « Przestrzeń stanów wykonywania zadania

Dla opisu kolejności wykonywania bez przerwań zadań elementarnych, 
wprowadza się pojęcie stanu wykonania zadania .

Definicja 2.3« Stanem wykonania zadania % nazywa się matrycę

' k k kaQ, a1, .««, am+1 
8k “ k b?. ....

gdzie
a? € A = ( -1,0,1, ..., M) ,

b^ e [R+ (i = 0,1,..., m+1).

(2.5)

Znaczenie poszczególnych elementów matrycy jest następujące: a£ = 
= -1 określa, że zadanie elementarne z. nie było jeszcze wykonywa- 

Irne; a. = 0 - że z^ jest w trakcie wykonywania; a. = 1,2,...,M - 
że z^ zostało wykonane, i że podczas jego wykonywania wylosowano 
odpowiednio 1,2,...,M typ łuków wychodzących z wierzchołka z.. Na-

Ic z z ztomiast b^ określa sumaryczną długość czasu, w którym wykonywało 
się zadanie elementarne z^. | |

Początkowym stanem wykonania zadania ¡6 jest więc stan

—1, — 1, •.., —1
s = , (2.6)

0 I 0, 0, .... 0 U. «7

natomiast stan końcowy sL nie jest określony jednoznacznie. Jego po­
stać zależy od wylosowanego w trakcie wykonywania zadania £ zbioru 
zadań elementarnych ZQ. Elementy a^ dla z^ a ZQ będą przyjmować 
wartości a^ 1, zaś dla z^ / ZQ pozostaną a^ = -1. Elementy b^ 
dla z^ e Zo przyjmą wartości realizacji odpowiednich zmiennych lo­
sowych t, zaś dla zi / ZQ pozostaną ■ 0. Liczba stanów koń­
cowych, różnych ze względu na wartości elementów a^, nie przekracza 
M11, gdzie h jest liczbą elementarnych zadań decyzyjnych.

Matryce s^ stanów wykonania zadania przyjmują wartości ze 
zbioru S postaci

■ ’ ! 

' ■ i
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A x A x ... x A

^+xiK+x... x[K+_ 
'---------------Y------------ ' 

(m+2) razy

W zbiorze S należy, wyróżnić pewien podzbiór . S , nazwany zbiorem 
dopuszczalnych, stanów wykonania zadania % , tj. takich stanów w jakich 
możliwe jest znalezienie się zadania & w trakcie wykonywania. Zbiór 
S* jest generowany przez £ , W oraz dyscyplinę obsługi.

Wykonanie zadania £ , jako realizację pewnej funkcji losowej, opi- 
suje się pewną trajektorią stanów sQ, s^,..., s2k ze zbioru S ta­
kich, że

S0X ... -C82k , (2.7)

gdzie -< jest symbolem relacji słabego porządku określonej poniżej, 
zaś sQ jest stanem początkowym postaci (2.6), a s2k jest jednym z 
możliwych stanów końcowych. Stany s^ (i = 0,2,...,2k) nazywa się 
stanami odpowiedzi i zbiór wszystkich możliwych stanów odpowiedzi o- 
znacza się przez Sodp, zaś stany s.. (j = 1,3,..., 2k-1) nazywa 
się stanami decyzji i.zbiór wszystkich możliwych stanów decyzji ozna- 
cza się przez. Sdec; oczywiście S = Sodp o Sdec* Rela°j§ słabego 
porządku "zwaną relacją poprzedzania stanów określa się następująco: 

Definicja 2.4. Mówimy, że stan sL
bo, że 

ka. = a.L 
'i

, poprzedza sL), co notujemy 
oraz jeżeli aj <1, to a^

Wprowadza się następujące oznaczenia. Dla 
tworzymy zbiory

następuje po stanie s^ (al- 
ek^s1, jeżeli a^ > 1, to

a^ dla i =0,1
dowolnego s^ 6 S

m+1
l u

(2.8)

(2.9)

s

zawiera podzbiór tych żadań elementarnych, które mogą być wykonane w 
następnym momencie czasu, po osiągnięciu przez zadanie & stanu sk.
Natomiast zbiór M

U XŁ(sk) > V zde(2.10)
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zawiera podzbiór tych zadań elementarnych, które mogły być wykonane 
bezpośrednio przed momentem osiągnięcia przez zadanie & stanu sk. 
Ponadto, dla sk, s^ £ S , będziemy oznaczać

% (sk<3 sL ) = { Zie Z : a^ / ah } . (2.11)
. i _ ‘ .

Wśród zbiorów Xa(sk), X+(sk),% (sk) będziemy wyróżniać podzbiory 
zadań elementarnych o tym samym rodzaju obsługi r (r = 1,2,..., K).
Więc

’ [zie ! ri = rh (2.12)

podobnie określa- się %*(sk) i %“(sk).

Definicja 2.5. Mówimy, że stan sL a S£ec d-następuje po stanie 
ak e Sodp ^albo> że sk d-poprzedza sL), co notujemy sk s , 
jeżeli spełnione są następujące warunki:

(i) ^+(sk)uZo(sk) * e zo(sj

(ii) Z0(sL)c X+(sk)^%0(sk).

(iii) l^0>r(s )l 4 min(|Wr|,|%J(sk)( + | %OjI.(sk) I )

dla r = 1,2,..., K. L_

Warunek (i) oznacza, że.nie dopuszcza się postoju wszystkich sta­
nowisk obsługi, gdy istnieją zadania elementarne gotowe do wykonania;

• warunek (ii) dopuszcza wykonywanie zadań elementarnych zgodnie ze 
strukturą grafu zadanie; warunek (iii) określa maksymalną liczbę za­
dań elementarnych, które mogą być przeznaczone do wykonania na okreś­
lonych rodzajach stanowisk obsługi.

Łatwo sprawdzić, że jeżeli sk s , to sk —< s-^. Zakłada się, 
że d-przejście tj. czasy podejmowania decyzji wyboru zadań elementar­
nych do wykonania, odbywają się natychmiastowo, bez strat czasu.

Definicja 2.6. . Funkcję D : sgec nazywamy funkcją rozdzia­
łu zadań elementarnych Z do wykonania w systemie obsługi W, jeżeli 
dla każdych sk a Sodp, sL e SdQC takich, że sL = D(sk) spełniony 
jest warunek s.. s . Zbiór wszystkich możliwych funkcji rodziału K.
oznaczamy przez fi.
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Definicja 2.7» Niech q będzie liczbą naturalną taką, że 1 ^q 
4l%o^sk^ ’ Mówimy, że stan aL Sodp q-następuje po stanie 
sk £ Sdec (all30> że sk q-poprzedza sL), co notujemy s$ s , je­
żeli istnieje q elementowy podzbiór I = { i^, i2,..., i^} zbioru 
wskaźników I = {0,1,..., m+1] taki, że spełnione są warunki:

' . I M
(i) z. e (sk) a z e U X. (sL), 

iel i 0 i j=1 J
Si

A bl = hi5’

gdzie b jest wartością realizacji zmiennej losowej określonej wzorem

t(sk, s ) = min Xt.lb^) ; (2.13)
k *;j*W 33

i kz kolei t.[b. oznacza warunkową zmienną losową powstałą ze zmiennej J J Iz- ¡—1
losowej t. po dołączeniu warunku, że t. b.. J J J l—l

Ostatnia definicja określa sposób przejścia ze stanu s^ e S^ec 
do stanu sL e SQ^p polegający na zakończeniu wykonywania q zadań 
elementarnych. Czas q-przejścia jest zmienną losową tis^s ) (2.13). 
Prawdopodobieństwo q-przejścia z s^ do sL będziemy oznaczać przez 
Pr ( ak s} • również sprawdzić, że jeżeli s^ -2< sL , to 
Sk-<SL- •-

Uściślając wprowadzone pojęcie trajektorii wykonania zadania % , 
można stwierdzić, że każda trajektoria (2.7) jest ciągiem stanów z S* 
takich, że

ao S1 s2 "• a2k-1 a2k

gdzie q1 + q2 + ...+ qk = | ZQI (k m+2) oraz % + (s2k) - 0 .

Definicja 2.8..Zbiór stanów dopuszczalnych S * z rodziną trajek­
torii (2.14) będziemy nazywać przestrzenią stanów wykonania zadania

2.4. Kryterium optymalnego wyboru funkcji rozdziału

Definicja 2.6 określa zbiór wszystkich sensownych funkcji 
rozdziału zadań elementarnych Z do wykonania w systemie obsługi W. 
Często w rozwiązaniach praktycznych poszukiwanie optymalnego rozwią­
zania zawęża się do pewnej klasy funkcji. Spotykana- jest na przykład ✓ 
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zasada, że nie mogą w systemie obsługi V/ istnieć niepracujące sta­
nowiska obsługi, jeżeli istnieją czekające zadania elementarne, któ­
re mogą być na nich wykonywane. Zastosowanie tej zasady w rozpatrywa­
nym modelu wymaga zastąpienia równością nierówności w warunki (iii) 
definicji 2.5.

Jako kryterium wyboru optymalnej funkcji rozdziału przyjmuje się 
wartość oczekiwaną czasu zakończenia wykonywania zadania & • Funkcję 
DQe ¿i uważamy za optymalną jeżeli minimalizuje tę wartość.

Zastosowanie przyjętego kryterium jest sensowne wówczas, gdy za­
danie ma być wykonywane wielokrotnie. Z taką sytuacją spotykamy 
się np. gdy zadanie jest zestawem programów w cyfrowych, systemach 
sterowania procesami technologicznymi, a także wtedy, gdy % traktu­
jemy jako pewien biblioteczny, standardowy zestaw programów systemu 
cyfrowego.

Konsekwencją przyjęcia powyższego kryterium jest ustalenie wiel­
kości b w warunku (ii) definicji 2.7 jako wartości oczekiwanej 
zmiennej losowej (2.13). Warto zauważyć, że wartość oczekiwana czasu 
wykonania zadania % wg pewnej trajektorii (2.14) wyraża się wzorem

E t (s0, s^..., s2k) E t(s
i=1

2i-1 ’ s2p’ (2.15)

czyli jest sumą wartości oczekiwanych niezależnych funkcji losowych 
(p. lemat 3.1) t(s2i-1, s2i) (i = 1,2,..., k).

Warto również zwrócić uwagę, że wprowadzony model opisu - prze­
strzeń wykonania zadania , pozwala, drogą małych modyfikacji, na 
uwzględnienie czasów podejmowania decyzji, tj. czasów d-przejść. Mo­
dyfikacje polegałyby na wprowadzeniu pewnej funkcji t^is^, SL) cza­
sów d-przejścia ze stanu ć sodp s‘tanu SL6 sdec oraz na roz" 
budowie definicji 2.5. Rozbudowa polegałaby na innym określeniu war­
tości b^ (i = 0,1,..., m+1), a mianowicie

»1 = + b

gdzie b*= t*(sk, sL). Wprowadzone modyfikacje nie wpływają na isto­
tę dalej prowadzonych rozważań.
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3« ROZDZIAŁ ZADAŃ O WYKŁADNICZYCH ROZKŁADACH PRAWDOPODOBIEŃSTWA 
CZASÓW WYKONYWANIA ZADAŃ ELEMENTARNYCH

3*1. Wprowadzenie

W bieżącym rozdziale rozważa się problemy rozdziału zadań % o 
wykładniczych rozkładach prawdopodobieństwa zmiennych losowych 
t^, t2,..., tm, tzn. o dystrybuantach postaci

f 1 - exp (- A^t) dla t O,
F^t) = < (3.1)

10 dla t < 0,

gdzie A^ O (i - 1,2,... , m). Przyjęta klasa zadań zasługuje na 
uwagę ze względu na możliwość uproszczenia rozważań, wynikającą ze 
szczególnych własności wykładniczego rozkładu prawdopodobieństwa. Ta­
ką metodologię stosuje się powszechnie w literaturze, np. E11, 43, 60, 
61]• Rzeczywiste rozkłady prawdopodobieństwa dają się czasem, z wy­
starczającą dla praktyki dokładnością aproksymować rozkładami wykład­
niczymi. Ponadto przyjęcie konkretnej postaci rozkładu pozwala na 
efektywne wyliczenie potrzebnych zależności.

Ze względu na dalsze potrzeby przedstawia się następujące lematy:

lemat 3 > 1 > Niech ZQ, Z^,..., Z^ będą dowolnymi, niezależnymi 
zmiennymi losowymi o wartościach rzeczywistych. Wówczas funkcje loso­
we ZQ-Z1, Z0-Zg, ..., ZQ-ZL są również niezależne.

Dowód, Wystarczy rozpatrzeć następujące prawdopodobieństwa:

pr { Xq-Z^ < c1, Z0-Zg < c2, ...» Zq-Zl < c^ } =

= pr [ Z1 > Z0-°i, Z2 > x0”c2» • • •» XL > ^o~°L ’

gdzie c^, c2,..., cL dą dowolnymi liczbami rzeczywistymi. Dla każ­
dej wartości xQ jaką przyjmuje Zo zachodzi równość:

pr { Z1 > Xq-c^, Z2 > x0-c2............ZL> xo"c13 =

= pr { X, > pr { > z0-e2J ... pr{xL> zo-cj
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2 L

X^ , Xg, ..., X^ (1 L 4 m) będą niezależnymi 
rozkładach (3.1)• Wówczas wartość oczekiwana

Y

na mocy niezależności XQ, X^, XL. A stąd 

pr { , Xo-X2 < c2, ...» XQ-XL < cL J =

= pr { Xo-X1 < Cl i 

co kończy dowód.

Lemat 3.2. Niech 
zmiennymi losowymi o 
funkcji losowej 

ma wartość
44 -1

EY = ( Z A ) . (3.3)
i=1 1

Dowód. Dystrybuanta F funkcji losowej Y ma postać

F(t) = pr { min (x^ »Xg,... ,XL) <t} = 1 - pr { min (x^ ,X2,... ,XL) t] =
L L'

= i - n pr{ x±> t] = i - n (i - ^(t)). 
i=1 i=1

Stąd L
cc op __y

. 'EY = (t dF(t) = -\t (U (i - F. (t)) dt = 
o o i=1 ■ 1

L LO
= 2 A exp (-■ 21 A.t)dt =

o i=1 1 j=1 J
GO L

= 21A \ t exp (- 21 At) dt = 
i=i 1 A • i=i J

Lemat 3.3* Niech XQ, X^, ...t X^ (1 L m) będą niezależny­
mi zmiennymi losowymi o rozkładach (3.1). Wówczas

L L
pr { X min kX- ,X2»... * Xt )} = A l I (A • + A. ) (3.4)
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Dowód. Korzystając z lematu 3.1 mamy
L 

pr{Xo<min (jc1(x2.......XL) J = H <oj .

Dalej dla i = 1,2,..., L zachodzą równości 
co t

pr{xo-X- < o] = i exp (-)x) \ 2^ exp (-^y) dy dx = 
•— w w 1 JL JL

o X
00

= AO i exp (“V - A^) dx = / (% +\^»
o

skąd wynika (3.4). —
Korzystając z podstawowej własności rozkładu wykładniczego, że 

rozkład warunkowy ma taką samą postać jak rozkład bezwarunkowy, nasu­
wa się możliwość uproszczenia postaci stanu wykonania zadania • Je­
żeli rozkłady czasów wykonania zadań elementarnych mają charakter wy­
kładniczy, to matryca stanu s^ (2.5) redukuje się do wektora 

k k k
sk = (ao’ a1» am+P» (3.5)

bez powodowania utraty informacji, potrzebnej do podjęcia odpowied­
nich decyzji.

Zauważmy też, że ponieważ prawdopodobieństwo jednoczesnego zakoń­
czenia wykonywania zadań elementarnych o dowolnym rozkładzie ciągłym ' 
jest równe żeru, więc q-następowanie stanów określone definicją 2.7 
uprasza się do 1-następowania.

Definicja 3*1« Wprowadza się teraz rozbicie zbioru dopuszczalnych 
stanów wykonania S* na następujące warstwy stanów:

M
SOi = (sk Sodp : । = 1 }

(i = 0,1,2,... ) j (3.6)

SD. s < s, € 8, : s —s s, , s c SO • - I3 i k dec L k* l j-1J 
(j = 1,2,3,... ).

Pierwsze warstwy nazywa się warstwami odpowiedzi, drugie - warstwami 
decyzji.
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Bezpośrednio z (3.6) wynikają proste własności warstw stanów:

(i) Dla każdych, różnych od siebie s^, sL należących do tej sa­
mej warstwy nie zachodzi s^—(sL, ani sL—< s^.

(ii) Warstwy decyzji (odpowiedzi) są rozłączne.

(iii) S0Q ={s0}, gdzie sQ jest postaci (2.6) oraz SO^ = SD^ = 
= 6 dla i > m+1.

(iv) Dla dowolnego s^ £ SO^ (i =0,1,2,... )

sdec ! 3k 3l1 SDi+1’

oraz dla dowolnego s. a SD. (j = 1,2,3,.*. )

fs. e S , : s. - i s.l^SOń» i l odp k UJ j
Warstwę odpowiedzi S0r mającą tę własnośó, że SOr / 0 i SOr+^= 

= © będziemy nazywać najniższą warstwą odpowiedzi.

‘3.2. Optymalne wykonanie bez przerwań 
w jednofazowym systemie obsługi

Poniżej podaje się algorytm wyznaczania optymalnej funkcji roz­
działu . W ogólnym zarysie, polega ona na przypisaniu każdemu
stanowi s^ a S pewnego wskaźnika liczbowego wis^) zwanego wagą 
stanu s. • Wyznaczenie wag odbywa się w warstwach ustawionych w na- 
stępującym porządku

SO^, SDr, S0r_1, ..., SD^, S0Q

gdzie S0r jest najniższą warstwą odpowiedzi. Wprowadza się jeszcze 
oznaczanie ind(i,j), określające wskaźnik zadania elementarnego, któ­
rego, wykonanie zostało zakończone przy przejściu ze stanu s± € Sdec

s e
{

do stanu 
go W = W1

l = Z. 1%,^)!. (3.7)
•1=1

^dp;
1’ w2>

Przy założeniu jednofazowego systemu wykonawcze-
•••» w^(m > n) algorytm przyjmie postać.

Algorytm 3.1. Krok 0. Na podstawie.matrycy incydencji Q 
oraz rozkładu P zadania % wyznacza się zbiór SK stanów końcowych 
i przypisuje się im zerowe wagi. Każdy»ze stanów s^ 6 SK kwalifiku­
je się do odpowiedniej warstwy odpowiedzi S0L G3.6), przez oblicze­
nie wskaźnika

M
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Przez SK^ będziemy oznaczać podzbiór zbioru SK tych, atanów koń­
cowych, które posiadają wartość L wskaźnika (3.7). Zbiór SKr o 
największej wartości wskaźnika (3.7) wyznacza najniższą warstwę od­
powiedzi, tzn. ' .

S0r = SKr . (3.8)

Kroki 1,3,..., 2r-1. Na podstawie ustalonej warstwy odpo­
wiedzi S0L, gdzie L w kolejnych,rozważanych tu krokach przyjmuje 
wartości r, r-1, ...,1, wyznacza się warstwą decyzji SDL w sposób 
następujący. Dla każdego sk a S0l należy:

a) utworzyć rodzinę ^(^-"(s^)) jedno elementowych podzbiorów 
zbioru %~(ak);

b) utworzyć zbiór

fs. a 3^ : s. — s, \ =t j dec j k-J

= { Sj a S : % (sk ® s^.) a R1(^"(sk))A% (sk ® sp cX0(sj)}. (3.9)

Stąd
SDL = U (Sj t Sde0 : 8j -< sj . (3.10)

Sk£ S0L B

Każdemu ze stanów s^ a SDL przypisuje się wagę zgodnie ze wzorem 

w(sj) = pr{ Sj X skj (E t(s^,sk) + w(sk)) , (3.11)

gdzie t(sj,sk) jest funkcją losową (2.13), zaś w(sk) - wagą stanu 
sk a S0L, wyznaczoną w poprzednim kroku.

Kroki 2,4,..., 2r. Na podstawie ustalonej warstwy decyzji 
SDl, gdzie L w kolejnych,rozważanych tu krokach przyjmuje wartości 
r, r-1, ..., 1, wyznacza się warstwą odpowiedzi w sposób na­
stępujący. Dla każdego sk a SD^ należy:

a) utworzyć rodzinę Rg^o^k^ wszystkich-niepustych podzbiorów 
zbioru Z0(sk); jeżeli |X0(sk)| < |W|, *° do ^s^o^k^ dołącza 

się zbiór pusty;

b) utworzyć zbiór

“{s^e S : X (sj ® sk)e ^Vsk))AWsj®ak)cftL/8k)J. (3.12)
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Stąd
S°l-1 = SKl-1- ^SD * sodp ' A 8k]. (3.13)

SL ' u SD*, (3.16)

1=1
zwanego zredukowanym zbiorem stanów decyzji, w taki sposób, że

D(Sj) = dla e Sodp. (3.17)

z *
Dowod. Zauważymy najpierw, że wagi stanów s^e S wyznaczane 

przez algorytm 3.1 są wartościami oczekiwanymi czasów wykonania pod­
zbiorów ^_<j(sk) zadań elementarnych, przy założeniu, że ich wykony­
wanie będzie przebiegać zgodnie z określoną regułą - wzór (3.17).

Każda funkcja rozdziału De ¿3 spełniająca (3.17) określa jedno­
znacznie wartość w(sk) dla sk e sojp* samym określona jest 
jednoznacznie wartość oczekiwana czasu wykonania zadania 5 - w(sQ), 
gdzie sQ jest początkowym stanem wykonania (2.6). Zatem warunek 
(3.17) jest wystarczający.

Konieczność warunku (3.17) wynika z następującego wnioskowania. 
Jeżeli założymy, że znana jest optymalna kolejność wykonania zadania

k
Każdemu ze stanów s.. 6 SO^ 

suje się wagi zgodnie ze wzorem
różnym od stanów końcowych, przypi-

w(e.) = min 
sj-^sk

w(sk). (3.14)

Stan sj»*€ SDl minimalizujący wyrażenie (3.14) nazywa się stanem 
optymalnej decyzji podjętej w stanie s^ e S0L_>1. Wyznacza się zredu­
kowaną warstwę decyzji

SD* = {sk& SDl : 3 sk = s . (3.15)

aj * b0L-1 [2

Programową realizację podanego algorytmu, napisaną w języku 
ALGOL-6O dla m.c. 0DRA-1204 zawiera dodatek. Algorytm wyznacza opty­
malną, ze względu na ustalone kryterium, kolejność wykonywania zadań 
elementarnych zadania % . Zachodzi bowiem twierdzenie:

Twierdzenie 3*1* Punkcja rozdziału Dc jest optymalna (w sen­
sie najmniejszej wartości oczekiwanej czasu wykonania zadania % ) wte­
dy i tylko wtedy, gdy przyjmuje wartości ze zbioru
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znajdującego się w stanie s^ e SO oraz, że znane są wszystkie 
możliwe przejścia do tego stanu ze stanów SO^ poprzez stany SDĆ , 
to każda funkcja D^e $ nie spełniająca (3.17) daje wartość wagi 
w(s .), dla s^ g SO. nie mniejszą niż funkcja D. Stwierdzenie to 
wynika ze wzorów (3.11) i (3.14). Przeglądając indukcyjnie warstwy od­
powiedzi S0L w kolejności L = r, r-1, ..., 0, stwierdzamy koniecz­
ność warunku (3.14) a zatem i (3.17). □

Korzystając z lematów przedstawionych, w p. 3.1 można podać jawne 
wyrażenia na elementy występujące we wzorze (3.11). Mianowicie

1

Aind(j,k) Pindtj,k) aind(j,k) U. ^indCj.k) +

(3.18)

gdzie = ^L : z^a %Q(s.. )]\{ ind( j ,k)]; ponadto

E t(3j,sk) = (-S \)-1,

3.3. Optymalne wykonanie 

(3.19)

bez przerwań w wielofazowym systemie obsługi

Algorytm przedstawiony w p. 3.2 w naturalny sposób, po uwzględ­
nieniu małych zmian, rozszerza się dla określenia optymalnej funkcji
rozdziału w wielofazowym systemie obsługi. Stan s^ wykonania zada­
nia ma postać (3.5) z tym, że składowe wektorowe stanu są uporząd- 

odnoszą się do zadań elemen- 
k k• S t 4 > • • • 3-^ . . m "* ^3 St 3-

nowiskach W2 itd. Oczywiście m^ + m2 + ... + mK = m oraz, aby roz­
dział nie był trywialny mi> (i = 1,2,..., K).

Algorytm podaje się przez porównanie różnic z algorytmem 3.1.

kowane w taki sposób, że a^-, ..., a^ 
tarnych wykonywanych na stanowiskach

Algorytm 3*2. Krok 0. Bez zmian.
Kroki 1,3, ...» 2r-1. Bez zmian.
Kroki 2., 4, ..., 2r. V/ punkcie a) zamiast Rgt^is^)) two­

rzy ciąg rodzin i^k^ niepustych podzbiorów zbioru /tQ i(sk)
dla i = 1,2,..., K. Do każdej z tych rodzin dołącza się element pus­
ty, jeżeli spełniony jest warunek

K K
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W' punkcie b) tworzy się zbiór 
■

C a 1(sl 6 Sodp : aL 3ki~

= (SL Ł s !^l(aL ® ak)e A (3.12a)

A , i = 1. 2...............k}.

Dalsze postępowanie pozostaje bez zmian. —
Jak widać pomiędzy algorytmami 3.1 i 3.2 zachodzą jedynie różnice 

ilościowe. Zatem funkcja rozdziału zadań elementarnych, wyznaczona 
przez algorytm 3.2 jest optymalna w sensie rozważanego kryterium. 
Stwierdzenie to jest analogonem twierdzenia 3.1.

3.4« Optymalne wykonanie z przerwaniami 
w wielofazowym systemie obsługi

Rozważany dotychczas sposób wykonywania pojedynczych zadań elemen­
tarnych polegał na ich przesłaniu, w określonym momencie, na stanowis­
ko obsługi odpowiedniego typu i pozostawieniu ich tam, aż do momentu 
zakończenia ich wykonywania. Obecnie dopuszcza się obsługę z przerwa- ■ 
mi, tzn. wykonywanie, na określonym stanowisku zadania elementarnego 
może być zatrzymane w arbitralnie ¡określonym momencie czasu, a wykony­
wanie pozostałej jego części może być wznowione po upływie dowolnie 
określonego odcinka czasu.

Ogólny model stanu wykonania zadania - definicja 2.3, jest L 
przewidywany do opisu wykonywania zadania bez przerwań. Ze względu na . 
szczególne własności wykładniczego rozkładu prawdopodobieństwa wystar­
cza on jednak dla opisu wykonywania z przerwami rozważanej w bieżącym 
rozdziale klasy zadań.

W ogólnym przypadku wykonywania zadań z przerwami, momenty przer­
wań określone są momentami zakończenia wykonywania zadań elementarnych 
oraz dowolnie przyjętym ciągiem momentów np. po upływie stałego odcin­
ka czasu. Zauważmy, że w przypadku wykładniczego rozkładu prawdopodo­
bieństwa czasu wykonywania zadań elementarnych, jedynymi sensownymi 
momentami przerwań są momenty zakończenia wykonywania zadań elementar­
nych. Istotnie, bowiem, stan wykonywania zadania w dowolnie,ina­
czej wprowadzonym momencie przerwania jest identyczny ze stanem wyko­
nania - stanem decyzji, podjętym po ostatnim przerwaniu polegającym 
na zakończeniu wykonywania jednego z zadań elementarnych. Własność ta 
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wynika z ’’bezpamięciowego” charakteru wykładniczego rozkładu prawdopo­
dobieństwa. Pokazaliśmy więc lemat.

Lemat 3.4» Jeżeli zadania elementarne zadania % mają wykładnicze 
rozkłady prawdopodobieństwa czasów wykonywania, to zbiór S stanów 
wykonania zadania & z przerwaniami jest identyczny ze zbiorem stanów 
wykonywania zadania % bez przerwań.

Oczywisty jest fakt, że wartość oczekiwana czasu optymalnego wyko­
nania zadania z przerwaniami nie jest większa od wartości oczekiwanej 
czasu optymalnego wykonania zadania bez przerwań. Opis wykonania zada­
nia Z z przerwaniami różni się nieco od opisu wykonania zadania bez 
przerwań, który był określony przez trajektorię

d 1 d d 1
s0 -< a, s2 -< -< a2r, (3.20)

r = I z | , r < m+2.1 o x

Powodem różnicy jest fakt, że teraz d-przejście ze stanu s^6 SQdp 
dokonuje się przez wybranie do wykonania pewnego podzbioru-zadań ele­
mentarnych ze zbioru % 0(sk)o % as^), a nie jak poprzednio przez do­
łączenie do zbioru X Q(sk) pewnego podzbioru zadań elementarnych ze 
zbioru %+(sk). Aby wykorzystać wprowadzone poprzednio definicje d-po- 
przedzania i q-poprzedzania stanów będziemy, przed wyborem do wykona­
nia podzbioru zadań elementarnych, dokonywać następującej korekcji 
stanów sk g SQdp.

*

Definicja 3.2. Dla stanu sk e SQdp, skorygowanym stanem odpowie­
dzi będziemy nazywać stan sL e S taki, że spełnione są warunki:

(i) % (sk ® sL) = % 0(sk),

(ii) X 1(s ) = % 1 (s, ) ^ % (s, ). I I
“• I ** I A. o A. I I

Stany sk oraz sL są sobie równoważne ze względu na informację 
potrzebną do podjęcia decyzji o d-przejściu (z przerwaniami) do nowe­
go stanu - lemat 3.4. W związku z nową definicją, przejście od nie- 
skorygowanego stanu odpowiedzi sk e Sod , poprzez stan skorygowany 
sL, do stanu decyzji s.. w wykonaniu z przerwaniami; będziemy ozna­
czać przez sk Sj, a zbiór stanów skorygowanych przez SQdp

Lemat 3*5» Jeżeli funkcja rozdziału.D : SQdp skOr sdec 3$s‘b 
optymalna, to d-przejścia spełniają wprowadzone wyżej ograniczenie.
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Dowód. Wartość oczekiwana czasu wykonania zadania % z przerwania­
mi po pewnej trajektorii wyraża się jako suma wartości oczekiwanych 
funkcji losowych postaci (2.13). Ponieważ zaś

E min (t .) E min (t •)

J J

dla % £ X C Z } więc prawa strona nierówności może osiągnąć wartość 
najmniejszą tylko dla podzbioru %Z/posiadającego największą liczbę za­
dań elementarnych spośród zadań elementarnych gotowych do wykonania, 
co pokrywa się z sensem wprowadzonego ograniczenia.

Algorytm znajdowania optymalnej funkcji rozdziału, przez porówna­
nie z algorytmem 3*1, przedstawia się następująco.

Algorytm 3*3« Krok 0. Bez zmian.
Kroki 1,3, 2r-1. Bez zmian.
Kroki 2, 4, ••., 2r. Na podstawie ustalonej warstwy stanów 

decyzji SD^, gdzie L w rozważanych tu krokach przyjmuje kolejno war­
tości r, r-1, 1, wyznacza się warstwę stanów odpowiedzi
w sposób następujący. Dla każdego s^ e SDL :

a) tworzymy skorygowany stan odpowiedzi s^ a S, d-poprzedzający 
s^, zgodnie z formułą

zbiorów zbioru %YS

b) stan Sj wyznacza zbiór stanów , które mogły być skory­
gowane do jego postaci; tworzymy w tym celu rodzinę R^C^+Csj)) pod- 

.), o mocy 
J

min (ly^Cs^)! , n) - 1,
gdzie (3.22)

n = n^ + n2 + ... + n^ ;

c) tworzymy zbiór 
pd

iaiŁ sodp ! si 3kl “

= ^s. £ S = % (s. & s-U . (3.23)
J- U J. J. J J J

Stąd
__ . . pd
S°L-1 = SK^u 0 { si£ sodp : a. —< SkJ (3.24)

sk e sdl
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Każdemu ze stanów s^ e S0L_^, różnemu od stanu końcowego, przy­
pisuje się wagę zgodnie ze wzorem

w(s.) = min i 
pd, ' s. — Si i k

w(sk) (3.25)

Stan s.xc SD. nazywa się stanem decyzji optymalnej, podjętej w sta- 
nie si a S0L-1, jeżeli minimalizuje wartość wyrażenia (3.25). Y/yzna- 
cza się zredukowaną warstwę decyzji - wzór (3.15).

Uwzględniając twierdzenie 3.1 oraz lemat 3.5 można sformułować 
twierdzenie.

Twierdzenie 3.2. Funkcja rozdziału D a - zbiór funkcji
rozdziału z przerwaniami, jest optymalna (w sensie najmniejszej war­
tości oczekiwanej czasu wykonania zadania & ) wtedy i tylko wtedy, 
gdy przyjmuje wartości ze zbioru (3.16), gdzie SDL są wyznaczone 
przez algorytm 3.3, w taki sposób, że spełniony jest warunek (3.17).

3.5. Oszacowanie wymiaru zagadnienia

Z realizacją każdego algorytmu na maszynie cyfrowej wiążą się 
problemy oszacowania czasu obliczeń oraz wielkości zajętego obszaru 
pamięci. Czas obliczeń - t oraz pojemność wymaganej pamięci -
v określa się w postaci funkcji, których, argumentem - x, jest wy- pani
miar problemu rozwiązywanego przez algorytm. Więc

t^,, = t^-u-Xx), v„OTV1 = v„om(x). obi obi ’ pam pani (3.26)

Celem obliczeń algorytmów 3.1, 3.2, 3.3 jest określenie funkcji
rozdziału D tzn. zbioru argumentów - 3°^$ oraz zbioru wartości s^ec* 
Naturalnym wydaje się przyjęcie jako wymiaru zagadnienia x - liczbę 
sytuacji, w których należy podejmować decyzje, tj. moc zbioru SQdp. 
Więc

x " । Sodp' • "

Ponieważ SQdp Q S, zaś |S | £(m+2) , można więc przyjąć, że

c0(M+2)ra

(3.27)

(3.28)

Przy takim założeniu analiza algorytmu 3.1 daje oszacowania
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t0bi ~ cix + (°2m + c32m^x ~C4X,

V = Cr + CrX, pam p o ’

(3.29)

gdzie c^, Cg,..., Cg są pewnymi stałymi proporcjonalnymi odpowied­
nio: c^ - do ilości operacji w kroku 0, Cg - w krokach. 1, 3, ...» 2r-1 

- w krokach 2, 4, ...» 2r, c^ - do stałego obszaru pamięci, cg - 
do roboczego obszaru pamięci.

Zgadzając się na zaproponowane określenie wymiaru zagadnienia, 
można stwierdzić, że algorytm 3.1 jest efektywny w sensie Edmondsa 
[36], tzn. funkcje t^p, vpam si§ przedstawić w postaci pewnych 
wielomianów od wymiaru zagadnienia x.

Podobne uwagi i oszacowania odnoszą się do algorytmów 3.2, 3.3« 
Niestety, wymiar problemów jest wykładniczą funkcją liczby zadań ele­
mentarnych. Traktując zatem m jako wymiar zagadnienia (pomijając in­
ne parametry) algorytmy przestają być efektywne.

r, 3.6. Przykład

Dla ilustracji omawianych zagadnień podamy postać przestrzeni star 
nów wykonania dla prostego przykładu zadania % • Zakładamy, że roz­
patrywane jest wykonywanie zadania % w jednofazowym systemie obsługi 
złożonym z dwóch stanowisk obsługi

W = W1 = { w], Wg] .

Graf G zadania % przedstawia rys. 3.1.

O elementarne ZADANIE 
OPERACYJNE

V ELEMENTARNE zadanie v DECYZYJNE

Rys. 3.1. Graf zadania
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Matryca incydencji Q rozpatrywanego grafu ma postać:

0 1 1 1 0 0 0
-1 0 0 0 1 0 0
-1 0 0 0 1 0 0

/D
 

II -1 0 0 0 0 2 1
0 -1 -1 0 0 0 1
0 0 0 -2 0 0 1
0 0 0 •1 -1 -1 0_

Zbiór S* dopuszczalnych stanów wykonania zadania % zawiera tab­
lica 3.1, zaś na rys. 3.2 przedstawiono przestrzeń stanów wykonania 
zadania (numery stanów są zakodowane zgodnie z tablicą 3.1). Ze 
względu na formalne tylko znaczenie stanu (-1 -1 -1 -1 -1 -1 -^zo­
stał on pominięty. Jak wynika z rys. 3.2 stanami końcowymi są

SK = { s^ , .

Poszczególne warstwy stanów układają się następująco

$^7 = { siq1 9

SD? = { 9

s06 = { siv

sd6 = ł a15, S20^

S0$ = { Sg, a14’ a19’ s29^ ’

SD5 = { s8’ a13’ a28* s37b
SO4 = {Sy, a12’ a23’ a26’ s27’ a36^ ’

sd4 = {s6’ a22’ s25, S33, s35, 3 47L

SO3 = {s , S21 ’ s24’ a32’ a34’ s45’ s46» s53» s54^ »

SDg = £ 84, S31 ’ a41 ’ a43> s44> 352!,

SO^ = s , a30, s39’ a40» s42» s49» a50* a51^’

SD2 — {32’ a38» 343! ’
•

S01 = { s1 ].

Stanami odpowiedzi, po których można podejmować różne decyzje są 
ia1» s42’ s5ib
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Tablica 3.1

Nr

1
2
3
4
5
6
7
8
9

10

11
12
13
14
15
16
17
18
19
20

21
22
23
24
25
26
27
28

Zbiór dopuszczalnych stanów wykonania zadania
Wektor stanu Nr Wektor stanu

1 -1 -i -1 -i -i -i
1 0 0-1-1 -1 -1 29 1 1 1 2-1 1-1
1 1 0-1 -1 -1 -1 30 1 0 1 -1 -1 -1 -1
1 1 0 0-1-1 -1
1 1 1 0 -1 -1 -1 31 1 0 1 0 -1 -1 -1
1 1 1 0 0-1-1 32 1 o 1 -1 -1 -1 -1
1 1 1 1 0-1-1 33 1 0 1 1 -1 -1 -1
1 1 1 1 0-1-1 34 1 0 1 2 -1 -1 -1
1 1 1 1 1-1-1 35 1 0 12-1 0-1
1 11 1 1-1 0 36 1 0 12-1 1-1

37 1 0 1 2-1 1-1
1 1 1 1 1-11 38 1 0-1 0-1-1 -1
1 1 1 2 0-1-1 39 1 1-1 0-1-1 -1
1 1 1 2 0 0 -1 40 1 o-1 1-1-1 -1
1 112 10-1
1 112 10-1 41 1 0 0 1 -1 -1-1
1 1 1 2 1 1-1 42 1 0-1 2-1-1 -1
1 112 110 43 1 0 0 2 -1 -1 -1
1 112 111 44 1 0-1 2-10 -1
1 1 1 2 0 1-1 45 1 1-1 2-1 0-1
1 1 1 2 0 .1 -1 46 1 0-1 2-1 1-1

47 1 0 0 2 -1 1 -1
1 10 1-1-1-1 48 1-1 o 0-1-1 -1
1 1 0 1 -1 -1 -1 49 1-1 1 o -1 -1 -1
1 1 1 1 -1 -i -i 50 1-1 o 1-1-1 -1
1 1 0 2-1 -1 -1
1 1 0 2-1 0-1 51 1-1 o 2-1-1 -1
1 1 1 2-10-1 52 1-1 0 2-1 0-1
1 1 0 2-1 1-1 53 1-1 1 2-1 0-1
1 1 0 2-11-1 54 1-1 0 2-1 1-1
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4. ROZDZIAŁ ZADAŃ O DOWOLNYCH DYSKRETNYCH ROZKŁADACH 
PRAWDOPODOBIEŃSTWA CZASÓW WYKONYWANIA ZADAŃ ELEMENTARNYCH

4*1« Wprowadzenie

W niniejszym rozdziale ograniczamy się do zadań o dowolnych dys­
kretnych dyskretnych rozkładach prawdopodobieństwa czasów wykonywania 
zadań elementarnych. Podejście takie jest wystarczająco ogólne, gdyż 
rozkłady ciągłe można przybliżać rozkładami dyskretnymi, a ponadto po­
zwala na wprowadzenie jednolitej formy zapisu odpowiednich wzorów. 0 
zmiennych losowych t. (j = 1,2,..., m) zakładamy, że mogą przyjmo- 

u 
wać wartości 0, 1, 2, ..., N.

Ponadto, ograniczamy się do rozpatrywania obsługi w jednofazowym 
systemie wykonawczym. Jest to typowe ograniczenie ilościowre, które, 
podobnie jak w/ rozdziale 3, nie wpływa na zasadniczy tok rozważań.

Podobnie jak w p. 3.1 podaje się podstawowe wzory wzykorzystywane 
dla znalezienia optymalnej funkcji rozdziału zadań elementarnych. 0- 
znaczając, jak poprzednio, przez Fj dystrybuantę zmiennej losowej 
t. (j = 1,2,..., m), definiuje się u 

oraz
fói - ’3,1+1 - ’di (i - °>1..........

jest więc prawdopodobieństwem przyjęcia przez zmienną losową tj 
wartości i.

Dla warunkowych zmiennych losowych = 1,2,..., m, 1 = 
= 0,1,..., N), warunkowe dystrybuanty i warunkowe rozkłady prawdopo­
dobieństwa będą miały postać

’di - (’di - V’ /(1 - 
oraz

fji = Pj,i+1 “ Pji = fji Z PjL)’

gdzie i =0, 1, ..., N.
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Lemat 4*1» Jeżeli , X2, ..., X^ są niezależnymi zmiennymi lo­
sowymi o rozkładzie (4.1), to wartość oczekiwana zmiennej losowej

Y = min (Xv X2, ...» XL) (4.3)
ma postać ' N

EY = E i (F . Z- - F . .) (4.4)
0 min .

gdzie L
-1 - □ (1 - (4-5)

Dowód» Wzory wynikające bezpośrednio z definicji EY i z pier­
wszej części dowodu lematu 3.2.

Wniosek 4.1. Jeżeli zamiast X^, X2, •.., X^ w lemacie 4.1 rozwa­
żymy warunkowe zmienne losowe X^ l b^, X2I b2, ...» X^ I b^, to wzór 
(4.5) przekształci się do postaci

L bi
F = 1 - fi (1 - F..). (4.5a)min,i ji

Lemat 4.2. Jeżeli Xo, X1, ...,. XL jest ciągiem niezależnych 
zmiennych losowych o rozkładzie (4.1), to

L n-1 N
pr { X min(X. ,X2,. •., X-r )^ = । ^ik

0 1 14 i=1 j=0 k=j+1 03

Dowód. Dowód wynika ze wzoru
N-1 N

pr {X < X.] = f . fik = H 2Z f f 
0 1 j<k 03 * - j=0 k=j+1 03

oraz z tego, że

pr { XQ < min (x^,X2,

L

= Xo Xi^

Wniosek 4.2. Jeżeli zamiast XQł X^,...,X^ rozpatrzymy ciąg wa­
runkowych zmiennych losowych XQ l bQ, X^ I b^, ..., X^ ) bjj, to wzór 
(4.6) przekształci się do postaci

Pr i Xo 1 bo
L

' = n
i=1

min (x1 | b^, X2 | b2,

El1 '3 bo b.
5 5 f ? f.x
j=0 k=j+1 03 lk *

XL' bL^ =

(4.6a)



RYS. 4.1.. STRUKTURA PODZIAŁU ZBIORU S*
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Ze względu na, bardziej niż dotychczas, złożony charakter rozkła­
dów prawdopodobieństwa dokonamy innego podziału zbioru stanów dopusz- 
czalnych S . Analogonem warstw stanów będą piętra stanów (decyzji i 
odpowiedzi) określone następująco.

Definicja 4.1. Niech będzie dana dowolna trajektoria (2.15) wyko­
nania zadania

d. Qi d d qk
ao S1 s2 —< ... —< a2k-1 —< s2k,

q, + q2 + ... + qk = ] Zj, X+<S2P “
(2.15)

Wówczas piętrem stanów odpowiedzi PCh (i =0,1,..., m+2) nazywa się 
podzbiór stanów odpowiedzi, mający tę własność, że zawiera stany s2^ 
ze wszystkich możliwych trajektorri (2.15) wykonania zadania % • Po­
dobnie, do piętra stanów decyzji PDj (j = 1,2,..., m+2) zalicza się 
odpowiednie stany s2j—1’ I I

Zbiór 8 * dopuszczalnych stanów wykonania zadania % , uporządko­
wany według trajektorii wykonania, wyznacza pewne drzewo - rys. 4.1, 
którego wierzchołkiem początkowym jest stan początkowy, ścieżkami - 
trajektorie wykonania, biegnące od stanu początkowego do stanu końco­
wego. Drzewo z rys. 4.1 będziemy oznaczać przez g i będziemy nazy­
wać drzewem wszystkich wykonań zadania .

Stawianym celem jest wyznaczenie pewnego poddrzewa 
, odpowiadającego optymalnej funkcji wykonania DQ

drzewa ^o
zadania % •

4.2. Adaptacja metody podziału i ograniczeń

Metoda podziału i ograniczeń (ang. branch-and-bound method) L9, 51, 
57, 64, 66 J polega na podziale zbioru dopuszczalnych rozwiązań $ na 
pewne rozłączne podzbiory . ..»Ź1., a następnie na wyborze
jednego z nich do nowego podziału itd., aż do znalezienia jednoelemen- 
towego podzbioru zawierającego rozwiązanie optymalne. DQ. Wybór jedne­
go z podzbiorów do dalszego podziału dokonuje się na podstawie osza­
cowania kresów (dolnych lub górnych) ’’jakości” rozwiązań zawartych w 
tych podzbiorach. W naszym przypadku będziemy korzystać z oszacowania 
kresu dolnego.

Wprowadza się pojęcia: pierwotnego dolnego ograniczenia i wtórne­
go dolnego ograniczenia stanu decyzji s^, oznaczanych odpowiednio 
przez PDG (s^) i WDG (s^). Mówiąc "dolne ograniczenie stanu decy­
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zji a, ” (bez przymiotnika pierwotne lub wtórne) mamy na uwadze znane 
pierwotne lub wtórne dolne ograniczenie stanu sk; będziemy je ozna­
czać przez DG (sk).

Niech G będzie grafem zadania % oraz niech zadanie znajduje 
się w stanie sk. Wówczas przez ł(g, sk) będziemy oznaczać zbiór 
dróg w grafie G takich, że prowadzą one przez wierzchołki 
^--1 o^k^ do wierzchołka końcowego zm+1• Przez t^ będziemy
oznaczać funkcję losową, która jest sumą zmiennych losowych odpowia­
dających wierzchołkom, przez które prowadzi droga ł Ł(G, sk).

Definicja 4.2» Pierwotnym dowolnym ograniczeniem stanu decyzji 
sk 6 Sdec będziemy nazywać wyrażenie

PDG(sk) = max ( 21 $(^1 bp / | W|, max E tj ) . (4.7)
z^ %Q(sk)uZ_1 (sk) ł^Ł(G,sk) —

Podane ograniczenie wyraża fakt, że wartość oczekiwana czasu wy­
konania podzbioru X 0(sk) X (sk) zbioru Z zadań elementarnych, 
przy założeniu podjęcia decyzji sk, będzie nie mniejsze niż PDG(sk). 
Sens wartości PDG(sk) jest intuicyjnie prosty, stanowi on wniosek z 
lematu McNaughtoną [44]. Pierwszy składnik wyrażenia (4.7) określa 
wartość oczekiwaną czasu wykonania nie wykonywanych i nie zakończo­
nych dotychczas zadań elementarnych, bez przestoju każdego ze stano­
wisk obsługi; drugi składnik określa wartość oczekiwaną ’’krytycznej” 
drogi w częściowo zredukowanym grafie G.

Definicja 4«3« Wtórnym dolnem ograniczeniem 
sk e Sdec będziemy nazywać wyrażenie

stanu decyzji

WDG(sk) = Z- pr(sk -s Sj (E t(s 4- DG(s i j )) 9
■

(4.8)

gdzie sij e Sdec jest takim stanem, że 
dr

Sj
oraz (4.9)

DG(st.)
J

= min DG(si) .
s J<s 
j i

Wtórne dolne ograniczenie stanu sk e Sdeo wyraża dokładniejsze
oszacowanie wartości oczekiwanej czasu wykonania zadania % , przy

sb
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podjętej decyzji, na podstawie znajomości dolnych oszacowań decyzji 
podjętych w kroku następnym.

Lemat 4.3. Wtórne dolne ograniczenie stanu decyzji ak £ Sdec 
jest dobrze określone, tzn. wartość oczekiwana czasu optymalnego wy­
konania zadań elementarnych (3^)^% 0(sk) nie jest mniejsza od 
WDG(sk).

Dowód. Rozważmy przypadek gdy dolne ograniczenia stanów sL we
wzorze (4.8) są pierwotnymi dolnymi ograniczeniami. Rozkład prawdopo-
dobieństwa pr 
od stanów stj.
sensie, zatem 
Przedstawione

s, - s.^ oraz wartości E t(sk, s.) są niezależne
Ponieważ PDGks..) jest dobrze określone w rozważanym 

jest dla tego przypadku dobrze określone.'WDG(sk)
rozumowanie przenosi się indukcyjnie na dowolne sytua-
i

cje określone definicją 4.3.
Dla opisu algorytmu wykorzystamy pojęcie bieżącego poddrzewa wy­

konania Przez b będziemy rozumieć poddrzewo drzewa wykonań*^ 
takie, że spełnione są warunki;

(i) wierzchołkiem początkowym jest stan.początkowy wykonania 
zadania, zaś stanami końcowymi stany decyzji;

(ii) jeżeli do b należy pewien stan sk e S^ec , różny od wierz­
chołka końcowego ^b» do ^b należ^ także wszystkie stany s^e 
takie, że sk s^.;

istnieje dokładnie je-(iii) jeżeli Sj Sodp f należy do b» 
den s^ e. S^ec, należący do ^b’ że sj

Za początkowe drzewo bieżące ^b przyjmujemy drzewo złożone z 
sQa P0Q i dowolnego s^ ć. PD^. Do bieżącego drzewa b będą dołą­
czane nowe stany decyzji zgodnie ze sformułowaną poniżej zasadą.

Reguła dołączania. Dla każdego sk a PD-^, gdzie 
PD^ jest najniższym piętrem bieżącego drzewa wyznacza się zbiór

Zbiór POT = U B(s, )

wyznacza nowe piętro odpowiedzi. Do każdego s. a. P0T dołącza się 
d, Jdowolny s, c PDT d taki, ze s. -=< a , L jjt* I J L
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Algorytm 4*1» Krok 0. Wyznacza się początkowe bieżące drze-
wo wykonania

Krok 1. 
kompletnym, tzn.

Jeżeli bieżące drzewo 
nie wszystkie końcowe

mi, to - zgodnie z podaną wyżej regułą 
tra stanów odpowiedzi PO^ i decyzji 
najniższego piętra bieżącego drzewa 
sk ć ^L+1 * ^stalenie = L.

wykonania nie jest drzewem 
stany decyzji są stanami pusty- 
- dołącza się do^^ nowe pię-
pdl+1. l-

Obliczenie
oznacza tu indeks

PDG(sk) dla

Krok 
nu odpowiedzi 
z piętra PD,,’

2. Obliczenie WDG(sk) dla s^ e PD^ Dla każdego sta-
DG(sv) dla s. 

d/ .J—< s . . posia-
Z z * **da wartość minimalną (najmniejszą w stosunku do innych możliwych sta­

s^ z piętra PO^^ sprawdza się, 'czy 
takiego, że w aktualnie utworzonym

nów, które mogą d-następowaó po rozważanym stanie s^)* Jeżeli waru­
nek jest spełniony powtarza się czynności kroku 2 dla L = L-1 ( L = 
= L, L-1, ..., 1), w przypadku przeciwnym przechodzi się do kroku 3.

3. Jeżeli dla pewnego s^ PO^ d-następujący po nim
stan 
dla * Sk’ 
żącego drzewa

nie minimalizuje wartości dolnego ograniczenia DGCs^) 
wówczas stan s- i następujący po nim fragment bie- 

b zostają usunięte z Stan s^ zostaje zastą-
piony przez s^', który minimalizuje dolne ograniczenie stanów d-na- 
stępujących po s^. Odtwarza się usunięty fragment drzewa , trak­
tując go jako pewne poddrzewo drzewa tzn. stosując do niego za­
sady kroku 1, 2,3 algorytmu. Dołącza się odtworzony fragment do 
i powraca do czynności kroku 2.

Obliczenia zostają zakończone, gdy uzyska się drzev/o które 
jest kompletnym drzewem wykonania zadania.

Twierdzenie 4*1. Algorytm 4.1 zapewnia zbieżność bieżącego drze­
wa wykonania zadania do drzewa 
Dq e optymalnego rozdziału zadania % ,

odpowiadającego funkcji

Dowód. Załóżmy, że algorytm jest zbieżny do pewnego drzewa 'ń 
różnego od D . Drzewa i D mają wspólne stany odpowiedzi
np. s0 
takie,

oraz

Sodp oraz sj’ sj,£ Sdec. Istnieją więc stan odpowiedzi s^ 6 
że s. i s./ i

J J

r o
s .

s.

k

a 1

s.
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Wówczas zgodnie z algorytmem

DO(sj) < DG(s.) , 
J J

przy czym DG(s_.), DG(s^» ) wyrażają tu (uwzględniając korekcje na- 
podstawie następnych decyzji w następnych piętrach drzew)' wartości 
analizowane czasów wykonania zadań elementarnych % (s^)o %Q(s^) .
Wynika stąd, że wartość oczekiwana czasu wykonania zadania % zgodnie 
z funkcją rozdziału D^ nie jest większa od wartości oczekiwanej cza­
su wykonania zadania zgodnie z funkcją rozdziału DQ. Ponieważ DQ 
jest optymalną funkcją rozdziału, otrzymaliśmy sprzeczność, co dowo­
dzi twierdzenia. —

Dla pełności rozważań należy podać wzory obliczania elementów wy­
stępujących w wyrażeniu (4.8). Niech s^ a Sdec, sj e sodp P°” 
stać

bk bk . bk
o 1 m+1

pd 0 j P j
ao a1 am+1

b3 b^ ... b3 4
o 1 m+1

wówczas
pr i sk B j 1 < H Pi a? ) .

bi
P*bl = f zi A

bk
A L < min (t.1) ;

L = 1,2, ..., N - max (bk) } ' 

z. a % (s •)1 Ao ę

(4.10)

Oznaczmy drugi czynnik po prawej stronie wzoru (4.10) przez 
pr { s, g.V . Korzystając ze wzorów (4.2)-(4.6) mamy

K 3 N' -



gdzie
N*= N - max (bf) (4.12) •

oraz

prbk bi

Dla obliczenia B t(sk, Sj) korzysta się ze wzoru

B tCs^) = £ l?rbk SjJ . 
' L=1

(4.14)

Ostatnim, pozostałym problemem obliczeniowym jest określanie ma­
ksymalnej wartości Et^ dla ł e ł,(G, s^). Jest to typowy problem 
numeryczny, którego rozwiązanie w formie programowej zawiera np» bib­
lioteka procedur m.c. ODRA-12O4 (i204-VIII-11).

4.3. Oszacowanie wymiaru zagadnienia

Prowadząc rozważania analogicznie jak w p. 3.5, za wymiar x roz­
patrywanego wyżej zagadnienia można przyjąć moc wierzchołków drzewa 
wykonania wyznaczonego przez algorytm 4.1. Przybliżone oszacowa­
nie tej wielkości można wyrazić przez

x = (Cl2m) 2 (4.15)

gdzie m jest liczbą stanowisk obsługi, c^, c2 - stałe
1, °2 1) •

Czas prowadzenia obliczeń algorytmu trudno oszacować ze
względu na możliwości wielokrotnego powtarzania: usuwania i tworzenia 
nowych fragmentów bieżącego drzewa wykonania Maksymalny czas ob­
liczeń jest rzędu

^obl = °3x2» (4.16)

gdzie c^ jest pewną stałą, tj. proporcjonalny do rzędu mocy wierz­
chołków zbioru wszystkich drzew wykonań Natomiast zapotrzebowa-



nie na pojemność pamięci v.pam daje się oszacować

vpam = °4X + °5’ (4'17)

gdzie c^, c^ - pewne stałe (c^ 1), co stanowi istotną zaletę algo­
rytmu.

Już z tak wstępnie przeprowadzonej analizy, ze względu na dużą 
czasochłonność, nasuwa się konieczność uproszczeń algorytmu,kosztem 
rezygnacji z rozwiązania absolutnie optymalnego. Do algorytmu 4.1 mo­
żna wprowadzić uproszczenia polegające na zawężeniu liczby pięter de­
cyzji, dla których ma być prowadzona korekcja wartości dolnych ogra­
niczeń stanów decyzji. Krok 2 algorytmu wymaga przeprowadzenia korek­
cji wartości dolnych ograniczeń począwszy od PD^ (najniższego piętra 
decyzji bieżącego drzewa aż do PD^ (najwyższego piętra bieżące­
go drzewa ^). Uproszczenie może polegać na korekcji od PD^ do PD^_p 
gdzie p jest liczbą naturalną, określającą liczbę objętych korekcją 

pięter decyzji. Konsekwencją takiego uproszczenia jest przyjęcie, że 
decyzje określone w piętrach decyzji PD^, PD2» ..., s3 "opty­
malne”.
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5. ZAKOŃCZENIE

Zasadniczą część pracy stanowią rozdziały 3, 4» w których przed­
stawiono oryginalne propozycje rozwiązań problemu, sformułowanego w 
rozdziale 2. Osiągnięciem autora wydaje się być opis i formalizacja 
modelu wykonania zadania (przestrzeń stanów wykonania), które pozwo­
liły na przedstawienie rozwiązania stawianych zagadnień i wskazania 
na powstałe problemy obliczeniowe. Należy też podkreślić, że wprowa­
dzany model opisu pozwala, na co zwrócono uwagę w p. 2.4, na postawie­
nie pewnego szerszego zagadnienia, mianowicie szukania optymalnej 
funkcji wykonania zadania, przy uwzględnieniu czasów podejmowania de­
cyzji (czasów d-przejść).

Rozważania zawarte w rozdziale 3 najbardziej odpowiadają pracy 
[113, powstałej niezależnie (por. pracę autora [31] z rosyjskim oprar- 
cowaniem [11] zawartym w VT 32/73). W pracy [11] informuje się o roz­
wiązaniu problemu optymalnego rozdziału (bez przerwań) zadania o 
wykładniczych rozkładach prawdopodobieństwa czasów wykonywania zadań 
elementarnych w jednofazowym niejednorodnym systemie obsługi.

Niniejsza praca rozwiązuje problem rozdziału (z przerwaniami i 
bez przerwań) powyższej klasy zadań w jednorodnym wielofazowym syste­
mie obsługi, (w przedstawionych algorytmach tkwią możliwości rozsze­
rzenia rozwiązań dla niejednorodnych systemów wykonawczych. Np. w al­
gorytmie 3.1 należałoby rozpatrzeć dodatkowo permutacje elementów ze 
zbiorów należących do rodziny R2 ^o^sk^ ” kroki 2,4, ..., 2r). 
Zbieżność tematów omawianych prac wydaje się świadczyć o właściwym 
postawieniu problemu i potrzebie jego rozwiązania.

Rozwiązania rozdziału 4 dotyczą rozdziału zadań o dowolnych, dys­
kretnych rozkładach prawdopodobieństw czasów wykonywania zadań elemen­
tarnych. Autorowi nie są znane z literatury inne próby rozwiązań tego 
zagadnienia. Omawiając zastosowanie metody podziału i ograniczeń moż­
na wyciągnąć następujące wnioski:

(i) Ze względu na wymiar zagadnienia można je rozwiązywać tylko w 
ograniczonym zakresie.

(ii) Istnieje potrzeba poszukiwania rozwiązań przybliżonych. Spo­
sób ten, oparty o przedstawioną metodę, został zarysowany w p. 4.3.
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(iii) Istniej© potrzeba budowania innych modeli zadania i sposobu 
wykonania zadania w systemie obsługi. Przykładem tego typu modeli'są 
rozwinięcia klasycznych modeli kolejkowych, w których rozpatruje się 
strumienie niezależne przychodzących zadań elementarnych [ 6, 67], czy 
też opis zadania pewnymi łańcuchami Markowa [5, 22, 6l]. Ocena i po­
równanie z tymi modelami oraz ewentualne poszukiwanie nowych leżą 
jednak poza zakresem przedstawionej pracy.

Na zakończenie pragnę wyrazić wdzięczność 
prof. dr Jerzemu Bromirskiemu za życzliwą 
opiekę w trakcie przygotowywania pracy, 
oraz koleżankom i kolegom z Instytutu Cy­
bernetyki Technicznej Politechniki Wroc­
ławskiej, których uwagi i sugestie wpły­
nęły na ostateczny jej kształt.
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DODATEK

begin
comment Program wyznaczania optymalnej funkcji rozdziału dla zadań o ' 

wykładniczym rozkładzie prawdopodobieństwa czasów wykonywa­
nia zadań elementarnych w jednofazowym systemie obsługi}

integer m,L,n;
setinput (i);
read (m,L,n);
begin
integer i,j,k,L,m,n,MM,moc SKON,moc PWD,.moc WD,moc P//O,moc WO,moc 

INDSO,OPTY;
real wS, wag, wag 1, lam, pr;
boolean alfa;
integer array M, S,SS,D [1:mJ,NRZADEL, INDSO,NASTSC[1: 100] , IND [1: 50j , 

Q[0;m+1, 0:m+1 ] ,PWD,P>VO[1:100, 1:m], WD,WO [1: 60,1 :m], 
SKON [1:50, 1:m];

real array WAGW0,WAGWD [1:60 ], P[1:m, 1:L], lambda [l:m];
boolean array PI [1:100]; ' •
comment 1• Blok wprowadzenia danych i wyprowadzenie nagłówka 

Oznaczenia w całym programie: 
i,j,k - indeksy pomocnicze, 
m - ilość zadań elementarnych, 
n - ilość stanowisk obsługi, 
L - ilość maksymalna typów łuków wychodzących z wierz­

chołka zadania elementarnego,
moc SKON,moc PWD,... - indeksy bieżące tablic o odpo­

wiednich nazwach,
OPTY - patrz komentarz 8,
wS,wag,wag 1,lam,pr - zmienne pomocnicze przy obliczaniu 

wag stanów decyzji,
Q - matryca incydencji,
SKON - tablica stanów końcowych,
PWO (PWD) - pierwotna warstwa stanów odpowiedzi (decyzji) 
WO (WD) - warstwa stanów odpowiedzi decyzji,
WAGWO (WAGWD) - wagi stanów należących do warstwy odpo- 

wiedzi (decyzji),
PI - tablica pomocnicza
pozostałe tablice opisane są w komentarzach 2-7;

read (lambda, P, Q);
setoutput (3);
comment Wyjście na drukarkę wierszową;
print C??? Parametry zadania : lambda, P, Q??ł);
for i:=1 step 1 until m do .
begin
format (^123.12 ’);
print (lambda [ii);
format (r uu 0.12 _ ’) ;
for j:=1 step 1 until L do print (P[i,j]) 

ęnęl;
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line i 1);
format 1 /;
k: =m+1;
for j: - 0 step ' 1 until k do
begin 
line (l);
for i: = 0 

end;
comment 2»

step until k do print

Generacja -stanów końcowych 
Oznaczenia:

S[1:m]
SS [1 :ml

D[1:m]

SKOBLI:50, 1:m]
IND [1:50 ]

FI [1:m]

- maksymalna liczba typów łuków wychodzących, 
z i-tego wierzchołka ,

- kolejny generowany stan końcowy,
- stan pomocniczy służący do badania czy S[i] 

należy do zbioru stanów dopuszczalnych,
- wektor o składowych równych 1 odpowiadają­

cych elementarnym zadaniom operacyjnym wcho­
dzących w skład każdego stanu końcowego,

- tablica stanów końcowych,
- liczba wykonanych zadań elementarnych wcho­

dzących w skład odpowiedniego stanu końcowe­
go ,

- boolowska tablica pomocnicza;

1

for i:=1 step 1 until m do
begin
MM:=1; k:=m+1;
for j:=1 step 1 until k do
if Q[i,j] gt 1 then MM:=Q[i,j];

M[i]:= MM
end;

for i:=1 step 1 until m do 
begin
D[i]: = if Q[0,i]=1 then 1 else 0; 
FI[i]:= false

end;
E1:alfa:= false;

for i:=1 step 1 until m do 
if D£i] = 1 then
begin
if FI[i] eqv false then 
begin
FI[i]:=alfa:= true;
for j:=1 step 1 until m do
if Q[i,j] =1 then D[j] :=1

end
end»
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if alfa eqv true then go to- El;
moc SKON:=O;
for i:=1 step 1 until m do S[i}:=D[i];

£2:for i:=1 step 1 until m do
if D[i]=O then 
begin
if S[ii=M[il then-S[j]:=0 

else
begin
S[i]:=S[i]+1;
for k:=1 step 1 until m do 
begin
SS[i]:=D[i];
FI[il:= false 

end;
E3:alfa:=false 

for k:=1 step 1 until m do 
if SS[k] / 0 then 
begin
if FI[k1 eqv false then 
begin
FI[k]:=alfa:=true;
for j:=1 step 1 until m do 
if Q[k,j] =S[k] then SSCj ] :=S[k] 

end
end k;

if alfa eqv true then go to E3; j:=0;
for k:=1 step 1 until m do
if S[k]/ SSUk] then go to E2

else if S[kl =0 then j:=j+1;
moc SK0N:=moc SKON+1;
for k:=1 step 1 until m do SKON [moc SKON, k3:=S[k];
IND[moc SK0N]:= j;- 
go to E2 

end •
comment. 3. Tworzenie najgłębszej warstwy odpowiedzi

Oznaczenia:
W0[1: moc W0,1:m] - tablica stanów końcowych odpowiedzi; 

WAGW0[1:moc WOj - tablica wag stanów odpowiedzi;
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for i:=1 step 1 until moc SKON do
Hi; =if TOI It IND[il then IND[il;

moc WO:=O;
for i:=1 step 1 until moc SKON do
if IND[x}=TOI then
begin

moc W0:=moc WO+1;
W A GW 0 [ mo c WO}:=.0;
for j: =1 step 1 until m do WO[moc WO, j ]:=SKON[i,j] 

end;
comment 4. Tworzenie pierwotnej warstwy stanów decyzji 

Oznaczenia:
PWD[1:moc PWD,1:m3 - tablica stanów odpowiedzi,
NASTSOQ1:moc PDW2 - parametr określający pozycję stanu 

odpowiedzi następującego po odpo­
wiednim stanie decyzji;

¡powtsmoc PDW:=O;
for i:=1 step 1 until moc WO do
for j:=1 step 1 until m do
if WO£i,j] ge 1 then
begin
for k:=1 step 1 until m do
if Q[j,k] ge 1 then 
begin
if WO[i,k] gt - 1 then go to E4 

end;
moc PWD:= moc PWD+1
PWDfmoc PWD,j]:=O;
for k:=1 step 1 until j-1, j+1 step 1 until m do

PDW [ moc PDW,k]:=WO[i,k];
NASTSO[mocPWD]:=ij

E4:end *

• ' - ■

comment 5. Tworzenie warstwy stanów decyzji oraz odpowiadających 
im wag♦
Oznaczenia:
WD[1:moc WD,1:m] - tablica stanów decyzji,

WAGWD£l:moc WDJ - tablica wag stanów decyzji, 
INDS0[1:moc INDSO3 - tablica indeksów (nr w tablicy WO) 

stanów odpowiedzi następujących po 
danym stanie decyzji

NRZADEL [1:mocjNDSO 1 - numery zadań elementarnych, które 
mogą być wykonane po wyjściu z da­
nego stanu decyzji;

■w
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moc WD:=O,
for i:=1 step 1 until moc PWD do FI[il: = false;
for i:=1 sten 1 until moc PWD do
if FI til eqv false then
begin

moc WD:=moc WD+1;
for j:=1 step 1 until m do WD[moc WD, j J :=PWD[i,j];

. moc IOSO:=1;
INDSO[11:=UASTSO[i];
for j:=1+1 step 1 until moc PWD do
if FItj] eqv false then
begin
for k:=1 step 1 until m do
if PWD[i,k3 4- PWD[j,kl then go to E5;

FI[j]:= true;
moc INDSO:= moc INDSO+1;
INDSOCmoc INDSOl:=NASTSOrj]*

E5:end;
comment 6. Obliczenie wagi pojedynczego stanu decyzji;
for k:=1 step 1 until moc INDSO do
begin
for j:=1 step 1 until m do
if PDW[IHDSO[kl,j] / WD £ moc WD,jJ then
begin
NRZADEL£kl:=j;
go to E6 

end;
print (r??błąd?');
go to E koniec •

E6:end;
wS:=.0;
for k:=1 step 1 until moc INDSO do wS:=wS+lambda £ STRZADELEkl ]; 

wS:=1.0/wS;
wag:=.0;
for k: = step 1 until moc I2TDSO do
begin
wag 1:=wS+WAGWO fINDSOtkl ];
lam:»lambda[NRZADEL[ki];
pr: »lam f (moc INDSO-1 )xP [NRZADEL{ki ,W0[INDSOJk],NRZADEL [,k]]J; 
for j:=1 step 1 until k-1,k+1 step 1 until moc INDSO do 
pr:=pr /flam + lambdaCNUZADELlj]]) ;
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wag: =wag+prxwag 1
end;

WAGWmoc WD]:=wag 
end i;

comment 7. Tworzenie pierwotnej tablicy stanów odpowiedzi 
Oznaczenia:
PWOt1:moc PWOj1:ml - pierwotna warstwa odpowiedzi, 
NAST SOL 1:moc PWO 2 - zawiera indeks (numer w tablicy 

WD) stanu decyzji, który nastę­
puje po odpowiednim stanie od- 
powiedzi;

moc PWO:=O;
for i: =1 step 1 until moc WD do
begin
k:=0;
for j:=1 step 1 until m do
it WD[i,j]=O then

begin
W:=0;
k:=k+1 

end 
else D[j]:=1; 

if k It n then 
begin

moc PWO:=moc PWO+1; FlCmoc PWO]:=false;
for j:=1 step 1 until m do PWO[moc PWO,j]:=WD[i,j];
NASTSOEmoc PWO]:=i

end;
E7:for j: = 1 step 1 until m do

if D[j] / 1 then
begin
if Dtj] =0 then

begin
DEj]:=-1;
go to E8

else D[j]:=O
end»

go to E9;
E8:moc PW0:=moc PWO+1; PI[moc PWO]:=false; '

for j:=1 step 1 until m do
PWOfmoc PWO, j]: = if D [jl=1 then WD[i,jl

else Dfjl;
go. to E7



- 55 -

E9: end;
comment 8. Tworzenie tablicy stanów odpowiedzi

Oznaczenia:
WO[1:moc W0,1:m] - tablica stanów odpowiedzi, 
WAGWO[1:mocWO ] - tablica wag stanów odpowiedzi

OPTY _ numer stanu (w tablicy stanów od- 
powiedzi)optymalnej decyzji;

moc W0:=0;
for i:=1 step 1 until moc PWO do
if PI[i] eqv false then
begin

moc WO:=moc WO+1;
for j:=1 step 1 until m do WOfmoc WO,j]:=PWO[i,j];•

. OPTY:=NASTSO[i];
WAGWO [moc WO] : =WAGWD [OPTY] ;
for j:=i+1 step 1 until moc PWO do
if PI [ j ] eqv false then
begin
for k:=1 step 1 until m do
if PWO[i,kl 4 PWO[j,k] then go to E10;

PI[j]:=true;
if WAGWmoc WO] gt WAGWDENASTSO [j 13 then 
begin

OPTY: =NASTS0 [j] ;
WAGWO[moc WO]:=WAGWD[OPTY] 

end t
E10:end:

comment 9. Wyprowadzenie wyników w postaci:
stan odpowiedzi - stan decyzji - waga decyzji;

format C? ?-«!_, «u» warstwa,.^J23?^);
print (MM);
format (r-1^);
for k:=1 step 1 until m do print (W0[moc WO,k]);
print ł);
for k:=1 step 1 until m do print (WDĘOPTY,kp;
format (^^.-.1234’);
print (WAGWO[moc WO])

end;
comment 10. Dołączenie do warstwy odpowiedzi - stanów końcowych;
if MM=1 then go to Ekoniec;
MM:=MM-1;
for i:1 step 1 until moc SKON do
if IND[i] = MM then
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begin
moo WO:=moc WO+1 j
for j:=1 step 1 until m do WOfmoc WO,j ]: =SKON fi,jl;
WAGWO[moc WO]:=.O

end; go to Epowt j
Ekoniec end program
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