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1. WPRQUADZENIE

W konstrukcjach ingZynierskich rzadko wystepuja proste
schematy statyczne belek.
Przewaznie sa to konstrukcje bardZiej zzozone, w ktdérych za-
chodzg nastepujace problemys:
- wspbéipraca z innymi elementami konstrukcji, na prazykiad z
peytami,
- potrzeba konstruowania skosdw,
~ pojawilenie si¢ rys konstrukcyjnych,
- wystepowanie zjawisk reologicznyche.

Obcigzenia dziaaja statycznie, dynamicznie oraz wielokrotnie.

Celem opracowania Jjest Jjednolita metoda rozwligzywania
wyze]j wymienionych zadad, w ktdrej mozna wykorzystadé elektro-
niczng technike obliczeniowg, oraz analiza deformacji z wyko-
rzystaniem tej metody przeprowadzona dla wybranych elementdw
konstrukcjie. Jedng z najpopularniejszych.metod stosowanych
powszechnie do obliczesl statycznych jest metoda elementdw
skoniczonyche. Pewng odmiang tej metody jest wykorzystanie ma-
clerzy przenieslenia.

Charakteryzuje sig¢ ona zwartym spesobem opisu i jednolitym
schematem rozwigzywania z wykorzystaniem nawet prostych kal-
kulatordwe.

W pracy zwigkszono zakres stosowanla macierzy przenie-
sienia do przypadkdéw rozwigzywania konstrukcji Zelbetowych
i prostych efektdw reologicznych, a W szczegdlnosci deformacji
resztkowych,

Analiza teoretyczna dotyczy deformacji konstrukcji pod
obcigzeniem statycznym oraz dynamicznym., Rozpatrywane sg belki
statycznie wyznaczalne 1 statycznie niewyznaczalnee W belkach
wystepuja rysy, ktdre sg rozpatrywane Jako defekty konstrukecji
Rozpatrzono przypadek belki o zmiennej sztywnosci. Pokaza-
no réwniez : sposdéb obliczania szupa Zelbetowego mimosSrodowo
Sciskanego z uwzglednieniem rys w betonie,

W kolejnych rozdziazach przedstawione zostang sposoby
formutowania zadania, oraz przykiady obliczen praktycznych.



2, KRYTYCZNY PRZEGL4D LITERATURY

Przeglad zawiera nast¢pujgce problemys
a/. ugigcia statyczne wyznaczalnych belek zelbetowych

b/. deformacje i rozkiad napieé w stgtycznie niewyznaczalnych
belkach zelbetowych
c/e drgania belek zZelbetowych
d/e. nodnosé smuktych stupdéw zelbetowych Sciskanych mimosrodowo.
Poza tym zaistniaza dakze potrzeba analizy zwigzkdw fizycaz-
nych wystepujacych przy zarysowaniu elementdw konstrukcjie
Zajgto sie réwniez metodami obliczania wyzej wymienionych
przypadkow wytrzymaiosciowych, koncentrujgc uwage na metodzie

posZugujgce]j sie macierzg przeniesienia.

2e1e Ugigcie belek statycznie wyznaczalnych

P
[N]
30 .C

2,0 I
j
p| | Pl 7] P | |
A ‘ AR
1 ' VAN [w A
i L Aw A
10 1 i
i
i
:
.
L N e - .~
¢ 8 w-d3? [m]

Rys. 1-1.
Na peiny obraz przemieszczenia w Srodku rozpigtosci belki /rysei=4/

sktadajg sigs
~ zachowania sig¢ belki przy obcigZeniu prostym te znaczy nie-
malejgcym,
- ugigcia wystepujgce przy odcigzeniu konstrukeji,
- ugigcia pod obcigzeniem diugotrwadyme
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Zaleznos¢ ugigcila od obciazZenia jest funkeja predkosci obcilafeniae.
Przy wielokrotnym obcigZeniu konstrukeji otrzymujemy rdine drogi
powrotu zaleZne od poziomu je] przecigZenia. Na poziomic obcigze-
nia,P1 mozemy uzyskacé przemieszczenie oznaczone punktem A Jak
réwniez przemieszczenia znéjdujace si¢ na odcinku AB., Punkt B
mozna osiggngé w rdzny sposbb. Na przykiad wychodzgc z punktu A
i pozostaWiaj@c obcigzenie P1 na tym samym poziomie obserwowad
bedziemy pezzanie belki., Nie oznacza to jednak, 2Ze musimy osiggnacd
przy tym obcigzZeniu punkt B poniewaz deformacje, wskulek peizania
mogg by¢ ograniczone. Proces peZzania mozZna prazyspleszyvé, oraz
mozna zwiegkszylé przemieszczenia belki wskutek wprowadzenia Jje,
w drgania. Zachodzi wéwczas zjawisko wibropeizanias. Punkt B moZna
osiaggnaé¢ réwniez w inny sposdb, na przykiad po obcigZeniu belki
do poziomu C 1 odcigzenia Jjej do punkitu Be. Przemieszczenie belki
jest wielkodcig losowg ponlewaz zaleZy ona od dosy¢ przypacdkowego
sposobu jej obcilaZenia, ktdére bedziemy nazywali historig obcigie-
nia. Opisane zjawisko nazywane jest "pamigcig konstrukcjiVe
Po odcigzeniu belki osiggniemy punkt De. Odcinek OD oznacza uglgcic
pozostajace po odcigzeniu /resztkowe/. Odcinek DC' oznacza delor-
macje sprezystee.

Z powyzZszego opisu wynika, Ze okre$lenie ugigcia belkl wyma-
ga szczegdtowego objasnienia rozwazZanego przypadku obclgZenia.
W wielu przypadkach méwi si¢ o ugigciu belki nie precyzujac dokad-
{
zastosowanie sprezystego modelu do obliczania ugiecia belek /rys.@
Proponuje zastepcza sztywnosé belki uwzgledniajaca wystepowanie

niej, ktdérag to wartoséé ma si¢ na uwadze., Eo Probst L}4] proponuje

rys w strefie rozcigganej betonue

Wedtug tych zaZozed ugiecie zmienia sig pod obcilgzeniem po linii
prostej, ktéra przecina dosdwiadczalny wykres ugigcie~obcigzenie

w punkcie A, llg pozilomie obcigZenia P1 otrzymamy bardzo dobra zgod-
no$é obliczonych ugieé, z wielkos$cig uzyskang doswiadczalnie przy
okredlonych warunkach obclgZenia., Jezeli poziom obcigzenia J?'_j jest
réwnoczednie poziomem obcigZzenia uZytkowego, wéwczas zastosowana
metoda bedzie przydatna dla celdw praktycznyche

W przypadku obcigzend dZugotrwaiych mozZna zastosowad rdéwnies
odpowiednig sztywnosé zastepcza belki. Obliczone w ten sposodb ugile-
cie bedzie przebiegazo po linii OB, RéwnieZ w tym przypadiku uzys-—
kaé mosemy przydatny praktycznie sposdb obliczenia ugl¢ée Przedsta-
wiona powyzej koncepcja obliczania ugiel zostaia wykorzystana w
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o obcigzenie dorazne
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Ryse 2=2.
‘

normach technicznych do obliczania belek 2zelbetowyche Podstawowym
zadaniem jest wéwczas okreslenie zastepczej sztywnosSci belki.
Muraszew [28] proponuje, azeby przyjmowad sztywnosé belki w pew=-
ny.. okreslony sposdb., W obszarze zarysowania proponuje przyjmowad
sztywnosé zastepczg jak dla fazy drugiej, poza tym obszarem sziyw=-
nosé jest jak dla fazy plerwsze] bez rys. Belka ma skokowo zmiecnng
gztywnosd.

{olejnym przyblizZeniem Jes? opis deformacji belki aproksymu=-
jacy wyniki teoretyczne do linil uglgcia - obcigzenie przy zaio-
zeniu obcigzenia prostego.

Uglgcie to aproksymuje sil¢ dwoma albo trzema odcinkamil pros-—
tymi [4,20,23,36,42,] ( rys.2-3 )
Do poziomu obcigzenia Pq przyjmowany jest model sprezysty jedno=-
rodnye. Pomigdzy poziomem P1 a P, model belki z zastgpczg sztywnos=-
cige PowyZej poziomu P, uwzglednia sig réwniez deformacje plastycz=-
ne przekroju belki,.
We Kuczyiniski [19] przybliza linie ugiecie = obciaZenie za pomocyg
funkcji ciggkych, sztywnosé jest wowczas zaleZna od poziomu obcig-
Zenia 1 wyrazona Jjest wzoranil ( TYS 2= )

M
B (0] /1 (lp x‘un,/ 2 o 1
I\rr!' \)"V
3, fn (]
o- L)



Rys. 2-3.

Ryse 2=4,

gdzies
B, - sztywnosé belki jednomodne]

M, - moment niszczgcy
Y = wspbiczynniki opisujgce mutacje zmian sztywnoscie
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Przyjete zazozenia nazywa metodg kontynualna obejmujaca cazy
zakres obcigzenia., W tym przypadku chodzi o obcigzenie proste,
pominieg¢to, patomiast w tych rozwazaniach peizanie Jak rdwniez
zachowanie si¢ belki przy obcigzZeniu wielokrotnym i dynamicznyme
Nie wyznacza sig¢ rdéwniez deformacji resztkowyche,

Jo Dubis [8] wprowadza dalsze uscidlenia w przybliZeniu zale%-
nosci /P~f / przy obcigzZeniu prostyme. Sposdb ten nazywa cyfrowym
modelem ugieé belki zelbetowej. Jest on tym charakterystyczny, %e
wprowadza sztywnosé lokalng, odpowlednig do stanu obciazZenia. Mogag
by¢ wprowadzone kolejne mozliwe stany w strefie Sciskane] i rozcia-
ganej, uwzgledniajace nie tylko obcigZenie proste, lecz rodwniez
i odciagzenie belki,

Jakosciowy rézny od powyZszych jest sposdb zeproponowany
przez A, Borcza [5,6]. Rozpatrywane sg kolejne stany deformac]i

P

RySe 2456

belkl w procesie ich obclgzenia 1 kolejnego odcigzaniae. Punkt B&ﬁﬁﬂ
mo2na osiaggngé po linil OC uwzgledniajgcej ugilgcia resazikowe, oraz
linii CB uwzglgdnidjacej ugliecia sprezyste belki zarysowane]e
Rozpatrujac kolejne stany mozna zbadaé caly proces zaleinosci ugig=~
cia od obcigzeniae. PoZozZenie rys w belce przyjmuje si¢ Jjako znane,
okredlone za pomocyg ogélngj teorii ryse Wszystkie efekty zarysowa-
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nia sg skupione w przekrojach w ktdrych wystepuja rysye. Wpkyw tych
rys traktuje sig¢ jako defekt w konstrukcji sprezystej. W miejscu

zarysowania wystepuje : skok - kata obrotue. Skok tego kata obro-
D h °
W . . . . .
tu wyrazony Jjest za pomocg nastepujacego zwiazku fizyczne-~
X -
go 5 o
CAL = ~r_ =1} M(S‘a) ,
dx 1_ 0 1 /
S
Tos rq ~ wspbiczynniki zalezne od wymiardw geometrycznych belki,
rodzaju zbrojenia oraz cech betonu
8 ~ okres$la deformacje resztkowe
M(Xi) - moment zginajgcy w rozpatrywanym przekroju zarysowanyme

Zachowanie sie¢ rysy pod dzia%aniem obcigzenia skiada si¢ z defor-
macji resztkowych i sprezystych

MUl

s

Sf

r—
P

0 - (5 N/
2 X

Ryse. 2=b,

lModel matematyczny belki zarysowane] w przypadku staXe] jej wysokos-
ci jest opisany za pomocg nastepujgcego rdéwnania rdzniczkowego
-———-Z‘t— I e ——— - -+ I‘i C) § - ‘S b .
B 3 EJ L 55 A
i
gdzie:
r: =-r_. .V -
i oi * Tq1 W§§(51)
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V = -?L, ~ bezwymiarowe przemieszczenie
é% - druga pochodna delty Diraca wzgledem wspdirzedne]

biezace) %= -3~ ;

miejsce wystepowania rysy.

34

4.
1
!

RyS. 2_70

Powyzsze rdéwnanie rdézniczkowe jest rozwigzywanie z wykorzysianlem
funkecji uogdlnionyche W przekroju zarysowanym wystepujg skoki kgta
obrotu, natomiast krzywizna w tym przekroju jest nieoznaczona, ktd-
rg to nieoznaczonos$é wyraza delta Dimaca.

2.2, Statycznie niewyznaczalne belki zZelbetowe

Dotychczas projekituje sie statycznie niewyznaczalne belki
zelbetowe przy zazozeniu spregzystego jednorednego modelu ich de=-
formacji., Wymiarowanie natomiast, czyli dobileranie ilo$ci zbroje-
nia w przekrojach mozZe byé¢ wykonane przy zazoZeniu metody klasycz-
nej, czyli zarysowanej gle sprezyste] konstrukeji, oraz przy zafo-
Zeniu, Ze W wymiarowanym przekroju moment moZe przyjaé wartosé gra=-
niczng. Ten ostatni przypadek oznacza réwnoczesnie uplqstycznienie
betonu w strefie Sciskane] oraz uplastycznienle zbrojeniae. Migdzy
sposobem wyznaczania sid wewngtrznych, a sposobem wymiarowanila za-
chodzi wewngtrznaESprzecznoéé. Prace badawcze z zakresu statykl
hiperstatycznych belek Zelbetowych zmierzajg do usunilgcla tej wewng~
trznej sprzecznosci. Rozwazane belki selbetowe zmleniajsg sztywnosé
w procesie obcigzZenia, W tym temacie wykonano bardzo wiele prac
teoretycznych i doswiadczalnych. Np. Muraszew [28] proponuje obli-
czaé statycznie niewyznaczalne belki zelbetowe przy zalozZeniu sko-
kowo zmiennego momentu bezwZadnoscl, W obszarach zarysowanych prazyi
mowany jest moment bezwWadnosci jak dla fazy druglej, w obszarach



= T

niezarysowanych pozostawia sig sztywnoéé jak dla fazy I. Analize
rozkzadu momentdw przy tych zazZoZenlach przeprowadziZ M, Knauff
[23] « W ten sposdb uzyskiwane rozkZady momentdw niewiele sig
réznig od uzyskiwanych przy zaloZeniu spreZystego modelu belki nie-
zarysowaneje. lusi by¢ jednak speiniony warunek, Ze zbrojenie zostaic
zaprojektowane tak jakby momenty miaty rozkad wedZug wynikdw teo-
rii jednorodnych belek sprezystych B. Bdkowski[Z] wysungz teze

o przystosowywaniu si¢ konstrukcji zelbetowych do wystepujgcego

w niej zbrojenia.Mozna by - byZo wnioskowal, ze istnieje duZa moz-
liwos$é Zatwego przegrupowania sie six wewnegtrznych w konstrukcjach
statycznie niewyznaczalnych w zaleznosScl od tego w Jjakich propor-
cjach umiedcimy zbrojenie na podporze i w przesle. Teza ta byia
weryfikowana za pomocg bardziej Scisiych obliczen, a wyniki znalaz=-
£y swoje odzwierciedlenie w normie CEB [45] o Wediug te]j oceny

nie mozna jednak cakiem dowolnie przegrupowywaé zbrojenia. Jezelil
przyjacé¢ za podstawe pordwnawczg 1losé zbrojenia potrzebna przy
zaXozeniu spre¢zystego jednorodnego modelu to odchylenia od tej
podstawy mozna Gopuscié w wysokosci zaledwie 15%. loZna przytoczydé
duzg 1losé prac teoretycaznych 521,47,36,21,15] i doswiadczalnych
[11,12]uzasadniajacych analize rozkzadu momentdw belek statycznie
niewyznaczalnyche.

Zadanlie sprowadza sie do rozwlgzania nilelinlowego zwyczajne-
go réwnania rdzniczkowego, poniewaz w zasadzle model przyjmowany
tutaj jest nieliniowo-gprezysty [19,8]. Pewnym uproszczeniem moze
byé przyjecie odcinkowo-liniowego modelue We wszystkich tych przy-
padkach napotyka sie na duZe trudnoscl rachunkowe,

Zamiarem niniejszej pracy Jjest opracowanie metody, ktdra
w znacznym stopniu uprosci obliczenia, tak jak rdwniez bedzle to
metoda spbéjna, poniewagz umozliwia analize nie tylko standw spre-~
zystych, ale rdwnieZ zagadnienla dynamiczne i statecznosci. W me-
todzie tej wykorzystano idee¢ maclerzy przeniesienla. ZatozZenla przyv-
jete do obliczenia belek ciggiych beda jak w pracy A. Borcza (6] .
Przyjety zostaz sprezysty model belki zelbetowej z defekltami w miej-
scu rys. W przekrojach zarysowanych moga ujawniaé si¢ rdéwniez
deformacje resztkowe. Réwnanie rézniczkowe jest takie samo jak w
rozdziale 2.1, Te same bedg i sposoby rozwiazywania, z ta tylko
rdznicg Ze momenty w przekroju zarysowahym nie sg znane i1 podlega-
ja wyznaczeniu. Szczeglkowy opls postegpowania zamleszczono W roz-
dziale 4 .



243+ Drgania belek zelbefowych

Przemiotem rozwazail beda ustalone Grgania wokS% potosZenia
rownowagi. Na przykXad przy obclgzZeniu staXym strzazka ugilgcia
belki jest opisana za pomocg punktu A /rys. 2-8/., PoZoZenie tego
punktu zalezy od historii obcigzenia.
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Amplituda drgail jest maza w pordwnaniu do ugigcia pod obcigze-
niem statycznym. Przemieszczenla dynamiczne odbywajag sig¢ po linii
zZaznaczone] grubszg kreskg w otoczeniu punkiu A. Mamy do czynienia
z drganiami spregystymi. Stawiane sg dwa zadanla obliczeniowe:

- wyznaczenie czestodci drgad wiasnych,
-~ obliczenie amplitudy drgan wymuszonyvche

W pracy wykorzystano analize¢ dynamiczng belek zelbetowych
opracowang W pracy Re. Romanodw [22]. Wyniki tej pracy staiy sig
podstawg do dalszych uogdlnien, a w szczegdlnosci do zastosowania
maclierzy przeniesieniakprzy ohliczaniu czestosci drgail wiasnych
belek zZelbetowyche. Przy okazji nalezy wyrazié pewien poglad o formu-
towaniu zadania przy obliczeniu tych drgan, Na ogdx autorzy sa zgodni
co do tego,ze drgania majg charakter spreiZysty. Niektdrzy uwazaja,
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Zze dla. celdw technicznych wystarczazoby posiuzyé sig sztywnodcig
zaét@pcza belki zZelbetowej, ktdra jest miejsza od sztywnosci belki
zelbetowej obciazonej statycznie [44,45].

Pojawia si¢ tez jednak problem obliczania sztywnosci ze zna-
nych wzordw z dynamiki belek niezarysowanych. Duzym postepem jest
sformuzowanie przez Re. Romandéw rdwnania rdézniczkowego, ktdre w przy=-
padku belki o staze] sztywnoscl ma nastepujgca postad

4 [ o=},
Vi ¥ A Vogp = Zrigffkg =31/

gdzie v = =-r= = bezwymlarowe przemieszczenie dypnamiczne
A xe - charakteryzuje mase¢ 1 sztywnos$é belki jednorod=—
. - nej
Qﬁ(E—SL/ - Qznacza miejsce wystepowanla rys oraz nie~

ciggzosé deformacji kgtowych w miejscu rysy .

WspdZczynnik ry okre$la zwigzek fizyczny opisujacy defor-
macje katowg w przekroju zarysowanyme Jest zalezny od momentu zgi-
najgcego oraz zmiany tego momentu W czasle. Plerwszy skdadnik ozna-
cza dynamiczne deformacje sprgzyste, drugl charakteryzuje tZumienie
w miejscu rysye. Rozwigzanie w ten sposdb postawionego zadania uzys-
kano w klasie funkcji uogdlnionych. Wyzneczono funkcje wasne belki
zelbetowej zarysowane] oraz czgstodci drgad wiasnych. Wykazano rdw-
niez, Ze metoda rozwigzywania ma charakter ogdlny i moZe byé wyko=-
rzystane do analizy drgad zarysowanych belek cilagiych. Przykady
liczbowe wykazuja przydatnoéé metody, oraz duZe znaczenle rysg na
czestoscl drgan wiasnych, co potwierdza obserwacje innych autordw.
Praca nie zostaia zwéryfikowana dodwiadczalnies Wspdiczynniki prazy-
jeto tak jak dla konstrukcji zelbetowych przy wielokrotnych obcigze-
niach statycznyche

Rozwa Zania sg prowadzone dla pewnych ustalonych standw zary-
sowania, a wigc znana Jjest liczba rys i ich po%ozenie. Analizujac
kolejne stany zarysowania mozna przesledzi¢ cazy proces /rys.2-9/.
W procesie drgan narastaja deformacje, ktdre nazywamy deformacjami
resztkowymi. Zaznacza si¢ to szerokoscig i ilodcia ryse. Drgania
sg Jednak dalej rozpatrywane wokdt poxozenla rdwnowagi "b".

Zjawisko wibropeZzania charakteryzuje sig¢ tym, Ze wzrasta
ugigecie statyczne, wokd ktdrego odbywaja sig drgania sprezyste.
Ne przyk¥ad posiugujgc sie¢ rysunikiem 2-9 przechodzimy z poZoZcnia
"a" do poXoZenia "H". ZazoZenla metody nie ulegaja wigc zmlanice
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Zmieni si¢ najwyzej i1losé rys w belce oraz pewnej zmianie mogg

ulec wspdczynniki r, i r, charakteryzujgce spresyste rozwieranie

sie rysy i tiumienie rysye

2.40 NoSnosé smukzych siupdw Zelbetowych Sciskanych mimosrodowoe.

Praca nawigzuje do analizy teoretyczne] przeprowadzone]
przez K.Kiedrod [29] . GXéwne my$li zawarte w tej pracy mozne
stre$cié nastepujaco. Nalezy rozrdznié dwa pojecia:

- zniszczenie siupa spowodowane warunkami wytrzymaiosciowymi.
materiazu /betonu i stali/ = rys. 2-10a '

- zniszczenie spowodowane wystgpieniem siZzy krytycznej powodu-
jacej wyboczenie siupae = IrysSe 2=10be

P}
P L3 S
3 n /r’
/
/
!
I
1
i
!
o I
| .
hi—r=zz=2—m - K=~ 7 ===~
J J.)
! i
) I i
¢ i 3 i
§ I} ird !..
| H L
{ i i f
; { b
(> i/ [
S | Lp '," g);}":;
% ‘v |
.Duzy mimosrdd Mazy mimosérdd

Rys. 2-10 a,b

Rozwazmy w pierwszej kolejnosci smukzy siup, w ktdrym siza dzia=-

¥a na  maiym mimosSrodzie mieszczacym sie na przykzad w rdzeniu
przekrojue. W miare wzrostu sity osiowej zmienia sie mimosSrdd dzia=-
zania tej siiy poniewaz szup bedzie sig¢ uginake. Zniszczenle zawsze
wystapi na skutek przekroczenia wytrzymaosci betonue. logg tu jed=-
‘nak zachodzié dwa przypadki. Takl prazypadek gdy siza osiowa osiag—
nie wartosé , ktdéra bedziemy nazywali sizg krytyczng, charaktery-
zujacy sie tym, Ze zachwiana zostanie rdwnowaga i moze sig pojawid
szybki przyrost ugieé siupa nie usprawiedliwiony zwykzymi rozwaza-
niami stajycznymi. Zjawisko to bedziemy nazywall wyboczeniem sZupa.
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W krepych sZupach zniszczenie moZe nastgpid weczesniej, anizeli siza
osiowa osiggnie wartosé siy krytycznejo W tym przypadku bedziemy
méwili, Ze mamy do czynienla z obcigzeniem ograniczajacym nosnosdé
stupae. Bez udziazu gizy krytycznej przekoroczona zostaia wytrzy-
mazo$¢ materiazu.

W szupach, w kidrych mimosrdd obcigZenia jest duzy, zazwycza]
zniszczenle nastepuje wskutek wyczerpania jego nosnosci wskutek
wyginania sie sZupa, przyrostu mimosrodu i zniszczenia wylrzymazos-
ciowego materiazu. Pojecie sity krytycznej ma miejsce rdéwniez w siu-
pach mimosrodowo $ciskanych. Pordwnajmy na przykiad  prace [49].
Praca K.Kiedron 2ajmuje, sie¢ okredleniem sity krytycznej szupdw
w przypadku gdy w strefie rozcigganej betonu pojawiajg sie¢ rysye.
Model obliczeniowy jest przedstawiony rdéwnaniem :

2 - 5
| ’m?+%MR: éyﬂ&ﬁ(§'}) ;
gdzies > pr? .
/P /
5
Ti= [W;]y .

Réwnanie to jest o wspdczynnikach dystrybucyjnych i rozwigzania
poszukuje sie w klasie funkcji uogdlnionych. Obliczenia doprowadzo=
ne zostazy do wynikdéw liczbowyche. Wykonano pordwnanie z wynikami
dodwiadczalnymi innych autordw [40,41,43] a otrzymana zgodnosé wg-
kazuje na pr ydatnosé tej metodye. Uwzgledniajac przyjete do obli-
czen zaXozenia uzyskano wyniki, ktdére $wiadczykyby, Ze zjawisko ma
nieco inny charakter anizeli sie¢ mu przypisuje w obowigzujgcych nor=-
mach technicznyche. Siza krytyczna rozumiana Jjako obcigZenie, pray
ktérym uzyskuje sie niejednoznaczne rozwigzanie zadania nie zalezy
od deformacji poczatkowyche Nie zale2y rdéwniez od peizania, ktdre
zwigksza wygiecie poczgtkowe szupae. Wzdr korcowy ma size krytyczng
wyraza sie w bardzo prosty sposdb

= B

co stanowi ok 50% eulerowskiej sizy krytycznej. Wzdr stosowany

W normach jest w ten sposdb skonstruowany, jako gdyby siza krytycz-
na zalezaxa od deformacji reologicznych sZupae.Wzdr normowy zostaz
wyprowadzony empirycznie i nalezaXoby wasciwie sprawdzid specjal-
nym doéwiadczeniem czy otrzymano rezultat taki jak u K. Kiedroi.
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Stupy z mazxym mimosrocdem niszczg sie rdéwniez pod obcilaZeniem sizy
krytycznej wyznaczonej ze wzoru K, Kiedrod, Szupy mimoérodowo Scis-
kane niszcza sie szybcie] anizell sita osiowa osiaggnie wartosé kry-
tycznge W miare obcigzenia osiowego wygina sie siup 1 wczednie do=-
chodzi do gXosu wytrzymsosSciowe zniszczenie materiazu.

Wyginanie sie siupa zostaXo opisane prosta zaleznoscig za
pomocg wspdiczynnika zwigkszajacego mimosrdd poczgtkowy

e = .eo.? ;

e, mimos$rdéd poczgtkowy

S Fer

gdzies

Wedzug analizy przeprowadzonej przez K. Kiedrod mozna ten wspdiczyn=-
nik obliczyé. Ma on budowe¢ bardziej zZozong i zalezy rdéwniez od re-
ologicznych deformacji siupa oraz ilosci i rozmieszczenia rys w siu=-
pie. Wspbiczynnik Vi podany w normie jest oszacowaniem zwigkszonego
mimodrodu z niedomiarem, Uscidlenie metody obliczania szupdéw mimo-
drodowych powinno polega¢ na dokladniejézym obliczaniu wspdzczynnika

7 o

Przedstawiona w tej pracy metoda moze byé uogdlniona wzagnie
poprzez zastosowanle macierzy przeniesienia. Szczegdowe przedsia-
wienie tej koncepcji zawarte jest w rozdziale 8 tej pracy.
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2.5 Wykorzystanie magierzy przeniesienia,

Najbardziej rozpowszechnionymi sposobami stosowanymi do ob=-
liczeni konstrukcji pretowych sg metody parametrdéw poczgtkowych
oraz elementéw skorczonych. Pewng odmiang metody elementdw skohczo-
czych, dogodng do rozwiazywanie konstrukeji jednowymiarowych ze
wzgledu na zwiezZosé zapisu, jest sposdb wykorzystujacy tak zwanag
maclerz przeniesienia. Se. Falk [10] zastosowat ten sposdéb jako
pierwszy do obliczania belek prostyche a takze ram otwartych i zam=-
knigtyche W poXowie lat piedédziesigtych metode te stosowali nastep-
nie do zagadnied w statyce budowli miedzy innymi R. Kesten [16 ]
i Co Petersen [33]. W kraju G. Rakowski [ 35| przedstawi wykorzys-
tanie macierzy przeniesienia do statycznej i dynamicznej analizy
pretéw prostych i ukizaddw zZoZonyche Zeszyt zawiera oprdécz wyprows=—
dzenia macierzy przeniesienia, takZe analize niektdrych ukzaddw
zXozonych, oraz omdéwienie zagadnien programowania, ze szczegdélnym
zwroceniem uwagi na programy do analizy dynamicznej GIER-Algol.

O. Mateja przedstawiz w swolch publikacjach /me.ine f1,24,25]/
wiele praktycznych sposobdw wykorzysiania macierzy przeniesienia,
jak miedzy innymi do analizy dynamicznej preta Sciskanego zanurzo-
nego w osrodku spresystym, do analizy skodczonych ugieé sprezystych
preta,do numerycznego caikowania réwnania ruchus.

W niniejszej pracy rozszerzono zastosowanie macierzy przeniesienia
na przypadki konstrukcji niejednorodnych .

Przeglad ten nie wyczerpuje oczywiscie caoksztaXtu zagad-
nienia zwigzanego z analizg ustrojdéw pretowych, zwraca jednak uwage
na te problemy, ktdre stang sie¢ przedmiotem rozwazard w ninilejsze]

pracCye



3e qucga_obllczen

3.1 Belka obcigzona statvcznie
301e1s Rozwiazanie rdéwnania rdzniczkowego.

Obliczenia -statyczne belki wykonano wykorzystujac macilerz
przeniesieniae. Na wstgpie podano zaioZenia przyjmowane do obliczed.
Zadanie statyczne jest redukowane do zagadnienia jednowymiarowegoOe
Linia odniesienia pokrywa sie z linig Srodkdéw ciezkosSci prazekrojodw
belki, jezeli belka ma stay moment bezwiadnosci. W przypadku belki
o zmiennej sztywnosci linia utworzona przez miejsce geometrycznych
$rodkéw belki nie jest prosta. W naszych zazozeniach utrzymujemy
linie prostg jako wspdlng wspdirzedng odniesienia. Belke o zmien-
nym momencie bezwadnosci dzielimy na odcinkil wprowadzajac w kazdym
przedziale stag zastepcza sztywnosé, Belke o zmiennym momencie
bezwZadnosci zastepuje sie belk@d o skokowo zmiennym momencie bez-
wtadno$ci. Réwnanie rdziniczkowe osi odksztazconej belki ma nastgpu=-
jaca postad;

2 ~2 7
.-..—9-2'- [EJ{%} -,—Tz - ; = p13 ‘ 3=1
v = 'I' - bezwymiarowe przemieszczenie ;
¥ = -I- -~ bezwymiarowa wspdirzedna.

W belce o skokowo zmiennej sztywnosci rdwnanie przyjmuje w przedzia=
le obliczeniowym nastepujaca postal

Ry _md | 3-2
0 % A ﬂ‘j‘za ste
El, ot - sztywnosé zastepcza

Rozwigzanie tego rdwnania rdzniczkowego ma nastepujaca postads

{ - P 52 3 wr [

v(y) =at+bp +cr” + A% 4 v (x) 3-3

- gdzie: ,

a,b,c,d = dowolne staze zalezne od warunkow brzegowych
V(y) = dowolna calka szczegdlna rdwnania rdiniczkowego

gspeZniajaca zerowe warunki poczgtkowe,

Otrzymane rozwigzanie mozna przeostaW1c réwniez w innej postaci
za pomocg parametrow poczatkowycn, na przykiad:

L2 3 :
21 i) -7 3=
v(5) =18, *¥9 " zE7 Mo S5 T (%)



Podstawiajgc

bl

= O otrzymany:

5
v(0}= 5; , - EJ@§{0)= v S
= Jo / - Byy_[(0)= 1,
Wprowadzono dalej nastgpujgce oznaczenias
T (5)=6(;) ; - B3,(5) = B () »
)7 9l - B30y = T (3)-

Wdweza

s rozwigzanie ogdlne,wraz z pochodnymi wykorzysiujgce para=-

metry poczatkowe, przyjmuje postadl:
342 =
- ) I - - i N (\5/.\‘3
v(y =10, + § o = =2m3~ U 5837 Lo * 08
2.2
(<) = I I — /)
Vie\§)= fo = 537 783" Yo * P9
. 3=7
M (3)= oM, o+ 3177, + M)
\ 2 B
(%)= i g + T(&)
a(y) = a(3)
Te tablice mozZna przedstawil krdcej w postaci macierzowe]
. Y 1 AT O S
{U(\;.-} "LF(S)] {uo} + 1 Uiy ) 3~8
gdzie: D
(e} = {~0) Vals) 3 my) 5 T(y) s 1 ]
f(\ » . | . o .1T
bo = 100 3 Yo My 3 To 3 1V
o} = {8GIs a3 s Whs Ty) 5 1 }°
natomiast _ | -
1 =21 »312 SLJ
I 53 “Z2837 TTTTT O \s
22
:l \F l y i
po= |0V -E om0 90
§ -— v
0o 0 1 SN 40
o_0__o 2 1 Iy
0 0 0 0 ‘ 1

Przedstawione maecierzowo wyrazenie

uls)}

przedstawia ugigcie,

kgt obrotu, moment zginajgcy, site poprzeczna w dowolnym miejscu
na dxugosci belki, jako zalezne od parametrdéw poczgtkowyche



- 18 -

W zadaniach statycznych znane sa na poczatku belki zazwy-
czaj tylﬁo dwa warunki., Nastepne dwa warunki pozostaja niewiadomymie
W tej metodzie wygodnie jest pozostawié niewiadomymi warunki na
poczatku belki.

3elel2e Macierz przeniesieniae

\

Wykorzystujac macierzowe przedstawienie deformacji (3-8}
mozna wyrazié wartosci {u1} ‘ '

{ud ={04, 99, My, 4}
oznaczajgce deformacje i sixy na kodcu belki za pomocg deformacji
i si% na poczgtku belki. Wystarczy w rdwnaniu 3-8 podstawid F= 1e
Otrzymemy w postacli macierzowe]
.

(u} =[2T{ 0} + {8} 3-9

gdzies

— 2 | ]

1 1 1= <

T vy | 8

2 |
1 L L=
0 1 ol 2RI | ¢
P o= | O 0 1 12 , T :

0 0 0 1 T

e 0 0 o ! 1_J

Macierz [F] jest nazwana macierza przeniesienia dla przesis.

3ele3e Macierz przeniesienia w miejscu Zgczenia pretdw.

W miejscu Xgczenia prete musi byé zachowany warunek cilagos-
cie Oznacza to, ze ugigcia, kgty obrotu, momenty i sidy itnace w
miejscach gczenia muszg byé sobie rdwne. Warunek ciggzosci mozna
wyrazié réwniez w postaci macierzowej
n n+1
g .
{ug} = fugf . 3-10
Ten warunek mozna przedstawié ogdlniej w postaci iloczynu
n+1 _ n -
{U ; :[H]{u 1 . 3=-11
o} 1) ?
i witedy macierz [H] jest nazywana macierzg ciggiosci, ktdra ma

ostad:
: 3-=12

0
o)
1
0
0
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Taka postaé tej macierzy zapewnia clggosé przejscia z Jjednego
odcinka na drugie

3etlede Macierz przeniesienia na podporzes

Przy przejsciu przez podpor¢ musi byé zachowana ciggzosdé
przemieszczania, kgta obrotu, momentu, natomiast nie ma ciggosci
sitzy .tnaceje. Jezeli przez al) oznaczamy reakcje¢ prostopadzg do
osi belki wdwczas .

n+l ,n

wof  =[a]{w} 3-13
gz et Vo g Mo T 1 a9

1 o 0O 0 ,0, O

0 1 O 0 101 O

L)

0 0 o 1 ‘o' o ’

e e m e e - | A R

0 0 0O O 111 0

0 0 o 0 ,0, O _l

macierz ta jest rozszerzona o kolumne wyrazdw wolnyche.

W wierszu oplsujgcym sit¢ <nagcg wprowadzono reakcje, ktdra
moze by¢ nawet niewiadomg w zadaniu. Gdyby byia to podpora sprezysta,
w ktdrej przemieszczenie jest proporcjonslne do reakcji podporowej,
wowczas maclerz przeniesienia przyjmie postacd:

1 0 0 0! o0
o 1 0 00
H = o o 1 o' o s o— 3-14
ViAo
t 0 0 1 !0 =00
"0 0 0 o !t | e8f  adrvi

t - wspdtczynnik sprezynowania podpory

W przypadku wystgpienia podpory sprezZystej na przesuniecie i obrdt
macierz ciggzosci ma postad:

1 0o o o lo T
|
H = 0 1 0 OEO Fu]5
O m 1 0 i 0 ;
t 0 0 1 ;0
- M) @G ow SN e @ s o x - Gms e
Lo 0o 0 0 ;1

t,m = wspbczynniki sprezynowania podpory na obrdtina przesu-
nieciee
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3e1e5e Macierz przeniesienia dla konstrukcji.

Kolejne przedstawianie warunkdw na poczgtku belki z uwzgled-
nieniem rdéwniez podpdr uzyskuje sie przez kolejne mnoZenie macierzy:

fu )" = [»]"[&]" ...... {HT’z Elk {“oﬂ' 3216

J
n - ilos¢ odcinkdéw
ﬁjL macierz przeniesienia dla i-tego odcinka ;
Eﬁ’q’l- macierz ciagiodci pomiedzy odcinkami i-1, i .

Mozna to wyrazenie przedstawié krdcej :
n ' 21 .
fu b’ = [c] {Uo} ] 3-17

[G] - macierz przeniesienia dla konstrukcji .

3e1e6e Wyznaczenie niewizdomyche

Rozwazamy dwa przypadki, Pierwszy przypadek dolyczy takie]
belki, ktdra jest podzielona na odcinki z rdéznych powoddw /npe z po-
wodu zmiennej sztywnosci/ ale pozositaje belkg jednoprzegsiowge
W wyrazeniu /3~17/ niewizdomymi w zacaniu sg te dwie wartosci, ktd-
rych nie mozna byZo okreslié na poczatku belki. Znane natomiast sa
dwa warunki na korncu belki, kitdre siuzg do wyznaczenia niewiado-
myche
, W drugim przypadku, gdy belka jest wieloprzeskowa wdwczas
dochodzg jeszcze dodatkowe niewladome, ktdérymi sag reakcje podporo-
wee Warunki na koncu belki nie wystarczaja do wyznaczenia niewia-
domyche Nalezy wdéwczas postawié rdwniez warunki dodatkowe, charak-
teryzujgce podpory posrednie takie na przyktad, Jjagk niepodatnosdé
podpory w przypadku podpory staze] lub zerowanie sig¢ momentu w miej=-
Scu przegubu,.

W przypadku podpory sprezystej wykorzystuje sie znajomosé
cech fizycznych podporye. Na przykzad ‘

n o _ a+1 n,n+l .
Vi = Yo = T eV ) 3~18
Voo v n+l o _ - Mn,n+1 ;
193 Oy%

t', m - wspStczynniki sprezynowania podpdr.
3edeTe Podziax belki na odcinkie

Wykorzystujgc funkcje uogbélnione, do przedstawlenia cazki
szczegblnej zadania, jak rdéwniez przedstawiajac za pomocg funkeji
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uogdlnionych efekty zarysowania belki bedzie pokazane, Ze podziax
belki na odcinki mozZe byé wyZgcznie wynikiem podziaiu belki na od=-
cinki o zmiennym momencie bezwiadnosci, lub punkiowym przyZoZeniem
niewiadomego przemieszczenia /skok kgta obrotu w przegubie/ cazy

sixy /reakcja podpory/.



- 22

4., VACIERZ PRZENIESIENIA BELKI Z RYS4.

Celem rozdziladu jest rozszerzenie stosowalnosci maclerzy
przeniesienia na przypadki belek zarysowanych. Jest to mozliwe
przez wprowadzenie do rdwnania rdézniczkowego osi odksztazxcone]
belki efektdéw zwigzanych z zarysowaniems
Mozna to uczynié albo przez wprowadzenle zastepczej sziywnosci
albo przez wprowadzenie rysy jako ~~defektu lokalnego., - W pracy
przyjeto drugi wariant. Rdwnanie rdézniczkowe belki obciaZone]j sta=-
tycznie przyjeto za A. Borczem[7] w postaci:

13 [m1 D% ) o Z
T e T TR

31 - wspbirzedna wystepowania rysy

4=1

(5 - 71/ ;

i E

~yy

Rozwigzanie tego rdwnania skZada sie z czesSci opisujace]
ugiecia sprezyste belki i czesSci opisujacej defekt pochodzacy
od rysye We wspdiczynniku r; moga byé uwzglednione deformacje
trwaZze, reologiczne i sprezyste. JezZeli odksztazcenia trwaie i re=-
ologiczne rozpatrywazoby sie Zgcznie, a sprezyste uzaleznialoby
sig¢ od momentu zginajgcego dziazajgcego W zarysowanym DPrzexroju
wéwczas deformacje w tym przekroju mozna opisadé rdéwnaniem:

T =-rofr,1M( Si) : 42

B deformacje trwade w rysié :
r1M(Si)' deformacje sprezyste w rysie.

Moment zginajgcy jest wielkosScig ciaggge. Jezeli jednak zosta=-
nie on wyrazony Jjako iloczyn krzywizny i sztywnosci wdéwczas wyraze-
nie tracli sens, gdyz krzywizna jest w tym miejscu nieoznaczona. Krzy-
wizne nalezy wiec wyrazié za pomocg jej jednostronnej granicy

- = { L \ -~
| x'i rSFry v,§§\§1/ 4=3
Catke ogdlng rdéwnania rdézniczkowego otrzymuje sig¢ w postaci:

2 3.2 \
o 1 2 1 %) ? his V
V(fl“Igo"'E(jOo'”ZEﬁ"mo"Gﬁ’ To # Vi3I #4227y jlf LS = s/

{ o
(0] ) g+
4=4
Po wyznaczeniu wyrazenia na krzywizne v,ﬁ(p
. 2 \
,\ o3 1-‘ --Fl— i e 'l‘"\' {: . - \g".-]o(\—*_‘;
V’ﬁ\i)‘ ot By~ Tot v,ﬁ(r/+2;i;r01+r1lv,ﬁ\51 ) o(§ EY,
4=5

i podstawieniu\do niego wspdirzednych rysy



- 23 =
r1°
Vo (347)= = w3 e - EF To * V(57

a nastepne podstawieniu wyrazenia 4-6 do rdéwnania 4-4 i pogrupo=-
waniu wyrazdéw przy odpowiednich parametrach poczgtkowych otrzymuje

4=6

sie ostatecznies

1 (. _ . Vi
§) I 80+3m *'[; ’?E“' '2: 11 TEITAS T ji}‘ h(§ Sle o T
I~ 3 2 H 2 4 »
- -Fl- - . - -1 -" - » f{ - .\—l -
+[ | 6ET Z; IWl.Sl EJ ks jl)' h\§ }1}J To + 47
</ ) = YA \ R Y A
+[V(§} + ;T11V'§§(Ei,’(§ = ji}'h(§ "} if* i:.roi( ¢ "/\i/*h('g'f >1£

Rézniczkujgc otrzymane przemieszczenie wzgledem ¥ otrzymuje sig¢
wektor tu(g” o Rozwigzanie to mozna zapisaé takze w postaci macile-
rzowe]j Jjako sume¢ rozwigzania modelu konstrukcji jednorodnej 1 zary-!

sowanejs: 2 r 3 2 =
1 | =F el | L ! S (=) |
I 1Y e L TTET  TTETTT o 9ol

| i y l L2 12 i ,

i i I, Iy iy iy
fuls)} R o~ EJ MO
u(fl} - ! ! 2 g o |

; | w) !

0] ' 0 +1 ; + }1 i M(, -

o 1 o- 0 t 12 T{p) |

L0 v 0 0 0 T i
o D0 FZulrien) 0 -Laplewhly) § Sl Sng i
) | ) \ | il 1 ’ ' ) ’ v?
0 ¢ 0 hwmblens o ~Rgwhhy » Erlphin (5/';7'3"5";
+ 0 : 0 0 * o 0
o . o 0 | o 0
{70 0! 0 o o
- 4-8

ol » /. P 2 el | f { «
(i} =[[7] + [RG1]{wof =[] oef 5 4

v

[CG; - macierz dla konstrukcji zarysowanych
[Fz] =~ macierz dla konstrukcji bez rys !

[R(;] - macierz dla konstrukcji- czes$é pochodzgca od zarysowania,

Podstawiajgc § =1 otrzymuje si¢,podobnie Jak w przypadku
belki jednorodnej, macierz przeniesienia [Ch Macierz [Fldla przesia

konstrukcji jednorodne]j jest identyczna jak W pe 3el1e2e /3-9/.
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Macierz [Rlwynikajaca z zarysowania przyjmujé wéweczas postade

» | | ‘— 7 \ ‘ Y S AU = -
© 0 : I FARRS ST "Eruﬁiﬁ"jif’;: 201 (1T L 21395 ()
| i - :
- - e b )y ) [s

© o 2:—% | §r1131 | 2;"01 RELEARIINED
o o ! 0 : 0 : 0 i E

| { d {
o, 0 0 : 0 | 0
f o e e e e
o 1 0 | 0 ( 0 v 0 |

4-12

W tak sformuowanym zadaniu, punkty nieciggXosci, jekimi sg
rysy, nie muszg byé punktami podziaue. Funkcja dystrybucyjna opisu-
jaca linie ugiecia wewngtrz przedziady pozwala na wyznaczenle wszysi-
kich wielkosSci statycznych z uwzglednieniem nieciggZosci spowodowanych
dyslokacjg kagtowge.

Macierz przeniesienia na podporze musi speiniaé warunki cigg-
xoSci przemieszczend i sik uogdlnionych po lewej i prawej stronie pod-
porye Przy zafoZeniu, Ze rysy nie wystepujg dokzadnie w teorelycznym
punkcie podparcie, lecz po jego lewej lub prawe]j stronie, macilerz
ciagzosci buduje sie¢ dokZadnie tak jak dla belki jednorodnej /pore
3eTe3e/0

Jezeli belka podzielona jest na "n" przedziaidw wyzneczenie
warunkéw na koncu belki zz pomasn warunkdéw na jej poczatku uzyskuje
si¢ przez kolejne mnoZenie macilerazy

0 S R s 5 et - L 4=13
Wyznaczanie niewladomych jak i podziaz belki na odcinki wkonuje sie
identycznie jak w przypadku belki jednorodnej /pore 3e¢2e6 3 3e¢207/e



5e NODEL KATA ROZWARCIA RYSY

5.1 Wspéczynnik charakteryzujacy odksztakcenia sprezyste = rq.

Rozwieranie sie rysy skkada sie z dwu czegsSci; resztkowe]
ujawniajacej sig¢ po odcilaZeniu oraz spreZystej, proporcjonalnej do
momentu W przekroju zarysowanym

Ag = Ty — r?M{Sg‘Y 5

ry - wartodé kgta rozwarcia rysy reprezentujgca odksztazcenia
trwa e,

r? - wspSXczynnik proporcjonalnosci pomiedzy spreZysta czescig
kata rozwarcia rysy,a momantem zginajgcym w miejscu zarysowa-
niae.
M(}ﬁ- moment w miejscu zarysowania.
ZaxozZenie to zaczerpniete zostazo z pracy A. Borcza [7], ale zostaZo
ono jednak poparte Scisiymi badaniami dosSwiadczalnymi przeprowadzony-
mi na modelach belek Zelbetowyche Pogladowe wyniki takich badan przed
stawiono na rys. 5=1 w formie zaleznosci M & a2

Mo
/ ;
> .
v
Pk / ]
e s / |
J,// p

O
Ay / '
/“f / }

S
/
: o/
MU —r Ly |
/L *
/ T
S ;
0 " Ty =y ] A
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Po osiggnieciu momentu rysujacego nastepuje skokowy przyrost
kgta obrotu w miejscu pekniecla, Dalszy wzrost momentu powoduje
prawie liniowy przyrost kata obrotu. OdciaZenie natomiast odbywa
sie po liniach prawile rdwnolegzyche Peiny przebieg wykresu wyma-
ga jednak potwierdzenia doswiadczalnegoe

Wyprowadzenie wzoru do wyznaczania wartosci wspdiczynnika Ty

mozna pokazaé nastepujaco. Kat rozwarcia rysy /rys. 5-2/ jest w
przyblizeniu stosunkowi szerokos$ci rozwarcia rysy do jej gigbokos=

cie
Rys. 5"2.
AP = b -
= "g=x=3~~~ | 7

a, = szerokosé rozwarcia rysy na poziomie zbrojenia rozciaganego
a = odlegZzos¢é Srodka ciezkosci zbrojenia P, od krawedzl rozcigganeje

Jezeli odstep pomiedzy rysami przyjmiemy rdéwny lf wéwezass

~ 3
G g5r , ]
a
Gésr- $rednia wartosé napreZenia w zbrojeniu na odcinku miedzy
rysamie. _
G 5T - . 1T . -
s =Ya Ca 5-4

gdzies ‘
~ napreZenie w zbrojeniu w fazie II w przekroju rozwa=-

zanej rysy;
Wa = wspbXczynnik wyrazajgcy stosunek sSrednich naprezen
w zbrojeniu do-naprezeld w zbrojeniu w przekroju przez

TYS¢.
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Przyjeto zazoZenie o hipotezie piaskich przekrojdéw i naprezend jak
dla fazy II, Naprezenia w stali wynikaja z warunkdéw rdwnowagi w tak
przyjetym modelue

’ 5=5

/

II
- II i a )
}II- wysokosé strefy Sciskanej przekroju zarysowanego.
-Wykorzystujgc warunek 5 = 5 oraz podstawlajgc do 5=2 wyrazenia 5=3
i 5=4 otrzymuje sie¢ wzdr na sprezyste rozwarcie rysy

A?Spr o \1231 f ;E o -~ \ uo.
B Fb? (1= - - F) (1-§7- )

Valt . -

Ty = === ST < Ya T ot
EFhé (1~ 5= -2){1- § -8)
a‘a | 3 h/UT 5 h/

Wzory te zawieraja wspdzczynnik e wyraZgjacy stosunek Sred-
nich naprezed w zbrojeniu do napreZen w przekroju zarysowanyme Jest
to wielko$é wyznaczona na podstawie wzordw doswiadczalnych 1 zalezy
migdzy innymi od stopnia naruszenia wspdipracy betonu i stali.
Najbardziej rozpowszechniZa si¢ postaé wprowadzona przez Niemirows-
kiego [30] s " '

I
W, = 1,3 = 8 —gE-- 5-8

Mr - moment rysujacy

M - moment, do ktdrego maksymalnie obcigzZono belke¢ w przekroju
zarysowanym,

s = wspdxczynnik zalezny od czasu trwania obcigZenia. 1 od rodzaju
pretdw zbrojeniowyche

Polska norma Zelbetowa [46] takZe zaleca wykorzystywaé ogdlna postad
tego wzoru do wyznaczania szerokosci rozwarcia rys i ugieé zginanych
i rozcigganych osiowo elementdw 3 kategorii  rysoodpornosci,wprowa e
dzajac do skZzadnikdw wzoru zmienne wspSiczynniki liczboweo Przepro-
wadzone przez niektdrych eksperymentatordw badania podstawowe /mein,
KozZowski =~ 118] wykazuja, Ze wspdiczynnik Ya przyjmuja wartosci
niZsze od wyliczonycn wg wzoru 5~=8e Dysponudac badaniami doswiadczal
nymi C, Bacha [3] przeprowadzono anallze wartosci tego wspdzczynnika

w zaleznos$ci od poziomu obcigZenias.



502. Przyklado

Wykres charakieryzujacy zalezno$é M <-2y powinien byé spra-
wdzony doswiadczalnle, Jak dotychczas nie ma takiej eksperymental-
nej weryfikacjie. Zazwycza] mierzy si¢ ugiecia belki, W tym przypad=
ku mozna znaleZé wiele dokZadnie wykonanych badad dodwiadczalnyche
W dalsze] czesci pracy beda potrzebne wartosci rq i r4 sprawdzone
Goswiadczalnie., Beda one wyznaczone posSrednio na podstawie badan
ugigé belki. Wzdr opisujacy ugiecie ma nastepujaca postaé /wzdr 47
w ktdrym pozostawiono czony opisujace spresysty przyrost ugiled/:

.;11

Nty
=
-+

,,_.»Q\

L

/ - e r b 12
vs) = [ Zr1n E3(§ - Sn}his‘ -jnil\do+ §_~Zn‘r1n§n “EJ |

Ly T (1alls = Va5 n) 5-9

n - ilosé rys .

Wspdiczynnik rq bedzie wyznaczony w takl sposdb aby uzyskad
zgodnosé rozwigzenia analitycznego z doswiadczeniem, PoszuZono sie
badaniami C. Bacha [3]. W doéwiadczeniu zmierzono ugiecia w 9 punk=
tache WspdZczynniki Ty nalezy natomiast wyznaczyé w 21 miejscach
zarysowaniae. Ilos¢é informacji jest mniejsza od ilosci niewiadomych,.
Wartosci rq Wyznaczono w przybliZeniu z war unku najmniejeszego odchy=-
lenia kwadratowego

A \ 2
dosw Le or | .
J = ;- Vs N — 2 r_'}o
=5 \ ilspr Vis r,} / =
dosw . ) ", e . e .
vispr - pomierzona wartosC spregzystego ugiecia w i=-tym punkcie
vigggr - ugigcie spreZyste wyznaczone analitycznie w miejscu pomiaru
deformacjie
-
od 4
Up 4
“1n

n - iloéé rys.

Korzystajac z 5-11 otrzymanmy zgodng iloéé niewiadomych i rdwnail,
Przeprowadzona w rozdziale 6.2 analiza wspdZczynnika r, Wykazaza,
ze przy niecodbilegajacych od siebie zbytnio wartosciach momentdw
zginajacych, nie rdznig sie¢ takZe wiele udrednione wariosci wspli-
czynnikow. Poniewaz mozZzna przyjaé, Ze stosunek deformacji trwazych
do sprezystych jest w przedziale uzytkowym prawie stazy /zostanie to
pokazane W rozdziale J4. /, dlatego wygodnie jest do obliczed prak-
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tycznyeh wprowadzidé uproszczenies

I'11= r12= eoa =I‘1i .

Teraz zadanie sprowadza sie do rozwigzania jednego rdwnania z jedna
niewladomge ‘
Otrzymane w wyniku obliczen numerycznych zalezZnosSci pomigdzy wsplie-
- . T . e e
czynnikiem rq a gtosupnkiem M Mnlszcz przedstawlono w tabell 5-1,

Na podstawie wzordw 5~7 i 5=9 mozna wyznaczyé wprost wartodci
waepdiczynnika, Va

P
1/ = -—-1—:-- v 5-12
Ha 11
Dla analizowane]j belki
1, = 0,16 m ?II = 0,3852
h = 0,40 m E, =210 NP
ath = 0,1175 T = 0,002512 n°
I; = 2,35.107m L = 32854 liPa
Stad Vs wynosi dla tej konkretnej belki:
‘,;/a = 2,357 r1 ¥
e Tom o Tom Toma Tom Toma o
im 10,15 § 0,19 10,24 | 0,29 10,38 | 0,48 1 0,58 1 0,73 |
R SRS BaNeNt R RS RO IR S B
i r,10,076 10,162} 0,20 ;g 0,245 10,286 E 0,313 o,331 § 0,353 ‘é
e Dt e S oma P o et et
b 10,180 10,3831 0, 49 11 0,577 10,675 } 0,737 ‘o 779§ 0,832 |
e d 2l i i g kg Sl il

WspdZczynnik Vs jako funkcje 1 M:Mnlszc
cig normovwge Relacje ta przedstawiono. graficznie /ryse 5-3/o Zalei-
no$é doswiadczalng otrzymano na podstawie badan podczas obcigZenia

29 pordwnano z wielkos~-

krétkotrwazego. Z wykresu wynika, Ze w poczgtkowe] fazie obcigzenis
uzyskuje sie dobra zgodnosé z normag 146]. Poczgwszy od wartosci
MsM = 0,3 mozna zaobserwowadé rosngcg rozbieznosé pomiedzy

niszcz
wynikami eksperymentu, a obliczeniami normowymi.
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5e3e¢ Waspdiczynnik r,  chlarakteryzujacy odksztatcenia trwaie, ,

Przyjety do analizy model zzkiada, 2e odksztaicenia rezydual-
ne powstajg na skutek ugniotu betonu w strefie Sciskane] oraz z po-
wodu wyciggniecia z betonu stali rozcigganej, deformacji przekroju
w otoczeniu preta, oraz niemoznosci powtdrnego zamkniecia sie prze-
krojue

Celem niniejszych obliczen jest wyznaczenie wspdiczynnika Pos
ktdéry charakteryzuje deformacje resztkowe w miejscu rysye. W badaniach
Bacha [3], ktére posiuiyty do rozwazan w niniejszym przykiadzie, ugie
cia mierzone byty w 9 punktach rozXoZonych réwnomiernie na dzugosci
belki. Brak byzo natomiast wynikdw pomiaru w punkcie zarysowania.
Wyznaczenie wspdtczynnikdw r, moze by¢ wyliczone w sposdb posred=
ni przez dobranie w rdéwnaniu linii ugiecia takich wartosci wspbicayn-
nika aby ugiecia wyliczone teoretycznie i otrzymane doswiadczalnie
pokrywaly sige ROwnanie opisujace ugigcie resztkowe wynika ze wzoru
4=Ts

[\‘:_._ “ o "! ’(.\_ - \ -]
715 = Lron (5= Ya) (5~ ) - o=

Do wyznaczenia wartpéci roi wykorzystano ugiecia t{rwade
w 9 punktach belki, analizowano natomiast stan, w ktdrym belka

miaza 21 ryse W rdéwnaniu 5=13 wystepuje 2zatem 21 niewiadomych Ton
/n=1, 21/, natomiast 1ilo$é rdéwnad mozliwych do wykorzystania wynosi
9.. Otrzymany w ten sposdb ukad rdéwnad jest nieoznaczonye Vspdiczyn=
niki T on dobrane sg takze 1 w tym prazypadku z warunku najmniejszego
odchylenia kwadratowegos

} ! dodw "ceor“»2 1
= (Vo — . 1= v S} d
J . ﬁ\vlres le‘eS) L 1 600 9 ; 5 &G
(A
~
ar - ’

n = ilos$¢ rys .,

Wyniki uzyskane z rozwigzania przedstawiliono graficznie na ryse
5=4, Charakter wykresu wskazuje ng mazg rdinice¢ wartosci wepdiczyn~

nika r, na d¥ugosci belki. Z tego powodu do dalszych obliczeid prazy-

jeto drednig wartosé wspdiczynnika Ton *

—

r01 = TO2 = eee = r021=r0\ °
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Pozwala to zredukowad ukkad "a" - réwaad z "n" niewiadomymi
/5=14/ do jednego rdéwnania z niewiadomg r e

Wykorzystujac wzdr 5=13, do obliczenia funkcjonazu J /5-14/ mozna
wyznaczy¢ z pochodne] g%%_=o wartoéé wspélczynnika» To -

W analizowanym zadaniu bezwymiarowe rzedne pomiaru ugied §i i wysto=
powania rys _jn wynoszas

§= 0,056 §4= 0,389 357= 0,722

§,= 0,167 t5= 0,500 . tg= 0,833

330,270 %e= 0011 o tg= 0,944

Y= 0,125 Yg= 0,3875 3-'1'5'=" 0,650

J2= 0,1625 :‘{9= 0,425 }‘16= 0,6875

§3= 0,200 0= 0,4625 Jq7= 0,725

J4= 0,2375 Sy4= 0,500 Vig= 0,7625

J5= 0,275 Yyp= 0,5375 ¥19= 0,800

J6= 0,3125 3= 0,575 T 0,8375

§7= 0,350 4= 0,0125 Toq= 0,875
a wyznaczbny na ich podstawie wspdczynnik Ty zostanie opisany
réwnaniem |

g fo 5833 (v +V Y+ 1,704 (v PV |+

o- Z7,70 LY \ "res™ 9res/ T '? \ V2res ™ 8res ot

+ 2,528 §V3res+v7res; + 3,022 {V4res+v6res; + 3,188 VSres] g

Vaiigg = dodwiadczalne wartosci ugleé dla wybranego poziomu obcilg-
zenlae

Wartoscl wspdxczynnika r, otrzymano podstawiajgc za Vrnics
wartodci ugiedé /tabela 5-2/ dla kilku wybranych kolejno obciazein,
do ktdrych przecigzana byza belka. Otrzymang w ten sposdb zaleznosdé
pomi@dzy Ty s @ poziomem obcigZenia r,= £ (P:Prys) przedstawis
ryse 5=5, v

Zebrane informacje dotyczg obciazen doraZnyche NaleZaZoby
wzbogacié je dodatkowo analizg efektéw dxugotrwaiyche W celu osza=-
cowania tych efektdéw przevrowadza sie¢ nastepujace rozumowanleo Dls
poziomu obcigZenia P=30 kN /rys. 5=-6/ ugiecia doraZne sg oznaczone
punktem 4o Stosunek deformacji trwaxych do sprezystych Woeg® Yo

- I

wynosi okoZo 0,12, Pozogtawiajgc obcigZenie na tym samym poziomle
przez diuZszy okres czasu mozna osiggnaé na gkutek peizania

Lo
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TABELA 5=2.

i P kN ires V?_v'es 3res V4res 5res V6res V’{res Vares V9res
7,5(I&yg 0,010 0,035 0,070 0,100 0,400 0,090 0,070 0,035 0,005
10,0 0,020 0,075 0,130 0,160 0,170 0,170 0,130 0,075 0,020
15,0 0,055 0,150 0,240 0,315 0,325 0,305 0,250 0,145 0,045
20,0 0,120 0,280 0,425 0,510 0,540 0,500 0,415 0,245 0,080
25,0 0,145 0,365 0,565 0,685 0,720 0,680 0,565 0,345 0,105

{ 30,0 0,180 0,485 0,770 0,830 0,980 0,930 0,770 0,465 0,140

! 35,0 0,225 0,660 1,095 1,335 1,410 1,335 1,095 0,655 0,195

{ 40,0 10,295 0,930 1,655 2,020 2,110 1,930 1,580 0,915 0,275
4540 10,400 1,290 2,330 2,935 3,055 2,845 2,190 1,255 0,385
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punkt An, a wigc miejsce do ktdrego doszioby sie odciazZajac belke
obcigzona . doraZnie do punktu B’ /P= 4,5 kN/. Punktowi A, odpo-
wiadajg zwigkszone ugi¢cia resztkowe. W tym przypadku stosunek P
Wonp wzroénie i dla przykiadu jak na rysunku 5-~6 bedzie wynosid
okoZo 0,4.

Tak duze deformacje resztkowe moZna objas$nié nie tylko 2a pomo=-
cg resztkowych napreZen wzrojeniu, ktdre przeszkadzajg w zamknieciu
sige rysy, ale réwniez ugniotem betonu w strefie rozciaganej. W pracy
nie zajmowano sie jednak szczegliowo wpiywem czasu na deformacje
resztkowe, ‘

Dotychczas brak jest wzoru, na obliczenie deformacji trwaiyche

Propozycja takiego wzoru zostanie zilustrowana rysunkiem,
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Po odcigzeniu, zarysowanej uprzednio, belki pozostanag w niej
odksztaZcenia 1 naprezenia resztkowe. Rysa nie ulegnie zamkniegciu
a w stali na odcinku miedzy rysami pozostang napre¢zenia uwiezione.
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W rysie natomiast mozna przyjaé, Ze sg one bliskie zeru., Wartosci
naprezen w stali byiy wyznaczone migdzy innymi przez Jankowlaka
[14] /ryse 5=T7/ i Kozkowskiego [18]e Kat rozwarcia sig rysy okred~
lony jest, podobnie jak w przypadku deformacji sprezystych, jako
gtosunek przyrostu diugosci stalli na odcinku miedzy rysami do gie=-
bokosci rysye WydZuzenie stali wyrazone jest za pomocg tzw. Sred-
niego napreZenia resztkowego. Przyjeto zes

ér - II — ér b}
=~ O -0 _ ). e IL . -
ares a d —\1 -\f/a,} a b-l6
Resztkowy kgt rozwarcia rysy wynosi:
- Sr
1
rg= A0 o= =R 1 L el 5=17
o res i by (h—a-x) )
lub wykorzystujgc 5=5 :
1
f "
o= (%) et e
3 P~ "h
M ~ moment, do ktérego belka byZa przecigzona :

Obliczone za pomocg wzoru 5=18 wartosci Ty przyjmuja nastepu-
jace wartoscis

TABELA 5=3

P : | ) : |~
[?EEEsz 0,2 | 0,5, 0,4 0,5 1 0,6 | 0,7
|

{

i

|

|
----—---—------ﬂ-..-- -------- .-

I
0,8

t

--——-hn—---?---- —’— — - J.

; r 107} 3,397 ! 5, 441*7 542 8,64519,551 110372 | 1@943:

‘J ---—---— -—--ﬁ-—--—L—-———-J

W obliczeniach wykorzystano wartosci parametru Wy Wyznaczone=
go z dos$wiadczenia /wzory 5-7 1 5-12/. Zaleznos$é miedzy wynikami
doswiadczalnymi i wyliczonymi teoretycznie przedstawia ryse 5=5.

Wzory na obliczanie wspdizczynnikdw r, 1 rq sg teoretyczno-
doswiadczalne. Wystepujace w nich parametry sg weryfikowane na wy=-
nikach znanych z doswiadczenia. GXdwnym celem tego przedsiewziegcia

jest ustalenie wzordéw, ktdére pozwolixyby w miare dokZadnie okreslidé
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wartosSci deformacji sprezystych i resztkowych w szerszej klasie
konstrukeji belkowyche

W dalszych rozdziazach przedstawione zostang przykiady, w ktérych
wspdtczynniki r, i rqy sa wykorzystane do analizy statycznej 1 dy-
namicznej, statycznie wyznaczalnych i niewyznaczalnych, zarysowa-

nych belek Zelbetowyche



- lezno$é a ustela si¢ na okreslonym poziomie LIS

5.4. Analiza stosunku deformacji trwaiych do sprezystych

Dos$wiadczenia wykazujg, Ze istnieje pewna zaleznosé pomigdzy
déformacjami trwaiymi i sprezystymi. Najzatwiejszymido pomiaru sag
ugiecia. Dla nich wizasnie przeprowadzono, na podstawie badanl Bacha
(3] analize stosunku ugieé trwakych do sprezystych. Jako zmienng nie-
zalezng przyjeto poziom obcigzenia M:me /rys, 5=8/, oraz pomocniczo
rzedng diugosé belki /rys. 5-9, 5=-10/.

Analizujac stosunek ugieé trwiych do sprezystych spowodowanych
zarysowanlem belki jako funkcje poziomu obcigzenia, mozna na pray-
ktadzie przekroju sSrodkowego zaobserwowal, ze stosunek ten wzrasta
do poziomu momentu rysujgcego proporcjonalnie, Po powstaniu rysy zaw=
e wsp§’0,13-+ 0,15,
Prawidtowos$é ta przebiega w przedziale uzytkowym obcigzenia belki
/i s M, < 0,5/. Przy dalszym narastaniu obeigzenia Ao
wystepuje coraz wigksza rozbieznos$é proporcji ugieé trwaxych do spre~
zystych. Cherakiéer zaleznodci polwierdzi sig na caej diugosci bel-
ki /rys. 5=9, 5-10/.

Z braku badan nie Jjest mozliwa taeka analiza wprost dla deformacji
kgtowych, Przeprowadzono jg posrednio, wykorzystujgc wyznaczone wczesw
niej z doswiadczenia, wspézczynniki Ty i . Przeanalizowano stosunek
trwazych do sprezystych deformacji kgtowych w rysie na rdéinych pozio=
mach obcigzenia /tab., 5=4/.

Tabela 5=4

Mg Mo, 0,20 L 0, 30 0,40 0,50 0,60 E

----—u-:523————-&-——!&—-0—-1-—-n- o o G0 f GEe bem 0N pup AR G Bew N0 WOE gune B0 pore e e O B ----nh-~~l‘—~'~-~-"
r s, M 0,173 - g 0,15% 0,131 0,115 0,102

Otrzymane wartosci stosunku deformacji katowych, odbilegajg
wprawdzie od stosunkutgieé/jednak charakter obu zaleznosci jest
podobny /rys. 5=11/. Wigkszg zgodno$¢ mozna bykoby zapewni¢ usdcisla=
jac wartosci parametrow wystepujgecych we wzorach 5=7 1 5-18, a miaw

nowicie odstepu migdzy rysami 1f oraz wspdiczynnika ‘Va._
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Rys. 5=11
5.5. VWyznaczanie sSredniego odstepu miedzy rysani

Schemat powstawania rys w belce pokazuje rys. 5=12. Pierwsza
ryse powstaje w miejscu najwiekszego momentu lub tez najsiabszego
miejsca wynikajacego 2z niejednorodnodci materiazu, wskutek przekrocze-‘
nia w strefie rozciggane]j betonu, jego wytrzymazosci na rozcigganie.
Viskutek zarysowania otoczenie zostaje odcigzone, natomiast na powierzw=
chniach rys znikaja naprezenia prostopadiée i styczne. Poniewaz nadal
mugzg by¢ speinione warunki réwnowagi, rozcigganie przencszone przez

beton przekaze sie teraz na zbrojenie. W pordwnaniu do stanu poprzew
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dzajgcego zarysowanie naprezenia w zbrojeniu wyraZnie zwlgkszajg sieg.
Przyczepnosé zbrojenia do betonu w otoczeniu rysy zostaje ' neruszona.
Prety sg wyciggane, a wydiuzenie uzewngtrznia si¢ w miejscu rysy. Otu=
lajacy zbrojenie beton przeciwstawia sig¢ przesunieciom, W odlegiodci
lf od rysy naprezenla w zbrojeniu i w betonie wspdidziatajg ze sobg
w nienaruszonej fazie I, a naprezenia w betonie mogg osiagngé granice
wytrzymazosci na rozcigganie. Nastgpna rysa moze powstaé w odlegrosci
nie mniejszej niz lf, w zaleznosci od rozkiadu momentdéw na dxiugosci
belki., Jezeli w otoczeniu rysy moment szybko maleje, woéwczas w odle~
gxosci lf moze powstaé moment mniejszy od rysujacego. Oznacza. to, zZe
powstanie plerwsze] rysy nie powoduje natychmiastowego utworzenia sig
nastepnych, a dalsze zarysowanie moze zostal spowodowane dopiero wzro=
stem obcigzenia. Przy zwigkszonym w miejscu zarysowania momencie, wazras
sta napre¢zenie w zbrojeniu i w konsekwencji przedziaz lf, w ktérym
wapddpraca betonu ze zbrojeniem zostaje naruszona, wydtuza sig.
Przyjetym punktem wyjscia do wyznaczania wzoru na odste¢p miedzy
rycami jest okreslenie odlegzos$ci, na kitdrej nastepuje naruszenie
wspdipracy zbrojenia z betonem /rys. 5~13/. Przyrost sity w zbrojeniu
miedzy fazg druga a plerwszg Jjest przenoszony przez siiy wspdidziata=
nia betonu ze zbrojeniem, Wspdidziazanie to okresla si¢ za pomocy na=
prezend stycznych U wystepujgcych na obwodzie pretva. 2 warunku rdwno-
wagi otrzymuje si¢ zaleznosé:

; = T ’ * ' a2
‘AGFa Sr U%f 5=19

w ktdérym
i 1 . .
N Gé— -~ G:, - przyrost naprgzen normalinych w stali
ne odcinku pomledzy rysg a miejscem,w
ktérym przywdécona Jest pekna wspdipra=-

ca betonu i stali /rys. 5=13/

7
F_ = pole powierzchni stali
Tgn = §rednie naprgzenie styczne na odcinku migdzy rysami |
U - obwéd zbrojenia w strefie rozciggane]
lf - rozstaw rys.
Do wyznaczenia naprezenl w zbrojeniu w fazie drugiej poszuzono

sig warunkiem rdéwnowagl w przekroju zarysowanyi.
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i, = moment rysujgcy

%— - bezwymiarowa odlegkosé krawgdzi rozcigganej od Srodka cigzkoscl
zbrojenia rozciaganego

?" - bezwymisrowa wysokos¢ strely sciskanej belonu w II fazie pracy.

W celu wyznaczania 'naprezell normalnych w zbrojeniu w fazie I prayjevo.

liniowy wykres naprezen oraz wykorzystano zaleznosé WiQZch warunki

geometryczne, rownowagl i prawo fizyczne,



I
®a* = n g . 5=21
an /
1y
n = EE;

Jab - moment bezwkadnosci przekroju sprawdzonego ;
gI - bezwymiarowa wysoko$é strefy Sciskane] betonu w I fazie pracy.
Poniewaz wzory 5=20 i 5=21 wyprowadzono przy zazoZeniu hipotezy
ptaskich przekrojow, dlatego postgpowaniem -konsekwentnym bedzie wy-
znaczenie wzglednej wysokosci strefy Sciskanej przekroju z zaleznosci
otrzymanej przy tym samym zafozeniu., Dla przekroju prostokgtnego

wWyraza si¢ ona wzoramii

1 - &)
I 0,5 + n(L&1 E“) e

T+ n{£

Sllz - M +'\/<Hn)24-%un(1 - %—) 5=23
o

n = -
Lb
r

b = szerokosé przekoju
a = odlegxos$é $rodka cieczkodci zbrojenia rozcigganego
0d krawedzi rozciggane]
Uwzgledniajge wzory 5=19, 5=20 1 5=21 otrzymuje si¢ wyrazZenie na
odstep rys: '

i !I o \ 7
- Mr - n Mrkh a Pa -
o= . B - O gt T et .

Do celdw praktycznych wygodnie jest wykorzystaé relacj¢ postulo=-
wana przez Muraszeva,
- dla pretdw okraggiych
bzk = 0,8 =2 1 ‘

R
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@w'= wapbZczynnik doswiadczalny
szk - wytrzymazoséé charskterystyczna betonu na rozcigganie
- dla pretéw zebrowanych '

k=0,6 ¢ 0,8

bz
Tgp
Jezell przyjmie sie
Hbzk = /d1e ot
~§1§T- = 1,4 /dla pretéw okragxych/
$
oraz
J
_ ab
Mr L 1’7 szk h :; g ) a A
AW
Wéwczas rdéwnanie 5-24 przyjmie postad
/
1. = 2,38/ 2ep : _ s )
T e T4 - T a T Sy ) 525
A h™ " T3 A PR /

Bzdania[3 | pokazaXy, ze odstep rys jest wielkosdcig losowa.

Pomimo duzej starannosci w przygoiowaniu probek w warunkach lebora=-
toryjnych mozna stwierdzié duzg nieregularnodé w pojawianiu sig rys.
Bigd wzgledny, przez ktéry rozumiany Jest stosunek biedu pojédynczego
pomiaru do wartosci srednlej doswiadczalnej, lub stosunek rdzaicy,
wyniku teoretycznego i éredniej wartosci dodwiadczalnej do tejze ware-
todci $redniej, przekracza niekiedy przy pomiarach na identyczaych
prébkach 10 procent,

Z tego powodu czesto stosowane jest pojecie Sredniego odastepu migdzy
rysami. Wzory normowe jak i wzdr 5-25 majg na celu wyznaczenie sredm=
niej adlgghscl pomiedzy rysami.

Wabr 5=25 réini sie od wzordw normowych przede wszystkim tym,

ze nie uzaleznia rozstawu rys od poziomu obcigzenia. Zestawlenlie wy=-
nikdéw otrzymanych z obliczend wediug wzordw normowych oraz wediug wzo-
ru 5=25 i pordwnanie ich z wynikami doswiadczalnymi /numeracje¢ prdébek
przygto jak u Bécha [3]/ przedstawia tabela 5-5., Rozstaw liczony wew=

diug normy pokazano dla dwu pozioméw obcigzeniaidla momentu zginajgcegc



Tabela 5 = 5

48

nr odstep miedzy rys. b1ad wzgledny %
probkif dosw.__wg normy |wg wzoru| doswJ__wg normy |wg wzoru
/ cn/ =il W=5l ) w pracy M=l =Dl | W opracy
623 15,1 | 15,0 14;4 | 15,9 6,0%| -0,7|~4,6 +5, 3%
622 16,0 15,0] 14,4 | 15,9 -6,2|=-10,0| -0,6%
014 16,0 ]5,0 14’4 15,9 "6,2 _10,0 '0,6%
621 | 15,8 15,0 14,4 | 15,9 4,6%| -5,11=8,9 | +0,6%
620 15,51 15,01 74,4 |1 15,9 -3,21=T,1 +2,6%
615 | 15,1 15,0[14,4 | 15,9 -0,7]=4,6 | +5,3%
606 1599 1570 14,4 1519 dyB% ‘5:7 ‘914 O %
596 | 16,4 | 15,0/ 14,4 | 15,9 -8,5=12,2{ -3,0%
593 17’3 1510 14;4 15’9 ‘13,3 ‘1616 "dyT%
—————— r—----‘--‘-----—----—-—--‘._‘—---‘-‘—q e el Bttt
569 12,6 15,0| 14,4 15,9 19,0 |+19,0]+14,3 |+26,2%
506 15,01 15,01174,4 1| 15,9 0 -4,0 +6, 0%
565 15,01 15,01 14,4 | 15,9 0 -4,0 +0, 0%
5059 - 9y5 899 0,8 9’3 9:5% -6,3 -Ty4 ’2’1%
063 )074 &,9 6,0 9,3 ‘14,4 "]5,4' "]O,L’)L};
662 110,11 &,9] 8,5| 9,3 -11,9(-12,9 | -7,9%
............................................. B QOIS I
692 9,6 8,9 8,06 9,3 11,06 =T,3|=0,3 -3, 1%
691 8,0 8,9 6,8 9,3 +3,51+2,0 +8,1%
'388 9’5 5’9 U’V 9’3 ‘6,3 "7)4‘ "‘2,];‘;19
700 9;3 079 8,08 913 3)2% '473 -D,4 0 %
099 9,0 819 de 9,.3 ’713 '093 -j)?;‘l)
690 915 byg &,O 9)3 "6y3 "7,4 "2;’}'/’0
708 9,7| 6,9| 6,8 9,3 T 8% | =6,2(=9,3 | =4,1%
702 9,0 6,9 6,086 9,3 ~i,1|=2,2 +3, 3%
——————— el e IE I B R L A e S E i I I N R e B R A S I R I A e o R I
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odpowiadajgcego momentowl rysujgcemu, oraz dla momentu pieciokrotnie
wigckszego.

Analizujgc tabele 5-5 mozna zaobserwowal, ze odstep migdzy ry=-
gami liczony wediug wzordw normowych daje wartosci zanizone o kilka
procent w pordwnaniu z wynikami dodwiadczalnymi, Wyniki otrzymane
wediug wzoru zaproponowanego w pracy majg wprawdzie rdwniez duzy bigd
wzgledny, jednak srednia wartosé bigdu wzglgdnego blizsza Jest warto=
$ci zerowej. "

5.6, Uwagl dotyczgce weryfikacji dos$wiadczalnej wspdiczynnikow

rg ir. \

Istotg rozdziazu 5 jest okreslenie przydatnosci wzordw stosowa=-
nych do obliczenia czesci sprezysie] jak i resztkowe] deformacji belki
zelbetowe]j zarysowanej. Otrzymany wynik zalezy wiadciwie tylko od dwddi
parametréw,kitére sg zmiennymi losowymi. Jeden z tych parametrow okres=
la wspdidziazanie betonu ze zbrojeniem 1 wyraza si¢ Za pomocg WspOd=
czynnika Ya. Weryfikacja dodwiadczalna tego wspdiczynnika przeprowa=
dzona zostata dla 6 belek obcigzonych doradnie,

it

Z powodu braku materiaiu nie wykonano weryfikacji wspéxczynnika 'V a
dla obcigzen dzugotrwaiych,

Drugim parametrem wystepujgcym w tych wzorach Jjest odsiegp migdzy
rysami., Jest to rdéwniez zmienna losowa, Wydawazoby sig¢, ze posiada
ona dosyé istotny wpiyw w obliczeniach. Jednak z badad K. Kiedroi
[29] wynika, Ze ten parametr 1. mozna dosy¢ dowolnie zmieniac losowo
w dos$¢ duszym przedziale nie powodujac wiegkszych zmian w ugigciach,
Wazny natomiast jest obszar, na ktérym rysy te wystepujg. Pozostaie
parametry wystepujace w tych réwnaniach mogg byé przyjmowane tak,
jak sie to prakfpkowano dotychczas dla zginanych elementdw zelbeto-
wych pracujacych w I i II fazie. WspdZczynnik sprezystosci betonu
wystepuje w tych wzorach w pozgczeniu ze wspdiczynnikiem sprezystoscl
zbrojenia i wyraza sie¢ za pomocg proporcji n = E_ 3 Eb’ a nawebt wyste=
puje w pozgczeniu ze wskaZnikiem zbrojenia(u,= S Fb w postacl ilo=
czynu n. Wynik nie jest zbyt czuly na zmiane tego parametru, choé
wptywa w pewnym stopniu na jego.zmiang. Przy obliczaniu spre¢zystych
ugieé¢ belki jednorodnej bez rys istotng role odgrywa wspdiczynnik

sprezygtosei betonu, Jest on tutaj rozumiany zgodnie z normg [45]
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jako wartosé stosunku przyrostu naprezed do przyrostu odksztaXced
w przedziale napregzen 0,10-0,30 Sredniej wytrzymaXosci betonu na
Sciskanie.

Sprawdzenie doswiadczalne tych Wz.oT 6w dotyczy4o zarysowania po=
chodzgcego od zginania, Deformacja belki spowodowana rysami w strefie
przypodporowe]j wymaga osobnych rozwazain,



6.1. Analiza wpiywu wlosci zbrojenia na redystrybucjc momen-—
tow w zarysowanych 2Zelbetowych belkach statycznie nie-
wyznaczalnyech na pruzykiadzie belki dwuprzgsiowe].

Przedmioten analizy jest bezwymiarowy moment podporowy,
bgdaey funkejg obeig4enia. Badania dogwiadczalne [12 ! pokaza-
1y, %e rozmieszczenie zbrojenia na diugosci belki ma istoiny
wplyw na przegrupowanie sit wewng¢trznych w konstrukeji.
Zwracany rowniez uwage na fakt, Ze redystrybucja tych siz
jest mniejsza, gdy zbrojeuie odpowiada rozkiadowi momentow
w jednorodnej konstrukeji sprguystej.

Zapiezentowana w pracy metoda stwarza mozliwoedé dosc
wnikliwej analizy przegrupowainia si¢ wewng¢trznyech, jak rdw-
niez okreslenia wagi wykorzystywanych w obliczeniach paranic=—
trow, gidwnie dzigki werylikacji z eksperyieiitem fﬂgi.

W obliczeniach wystgpujy parametiry q@ i Lf , ktore
majg charakter losowy. Ich wartosci przyjete sg na podsiawie
analilz przeprowadzonycii w rozdziale 5. Przyklad siuzy idéw-
niez do zaprezentowania ciekawszych {ragmentow algoryimu
przedstawionej w pracy uetody wyworzysiujgecej macierz praciaac-
sienia, oraz ma za zadanie zademonstirowal wykorzystanie itej
metody w celu ukierunkowania dalszyeh rozwazaii.

Yrzedstawiony problem nalezy do nieliniowe]j anaiizy be-
lek ciggiych w przedziale usytkovym JAnaliza ta moze w 020100y
ci obejmowaé stan pracy nie przekraczajgey nodnosci granicz-—

nej, jak rowiniez stan pozakryiyeczny. Sztywnosé 1 monent rysu-
jacy zalezgy w znaczaym stopniu od ilosci zbrojenia i dlatego
tez rozmieszczenie jego na diugosei wybrano jako podstawowy
parametr w postawionym zadaniu.

O wymiarach 1 ksztalcie wybranych do przykiadu belexk
zadecydowata mozliwosé pordwnania wynikdéw z doswiadczeniem
oraz wykorzystania, wyznaczonych uprzedinio z innego ekspery=—
mentu, wgpéiczynnikdw Y, L; .

Ilozwazono dwa scheuwaly statyczne belek dwuprzgsiowych
/rys. 6 = 1a,b/. |

-Przedmioten doswiadczenia bylo pomierzenie calkowityCub

(&N

ugi¢é dorainyeh podczas obcigzania, ugigé reszikowych po oco-
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Rys. 6.1
cigZeniu, wyznaczenie reakeji podporowych w procesie
narastanie obcigzenia, oraz okreslenie sily rysujacej, re-

jestracja miejsca, rozstawu i glg¢bokosci rys. Geometria

przekrojow podporowych i przg¢siowych zgodna jest z rysunlciem
6 = 1, Cykle pomiarowe dla belki obcigzanej réownomiernie
przedstawione zostaly na rys. 5 - 6. Dla belki obcigzone]
sitami skupionymi obcigZenie przyrastaio co 5 kKN a nast¢p=—-



-nie takze odcigzano belkg caikowicie.

Analiz¢ przeprowadzono w ten sposdb, ze przyjmowano
zbrojenie odpowiadajgce rozkladowivmomentdw w jednorodne]j
kongstrukeji spr¢izystej nazywane zbrojeniem spr¢zystozgodaym
/stosunek ilodeci zbrojenia na podporze do ilosci zbrojenia
w przg¢éle wynosi 2 ! 1.6 /.

W nastg¢punych belkach zmieniano rozkiad zbiojenia na
podporze i w'pfzeéle. przypadku serii belek przedstawio-
nych na rys. 6 = ia stosunck ilosci zbrojenia podporowego
do prz¢siowego FaDOd s Faprz wynosiit kolejno 2,4 : 1,4
oraz 1,4 : 1,8. W jednym 2z tych przypadkdéw podpora byia prze=-
LbrOJUna, w drugim niedozbrojona., W serii belek na rysunku
6 = 1 b zachowano stalg ilo¢é zbrojenia W przesle

Kp.. 0,02 a zwigkszano lub zmniejszano jego ilosé w prz¢sle.
' programie przygotowanym do wykonywania obliczeil na
maszynach cyirowych, zmiennymi sg dane opisujgce schemat
statyoczny, geometri¢ przekroju betonowego, rozmieszczeiie
~zbrojenia /ten fragment algorytmu opisano szczegdiowie] '
w przykiadzie w rozdziale 6.4 prezentujgcym obliczanie bel-
ki o zmiennym momencie bezwiadnosci/. W bezpodrednim zwigzku
z geometrig przekroju pozostaje wyznaczenie parametrow siuzg-
cych do modelowania sprgizystego 1 reszikowego rozwarcia YYS,
a takze wyliczenie rozstawu pomi¢dzy nimi, W tym celu wykoe
rzystano wzory przedstawione w rozdziale 5 / wzory: 5-6, 5-17,
-25/. Wartosé momentu rysujgcego przyje¢to na podstawie zale=
cell normy [46].

Przyjgto, Zze pojawienie sig¢ pierwszej rysy uwaruinkowa-

ne jest momentem zginajacyim w rozwigzaniu spreaystiyi. '
inaliza teoretyczna przeprowadzona na [EMC obejmowaia:
wyznaczenie momentow belki spregzystej,

wyznaczeinie momeatu rysujgcego,

rozkiad rys na diugosci elementu,

wyznaczenie momentu niszczgeego,

okreélenie mechanizmu zniszczenia,
wyznaczenie momentdéw belki zarysowanej..

Obliczenia wykonywauo na wspdirz¢dnych bezwymiarowych,
jednak ze wzglQddw rachunkowych a takze w celu uiatwienia
$ledzenia wykonywanych operacji fragmenty algorytmu prezento-



‘wane w pracy przeprowadzono na wielkogciach mianowanych.
Ponizej zaprezentowano fragment obliczexl dotyczgcy rozwigza-
nia zadania spre¢zystego belki dwuprzgsiowej o staze] sztyw-
nodci, obecigzonej rdéwnomiernie na calej diugosci sirami
/rys. 6=-1b/. Pokazuje on migdzy innymi sposdb wykorzystania
macierzy przeniesienia do wyznaczenia brzegowych & weziowych
wielkoséci statycznych. '

W przykiadzie rozpatrzono przypadek, gdy oba prz¢sia
sg Obcigzane rownomiernie i w tym przypadku wprowadzono
schemat zast¢pczy jak na rys. 6=2.

Lys. 6.2

Przykiadowo podano obliczenia na poziomie obcigzenia
: . 0,160, ktére w przypadku t ki jest roéwno=-
q Yniszez ,160, |} ¢ w przypadku tej belki jest rown
czesnie obeigzeniem rysujgcym konstrukej¢ w przgsle /qrys =
0,02987 . 10 N/m/.
Ogdélna posta¢ macierzy przeniesienia przed zarysowaniem

jest nastg¢pujgea:

— o
5T N} | "34Gd
|
-1 =12 119
0 = o YO | o8
F= | O 0 1 1 | - q12
|
o _ _90___90____A___l_z-gl__
0 1
0 0 0 | 5




- W macierzy wyst¢pujg wielkodci wymiarowe.

Elementy macierzy przyjmujg postad:

ql 0.,02987 , 10% , 4%

24 E1 = 24 . 83,9 . 10°

= 0,003796 m

q@®  o0,02087 . 10% . 4°

6L 6 . 83,9 . 100

= 0,003796

- 0,5q1° = -0,02087 . 10% . 42 ., 0,5 = - 0,2390 . 10% Nm
- ql =-0,02087 . 10° , 4 = - 0,1195 . 10° N
2
1 e -6 4
- “5ET = - 0,00535 . 10 N
3
1 - -6 m
- -"6‘TET— - - 0,1271 . 10 . N

W stanie poprzedzajgcym zarysowanie rozwigzanie przyjnuje

postaé:
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Opis algorytmu objasnié mozna na schemacie:

H uo u0
I G uk' uk

il - macierz opisujgca warunki brzegowe

I' = macierz przeniesienia éla prz¢sia

G - macierz przeniesienia dla caiej konstrukcji;
u_ ul - wymiérowe wielkosci statyczne | |

- bezwymiarowe wielkosci statyczne.

W pierwszym etapie rozwigzania poszukuje si¢ pareme-
’ " (o 2 IS & =7 "
trow poczgikowych Uy Uwa z nich dane wprost éo =l = 0

L &
T

eiiminuje si¢ z algorytmu, gdy<z w macierzy IO opisywane sg
przez kolumny zerowe. Do wyznaczenia pozosialyeh dwdcih wyko=
rzystuje si¢ zunane warunki brzegowe na koilcu bellki JR =
= 99k = 0., Blementy macierzy G otrzymane w wyniku mnose-
nia F o H sg wspoOiczynnikami ukladu rdéwnaii: ‘

* ~6 m” )
4 gy - 0,4271 . 10 R 0,003796 = 0
1 .?b - 0,00535 . 10-‘T8 + 0,003796 = 0

Z rozwigzania ukiadu réwnai otrzymuje sie

@6 = 0,0004737 ;
; T 6 -
TO = 0,0U4{17U ° 10 N .
Z transioxrmowania wektora {uof zZa pomocg macierzy

przeniesienia T oitrzymuje si¢ wielkosci statyczne na koiicu
A
belki U .
W celu znalezienia bezwymiarowych wielkosci statlycznych

mozna wykorzystaé zaleznosci:



v o
T o o L
0 q14 J Jo q13 )
Tl m*
M = Lo , P ,
(0] 5 0
ql / ql

Wielkogeci statyczne innych, dowolnie wybranych punktdw
wewngtrz przedzialu mozna znaleié, wykorzystujgec rozwigzanie
rownania roéozniczkowego osi o ksztalconej belki i jego pochodne

L6 23 3,2 013 3 4
V(§} =71 ot 3P0 " TJ My = BB To + 2755 y
2.2 8 .3
- Rt Yo - . ql” ¥ :
Vily) = Do o] Mo = 385 To * Bid )
Ji¥ s = mo + 0 - B )
2 m =
T(%) - 1 ' 10 - lldy . ;

Przedstawiony algorytm powtarzany jest wielokrotinie
przy dowolnie przyrastajecym obcigZeniu a2 do momeniu osigg=
nigeia przez najbardziej wytezony przekrdj poziomu obcigie-
nia rysujgcego. 2o zarysowaniu zostajg okresglone, na podsta-
wie wyliczonego uprzednio rozstawu rys, miejsca w ktdrych
spodziewane sg nastepne dyslokacje kgtowe., W realizowanym imo-
delu przyjeto, ze w tych wiasnie miejscach uwzgledniane sg
wszystkie efekty zwigzane z zarysowaniem. LEiekt zarysowania
ingeruje w te wyrazy macierzy przeniesienia,z ktorymi sprzge-
zony jest parametrami poczgtkowymi /por. rozdz.4 wzor 4-8/.
Wpiyw rys obliczany jest oddzielnym algorytmem, a nasig¢pnie
dodawany do odpowiednich elecmenidéw macierzy.

Wyliczone upirzedaio momenty rysujgce w prz¢séle i na
podporze dajg odpowiednio nast¢pujgce wartoscei:

Mfié = 0,0336 . 10° MNm ;
Mggg = 0,0603 . 10° Na.

Przy tak przyjetym schemacie statycznym wynika natomiast,



™ U e

'ze maksymalne wartosci tych moumentdw wynoszg odpowiednio:

l)
MPT2 /v = 0,375/ = 0,0703 q1°

18 =
nax 2
Qpod ;. 5/ o e O ) ole
Mpax / [= 0,978/ = = 9,110 ql
Dla wartosci q = 0,02987 . 109 N/m
\PT2 ;
M = 0,0336 . 10° Nm = uPTZ
rys
SLpod - 1 n6 ¢ \pod
Mygx = 9505257 o 107 N < Mp o .

Z pordéwnania momentdw zginajgcych w prz¢éle i na pod—
porze z analogicznymi momentami rysujgeymi w przekrovjach naj-
bardziej wyt¢zonych mozna stwierdzic¢, ze w tak zalozonym mode=
lu pierwsza rysa powstanie w prz¢sle. Jej wpiyw uwzglgdniony
jest w obliczeniach zgodinie ze wzorem 4 - 8:

6

g = 0,02987 . 10° N/m '

T

i E F hz/ 1 - & -¢3./ 1 -8 0 e/
a a h 2 h 3

o

210 000 . 10° .0,002512.0,42/1-0,1175-04%§§1//1-0,1175-03851

0,005028 . 107% 1

il

ry; vy /i= T4/ = 0,005028 . 107% |, 0,375 . /1-0,375/ -
3 ) s
= 0,001178 ., 107% m
11 Y 1 = 0,005028 . 107° . 0,375 = 0,001886 . 107° [

6

rii./i - 3 1/ M / T/ = - 0,005028 . 10 ~ ., /1-0,375/ .

/ o o}
0,02087 . 10° . 0,375 . 0,5 =

= - 0,0000065 o~

g My/ v/ = - 0,005028 . 1078, 0,02087 . 10°% . 0,375 . 0,5=

- 0,0000105

]
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W miarg¢ wzrostu obceigzenia moment rysujgey zostaje
osiggniety na coraz wigkszym obszarze a coraz wigksza ilosd
rys wprowadzana jesi do algorytuu. |

Obliczone na maszynach cyfrowych wyniki opracowano
w postaci wykresdéw pruzedstawiajgcycn wpiyw wzgl¢dnego przy-
1ostu obcecigzenia na bezwymiarowy momeint podpoxowy /xyse 6=3,
6-4/.

Na wykresach zaprezentowano wyniki najbardziej charakte-
rystycznyech przykiaddw:

- rozimieszeczenie zbrojenia jest dostosowane do rozkiadu o=

mentow w konstrukcji jednorodnej 1
- konstrukcja jest niedozbrojona na podporze 2

- konstrukoja Jjest przezbrojona na podporze 4



Pl & poc
a a
022 {zbrojenie
0.2%

prz

sprezysto —zgodne )

i

015 E L lp ﬁj_ model sprezysto- plastyczny (r 1y ) ; Yo wo PN

1 ) dpora model sprezysto  plastyczny (ro rq) Yq doswiadczalne
0,14 Wiy A | podeora : } B

25m - 25m - e ggrezysty_ (r) Va dodwiadczalne

] — 1 : + -% X x Laleznosc  doSwiadczalna

0.13 pod wri St —o Zaleznos¢ doswiadczalna - bez uwzglednienia defor macji
W e resztkowych

0,121 \//1\\/ = przgsto
0‘11- 10 i

. +—
0,10 : ' , ; ; | - + . { >

00 01 02 0,3 04 05 06 o 07 0,8 09 1.0 M/ My



— A
Pl
0227
1 od rz
0,21 P EP L% 18%
020} (podpora niedozbrojona )
019 1 model sprezysto- plastyczny (ro, 1y ),'Ua wg PN
' model sprezysto- plastyczny (ro) rn) Vo dosw
| N e — model sprezysty (rq) ; Yq dosw
0,13 x— - —-—x Zaleznosc doswiadczalna’

’ o—. —-—o ZdaleznosC doswiadczalna - bez uwzglpdnienia
0171 ) odksztatced  resztkowych ’ !
0167 "\3\

AN
ok e N
o4t Lo ) \\..-\\
0131 ,25m 25m . ledl | A
0121 A" O
0111 T ©e §
010 2

0 01 02 Q3 Q4 05

0,7 0,8 09 ~~_10 M/M,



pod

M pod prz_ )

A Fs Fa ° 2,1... 1,4
Pl ( podpora przezbrojona)
022
Q21 ¢
0,207
019 1
018 | 7

7/
01771
016 71 30
o
0151 € Fq 9L model  sprezysto plastyczny ( 1oy ry) ; ¥, wg PN
P L LP ~ model  sprezysto plastyczny (fo r1) UYq cqdy.

I gEEEE S e — model sprezysty (rq) Vg dodwi

014 . sprezysty  (rq); ¥q
a e 4 . X—-—-—x Zaleznosc  doswiadczalna

0131 * el ¥ CLell ¥ o—..—-—o laleznosc  doswiadczalna - bez uwzglednienia
’ pod o deformacji resztkowych
0. 121 M . przesio

| A . - ﬁ

11

: s
0[10 + + +— F —t + B L } + e B

0 01 02 0,3 Q4 0,5 o€ 0.7 08 0,9 1,0 M/M,



0,180}
01704

ARINRNRRENINREENENL

0,160

A < A
b l v l L
A 1M 4

AP
\_/

0,130 1 <—=

0,140 1
0,130 1

0,1207
0.1107

0,10071
0,0S07

L%

2 2%

02

==

06

0.8



w o {Jig e

liozwigzanie sprg¢zyste wykorzystano jako wielkosé po-
réownawezg do analizy momentéw zginajgecych na podporze.linali-
zowano wpiyw rozmieszczenia zbrojenia na redystrybucjg momen=
téw. Proces ten przedledzono zakiadajge:

- model idealnie spresystego rozwierania s8i¢ 1ysy, wyra=
Zony parametren ry o

- model sprg¢eysto-plastyczunego rozwievania si¢ rysy,
przedstawiony za pomocg parametrow T, i rye

Na podstawie obu tych rozwigzaid analizowano podrednio
wpiyw odksztalcen resztkowych na redystrybucjg momentdw.

W przykiadzie przedstawionym na rys. 6-3 pordwnano wyni-
ki otrzymane analitycznie z danymi doswiadczalnyml, a takze
z rozwigzaniem analitycznym otrzymanym przy przyj¢ciu normoe
wych wartosci wspdéiczynnika V., .

Na podstawie otrzymanych z obliczed wyanlkdw, oraz da=-
nych doswiadczalnych mozna przedstawié naste¢pujgce sposirze-
zenia:

- na redystrybucj¢ momentdw wpiywa w istotny sposéb roz-
mieszczenie pr¢tdéw zbrojeniowych na dlugoééi elemontu;’
redystrybucja jest tym mniejsza im zbrojenie odpowiada
bardziej zbrojeniu spre¢zystozgodnemu,

- model w ktérym efekiy zwigzane z zarysowanlem skupione
sa w miejscu rysy, daje dosé dobrg zgodnodéé Jjesli cliom
dzi o chavakter wykresuj; Jjednak wyniki otrzymane analii-
tyeznie sg kilka a niekiedy nawet kilkanaécie procent
wyzsze od wartosci doéwiadczalnych; przyczyng rozbies=—
nosci moze by¢ nieuwzgl¢daione w obliczeniacii preegrupo=
wanie siik wewnqurznych na wysokosci przekroju, oraz loso=-
wy charakter wspéiczynnika ?;.

- przyjety do obliczei model opisujacy odksztalcenia resztlko="
we daje w przypadku brzeanalizowanxch_priypﬂdkdw doéé dobrg
zgodnosé z doswiadezenienm, h ‘

- odksztatcenia spowodowane deformacjami resztkowymi w rysie
nie'wpkvwajq istotnie , zaréwno w przypadku obliczei, jak
w przypadku doéwiadczenia,'na redystrybucj¢ momentdw zgina=

Jacych.
Na rysunkach 6-3, 6=-4 zaznaczono obcigZenie, prazy kid-



rym nast¢puje zniszczenie na podporze, Metoda pozwala rdéwanieZ
na analize¢ stanéw plastycznych. Flynigcie stali odpowiada lo=-
kalnemu zwi¢kszeniu si¢ wspdlczynnika e Po osigganigciu

w zbrojeniu na podporze granicy plastycznosci nastg¢puje,

w miarg¢ dalszego obcigzania uplastycznienie zbrojenia

w prz¢sle. Szczegodiowa analiza tego zjawiska wykracza poza
zalozony zakres pracy.

Zagadnieniem, ktdéremu niec poswigcano dotychczas wiglk=
szej uwagi jest wyznaczenie obwiedni momentdéw w zarysowanych
belkach Wieloprzqskowych. Momenty zginajgce wyznacza sig
z superpozyéjirdwéch schematdw statycznyeh,w ktérych obcigze~-
nie jest w piexwszym przypadku rdwnomiernie roziozone, w dru=-
gim natomiast przgsia obelgZone sg tak, aby momen ty przyjmo-
waly wartosci ekstremalne.

W przypadku konstrukeji nicjednorodne] wyznaczanie siik
wewn¢trznych na zasadzie superpozycji nie b€dzie poprawne,
Obszaxy zarysowania i kgt rozwarcia rysy zalezg od poziomu
obcigzenia oraz od stosunku obcigzenia staiego "g" do zmien=
nego npu

W pracy wykonano przykiad dla tej samej belki prz¢sio=-
weJ ha poziomie obcigzenia /p + g/ : q, = 0,6. Otrzymane wy-
niki skonfrontowano z rozwigzaniem spr¢zystym /rys.6-5/

Z analizy wynika, Ze mozna sporzgdzilé obwiedni¢ momen=
tow zginajgeych w belce, uwzgl¢dniajge historig¢ obeigzonia.,
Otrzywane rozwigzanie /rys.6-5 d/ pokazuje bardziej nieko-
rzystny przebieg obwiedni w belce 2z rysami w porownaniu z roze
wigzeniem jednorodnym. Podobng analizg¢ mozna przeprowvadzid
takze 1 dla innych wielkoseil statycznych - ugigé, katdw obro-
tu i sizx poprdccznyeh. hozwigzanie wygladatoby analogicznie,
gdyby wielkoscig wymuszajgeg byily deiormacje /np. osiadanie
podpox/.

W analizie tej pomini¢to obecigzenia diugotrwaie, aie
znaczy to jednak, Ze metoda nie pozwala na taky analizg¢. Drak
dostgpu do obszerniejszych dodwiadczeri uniemozliwii jednak
winikliwszg analiz¢ wspoiczynniidw Ty i ry charakteiyzujg=
cych spregszyste 1 trwaie delormacje w rysie. Spostrzezenia poczys
nione w niniesjzej pracy skianiajg do przypuszczex, ze przyrost
deiormacji trwaiych /ro/ bedzie miak wpiyw na wartosci prze-
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mieszeczesi, natomiast maig role bedzie odgrywal przy przegru-
powywaniu momentéw. liozna przypuszczaé, ze takize w przypadku
obgigzeri diugotrwaiych, dominujacg rol¢ przy wyznaczaniu wiel-
kosci statyeznych bedzie posiadal wspdiczynnik Wa. Nalez
jednak oczek%waé, ze stosunek naprezeii srednich do napregzest
w rysie thr : 6511 bedzie si¢ zmienial w miarg¢ uply-
wu czasu. Przyczyn nalezaioby szukaé¢ w wickszym niz przy ob-
cigzeniach dorasnych uwidocznieniu si¢ efektdw reolegicznych,
oraz w naruszaniu si¢ wspdipracy betonu i stali /m.in.wskutek
wycliagania si¢ zbrojenia 2 betonu/ , ktéta wpiywa na ziniang
wartosci napre¢zen G;sr.

Szezegdlowe przeanalizowanie tego zagadnienia byioby istoi-
nym uzupeinieniem tematu dotycrgcego wyznaczania trweiych de-
formacji kgtowych w rysie.

6.2. Analiza belki dwuprzesiowej o zmiennej wysokodci

lozdzial przedstawia analiz¢ belki dwuprzg¢siowe]
o zmiennej wysokosci /rys.6-8 a,b/ i skrzynkowym przekroju
poprzecznym. Wymiary i schemat statyczny prryjeto jak w pra-
cy [50 1. Ze wzglgdu na ksztailt przekroju belk¢ naleZaloby
analizowaé jako cienkosciennag. W ogdlnym przypadku réwnanie
osi odksztaiconej belki o steie]j sztywnosci /rys.6-9/ opi-
sane jest przez uklad réwnail rdézniczkowych.

£ v | :

T T () :

E7, &0 _ G6Y, 26 _ ,

o T oy telsens) 6-1

EJ - sztywnodé gigtna przekroju wzgledem osi vy ;
J,= gidwny wycinkowy moment bezwiadnosci ;
GJ - sztywnosé skr¢tna przekroju ;

¢ - odleglos$é srodka Scinania od $rodka cig¢zkosci

przekroju.
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Pozostale oznaczenia jak na rys. 6-9.

Pierwsze rdéwnanie rdzniczkowe opisuje ugig¢cie preta,
drugie rdéwnanie opisuje skrgcanie. Zmienne zd}b 9(;) B3 roz~-
dzielone. W ogdlnym przypadku mozna zbudowa¢ na podstawie
rozwigzania obu tych rdéwnan macierz przeniesienia dla pretdw
0 przekroju'cienkoéciennym. nozwigzywany przykiad ma jednak
na celu ilustracje analizy belek o amienne]j wysokodci i z te-
g0 powodu uproszczono zadanle., Przyjeto obcigZenie 0siowo=-
symetryczne, nie powodujace skr¢cania. Zagadnienie to mozna
opisaé za pomocg rdéwnania rdzniczliowego ugi¢é osi preta.
Przyktad szczegdlowy ma na celu ilustracje¢ metody.

Hozwigzanie dotyczy wyznaczenia linii wpiywu. Prazypa-
dek ten moze byé zastosowany do belki uprzednio przecigzonej,
w ktdérej rozstaw rys zotsal juz ustalony. Obliczenia mogg byc
wykorzystane w statyce prz¢sia mostowego po obeciazeniu prdébnym.

Stan napre¢zeni i odksztaicexi w konstrukcjach pr¢towych
jest w rzeczywistosci zadaniem przestrzennym zredukowanym do
zadania jednowymiarowego wzglg¢dem przyjetej osi odniesienia,
W belce o statym momencie bezwladnosci wygodunie jest przyjmo-
waé 08 odniesienia zgodnie z osiag obojgtng. W belce o zmien-
nym momencie bezwiadnosci o$ obojetna bedzie linig zakizywio-
ng, do obliczerl natomiast wygodnie jest gdy o8 redukeji jest
linig prosta. W przypadku analizowanego zadania mogioby to
by¢é przediuzenie osi obojetnej odeinka O - A o0 staiej wyso=-
kof¢ci przekroju rys. 6-8a .

Moment bezwladno®ci przekroju nalezy obliczaé wzgledem
ukladu odniesienia, a nie wzgl¢dem osi obojgtnej, kidra jest
wzgledem niego przesunig¢ta. VW niniejszym zadaniu oszacowaino
wplyw na momenty wynikajgcy z rvéznicy polozenia obu tych osi
i rdéznicy momentdéw bezwiadnodci przekrojow.

Wpiyw przyj¢cia poloZenia osi obojg¢tnej na moment bez-
wtadnosci belki przedstawia rysunek 6-10. Analiza ta prze-
prowadzona dla przekroju prostokatnego w zaleznodci od ilosci
zbrojenia un i polozenia srodka ci¢zkosci zbrojenia rozcig-
ganego a/h. PPolozenie osi obojetnej dla fazy 1 i 11 wyzna-
czono jak w klasyczuej tcorii Zelbetu. Wspdlczynnik 71 cia-
rakteryzuje przekrdj prostokatny w fazie I. Wspélczynniki
charakteryzuje moment bezwladnosci belki w fazie II. Wykres
zaznaczony linig przerywaing dotyczy obliczenia momentu bez-
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wtadnodéci wzgledem osi obojgtnej jak dla fazy II. Wspdlczyn-

nik ?;

uwzglednia przesunigcie osi fazy I wzgle¢dem osi

fazy II., Wpiyw redukcji ukiadu odniesienia w analizowane}j

belce na wartosci linii wplywu pokazano na trzech przykla-

dach /rys. 6-11 abo/, w ktérych belk¢ podzielono na cz¢sci,

tworzge w ten sposdb zast¢pcze schematy obliczeniowe.
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Metoda macierzy przeniesienia przystosowana jest do
obliczania belek o wysokosci staiej przedziatami, dlatego
skosy przypodporowe zostaly podzielone na trzy rdwne odcinki
A=B, B=-C, C-D i dla kazdego z nich przyjeto staig sztywnoid
zastepezg. Podzial na odcinki przyje¢to podobnie jak w pracy
Z. Bzymka [50],00 umozliwilo kontrole otrzymanych wynikodw,
Przedzialem czwartym jest odcinek O - A, na ktdrym wysokosé
belki jest staila.

W przykladzie przedstawionym na rysunku 6-1i1a sztywnosé
obliczano dla wszystkich przedzialow wzgle¢dem osi bedace]
przediuzeniem osi oboj¢tnej na odecinku 0 - A. Na rysuunku
6-11 b sztywnosé wyznaczano dla kazdego przekroju przedziaiu
wzgledem jego osl obojgtnej. W trzecim przypadku /rys.6-11 c/
przyjmowano jako lini¢ odniesienia o€ obojg¢tng zarysowanego
przekroju zastg¢pczego.

Dla uprszczenia oblicgzexl przyj¢to stan zarysowania japko
efekt przecigzenia belki dwoma silami skupionymi o wartosgci
P=0,4P /rys.6-12/. Ustalono w ten sposdb ilosé i miejsce

wyst¢powania rys.

P=0,4P

v
. ﬁ

B - S 7/ S 7/

Ilys 0 6=-12

Istotng rzeczg jest speilnienie warunkdw cigglodci po
obu stronach granicy przedzialdw. Sg one speinione dla ugigd
i katdéw obrotu. Jednak w przypadku rdéznej sztywnosdci sgsiadu-
jacych przedzialdw nie jest spelniony warunek rdéwinosci krzy-

wizn i trzecich pochodnych linii ugigcia.



Na granicy przedzialdw zachodzi warunek ciggtosdci momentdw
zginajgcej sity tngcej.

Rozwigzanie otrzymano w ten sposdb, ze przy ustalonym
stanie zarysowania obcigzano belke¢ sitg Jjedostkowg,ustawiajac
ja kolejno w przekrojach co ¥ o= 0,1 1. Algorytm postg¢po-
wania przedstawia schemat. Przyklad dotyczy linii wpiywowe]
momentu na podperze srodkoweje ‘

Otrzymane wyniki reprezentujg polozeanie siiy } = 0,14 1.
o e —
LT E—. v, (0)= 0 0054
ooy N V00
‘ T (0)= 08665
oA v (1)
HA U,AB (O)
AB UM (4)
8C )
D v (0)
FBC J ()
i v (0)
v(i)=0
#CD v, (1) =-00043
M %4)»(20‘535
T {4)= 01335
v(0)=0
. vy, (0)=-0 0019
aY M (0) =0 0335
T (4)=- 0335
FDC’ Umé@)
z¢’ )
FC 3 ]9'{ A} (4)

c.d.




c.d.
P’ v (0
pB'a! v ()
IIAD 17’”0'(0)
1o v(f)=0
Y g MJ) (0006
T4 }'—00335

Mnozgc macierze przeniesienia przesika Flj i macie~
rze ciggioéci Hk we wszystkich przedzialach otrzymuje sig¢

macierz przeniesienia koastrukeji G:

G = MO GBIAY | p0M0

Wiersze tej macierzy odpowiadajgce znanym warunkom brzegowym
na koiicu przedziaiu , w tym przypadku wiersz pierwszy i trzeci,
dostarczajq wspdélezynnikdw do ukiadu réwnar,z ktdrego wyznacza
si¢ niewiadome U@(@?, T(0) . Nieznang reakcj¢ na podporze
wyznacza si¢ z dodatkowego warunku, Ze ugig¢cie na podporze
jest rowne zero. Wartosci przemieszezem i sil na poczgtku
belki twaO) mnozone kolejno przez macierze przemieszczenia
i cigglodeci pozwalajg wyznaczyé poszukiwane wartosci wektordw
ﬂ?qﬂ%hVLHEypadku kolejnych polozer sity P = 1 nalezy wpro-
wadzaé inne rztdne poiozenia sity i algorytm powtarzad.

Przyklady obliczone na maszynach cyfrowych [rys.6-8/
pozwolily oszacowaé rdéznic¢ wynikajaca z uwzglednienia przesu-
nigcia osi redukeji prazy zmiennq wysokosgeci belki, jak rdwniez
- zaobserwowaé wplyw zmiany sztywnosci wskutek zarysowania na
wartosci momentdéw linii wpiywowej w wybranym - w tym przypad-
ku podporowym - przeckroju. fAnaliza wynikdédw przykladu prowadzi
do wniosku, Ze uieznaczne przesunig¢cie osi obojgtnej wynikajag-
ce z konstrukecji elementu, jak rdwniez z zarysowania nie wply-
wa w istotny sposob na wartosci momentu zginajgcego.

Wykonany przykiad mial na celu gidwime ilustracjq¢ metody
wykorzystujgcej macierz przeniesienia. Otrzymanych wynikow
nie nalezy Jjednak uogéln;aé, gdyz otrzymano je dla konkretnego



stanu obcigzenia przy ustalonym stanie zarysowania. Pray
dalszej analizie mozna przesledzié inne stany zarysowania,
uwzgleduiajge przy tym losowosé pojawiania si¢ rys i na pod-
stawie otrzymanych rozwigzaii wyznaczy¢ stany najbardziej nieko=

rzysine.

6.3, Zalgcznik - algorytm do wyznaczania parametrdw geometry-
cznych i wytrzymaltoseiowyech przekroju poprzecznego

W celu wyznaczenia parametrdw geometrycznych i wytrzy-
malosciowych przekroju poprzecznego posiuzono si¢ algorytmem
obliczen przedstawionym przez Z. Bzymka {50}. Pozwala on
obliczyé pola powierzchni, wspdéirzedne érodka cigzkosci, mo-
menty bezwladnosci wzgl¢dem osi obojegtnej oraz wskaZnikow wy-
trzymatogci przekrojoéw poprzecznych belek o ksztalcie wielobo-
ku. Wspéirz¢dne punktédw zalamania konturu przekroju, nazwane
punktami weziowymi, siuzg do opisania ksztaltu przekroju.
Umozliwia to uwzgl¢dnienie wycigé wewngtrz przekroju bez wpro-
wadzania dodatkowych informacji. 08 pdcigtych przyjeta jest
tak, aby przebiegala réwnolegle do osi przekroju.
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W celu obliczenia wielkodci pomocniczych - pole
przekroju [, moment statyczny wzgle¢dem osi X Sx' moment
bezwladnosci IX - przyjeto, Ze przekrdj jest podzielony li-
niami pionowymi na przylegajgce do siebie wieloboki rys.o=1%

2,3,3,2" = f2,3,5,2' - 42,3,3%2"
S2',3',5",2" = 82’3’5"2t - 82’3’5:;2”
Taya,302 = T23,3,2 - 123,32

Nast¢pnie opisano geometri¢ przekroju wzgl¢dem osi

obojetnej:

g o x :
B A /
2 .
IS = Ix - Az . 6-2
Iq
W = S -
si Yy = % )

¥4 = rzedne punktu, w ktdérym obliczony jest wskainik

wytrzymaiosei - i =1, ... , 10.

Jeéli numeracja punktidw wgziowych konturu zewngtrznego

przehiega w kierunku zgodnym z ruchem wskazdwwek zegara,

a obrysu wewng¢trznego w kierunku przeciwnym, woweczas ze wzordw
6-2 otrzymuje si¢ wynik dodatni. Punkt od ktdérego rozpo-
czynamy numeracje¢ jest roéwneczesnie puunktem koiicowym. Luki
konturu nalezy aproksymowaé¢ odcinkami prostymi. Wskazniki
wytrzymatosci mogs by¢é obliczane w punktach w¢zlowych,

w ¢rodkach cig¢szkodci pojedyneczego pr¢ta zbrojenia, bgdZi tez

w $rodkach cigzkoscel grup pretdw. W przypadku koniecznosci
policzenia wskasnika wytrzymalodci w inuym miejscu mozna prry-
jaé drodek ciezkodci w dowolnym micjscu, prryjmujgc w tym
punkcie zbrojenie o bardzo matej powierzchni, rdéznej jednak

od zera, Przy obliczaniu wskadnikdéw wytrzymalodeci, ktdre maja
zostadé wykorzystane do wyznaczania napre¢zexi w przekrojach bel-
ki, istotng rol¢ odgrywa kolejnosé wystg¢powania tychze wskai-



Zznikdéw w danych. Pierwszy powinien zostaé podany wskaénik
stuzgey Go wyznaczenia gdrnego napr¢zenia brzegowego, drugi -
do wyliczenia dowolnego naprg¢zenia brzegowego. Inne wskazni-
ki wytrzymalosci mogg by¢é wprowadzane w dowolnym porzadku.

Pewnym ograniczeniem w stosowalnosci programu jest
liczba ksztaltdédw przckroju poprzecznego do 60; kazdy z punktow
przekrojéw moze posiadaé co najwyzej 99 narozy i 31 punktdw
opisujgeych €rodki cig¢zkos$ci zbrojenia; mozliwy jest takze
wydruk nie wigecej niz dziesigciu wskaZnikdw wytrzymakodci dla
kazdego przekroju. Dla wigkszosci praktyczaych przypadkow
liczby te nie stanowig jednak istotnego ograniczenia.



7. MACIENZ PRZENIZSIGNIA V_OBLICZANIACH DRGAN BELKI

7.1, Belka bez rys

Celem rvozdziaiu jest rozszerzenie zastosowania macie=
rzy przeniesienia na zagadnienia dynamiczne belek Zelbetowych,
ulegajgacych zarysowaniu,

W zadaniu rozpatrywane sg drgania ustalone wokdk osi
ugietej pod obcigzeniem statycznym. Amplituda drgaii jest
znacznie mniejsza ni# przemieszczenie statyczue.

PA
| "
./'/
//:/
e
i
| ayaun
s
p I’ | ‘:
(| !
l' I
L1 i T—
Ve v
ys.7=1

Zatozenia ogdlne 1 tok post¢powania przy formuiowaniu
macierzy przeniesienia sg podobne, jak w zadaniu statycznyii.
Iiéwnanie ruchu przedstawione jest nastgpujgco:

7% 0o+ K= P°

Uctzﬁ(g)"fi'(;',f) - caxizkowite ugig¢cie prgta
1f%§) - statyczna cz¢sé ugig¢cia prgta

V{;f) - dynamiczna czgsé ugigeia prgta



o Gy

c 5

gdzie P(ﬂt) - gita wymuszajgca drgania |,

‘Poniewaz drgania sg ustalone wokdl polozenia rdwnowagi,
zaleznosé¢ 7 - 1 mozna rozdzielié na dwa rdéwnania., Pierwsze
z nich, opisujace przemieszczenia statyczne, wyraza si¢ wzo-
rem 3 - 1. Jego rozwigzanie zostato omdéwione obszerniej
w poprzeduich rozdziatach. ldwnanie rdézniczlkowe osi odksztaico~
nej drgajgcej belki ma natomiast postad:

M'ﬁ'(g,t)*&}'(.‘f;,'é)“*KU(§,f} » P(fﬂ‘) . 7 -2

W przypadku wyznaczania nietlumionych drgaxi gi¢tnych, swo-
bodnych belki cigglej, wspdlczynniki tego rdwnania przyjmg

wartosci:

Mmm = gegstosé belki na jednostke diugosci

C =0 ; T -3
2 2 4
: 49 EJ_ 9 : ET J
(= =yom.—=5— > lub dla BEJ = const K = -=5 - :
Réwnanie przyjmuje woéwczas postad:
. EJ
- = -
m o Uy =0 7 - 4

Lkéwnanie drgan gig¢tnych dla dowolnie wybranego odcinka przyj-

mie postad:

(91

e EJ €
+ . = T -
inuv " zr,m} 0.

Zapis ten wyraza symbolicznie rdwnanie drgaii dla pojedynczego
elementu "e".

W przypadku drgai ustalonych mozna przyja¢, ze rozwig-
zanie jest w postaci iloczynu i zalozenie to umozliwia rozdzie-
lenie zmiennych w réwnaniu rdzniczkowym,



e Uy ™

ve(5t)=T(t)V(3) 7 - 6

Przy drganiach harmoniczaych
T(¢)= e'* | T -7

W - czgstoéd kolowa drgan harmonicznych belki, ktdéra
bg¢dzie obliczona ponizej.

kéwnanie 7 - 5 mozna wlwczas przedstawiéd:

e 7 -8
£ : z -
l{ Vg~ M =0 /
lub
e , 7 -9
\{.}m i k‘ V=0 /
gdzie: ) i
o wirl | 7 - 9a

Catke ogbélnag rdéwanania rdzniczkowego ma postad

10

-3
|

Ve(§)=AC05k§+BSiﬂk§'chh k}""DShkf ,e .

Na podstawie tego rozwigzania mozna zbudowaé¢ funkecj¢, kidra
réwniez bedzie rozwigzaniem rdéwnania rdézniczkowego 7 - 9 ,
Llozwigzanie mozna otrzymaé metodg przemieszczeil, metodg sil
lub metodg mieszang. W zadaniu statycznym przedstawiono caike
réwnania rézniczkowego wyrazong za pomocg parametriw poczgtko=-
‘wych. Teraz pokazano rozwigzanie metodg przemieszczeii. Staile
réwnanie 7 - 10 sy wowcezas kinematycznymi warunkami brzego-

wymis

V)= 62, (k) 9. Z: () + § Z, (k) 9,2, (ks) 5 7 - 1

gdzie:



- 00

Rozwigzanie rdéwnania amplitud wraz z pochodnymi mozna

przedstawié¢ macierzowo:

U = (2 I{6)°

gdzie |

ztls) 2y 2y 2%k
ozl mk ) )
' -E'JZ,lﬁ(k}) ~EJZ§F(1<§,) sz;f(k 5 725 (k)

;Eu,m(/;) 922 ig) -Enzd k) ez ,~f;("f)'
gdzie:
2y = slty) + ST iy
U™ =-KT
z8(ks) = Z 1(ks) + ﬁ”(“f)
23(ky) = = — ()
24(ky) = - == k)

Wi ={v

(8}

= 1{

6 .
L.

ifq[ )

U==KT

~

0.
J

Y;-(';*)) M) ;T )

;e )

Macierz ksztaitu mozna przedstawié¢ w formie:

+

+

+

7 - 12

7T - 413a




| ! 2 ,

z,if (k) = k[ ®(k) ;(2‘_‘12;1 T(ks) :?;:lsjg ullg)]
- - 2 7

22 (k) = k5= sly) v T wly) o« SEhu(ly)]

zho(ky) = B - K k() - —Lo sflg) -

natomiast |

K(g) = 0,5(shk; - sink) K = K(k)
U(k) =0,5(chlk - cos k) u=u0lk 7- 130
T (k) = 0,5(shk + sinkj) - T = T(k)
S (ky) = 0,5 (ch ks + cos ki) s = S(k)
Funkeje Kryrowa K(iy) , U(g) ,  T(kg) o 8 (k5) 8q
stabelaryzowane i posiadajg ponadto nast¢pujace wiasnosci:
K (0) = v (0)= 7(0)=0 :
S (O) o 1 ; 7 - 130
. 2 .3 N e [
K,m}( ky) = U (k3)= & 'I‘/ﬂ,_( ky) = 0s; (ky)= KN (k)

Macierz przeniesiona w zadaniu statycznym /p.3.1.2./
pozwalala wyznacryé deformacje i sily na kosicu przedziaiu za
pomocg parametrow poczgitkowych, tutaj natomiast wielkodci sta-
tyczne w dowolnym punkcie przedziaiu 8§ wyrazone za pomocg
deformacji na jej koilcach. Azeby utrzymad jednolitg foxmg
rozwigzania nalezy wyznaczy¢ deformacje i silty uogdlnione na
koiicach przedziaiu i znaleié¢ wzajemng relacj¢ mig¢dzy nimi:

ol -[zoléF .

(vl =[z(){ef . 7 - 10



Wyznaczajgc ze wzoru 7 - l4a wektor {S} i podsta-
wiajge do rownania 7 - 14b otrzymuje sig:

{‘s}“=[z<oﬂ”{wo/‘f" | :
F=[z][z(0)] {U ) / 7 - 15

Macierz przeniesienia wyrazZa si¢ iloczynem

[F1=[2 h)]rj(z':: L. 7 - 16
ST SR

= | 5V S 42T ¢ AT
u(%)u vf/Lv 5 ET | '
T -y % s |

gdzie
I 05 SO I SO
= % . P T

BJ, 1 - sztywnosé i dlugosé pordwnawcza.

Macierz cigglodéci sformulowana jest tak, jak w zadaniu siatlycz=-
nym uzupeiniona o przypadki, w ktdrych wystepujag cziony bezwiad-
noéciowe [rys. 7 - 2/
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Dalszym tokiem postg¢powania przy wyznaczaniu funkcji wlasnych
Jjest zbudowanie macierzy przeniesienia dla konstrukecji i wyz-
naczenie cz¢stosci drgail wiasnych W .

W uktadzie réwnain

)" = [e] [Wio)?

wykorzystujemy dwa zerowe warunki na poczgtku ukiadu, reduku—
jac w ten sposéb liczbg¢ niewiadomych do dwdéch. Pozostale dwie
niewiadome wyznaczamy wykorzystujac waruinki brzegowe na koiicu
ukladu. Prawe strony tych réwnar sg réwne zeru. W przypadku
belki swobodnie podpartej uklad rdéwnaii przyjmie postac:

=3
1l
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g . + ., .

i2 ?o ©1i4 o _ 7 - 20
o o . =

832 - Yo * &y " T 0

gij - wyraz macierzy G polozony w wierszu "i" oraz koluii=-
nie nj".
Niezerowe rozwigzanie ukiadu jednorodnego rdwnaii istnie-
je wtedy, gdy wyzinaczinik wspélczynnikdéw jest rdwny zeru

&12 814

(k) (k) |
; 7 - 24

det ; k) (

| 832" 834\
W wyznaczniku tym wyst¢puje nieznany parametr Kk .

Wartosei tego parametru,dla ktdrego speinione jest rdwnanic

7 - 21 nazywane sg wartosciami wiasnymi, Rdwnanie to jest rdw-

naniem przestepnym i posiada wiele pierwiastkdéw. Na ich podsta-



wie wozna wyznaczyé , ze wzoru 7 - 9a czgstosci wiasne QJn
oraz funkcje wiasne /7 ~ 11/,

W zadaniach dynamicznych okreslenie czgstosci drgail
wiasnych belki ma znaczenie praktyczne. Jest to jednak odpo-
wiedZ posrednia do okredlenia drgas wymuszonych,mi¢dzy innymi
do‘bceny takiego zjawiska, jak rezonans drgai. Zachodzi on
wowezas, gdy czgstosé sily wymuszajgcej jest réwna czestodcei
drgaii wiasnych.

llozwigzanie zadania przy drganiach wymuszonych sprowa-
dza sie¢ do zsumowania cailki ogélnej rdwnania 7 - 5 oraz caiki
szczegblnej pochodzacej od sily wymuszajacej /rys. 7 = 3/.

§

| P(pt)

e S [

hyse 7T = 3

State calki szczegdlnej

V, (5)- [t cos k(z-n)+ Q-""’/‘(i'f)*c ch ”f'?)' 7 - 22
"’ﬂ sh k(ﬁ?)] 11(5?) ]

zostang okreslone z warunkdw poczgitkowych funkeji
w miejscu przyiozenia sizy

v, (3=9;t)= 0 ) Y. (3=9;t):0
, (57;t) / ,;;(5 7 ) / . o

76.;(§=7;f)= o 1&,,;};7; t)=-L- P mt) )
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‘Jezeli przyjmie si¢, ze wymuszenie jest harmoniczne |

7T - 24

/ \
P ‘\ Doy b, = P,osin pi ;

wowezas drgania wymuszone ustalajg si¢ na poziomie czg¢stosci

wymuszajgcej .

Ui‘s’/ Lz‘ = ( = s : 7 - 25

\/ ¥ n s V :
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7 - 26
\/ = - \/ / vy o
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7 réwnania 7 - 22 i warunkdw 7 - 26 wynika
! - / (.‘i. ;").' 2 A
Lo = 0 : - 4 v_,‘k = 0 T - 27
ey ) R )
(R e k= o0 : (-B+I = -To
EJ
Otrzymane staie
(~~' o
g = ) = 0
. : 1 v 3
Y & T = -gz- -‘:— PO . : 7 - 27a
Réwnanie 7 - 22 przyjmuje postaé
. P iy \ a1,
A" (: ] m e | e I’Sln "(/“-'"'", - sh k(z-o'fhf;-y 7T - 28
2 \ ) / oL ] V‘:' J L \ ( / ) / \ 1/‘ '
lub wykorzystujge oznaczenia 7-13C
\ n / {3 v 3 ! . A . .
Pl o O | ki . [l INombo -2 -
Valil = == sV {kDrlmizg). 7 - 28a

Podobnie mozna otrzymaé caike¢ szczegdlng przy drganiach

wymuszonych monientem M(t} = Mosin pt
W} 4 > v 2 4 N .
\_] _ i in { - / £ ‘1 o } -
voly) = =2 (== Ul kizy) a5y 7 - 28D

o~ \ {
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Caike¢ ogdlng réwnania 7T - 5 drgai wymuszonych harmoniczng
siig Po-sin pt 1 momentem Mo-sin pt przyitozonymi w punkcie

n mozna przedstawid
y

v(3) = s (kz)v(o]+ we— T (kg)-v;?(o)- _i__(é_)?- U (kg)om 0)-
SHE) v (sg)r(0) + 2] v(igog)) n (gep)

M i/ 2
o ) (ki) ntyp) -
Obliczenie kolejnych pochodnych i wyznaczenie ich wartosci
dla = 1 pozwala przedstawié¢ macierz przeniesienia w postaci
uwzgledniajace]j obclgZeniec zewn¢trzne /7 - 30/.

Tak otrzymang maéierz przeniesienia prz¢sia mozina wyko-
rzystaé do wyznaczenié wielkogci statycznych dowolnie wybrane-

go przekroju "i" be¢dgcego punkiem podziazu
i ~ L . i'l," r '}i“ - 04 ) 0
{r()} =[F17 [HI™ L FT7 [V (o)}

Do wyznaczenia wielkosci statycznych wewngtirz przedziaiu moz-
na wykorzysta¢ wzdr 7 - 29 i jego pochodne. hozwinzanie tego
zadania moze by¢ pomocne przy projektowaniu konstrukeji jedno-
wymiarowych obcigZonych wymuszajgcg silg harmoniczng.
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- Te2,., Belka z rysami

W rozdziale tym zaproponowano metod¢ wyznaczania cz¢s=-
tosci drgan wiasnych belek zarysowanych, dla takich standéw
ustalonych, w ktérych ilo$é rys na okreélonym poziomie obciag-
zenia jest stala., Defekt zarysowania wprowadzono do réwnania

ruchu nastgpujgco:

EJ o & |
v mir = 2 =] ) (R

m - gestosé materiaiu belki na jednostke diugosci ;

n - ilosé rys .

Poniewaz drgania odbywajg si¢ wokdxr polozenia
réwnowagi /rys. 7-1/ i ugigcia statyczne sa rozpatrywane od-
dzielnie, dlatego deformacje resztkowe, opisywane wspdiczyn-
nikiem 7; powodujqg ugi¢cia statyczne i sq wprowadzane w ca-
tosci do statycznej czg¢gsci zadania.

Wspdéiezynnik opisujacy spr¢zyste rozwieranie si¢ rysy
T4 zostal przyjety przez analogi¢ do statycznych obcigzen
wielokrotnycih. Zachowanie si¢ rysy w belce jest tutaj trakto-
wane tak, jak przy wielokrotnym obcigzeniu statycznym.

dédwnanie 7 - 20 rozwigzuje si¢ metodg rozdzielenia

zmiennych :

v(gt) =v(g) () . 7 - 21
Po podstawieniu do rdéwnania 7 - 20 i rozdzieleniu
zmiennych otrzymuje sie dwa rdwnania

14 4/ O )
\//;f;f(ﬁ)““z?f V(§)‘Z‘.:1ZVK(§) 0,;-5(5-3;) / 7 - 22

hozwigzanie rdownania czasowego 7T = 23 otrzymuje sig

w postaci:

iwl 7 - 24



- Catki rdéwnania 7 - 22 nazywajg si¢ fuukcjami wiasnyumi.
Ich postaé jest naste¢pujgca:

Vi) = Zes(p) Lo ey - y) e me k(- )]
h (g - j i) + % (Ch kf + cos k§>W’(O) + E%_ .

sh(kj + sin kg)w}(o) - 12v (ch kf - Cco0s kg).

2k™EJ

.M (0) - ZK‘%EJ (sh kg - sin k})-'r(o)/' 7 - 25

lub wykorzystujgec wzory 7 - 13c:
7T - 26

Vo= L M (\51) . TLK(}- 31>Jh(3 = 31)1»
+S(kf)'v(o)*%T<‘§)V1;(°)';12'5 u(Kg).
. M( K<k§) r(0) .

kozwigzanie to rdézni si¢ zatem od rozwigzania belki bez rys
/por. wzor T = 16/.

Nieznang wartoscé Ll(ji) oblicza si¢ ze wzoru rekuren-

vM(}i)z K i j M(I) LE(S L))] T - 27

i

+ S(k-}i) Mo)+ =1 (k }) T (0

Wz6r ten mozna przedstawié w innej postaci, w zaleznosci

- K25g . U(k]i)v(o) - kiJ- K(k ‘5 1) ’f
)

tylko od parametréw poczgtkowych

M }i) = -£3-4(y;) V(0)- B(}'i)v (o) + f 7 - 28
. C(}i) u(0) + “(}1) T (0)
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gdzie:

. -1
Af3s)= & U(l{}l) + l{'égi ry - A<}J) th(y-h)]
B(y;)= kK (k‘)i) + k ;:1 i B (33) K[}(}L-IJH7 o

= gr(eydee Zono(y)xlGey)

Macierz przeniesienia dla belki zarysowanej jest superpo-
zycjg macierzy dla konstrukeji jednorodnej i wpiywv rys |

{tﬁidw=§ﬁi!+ fﬂgfﬁhﬁ} = | ¢ | {0703 ) 7 - 3@

Macierz C wyraza si¢ we wspéirz¢dnych bezwymiarowych
wzorem T7-28 .

Kryteria podziaiu koanstrukeji przyje¢to tak samo jak
w zadaniu statycznym. ZaloZenie, Ze rysy nie wyst¢pujg dokiad-
nie na granicy przedziaidw, na ktdre zostata podzielona belka;
pozwala wykorzystaé macierze cigglosci wyznaczone dla Konstruk-
cji jednorodnej /rozdz.7.17.

Budowanie macierzy przeniesienia dla konstrukeji Jjest
identyczne jak w zadauiu statycznym /por.xozdz.4/ ;

()" =reanpudten L faft? (o (U0}

ot | =

Wyznaczanie wartodci wiasnych k omdwiono dla belki jednorod=-
nej. Podobnie jak w belce bez rys rozwigzuje si¢ zadanie

drgain wymuszonych.,
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(7-34)
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7T.3. Przykiady

7.3.1. Wyznaczenie czgstosci dfgaﬁ wiasnych belki swobodnie
podparte]
Do obliczexli wybrano belk¢ o parametrach jak w dodwiadcze=-
niu C. Bacha [3:]/rys.7 - 4/, Pozwolito to wykorzystaé w obli-
czeniach wyznaczong dodwiadczalnie wartosé wspolezyunika cha-

rakteryzujgcego sprgzyste rozwarcie rysy ri.

; M «
| | =1
[ . | G QJ
N)

) L ’ mgl] 2640

4 A
'géQ_*__Zﬂ_*_.ZL{
“-ys . 7 - 4

Przyjeto nast¢pujgce dané belki '

1 =4m )
q__ _ _60 000 ,
o = Tos 000 = Y57
EJ = 80,10 MNm®
) 60000 _ . a0o k&
§ = §~ - 9,81 7 6 000.

W przykiadzie uwzgle¢dniono mas¢ obcigzenia uzytkowego, ale
nie uwzgl¢dniono wplywu ohcigzenia na sztywnosé belki.
W przypadku belki swobodaie podpartej warunki brzegowe

8g nastgpujgce .,
v(0)=v(1) = Mm(0)= M(1)=0

Do rozwigzauia przyjeto podzial belki na dwa rdéwne



q: q, = 0,57 co po=-
zwolilo otrzymaé taki rozklad rys jak w pracy K.komandw [22]/
16 rys odlegiych od siebie 0 17 cm 1 rozmieszczonych symetrycz=
nie. Przy tak przyjetym poziomie obeigzenia odczytano z wykresu

5 - 12a

przedziaty. Przyjg¢to poziom obcigzenia

A ’ s . »
wartosgc wspoiczynnika %1= 0,78 i wyliczono ze wzoru
ry = 0,331.
Na podstawie tych danych mozna wyznaczy¢ macierze przc-

niesienia dla obu prz¢sek /wzér 17-31/1 wyliczyé macierz prze-

wartoéé wspdiczynnika

niesienia konstrukecji G

(6] =r% 155 [ul [¥]

W rdéwnaniu tym wystepuje jednak nieznany parametr Kk -
warto$é wiasna - ktdry naleisy dobraé¢ tak aby speinié warunek
7 - 21, czyli nalezy rozwigzaé rdéwnanie przest¢pne. liozwigza=
nie otrzymuje si¢ metodg prdéb. Poczgtkowg wartosé parametru
k przyjeto jak dla analogicznej belki swobodnie podpartej
niezarysowanej. Najnizsza wartosé¢ wiasna dla takiej belki wyno-
si .
= 71,26 H=

k =97 W

1

Ponizej przedstawiono algoryim post¢powania dla pierwszego
przyblizenia. W algorytmie mnozenia macierzy uwzgl¢dniono, zZe
macierz ciggiodci I - jest macierza Jjednostkowg.

Wzory rekurencyjne obliczono na maszynach cyfirowych 1 zsumowano

z elementami macicrzy dla rozwigzania jednorodnego:

N T
aij = ajy o+ ajy ;
agj - wartosé¢ dla rozwiazania jednorodnego
ar - wpiyw rys °*
i piyw rys
1,839+0,103 = 1,942 5,296+0,022 = 5,318
5,296+0,014 = 5,310 62,135+0,293 =62,42
18,141+0,573 =18,714 1,839+0,103 = 1,942
62,135+0,046 =62,181 18,141+0,573 =18,714
0,1865+0,052 =0,1917 0,6386+0,010 = 0,6986
0,6386+0,017 =0,6403 5,296 +0,009 = 5,305
1,839 +0,032 =1,871 0,1865+0,052 = 0,1917
5,296 +0,007 =5,303 1,839 +0,032 = 1,871



fF]1k=

0 0
1 0
0 0
0 1
x | 1,942 — - 0,1917 1,942 | - 0,1917
X 5,310 x - 0,6403 5,310 | - 0,6403
x | 18,714 x 1,871 18,714 1,871
x | 62,181 x 5,303 62,181 5,303
5,318 | 1,942 | - 0,6986] 0,1917 45,633 | - 4,587
X X X X X X
62,428 | 18,714 5,305 | 1,871 436,225 43,798
X X X X X X

Azeby uklad réwnan /por. 7 - 20/:
Jir $o * 912 =0
321 o * Jo2T =0

miail niezerowe rozwigzanlia ze wzgledu na ?% i To musi

zostaé speiniony warunek:

det [aij} = 0 i,j = 1,2
45,633 - 4,587 |
|- 436,225 43,798 | = — 23299 £ 0O,

Poniewaz wyzunacznik nie jest rowny zeru, nalezy przeprowadzié
ponowne obliczenie dla innych wartog€ci k . Otrzymano nast¢pu-
jace wyniki:

k = 2,50 ' det a 0,325

i

ij
k= 2,60 det a.,

i

i3 -0,261

Na podstawie interpolacji liniowej otrzymano wartosci k ,

dla ktdérej wyznaczunik rdéwna si¢ zeru



“w QUL e

k, = 2,508 2,50 = W, = 45,50 Hz

Ikédwnanie posiada nieskoiiczenie wiele pierwiastkow k . Dla ce-
16w praktycznych najistotuniejsze sg poczgtkowe wartosci wiasne.
Podobnie otrzymano:

k, = 5,13 => W, = 190,04 Hz

Dla pordéwnania przytoczono réwniez wartosci wiasne oraz czg¢s—
tosci drgan tej same]j belki otrzymane niezaleZng metodg przez
K. Lomanéw w pracy [22 ] oraz wartoéci wiasne i cz¢stosci drgaii
belki niezarysowanej:

kfys = 2,55 ; w, ™% = 47,03 Hz

k9 o qp ;0 W9 o 71,26 He

kgys = 5,20 : &%rys = 195,25 Hz
d jdn

kI - 297 : L, 397 = 285,31 iz

Wyliczonym wartosciom wilasnym odpowiadaja funkcje wlasne.
Dwie pierwsze formy drgail zarysowanej belki swobodnie podpartej
przedstawiono na rysunku 7 - 5 a. Pierwszg pochodng funkeji
wiasnej pokazano na rys. 7 - 5 d. Nastg¢pnie pordwnano pierwszg
znormalizowang funkcje¢ wiasng z funkcjg sianf (rys. T - Sb),
a drugg 2z funkecjg sin £Wf (rys. T =506/

Lz¢dne wykresdw przedstawiono w tabelach 7 -1, 7 - 2,

Tabela 7 - 1

3 0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0
%(g) 0 | 0,5787 | 0,9504 0,9504| 0,5787 0
sin T 0 | 0,5887 | 0,9514Q 0,9510, 0,5887 0

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0
V. (%) 0 { 0,9257 | 0,6094} -0,6094| -0,9257 | .0
sin 2775 o | 0,9510 | 0,5877 -0,5877| -0,9510 0
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Tabela 7 - 2

- 10d =

Miejsce rysy Pochodne pierwszej Skok w miejscu
Si ’ formy drgaﬁ' - rysy
vi (39) v (5i) | Ivi (1) - vi(sol
0,1812 0,9286 0,8837 0,0449
0,2237 0,8477 0,7942 0,0535
0,2662 0,7519 0,6904 0,0615
0,3087 0,6429 0,5743 0,0684
0,3512 0,5220 0,4480 0,0740
0,3937 0,3920 0,3136 0,0784
0,4362 0,2550 0,1736 0,0814
0,4787 0,1134 0,0305 0,0829
00,5212 , - 00,0302 - 0,1131 00,0829
0,5637 - 10,1738 - 0,2547 0,0814
0,6062 - 00,3133 - 0,3917 0,0784
0,6487 - 0,4477 - 0,5218 0,0741
0,6912 - 0,5741 - 0,6425 0,0684
0,7337 - 0,6902 . - 0,7517 0,0615
0,7762 - 0,7940 - 0,8475 0,0535
0,8184 - 0,8836 - 0,9282 0,0446

T.3.2. Wyznaczenie

wejl

cz¢stodéei drgasn wiasnych belki dwuprzgsio-

Przykiad wykonano na belce o0 parametrach jak w rozdzia-
le 7.3.1. obcigzone]j takze do poziomu gq 3 q, = 0,6 (qn - 0b=
cigzenie niszczgce przqslo) 0 schemacie statycznym jak na rys.
7 - 6. Przyjeto sprozystozgodne zbrojenie na podporze. Przyje—
to 11 rys w kazdym przesle, rozmieszczonych symetrycznie wzglg-
dem miejsca wyst¢powania najwickszego momentu prz¢sitowego

w rozstawie co 17 cm. Lysy powstale wskutek ujemnych momentdw
zginajacych przyje¢to nad teoretycznym punktem podparcia oxraz po
trzy rysy po obu jego stronach co 31 cm. Wartoséci wiasne otrzy-
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mane z rozwiazania belki jednoprzg¢skowe] przyjeto jako pierwsze

przyblizenie.

L=4m

7 -6

Lys.

S S S
o= PN
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W jednorodnym ukiadzie rownai, ktdrego wyznacznik wspdi-
czynnikdéw jest przyrdwnywany do zera, wystgqpit dodatkowy waru-
nek zerowego ugig¢cia na podporze posredniej 1 nadliczbowa nie=-
wiadoma - reakcja podporowa.

&12 814 %6]
det €32 834 €36 ; =0 .
g2 54 o

Wartosci wiasne obliczone na maszynach cyfrowych metodg

préb przyjmg wartosci:

b
k 2,30 | 2,40 2,50 2,60{ 3,10 3,20! 3,300 3,40
3
det | 2,621 | 1,453{-0,012|~1,448 }-1,431 |-0,197 |1,078 |2,375
k 5,00 | 5,10 5,20 5,30 5,70 5,80 | 5,90 | 6,00
det | 2,181 | 0,754|-0,547 |-1,805 {-2,003 | -0,404 | 1,053 (2,731

Na podstawie interpolacji linioweJ otrzymano nasig¢pujace

wartosci witasne !

ki¥® = 2,499
kY% = 3,215
kgys = 5,074
kzys = 5,828
Odpowiadajgce im wartoéci wiasne belki jednorodnej wyno-
szg natomiast:
I = 3,142
k9P = 3,927
k19 = 6,284
k98 = 7,069

4
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Okreglenie cz¢stosci drgailt wiasnych belki ma przy pro-
jektowaniu znaczenie praktyczne. Pozwala ona bowiem okreslié
drgania wymuszone a takze w przypadku gdy cz¢stosé sily wymu=-
szajgcej réwna jest czegstosci drgan wiasnych, z}awisko rezonansu.

7 przedstawionych przykladéw widaé, ze zarysowanie powo-
duje znaczne zmniejszenie si¢ cz¢stodci drgax wiasnych,

a zwigkszenie sig¢ ilosci rys powoduje dalsze jej zmniejszanie.
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8. MACIEKRZ PRZENIESIENIA PHZY OBLICZANIU SILY KRYTYCZNEJ

D D o e o - - S —_— O D T — — v apfy w— ——— " o —— T~ — o T~ ——— -~ a—

W komnstrukecjach ramowych wyst¢puje problem mimogrodowego
§ciskania. Przy projektowaniu pr¢towych elementdw sciskanych
pojawiajg si¢ takie problemy, jak ustalenie diugodci oblicze-
niowej i siiy krytycznej. Norma zaleca przyjmowanie siiy kry-
tycznej na podstawie wzoru empirycznego, wediug ktdrego siia
ta zalezy mig¢dzy innymi od zwmian reologicznych. Przypadki bar-
dziej ziozone sprowadzane sg do prostych schematéw zast¢pczych.
Diugosci obliczeniowe sg przyjmowane na podstawie tych schema-
téw w zaleznogci od polaczeil z sgsiadujgcymi elementami kons-
trukeji, lub wediug zasad mechaniki budowli, jak dla elementdw
z materiatu liniowo-spr¢zystego.

Analize¢ i konfrontacj¢ z dodwiadczeniem dla niektdrych
prostszych schematdw siupdw obecigzanych mimoérodowo wykonala
w swojej pracy K.Kiedron [29]. Pojegcie sily krytycznej w przy-
jetym przez nig modelu matematycznym wystgpuje niezaleznie
czy jest to osiowe czy mimosrodowe €ciskanie. Swojg analize
przeprowadzila ona wyrdézniajgc dwa pojecia:

- zniszczenie siupa wskutek osiggnig¢cia sity krytycznej -
przypadek ten wyst¢puje gdy siup jest dciskany osiowo lub
gdy mimosrdéd jest maty,

- osiggnigcie nognosci siupa przy sile nizszej od siity
krytycznej - wyst¢puje w tym przypadku gdy obecigzenia
gciskajgce dzialajag na duzym mimosrodzie - rosngce
przemieszczenia powodujg wowczas zniszczenie siupa,

Spostrzezenia K.Kiedron w zakresie tego zjawiska wskazu=
ja na to, Ze trzeba byloby uscidlié¢ w praktycznych oblicze-
niach sposéb okreélania zwi¢kszania si¢ mimosrodu w przypadku
§ciskania mimosrodowego, ktdére jest wigksze niz to okresla
norma. Dla przypadkdw rozwazanycih przez K.Kiedrox sila krytycz-
na zarysowanych elementdw Zelbetowych wynosi okolo 0,5 siiy
culerowskiej.

Wykonany w niniejszej pracy przykiad wykoxzystuje do
wyznaczenla sily krytycznej macierz przeniesienia. Met oda ta
pozwala na wyznaczanie sily Kkrytycznej bardziej ziozonych
uktaddw statycznych bez wprowadzenia zastg¢pczych diugosci
obliczeniowych. Wyprowadzone przez K.Kiedroﬂ réwnanie x6znicz-
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pozwala uwzglednié defekty konstrukeji spowodowane zarysowa-
niem.

Przyjeto, ze rysy zostaiy spowodowane obcigzeniem na
skutek ktdrego napr¢zenia po jednej stronie siupa przekro-
czyly wytrzymalo$é betonu na rozcigganie. Wplyw rys wystgpuje
po prawej stronie réwnania i opisany jest on, podobnie jak
w zadaniu statycznym i dynamicznym, jako suma deformacji kato=-
wych trwaiyech r i sprezystych zaleznych od momentu zginajg-

0
cego w zarysowanym przekroju r4u”(gv.

lozwigzanie ogdlne rdownania rdézniczkowego ma postac:

U<§): 2)’(0)«\ %U'(0)+[—z~2 (/7-c05/<~§) U’"(O) [/"(f SI]:UHU'"(O)"'

8 - 2
n
4
kg Loemo ()] om k5 ) TnG-5)
Nieznang wartosé  v"(}7)- oblicza sig¢ ze wzoru rekurencyjnego

8 = 3, ktdérego wypiowadzenie zostalo oméwione szczegdiowo
W pracy [29]:

= |Alv"(0) + %18, v"(0) - | C;] . 8 -3

Przez A oznaczono macierz A ={:aij ] .
.

-

Ga -
a przez a, b, ¢ wektory

kolumnowe a = (aj )i =1,...n° b = (bj )j =1, ...n’

il

C :
J)Jzi, uoon’gdZie.
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aij=1 ’ i= aj=cos k}}

aij = 0 4 i< bj = gin kSJ

aiJ — krij sin k (Si"jjy i>] ¢, = 0 b 1=1
cj = kroi sin kUi'IJ .
i>1

Wtedy macierze Ai’ Bi’ Ci powstajg przez zastgpienie i-te]
kolunny macierzy 4 wektorami a, 3,'3,,Macierz A  Jjest ma-
cierzg trdéjkatng. Dzigki temu mozna wprowadzié nast¢pujagce
wzory rekurencyjne na wyznaczniki tych macierzy '

-~
&

‘AiI: ai—Jj !Apjlag N
] BJ = b, ‘;; !BJIC@ ,
’C,‘: Cg‘j4 ;ijag )

Wzory te znacznie zmniejszajg liczbe wykonywanych operacji
i umozliwiajg napisanie prostych programdéw na maszyn¢ cyfrowg.
Znajomosé wzordw rekurencyjnych pozwala zapisaé w farmie
jewnej macierz przeniesienia prz¢sia /wzér 8 - 5/.
Kryteria podzialu konstrukeji przyjeto tak,jak w zada-
niu statyecznym. Nie ulegajg takze zmianie macierze cigglosci
/rozdz. 4/ i sposdb formulowania macierzy przeniesienia dla

catej konstrukeji :

(i} ®

i}

[c1® [u*m.. a1 [ ) {U10)}" =
e {w(o)}* ; 8 - 6

LC] - macierz przeniesienia konstrukcji zarysowanej.

i1

W tym ukladzie réwnan wykorzystane sg dwa znane warunki
na poczagtku ukladu. Pozostale dwie niewiadome otrzymuje sig

wykorzystujgc warunki brzegowe na jego koiicu.
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Niewiadomymi sy zatem dwie wielkosci statyczne na po-
czgtku ukladu oraz parametr k . Parametr ten, nazywany jest
dalej wartoscig krytyczng, natomiast odpowiadajgca mu sita -
sitg krytyczng. W przypadku siupa podpartego przegubowo ukiad

réownan jest nastg¢pujgcy:

B2 Yo * 8B4 %o = &5

€32 ?o * 84 Yo &35

=
il

Sila krytyczna méwi o niestabilnosgci konstrukeji. Stan
ten begdzie odpowiadal nieoznaczonosci ukladu rdéwnai. Mozna

to wyrazié warunkiem:

(k) (k)

&

12 ©14 o
det = 8 - 8
g32 (ﬁ) g34 (k)l

Héwnanie to jest przest¢pne i posiada wiele pierwiast=-
kéw na wartosci krytyczne kn, z ktdérych mozna naste¢pnie
wyznaczyé odpowiadajgce im wartosci sil Kkrytyecznych Pkr .

n

Jezeli siup podparty przegubowo potraktujemy jako je-
den element obliczeniowy, wéwezas rdwnanie wiekowe ma postad:

2 ‘ - _ 3 . n . ‘
(5 Tsmk- £ £ rilelom klt-g. )] 0- 2[5 (4- 522 )- 4 22 B, | k4308 - 9

po przeksztalceniu

n ]
sin k= k275 |B|sink(1-y) 8 - 9a
i+4 .
gdzie:
Bi’ okreslone Jjest wzorem rekurencyjnym
p12

k= %5
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¥ przypadku jednego elcmentu rdwnanie wiekowe ma postacd
analogiczng do otrzymanej przez K. Kiedron [29]. Gdyby siup
zostal podzielouy na wi¢kszg iloéé elementdw macierz przenie-
sienia dla tego siupa otrzymaigby si¢ zgodnie ze wzorem 8 - 6
i na jej podstawie, po wykorzystaniu warunkéw brzegowych, rdéwna-
nie wiekowe.

Wyniki otrzymane w pracy [29] na podstawie rdédwnania 8 - 1
pozwolity teoretyecznie ocenié wplyw rys na wartosé siiy krytycz-
'nej. Umozliwilty takZe pordwnanie otrzymanej siity Krytycznej
z obliczeniami normowymi, orazzdoswiadczalnie wyznaezona siig

niszczgcy.



9, WNIOSKI

Otrzymane wnioski podzielono na dwie grupy.
Do pierwszej mozna zaliczy¢ nast¢pujgce uwagi:

A. Wnioski wynikajgce z zastosowania macierzy przeniesienia
do obliczania deformacji i sii wewng¢trznych w zelbetowych
konstrukecjach zarysowanycii.

A.1, Uogdlniono metod¢ macierzy przeniesienia stosowang dotych=
czas do obliczeinl statycznych i dynamicznych konstrukeji
sprezystych na zagadnienia statyczne i dynamiczne Zelbe-
towych konstrukeji ulegajgcych zarysowaniu.

A.2. Wykazano, ze sposdb wyznaczania deformacji statycznych
i dynamiczinych w belkach zelbetowych ulagajgcych zaryso-
waniu 2z wykorzystaniem macierzy przeniesienia jest ana-
logiczny do sposobu rozwigzywania belek sprg¢zystych,
Wystgpujgce w macierzach przeniesienia funkcje opisujg-
ce zjawisko majg Jjednak w przypadku belek zelbetowych
z rysami postaé bardziej zlozong. Uo opisu defektu po-
chodzgcego od zarysowania wykorzystano funkcje uogdlnione.

A.3. Metoda macierzy przeniesienia stwarza mozliwosci analizy
konstrukeji Zelbetowych z rysami w zakresie szerszym od
dotycheczas stosowanych. Pod wzgl¢dem r1achunkowym moze
by¢é jednak w-baidziej ziozonych przypadkach kiopotliwa
i moze byé woweczas efektywnie wykorzystana z zastosowa-
niem elektronicznej techiniki obliczeniowej. Przyklady
liczbowe wskazujg na praktyczne mozliwosci wykorzystania

metody.

B., Wnioski dotyczace szczegdlowej analizy wybranych elemen=-
téw konstrukeji zelbetowych ulegajgcych zarysowaniu,

B.1. beformacje wyst¢pujgece w Zelbetowych konstrukcjach za-
rysowanych sg zmiennymi losowymi., Do opisu zjawiska
przyj¢to model deterministyc@ny, wyst¢pujg w nim jednak
pavametry losowe 1. ( rozstaw rys ) i Y, (stosunek
srednich napre¢zeri w zbrojeniu do napre¢zeii w przekroju
zarysowanym) oraz - poziom przecigzenia konstrukcji.



B.2.

B.7.

Przeprowadzona w pracy konfrontacja obliczen teoretycz-
nych z doswiadczeniem wykazala, ze opisang metod¢ mozna
stosowaé¢ do obliczen praktycznych; nalezaloby jednak

uscisli¢ wyznaczanie parametréw Y, i l, .

llozdzielenie deformacji w rysie na trwate i sprg¢zyste zna-
lazto potwierdzenie w eksperymencie zardwno przy oblicza-
niu konstrukeji obcigzonych statycznie jak i dynamicznie
(cyklicznie) . Obliczony na podstawie wzoru normowego
wsp6iczynnik Y, daje wartoéci uwzgl¢dniajgce lgcznie
elekt deformacji spr¢zystych i trwaiych., W obliczeniach
wspélezynnik ten nalezaloby rozdzielié na cz¢sé opisujgcg
zmiany spreuyste i trwaide.

W belkach ciggiych, w ktorych przyj¢to zbrojenie sprg-
zystotgodne, stan zarysowania wpliywa w maiym stopniu na
redystrybucje¢ sii wewng¢trznych. Metoda stwarza mozliwosd
analizy takze w przypadkach, gdy zbrojenie nie jest spr¢=-

zystozgodne.

‘Analiza stosunku ugi¢é trwalych do sprezystych spowodo-

wanych zorysowaniem belki, jako funkcja poziomu obcigze-
nia pozwolila zaobserwowaé¢, ze wzrasta on do poziomu mo-
mentu rysujgcego w sposdb proporcjonalny. Po powstaniu
rysy zaleznosé ta ustala si¢ na okredlonym poziomie

Weog = Wepr = 0,15, Prawidiowosé ta przebiega w przedzia-
RS WL . - 2 ): ) . :0 [ -4 .
le uzytkowym obcigzenia belki | 1n15zcz )5

1 v AT 1 LV, i ie
Przy dalszym narastaniu obecigzZenia (P"Pniszcz) daje sig
zauwazyé coraz wigkszg rozbieznosé proporceji ugieé trwa-
tych do spre¢zystych spowodowanycin rysg, 0 ogdlnej tenden-

cji wzrastajgcej.

Belki o zmiennym momencie bezwladnosci mozna, przy wyko-
1zystaniu macierzy pruzeniesienia, podzielié¢ na odcinki

0 statym momencie bezwiadnosci i wdowczas sztywnosé posz=-
czegdlnych odcinkdw nalezy obliczaé wzgledem ich gidwnej
centralnej osi bezwladnoséci. Llementy te laczy si¢ spei-
niajgc warunki cigglodci prremieszczen i sit wewng¢irznych.
Niezaleznie od tych warunkéw zachodzg na styku zaburze-

nia w rozkladzie naprezen.

Zarysowanie powoduje znaczne zmniejszenie sig¢ czg¢stosci

drgan wiasnyche



10, Literatura

Te
2

5

4,

5.

e

Abramek W.,Mateja O. =~ Numeryczne caikowanie rdédwnania ruchu
metoda macierzy przeniesienia., Arch.Inz.Lgd.t.XXIV z.%/1978,
Bukowski B. = Konstrukcje zZelbetowe., PWl.Warszawa 1953,

Bach C. = Versuche mit Bisenbetonbalken zur Ermittlung der
Viiederstandsfachigkeit. Deutscher Ausschuss fur BEisenbeton,
Heft 20 Berlin 1912.

Backer A.L.L. = The utimate-load theory applied to the design
ofxreihforced and presstressed concrete frames, Concrete
Publikations Ltd.,London 1956.

Borcz A. - Podstawy teorii zarysowanych piyt zelbetowych.
TNEB Warszawa 1965,

Borcz A, - Ogblna metoda ooliczania deformacji zelbetowych
konstrukeji z rysami. XXILI Konf,Nauk. Gliwice 1977.

Borcz A., - Teoria konstrukcji zelbetowych. Wrociaw 197%.
Dubis J. = Cyfrowy model zarysowanych ram zelbetowych i jego
zastosowania., Praca doktorska., Wrocitaw 1976,

Iimer C, = Zniszczenle przekrojow zbrojonych wsixutek podiizgu
stali. Arch.Inz.Lgd. G.IX z.2 Warszawa 1963.

10.falk S. - Biegen,Knicken und Schwingen des mehrfeldigen

11,

geraden Balkens. Braunschweig Viss.Ges. 7/1955.

Cohn M.Z, Petcu V.,A, - VWpiyw ilosci zbrojenia na plastyczne
rogzprowadzenie momentédw w Zelbetowych belkach statycunie
niewyznaczalnych. Arch.Inz.lgd. G.VII 2.3/1907,

12,Diliger V. = Veranderlichkeit der Biege und Schubsteifigkeit

bei Stahlbetontragweriken. Deutscher Ausschuss fur Stahloetvon
~ Heft 179 Berlin 1906,

13.Jankowiak Re - Z badai doéwiadczalnych zarysowane] belki

zelhetowej. Arch.Inz.lgd. t.XI 2/1965.

14,Jankowiak Re = Doswiadczalna weryfikacja podstawowycn zaiozen

klusyczned teoril velek zelbetowych.Praca niepublikowana,
znajduje sige w Bibl.Gz.Polit,VWrocz, iirociaw 1970,

15,Jéger K. « Die wahrscheinlichste lomentenvrieilung in statisch

unbestimuten Stahlbeconbalkenshll,Bauzeitung,1952 nr 290a.

76.Kersten Rs¢ =~ Das Reduktlonsverfahren der Baustatik. Berlin

Gottingen Heldelberg ; Springer - Verlag 1962.



17.Konig J.A. = Analiza plastyczna konstrukcji.Ossolineum Wrociaw.
Wroctaw 1972,

18.Koztowski J. -~ Studium wspdipracy betonu ze zbrojeniem w elemen-
cie wielokrotnie,osiowo rozcigganym.Praca doktorska.Wrocitaw 1979,

19.Kuczynski W. - Kostrukcje betonowe.XKontynualna teoria zginania
zelbetu, PWN Warszawa 1971,

20.Levi F, - Analisi di fenomeni anelastici prosegqguita fino a
roktura. Giornalo de Gemo Civile 1954 nr 3.

27.Lempicki J. -~ Teoria zginania belek zelbetowych statycznie
niewyznaczalnych. PWN Warszawa 1958.

22.4uczak~Romanéw R. = letoda obliczen dynamicznych zZelbetowych
belek 1 ram z rysumi. Praca doktorska, Wrociaw 1979.

2%.Knauff M, - Obliczanie elementdéw z betonu ze wzgledu na docisk.
Praca doktorska. Warszawa 1970,

24 . Mateja O, = Zasvosowanlie maclerzy przeniesienia do analizy dyna-
micznej preta sciskanego,zanurzonego w oérodku sprezysbtyid.
Inz, i Bud. 2/1970,

25.Mateja O.,%muda J. = Analiza skohczonych ugieé spreizystych preta
metodg macierzy przeniesienia.Arch.Inz.Lgd. t.X{IV z.1/1978

20,Mitzel A, - Reologia betonu. Arkady Warszawa 1972,

27.Kozaczewskl A.,Kryiow 5. - Issledowanie pereraspeledenja w
sloznych sterzniewych sistemach s uczestom svojstw zelezo-
betona NIIZB. loskwa 1968,

28.Muraszew W.I. = Tresszczinoustojcziwost,zestkost i procznost
zelezobetona,., Maszistrojizdat, loskwa 1950,

29.Kiedron K. - Metoda obliczania siity Krytyczne] Zelbetowych
stupow mimos$rodowo Sciskanych z uwzglednieniem zarysowania.
Praca doktorska., Wrocizaw 1980,

50,Niemirowski J.k., = Issledowanie naprjazenno-deformirowannogo
sostojania Zelezobetonnych elementow s uczestom rabobty rastija—
nutogo betona nad treszczinapnl,peresuwotr na etoj osnowie teorii
rasczeta deformaci] 1 raskrytija treszczin.Strojizdat.lioskwa 1968,

3T.Nowacki W, = Dynamika budowli. Arkady 1961,

%2.,Palotus L. - Beltrage zur Berechnung der Risssicherheit.Zurichi966.

%3.,petersen C, - Das Verfahren der 5bertragungsmatrizen fur den
kontinuierlich elastisch gebetten 'réger. Bautechnik 3/1905.

34,Probst . = Vorlesungen uber [Kisenoetonbau. Berlin 1917,

35.,Rakowski G, = Zastosowanle macierzy do analizy statycznej i dy=-
namickgnej pretéw prostych., Bibl.Inz. 1 Bud. Warszawa 19508,



- LAV -

56.Rabisch R, = Beitrag zur Berecianung der Formdnderungen von

Bauplanung - Bautechnik 1969 ar 4,5,

57.Rlusch H. - Versuche zur Ffestigkeit der Biegedruckzone.
DATS, 1955 nr 120,

38,Rusch H,,Jungwirth D. - Skurcz 1 peizanie w konstrukcjach
betohowych. Arkady Warszawa 1979,

39.5aliger R, - Nowa Ueoria zelbetu na podstawie odksztalcen
plastycznych przy ziamasniu. PVT.Warszawa 1952,

40.Tal K.E.,Cistjakow L.A, = Issledowanie nesucze] sposobnosti
gibkich,%elezobetonnych kolonn.Gosstroizdat. Moskwa 1961,

41,Tal K.L.,Cistjakow E.A. - Iksperymentalnyje issledowania nesucze]
sposobnosti gibkich Zelezobetonunych sterinej.Gosstrojizdat
Moskwa 1963, .

42,Tichy M. - Redistribution de moments dans les /poutres continues
d apres la theorie des deformatins limits.Acta technica
CSAV 4,1959 nr 3.

4%, Tal K,I,,Cistjakow E.A.- Rasczet nesuczej sposobnosti gibkich
zelezobetonnych elementow. Gosstrojizdat Loskwa 1964

44,Viittig We - Steifigkeitsmethode zur einfachen Ermittlung der
Figenfrgenzen von Trigern., Bauplan.-Bautechnik 1977 nr 12.

45, huropejski Komitelt Setonu CiB. Miedzynarodowe zalecenia oblicza-
nia i wykonywania konsirukecjl z betonu.Arkady Warszawa 1973,

46,PN 76/B-0%264- Konstrukcje betonowe,zelbetowe 1 spresone.
Wydawnictwo Normalizacyjne. Varszawa 1977.

497 ,Kuczyiski W.,Goszczyiaski S. - Behavior of hyperstatic reinforced
concrete beams subjec to increasing loads.Arch.Inz,bLzd. 1980
F.XXVI z.1,

48, sunusow Te.Z.,8zczerbina W.J.~ Issledowanie zelezobetonnych,obycz-
nych 1 priedwaritelno napriazonnych balok,NIIZB lioskwa 1970.

49,Chen Wai-=lah,Atsut Toshio - Theory of beam~columns.New York.
lic Graw-Hill Book COLP 1976,

50.Bzymek Z. = Zastosowanie maszyn cyfrowych do analizy statyczne]
konstrukecji inZynierskich - Bibl.Inz. 1 Bud. Warszawa 1966,



ZALACZNIK

"Wydruk programu gidwnegzo i podproramdw
J prog & g0 1 podap

wykorzystanych do obliczania przykiaddw



AR AR R TE N
VOnuQiEagenin
eavpNnu a0y
VEGURHNC 200t
DOagudnno20nn

0aN0 10h00NNIVANIVAND IDIVVULOGAANAIIANIUANNNNA0DINALUAADANGUUCALOLAN 1001

ALISTILG gF SUQRAFT L, AAAENDDPTI04(1/)

A0UTPUR BY LISTFALE i

DOCU IENT 10

'F()RTrfAi\] C()M_uil_;\]'ln,! % dXFAT "¢ 5A

o0
WL
000>
A
2002

1006 .

JQ 0
)90

;Qu?
b1 s
197
(07
g1
0T
01>
01
1/
01
01/
W
net
ne’
023
02
02y
nea
per
TP
02
03

52
032
03+
)35
)3
)30

)4 )

09y

'.‘0‘;

LIsT

LIBRARY (G/'BGROVPFSLE)
PROGRAN (kD)

JIXEn SCEGUENTS

1HPUT 120480

AWTPUT 6akPO

TRACE 2

ZND

1IASTRR JEHR S »
NEAL AP 170y AP (10030 (16,1220 (100 1),RIP(TV)

TEAL HoCq a1 1 Cleetmd H1CT0r10)

TEAL WPLCID,
PEAL Hn)(g0,1)lugP‘1nt1n)vﬁ(1U'1h)l¥(1U)ah(10)

102 0611101 681 e 620,10, 6310101

PRODUCED ary T0SEPRQ AT 17 ,41,19

':1.2252% 015" OW 10SEPRO AT 17 41 2/ USING Y13

DATr 19702/30  yIne 17271956/7418

")

TEAL KCanrqn) XK1 (10010 sRKGiurn) erkeCear10) o RKS(10,10)

REAL LI, 7#(22)enE(3)

TEAL DR~ )

~EAL wxy(»g),UAx1(4n),uwx2(zq)'“xxsczu)

PEAL RI1¢20) oRIDC2U)/RTI(2D)

nEAL 63P<oq.?u),GaL(10.1o>,GaP&1¢.1Q)'bSL(10.1v)
SEAL WX¥A (2 X5 ) o npS 1) HAPS UG 1)
QEAL RT1(20),014(2u) ,R15¢20),7P¢10)

READ{T, 6010
READ¢1, 27Ty 0?

o0 9ng 1pl=1,HP0
DU C19 JT=ie)
AR (L) e
XX L) e

IR 01) o

MRS CT) 2

Hiteq
URITE(H, 200y TP
Midz1

=3

1=3

a1 IT=1 g 1

no 1 J=1,"
W(l,d)=n

ro¢2, 1) =
Hulh,d)m]

0(5,3)=1

50 & Iat v
S ‘—2 J:"":

Il J)y=n



”‘:ITE(U )’Q)
Y3 6 In4
nd 6 Ja1,

W1(I,J>u0

nO 7 Taqg,

T, 1)

TFNGGGT,. 1) 40 T0 5

SAkL FROCIX4 N My 03001080 Go ktnpsZRyGrLIeET  NR, pP)

) Th e .
AALL FFeuaks e, i1, 40P HOPS, 61 L, DF ,ZRvG, LT, ET/NRsDPy
IFCHY L EN, 1) 6O TN Y31 ’

50 30 ladré

NASSELLEIS PR D)

2E(85)=1

AALL UUCnF 2Ry 0E, G LT ETSHNR, XA

- LCHeNT =

N8

IRITZI(6, 700
A\LL FF(”NX«I“'"’H"G1L G1p GZLJUF'7R'QILIIFI NR DP)

TF N, Eﬁ.b) G0 TO YA

IV X S % I

H:(I).-(M"'I,‘])

CALL Ul(ni g 7Ry VELGrLTEY NR,UXAN)

FLENENT 7
IRITECH,7921)

.'7ALL FF(UﬂXZ.N'H,“1.GZL.GZP.GSL'DF:PRrﬁ:LloEIc"R:DP)

1]

d1f

TFCLULEN 1) GO TO Y23

N 30 tp1,4

DECT)=GrnC],1)

aall uu(,x,z; DEyGr I LoET IR, 11XX )

:“E”‘“T 4

IRITE(D ~'1")

cALL FF( A ey, H1,G63L,63P,6044L,DFs7Re Y 'Ll El,\R, DP)
TFCHAGEO, ) a0 70 043

N 37 T4

Jr(I) Gmpii,y)

Akl UDne s 220 0E s GeLIPET S NR,IXAL)

FLENgHT ©
uRIT;(é,ﬁh 3)
SALL FFRetaXn Henn g H1,64L,6G4P G50, DF 2R1 G, LI, ET,NR, DDy
TR, EG,4) GO TO ©a7

DO 34 Inted

DECIY=G4pCT, 1)

_ul\LL UUnE 2000 ,Ge LT, F’lNRl'“()\")
‘***k*#********“*************w*******i************ﬁ***ﬁ******i******ﬁwi***

MR EEIE R R IR R R S AL 2 AL AR T R E LA RRE R A R RO L RUENE RTRRE RORR B RIRTR IR N

ROZNTAZAMIE YKLADU pOUHAN

IFCG B c)an 10 724dpn

|
EFARAELEL LI TESTEL AR AL EARE S F RS FE AR AR SRR AR RS T AL RL T L R AN

3

5
{

L] !1 n

3

A F ok ko ok ok % e Y ok RN M ok ke M oy ok ke ¥ ok kol kW N R w o)
R Y R T A Y A A Y A A *
DU G560 T=i,H

v o866 s,
T:(I,.l).—:'“.’?"'(i.d)

N0 34 Tudrli=sy

00y Jeqr

NS ESUTRDIEY:

I T T A 2 2 L NS AN ¥ .
TR 0T !

N I ORI

' R L RN T ERE R A R LA w



il
2%

[ N N N . R e N " T s )

-~

<

.A.:,
Wod —te Lo

JOm e AT S

SIS DS L
FORNRURLIN TN = = =

Fat il e
N

€N T &8 G-
(AR VLI Vol Vg | Y
(e Mae Tooe oLt

il

-l D D D) =D D e

€ R £L0
e O

Vi U Wwn Ul

e T R T A S A A T2 AR A A AR TR R RS A AR PR RE A AA RS AL AL S8 Rl Al

8

Y
vl

o

**********************************************i*******ﬂ**ﬁ*****ii

forey

t)&

**#********ﬁ*"******************w***********i*******ﬁ***t********

5

1;(- .

[N

Joo

n9

et Urs

6

TFCL, LT, /e 60 10 olf

3 84 Imarll

nKT(1=3,17=1

20 8o Tgqrti=n

Rl 8* ngrH

9Kl ,d)m

’)\’ %) hn‘rn
AKCE,d)aP (T ) +RETCIKY*R(K,d?

N 8T Ta1,1
:

K211y =
222 =t

IFUI LT, 42 60 10 6én
NO Sa Taaeil

AR2CL e Im12 =1

N0 8% IsteMel
D005 et el
ST ,dy=

n) 8% Kes1 e !
AKSCIed) = KSCIeg)+Rv I, KI*RY (K, J)
D‘) LJ)() I fjm=3
NG9 det et}
AP TRPEIN S SR I
) 5008 Taiell=)
F(I) =RKCT 30
,!f‘=H-_,
APz Clim 1) Yo
YEP=l=3

k=0

") S50 Tmi,NR
'lﬂ’ _3}0 ‘I;;l' [l
ve'(+
VPCRY=AC) e T
IuP~}

rAkL Faans L(\Plﬁ,nﬂ’,lh\?.hﬂp TNP, Xy TP, ADP,LTP,APP,BBD, RID)

'RIT_(u,:f1)/

Ui+ g

100010 1Y 5" R0

00 ) 2R

W03 1Y =y

TECH, LT A2 60 1N 3597

i :O\')? Tougrgll

WO 1) =" &(I=1)

|=1

Int, il

J:‘.‘I,”

”)P(T,J)«-

Wﬂ 51 Kufella

TP Cry J)a’OP(I r ) HAACT k) * o (K, )

"RIT::(O:)"()

00152 T
erx(ﬁ,rJz)(HJP(ch) Jg1od)

0T e

'F(HWH r0.2y GY TU 094
PRI

JRIT (0,( )J)i““

S0 T 7o

J

—

(-
(9 IR Vs )
EICRE ¥



g1
AR
g132
51480
J184
n1 b )
BR KRS
Jl 37
_ 1 8'1
137
117"

217
M9

EMp YF

A B!
7

n"I* .
15

./.,5
75!
,ll‘)”\
IV
ah.!

~5

SEGMENT, WpuGTH  T402, 't MEPR

FORIATCr )
FORKATCr )

PURINAT (. PR2YRLADY ., 12D

TURMAT (14t o JEWEMENT,
TORIATC(g 00 L ERENENT,
TORPATCA4 0, JELENEHET,
TURUAT (g4 e . o EREMENT,
TURMAT (a4, , JELEIMENT,
TORIATCA L 4R BT, 40)

FORIATCIA (1%, E1],40)

vet)
e )
"
nul,)
!'q)

SURNMATCo=a IACAERZL HOP)
A5G TORMATC W ITERACIA, 0 12)

STop
miaDb




TTY

T

[ R S ¥ O VU

T i N N T ™ v Ny 7

LR A S L S R T I O )

PR

RS

"t

000

-"1 () b

4r

CUBRAUTIN L FROURKpd, e He o G2L,02P,G3L0F, 28,6, L4, ET,HRDP)

NEAL LI, ))e2rC2p) 020C19),DFC20) ,NAXK ) ,RpL2)

DEAL F1€4 01720 062P 01001020 HT1CT10,40),6¢L0qu010)0GTILC]A070)

TEADCY a1 G LA ELeHRANIP (R CK) ke o MKD) o (ERCK) 1Kzt e MR) o €2PCK) 4 K20

1Py (R (KD o0z IR)

VBPyrCP, cuP, DEP, ABR,BCR, AR, "CU,CTE,DEF =g

DY 975 Fat R
NFCKY=(,

B0 2000 =1, R
2Ky =N,
QLD Vil
SEFLEY=RY () ! XA(K) TP (K
ABR=ABR+NI (V) * L qmZR(K) ) wLI
PCRzCReNnr ()

ND 645 et

ABPaABP+nrw ((172P(K))*LT)*w3/(0WET)
"CPal CPantw((1=2P(R))*L ) *wn/(2wil)
CDP=CDPm - % (y=4P(K))*LI]

DEP=DEP=D

ABC=AURMASD

mChzrCRertp

FODE=CDP

nEF=nED

TRITE(G,707)

WRITECO,008) 580, B0V, CDE,DEF
RITECH,724) (DF(K) rK=1sDR)

\

i) 3 I=1',2

70T, 1)y

?1(1-2>al'

F1C1o8)amCLTw*e) /(2xET)
F10106) emLT*#%*3)/ ConEld)
r](:lg)‘z—‘I/LI

r1fp,q)_~ Lraexg)/(2wb])
1(;I'0>

101, 5)«G'(IT*'A’/(’4*FT)*ALu
R EGECS AR ELE PNAWE I3 S X o]
03,5) = 1 (LIYwD)/2+CDF

'1(,.))m~~*l1+urr

IR IT"(A,u‘ YOe kT Ed, HRy Py (R CR) K= ,HR),

(zP(n),y-1,uR),(LP(K),g,1

1,1"),DP () 1K 1:”R)u((r1(T:J).J 1.ﬂ).1=1.1)

ORI f(1\'"X11'&'5A112I7\'I?'JA/ Ao 201119,
hl(:l;1../l“, 01142 1Xe35E11 4104y SpR)

Wl 1% 01T 4/ 1%, V0BT,

//



)3))
02%",
925¢
525
025!
20
Jeo!

D F

100

11
Al
NG
N4 o
ndl P
"H) ’
200
")

21

R A Iﬂ‘!p”

na 14 :?,W

T2P(YT )y

) 14 Kaqoeil

2P (T d Y mu 2 (T d) v (T ) %621 (K, J)

IRITECH, > T)

20 108 Talten
ORITE (h,“'a)(bdp(lld) J=1¢M
N0 4% Iated
S Jadred
N3LCTrd )

») 17 Y=t el

SLCT o) LI dd)+vrqaCI 1) %G (K, j)

HRITEC 2 )

n 110 Tt

IRITEChy, ”H))(("l(x'-]) L RRD
TORIIAT (f?'.):Z‘\odnr) o)

FORNAT (o ARG BCH LDE

FURNATCACI X T1104)?

FORA T(ji Fz.,)(1klr11.a))
rn“”HT(4,n NACAERZ  G2PY
FORATCIS naCafpz 630y
FORMAT(10¢Ty , E1T 4))

FURNAT (101 \pf' n.w))
nETURN
)

SEGNEITY LETG i 585, tolin rF

OFEF)



e i, SRR e Al T R e R e O R W o~ el A, AT A W

I ,
3202 i SULRIUTTNL WICOFZR, DEs 6, LI g e iR WXX)
2205 | REAL D(n, ) ,1u(2,5)
,026“ ! “EAL DF(#J),ZR\QQ)IDE(S):LI
J2ob TEAL WY (D)
y26. . 8 441 H, NR
1267 ETANEYS!
\)2‘)"’ DU 43 Taien
;;,20;1 . DU OLAS dm e R
D27 A0 (T ed)=n,
3321 Y hah Tated
g2702 4us D1, 1) aq,
3279 S PR Ay
gl M) am(LI*T) "2/ Co%ET)
g7 M) am (L IwZ) * w3/ CAvETD)
g7 (20 T) mm L% /ES
S270 (20t mm (L Tw2)® w2/ AaxED)
J2lu 2(3.4)=11%2
gard nCSe3) ==l C1
g2 TR LINE YAt
5281 DTeD200%, 4 D550
(23 SO 485 Lzt e
¢22: IF (2=ZR(L))YDeC, 4010
200 =0,
N28k TDOTH Ang
4)255" LV =1, .
G287 40 NiEDit (7= 2R 2w DF QL) XL
245 400 D2=PatDE (L) W
g8 P el Ge Lt 2) P/ Cag 1)
g29 DC2em)zno*GulLiw2)*w3/CA%ETD)
5291 N33 mm v (LI*EIwn 2/
: (’“2”&. :"s(l,":,)::""“*l.‘[*z
0293 0(5,8)=2n "t GelLinZ) *w2/ (>2*E])
02 n0 530 Taien
3292 AL TUN
g2 00501 =15
1297 |on1 PEGPED(TrI)NDE(Y)
rjz() TR :|(I,1)-_-_-r;;»
45297 SRITE (h,n00)
g0 A0 TOROAT Cqeth G, Flrny Tea/RY)
J3ui MRITECh,in)(UNT,2,129,5)
3306 | a1 TOURGAT (504%,E1d.13))
L Q300 IAXCER) yii6,1)
g3uh DRITECG 41 2) CUAXCKR) ¢ Tmq o NR)
SELE 410 FORNAT €40 €qK0Eq9746)) '
{;éuf" A AORTINUE
D | 2ETURN
val. ThD

EMD “F{SEGMQWTo LrnGt i S51a, aic

U307 slivIsgh

END UF CONPILATIZY = j) perOPA

s/C aUéFILE:- 51 BURKETS USED

rONS 'L‘?n,‘\‘rrzn rY ADaAK 17 AT 1020w 2 al) Trae Tm/3n/3u



1.
2

S
4,

Se

Rozdzielnik

Promotor

Recenzenci

Biblioteka Gidéwna i OINT PWr
Biblioteka i Osérodek Informacji
Instytutu Budownictwa PWr
Autor

eEZ

egz.

€8z .

€H8Z o
€gZ.






Raport dostępności





		Nazwa pliku: 

		Ubysz_A_Analiza_deformacji_zelbetowych.pdf









		Autor raportu: 

		



		Organizacja: 

		







[Wprowadź informacje osobiste oraz dotyczące organizacji w oknie dialogowym Preferencje > Tożsamość.]



Podsumowanie



Sprawdzanie napotkało na problemy, które mogą uniemożliwić pełne wyświetlanie dokumentu.





		Wymaga sprawdzenia ręcznego: 2



		Zatwierdzono ręcznie: 0



		Odrzucono ręcznie: 0



		Pominięto: 1



		Zatwierdzono: 28



		Niepowodzenie: 1







Raport szczegółowy





		Dokument





		Nazwa reguły		Status		Opis



		Flaga przyzwolenia dostępności		Zatwierdzono		Należy ustawić flagę przyzwolenia dostępności



		PDF zawierający wyłącznie obrazy		Zatwierdzono		Dokument nie jest plikiem PDF zawierającym wyłącznie obrazy



		Oznakowany PDF		Zatwierdzono		Dokument jest oznakowanym plikiem PDF



		Logiczna kolejność odczytu		Wymaga sprawdzenia ręcznego		Struktura dokumentu zapewnia logiczną kolejność odczytu



		Język główny		Zatwierdzono		Język tekstu jest określony



		Tytuł		Zatwierdzono		Tytuł dokumentu jest wyświetlany na pasku tytułowym



		Zakładki		Niepowodzenie		W dużych dokumentach znajdują się zakładki



		Kontrast kolorów		Wymaga sprawdzenia ręcznego		Dokument ma odpowiedni kontrast kolorów



		Zawartość strony





		Nazwa reguły		Status		Opis



		Oznakowana zawartość		Zatwierdzono		Cała zawartość stron jest oznakowana



		Oznakowane adnotacje		Zatwierdzono		Wszystkie adnotacje są oznakowane



		Kolejność tabulatorów		Zatwierdzono		Kolejność tabulatorów jest zgodna z kolejnością struktury



		Kodowanie znaków		Zatwierdzono		Dostarczone jest niezawodne kodowanie znaku



		Oznakowane multimedia		Zatwierdzono		Wszystkie obiekty multimedialne są oznakowane



		Miganie ekranu		Zatwierdzono		Strona nie spowoduje migania ekranu



		Skrypty		Zatwierdzono		Brak niedostępnych skryptów



		Odpowiedzi czasowe		Zatwierdzono		Strona nie wymaga odpowiedzi czasowych



		Łącza nawigacyjne		Zatwierdzono		Łącza nawigacji nie powtarzają się



		Formularze





		Nazwa reguły		Status		Opis



		Oznakowane pola formularza		Zatwierdzono		Wszystkie pola formularza są oznakowane



		Opisy pól		Zatwierdzono		Wszystkie pola formularza mają opis



		Tekst zastępczy





		Nazwa reguły		Status		Opis



		Tekst zastępczy ilustracji		Zatwierdzono		Ilustracje wymagają tekstu zastępczego



		Zagnieżdżony tekst zastępczy		Zatwierdzono		Tekst zastępczy, który nigdy nie będzie odczytany



		Powiązane z zawartością		Zatwierdzono		Tekst zastępczy musi być powiązany z zawartością



		Ukrywa adnotacje		Zatwierdzono		Tekst zastępczy nie powinien ukrywać adnotacji



		Tekst zastępczy pozostałych elementów		Zatwierdzono		Pozostałe elementy, dla których wymagany jest tekst zastępczy



		Tabele





		Nazwa reguły		Status		Opis



		Wiersze		Zatwierdzono		TR musi być elementem potomnym Table, THead, TBody lub TFoot



		TH i TD		Zatwierdzono		TH i TD muszą być elementami potomnymi TR



		Nagłówki		Zatwierdzono		Tabele powinny mieć nagłówki



		Regularność		Zatwierdzono		Tabele muszą zawierać taką samą liczbę kolumn w każdym wierszu oraz wierszy w każdej kolumnie



		Podsumowanie		Pominięto		Tabele muszą mieć podsumowanie



		Listy





		Nazwa reguły		Status		Opis



		Elementy listy		Zatwierdzono		LI musi być elementem potomnym L



		Lbl i LBody		Zatwierdzono		Lbl i LBody muszą być elementami potomnymi LI



		Nagłówki





		Nazwa reguły		Status		Opis



		Właściwe zagnieżdżenie		Zatwierdzono		Właściwe zagnieżdżenie










Powrót w górę

