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W pracy przedstawiono cyfrowe i hybrydowe metody rozwigzywania zas= -
dania analizy dla sprzezonego przepiywu ciep4s 1 masgy. Okreslono
klase modelu matematycznego opisujgcego badany proces oraz poda-
no warunki istnienia rozwigzania zagadnienia brzegowego. Rozwig-
zanie numeryczne uzyskuje sie stosujgc linearyzacje¢ rdéwnan w prze-
dziaXach czasowych oraz metode rdéznic skoilczonych lub melode ele=
mentéw skoriczonych. Zbadano zbieznosé i stabilnosé tych metod.
Zostala rdéwniez przedstawiona metode hybrydowa z wykorzystaniem
analogowe]j sieci R-C. Proponowane metody przetestowano symulu-

jac je dla pewnej klasy modelu matematycznego procesu i rdéznych
rodzajéw warunkoéw brzegowych.

1.1. Wprowadzenie

Terminy "modelowanie" i "symulacja" majg rdézny zaekres pojegcio-
wy w spotykanych puvblikacjach. W prezentowanej pracy, wzorem [18] ,
przez modelowanie procesu rozumiemy tworzenie modelu matematyczne-

go procesu, zas badanie uzyskanego modelu w celu otrzymania pewnych
informecji o procesie nsazywany symulacjg procesu. W procesie jedno-

czesnego przenoszenie ciepia i substancji w ciazach porowatych, po-
tencjax temperatury i potencjai substancji oddziatywujgq na siebie
poprzez odrodek, w ktérym zjawisko to zachodzi. Troces taki nazywamy
sprzeZonymm{52]. W przypadku proceséw o statych rozXozonych, naj-
czgéciej uzywanym modelem matematycznym Jjest zagadnienie graniczne
(poczgtkowe lub poczqtkowo-brzegowe) dla rdéwnen rdzniczkowych czgst-
kowych lub ukZaddéw réwnail rézniczkowych czgstkowych. Zagadnienie to
moze by¢ proste (zadanie analizy) , jezeli znane sg warunki graeni-
czne i wymuszenia lub odwrotnie (zadanie syntezy) , &4y znany jest
rozktad potencjatu a szuka si¢ jednej z wielkosci, ktdére sg dene

w zadaniu analizy.

Symulacja procesu wymiany masy i energii sprowadze sig¢ do roz-
wigzywania zagadnien granicznych dla ukiadu réwnern rdészniczkowych
czgstkowych. Dokiadne rozwigzania takich zagednieni znane sg tylko
w pewnych szczegdlnych przypadkach i nie majg one wiekszego zasto-
sowania praktycznego. Dlatego opracowano metody przyblizonego roz-
wigzywania zagadnien granicznych dla réwner rdézniczkowych czgstko=
wych.
in"wrNajczescie] stosuje si¢ metody siatkowe. lletody siatkowe
wykorzystuje si¢ rowniez do symulacji proceséw o staiych rozfozonych
na analizatorach pdél. Rozwigzanie zagadniehd granicznych dla linio-
wych réwnan rézniczkowych czgstkowych jest dobrze znene w literatu-
rze. Problemowl temu jest poswigcone wiele monografii z teorii



schematéw réznicowych [el, [171, [33], [44],[45] 1 clementéw skoliczo-
nych [s501]. wiecej trudnosci sprawiajg procesy, ktérych symulacja wy-
maga rozwigzywania zegednien graenicznych dla réwnari réiniczkowych
nieliniowych. Wigkszoé¢ procesdédw nieustalonych wymage przyjegcia wia-
$nie takdego modelu nieliniowego. Linearyzacja modelu prowadzi do
znacznych bigdéw, zwiaszcza gdy funkcje potencjazdw prazyjmujg warto-
$ci ze wzgle¢dnie duzego przedziazu. W ostatnich lLatach pojawiio sig
.wiele prac poswigconych rozwigzywaniu zagadnien granicznycn dla po-
jedynczego quasiliniowego rodwnanie réZniczkowego[1],[2],[23],[27],
[28],[54],[55]. natomiast zagaanienia graniczne dla nieliniowej wymia-
ny masy i energii nie majg dostatecznego opracowania. Zegadnienie to
wymaga szczegdtowego zbadania, poniewaz dotychczasowe prace [11],
(267, [30],[31]1,[40],0[41],[52] +trektujg tylko o pewnych szczegdlnych
zagadnieniach zwigzanych z symulacjg procesu wymiany masy i energii.

1.2 Cel i zakres pracy

Celem pracy jest adaptacja metod opracowanych dla liniowych
i quasiliniowych rdéwnan przewodzenia ciepia do symulaecji sprzezonych
proceséw wymiany ciepia i mesy opisywanych ukiadem quasiliniowych .
réwnan rdézniczkowych czgstkowych typu parabolicznego. W tym celu
okreslono klas¢ modelu metematycznego dla procesu wymieny ciapia
i mysy oraz podano warunki silne]j parabolicznoséci ukadu rdéwnen
rézniczkowych opisujacych ten proces. Pozwolito to na sprecyzowanie
warunkéw istnienia klasycznego i uogdlnionego rozwigzania dla zagad-
nienl brzegowych, co uzasadnia stosowanie metod siatkowych. Nestepnie
wzorem pracy [54], zastosowano algorytm linearyzecji w przedziatach
czagowych, ktéry sprowadza rdwnenie quasiliniowe do ciggu rdéwnai
liniowych. Zegadnienia graniczne dla liniowych réwnan rézniczkowych
czgstkowych rozwigzano wykorzystujgc metode réznic skoiiczonych,
elementdéw skoiriczonych oraz anaslogowg siatke R=C.

W metodzie rdéznic skonczonych zbadano dwe schematy réznicowe,
Jawny i niejawny, wzorowane ne schematach budowanych dla liniowych
réwnan przewodzenia ciepta. Zbadano aproksymecje oraz stebilnoéé
zaproponowanych schematéw. Dyskretyzacja Ritza-Gelerkina z wykorzys-
taniem elementdéw skoriczonych, sprowadze zagadnienie graniczne do
zagadnienie poczgtkowego dla ukiadu réwnei rézniczkowych zwyczajnych.

Otrzymene w ten sposddb zagadnienie poczgtkowe rozwigzano metodg
réznic skonczonych. Zbudowano odpowiednie schematy réznicowe i
zbadano ich stabilnosdé.



W celu zastosowania analogowej siatki R-C przeprowadzono dys-
kretyzacje obszaru. Zaproponowano model elekiryczny procesu wymiany
magy i1 energii oraz podano warunki zgodnosci. Wymienione metody zas
stosowano do zagadnieli granicznych z warunkami brzegowymi I, II
i IIT rodzaju w obszarze jednowymiarowym. Zaproponowane metody
zostaly przetestowane dla pewnego ukiadu jednorodnych quasiliniowych
réwnan silnie parebolicznych z warunkami poczgtkowymi i brzegowymi
I, IT i IIT rodzaju. Na zakoilczenie pokazano zastosowanie omawianych
metod do symulacji procesu suszenia przegrody budowlane] .

1.3. Ukzad pracy

Praca skiade sig¢ 2z dziewigciu rozdziaidéw. RozdziaX pierwszy
me charakter wprowadzajgcy. Rozdziaz drugl zawiera definicje
podstawowych pojeé z teorii rdéwnan rézniczkowych czgstkowych.
Podano’w nim warunki istnienia klasycznych i uogdélnionych rozwig-
zaii zagedniern granicznych dla ukiaedu rdéwnen silnie parabolicznych
oraz udowodniono, Z%e proces wymiany masy i energii jest opisywany
silnie parabolicznym ukzadem rdéwnan rézniczkowych czgstkowych.
Rozdziaz trzeci podaje podstawowe pojgcia stosowanych metod siatko-
wych., Zasadniczg czesé pracy stanowig rozdzialy czwarty, pigty
i szésty. W rozdziale czwartym opisano zastosowanie metody rdznic
skoficzonych do symulacji rozpatrywanego procesu. Rozdziail ten zawiera
opis algorytmu linearyzacji w przedzietach czasowych, opis schematu
jewnego 1 niejawnego oraz twierdzenia o aproksymecji, stabilnosci
i zbieznodci tych schematéw. Podano réwniez algorytmy rozwigzywania
zagadnieil granicznych oparte na tych schematach. Kozdziax pigty
zawiera opis zastosowania metody Ritza-GCelerkina z wykorzystaniem
elementéw skonczonych. Przedstawiono w nim proces dyskretyzacji
oraz budowanie i dobdr tfunkcji baezowych w zaleznodéci od rodzaju
warunkéw brzegowych. Zaproponowano algorytm rozwigzania zagadnien
granicznych z wykorzystaniem elementéw liniowych oraz aproksymacji
réznicami skoinczonymi. Udowodniono odpowiednie twierdzenia o stabil-
noséci. Rozdiat szdsty zawiera opis zastosowania analogowej sieci R=~C
do symulacji procesu wymiany masy i energii. Podano w nim schemat
elektryczny i opis funkcjonowania modelu analogowego, warunki zgod-
noéci modelu z modelowanym procesem Oraz algorytm rozwigzywania
zagadnienia granicznego. W rozdziale siddmym zemieszczono wyniki
testowania przedstawionych metod siatkowych. Rozdziat Ssmy pokazuje
gposéb rozwigzania przykiadowego zagadnienia praktycznego z wykorzy-



staniem metod przedstawionych w rozdziazach czwartym i pigtym.
Wnioski i1 uwegi koincowe zamieszczono w rozdziale dziewigtym.
Uwaga! Wyniki obliczenl numerycznych ze wzgledu na ich duzg
ilos¢ przedstawiono w postaci wykresdéw ciggiych. Nalezy Jjednak
rozumieé, Ze linie ciggia 1gczy Jjedynie pewng skoliczong liczbg
“punktéw, gdyz przdstawiane funkcje sg funkcjami siatkowymi, okreslo-
| nymi jedynie w wgziach siatki. Wyjatek stanowi metoda Ritza-Galerkina,
w ktérej rozwigzanie dla ustalonej chwili czesowej, jest funkcjg
odcinkami liniowg.

2. WYBRANE FRAGMENTY TEORII UKZADOW ROWNAN ROZNICZKOWYCH

2¢1. Klasyfikacja ukiaddw rdwnai

Réwnania rézniczkowe oraz ukiady rdéwnen rdézniczkowych cze¢sto
zapisujemy w postaci operatorowe}j
Lu=f, (2.1)
gdzie L jest pewnym operatorem réiniczkowym, czyli wyraZeniem

rézniczkowym. Operator dziala na funkcje u(x,t) okreslong w pewnym

obszerze Q< Epvq, Jezeli wspbiczynniki wystepujgce w tym wyrazeniu
rézniczkowym zalezg od x i t , méwimy wéwczas, Ze operator
L(x,t,%;}%?ﬁ jest liniowy.

Operatorem quasiliniowym nazywamy operator, ktérego wspdiczyn-
niki zalezg dodatkowo od funkcji u(x,t) . Badajgc wiasnosci
operatora quasiliniowego L(x,t,uﬁ%if%?) zwykle zakiada sig¢ pewien
obszar zmiennos$ci funkcji u(x,t) oraz jej odpowiednig gtadkosc.

Wiele zagadnien tizyki matematyczne] jest opisywanych przez
réwnania paraboliczne. Badeny proces wymiany energii i masy jest
réwniez opisyweny takimi rdéwnaniami. Podamy definicje tych ukiadéw.
Zauwazmy, ze dla ustalonych (x,t)€Q i u funkcja L(x,t,u,ig,p) .
gdziegnwvrymiarovvy wektor o wepdirzgdnych §,§yy.eyby » P —Zzespolony
parametr, jest wielomianem wzgle¢dem a i p.

Niech b bgdzie pewng Lliczbg ciakowitg i niech stopien wielomia-
nu  L(x,t,u,ifA, piu) wzglegdem A jest réwny 2br, gdzie r>0'jest
liczbg caizkowitg. Oznaczmy przez L, czegsé gidwng wielomianu L,
tzn. sum¢ wszystkich jego cziondw,dla ktdérych

° 2b Zb .
Lo(x,tyu, g X, pA )= X7 Lo(x, £ u,ig, p) (2.2.)
Definicjea 2.1, Operator L nazywamy parabolicznym
W sensie Pietrowskiego (2b-parabolicznym) f32],[38] w punkcie (x,t)

N - -



na rozwigzaniu ulx,t), jezeli dla dowolnego rzeczywistego'f pier-
wiagtek ps wielomianu Lo(x,t,u,ii ,P) wzgledem zmiennej p, speinia
warunek

Re p; < - 81gl*" (50 _

' 2
Definicja 2.2. MNacierzowy operator rézniczkowyi(x,t,u,%y,'ji)
z elementami ij(x,t,u,%'x,g—t) (ky5 = 15000, M) nazywamy parabolicznym
w sensie Pietrowskiego, jezeli:

o 2.3 I_
1Y operator L(x,t,u,gk3¥)= det (x,t
w sensie definicji 2.1,

2
~"t");jenem 2b-paraboliczny

2
o7
29 stopien wielomianu Lk (x t,u ifl pR?b) wzgledem].nie pPrzewyzsza
2bry 1 Iyyx,t,u,if,p) = Sk p* Ly (xt, ,L;,p)

gdzie ij - wielomian,nie :zawierajgcy p rd,

Waznym i najlepiej zbadanym przypadkiem parabolicznych ukiaddw
Pietrowskiego sg ukiady rdéwnan, dla ktérych wszystkie ry = 1.
Majgq one postad

XuEQ%‘ﬁ(x,t,u,%)u=f, (2.4)

gdzie H - operator rzedu 2b.
Gidéwng czescig wielomianu ij(x,t,u,if,p) nazywany sumg ng
wszystkich cztondw ij, dla ktérych speiniony jest warunek

jednorodnosci ) ” 1br o
: i = J : i
/]
a macierz Ji zbudowang z elementdw L;j, nazywanmy czescig gibéwng
operatora X .

Definicja 2.3. Ukzad postaci (2.4) nazywamy silnie para-
bolicznym, jezeli operator.ﬁ jest silnie eliptyczny [52], tzn. jego
rzgd jest réwny 2b i jego gidéwna czgéékﬁk speinia warunek
p 2b(_2
Re [ootx,t,u,19)z,2] = § 3712l (2.6)
gdzie: z =(z1,...,zm) - wektor o wspdéiczynnikach zespolonych,

[a;.bJ = i a. b

Z i = oznacza iloczyn skalarny.
= =

Dla uktaddéw silnie parabolicznych znane sg liczne twierdzenia
o rozwigzywalnosci zagadnien brzegowych.

2.2. Zagadnienia graniczne dla ukladdw rdéwnan

Rozwazmy ogdlne zagadnienie brzegowe dla znalezienia wektor
T
funkeji ulx,t) =(u'(x,t),..., u™(x,t) speiniajgcych warunki



R (x,kyu,5%,38) U= f ( (x,t) €Qy )

Bix,t,u,3x, 5%) u]==
S e (2.7)
C(xyt,u,3% , 3€) u’t=0:
gdzie: xESQCEn,
S - granica @,
T =@ > (0,7 € E__,,
Sq ={(x,t) E ,qy x€S,t€ [0 T]}

W pracach [7],[48] sformuzowano algebraiczne warunki, jakie muszg
speiniaé czgsci gidwne operatoréw J3 | C (warunki zgodnosci) i metodg
potencjaiéw wykazano istnienie jednoznacznego rozwigzania zegadnienia
(2.T7) &

W praktyce spotykamy najczegsciej nastepujgce zagadnienia brzego-
we mieszane:
pierwsze zagadnienie brzegowe

L (x,k,u, 3%, 58) Uix,#) = fix,k),
U, e :SP(X) ! (2.8)
Ulg. =@ (x,1),

drugie zagadnienie brzegowe
& (x,£,u,3%,58) ulx,t) =f(x,1),
(”h = Yoo, | (2.9)
Byt iy 55) U] —; bi (x,£) 3%, = Plx, 1)

oraz trzecie zagadnienie brzegowe
Lix, bW, 3%, T ) uixet) = flx,b) ,

u =
lexo =9 (2.10)

Bix,t,u, 5% ,50'{ ) u IST = :éibi(x,t)%(qﬁb(x,t)u s:;b(x,t) .

W pracach matematykdéw [32],[53]zagadnienie (2.10)nazywa sieg
drugim zagadnieniem brzegowym, zaeé zagadnienia (2.9)nie rozpatruje
si¢ oddzielnie. ‘

2.3. Istnienie i jednoznacznos$é rozwigzan zagadnien brzegowych

dla uktaddéw parabolicznych

W podrozdziale tym, zostanie przytoczonych kilka twierdzen
0 istnieniu jednoznacznego rozwigzania zagadnien brzegowych dla
uktaddéw Bilnie.parabolicznych w sensie definicji 2.3 . Bedziemy za-
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ktadali, ze funkcje § g i ¢ w (2.8),(2.9) i (2,10) speiniajg
warunki zgodnosci dla xeS i t=0. Warunki te polegajg na tym, ze po-
chodne D% u , ktére mogg byé okreélone dla t=0 za pomocg réwnania
i warunku poczgtkowego,powinny speiniaé dla x€S warunki brzegowe poda-
ne odpowiednio w (2.8), (2.9),(2.10) .

Rozwazmy nastepujgacg postaé operatora

Lixyk,u, 37,5 ) W= Diu °|§I=2ﬂ&(x,t,a) Dy u +

LS 2
+l§l___?ab(,t,u)Dxu + H(X,tyu)u

(2.11)

gdzie: x=(x1,...,xQT, u=(u1(x,t),...,us(x,t)).r

Ag ,A; ,A2 - funkcje macierzowe o wymiarze sxs,

L 3“”
DX - oyl D

d=(da,..., hn) = w1elowskazn1k
Jdl=dst tdn
di - catkowite liczby nieujemne,

D= 2

Wprowadzamy oznaczenia:
(k)
U (x) = D{(A(X t)lt

(2.12)
Hixyt,u, 3%) u

=Pyt ) D -3 Alx,tyu) DX U -
-Hi(x t u) (2-13)
Widzimy, ze funkcje u(kwx) (k=1,2) sa réwne

u” (x| =kp(x)
M%

1

X)= H(x, £, 90),37) 9+ £(x,0) .

Pozostazte funkcje wyliczamy rekurencygnle
W x) =Dy Hlxy#, wix,t), 3%) wix, )+ D £ x,i)l

_§ ky /) (k-d (k) (2.14)

=2 (VA7 100,900,3%) u 0+

gdzie operator Jﬁk)otrzymano z operatora (2.13) przez zrdzniczko-

wanie jego wspdiczynnikdéw po t k-razy.
Definicja 2.4. Néwimy, ze dla zagadnien (2.8, (2.9), (2.10)
8§ speinione warunki zgodnosgci rzedu m20, jezeli sg speinione warunki

“(k)"‘)lgeszD”fm =% |, (k=04p,m), (2.15)

lub

(¥
W{E b(XHDHVWQiW} "¢k&)1 uw#r"mﬂ (2.16)

xeS
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.Dla zagadnienia (2.9) warunek zgodnosci otrzymemy przez odrzucenie
funkcji b w (2.16) . Warunek (2.16) mozemy zapisaé w postaci réwnowa-
zne j
10 9" lidi=q.
k=0,1,00.,m . .
Rozwigzan zagadnied (2.8) - (2.9) poszukujemy w przestrzeniach

(k)gz b (x) Dx w00 + £ () ())‘x)}\xes =¢(k) | 2.17 |

Geldera HY(Q), HL'Y/2(3), gdzie
Hl(fé) " -przestrzen Banacha funkcji u(x)cigglych na &, majgcych
' ciggte pochodne do rzedu [1l] oraz skoriczone miary tych
pochodnych i samej funkcji u(x) w sensie Lebegueé;
H1’1/2 f?) -przestrzen Banacha funkcjl u (x, t) ciggtych w QT wraz
ze swymi pochodnymi postaci Dt D dla 2r+|d|< 1, funkcja u
oraz wymienione pochodne sg sumowalne w sensie Lebegue 8.
W pracach [32], [48] podano nastepujgce twierdzenia:
Twierdzenie?2.,1, Niech dla zagadnienia (2.8) bedg speinione
nastgpujgce zatozenia dla (x,t) € QT\rb i Jul<M
a) operator £ jest silnie 2-paraboliczny i jest postaci (2.11),
b)  [AMx,t,u)u,ul7 -Colul*=C, , Ci70 (i=4,2),

c) macierze Ag,Al,Az DdAd Hdii)i D A% (14l=1) maja ciagle elementy

i speiniajg warunki
[Aa(x,tyu) | = ullul)
Iﬂﬁ(x,t,a)l & ‘ll(lul)
IDX A%(xy#,u) | 1Dy A%(x %, 0) | = Al ul)

d) elementy macierzy Ag, Al,A2 majg ciggie pochodne po x,t,u oraz
pochodné mieszane

/A
W A% (x,£,u) ; D%L_ﬂ—_ﬂi(x,t,u)

3u‘ 5¢ Palx,tyu) Dx 5t Raxst,) sg ciggte,
e) y(x)eHz*p(Q) { ¢(>< tle HZP(ST) oraz speiniajg warunki zgodno=-
sci rzedu 1,
f) SeH2+p )
24394t P2 _

Wéwczas w klasie H
dnienia (2.8).

Staza M speinia warunek %Fx | u(x,t)|< M i jest funkcjag norm
T

(Q ) istnieje jednoznaczne rozwigzanie zaga-

wymuszen w réwnaniach (2.8) - (2.10),zaé¢u(t) oznacza dowolng rze-
czywistg funkcje niemalejgcg, okreslong dla t20.
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Twierdzenie 2.2. Niech dla zagadnienia (2.10) bedg speznio=-
ne zatozenia twierdzenia 2.1 oraz dodatkowo niech macierz b speinia

warunki b (x, £, wu € HPsPZ g [ul=M
[b(@ ,u)u Wl 7Clul*+Ca ,C;70 (i=4,2),
Wéwczas istnieje jednoznaczne rozwigzanie zagadnienia (2.10) w klasie

i) ¢ BRI,

Rozwaza sig réwniez tak zwane rozwigzania uogdélnione dla zaga-
dnied brzegowych. W pracy [ 53] dla silnie parabolicznego uktadu posta=
ci Il m &

D¢ U l%l‘ﬂ (1) Dx A (x ;é,Dfu) Dfu*‘L(u)# (2.18)

, \
rozwazano zegadnienie mieszane z warunkami poczgtkowym i brzegowymi
postaci

u’lt:b =\V(X) (2.19)
Przez rozwigzanie zagadnienia (2.18), (2.19) rozumiemy takg funkcjg

u(x,t) z odpowiedniej przestrzeni ,speiniajgcg warunki (2.19), dla
ktérej

T
[Dfu,v]+ Hl:llj{‘émmd‘(x,’c,Dx W), Dx vl=[{v] (2.20)

dla dowolnych VGVSCV . Przestrzenie U i V wybiera si¢ w zaleznosci

od rzedu wzrostu A wzglgdem Dyu . Udowodniono nast¢pujgce twierdze-
nie [53]:

Twierdzendie 2.3, Jezeli L jest silmoeliptycznym péiogreni-
czonym operatorem, to dla dowolnych warunkdéw (2.19) 1 prawej czesci f
spetniajgcej okreslone warunki gadkodci, zagadnienie (2.18) , (2.19)
me jednozneczne rozwigzanie.

W oytowanéj pracy podano kilka przykiaddw warunkdéw giaedkosci
o ktérych méwi twierdzenie 2.3. Jezeli Ay i D1 A majg rzgd wzrostu
po DY u nie wyzszy niz 1= (J>=-1), zas Agp 1 D; Ayprgdzie

Hdp Dvﬁu Ao ymajg rzad wzrostu nie wyzszy niz ,wéwczag jako prze-
strzenie V i U mozZna wzigC przestirzenie¥ W(m)(p=2 5) do ktérej na-
lezg funkcae posiadajgce skoilczone normy

Iocufl, <=

Hot 1 Ml‘m (2421)

gdzie norma ” ”q jest brana po % z wagg q.
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2.4. iiodel matematyczny gquasiliniowego procesu wymiany ciepia

i magy

Model matematyczny procesu przenogzenia ciepta i magy zostax
zbadany przez Iykowa w latach czterdziestych [351,[37] .Byx to wynik
badania wpiywu réznych czynnikdéw na proces suszenia. Rezultatem
gmudnych badan byio wiele materiaiu doswiadczalnego.[42]. W litera-

turze spotykamy model iykowa w nastepujgcych postaciach:
Di W = OLme(L*'(lmCyi Dx

(2.22)
DtT (1% DxT*’E—LDt
lub w postaci rdéwnowaznej
Diw = A D¥W +AnDX T
(2.23)

DIT =RuDkw +R22 DX T
gdzie: W(x,t)- wilgotnosé, T (x,t) - temperatura,
A1l =dm
A12=dmJ1
A21=£L am
A22=qq t4L dmd,
8,8 ,J,E,r,cq - wspélczynpiki charakteryzujgce osrodek,
w ktérym zachodzi badany proces [81, [351, (421, [52].

Vodel matematyczny omawianego procesu, uwzgledniajgcy zaleznosdé
wepbczynnikdéw od rozwigzania oraz wystepowania Zrdédez, w osrodku
jednorodnym ma postacd

Of u =D (AU Dx k) +F(x,2)
lub u,3x ;e u =i u -Dx(Au)Dx U) =f (2.24)

gdzie: f (x,t) - funkcja wymuszeri Zrédzowych,

—u (X, = (wilx,t),T(x,%) ) T,
2‘:' o A11 (w, '1‘) A12(w,T)}
&5 A21 (w,T) 22 (w,m) | .
Réwnenia (2,24) mogg opisywaé réwniez inne zjawiska fizyczne,

wobec tego w ualszea czesci pracy obstrahujemy cd interpretacji fi-
zycznej skiadowych wektora ulx,t) i bedziemy oznaczaé Jje nastepujgeo

ulx,t) = (ultx,4) wl(x,t) )7, (2.25)
dla mecierzy wspdiczynnikdw otrzymujemy odpowiednio
Afw) = {ﬁ.ﬂ(u) A12 (u) (2.26)
A21 (u) A22 (u) .

W prektyce inzynierskiej dostepne sg zestawy wartosci wspézczyn-
nikéw macierzy A dla rdéznych wartodci u. Nie mozna z géry przewidzied
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jekimi funkcjami nelezy przyblizedé wartosci elementdéw macierzy A (2.26)
Z drugiej strony, przyjecie zbyt ogdlnego modelu opisu zjawiska, nie
pozwala uzyskad zadawalajgcych rezultatédw. W trakcie badain okazaio
sig, Ze ukiad rdéwnan opisujgcych przepiyw masy i energii jest silnie
paraboliczny. PozwoliZo to na skorzystanie z twierdzen o istnieniu
jednoznacznych rozwigzan dla silnoparabilicznych ukXaddéw réwnan
rézniczkowych czgstkowych. Zostaty w pracy dowiedzione twierdgzenia,
okreslajgce zaleznodél migdzy wepbiczynnikemi macierzy A w (2.26)
Zaktadamy dalej, Ze:xEQGE1.
Twierdzenie 2.4. Uktad réwnan (2.24) Jjest 2-paraboliczny,
jezeli sktadowe rzeczywiste wartosci wiasnych macierzy wspdiczyn-
nikéw A(u) (2.26) sg dodatnie dla dowolnych wartoéci u z zadanego
obszaru,

Dowdd. Ustalmy u=u . 4godnie z warunkiem (2.5) czeéé gedéwna operato-
ra macierzowego X ua posiac

¥ (X, tyUoy 3% y36) = X (Uo 3% ,32)= Dt - Altho) D (2.27)
Istotnie, I"(uo,ig , p)=pE +H(uo)§1,
oraz L (Uoy (¥, pa*)= pA'E +R(U) " 2*
gdzie E - macierz Jjednostkowa,
Obliczamy operator L z definicji (2.2)

L{Uo, 3% , 3F) =det {DZ ~Alu) Dx ¥, (2.28)

i otrzymujemy L(Uo, 1, p) = dd%pE“rH(ua)gz}. (2.29)
Wyznaczamy pierwiastki Py wielomianu L(uo,i},p)

| p, E +AWwaF? [=0 (2.30)

Jezeli §= O,wéwczas Py = 0. ‘
Jezeli § # 0, warunek(2.30) mozna zapisaé w postaci

i otrzymujemy Ps - _9f
: 2

gdzie R,A oznacza wartosé wiasng macierzy A(uo).
Ostatecznie dla dowolnego ¢ maiy

p = - A0l ’ (2.31)
zas Re ps = ~Re R“-lzlz (2.32)

Jezeli Re 7{A>'O, wéwczas warunek 1° definicji 2.2 jest spes-
niony i stata J z definicji 2.1 jest rdéwna

J = Re A2, (2.33) .
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Sprawdzimy obecnie speinienie waruniu 2@ definicji 2.2. Poniewaz
X’ (Upy g2, pA')= pA'E+ 3" 2" A(Us)

widaé wiec, %e warunek 2° tej definicji jest speiniony dla staiych

ri,r2=1 i b=1, co konczy dowdd .

Tw:i e r<d z-enie 2.,5. Ukiad réwnan 3&2@24) jest silnie parabo-
liczny dla dowolnego u z zadanego obszaru, Jjezeli elementy macierzy
wepétczynnikdéw speiniajg warunki

(o) .
1 a8y, >ao,

855
0 4
2° a = 2(a11+a22) 20,
gdzie 849 845
A (u) S g
21 "“2¢

(2.34)

Dowda. Ustalmy u=u_ i oznaczumy

a a
) = { 11 12]
859 Bg2p .

Lowodzgc twierdzenia 2.4 wskazalismy, ze rzgd skiadowej eliptycznej
operatora (2.24) jest réwny 2. Nalezy dowiesé jeszcze warunku (2.26)
Dla czesci giéwnej operatora (2.24), zgodnie & (2.27} mamy

w ,5’7,%’;) = Db Uy * H°(u,3) (2.35)
gdzie: °u é% ) DX U, (2.36)
Nalezy wykazaé, ze

Re [ (Uyig)z,2] 7 J |z’ 1z|' (d>0) (2.37)

gdzie: z:(z K 22) - wektor o skiadowych zespolonych,

[ ] - oznacza iloczyn skalarny.
Uwzgledniajgc postal operatora (2.36) dla ustalonego u=uo,warunek
(2.37) przyjmie postacd:

re 1 [ Gk [v]o[v] 12k [V (2.30

gdzie: z=(u,v) ’
u=‘,’t1+j-u2 '
VEVH Vo (2.39)
Jezeli Z= O,warunek (2.38) a tym samym i warunek (2.37) jest spesnio=
ny. Jezeli {# O , po podzieleniu stron nieréwnosci (2.28) przez f hie
i obliczeniu skzadowych rzeczywistych iloczynu skalarnego otrzymamy
ay(ufrug) + an(viev) +

(2.40)
* (g *ey) (UgVy #UgVp) 2 O (U2dug +V) V)
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Prawg stroneg nierdéwnosci (2.40) rozbijmy na dwa skiadniki
St (UF+uUg) + 0 (v + Vi)
Niech J1ca11-ao,

(2.41)
d2=8,52,.

7 zatozenia 1° mamy 51,J2> 0. Uwzgledniajgc zwigzek (2.41) w zmodyfi=
kowanej nierdwnosci (2.40) , otrzymujemy
(aM-J‘)(U%"'u%) t (azz’Jﬁ)(V}*’ sz)"‘

Flagtay (v +uvy) = 0, . (2.42)
lub postaé rdwnowazng
(ot o) [ud + ug +vi+vo +2(uqyy +uyvy)] 20, (2.43)

Jezell a = a,,+ 8,; =0, woéwczas nierdéwnosé (2.43) jest prawdziwa, co
pocigga prawdziwos¢ nierdwnosci (2.40) i (2.38) .
Jezeli a 7> 0, wéwczas po uproszczeniu (2,43) otrzymamy nierdwnosé

(y * Uy ) +(Vi +V2)* 70, (2.44)
ktéra otrzywiscie jest prawdziwa dla dowolnych U sl Vy,Vy, & tym
samym sg praewdziwe nierdwnosci (2.40) i (2.38). W obydwu przypadkach
mozna przyjgc

d=min(ds,d2)=min(ay-a, ,a;~0y) 70 (2.45)

co konczy dowdd.

Ukitady silnie paraboliczne sg réwnoczesdnie uktadami paraboli=-
cznymi w sensie Pietrowskiego. Zatem podane w twierdzeniu 2.5 zato-
zenia,pociggajg zafozenia twierdzenia 2.4. Prawdziwy jest nastepu=-
jgcy lemat:

L emat 2.1. Zatozenia twierdzenia 2.5 sg mocniejsze od zafozen
twierdzenia 2.4 .

Dowdd. Niech hi,zi (1=1,2) bgdg wartosciami wtasnymi i odpowiadajg-
cymi im unormowanymi wektorami wiasnymi macierzy A(u) -dla ustalonego
u=u_ . lamy wowczag '

Az, =A; 24 o 2446
Poniewaz speinione sg zatozenia twierdzenia 2.5, zachodzi nierdwnosé
(2.38) dle dowoclnych 7 i 2z a w szczegblnosci dla ¢=1 1 z=z, mamy

Re [A zi,zi] 2 szi,zi] " '
Po uwzglednieniu (2.46) mamy
Re[hizi,zi] > [zi,zi] " o A
Wektory z4 8§ unormowane, zatem fzi,zi] = 1 1 otrzymujemy warunek
Re Ai 20, 2.47
gdzie J jest okreslone wzorami (2.45) i (2.41),co koriczy dowdd.

Udowodnione twirdzenia podajgq pewne warunki, jakie musi spei-

niaé model matematyczny zjawiska,aby mozna byto stosowaé do niego



17

twierdzenia 2.1, 2.2. i 2.3 oraz rezultaty uzyskane w dalszej czesci
pracy. Z postaci wspdiczynnikéw (2.24) wynika, ze speiniajg one zna-
cznie ostrzejsze zalozenia. Doktadna analiza modelu pozwala stwierdzid,
ze 88 réwnierz speinione warunki

> 0 (i,j=1,2) ,

J

%1 (2.48)

i3 (i,3=1,2,i#3 ).

Uzyskanie jednak stabszych rezultatdw,pozwoli zastosowaé proponowane
metody modelowania do badania iniych zjawisk.

3.WYBRANE FRAGMENTY TEORII METCD SIATKOWYCH

3.1. Metoda rdéznic skonczonych

3.1 1iatka i funkc je siatkowe . Netody
réznic skonczonych przyblizonego rozwigzywania zagadnien brzegowych ,
polegajg na zastgpieniu pochodnych czgstkowych odpowiednimi ilorazami
réznicowymi, co sprowadza rdéwnania rdézniczkowe do odpowiednich opera-
tordéw rdéznicowych. Zamiana ta dotyczy zardwno ukzaddéw rdéwnan jak i
zaleznosci okredlajgcych warunki brzegowe.

Jezeli ciggta funkcja ulx,t) jest okresdlona na obszarze
QT = Q>%(0,T) ¢ En+1,w6wczas zagstosowanie metody rdéznic skonczonych
pozwala na wyznaczenie rozwigzania jedynie w pewnych punktach obgzaru
QT' Zbidér tych:opunktow nazywamy siatky, zas obcigcie funkcji u do tej
siatki, funkcjg siatkowg. Tajcu¢sciej wykorzystuje si¢ siatk: rdéwno-
mierne dla ktdérych odle;fos¢ mi¢dzy sgsiednimi punktami wzdiuz kazde]
osi, zwana krokiem siatki, jest staza ' !

\Xi - X}-_,] =AX1 7 O,‘l:",...,l’l),
- = (3.1)
t, - t,_, =At>o0.

Przyjmuje sig¢ staig zaleznoél miedzy krokami siatki wzdiuz poszcze-

AXxX =h
Axt o= gl(h) , (1=2,...,n), (3.2)
At =g(h) °

W ten sposdb siatka jest jednoznacznie wyznaczona przez krok h. W ce-
lu uzyskania peinej jednoznacznosci nalezy przyjgé jeszcze jeden
wezek., Mozna zatozydé, ze siatka zawiera zawsze poczgtek ukiadu wspéi-

rzgdnych lub inny wyrdézniony punkt. 2Zbidr punktéw siatki oznaczamy
przez Dy , przestrzen funkcji okredélonych na siatce Dh' nazywanych
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dalej funkcjami siatkowymi u(h)
cia funkcji u okreslonej na QT , do siatki Dh' oznaczamy nastepujgco
[u]h.

Rozpatrujemy zagadnienie brzegowe .
Lu-=f, (3.3)

ktére bedziemy rozwigzywadé metodg rdéznic skoiczonych. Réwnanie to za-

, Oznaczmy prgez Uh‘ Operacjg obcig-

wiera zardwno rdéwnania opisujgce modelowany proces jak i odpowiednie
warunki graniczne. Dla zagadnienia (2.8) mamy odpowiednio

L0x,k,u,3%,58) ulxt) (x,h)eqy,
Lu =9y ux,0) yxe S, (3.4)
w(x,t) y (x,£)eT" > [0,T],
oraz
F(x,4) ,(x,k)eQg,
'F = y(X) ) X6 Q, 305
B (x,t) , (xst)e T x[o, 7.
Uktad réwnan réznicowych odpowiadajgcych (3.3) zapiszemy w postaci
s u(h) - f(h), 3.6

gdzie Lh aproksymuje L. a f(h)

aproksymuje prawg strong f. Przestrzen
prawych stron (3.6) oznaczamy przez F,. Nalezy tuta] dodaé, ze sia-

tka na ktérej sg okreslone funkcje f(B) moze si¢ réznié od siatki D

() h?

. Réznica ta,jezeli
wogule wystepuje, polega najczesSciej na przesunigciu siatek o péx
kroku i zmniejszeniu liczby skadowych w (3.5) tak, ze wezty drugie}
siatki lezg poérodku wezidw siatki D, . W przestrzeniach Uy i F, wpro=-
wadza sig¢ odpowiednie normy || }hh il “Uh. Najczedéciej sg to normy

ktéra jest dziedzing przyblizonych rozwigzan u

typu max po wartosciach dla wszystkich wezzdw siatki.

3.2, Aproksymc ja, stabilnosdé¢ i zbie=
Zz2nosgc¢ operatordédw rdédznicowych. Podamy obecnie
kilka podstawowych definicji z zakresu zagadnien brzegowych i ich

aproksymacji operatorami véznicowymi. Zostanie rdéwniez przytoczone
" podstawowe W te] dziedzinie twierdzenie Laxa. Przytoczone w pracy

pojecia sg nowszg wersjg prac Laxa [33] opracowane przez Rabienkina
[151, [161,044]1,(461,0471.

Definicja 3.1. DNowimy, ze rozwigzanie u réznicowego
zagadnienia (3.6) przy zmniejszaniu kroku siatki jest zbiezne do roz-
wigzania u zagadnienia brzegowego (3.3), jezeli

(h)

| tuly = w™ = 0 prey n—o. (3.7)
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Jezeli ienwcze dodatkowo zachodzi nierdwnosé

”[u]h - u(h)l(U = C 'hk, (3.8)
h

1

gdzie C1 i k state, niezalezne od h, to méwimy, Ze zbieznosé jest
rz¢du k, lub ze schemat rdéinicowy ma k-ty rzgd dokiadnosci.

Operator rdéznicowy (3.6) aproksymuje operator rézniczkowy (3.3)

(h)

z pewnym big¢dem, zwanym residuum Jr y,2zdefiniowanym nastgpujgco

Lh[u]h = f(h) +<5f(h), - 3.9

(h)

gdzie u jest pewnym rozwigzaniem. Zmniejszanie sig¢ residuum Jf do

zera dla h+*0, przyjmiemy za okreslenie aproksymacji.

(h) (h)

= f

Definicja 3.2. édwimy, 2ze operator rdéznicowy L, u
aproksymuje zagadnienie L u = f na rozwigzaniu u, jezeli néf(h)HF ™0
h

dla h*0., Jezeli jeszcze doaatkowo zachodzi nierdwnosé

Jd«® || -~ < c-nk, 3.10
.L'

gdzie C>0,k”>0 - pewne staie), to méwinmy, 2ze zachodzi aproksymacja
rze¢du hk,lub ze aproksymacja jest rzgdu k wzgledem h.

Podamy obecnie dwie rdwnowazne definicje stabilnosci operatora
réznicowego.

vefinicja 3.3. Héznicowy operator (3.6) nazywamy stabilnym,
jezeli istniejg tekie liczby h>0 1 Jd>0, ze dla dowolnych h<ho

i e(h)EFh’ ”e(h) “En<J', zagadnienie brzegowe

g, g B o g ol 0 (3.11)
posiada tylko jedno rozwigzanie z‘n),apeznlagque warunek
Jla B - w B < e e L, oo 3,12
h h
(n)

gdzie stata C jest niezalezna od h, u rozwigzanie zegadnienia (3.6).

Definic jea 3.3a. Operator réznicowy (3.6) nazywamy stebilnym,

jezeli dla dowolnego f(h)th,réwnanie Lh u(h) = f(h) ma jednogna=-
czne rozwigzanie,speiniajgce warunek
S NTRR (h)
u s £ C T o
B N EA P (3-13)

gdzie staza C>0 jest niezalezna od h,

Réwnowaznosé definicji 3.3 i 3.3a dowiedziono w pracy [16]. Wprowa=-
dzone pojecia pozwalajg na sformuiowanie twierdzenia o tym, ze dla
stabilnych operatordw rdéznicowych aproksymacja pocigge zbieznosé.
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. u(h) - f(h)’
aproksymujgcy zagednienie Lu = f na rozwigzaniu u ®mrrszg¢dem’ hk,
(h)

Twie:xrd gendie 3.7, Niech operator réznicowy L

bedzie stabilny. Wéwczas rozwigzanie u Jjest zbiezne do [u]h, pray

czym prawdziwe.iest szacowanie
(h) , k
jaly = w ™y, < (¢r cn, (3.14)
gdzie C i 01 - state, wchodzgce w swacowania (3.13) i (3.10),

(h) (h)

= T i [u]h=z(h), Zz2 (3.12) mamy

(h)
(ST PR EEA P
Wykorgystujac szacowanie (3.10), otrzymujemy (3.14), co koniczy dowdd.

Dowdd. Podstawmy ¢€

(h)
u

W literaturze [6].[44],[46] spotykamy w cytowanym twierdzeniu
dodatkowe zaXozenie, ze zagadnienie (3.3) jest poprawnie postawione,
co oznacza, Ze operator rozwigzujgcy zagadnienie (3.3) jest gesty
w Fh i jednostajnie ograniczony. Dla ukiaddéw silnie parabolicznych
na podstawie twierdzenia 2.1, 2.2 i 2.3 moina przyjgé, ze warunki té
8§ spe4nione.

3.1.3. Badanie stabilnosédci schematidw
réznicowych . Podstawowym problemem, zwigzanym z zastoso-
waniem metody réznic skonczonych, jest badanie stabilnosci operatordw
réznicowych. Zagadnienie to jest stosunkowo dobrze opracowane i gna-
ne w literaturze. Jednak podstawowy problem, stwierdzenie stabilno=-
gci, w kazdym przypadku nalezy rozwigzywaé odzielnie.

Dle ukiadéw parabolicznych, mozna budowaé operatory réznicowe
w postaci schematdéw dwuwarstwowych. Niech u™ = u®(x) oznacza pray-
blizenie dla u (x,nat), otrzymane z uktadu réwnan réznicowych. '

Réwnenia rdéznicowe majg postad ubtt . ¢ (at) u®

;EM B U™ (x+p B, ..., Xyt AXT) +

(3.15)
- n A —
+f5£~o Bg W (X4+pil:\)(,...,>(n+f-’nAXn) = 0.
Stosujgc przeksztaicenie Fouriera dla réwnania (3.15)otrzymujemy
Hov™ (k) +Ho v (k) =0, (3.16)
gdzie
He= = Bp expiilky pAx+.. ¥ ky pa AX" T}, (3.17)
= ) ’ 1
Ho -béNo Ba expﬂc[ki‘z,iAx + .+ knPnAxn ]} \ (3.18).
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Ostatecznie schematowi réznicowemu (3.15)w dziedzinie zespolonej
odpowiada operator G(4t,k)

vk =6 (at,k) v (k) (3.19)
gazde G (At k) =H™ Ho . 3.20

Maciersg G(At,k) nazywa sie maclerzg przejsécia. Jest ona operatorem,
odpowiadajgcym operatorowi ¢(At), dziatajgcemu ne funkcje u,
Dzieki tej odpowiednioséci, bedanie stabilnosci sprowadzié mozna
do badania macierzy przejScia.
Operator rdéznicowy (3,15) jest stabilny , jezeli dla pewnego
)0, macierse
0<At<T
e(At,k)" dla {0 < nat< T
dowolnych k (3.21)

83 jednostajnie ograniczone.
Zznanym koniecznym warunkiem stabilnoécischematu réznicowego 3.15 ,
jest warunek Neumeana [15], [16], [471],

Twierdzenie 3.2 Niech..A1,..,,hp- bedg wartosciami
wiasnymi maciersy przejécia (3.20). Warunkiem koniecznym stabil-
noséci schematu (3.15) jest warunek
0< AL T
[A;] £ 4+C-At dla { i=4,..,p (3.22)
dowolnych k ,
gdzie stata C>0 nie zalezy od k 1 od At.

wymieniony warunek jest jedynie warunkiem koniecznym. Podamy obecnie
kilka warunkdéw wystarczajgcych [447.

Twierdzenie 3.3. Prawdziwe sg nastgpujgce stwierdzenia:

a® Jezeli macierz przejscia G (At,k) jest normalna (G*G - GG%= 0),
wéwczas warunek Neumana jest koniecgzny i wystarczajgcy dla
stabilnosci schematu (3.15).

b° Jezeli Mis i =4 ,e0e4yP, Wektory wiasne maciergy G*(At,k)'GQSt,k)
speiniaja warunek

| (48) 0<At < T
1 =4+ 0(dt) dla {i=4,..,p
L T
s k - dowolne (3.23)
to schemat(3.15)jest stabilny.
c® Jezeli dla pewnej normy macierzyll Hzgodnej %z normg wektora

zachodzi
¢ “ 0<At< 7

" [l 6(at,k)]| £ 4+o(At) dla%
dowolnych k (3.24)
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przy czym stata wchodzgca w warazenie oit) nie zalezy od k,
i jezeli l6(0,k)ll= 11, to réwnanie réznicowe jest stabilne,

d° Jezeli elementy macierzy G(At,k) sg ograniczone dla 0< At<T
i wszystkich k, i jezeli wszystkie wartosci wiasne macierzy G(At,k)
za wyjgtkiem by¢ moze jednnej, lezg w okregu jednostkowym, wéwczas
warunek Neumana jest réwnies warunkiem wystarczajgcym stabilnosci
schematu (3.15) .

W praktyce mamy do czynienia z operatorami, ktérych wspdiczyn-
niki zelezg od zmiennej przesirzennej x. Wdéwczas zgda sig, aby wa-
runki stebilnodci byiy speinione dla kazdego x .

W przypadku stosowania operatordw rdéznicowych dla rozwigzywania
zagadnien brzegowych z jednym réwnaniem parabolicznym, badanie
stabilnoséci jest gnacznie prostsze. llacierz przejiécia jest macierzg

o wymiarze 1x1 i jest oczywiscie macierzg normalng. Zgodnie z twier-
dzeniem 3a, warunek Neumana jest konieczny i wystarczajgcy. W pray-
padku zagednienl brzegowych opisywanych ukiadem réwnaen parabolicenych,
macierz przejscia z reguiy nie jest macierzg normalng i nalezy

szukaé innych warunkdw wystarczajgcych stabilnosci.

3.2, lietoda Galerkina

Metoda Galerkina Jjest pewng modyfikacjg metody Ritza, polegajg-
cej na minimalizacji pewnego funkcjonazu na zadanej klesie funkcji.
Fostaé funkcjonsXu dobiera sie¢ w metodsze Ritza w ten sposdb, aby
réwnanie Eulera dla tego funkcjonaiu, byZo réwnaniem opisujgcym
wyjsciowe zagadnienie brzegowe. Zaletg metody Galerkina jest fakt,
ze dla rozwigzenia zagadnienia brzegowego, nie wymage konstruowania
funkcjonatu., W pewnych przypadkach skonstruowanie takiego funkcjona-
tu moze by¢ bardzo trudne, lub prowadzi do postaci funkcjonazu
nieprzydatnej do dalszych badan.

Dane jest zagaednienie brzegowe:

Iu = f, (3.25)
z jednorcdnymi ' gerowymi warunkami brzegowymi. Réwnaie to
zapisujemy w postaci szabe]

[Lu,v™1 =0, v" 1 (3.26)

sgdamy aby réwnenie (3.26) byto speknione dla kazdej funkcji

\ﬂh)ev oraz aby funkcja u spetniata jednorodne warunki brzegowe.
Przyblisonego rozwigzania zadania (3.26) poszukujemy w pewnej przes-
trzeni S z bazg Y,..,.¥Yy « Rozwigzanie to ma postad

N
wPxt) = 2 8j10) ¢(x) , xe Q,kelo,T), (3427)
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Uwzgledniajge liniowos¢ iloczynu skalarnego, otrzymujemy
N
[L (jgiGj(’c) G 00)y W1 = TEGxgE)y g ) Ty k=tgoney (3.28)

gdzie y(x), (i=4,..,V) baza w przestrzeni Vh.
0 funkcjach bazowych zakiadamy, zZe sg ukiadem zupednym liniowo
niezaleznych funkcji, speiniajgcych jednorodne warunki brzegowe.
Warunek (3.28) mozna interpretowad jako warunek ortogonalnosci funk-=
cji y wzgledem Iu® w obszarze R .
Wymaga sie¢ aby cigg przestrzeni Sh byt gesty w przestrzeni S,
do ktérej neleay rozwigzanie zagadnienia (3.25). Najczegsciej
przyjmuje sie, ze VheshecS=H’(R) oraz, ze Yi(¥) =y,
W postaci maecierzowej ukiada réwnan (3.26)ma postaé

GQ = T (3.29)
gdzie Gy =Lyl =T d-

W zagadnieniu, bedgcym tematem niniejsze]j pracy, rozwigzanie
zagadnienia jest funkcjg wektorowg o dwdéch sktadowych. W rozdziale
pigtym zostanie pokazany sposéb tworzenia bazy funkcji wektorowych,
gdy zadana jest baza dla przypadku jednowymiarowego. Konstrukcja
ta gapewnia zachowanie podstawowych wiasciwoéci, prawdziwych
dla zadan jednowymiarowych.

Najczedéciej za funkcje bazowe przyjmuje sie¢ funkcje wielomianowe.
Jezeli operator I jest 2=m paraboliczny oraz jezeli Sh jest
przestrzenig elementdéw skonczonych stopnia k - 1, a Vh - przes=-
trzenig elementdéw skoriczonych stopnie 1 - 1, wéwczas dla metody ' - .
Galerkina szybkosé zbieznosci s-tych pochodnych rozwigzania jest
nastepujgca [50]

th~u“)”s= o(Hps+hk“>2m).

(3430)

3.3, liodelowanie zagadnien brzegowych na sgiatkach R-C.

Zagadnienia graniczne dla ukizaddéw rdéwna:n parabolicznych
stopnia drugiego mozne modelowaé na analogowych siatkach R-C.
Dotychczas znane sg udane préby konstruowania i eksploatacji
analogowych siatek dla modelowania réwnaniaprzewodnictwa ciepia
W Instytucie Cybernetyki Techniczne] skonstruowano kilka analiza-
tordéw pola, pozwalajgcych modelowaé quasiliniowe réwnenia parabo-
liczne [26]7,[55] . Dla ukZadu dwdch réwnaﬁé2-parabolicznych
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w pracy [12] spotykamy schemat sieci R-C do modelowania liniowych
uktaddéw parabolicznych g symetryczng macierzg wspdtczynnikéw.
Proponowany w tej pracy model nie nadaje sie do modelqwania zaga-
dnield quasiliniowych. W oparciu o koncepcjeg multiplikacji pojemnosci
zawartej w pracy [26] , autor zaproponowakX siatke R-C pozwalajacg
modelowaé uktad dwdéch rdéwneiri 2-parabolicznych.,

Koncepcja modelowania rdéwnail parabolicznych na analogowych siatkach
R-C, wykorzystuje analogie procesdédw nieustalonych w sieci R-C-

z pewng postacig ukzadu liniowych réwnan rézniczkowych zwyczajnych.
Révwnania te,uzyskujemy w wyniku aproksymacji rdéznicowej pochodnych
czgstkowych é% .

Nodelowanie zagadnien nieliniowych na siatkach R-C wymage stosowania
liniowych réwnan (2.24) oraz modyfikacji warunkéw brzegowych i po-
czgtkowych dla siatki. letody takie sq efekiywne w systemach
hybrydowych. Siatka R-C peini wdéwczas runkcje podprogramu rozwig=-
zujgcego ukzad liniowych rdéwnan rdézniczkowych zwyczajnych.

4. ZASTOSOWANIE ROZNIC SKONCZONYCH DO MODELOWANIA QUASILINIOWEGO
PROCESU WYMIANY CIEPEA I MASY

841¢ Algorytm linearyzacji réwnaid quasiliniowych w przedziaZach
czasowych

Niech bedzie dane zagadnienie brzegowe dla funkcji u(x,t)
Dt ~D% (A(w) Dxu) = Flx,t) ,x,t) €@y,
w(x,0) =yp(x) _ , X6 @, . (461)
ulx,t) = @x,t) , (x,t)es;
w cylindrze Qp = @x(0 ), Q=(0 1),

Przedziaz. (O T) dzielimy na odcinki o diugosci AT,
Rozwazmy nastepujgcg aproksymacje ukkadu (4.1)
D] uM(x,) = BA(ACux,00 0% u¥(x,t1) = £ (x,8) ,xe @, £e(0,aT),

u* (x,0) =yk(x)  XEQ,
w (x,8) = ¢ (x,4) , xe M, £€(0,AT), | - (442)
k=0,4,..,[T/aT],

gdzie
k(x)z{ p(x) ,dla k=0
g w1 (x,AT) , dia k>4, ~ (4.3)
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FA k) = Fx, k-AT+#), ' (4.4)
Réwnenie (4.2)sg liniowe. Rozwigzanie zagadnienia (4.2) uk(x,t)
w przedziale xe@, t€(0,AT) jest przyblizeniem rozwigzania
u(x,t) w przedziale x€& Q,te(kAT,k AT +AT).
Warunki brzegowe uzyskujemy przez przesunigcie na osi czasu drugiego
argumentu funkcji ¢(x,t), podobnie powstajg zmodyfikowane prawe stro-
ny réwnen (4.2).
Warunek poczgtkowy dla kolejnego uk otrzymujemy z rozwigzenia
w1 gq1a t =4AT,
Zeuwazymy, 2e aproksymacja jest tym lepsza, im mniejszy jest krok -
linearyzacji AT. Zalezy ona od rze¢du wzrostu macierzy A(u) wzgledem
u oraz od szybkosci zmian rozwigzania w czasie.
W sposdéb analogiczny przeprowadzamy linearyzacje quasiliniowych za=-
gadniel brzegowych dla warunkéw brzegowych drugiegd i trzeciego
rodzaju.

Twierdzenie 4.1 Jezeli zagadnienie (4.1) speinia
zatosenia twierdzenia 2.1, wéwczas rozwigzenia ciggu zagadnien
brzegowych (4.2} uk sg zbiezne do rozwigzenia u zagadnienia(4.ﬂ

uk(x,t) - wlx, kAT+t)l = 0 dia AT -0 (4+5)
dla dowolnych x&€®R, t€(0,AT), k=0,1,44e, [ T/AT].

Dowdéd tego twierdzenia, przy dodatkowym zazozeniu, ze rozwigzanie
u jest ciggie wzgledem wspliczynnike rdéwnenie zemieszczono w pracy
[54]. CiggXo$é rozwigzania u od wspéiczynnikdéw, dla modelu (4.2)
zostata wykazana w pracy [39].

Twierdzenie 4,2 Wystarczajgcym warunkiem stabilnosci
operatora réznicowego dla ciggu zagadnied (4.2), jest stabilnosé
tego operatora dla kazdego z tych zagadnien oddzielnie.

Dowdéd. Dowéd twierdzenia przeprowadzimy w kilku etapach. Najpierw

L dh)= {h) w postaci rekuren-

cyjnej. Nasiepnie zostanie udowodniony :emat, podajgcy sposoéb
sprowadzania badania staebilnos$ci schematu réznicowego zapisanego

w postaci operatorowej, do badania stabilnodci operatora przejscia.
W koncu zostanie wykazana stabilnos$é ciggu rekurencyjnych opera-
toréw réznicowych, zbudowanych dla ciggu linearyzowanych zagadnien
brzegowych (4.2),

Schemat rdéznicowy, zapisany w postaci operatorowej Lh&h)= éh)

wskazemy zepis operatora rdznicowego
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mozna gzapisaé¢ w postaci rekurencyjnej
W = Ry W AL " (p=0,4,.,[AT/ALT),

w - zadane, (4.6)
gdzie uP jest obcigciem funkcji U2 o siatki Dﬁ
Dp ={ (x,£) € O y x=ih (i=0,d,...,N), &= p-At }. (4.7)

. )
Mozna powiedzieé, ze operator Rh przeksztaica wartosci dh

(
znajdujgce sig¢ na warstwie p (t = p-4t), na wartosci funkcji uh)-
znajdujgce si¢ na nastepnej warstwie czasowej.

Znacznie prosciej jest zbudowalé nowg siatke

Df = {xe@, x=i-h (i = 0,1,000,N)} (4.8)
- 1 badac¢ operator Rh dziatajgcy w zbiorze funkcji siatkowych uP
okreslonych na sgiatce D;. Wowczas ub oznaczajg kolejne wyniki
dziatania operatora R, na w® 1 odpowiadajg rozwigzaniu dh)

na siatce Dg .

Lemat 4,1 Jezeli sg speinione warunki :

h)
1° 0g°l & Ky 6™ Ug ) p=0dy0msp,, (4.9)
2°  lwl = Kall #®ip, (4.10)

gizie D, =[AT/At] , 2as staze K, K,> O nie zalezg od éh) i h,

wéwczgas koniecznym warunkiem stabilnoséci schematu Lhdh)a éh)
jest jednostajna ograniczonosé poteg operatora przejPcia
”REHQK ’ P = 0,1’000, po, (4011)

gdzie stata K nie zalezy od h.
Dowéd. Zgodnie z definicjgq stabilnoéci, nalezy wykazaé, ze zachodzi

h
hu? i < xlJF()”Fy-. gola  p=0,4,...,p,, (4.12)
gdzie staza C nie zalezy od i h.
Korzystajgc ze wzoru (4.6) memy

- A -4 -2 -
= RUP AL g = = Ry W AL (RD R 9L P ), (4.13)

Obliczone w ten sposéb rozwigzanie szacujemy przy pomocy
nieréwnosci (4.11)

Pl = R Eu®l +at K (Ne®li+ g+ ... +iig®™ ' ). (4.14)

Wykorzystujgc warunki (4.9) i (4.10) mamy potrzebne szacowanie
Pii =
TuPll = (K Ky+Atp KKy uf“”ths KKyt TR ) W6 ™ (4415)

W ten sposéb wykazalismy, ze zachodzi nierdwnosé (4.12)
ze gtatg C = K(K2+TK1) niezalezng od h 1 éh), co kondczy
dowdd lematu,
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Przejdziemy obecnie do trzeciego i ostatniego etapu dowodu.
Zapiszemy w postaci rekurencyjne] cigg schematdéw rdéznicowych,
odpowiadajgcy ciggowi zlinearyzowanych zagadnien brzegowych (4.2).
Niech m, = [T/AT] i m, = [AT/At] . Wéwczas schemat rdéznicowy
dla zagadnienia (4.2) mozna zapisadé w nastepujgcej postaci.

“myt p+q n-my+ n.m, + p
un v p = Rh’n u 27 P +A-£g 2 ,p=o'4’”.,m2,
n-m 016
w * -zadane, (4.16)
n=04,...,myq,
gdzie operator Rh i odpowiade n-temu 2z liniowych zagadnien
?
brzegowych (4,2).
Dla kazdego n schemat (4.16) jest stabilny, mamy wigc
nim, *
He™ ™ P & Kay 18™ I, (4.17)
Zetdzmy, ze |
Nl = Koo 1§ Iig, (4.18)
oraz, ze kazdy z operatordw Rh n me jednostajnie ograniczone
9
swoje potegi
P
llRmn“ & Kny n=04,...,my, p=0dy.eeg My, (4.19)
Zdefiniujmy kolejne potegi pewnego operatora R;' w sposéb
nastepujgcy
¥ n-my+p n. mg P
Rh 2 = ( Ho Rh'k ) Rh,n“i ,n=0'iyuv, m{i, p= 0'4.’000,m2! (40 20)
Schemat réznicowy (4.16) mozemy zapisaé nastepujgco
(LP+1 = R“ up+AtgP ) p=0,'i,...,m2'm4_
uw -zadane, (4421)

gdzie potegi operatora R: sg Jjednostajnie ograniczone.
Istotnie, niech
K= max{mnax Knyt}

wéwczas na podstawie (4.21) mamy
IR "M < fro Ko * Knes & K™ =Ko,

gdzie Ko nie zalezy od h, Zatem schemat (4.16) jest stabilny.
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4.2 Schemat jawny

Pojecie schematu jawnego i niejéwnego, zwigzane jest ze spo-
sobem obliczania rozwigzania przyblizonego. Wiekszosé operatordw
réznicowych mozna zapisaé w postaci rekurencyjnej (4.6).

Méwimy, Ze schemat rdznicowy jest jawny, jezeli kazdg ze wsplirzede
nych wektora wP*!  w réwnaniu (4.6), mozna wyliczyé bezposrednio,
majgc dane uP?  oraz Aﬁgz W przypadku przeciwnym, gdy obliczenie
wspbirzednych rozwigzania uP*ijymaga odwracania pewneJ macierzy,
wowczas méwimy, ze schemat jest niejawny.

4,2.17. Budowa schematu rédznicowego,
badanie aproksymacji. Nalesy znaleZé schemat
réznicowy dla rozwigzaenia u (x,t) quasiliniowego rdéwnania

Diu = Dx (AW DIu) =t(x,4) ,x¢ R, 4e(0,T) (4.22)
gdzie Q=(0, L),
z warunkiem poczgtkowym

u(x,0)=y(x),xe(0,L) (4.222a)

spetniajgce jeden z podanych warunkoéw brzegowych;

ul0,t) = A, £E(0T) he 47 (4.23)
UL, tl=PR ), £e(0,T)
IT rodzaju

I rodzaju

Dk ulxyB)| o = ok(t) , £e(0,T)

(4.24)
Dkl )y, = pUk) 5 £€(0,T) |

lub III rodzaju
B- Dk (k)4 u ()| =d(t) , £e (0,T) (4425)

C-Dx u(x,£)*u (x,t)]x:f[s(t) , £€(0,T)
gdzie & (£),plt), y(x),f(x,t) o8 zadenymi funkcjemi wektorowymi,
zas B i C macierzami wspdiczynnikdw.
Zaktadamy, ze do rdéwnania (4.22) zastosowano algoryzm linearyzacji
w przedziatach czasowych . Ustalamy k, numer kolejnego przedziazu
linearyzacji. Rozwazamy jedno z rdéwnan (4.22), ktdére po opuszczeniu
indeksu k ma postsaé nastepujacg

D w(x,#) = D¢ (A(u(x,0)) Di w(x,t)) = f(x,4),xe(0.L),te (0,AT) . (4.26)

Zeuwazmy, ze macierz wspéiczynnikéw Af{u(x,0)) w (4.26) zalezy
tylko od zmiennej x i dla ustalonego k-tego przedziaZu lineary-
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zacji, nie zalezy od t, dla te(0,AT).
Przyjmijmy, %2e siatka na ktdrej poszukujemy przyblizonego rozwigzae=
nia, jest réwnomierna i ma krok czasowy At oraz krok przestrzenny h

N T (4.27)
h= §57

gdzie M ilos$é punktéw na osi x.

Oznaczmy przez ug wartosé funkcji siatkowej dh) w wegZle
x=(t-4)h , t=pAt,dla i=4,..,M, p=04,...,[AT /L]
oraz
AR; =A(ulli-4rh,0), (4.28)

gdzie 1 moze byé liczbg rzeczywistg.
Do aproksymacji lewej strony réwnania (4.26) wykorzystamy wyrazenia
typu

" p+
g ( !

P
"z“luwf “up)/ At (4.29)

® ’
Dy LA(u(x,0)) Dx u(x,t)]uwg = (Hi%(u?q -u;) +Hi-4.(uf,1-ur ) /K (4.30)
Zbadamy obecnie dokXadnos$é aproksymacji réwnaniaA(4.26) za pomocy

wyrazen (4.29) , (4.30) . Chcemy, aby prawa strona rdéwnania (4.30)
aproksymowaza formute na obliczanie pochodnej iloczynu.

DY (A (x) DX U(xy4)) = Df A(x)- Dx ulx, )+ A(x) D} tix,t) (4.31)

W celu zbadania aproksymacji rozkiadamy funkcje u na sumeg
Taylora w otoczeniu punktu ug

4 A
w = ul *ar (piw) +o( (at)?) (4.32)
1 3 '
Wy =ultn(ofwl +4 oiw? + 5 0ku) +o(h*) (4.33)
2 3
wl, =uf= h(0f u) + 5 0kw)! - E R uf +o(h") (4434)

Korzystajgc z réwnan (4.33) , (4.34) obliczemy prawg strone

réwnania (4,30)
p P
(R, g (g =ug )+ Byl ~u) T/ R = (4435)
iod =i ; A N A;.4-R._
- AM,hm £ oy u)f + Dirt Pt (pz u){’+h—‘iz§—"‘—*(03u)f +o(h*)

Pordéwnujgc rdéwnania (4.35) i (4.31) otrzymujemy nstepujace warunki
aproksymacji

, A.
it T F () folh) (4.36)
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Aieg = Ri-t _ |
i+4 - t-2 Dx n(u(x,i)) x =({i-4)h il |
£=0

Zéuwaémy, ze speinienie rdéwnerd (4.32) , (4.36) i (4.37) zapewnia
aproksymacje réwnania rzedu o((At)+o(hf).

Wskazemy, ze wspélczynniki‘Ai okreslone wzorem (4.28)speiniajg

réwnania (4.36) i (4.37) .

Istotnie rozwinmy w szereg Taylora funkcje A(x)=A(u(x,0)) w punko%e

x=(1-.1nh

Aieg =Ri+ 3 (D% R)i +o(h?), (4.38)
Ai-4 =Ri ~3 (0xR); + o(h?). (4.39)

7 réwnan (4.38) i (4.39) widadé ze sg speinione warunki (4.36)
i (4.37) . Nozna pokazaé, ze réwniez dla wspdiczynnikdw Ai+% "
g__i zdefiniowanych nastgpujagco
L

, _ A (ui) +n(u°i+4.)
Hi+i - 2 | (4-40)

ni-% _ H(uﬂ) Zi-ﬂ(u;.4) N (4.41)

g3 réwnies speinione warunki (4.36) i (4.37) .

1

Obecnie przystepujemy do aproksymacji warunkéw brzegowych.
Niech tP = p-At , p = 0,1,...,l07/At] ,
Warunki brzegowe I rodzaju dajg zaleznosé

+1 +4
Cur = w27, (4.42)
1 +1 :
A C A (4.43)

Dla warunkdéw brzegéwych IT rodzaju stosujemy nastepujgcg apro-
ksymacje

p+d ptd
a ~ “1 oo™, (4.44)
uh - Une g pHi o |

ktdéra aproksymuje pochodne z réwnaii (4.24) z doktadnoscig O(h) .
Podobnie aproksymujemy warunki brzegowe III rodzaju (4.25)

B4 (u, - u:' )+ uft = at(tp+4'), (4.46) .



P Y P} (4.47)

Uk M M-1

4
h
Zauwazmy, ze rdéwnanie rdznicowe aproksymujgce warunki brzegowe
trzeciego rodzaju zawiera wartosci funkcji siatkowe} éh) z dwdch
warstw czasowych up+1 i uP . Jest to warunek konieczny, aby
mozna byto w sposdéb bezpoéredni, bez odwracenia macierzy, wyliczad
wartosci dh) na brzegu. Doktadnos$é aproksymecji w tym przypadku
wynosi o(h)+o(At).

Nea podstawie dotychczasowych rozwazen, przeprowadzonych w tym
punkcie , mozemy zapisaé w postaci operatorowe} Lhdh)= ém,
schematy réznicowe aproksymujace zagadnienia brzegowe (4.22) - (4.25).
Dla pierwszego zagadnienia brzegowego mamy

P P P P 2
h=J o %22""’M'1’ P=0sdyeey Poy (4.48)
Lh w =ﬁ U,, ‘L-i,-u,M,

+

u‘f ,P‘O,'i,...,Po,
+H

Lu'; P04y ey po.

oraz

P

Foooai=ly MLy p=04d0y Poy

. (4.49)
f(h)" SOL "'=11"'5M!

dp ,p=0,4.,:u’pa

: BP ip=014-1"'1p‘
gdzie p_ =[AT /At ]

[ =fli-Dn,p-At),

Y =y((i-1)h),

o’ =a((p+1)At),

pP = pl(p+1)At),
Odpowiednio wykorzystujac rdéwnania (4.44) i (4.45) bad?Z (4.46) i
(4.47) , otrzymamy schematy rdznicowe w postaci operatorowej dla
warunkéw brzegowych II i III rodmaju. ,
W celu okreslenia dokradnosci aproksymacji, nalezy oszacowad
norme wektora residuum 5th zdefiniowanego nastepujgco

LyLul, = £0 4 g (4+50)

gdzie [u]h s Jjest obcigciem do siatki Dy, pewnej giadkie]
funkcji.
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Proponowany schemat réznicowy (4.48) , (4.49) aproksymuje réwnanie
rézniczkowe (4.26) z btedem o wielkoSci rzedu o (At)+ o(n?),
natomiast warunki brzegowe i poczatkowe z bigdem réwnym zero.

Memy wiec oszacowane normy wektora residuum.

Has™ i, £ o(at)+o(h). (4.51)
Bedziemy delej zakiadali, 2ze

éi% = r = const, (4.52)

pozwala to oszacowaé norm¢ wektora residuum nastepujgco
I £ oy (4.53)
Fi ’

gdzie stata C zalezy od pochodnych funkcji u oraz od pochodnych

A wzgledem u, nie zalezy zas od h. Norma ll “Fh’ jest zdefiniowana
w nastepnym podrozdziale. Jednakze w przypadku aproksymacji warun-
kéw brzegowych II i III rodzaju, formuty (4.44) - (4.47)
zapewniajg jedynie aproksymacje rzedu jeden. W ten sposéb aproksy-
macja warunkdéw brzegowych, wpiywa na obnizenie doktadnosci eproksy-
macji zagadnien brzegowych, ktéra dla II i III =zagadnienia brze-
gowego Jjest rzedu h1.

4,2.2. Badania stabilnosci schematu
jawnego. Wcelu zbadania stabilnosci schematu rdznicowego
zepiszmy sthemat réznicowy w postaci rekurencyjnej. Schemat (4.48),
(4.49) mozna zapisad nastepujgco:

[~ p+4 P
wi = ul e DA (6 - u)) Rivg (W, - u)) THDEFE,
1=2,.,M-4, p=0,4,...,Po,
0. .
{ ui‘ﬁ, L"i’-no’M’
P
upt? = u + Ok [(a"*-aP)/ak] 1 POidyicagpoy

(4450)

Lui;i = u‘;u At-L ([':M’PP)/A*] 1P=01d0er Po .

Aby zapisaé te rdwnania w postaci

&um =Ry ' + Ak gF (4.51)
u® - zadane

zdefiniujemy operator Rh w sposdéb nastepujacy.

Niech & =(8i,..0,8) , b =(b1,...,ga i b =Ry a, gdzie

blgal-"- r[RL“%(a"1~ai)+gl+§:(aifi-al)] 11=2,---,M'1 ) (4.52)
b4=a4,

by=ay .
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Niech dalej u° =(¥o yYageersY¥u ) : (4.53)
oraz niech S Pwi
P = PP P -
¢ =(i'zﬂ_—d‘— Ntu‘css'-'ﬁm—u AL ) (4.54)
gdzie TP = £((i-4)h, p-Ot), |
§; = ylli-1h),
o\"= ak(p -At),
=p (p-At)
Wprowadz1my normy w przestrzeniach Uh i Fh
e ey wy, = mox Hufll = max max ulu (4.55)
uf W= max{iul i, pml}, (4:56)
m).(a

gdzie indeksy gdérne oznaczajg pierwszg i drugg skiadowg

wektora u?

h)“ = max maxllfpﬂ + max g 1+ maxll&'ﬂ + max g’ I+
P (4.57)
+ max || S5 At H+ max WﬁjyﬁL”
)
gdzie normyll I, wystepujace po prawej stronie rdéwnosci w (4.57),

oznaczajg maximum po wspdirzednych.

Przy tak zdefiniowanym operatorze Ry (postacé operatora R, wyznacza
w sposdb jednoznaczny postaégp) oraz normach w przestrzeniach

U, i F,, memy speinione nstepujgce nierdwnosci
tuelis co ke, (4.58)
TR TR (4.59)

Rzeczywiscie, zaplszmy wyrazenia naUullan I,

sy, = mox max hudi = max |y iy (4.60)

P P
igPlly, = max { S5 SOl o ah 12, (4461)

Porédwnujgc (4.60) i (4.61) ze wzorem (4.57) widzimy, ze warunki
4.58) i [4.59) sa speinione ze staiymi Cy =Ch = 1.

W celu stwierdzenia stabilnodci schematu réznicowego (4.51), nalezy
zgodnie z lematem 4.1 wykazal ograniczonosé poteg operatora
przejscia RE s P = O,1,...,po.

Nacierz przejscia dla operatora Rh ma nastepujgcg postad

G(At,k)=E-¢Ri |, (4.62)



34

gdzie A; = (D;-.& t 9“,42,)/9. ' (4.63)
-~ . Q] 2 : -
¢ =4p-sin kl—b
Lemat 4.2 TNiech macierz B = E + ¢-A. Wéwczas zachodzi
A% =440 f (4.64)

gdzie " iab sg wartosciami wiasnymi odpowiednio macierzy A i B.

Dowdd. Zgodnie z definicjg wartéci wtasnej mamy

oet [ A*E - 81 = det T2%E - (E+gm)] =0 (4.65)
Niech ¢ # O, wdwczas otrzymujemy
& _
llgi E -n‘:o. (4.65)
z drugie] strony wartosé wiasna macierzy A speinia  réwnanie
[APE-R| =0 (4.67)
Poréwnujgc (4.66) i (4.67) mamy
B _
As -4 7&“
tad ;
Stg
2% =1402",
Jezeli ¢ = 0, wéwczas B=E i W= =1 , zatem warunek (4.64)

tez jest sgpeiniony, co konczy dowdd lematu.
Korzystajac z lematu (4.2)mozemy wyznaczyé wartosé wtasng macierszy
przejscia

A= 4-g-af 4.68
gdzie nnjest wartoscig wtasng macierszy Ay okreslonej wzorem
(4.63), e=4rsin'd (4ec0,2TY),
Konieczny warunek stabilnosci Neumana wymaga, aby zachodzita
nierdwnosé

[1-4rp2" 1241 dla pelon). (4.69)
Warunek (4.69) wymaga, aby tak dobraé warto$é parametru ‘¢ ,
by wartodci wiasne macierzy A lezaly na ptaszczyZnie zespolonej
w okregu o srodku %‘i promieniu réwnym %’.

Twierdzenie 4.3 UNiech macierz A o rozmiarze 2x2
speinia warunki
%y 7| oyl
Ogy )la21[
oraz ni 0<¢ 4 min {=-
niech 0¢¢ ¢ min {F-

g02ie i (au ali)
Oy Ay / ,

V2 ), wowezas NE-gRAN ¢ 4,
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Dowéd. Obliczamy norme macierzy I =¢R
T-¢ay - Q0yy

”E‘S’H“ = ”( ~§'€LM 4_@@22 ) “ = max&H-g’a“l*lqaul,H'S’a“l*lQa“| }o (4070)

Foniewas aﬂ,aZZ;O oraz Qa4 4 ¢ Ay €1  mamy
lE-gAll mox {1-gay+¢lanl, 1-gaz +lglal . (4.31)

Jezeli elementy nakgléwnej przekgtnej dominujg nad pozostaiymi,
wéwczas kazda z sum po prawe]j stronie wyrazenia (4.71) Jjest
mniejsza od jednodéci, co koriczy dowdd twierdzenia.

bm XA
A4
r

Rys. 4.1. Interpretacja geometrycznalwarunkéw Neumana dla schematu
jawnego.

Twierdzenie, 3.3 ¢ 1 udowodnione twierdzenie 4.3 dajg nastepujacy
warunek wystarczajacy stabilnosci schematu jawnego, ze statymi
wspdiczynnikami A, = A

~

4rd\€aa'dLa 4 € 0,4> (4.72)

gdzie dy= min {a11, a22}’ oraz wspdiczynniki macierzy A speiniaja
zatozenia twierdzenia 4.3. Stad warunek na wartosé r jest nastepujacy

1

W przypadku, gdy wspdiczynniki Aibi,nh% zalezg od parametru i,
jezeli dla kazdego i elementy macierzy lh+f, Ri-% speiniajg

zatozenie twierdzenia 43 , warunek

1 . 1 . 1 ; 1
) A E) ) A ) S

e i
r &g min mm{ (4.73)‘
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jest tylko warunkiem koniecznym stabilnoéci schematu (4.48), (4.49),
gdzie o 4(it7) ,0p(i* 1) oznaczajs elementy odpowiednio macierzy
Ai+%— i Ai{-%, znajdujace sig na g*déwnej przekgtngj.

W praktyce przyjmujemy

) ) 1 1
o T lew, {®tar ' AT Cw) ) (4.74)
we llo
gdzie Uo oznacza zhidr przewidywanych wartosci u o,

4.2.3. Al gory tm modelowania z agad -
nien brzegowych. Woparciu o zbadany schemat jawny,
zostanie przedstawiony algorytm modelowania zagadnien brzegowych.
Algorytm ten,wykorzystuje linearyzacje rdéwnan quasiliniowych
w przedziatach czasowych. Przyjeto nastepujgce zatozenia d oznacze=-
nia:

A. Rozwigzania zagadnieri brzegowych (4.22)- (4.25) poszukuje sie
w obszarze Dy ={i,t), x=(i~dhyi=1,.yM, E=pAt,p=0,4,... [T/At] I,
gdzie h=L/M-1), L - dxugoéé odcinka (0,L)=Q.

B, W celu wyprowadzenia wynikdéw i ewentualnego obliczenia beddw
nalezy wywotaé Begment WYNIK. Wyniki nalezy wyprowadzaé w chwi-
lach czasowych t; =At2-4, gdzie At]? jest parametrem,

«A=0,44,,,LT/AtL],

C. Funkeje prawych stron f(x,t), ¢(x), «(t), p(t) oraz elementy
macierzy wspdtczynnikdéw A (u) sy zadane w postaci odpowiednich
segmentéw funkcji.

D. Wystepujagce w algorytmie zmienne R, U sg wektorami, stad

s ;_[Mm} -
uz(i], .

gdzie Ui,UZ macierze o rozmiarze M.
Podobnie wartoséci wspdiczynnikdéw rdéwnania
AL A2(i)

A3(i)  R4(D)

gdzie A1, A2, A3, A4 sg macierzami o rozmiarach M.

—
—_
-—

i

(4.76)

Algorytm.
0° Parametry formalne M, T, A4, Ak2,T,L{T=4At),
1° Obliczyé state wspdtczynniki oraz nadaé wartodci poczgtkowe
wskaZnikom
h=L/(M-1)
r=T /h?
it,itd,it2=0
t4,£04,£02=0.
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Dla werunkéw brzegowych III rodzaju liczymy macierze wspdiczynnikdw

20

p=B/h

E=C/h.

Obliczyé rozwigzanie poczgtkowe
X¢ =(i-1)-h
o ) } Q= 1M,

ug =y (x)

Zlinearyzowac¢ rdéwnanie

A= r (AW) R /2 ) i=4,2,..,M-4,
Krok iteracyjny

it=ik+d , k4= &7

Ri= Hi-i(ui-i - W)+ R (Uges - ) ) i =2y, M4,

Obliczyé rozwigzenia w weziach brzegowych

1) przypadek, gdy dene sg warunki brzegowe I rodzaju
Uy = & (£4)
UM=J\ (":4)

2) przypadek, gdy dane sg warunki brzegowe II rodzaju
Uy = Up-h-d(£4)
Uy = Uy Hhepltd)

3.przypadek, gdy dane sg warunki brzegowe III rodzaju
ug=altd) +0(uy-uy)
uy=p(t1) +E(Upy.q-uy)

Obliczy¢ rozwigzania w weziach wewngtrenych
x=(i-1)h
;= u; R+ T-f(x,t1)

Zamkniecie petli
a) jezeli (t41-t04< At4) i (#4-4014A+L2), skok do 4°
b) jezeli (#1-402< At2), skok do hd
c it2 = it2 + 1
01 = it2- At2
CALL WYNIK (W)
jezeli (t1>T) , koniec obliczef
jezeli (t, - t_,<At,), skok do 4°
Q) [41=itd+4
to1=it1-Atd
skok do 3°

(4.77)

(4.78)

(4479)

(4.80)

(4.81)

(4.82)

(4.83)

W przedstawianym algorytmie, zastosowanie catkowitych wskaZnikdéw

Pk,it1, ik2

y zliczajgcych odpowiednio ilos$é krokdw czasowych 7,
ilo8¢é linearyzacji oraz ilosé wyprowadzern czynnikdéw, zapewnia
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wyeliminowanie bi¢ddw, zwigzanych z liczeniem czasu. W przypadku

matych wartoéci T, biedy te mogg wpiywaé na rozwigzaenie numeryczne
w sposdéb istotny.

4,3 Schemat niejawny

4.3.1, Budowa schematu rédznicoweg o,
badanie aproksymacji. Podobnie, jak w przy-
padku schematu jawnego, nalezy rozwigzad jedno z zagadnien (4.22)-(4.25)
metodg réznic skohczonych. Zakiadamy, %e dena jest siatka rdéwno-
miernna opisana w p. 4.2.1 oraz, ze zastosowano algorytm linearyza-
cji w przedziatach czasowych dla wyjsciowych zagadnien brzegowych.

W rezultacie nslezy rozwigzad skoriczony cigg zagadnien brzegowych,
dla réwnania o nastepujgcej postaci:
D¢ w(x,t) = D (R(u(x,0) Dx u(x,t)) = f(x,t), (4.84)
xe(0,L), te(0,AT).

Skzadniki wystepujace w lewej stronie rdéwnania (4.84) aprOksymujemy
nastepujgcymi wyrazeniami rdéznicowymi

ul o & -ul) /A (4.85)
u=u;
Dx (A (u(x,0) Diu(x,t)), G oa R g -ul IR (4.86)
U=u;
gdzie Ai + % Ai - % sg okreslone wzorami (4.36)i (4.37)

lub (4.40) i (4.47).
Schemat ten rdézni si¢ od schematu jawnego, aproksymecjg pochodnej

rozwigzania po czasie. Aproksymacja (4,85) aproksymuje pochodng
po czasie roznicag wstecsz.

Podobnie jak dla schematu jawnego, warunki brzegowe I i II ro=-
dzaju a proksymujemy rdéznicami skoficzonymi, zgodnie z wzorami
(4.44) i (4s45) oraz (4.46) i (4.4ﬁ. Natomiast warunki brzegowe
ITI rodzaju, aproksymujemy w sposdéb nastepujacy

B (W) el = a e, (4.87)

C'4 (uzi-u::_ii) M =p(tP*), (4.88)
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Schemat 1@ snicowy dla pierwszego zagadnienia brzegowegoy w postaci

operatorowej, ostatecanie jest nastepujgcy

L, 't =g (4489)
gdzie .
‘. u'-”1 -uf prl ped ptL  pA 1
ar e g (g -ug )+ Ryt Gugyy = u )] /0
(h) < i=2,...,M-4, p=0,4,...,p,,
Lhu - , : . (4090)
u;i g b2 Ly umnyM,
+
u: y P L sy P
Lun4 ] p=0,1"001 Pp
oraz
'F,'.PH ,c’=2,...,M-1,
(h)E { "9" ’ i«=i,.¢-'M,
. f d\Pfi . pxﬂli,_“’p" (4.91)
! pPt =0,y Pe,
gdzie podobnie jek dla schematu jawnego
p, = LAT/ At T,
P i
£f1 7= £{li-0h, (pr1)AL),
g; = ¢ ((i-Dh), . (4.92)
x P = o ((prd) At),

p" = plprn AL),

Dla zagadniend brzegowych II i III rodzaju, we wzorze (4.90),
definiujgcym operator Lh1 ostatnie dwa wiersze nalezy zamienic
lewymi stronami odpowiednio wzordw (4.45) i (4.46) badZ (4.87) 1i(4.88),
Badajgc doktadno$é aproksymacji zauwazamy, ze podobnie jak w przy-
padku schematu jawnego , dla ustalonego stosunku Atﬁ#=r, dokZadnosé
aproksymacji rdéwnania jest rzedu h2 + Bigd aproksymacji warunkdw
brzegowych I rodzaju jest réwny zero, natomiast dla warunkdw brze-
gowych II i III rodzaju jest rzedu h1. Rozwazania i cigg obliczen ,
zwigzane z bedaniem aproksymacji schematu niejawnego, sg doktadnie
tekie same, jak dla schematu jawnego, przeprowadzone w p. 4.2.17.

4.3.2, Badeaenie dtabilnodci schematu
niegjawnegos, Wcelu zbadania stabilnodci, zapiszmy schemat
réznicowy (4.89) - (4.92) w postaci rekurency jnej
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CopHl pti  ped prd p p p+d
u; -P(Ri_% (u-i-1 - )+Rz+%(ug+i—ui » =u; +At-f; ’

i'=2""f M-i’ P:'o,i,...,po’

0 ' |
Ui =@ yi=1,.4M, (4.93)
pi p dp'i-d\P
u1 "u4 +—-—-A—k——--At 3 P:O,i,“',po’
P+ P

p+ P -
| Um Uyt TR AR =0t eep,

Aby zapisadé te rdéwnania w postaci klasycznej, zdefiniujmy operator
przejécia R . Niech a =(as,ece,8py), b m(byyesesby)i b =R
gdzie

n 8

b( -f'(n;,-i-(bi-i-bi)+gi+{.(bi¢1' b; )) = QA ,i=2,...,M-1,

b,'-'-'a1 (4.94)
szaM )
Wéwczas u° i gp okredélamy w sposdb nastepujgcy
W = (XZ,N.,Xh ) (4.95)
pti 1 P4 P
P_roh -a pH pri g
SJ =( At 7{.2 1"'1'FM 3 At ). (4.96)

Normy w przestrzeniach Uh i Fh y podobnie jak dla schematu jawnego ,
83 okreslone wzorami (4.55)7@.57% co zapewnia speinienie nierdéwno-
gci

iy, 2c e g, (4497)
)
g%y, < Call £, (4.98)

ze statymi C1 = C2 w1 (niezaleZnymi od h 1 od fh ).
W celu zbadania stabilnofci, nalezy zazgdadé by potegi operatora
przejécia Rh byty Jjednostajnie ograniczone

RPN E Ky p=0ydyunypo. (4.99)
Macierz przejs$cia, dla operatora Rh zdefiniowanego wzorem (4.94)
jest nastgpujgca

G(At,K) = (E+ghy ", (4.100)

‘gdzie
A= (Rig +RLEN/ 2, (4.101)
g=4r sin?(k-h/2), (4.102)

Skorzystamy,ze znanej wlasnosci algebraicznej, wyrazajagcej
sig w postaci lematu [13], [29].



41 |

Lemat 4.3 _

Jezeli Ai (i = 1,...,n) sg warto$ciami wzasnymi kwadratowe}

nieogsobliwej macierzy A, to dla dowolnego catkowitego 'k, warto-

Sciami wiasnymi macierszy Ak sg liczby Jl? (i = 1,2,000,n)

W przypadku macierzy A osobliwej, lemat jest prawdziwy dla

k naturalnego.

Twierdzenie 4.4, Jezeli wartoSci wkasne d,,.,, macierzy

wspdiczynnikéw A; majg skiadowe rzeczywiste dodatnie,'wéwczas
schemat rdznicowy (4.89) - (4.91), ze stalymi, niezaleznymi od
indeksu i wspdiczynnikami jest stabilny. Jezeli natomiast wspdz-
czynniki A; zmieniajg si¢ wrez ze zmiang indeksu, wowczas speinienie
tego warunku w kazdym weZle i jest warunkiem koniecznym stabilnoéci
schematu (4.89) - (4.91) .

Dowéd twierdzenia przeprowadzimy w kilku etapach.

Najpierw udowodnimy, ze macierz G istnieje. Nastepnie korzystajgc

z lematu 4.2 i lematu 4.3 zostang obliczone warto$ci wiasne macierzy
przejscia. Wreszcie, zostanie pokazane, ze elementy macierzy G sg
jednostajnie ograniczone, co pozwoliskorzystaé z twierdzenia 3.3d.
Dana jest macierz -4
6 (At,k) = (E+QR)

gdzie ¢ = 4rsin20(, (de(0,21T))

Macierz G istnieje, jezeli det (E +¢A) # O.

_ . |1+eA11 QFMQ. - 2 . (4.103)
[E+eA|=7 QM fhgh12 =4+ (A11+R22) + ¢'det R

Rozwazmy obecnie rdéwnanie kwadratowe, ktdre speiniajg wartosci
\
wtasne macierzy A

|AE-R) =2 -2(A#1+A22) + det A =0, (4.104)
ze wzordéw Vietty dla réwnania (4.104) mamy
g+ 2y = R41+R22 (4.105)

Ry*hrqg=det A
Z réwnan (4.105)wnioskujemy, ze jezeli skitadowe rzeczywiste
wartosci wkagnych macierzy A sg dodatnie, wéwczas A1 + A22 > O.
i det AYO, Poniewaz ¢ 70, zatem

|[E+oRl >4, (4.106)

co oznacza, ze macierz I +Q A nie jest osobliwa, zatem macierz
G = (E +-?Ay4 zawsze istnieje.
Przystepujemy do obliczania wartosci wiasnych macierzy przejécia.
Do macierzy B = E +¢ A zatosujmy lemat 4.2 i wéwczas otrzymamy

%= 1402 (4.107)
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gdzie)ﬁ iR sg odpowiednio wartoSciami wiasnymi macierzy B i A.
Nastepnie korzystajgc z lematu 4.3 dla k = - 1 obliczamy wartosc:
wtasng macierzy przejgcia

2=—1—+ié—-i—n— ) (4.108)

z zatozend o macierzy A i ze wzoru (4.1087 natychmiagst wynika, ze
a1<1 (4.109)

Aby méc skorzystaé z twierdzenia 3.3d , nalezy wykazad jednostajng

ograniczonosé elementdéw macierzy przejscia. Obliczamy macierz

przejBcia
: 1 +¢h2) -¢ A1
&= " (4.110)
-¢ R12 1+ ¢ R11 *
A A

gdzie A=|E +9Al. Poniewaz A»1 dla ¢70, wobec tego, elementy
macierzy G sg jednostajnie ograniczone, jezeli

lel<C,
gdzie C pewna stata. Warunek ten jest spektniony, jezeli iloraz
F=At/h nie przekracza wartosci % C. Zwykle przyjmuje si¢ staig war-
 todé r, zatem elementy macierzy przejscia sg ograniczone. 7 twier-
dzenia 3.3d wynika, ze schemat (4.90) - (4.92) ze sta*ymi wspdz-
czynnikami A; = A Jjest stabilny.
W przypadku, gdy wspdiczynniki zalezsg od zmiennej x, macierz
wspétczynnikdw A(U(x,0), musi mieé wartosci wiasne o sk¥adowych
rzeczywistych dodatnich, dla xe(0,L) .Warunek ten jest jednsk
tylko konieczny dla zapewnienia stabilnosci schematu niejawnego.
W ten sposdéb twierdzenie zostato udowodnione.
Badanie stabilnodci sohematdéw rdéznicowych dla zagadnienri brzegowych
z warunkami brzegowymi II i III rodzaju prowadzg do tekiej seme]
mecierzy przejécia (4.100). Do schematéw tych stosuje sie réwniez
twierdzenie 4.4.

W literaturz znane sg liczne schematy rdésnicowe, aproksymu-
jace réwnanie przewodnictwa ciepta [16], [44],[47]. W pracy autor
éwiadomie ograniczyt sig¢ tylko do zbadania dwdch schematdéw, ktdre
sg wzorowane ne dwéch prostych schematach, stosowanych do modelo-
wania jednego liniowego rdéwnania przewodnictwa ciepza.
Przedstawiona metoda badania stabilnosci, dla dwdch typowych
przypadkéw, powinna byé réwniez skuteczna, dla innych schematdw,
aproksymujgcych uktad dwéch’rdwnan parabolicznych.
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4.3.3. Algorytm modelowania zagad-
nien brzegowych. Zastosowanie schematu niejawnego
do aproksymacji zagadnieii brzegowych, prowadzi do rozwigzenia
ukradu rdéwnan algebraicznych. W przypadku zastosowania schematu jaw-=

: . Pl . : . ’

nego, rozwigzenie W "mozng byio wyliczy¢ na drodze przeksztaicen
algebraicznych. Obecnie,w celu wyznaczenia nowego rozwigzenia uP+1
nalezy odwrdcié pewng macierz kwadratowg o wymiarze 2M. Stosowanie

typowych metod odwracania macierzy byZoby mazo efektywne i nie-
uzasadnione.,

Uzyskane schematy rdznicowe mozna zapisadé w postaci ciggu réwnan
Ri Xeq +Bixi #Cixsq =Dy i=4,0,M (4.111)
Ay =Cy =0
gdzie Ai, Bi, Ci sa macierzami 2x2, D ,X; - wektorami o dwdch
sktadowych, zas © oznacza macierz zerowg. Dla uk}addéw rdéwnan
postaci (4.111) znene 8a bardzo skuteczne metody rozwigzywania,
wykorzystujgce tzw. zwrotne przejsci. W proponowanym algorytmie,
wykorzystuje si¢ procedure BITRI (BITRIDIAGONAL); napisaeng przez
autora i wzorowang na algorytmie przedstawionym w pracy.[43].
Aby méc korzystaé z procedury rozwigzywania uktadéw rdéwnan postaci
(4.111) , nalezy schematy rdéznicowe , zapisaé w odpowiedniej posteci.
Réwnanie rdéznicowe, aproksymujace rdéwnania parabdliczne (4.84) mozna
zapisadé w nastegpujgcej formie

--rﬂriub HE+rfigtrfipgdu ? r9‘+z c:i ;U? ’rAit-#!Mt (4.112)
(=2,...,M-1,
Porownugqc (4.172) 2z (4.111) memy
H‘-ﬂ'Hl_i_ " i=2,000yM-1,
Bi= E+rfi-4 *rfiss, (=200 M1, (4.113)
Ci=-rhpy ,c=z, M 1,
p p+i

gdzie E - macierz Jednostkowa, p jest ustalone.
Podobnie,zestawiajac wzory (4.45) - (4.47) oraz (4.87) i (4.88)

z réwnaniem (4.111), wyznaczamy wspdiczynniki réwnania (4.111)
posiadajgce indeksy rdowne 1 bgdZz N=1.

B, =t (4.118)
b= p",

Dla warunkéw brzegowych I rodzaju
B4=§M=E (4.115)

Ry =C,=Am=Cy=
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Dla warunkdéw brzegowych': II rodzaju
Ar=Cy =0, : (4.116)
-B-M=C.4 ""Ah"E
Bo=fm=-THE
Dla warunkdéw brzegowych III rodzaju
ﬁ42EM= (4.117)

ZaXozenia dotyczgce algorytmu sg takie same, jak wymienione w p.4.2.3.
Dodatkowo © - oznacza macierz zerowg, & E -~ macierz jedndstkowg
o wymiarze 2x2,

Algorytm.

0° Parametry formalne M, T, Atd,AL2,L (T = At)
19 Obliczyé state wspdiczynniki oraz nadaé wartésci poczgtkowe

wskazZnikom
h =1L/(M-1)
r=1/h (4.118)
vk, itd,it2=0
CH, 404,402 =0,
Ay, Cum =0.

(4.119)
1) przypadek, gdy dane sg warunki brzegowe I rodzaju
B, ,Bu=E (4.120)
E4,HM=9
2) przypadek, gdy dane sg warunki brzegowe II rodzaju
Bu=C,=tE (4.121)
ga,ﬁu’-"ﬂ,’E
3) przypadek, gdy dane sg warunki brzegowe III rodzaju
B =E-7 B (4.122)
-(.‘-1:'%'8
ﬁm""%c
EM:’E*%C
v Obliczyé rozwigzanie poczgtkowe
x =(i-1)h 4.12
g 1) }i:i,...,M. (4.123)
3° Zlinearyzowaé rdwnanie
AisCag= = rRAlui) 4 =4y, M1 (4.124)

B; =E ‘§i~5£

052y, M-



45

4° Krok iteracyjny

(t=it+1

t1=it-v

x=(i-1) } , :
= =2, .00, M-1 4.125
Di=u;+ 7 -f(x,14) it e A ( )
Dy=dh(t1) _
2 «126
Dm=p (t1) (4 )

Wywotaé procedurg BITRI
50 Zemknigcie petli
a) jezeli (41-t01<Atd)i(t4-£02<At2) skok do 4°
b) jezeli (t4~t02<A42) skok do 4°d
c)it2 = it2 +1
t02 = (t2-At2
wywotaé WYNIK (u)
jezeli (t1yT), koniec obliczer
jezeli (¢4-101<At1)skok do 4°
d) it1=;it4+4
101 = il -Ak1

skok do 3°

Wykorzystywana procedura BITRI ma t¢ wiasciwosé, ze wektory
ﬁi mogg byé utozsamione z wektorem rozwigzaen U; . Procedura ta za-
ktada , ze A4y = Cp=0 , ale nie wykorzystuje tych ¢lememt 6w
do obliczen, w zwigzku z tym mozna zrezygnowaé z obliiczania (4.18)
i podstawienia (4.23) sa dopuszczalne mimo, %e nie zapewniajg
spetnienia warunku (4.18),

4.4, Doktadnos$é rozwigzahn w metodzie rdéznic skoriczonych.

W celu oszacowania bdedu rozwigzania, skorzystamy 2z przytoczone-
go w rozdziale 3 twierdzenia 3.1.
Jezeli rzgd aproksymacji ;jesth’k i zachodzi

h) K (4.12%)
g™l <con,
oraz jezell schemat jest stabilny i zachodzi

Ny, € ¢ 1F P, 4. 128)

wéwczes prawdziwe jest)aastgpujqce szacowanie bzegdu
h K
ILul,~w™ Ny, €coch’, (4.129)
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gdzie u jest rozwigzaniem doktadnym.
Z rozwazan przeprowadzonych w punktach 4.22 i 4.32 wynika, Ze
dla obydwu schematdéw nierdwnosci(4.9) 1' (4.10) sa speknione, przy
czym mozna przyjgé staile K1 = K2 = 1. Wykorzystujgc ten fekt oraz
nieréwnoséé (4.15) mamy, ze w (4.128) C = 1 + T , poniewaz normy
operatordéw przejscia Rh w obydwu przypadkach sg mniejsze od jed-
nosci o ile sg speinione wymagane warunki stabilnosci « Ostatecz-~
nie mamy nastepujgce oszacowanie bigdu rozwigzania.

Htud, - u ll, € cal4eT) RS, (4.130)

gdzie stata C, wystepuje w (4.127), Oszacowanie (4.130) zwykle jest
bardzo grube i praktycznie moze siuzyé jedynie do stwierdzenia faktu
zbieznoéci rozwigzania dyskretnego do rozwigzania ciggego.
NiedokXadno$é szacowania wynika stgd, ze bigd aproksymacji szacujemy
na podstawie reszt Taylora, powstajacych w réwnaniach (4.32) -(4:37).
Reszty te szacujemy z gbry, przez przewidywane wartosci maksymalne
co znacznie zawyza wartosé staie]j 01 . Jednakze w przypadkach,
gdy wyzsze pochodne rozwigzania oraz pochodne macierzy wspdiczyn-
nikéw sg bliskie zera lub réwne gzero, szacowanie (4.130) moze

mieé réwniez walory prektyczne.

5. ZASTOSOWANIE METODY RITZA«~GALERKINA

5.1 Przegstrzen rozwigzan

Nalezy 2znaleZ4é rozwigzanie zagadnienia brzegowego, dla rdéwnania

zapisanego w postaci siabe]

[Lu,y™T=8,v™T, dia v eV, (5.1)
gdzie ue U, speknia gednorodne warunkl brzegowe.

Warunek ortogonalnoéci Galerkina dla zagadnienia (5.1) ma postaéd

[L (L1u,<t G (N Y K T=LF ) ¢ (0] 5 k=4 ey M (5.2)
gdzie VJ)U; M) baza w podprzestrzeni 5h
tyj,(j=i,...,M) baza w Vh

Rozwigzenie u zagadnienia (5.1) jest przyblizone funkcjg

M
=3 6(tgK) , xeloL), te o). (5.3)

Zaktadamy, ze Wiu)zqqu) sg funkcjami wielomianowymi o nosniku
nalezgcym do przedziazu <{(i-1h ,(i#d)h) , gdzie

—L—i 5.4
h= 37 (oud)



47

oraz, %e zachodzi

D g; (x;) =dgj, (5.5)
gdzie Xi=(t-4)h - wegzex siatki,
Jij - funkcja Kronekera,
Di - operator rzedu rdéwnego zero lub wyzszego.

Aby zbudowaé baze B, w przestrzeni prébnych funkcji Sy, »
‘przyjmuje sig¢ pewng funkcje¢ g(x), ktéra jest rézna od zera
co najwyzej w przedziale <~ 1, 1) i speinia warunek

pi glo)=4, (5.6)

Baz B, stanowig wéwczas funkcje

9 ()= g(F-i) ,i=1,..,M. (5.7)

W przapadku, gdy rozwigzanie zaegadnienie (5.1) jest funkcjg
wektorowg e dwéch skadowych, nalezy przyjaé ze baze funkcje

9 (X) = (g; (x) 0)7 , i=4,.yM, (5.8)
Wye; )= (0 i) i=1 ... M.

Aby przestrzed zawierata funkcje posiadajgce ciggle pierwsze pochod-
ne, nalezy wéwczas wybraé dwie funkcje, sperniajgce warumek (5.5),
jedna dla operatora Di rzedu zerowego, zas$ druga dla operatora

Dy rzedu pierwszego. Wéwczas przy tej samej ilosci wezidw, liczbe
wektoréw bazy bedzie dwukrotnie wyzsza. Kazdemu weziowi bedg
odpowiadadé dwa parametry,wertos$é funkcji oraz wartosé pochodnej.
Tym samym ilo$é niewiadomych Qj wzros$nie dwukrotnie.

Zaktadamy dalej, ze baze przestrzeni funkcji prdébnych jest

postaci (5.7).

5.2. Dyskretyzacja zagadnienia brzegowego

Podobnie, jak w rozdziale ¢zwartym zakiaedamy, ze do quasilinio-
wego zagadnienia brzegowego zastosowano algorytm linearyzacji
w przedziaiych czasowych. Obecnie, nalesy rozwigzaé cigg zagadnien
brzegowych dla uktadu dwdch liniowych silnie parabolicznych réwnan
4.2).
W metodzie Ritze-Galerkina wymaga sie, aby zagadnienie brzegowe
posiadato jednorodne zerowe warunki brzegowe. Istnieje wiele
metod sprowadzania zagadnien z warunkami brzegowymi niejednorodnymi,
do zagadnien z warunkami brzegowymi jednorodnymi. Zagadnienie to
zostanie szczegdtowo oméwione w punkcie 5.3 .
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Nalezy rozwigzaé zagednienie brzegowe (5.1) dla operatora IL
Lu = D wlxyt) =Dy (A(x) DY w(x k). (5.9)

Rozwigzania poszukujemy w przestrzeni funkcji prdébnych Sh

2M .10
TUENIRS SOIIR 519
J:

gdzie \; sg okreslone wzorami (5.5) -(5.7), przy czym funkcje
?11WM’?M+1’q72M speiniajg jednorodne warunki brzegowe.
Réwnanie (5.2) dla operatora (5.9) przy zazozeniu, ze bazy

w przestrzeniach Vh i Sh gg jednakowe, ma postad

?: 0; () [9; ()4 (x)] -;z”i@jmf (RS, 9 x) 1= [lxyt) @i 0)T (5.11)

k=4y...y2M,

gdzie kreska ' oznacze rézniczkowanie funkcji po jej argumencie.
Poniewa? sg to funkcje jednej zmiennej, wigc nie prowadzi takie
oznaczenie do niejednoznacznosci. :
Zauwazmy, ze funkcje bazowe okreslone wzorami (5.7), (5.8)
spetniajg dla J,k = 1,...,M réwnania
Ly;s9e] =L3i,97, (5.12)
[ Qu; 1943 =095y Gue 1705
L Ymei 1 Puni3=Lgj 9 9
Wynikajg z tych réwnan nastepujgce tozsamosci

LRY; X))y @) T =L (At (x) g/ ', g, x)T | (5.13)
LA Qi () 9, (0T =1(012 600 g} (¥))'y g, (0]

LR g (D' @pppy 0T=L(R24(X) g} (X' g (0]
L (A(K) Pys (X' Qi (0= [ (RI2(X) 95 (<15 G (0]

oraz

[Fixt)y @ 0] =L (x,) g 0] (5.14)

L0t 3 G 01 =DF2(x58)5 9, (x)]
dla  Jyk = 1,2,...,M,

gdzie
n(x)=[ﬁ44bd R42 (x) ] (5.15)
A21(x)  R22(X) |,
“x’t)z[w(x,t)] | (5.16)
;1(3‘11’)
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lUwzglednienie tozsamosci (5+12)=(5+16) w réwnaniach (5.11) daje
nestepujacy ukzad rdéwnai rdzniczkowych zwyczajnych

\ .. ; R\ B\ = BT
| jg’:c,tj[gj,gk] ~§1a;[m44-g~,),9k] ~§40M+jﬁ(n42~93),9k] = L[f'yqd

M ; M . X\ -
J.;Qfmj [g;,9~ giai[‘ A2 -gi)yg, ] - ziQMﬂ[( AL2-g;) ’gk] - Hzﬂk]

k=4,2,...,M,
W réwnaniu ;y;,dla skrdocenia zapisu, pominigto argumenty funkcji
@, q; o 4" 4", At 12, R24, R22.
Aby mozna byko obliczyé cakki iloczyny skalarne w(5.17), nalewgy
zatozyé, ze ¢, maja catkowalne z kwadratem okregu pochodne
9 €S, CH Q) k=1,.. M. (5.18)

Mozna rdwniez zakozyé, ze S;GEH1(Q) i wéwczas w(5.17)obliczamy
catki, stosujgc wzory Greena oraz wykorzystujgc fakt, ze funkcje
9y speiniaja jednorodne warunki brzegowe. Ukzad rdéwnani rdéznicz-
kowych ma wdéwczas postad

M ‘M M ‘ 1 5.19
£, Qilgi,0d + 2 6lmg, 1 + Z,am;[ng, g1 = [',g,] (519

M M
20lag.T* .0 eigy g1 + 2 ouglhoaghyg ] =(tg.]
k‘i,'L,,,,,H.

Zauwezmy, ze w ukadzie réwnan(5.17) i(5.18) znaczna cezesé
‘skladnikéw znike, poniewaz funkcje ¢j sa rdzne od zera tylko

w otoczeniu : j-tego wezza.

Uktada réwneri rézniczkowych (5.17),(5.19)mozna dalej dyskretyzowad,
stosujgc metode Ritza-Galerkina. Wowczas nalezaXoby zbudowadé siatke
dwuwymiarowg i otrzymalibysmy w wyniku dyskretyzacji zmiennej t,
ukiad réwnan algebraicznych wigzgcych rozwigzania we wszystkich
weztach dwuwymiarowe] sieci. Natomiast zastosowanie aproksymacji
réznicami skoriczonymi, pozwoli obliczadé rozwiazania w nastepujacych
po sobie chwilach czasowych, krok po kroku.

Postgpowanie takie jest bardzie] uzasadnione.

Réwniez komentarza wymags sposdb obliczania wspditczynnikdéw rdéwnan
(5.17) , (5.19), ktdére sg catkemi z pewnych funkcji.

Jezeli wspdéiczynniki rdwnania A(x) sg wolnozmienne, wéwczas mozna
je wyiaczyé przed znak iloczynu skalarnego. Pozostala funkcje jest

znana 1 stata dla zadanej funkcji g (x), generujacej funkcje
bazowe g;(X) .
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Jezeli funkcji A(x)nie mozna uznaé za stals, wéwczas naleza prze-
prowadzié catkowanie numeryczne. Wyjgtkowo skuteczna jest wdwczas
kwadratura Legendrv‘n, poniewaz czesé z funkecji podcaXkowych jest

znana.

5.3. Zastosowanie elementdw skolczonych liniowych:
do modelowania procesu wymiany energii i masy

«+ 5¢3¢1s Dyskretyzac]a zagadnienia
brzegowego. Rozwigzania zagadnienia(5.1) poszukujemy
w przestrzeni Sh<?H1generowanej przez elementy liniowe.

Niech
g(x) 21-x) |, x&<-1,1) |

Baze w przestrzeni Sh okredlamy wzorami (5.7) i (5.8).

lr A
9(x)
1 4 ) T e - - o

x I
§] 0 T 0 (70h jh (j+4h

Rys. 5.1. Element liniowy oraz odcinkami liniowa funkcja bazowa.

Na rysunku 5.1. pokazano przebieg funkcji g(x) oraz jedng
z funkcji bazowych. Funkcje 8; (x) speiniajq zerowe warunki brze=-
gowe I rodzeju. Jezeli w zagadnieniu brzegowym sg zadane warunki
brzegowe II lub III rodzaju, nalezy odpowiednio modyfikowad
funkcje bazcwe Y, WM,?M+1’?QM'
Zaktadamy, ze funkcje A(x) i F(x,t) sg wolno zmienne.
Nozna je wéwczas wyigczy¢ przed znak catki. Poniewaz wiele

sktadnikéw sum w (5.19) znika, otrzymujemy.

i, k+4 ke d

Z@5 K YAM(Kh) 27 Qi Kju +RAL(kh) S @y Kik = ho#7(kh,t)
io k1 ' jrh-A ) i=k=4 ¥ (5.20)

ked ked kA
J:zHaM.,-K‘_j-,unzukh) ,Pz’M 8 Kix *H22(kh)j§;kﬁ1&mi Kie =hf2lkh,t)
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gdzie
| Kik =Lg;5 9u]
Kjlk =[9J"9;(]
““r:k:":m,k =0, dia n=0,1 ,
Poniewaz
+ ,dla xe ((j-h,jh), (5.21)
¢i=1<-L , dla xe (jh,(j+Hh),
0, dla  Xe<o, >N ((jDh y(j#Oh)
mamy
2
K},j = ] :1!"‘1M1 (5.22)
Kigrd= Kjsg,j= 3 =4y, . M- (5.23)
oragz
KS =4t L i (5.24)
Kodyj = Kt =G 1§ =LgeeryM-L. (5.25)
Oznaczmy 8; (4]
(i .2
1Fi(t)z[,v(m,xt)] | (5.27)
f*ih,t)

Wéwezas réwnenie (5.20)po uwzglednieniu (5.22) - (5.25) daja
(u'i.i‘”l LL!L * u£,1) + ‘ﬁ'i A(ih) (~uH +2u; - uM) = 6F, (5.28)

z tym, ze skZadniki i indeksach i = M + 1 znikajg.

503024 Funkecje bazowe dla warun -
k 6w brzegowych. I1I i IITI rodgza~
u . Jednorodny zerowy warunek brzegowy II rodzaju
Dk x|y zg =0, (5.29)
- wymaga odpowiedniego doboru funkcji g4 (x). Warunek ten speinia
funkcja 1 , xe <0,hY, )
(5.30
91(X)= 2“%‘ ’ Xe<h,2h>,
0 y X€ (2h,4)

przedstawiona na rysunku 5.2.
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0 h 2h

Rys. 5.2.'Funkcja bazowa speiniajgca zerowy warunek brzegowy

II rodzaju.

Dla tej funkcji mamy '
| g;(x)={0 ’ Xe(O,h)u(Zh,i), (5.31)

==, xe&(h,2h),
Jednorodny warunek brzegowy drugiego rodzaju w punkcie x = 1,
aproksymuje funkcja gM(xﬁ=1-gAx). Na podstawie wzordw (5.30) i(5.31)

mozemy okre$lié wspdiczynniki wystepujgce w réwnaniach (5.20)

K‘;M: %’M=ﬁgb' ’ (5-32)
Kin = Kuym =% | (5.33)

za$ pozostate wspdiczynniki, okreélone sg wzorami (5.22)-(5.25).
Ostatecznie réwnania (5.20)dla jednorodnych warunkéw‘brzegowych
II rodzaju majg postaé

( Buy+uy) +‘65l A(h) (ug=uy) =9F, (5.34)
(et Bt + wisa)* fr AUED)Cuy #205~ Wing) =6 Fi jiztyonn MoA, (5.35)
(W t8uhy)  * 55 AMRGu,  tuy) =9 Fu (5.36)

Nale&& pamietaé, ze dla funkcji (5.30), jest dopuszczalne
przejscie z réwnaid (5.17) do réwnan (5.19) , bez wprowadzania do-
datkowych skiadnikodw. Sama funkcja g#x) nie znika w zerze,
natomiast funkcja éﬂx) Jest réwna zero w otoczeniu punktu
x = 0,

Rozwazmy obecnie warunek brzegowy III rodzaju

4 - (5037)
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Odcinkami liniowe funkcje bazowe vy, (x), WM&‘”’ powinny spezniad
réwnanie (5.37) w otoczeniu zera. Réwnoczedénie powinny mieé wartosé
réwng jeden dla. x = h. Sktadowg niezerowa takiej funkcji przed-
stawia rysunek .5.3. '

ho,(x)

N
TR,

éﬁk
N\

-

Rys. 5.3. Sktadowa niezerowa funkcji bazowe], speiniajgce}
jednorodny warunek brzegowy III rodzaju.

Niech funkcje vy, , Yumsg W przedziale (O,h) majg postad

()= [kyX +h =l 0 5.38)
S [3 4} SRLIE [“mi’”bmw] (

Funkcje te przyjmujg warto$é réwng jeden dla x = h oraz majg
speiniacé warunek (5.37). Stad mamy
Bk +C-b =0 | (5.39)
hk +b =1
gdzie 1 =(1 , 1)7
k =(ky ,km+1)T
b=(b«,bm+ﬁt

Obliczamy niezerowe rozwigzanie ukzedu (5.39)

§

k=(hC-B)'Cc-q (5.40)

b= 1-~hk (5.41)
Jezeli warunek brzegowy jest postaci (4.25) otrzymujemy

k, = (hE -B)%q, | (5.42)

bo = M-hk, (5.43)

k, =~(hE+crta, (5.44)

by =1+h'k, (5.45)

gdzie k, b, ~ sa parametrami dla funkeji ¢, ,¢¥pmyy » 2885 k4 by
sg parametrami dla funkcji WM ' WQM .

Funkcjie ¥,y Yueq okreslone wzorami (5.38)w otoczeniu zera nie
muszg byé rdéwne zero. Zastosowanie wzordéw Greena do tekich
funkecji, spowoduje pojawienie sig dodatkowych sktadnikdéw w rdéw-
naniach (5{19). NMozna tego unikngé, zakzadajgc, ze funkcje
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testujgce y, A RLELZYY speiniajg zerowe warunki brzegowe

I rodzaju. Dla tekiego dodatkowego zatozenia, rdéwnanie (5.2)
przyamle postac -

S 6 K +R41(kh)2 (4 K+ A2 (k) S O Kinjye =h kD) (5.46)

Je kA

k4

J_zHaM,, K’m o HZd(kh)E N K,mwﬂﬂ kh)i amjxm,,mk =h {%(kh,t)

k= 4.,9., ooy M,
i | Jﬂ‘ L%’Wk y hk=4y. (5.47)
th =Ly 14& 3Jﬂ°it"v M. (5.48)

Réwnari tych nie mozna zapisaé w postaci (5.20), poniewaz funkcje
bazowe z przestrzeni rozwigzein, odpowiadajgce weztom brzegowym,
sq dobierane indywidualnie, w zaleznofci od warunkdéw brzegowych.
W w¢ztach wewnetrznych siatki, wspbiczynniki (4.47) i (4.48)
obliczamy na podstawie wzordéw (5.22) - (5.25) wedtug zaleznosci

Kk =Kiuiomer = Kigk g j= ked kokoedy  k=2pi M-d, (5.49)
\T i —— —
Kiw =K244j,k =Ki4m+k= K:W,mk u pizkedkykidy b=y M-4, (5°50>

Natomiast wspdiczynniki o indeksach j = 1,M,M+1,2M zaiezq

od odpowiadajgcych im funkcji bazowych. Y, .

Niech pary liczb (kj,bj), j = 1,M,M+1,2M beda wspStczynnikemi
réwnania prostej, z ktdrej zbudowane sg odpowiednie funkcje
bazowe w poblizu brzegu obszaru. Brakujgce wspdéiczynniki

w (5.46) obliczamy wedZug wzordw

K{, =(5-kih)h/6 (5.51)
@,M"(swmh)h/s

Kthi‘r :‘(5"'1\1”‘”\%/6
oraz K'Y Hy= Kiq =+ keh)7h
QLJM"QZ =(1-kyh)/h (5.52)

Khig,g = K, g = (4 Hkpegh) /0

MM T —l‘zn,zM = (1-Kkyy h)/h
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Po uwzglednieniu tych zaleznosci, ukiad réwnan rézniczkowych
zwyczajnych (5.46) mozna zapisaé w postaci macierzowe}

}’4 u;-% U;_ +’E{ Hi'( qu'l - u2) = f F4 (5053)
6 .
u‘l‘i +li u:_ + u,:’,‘ + .h—i. ni (-uL‘i. +2 ui - u.i+4 ) = 6 Fl [} ‘.=2".‘,M’i,
' £ =

w () =F(ih) , =4,y M

gdzie Y1, Y2, Y3’ Y4: sg macierzami diagonalnymi

Y =diag (5-kh 4 5-Kyph), (5.54)
yz =dla9 (i+k4h ] i+kM+4h)9

yszdl:dg (5"’th ;5*k2Hh)’

Yy = diag (4-kyh (4-kopy h)

oraz ui=(Q;,QMr)T, (5.55)

t

Ry =Alih) .

UkZad réwnan (5.53) jest ogdlny i obejmuje wszystkie przypadki
jednorodnych warunkdéw brzegowych, Réwnania te sg wygodne do obli-
czen numerycznych. Po ustaleniu wspdiczynnikdw kierunkowych
prostych, z ktdrych sg zbudowane funkcje bazowe w weziach brze-
gowych, daelsze pestgpowanie jest niezalezne od rodzaju wyjsciowych
warunkéw brzegowych.

5¢63.3. Modelowandie I zageadnienia
brzegowego . Algorytm linearyzacji dla rdéwnan quasi-
liniowych w przedziaitych czasowych, sprowadza zagadnienie nielinio-
we do ciggu liniowych zagadnien brzegowych postaci
Df ulxyt) = D (Alu(x,00) Dx ulx,#)) =f(x,t) ,x€ Q ,¢e(0,aT), (5.56)

ulx,0)= y(x) ,xe @,
u(0,k)= alt) , te (0,aT),
w(L,t)= p(t), te(0,AT).
Wprowadzenie nowe] zmienne]
v(x,t)=u(x,;e)~o<(t)~{—f (Btt)-a(t)), (5.57)
sprowadza zagadnienie (5.56) do zagadnienia jednorodnego
D vix,t)-Df (At) DY v(x, k) = Flx,#) ,xe R, tel0,AT), (5.58)

Vix,0)=§ (x) ,xe4,
VD,t)=v(L,k)=0 , £€(0,4T),
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gdzie A()= A(v(x,0)+d(0)+ X (g0 -d0)), (5.59) !
T(x)=y(x)~¢(o)~%3 (p(0)-d(0) , (5.60)

Fix,t) = f(x,2) = & (t)- %1 (p'(#)=d'(t) ) + Dx (H(x) (B (x) - (x) (5.61)

‘Jezeli funkcjeA(u) sg wolnozmienne, mozna stosowaé wéwczas
przyblizenie
Fix, )2 Flud) -« 0= 2 (B )-8t + £ Al (pre)-ait)). (5.62)

Réwnania (2.28) dyskretyzujemy wzgledem czasu, wprowadzajgc réZnicowei
aproksymacje pochodnych czasowych
1 . - p-H_ 4 .6
D¢ uﬂt=pAt (ul™ -u') 7 ot (5.63)
lub |
‘ 4 -4 ‘
0 Uifyapae = (U -uf™)/at, (5.64)

gdzie u!=u;(pAt),
W wyniku zastosowania takiej aproksymacji otrzymujemy ukiady
réwnan réznicowych
W an el = ul vndl v il +6r Rl 20l v uba) 2600 F) (5.65)
i=4,.. M, p=0,4,...,[AT/Aﬂ,

uv.‘\f; (Lh) ,oa,M

|

oraz
+1
B+ R Ul (WE -2t h) ult  (Erst R U sul puufrul 6 aeR (5.66)
L= 4400 My p=0,4,..,,0DT/0T,
w) =T(ih) yi=2,..,M,

gdzie E - macierz jednostkowa,
84 = -6r 9
Ai = A (ih),

F; = T(ih, pat),
z tym, ze skitadniki o indeksach i =0 lub i = M + 1 znikajs.
Schematy {(5.65) i(5.66) sg niejawne . Dla zagadnieﬁvbrzegowych
z warunkami brzegowymi II i III rodzaju uzyékujemy podobne sche-
maty rdéznicowe. RSznié si¢ one bedg wspdiczynnikami rdwnania,
wystepujgcymi przy n1ew1adomych o indeksach i = 1 bgdz i = M
oraz postacig funkcji f ? , ktére zalezg od sposobu sprowadza-
nia warunkdéw brzegowych nlejednorodnych, do warunkdéw brzegowych
jednorodnych.
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Obecnie zbademy stabilnos$é tych schematdw. '
Dla schematu (5.65)macierz przej$cia operatora pomocniczego Rh '
wyraze sie wzorem

G ALK = E- 6 gl £ A, (5.67)

ot =4 ¢inl Kb F
gdzie p=4sin” 3 , 568 |
Na podstawie twierdzen 4.3 1 3.3a warunek stabilnosci schematu
(5.65) , przy zatozeniu, %e wspbiczynniki rdéwnania (5.6 ) speiniajsg

zatozenia twierdzenia 4.3, jest nastepujgcy i
At & B (5.69)

. - . . 1 4
gdzie d, = min m‘"&n«uh) ' TR22((h) }

3 ! |
Dla schematu (5.66), macierz przejscia G(At,k)dla operatora
pomocniczego Rh’ wyraza sie wzorem
6 (at,k) =(E+ph) ™" (E-pRi), (5.70)
At 1-cos ( k-h)
"hT " Q+cos(k -h) (5.71)
a,

ze wartsci  sg niewjemne i nalezg do przedziatu

gdzie p=6"
Zz (5.71) wynik
0,347,
Twierdzenie S5els Schemat 5.66 jest bezwzglednie stabilny,
jezeli wspdiczynniki macierzy Ai speiniajg warunki

| 21, [R241 € min§ A1, p22] (5.72)

Dowdd. Skorzystajmy w dowodzie z twierdzenia 3¢3c oraz z lematu 4.1
Nalezy wiec wykazac, ze

6 (at,k) <4, (5.73)
Elementy macierzy przyjsScia wyrazajg sie wzorami
641= - (4 + B (A22- 1) - p2 det A) (5.74)

841= % (~2 B A12)
621 = - (~2:p-h2)
622= 7 (4+p (AM-R22) - s> det A)

gdzie A= det(E+pp)= 4+p (A4+A22) +p? det A (5.75)
" (GM G142 ) |
k=, - (5.76)
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gezeli normeg waktora (o b)T okreslimy li(a b)Tli=max{lal,lbl}, wéwczas
norme mecierzy okreslimy nastepujgco

6H = max{16411+1642] , 1624[ +|622]3, (5.76)
Zgodnie z (5.74) i (5.75) warunek [641]+|6121¢1 daje cigg nierdwno-
sci
[{+p(p22-P11)-p et I +2p | A1 < lR22-AM ) +p'det A+2BIRALI ¢ (5.77)
1+ (a4 A22) + P2 olet A S 1+p(AMM+R22) 2 olet R Sty
| R22-A44 [ +21R421 € A4+ R22. (5.78)

Jezeli sg speinione zalozenia twierdzenia, wéwczas nierdéwnosci
(5.78) i (5.77)sa prawdziwe i tym samym zachodzi

l641]t1642] €1. (5.79)

Poprzez wykonanie analogicznych szacowan dowodzimy, 2e zatozenia
twierdzenia pociggajg prawdziwosé nierdwnosci
[624]+]622] =1 (5.80)

tym samym zachodzi (5.73), co korczy dowdd twierdzenia.

Schemat (5.65) ma stata macierz wspdiczynnikdéw. Zatem, wystarczy
tylko jeden raz obliczyé macierz odwrotng. Wadg natomiast tego
schematu . jest dosyé ostry warunek stabilnosdci (5.69).

Schemat (5.66), jezeli sg speinione zaZozenia (5.72)jest bezwarun-
kowo stabilny. Jednak kazda iteracja wymaga odwracania macierzy

wspdiczynnikow,
5.3.4. Modelowanie IT zagadnienia
brzegowweg?o. Dla II zagadnienia brzegowego zastosowanie

algorytmu linearyzycji w przedziaitych czasowych,prowadzi do nastep-
nego zagadnienia liniowego
D{ u(x,t) =D} (Alu(x,0)) Df wlx,d) ={(x,4) ,xeQ, te(0,0t), (5.81)

w(x,0) =y (X) ,x€ 8,

ald) ;£ e(0,AL),

Dx ulXyt} e j

Dy u(x,tMX=L

H

B(t) (£ e(0,4t),
Wprowadzenia nowej zmienne]
V6, E) = Wxgk) = x-did) + 55 (pi)-dltl), (5.82)
sprowadza zagadnienie (5.81) do jednorodnego zagadnienia
D v (x,2) =DF (A (x) Dy v (x,2)) =T (xt) , xeR,te(0,4T), (5.83)
vix,00= ¥ (x), xeq,

D v (x,4) lveo = 0l Vixtlly. =0,
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gdzie A()= Alv(x,0)4x-40)* £ (B(0)-4(0), (5.84)

¥ (X)=y(%) =% MO)-——— (p (0)-d(0)), (5.85)

- 2

Flxyt)=lxgt) - x-o 1= 57 (B0~ )+ DF (7 (x) (4104 T (p (8- (1)),
Jezeli A(u) jest funkcjg wolnozmienng, stosujemy przyblizenie

Fix )& $let)x a't)- 25 (p (1) )+ A(x) (Bror- A1), (5.86)

Zastosowanie dyskretyzacji zmiennej przestrzennej metodg
Ritza-Galerkina, sprowadza zagadnienie (5.83) do ukiadu rdéwnan |

rézniczkowych zwyczajnych

Sub tuy + 1 Ay (Ua-uhy) =6Fy (5.87)
Wiy 4] +u511+-‘f,1 Ri (= Uin ¥2Ui ~Uiga) =6 Fiy i=2y,09M-1,
Gt S b)) =6

wi(0)= ¥ (ih), i=1,... M.

Uktad ten otrzymano & uktadu (5.53), (5.54), po przyjeciu
wspétczynnikdw kg réwnych zero. Pochodne po czasie w (5.87)
aproksymujemy réznicami skohczonymi. Zastosowanie aproksymacji
(5.63) daje nastepujacy schemat rdéznicowy

-
Fuf e uft = 5uf+ul +6rRa(-uf +uy) +6-AtrF4, (5.88)
i p-o,i,"’1P01 g ] p p
ufte gy +u{i:i = uf, vhul vugy 260 R (ug - 2uf vug) 460 F
i22,0,M-4, p=0,4,.0s, P
1°°°9 1 J1e029 10
y
ubry sl sub t5uf,  +6rPu U, -uf) +6-2¢ By

u'l. & T(Lh),'::L’OOI,MO

Natomiast zastosowanie aproksymacji (5.64) daje schemat réznicowy
(5E+6rR1) uf*! +(E-6rF14) = sub +ul +6trl (5.89)

A
(E-6rRe)uGq+UE+6rR) Ul + (E-6rpg) Wiy = uly + 4 ul +ufyremer!”

ll

1
(E<6r Ay byt (SE+6rBy) Uhr =uf, +5ufy  HEAFY
u =g lih), i=4,... M
Zmiany indekséw jak w (5.88).

Stabilnosé tych schematdéw zostaza zbadewma:w p. 5.3.3.

5e¢3e5. Modelowanie III zagaedniendia
brzegowego. Zastosowanie algorytmu linéaryzacji W prze-
dziatach czasowych, dla gquasiliniowego III zagadnienia brzegowego,
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prowadzi do nastepujgcych zagadnien brzegowych.
Dy ulx, &) =X (RLU(x,0)) DY ulx,4) = f(x,4) ,x€ R, te(o,aT), (5.90)

wlx0) =y xeq,

u(0,4)+B- D} u(x,t)]x=o= (1)

W(Lk) *CDRUbGR) |, =B,

Wprowadzenie nowej zmienne}
v (x)1) = W(Xh) = k()= x2-Z: (Pt)-d(t), (5.91)

sprowadza zagadnienie(5.90)do zagadnienia jednorodnego
DY wx yk) = Dy (Ax)}Dx v(X,8)) = {(xs4) y xc @ e (0,4T), (5.92)
vix0)=§(x) xeq, |

V(O,t)*C'Div(x,t)}x=0= V{gk)+ DDk VIXsk)| =0 ,te(0,4T),

x=L

gdzie
Z=(E-11¢) Y (5.93)
A=Ay (x,00+a(0)+x*Z (p(0)-o(D)), (5.94)
T()=y(x)=a0)=-x2Z(p(0)-4(0)) ), ~ (5495)
Fix,£)=f0x,h) =& (1)~ X Z (B (£)- &' (1)) +Dx (A(X)- 2:x-Z-(p()-4(H))). | (5.96)

Jezeli A(u) jest wolnozmienng funkcjg, mozna stosowad przybllzenla

Fl ) ¥ flt) -2 (- Z (B)- &) +2R(x) Z (plt)-alt)),

Dyskretyzacja zagadnienia (5.92), metoda Galerkina, prowadzi do
uktadu réwnai rézniczkowych zwyczajnych (5.53), gdzie wspdicazynniki
k; 1 Y, oblicza sig ze wzoréw (5.42), (5.44) oraz (5.54).
Zastosowanie aproksymacji (5,63} ‘dla réwnan (5.53)daje schemat

oultt v uftt = Yol +6eRy(~vo Ul + df ) 6t (5.9%)
1 4 P +
ut e au™ e ufV = ul g ul e udo6eni (Wl 2uf i) AL F
4 b - 1
AR Y ol TR W,  +6rRyub, ~Yyuf) +620£-FL
0= ¥ (ih)

gdzie wskaZnikiip zmieniajg sig jak w(5.88).
Zastosowanie aproksymacji (5.64) dla rdéwnan (5.53) daje schemat

(Va+6r R P +(E-6rAn)u}” = Youf v ub 460 R, (5.98)

. 1 L
(E-6r RO THUESGrR) o+ (E-6rpi)ully =al, +hul +ufbntr]

ut Houl,  YGALRYT,

(E~6r RM)UM t+(Y3+6rHM) ":u;“

uf = §lih)
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gdzie wskezniki i, p zmieniajg sie jak w (5.88).
Rozwazania dotyczgce stabilnoséci, przeprowadzone w p. 5.33 majsg
réwniez zastosowanie do schematéw (5.97) i (5.98).

Obegnie zostanie pfzedstawiony algorytm modelowania III zagednienia
brzegowego, z wykorzystaniem schematu (5.99).

Przyjmujemy oznaczenia i zatozenia wymienione w p. 4.23 . ' Q
Zaktadamy dodatkowo, ze dane sg funkcje d«'(t),p'(t) oraz macierz B i C.

Oznaczmy

Vo= diag (4, ,4,,) (5.99) |
Ya =diag (4z ,yj9)
Y3 =diag(Ys, ,Yay)
Yu =diag (yy , y,,)

W macierzy Ai bgda przechowywane wspdiczynniki zlinearyzowanego
réwnania

! Ri=6r Alih)
Macierze Ai, Bi, Ci, Di ozaczajg parametry procedury BITRI,
rozwigzujace ukiad postaci (4.111).

Algorytm.
0° Parametry formalne: M,T,Atd, At2,T,L (T=4t)
1° Obliczyé state wspdiczynniki oraz nadaé wartosci poczgtkowe
wskagnikom | |
h=L/(M14)
p=7/ht
it itd,ik2=0
t4,t04,t02=0.

@ ]=(hs~3)“ﬂ : ["“ ]=-(hE+c)“ﬂ

kM'H kZM

Y= 5 "kih g Yy = 5 kb,
Ypu=1+keh ¢ gy =1tk by
Uy =5+kmh y  Yag=5+kay hy
Yy =1-kmh s Yy =1-koy b,
Z-(LtE+20C)"Y
2° Obliczyé rozwigzanie poczgtkowe
w; = i (ih) = &) + (th)* Z (p(td) - d(t4))
P= d&(t4)
Q= plt)-P

x=th
'=i ers MD
w=y(x)-P-x22Q } S
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3° Zlinearyzowaé réwnanie

a) obliczyé macierz wspdiczynnikdw
P=a(td)

x=ih ‘
Y=u;+P+x*ZQ 1=1y..4M,
Ri=6-rRALY) }
b) obliczy¢é wspdiczynniki dla procedury BITRI
By=Yy MYy
§M=YB*HMY‘I,
AECi=E-Ri yimd,.,..M,
Bi=UE+hi g 1=2g000g M1,
4° Krok iteracyjny
th=ik+d, H=id T
a) obliczenie funkcji f(x,t4)={(xtd) = (t4)-x*Z (p‘(tﬂ-»\'(ﬂ)) +2R(x)Z (B~ (1))
P=d'(t4)
Q= p(#4)-d(tL)
S=p'(t4)-P

X:l:h }[:i,,,,,M
Di=f(x,#4) =P -x2Z-S+1-P;-Z-Q

b)obliczanie prawych stron dla BITRI
Ba = Yaliy tUy + 6T Dy
Bi = Uew #4uti # Uiy +6T-Di 5 152000 g Mo
Du = Upq t Yy Uy * 67 Dy

c) obliczyé nowe rozwigzanie wywoiujgc BITRI

59 Zamkniecie petli .
8) jezeli (¢4-t0h < AtL) i (44402 £ at2) skok do 4°
b) jezeli (H-£02¢At2)  skok do 4°d
c) it2=it2+1
t02=(t2-At2 5

Skalowanie rozwiazania

SCRIER

Oue™ ] |

Disg = U; g OB My

P=d (1)

x=(i~)h

Di=P+x*Z0O+Di ,i=4,.. M+

‘wywoxaé WYNIK (D)
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jezeli (#4»T) , koniec obliczen

jezeli (M-t04 LAt1) skok do 4°

d) itd= ikde

£04 =ikl At

skok do 3°
Algorytn dla schematéw réznicowych (5.65), (5.66), (5.88) i (5.89)
maja tekg samg strukture. Réznig sig tylko sposobem obliczania
wspStczynnikéw oraz funkcji f . Przedstawiony algorytm mozna
zstosowaé do schematu (5.66), przyjmujac macierze B = C = 8 .

6. WYKORZYSTANIE ANALOGOWEJ SIECI R-C DO MODELOWANIA
PROCESU WYMIANY ENERGII I MASY

6.1, Linearyzacja i dyskretyzacja zagadnienia brzegowego

Model Eykowa (2.22) procesu wymiany energii i masy, dla zagadnie-
nia quasiliniowego, mozna zapisaé w nastepujgcej postaci
B (i) Df U(xy#) ~ D% (A(u)DLu(x,2) = f(x,4) (6.1)

Xe (0,L), ke(0,T),
gdzie macierz wspdczynnikdw A(u) jest diagonalna.
Réwnanie (6.1)nalezy uzupeinié odpowiednimi warunkemi poczgtkowymi
i brzegowymi (4.22) - @.25L Zastosowanie algorytmu linearyzacji w
przedziatach czasowych, dla réwnania (6.1), daje cigg linearyzowanych
zagadnienn brzegowych postaci ‘ '
B (x) DF wlx,t) = DF (R (x) D ulx, £)) = F(x,) xe OiL)y k€ (0,4T), (6.2)
U(x,0)= ¥ (x) y Xe(0,L),
ul(0t)=dt), te(oar),
WL k)= p k), £e(0,AL),
gdzie B (x)=8(ulx,0) , Alx)=A(ulx,0).
Dla zmiennej x wprowadzamy siatke o kroku h = L/(M - 1).

Aproksymacia pochodnych po x, wediug zaleZnosci(4.30L daje uk#ad
réwnan rdzniczkowych zwyczajnych.

B; Mi' ~(Hi~%(u¢-1—ug) +Hi+% (Ugeg- Ui /ht = #t', (=2, M1 (6.3)
wi(o) =y ((i-4)h) , i=2,.. ,M1,

Ualt)=d(t)

u’_(t)zﬁ(t)

dlg e (0,AT) .
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|

WspéXczynniki Ais«t , Ai-4 mozna okres$lié wzorami (4.28)1lub

(4.40) i 4.47). Pzgobniezokreélamy wspétczynniki Bi oraz fi.

Mozna rdéwniez okres$lié te wspdiczynniki,jako $rednie catkowe

w odpowiednich przedziatach o diugosci h.

Dla zagadnien brzegowych z warunkemi brzegowymi II i III rodzaju,
nalezy odpowiednio Zmodyfikowaé lewe strony dwéch ostatnich wzordw

w(6.3).

6.2 Model analogowy

Zagadnienie brzegowe (6.3)mozna modelowad na sieci R-C.
Schemat elektryczny modelu analogowego przedstawia rysunek 6.1.
Na jednej sieci modeluje sig¢ pierwszg skiadowg rozwigzania, na
drugiej sieci skiadowg drugg. Sprzezenie miedzy sieciami nastepuje
poprzez pojemnosci C, na ktdre podaje sig potencjax, bedgcy kombina-
cjg liniowg potencjaiéw z obu sieci. Sprzezenia takie mozna zrealizo=-

waé w prosty sposdb przy pomocy wzmacniaczy operacyjnych.
-I-C

Ly, L,
V&Z:szp%fglezak_
I—C
Ki v+ K Vi

I . I/ /i/,/
Gi 1 Vz Gz 3 v‘ ‘ G; 1,0 V‘ GL (+ VM
C l

b

KuV. +K22 n ‘

Rys. 6.1. Schemat elektryczny modelu analogowego.

W i-tym weZle pierwszej siatki na podstawie I prawa Kirchoffa
otrzymujemy

FEY

iy =ig=ig =] (6.4)
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gdzie it = (V- vt J6ia,i (6.5)

iy = (Vn4 )GL Jitdy
l; C: d(r (V(, 'K'MVL - Kﬂ- V'- )

i T - czas modelu analogowego.
Podobnie dle drugiej siatki

R . . 1
| 2= 0, (6.6)
gdzie 6.7
: [: = (Vi’fA -\/L-Q) G:L,L . ( )

ie= Vit -VE)6liim g

i3 = C e (V2= Ky V" - Kaa Vi)
Réwnan1a(6 4) i(6.6), po uwzglednieniu zaleznosci (6.5) i (6.7,
dajq réwnanie modelu elektrycznego |

C(E- K )dt' VL [G—L(Vu "V‘)+6"-,L(V¢'91_“Vi.)]=Ji (608)
gdzie K= KV Kﬂ} (6.9)
Kig Kia
6i=diag (6, 4 Gyt (6.10)
sty 127, (6.11)
WprowadZmy wspdéiczynniki analogii
| w=CyV | (6+12)
t=C.C'?,'
‘F’CI',
pi-i_=CG'G"

C. jest skalarem, zas Cy, C. C, zakiadamy, ze sg macierzami
diagonalnymi.
W celu otrzymania warunkdéw analogii modelu elektrycznego (6.8)
i modelowanego procesu(6.3L podstawiamy zaleznosci (6.12)do
pierwszego z réwnan (6.3)i otrzymujemy

¢’ CL Cv B ?L%L C}i :11 Co Cy (61 (Vi =Vi) 4 Gipq (Visa=Vi)) = I; . (6.13)
Porownuaq\(6 13) z (6. 8),otrzymujemy warunki analogii

o C{‘ CvB; = C (E-Ki), (6.14)

et di e oy =E. (6.15)

Mozne przyjaé, ze najpierw ustala sig¢ macierz wspézczynnikdw
C, i C, oraz statg (y . Nastepnie z réwnan(G 14) i (6.15) wyznacza sie
wspéiczynniki oraz macierz wzmocnierh. K .
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CI":"'C‘—QCGCV (6.16)
2 =
Ki=E- o Ce . (6.17)

6.3. lModelowanie zagadnien brzegowych na analogowej siatce R-C

Sposdéb wykorzystania modelu analogowego, do modelowania
quasiliniowych zagadnien brzegowych, zalezy od wiasciwosci eks=-:
ploatacyjnych wykonanego modelu analogowego. Tworzenie podstaw
konstrukcyjnych, takiego modelu wykracza poza zakres tej pracy.
Dlatego zagadnienie to zostanie tylko ogdlnie omdéwione, Wskazane
bytoby, aby model posiadaz sterowanie, umozliwiajgce jego prace
autonomiczng oraz‘alternatywnie prace automatyczng z maszyng
cyfrowg. Analizatory pola HAF-1 i HAF-2, wykonane w Instytucie
Cybernetyki Technicznej Politechniki Wroctawskiej, posiadajg takie
mozliwosci. Jednak gieé,. jakg one dysponowaty bxla przystosowana
do modelowania pojedynczego rdwnania parabolicznego.
lModelowanie na analogowej sieci R-C przebiega w kilku etapach.

1) Ustalenie wspdiczynnikdéw enalogii 6.12 speiniajgcych warunki
zgodnosci.
2) Obliczyé wartosé poczatkowg rozwigzania
V;(0) = Cvtucl0)=cot ¢ ((i-Dh) ,y i=1,..., M, | (6.18)

oraz wymuszenie na kohcach sieci, zalezne od warunkdéw brzegowych.

3) Obliczyé zlinearyzowane wspdZczynniki modelowanego procesu oraz
parametry modelu elektrycznego

Bi =B(CvVi), (6.19)
Ai=R(cv-Vi), (6.20)
6i =C3* ni, | (6.21)
ki =E- 7= it e, | (6.22)
l; =C[1ﬂ . (6.23)

4) Zbudowaé model analogowy o parametrach (6.21) i(6.22).
5) Zadaé warunek poczgtkowy (6.18) i odpowiednie warunki brzegowe oraz
wymuszenia prgdowe.
6) Uruchomié model analogowy i modelowaé proces w zadanym przedziale
czasowym
AT =Ct5 AT (6.24)
7) Zamrozié proces i odczytaé rozwigzania modelu Vi.
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8) Powtarzaé postgpowanie od punktu 3 , az do uzyskenia rozwigzania :

w chwili
To=CiLT (6.25)
Algorytm ten mozna zmodyfikowaé, jezeli chcemy parametry modelu |
dobraé z wyprzedzeniem. Wymaga to postepowania iteracyjnego. j
Poniewaz autor pracy,nie miaz do dyspozycji modelu analogowego i
o strukturze sieci jak na rysunku 6.1., wiec metoda ta nie zostata |
zbadana. Przeprowadzenie symulacji takie]j metody w maszynie cyfrowej !
jest uzasadnione,jezeli traktujemy te symulacje, jako badanie .
proponowane]j metody. Natomiast symulowanie cyfrowe metody analogowej}
w celu uzyskania rozwigzania zagadnien brzegowych, nie jest uzasadnio-
ne. Dlatego w rozdziale sdédmym,podeno wyniki symulacji, ktdrej celem:

" . byXo zbadanie wrazliwos$ci metody na zakidcenia losowe, zwigzane

2z odczytem wynikdéw i zadawaniem parametréw modelu.

T TESTOWANIE SIATKOWYCH METOD MODELOWANIA QUASILINIOWEGO
PROCESU WYMIANY ENERGII I MASY

Tele Zadania testowe

Testowanie metod siatkowych oisanych w rozdziazach czwartym

i pigtym, ma na celu sprawdzenie siusznosci algorytmu linearyzacji
w przedziatach czasowych, siusznosci wyprowadzonych warunkéw stabil-
nosci oraz zbadanie dokiadnos$ci obliczern prowadzonych w oparciu
o te metody. Testowanie metody modelowania na analogowej..sieci R-C,
zostato ‘ograniczone do zbadania wpiywu biedu odczytywania wynikdw
oraz bieddw strojenia modelu, na wyniki rozwigzania. Do testowania
wybrano quasiliniowy ukiad rdéwnani

D w ~R(W)Dx U =0 , xe(0,4),te(0,T) | (7.1)

gdzie 0% u' ~o.2u"‘}
A= ooyt 03u2] (7.2)
ws(u' ut)’, (7.3)
ktérego rozwigzaniem analitycznym dla warunku poczatkowego
X-x*t
b (7.4
u(x,0)= X_fxz )
bo

1 zerowego warunku brzegowego

W (0, ) =w(k, £)=0, (7.5)
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jest funkcja ¥ - xt (7.6) |
‘ S5 |
u(xft).: X_,xl {

by + £

gdzie b, - jest stazg dodatnig, (0,1) - odcinek, na ktdérym poszukiwa-i
i
|

ne jest rozwigzanie zagadnienia brzegowego.
Dla pierwszego zagadnienia brzegowego mamy wiec

o (£)= B (£)=0, (7.7)
Zamiast warunkdéw brzegowych I rodzaju, mozna zadawadé inne warunki

|

brzegowe. Obliczmy w tym celu pochdng wzglgedem zmiennej x rozwigzania

|
(7.6) me |
| ol ulx )= | o |, (7.8)
4 -2
bot+t

Dla warunkéw brzegowych II rodzaju, odpowiednie funkcje wymuszajace

wyrazajg sig wzorami ; .
a(k)= ;* ’ (7.9)
boti

-4
bt t
p(t)= ’ , 1 (7.10)
-1
ba+t

Dla warunkéw brzegowych III rodzaju

B Deulx, ) tule )| = ah) | (7.11)
¢ D;‘cuu,t)w(x,t)}x_f p(t), | (7.12)
funkcje wymuszajgce warunki brzegowe okreslimy nastepujgco
rﬁr- (7.13)
(k) =B | "
L b+t |
= 7.14
pi)= C- L37] .
-4
L Eo'ft J

Przedstawione zadanie testowe ma t¢ zaletg, %e znane jest jego
rozwigzanie analityczne. Réwnle. jego wspdiczynniki sg nieliniowe,

co spowoduje, ze zadanie to bgdzie dobrym sprawdzianem proponowanyck
metod.
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T.2. Programy testujace

Algorytmy rozwigzania zagadnien brzegowych zostaly omdwione
szczegbtowo w rozdziale czwartym i pigtym. W oparciu o te algorytmy
zbudowano trzy programy w jezyku FORTRAN 1900, realizujgce algorytmy
odpowiednio dla pierwszego, drugiego i trzeciego zagadnienia brzego-

wego. Dla kazdego z zagadnien brzegowych, rozwigzanie uzyskuje sig !
trzema metodami: metodg rdznic skonczonych dla schematu jawnego i
niejawnego oraz metodg Ritza-Galerkina z wykorzystaniem liniowych
elementdéw skonczonych. Uzyskane w wyniku zastosowania tej metody i
uktady rdéwnan rdézniczkowych zwyczajnych, rozwigzuje sie stosujgc
aproksymacje pochodnych czasowych krokiem wstecz. Kazda 2z trzech
metod zostata napisana w postaci segmentu SUBROUTINE. Segment
g¥déwny programu organizuje wywozanie kolejnych procedur. Parametrami |
kazde]j z metod sg wartosci M,K,TAL,DT{,DT2,T . Znaczenie tych para-
metréw zostato opisane w p. 4.23 z tym, ze K oznacza ilo$é pierwszych
kolejnych weztdéw, dla ktdrych wyprowadza sie wyniki.

Rozwigzania zagadnienie brzegowego poszukuje sie¢ w przedziale
czasowym(0,T), z tym, ze wyniki wyprowadza sie 2z krokiem czasowym |
DT2. W skiad wynikdéw wchodzg: rozwigzanie, biedy procentowe rozwigzan
w poszczegdlnych weztach oraz bigd maksymalny.

Dla kazdej skiedowej rozwigzania, w chwili tp=pAt , zdefinlowano

norm¢ rozwigzania

Tu = max [u{l, (7.15)
btgd procentowy rozwigzania w wezle

7 141 = 0002 -uk NG 17 (7.16)

gdzie i’ - btgd procentowy w punkcie (xqﬂﬁ=(ﬁ-ﬂh,pAt),
af - wartos¢ rozwigzania enalitycznego w punkcie (x;,tp),
uf - wartodé rozwigzania numerycznego w punkcie (X,#p),
oraz bigd maksymalny
Im = maix Jgf . . (7.17)

Dla schematdéw niejawnych,w celu okreslenia warunkéw stabilnosci,
wykorzystuje sie staig
; A
aa=mm{ﬂ—' ' A22 }
Na podstawie (7.6)przyjmuje ona wartosé

A, =~%§L . (7.18)
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W celu zbadania wrazliwoSci modelu analogowego na biedy spowodowane |
niedoktadnym pomiarem rozwigzania oraz roztrojeniem modelu elektrycz-
nego, zasymulowano te¢ metode w maszynie cyfrowej. Wymienione biedy
uwzglednia sie podajgc zakidcenie losowe o rozkiadzie normalnym.
Zektéca sie rozwigzanie Vi rozktadem normalnym o wartosci oczekiwaneq
zero i odchyleniu ¢ oraz parametry modelu Gi'i Ki rozktadem ;

normalnym o wartosci sSredniej réwnej zero i odchyleniu standardowym
G2,

Te3 Wyniki testowania metod siatkowych

Te3.17e T e st 0owanie metod rozwiagzywa =
nia I zagadniendia brzegowego . Badajgec |
wiaéciwosci opisanych metod siatkowych zamodelowano zagadnienie
(7.1) - (7.5)przyjmuj§o state boz 10 1 boa 1 oraz czas modelowania
T=1 i T = 0,1, Metody te badano dla wielu zestawéw parametriw,
przyjmujgc niezaleznie ilos¢é wezidéw

M=11,16,21,26, 34, 41,51, (7.19)
krok linearyzacji At1 = 0,01; 0,02; 0,03; 0,04; 0,05; 0,10 (7.20)
oraz krok obserwacji procesu ,

k2= 10855 04 . | (7.21)
Wartoé® kroku czésowego najczesciej zadawano wedug zalesznosci
o
rL’: 'l:'o ,n':i,z,..,,,n‘,, (7.22)

gdzie T, Jest pewnym krokiem poczgtkowym.

Przystepujemy obecnie do prezentacji wynikdéw testowania
kolejnych metod. W badaniu zbieznosci schematdéw jawnych, stabilnych
warunkowo, istotne jest speinienie warunku stabilnosSci. Aby wyrazidé
ilosciowo speinienie warunku stabilnosci, zostat* wprowadzony na wy-
kres krok czasowy 1%, ktdéry jest maksymalnym krokiem czasowym,
spetniejgcym warunek stabilnos$ci(4.72. Po uwzglednieniu zaleznosci
(7.18) otrzymamy

v*E 4,43 h, -0t (7.23)

Modelowane zagadnienie brzegowe jest quasiliniowe, zbadano
wiec szczegdtowo wpiyw algorytmu linearyzacji dobdér parametru
na doktadnosé rozwigzania,

Rysunek 7.1, ilustruje przebieg bzedu Jm s zdefiniowanego wzorem
(7417) , dla kilku parametréw h¢ T,
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Iatwo zauwazyé, ze szybkosé narastania biedu maleje wraz ze zmniej- |
gszaniem sie kroku czasowego T . Wartosc T dobrano wedXug zaleznosci ;
(7.23) w ten sposdéb, ze tylko najwigksza z wartosci T nie speinia
warunku stabilnogci. |
Kolejne rysunki(7.2)-(7.4)ilustrujq zaleznos¢ biedu maksymaelnego |
Jﬁ\od kroku linearyzacji 4#1 i od kroku czasowego kolejno dla
M=16, 21 i 41. |

Dla wszystkich par (h,At1) btad rozwigzania maleje wraz ze zmniej~
szaniem kroku czasowegoT . Mozna zauwazyé jednek,ze duzy wpiyw na
wielkosé bkedu ma krok linearyzacji A+1. Natomiast krok czasowy T , |
jezeli juz speinia warunek stabilnosci, wpiywa na ten btad w mniej-
szym stopniu. Dla maiych wartosci h, wraz ze zmniejszaniem sig
kroku ezasowego, bigd maleje nieznacznie.
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Rys. 7.5. Zaleznoddé biedu dmod kroku linearyzacji dla T=1,
T/T* =1, h=const.

7 wykresdéw tych wynika, ze nie warto zmniejszad zbytnio kroku
czasowego, poniewas prowadzi to do wydiuzenia czasu obliczen,

nie dajgc istotnej poprawy dokzadnosci rozwigzania.

Na rysunku (7.5) pokazana jest zaleznosé btedu rozwigzania od kroku
linearyzacji, dla ustalonych wartosci h. Przyjeto krok czasowy,
réwny wartodci T¥ , okreslonej wzorem (7.23). |
Wi. zbadanych przypadkach zaobserwowano silng zaleznosé biedu roz-
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Zal@Znoéé biedu rozwigzania od czasu trwania procesu, dla schematu
niejawnego pokazano na rysunku 7.6. Zauwazamy, ze rozwigzanie, |
uzyskane w pierwszych krokach czasowych jest obarczone bardzo matym
btgedem, rzedu 164&.Zmniejszenie kroku przestrzennego h , daje po-
préwg doktadnosci, zZwiaszcza w pierwszych krokach ozasowych. |
Na kolejnych rysunkach 7.7 - 7.10 pokazano zaleznos$é biedu rozwigza-
nia od kroku czasowego dla rdéznych zestawdw wartodci h (Al . |
Obserwujemy, ze biedy rozwiqzaﬁ malejg, wraz ze wzrostem kroku czeso=-
wego U . Zauwazamy réwniez, ze dla maktych wartosci At1 wystepuje
gwalttowne zmniejszenie si¢ biedu rozwigzania, o kilka rzeddw wiel- |
koépi. Nastepnie bigd szybko rosnie. Aby pokazaé ten efekt, na rysun-
kach 7.7 - 7.9 0$ bieddw ma nierdwnomiernng skale. Przyczyna tej"ano-
malii" jest wprowadzony do modelowanie algorytm linearyzacji w prze-
dziatach czasowych. Jezeli krok linearyzacji jest stosunkowo duszy,
wéwczas cigg zlinearyzowanych zagadnien brzegowych (4.2) - (4.3)

ma fozwiqzanie rdznigce si¢ od rozwigzania wyjsciowego zagadnienia
(4.1) « Zmniejszajac krok siatki, uzyskujemy rozwigzania zbiezne do
rozwigzania zagadnienia zlinearyzowanego (4.2)- (4.3). Widzimy, ze -
skok wartosci biedu rozwigzania wystepuje dlaTxAtl, a wiec wtedy,
gdy kazda iteracja jest poprzedzona obliczeniem wspdiczynnikdw,

Ten samefekt pokazano na rysunku 7.10, przyjmujgc na osi bleddw
skale logarytmlcznq.

Hl; L l i 'jhibf‘.k
Rys. 7.10. Zaleznosé b}@du rozwiazania od kroku czasowego

w' punkcie x=0,25 dla A41=0,1 i h=const.
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Przystepujemy obecnie do prezentacji wynikdw testowania metod
nia od czasu trwania procesu, dla rdznych zestaw

Ritza-Galerkina. Na rysunku 7.11 pokazano z
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Rys. 7.72. Zalezno$é biedu rozwigzania od kroku czasowego
dla h=0,1,
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Zauwazymy, ze dla ustalonego kroku przestrzennego h, biedy zmniejsza-

kroku czasowego'f.

ja 'sie nieznacznie wraz ze zmniejszaniem sie

|

mias

1

"—-_D‘_tn’_:li- HE HEE

t przy zmniejszaniu sig¢ kroku przestrzennego, bZad szybko maleje.

Ryé. T¢13. Zaleznosé biedu rozwigzania od kroku czasowego dla

const,

h=

0,04, Atd

¢ biedu rozwigzania od kroku linearyzacji Atl

T, h=const.

Zaleznos
dla T

Te14.

Rys.
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Na wykresach 7.12 i 7.13 pokazano zaleznos$¢ biedu rozwigzania od
kroku czasowego dla rdéznych par h i Atdi., Obserwujemy silng zaleznosé
btedu rozwigzania od kroku linearyzacji Atl oraz nieznaczng zaleznosé
od kroku czasowego. Na wykresach tych wielko$é kroku czasowego T -
odnoszono do kroku T* WyTrazonegso wzorem (7.23) .
Na rysunku 7.14 pokazano wpityw kroku linearyzacji At{na wielkosé %
btegdu rozwigzania, dla réznych wartosci h. Przyjeto przy tvm dodat- '
kowo T=T*, 7 wykresdéw 7.12 i 7.13 wynika, ze przyjecie wartodci
T<{T* praktycznie nie zmieniZoby przebiegu wykresdéw na rysunku 7.14.
Ne zakonczenie tego podpunktu, zostang przytoczone rezultaty
symulacji modelowania I zagadnienia brzegowego na analogowej siatce
R—Q. Celem symulacji byZo zbadanie wpZywu losowych zmian parametrdw
modelu i losowego zakidcania pomiaru rozwigzania, na dokzadnosé
metody. W symulacji wykorzystano biblioteczne generatory niezalez-
nych zmiennych losowych o rozkiadzie normalnym.
Odchylenie standardowe zmiennej lasowe] zakidcajgcej parametry mode-
lu enalogowego oznaczono przez G4 , zad przez &, oznaczono odchylenie
standardowe zmienne] losowe] zakidécajgcej pomiar. Metode zasymulowano
kilkakrotnie dla rdznych wartosci parametréw poczgtkowych Feneratorow
logsowych. Na tej podstawie obliczono estymatory wartosci Sredniej
i wariancji maksymalnego bZedu rozwigzania. Zasymulowana sieé R-(C
miata 10 wezidw. Otrzymano wartos$é Srednig bzedu rdéwng zero.
Odchylenia standardowe @ maksymalnego biedu rozwigzania zestawio-
no w tabeli,

Tabela 7.1, Wartosé odchylenia standardowego ¢ maksymalnego biedu
rozwigzania dla d«, Go=const.

64
Gy

0.001 0.13 0.87 2.3

0.001] 0.005 | 0.010

0.005 0.28 23 6.8

0.01 1+5 Te3 1.2




80

Te3.2. Testowanie metod rozwigzywania II i III zagadnienia

brzegowego

- Omawiajgc aproksymacje warunkdéw brzegowych IT i III rodzaju
w punkcie 4.2.1 zauwazono, ze aproksymacja rdznicowa tych warunkdw
prowadzi do obnizania rzedu aproksymacji. W przypadku metody rdéz-
nic skonczonych, warunki brzegowe sg zastepowane schematami (4.44)
i(4.45)1ub(4.46)i(4.47L W metodzie Ritza-Galerkina konstruuje sie
odpowiednie funkcje bazowe. We wszystkich jednak przypadkach war-
toéé pochodnej u, na odcinku (0,h) jest jednoznacznie wyznaczona
(zwykle ma statg wartosé) przez wartos$é pochodnej w punkcie x=0,
Podobnie w przedziale (1-h,1). W przeprowadzonych eksperymentach,
uzyskiwano bardzo duze biedy rozwiazania. Zwykle juz po kilku kro=
kach czasowych, b*ad na brzegu obszaru osiggaxt wartosé 100 %.
Natomiast wewngtrz obszaru bigd rozwigzania by* o kilka rzeddw
mniejszy. Zmniejszanie kroku przestrzennego,jedynie mogkto opdinié
o kilka krokdw moment osiggniecia przez rozwigzanie bzedu 100%.

Aby rozwigzywad zagadnienia brzegowe z warunkami brzegowymi

IT i ITTI rodzaju, zostata zastosowana wzdiuz osi x siatka nierdéwno-
miernna. Nierdwnomiernosé polega na wprowadzeniu dodatkowego wezia
w odlegtosci ‘
’ he= 0.4+
od brzgu obszaru, Siatki rdwnomierng i nierdwnomierng wraz z numere-
cja wezXdéw pokazano na rysunku 7.15

(o)
i' 2 3 II‘ 1 y) P/’l--z Ml.1 M ‘:_—
s g2 th 10X
(b) Me2
1238 4 5 L M MR L
6'? h 2 ' ) X

b 3h 42h 4-h /1
. i‘ N
A1

Rys. 7.15. Réwnomierna &) i nierdwnomierna b) siatka wzdiuz

051 X

Dla takiej nierdwnomierne] siatki zbadano wpiyw kroku przestrzennego
na wielkosé biedu rozwigzania.
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Rys. 7.16. RozkZad biedu rozwigzania wzdtuz osi x

=0,1

=0,02 i b)dla t

a)dla t

przy h=const.

0)

od czasu trwania procesu dla h=const, Atl=0,1 i T€(0.005,0.4)

Rys. T7.17. Zaleznogé bkedu rozwigzaenia na brzegu obszaru (x
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Na rysunku 7.16 pokazano rozkiad bigdu wzdiuz osi x . Podobnie jak
w przypadku siatki rdéwnomiernnej, najwieksze wartosci bzeddéw roz-
wigzania wystepuja na brzegach obszaru, jednak wartosé tego biedu
jest o siedem rzg¢ddw wielkosci mmiejsza, Zauwazmy rdéwniez, ze dla
duzych wartosci h, bigd na brzegu obszaru jest o kilka rzeddw
wiekszy od bieddéw w Srodku obszaru.

Rozktad biedu na brzegu obszaru w funkcji czasu trwania procesu
pokazano na rysunku 7.17. Na wykresach nie zaznaczono wartoséci kroku
czasowego, poniewaz zmiana wartosci T w zekresie 0,005 - 0,1 nie
wptywata na zmiane wynikdw.

8. ZASTOSOWANIE NETOD SIATKOWYCH DO SYMULACJI CYFROWLJ
PROCESU SUSZLENIA PRZEGRODY BUDOWLANEJ

8.1. Przedstawienie problemu

Y

Proces suszenia jest procesem zZozonym, w ktorym oddziatywujg
na siebie proces dyfuzji wody i proces przewodzenia ciepia.

W procesach technologicznych zachodzi potrzeba uzyskania odpowied-
niego przebiegu procesu. 7Z jednej strony dgzymy do skrdcenia czasu
suszenia, z drugiej strony nalezy unikaé lokalnego przesuszenia

i przegrzania, ktdére mogg doprowadzié do zapieczenia pordéw i peknied.
W wigkszosci wypadkdw proces suszenia jest sterowany"na wyczucie',:
na podstawie duzego doswiadczenia, nie jest znana doktadnie dynamika
procesu. Podobnie wigkszo$é parametrdw opisujgcych proces suszenia,

a zwitaszcza oddziatywanie otoczenia na powierzchnie suszonego
obiektu, mozna wyznaczyii jedynie badajgc istniejgcy juz ukiad.

Jednak symulacja takiego procesu, pozwoli na analize¢ wielu wariantow
procesu technologicznego. Celem symulacji bedzie zbadanie wpiywu
temperatury i wilgotnoséci powietrza oraz warunkdéw wentylacji na prze-
bieg procesu suszenia. '

8.2, lModel matematyczny procesu suszenia przegrody budowlane]

Proces suszenia opisuje rozkiad dwdéch wielkos$ci zawartosci wil-
goci w(x.t) oraz temperatury T(x,t). Zawartosé wilgdéci jest zdefinio-
wana jako iloraz masy wody zawartej w szkielecie ciaZa porowatego
do masy suchego szkieletu. Bedziemy poszukiwadé rozkzadu tych wiel-
kosci w przegrodzie budowlanej pokazanej na rysunku 8.1.
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Rys. 8.1. Przekrdj przez przegrode budowlang jednorodng.

Proces suszenia opisuje ukkad réwnan rézniczkowych czagstkowych

. |w(xyt) ) Dﬁ{ om amdh . udmt)} (8.1)
%o lrwn T £ran  aglland) T |T0
q

gdzie: w - zawartosé wilgoci (kg/kg)
T - temperatura bezwzgledna (K)
Om- wspdZczynnik wyrdéwnania zawartosci wilgoci(m2/s)
Qq~ wspdiczynnik wyrdwnania temperatury(m2/s)
Jd;— wspStczynnik termodyfuzji(i1)
¢ - cieplo parowania (Jkgi) .
¢, - ciepto wiadciwe (wiadciwa pojemnosé cieplna)(J@‘kd)
f - wspdXczynnik odprowadzania wody
oraz zachodzi
aq=}%¥; 8.2
gdzie  Aq- wspSiczynnik przewodzenia ciepta (Wwnm 'K 1)
Yo - masa wadciwa (kg 1)

Zaktadamy dalej, Ze z obydwu stron przegrody panujg jednakowe
warunki atmosferyczne, co pozwala zatozyé symetrig¢ przebiegu procesu
oraz przyjecie w srodku przegrody gradientdéw réwnych zero. Otrzymuje-
my stgd warunek brzegowy dla x=0, '
D;u/=0,
Dy T =0.
Na granicy osrodkdéw zachodzg rdéwnania wynikajace z ciggkodci
strumienia ciepta i potencjaiu wilgoci [35],[521;
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U Dy wlL B +omd DX T(LAE)+ PLwiLE)-25 wpl =0, (8.3)

A Di TUL k) + &(To = TUL £)) = (h=¢) %o p (w L, 4)- Eon wp)=0,

gdzie:‘g- wspdiczynnik przejmowania masy (ms'i)

& - wspétczynnik przejmowania ciepia (Wm'? K™*)

(m- wladciwa pojemnosdé substancji‘(”M'i)
oraz Cmp, Tp, Wp oznaczajg odpowiednio wiadciwg pojemnos$é substancji
dla powietrza, temperaturg powietrza i zawartosé wilgoci powietrza.
Na podstawie wynikdéw badan laborytoryjnych przeprowadzonych dla
cegty o skiadzie : glina 29,5%, szamot 70%, ciekte szkio 0,5% [34]

uzyskano wartosci stazych oraz funkcje aproksymujace
réwnai (8.1) , (8.2)

¢=2.0610° [7kg*],
¥o= 1846 [kgm™1,

wspdiczynniki

i'

] - 1,34
ay = 124:10°% /(2019.8-T " 622 w) [m'st],

4187 (0.226+w) [Tkg k1]

]

Cq
Aq =(-0.0020543-T% + 44244 ¥F-T -242.0546 ) [WmiK 4],
Cm = 547107 ["M~4]

8, =(0.0%5 - w/ (-2.976 +0.016-T) [K™],

Parametry powietrza dla kilku wartosci temperatury i wilgotnosdci
wzglednej zestawiono w tabeli 8.1.

Tabela 8.1. Wartosci zawartosci wilgoci w_ oraz wiasciwej pojemnodci

substancji Cmp powietrza.
Wilgotnosé wzgledna %
20 30 40 50 60

T Wp  M00Cmp | Wp  [100Cmp| wp 100 Cmp| wp OO Cmp | wp | 100 Cmp
oC — oMt oM-1 | __ oMt oMt | — aM-i

20 100034 10.013 0.0045 {0,016% | 0,006 | 0.0227 ‘o.0075 [0,02%5 | 0.009 |0.0361
40 0.04 0.032 | 0045 [0.054% | 0,0195 | 0,0667 | 0,024 | 0.09 | 0.029 | 0.14
45 | 0.046 | 0.057%] 0,025 |0,093%|0.0325 | 0.109 | 0.04 0.448 | 0,049 |0.20

565 0.02 0,03 | 0034 | 0.42 | 0042 |0463 | 00525| 0.18% | 0.064 | 0.224

60 | 0.02% | 0.089 | 004 |0.43 | 0054 | 0485 | 0.068 | 0.239 | 0.084 | 0342
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8.3. Algorytm obliczen i wyniki symulacji

Symulacje procesu przeprowadzono wykorzystujac do obliczen metodg
réznic skonczonych, schemat niejawny. Poniewaz w symulowanym procee
sie wystepujg warunki brzegowe III rodzaju, zastosowano siatke
nieréwnomierng pokazang na rysunku 7.15. Warunek brzegowy (8.3)
zapisano :w postaci macierzowej

(8.4}
am and| | W p Offw| |pcmpWe
= Dx + ’ =
0 A T worgp &L T) LeopepESwe +4Ty
oraz aproksymowano schematem réznicowym
- p+1 = 1 -
-RMW.U'MM + BH+2 “‘;: = ho DM42 (8.5)
gdzie
ﬁan[am dm&]
0 Ag

ﬁ =[ * E-m.‘ }
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Obliczenia przeprowadzono dla kilku zestawdw par parametréw’f,h,ll{i~
Przyjeto krok T=Atli zbadano zmany rozwigzania przy zmniejszaniu
krokdéw sintki. Obliczenis wykonano dla M=6, 11, 16, 21, 41.
Stwierdzono, ze przyjecie ilosci wezidéw M=21 daje wynik rdsnigcy sie
od rozwigzania dla M=41 dopiero na trzecie]j cyfrze znaczgce] wyniku.
Wynik symulacji przedstawiono graficznie na rysunku 8.2. Poniewaz

proces jest symetryczny wzgledem Srodka przegrody, rozwigzania
pokazeno dla x¢(0,L).
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9., WNIOSKI

) W pracy zaproponowano ogdlne metody rozwigzywania zagadnien
granicznych dla quasiliniowych ukiaddéw rdéwnan silnie parabolicznych,
opisujgcych proces wymiany masy i energii. Pozwalajg one tworzyd
proste i efektywne algorytmy numeryczne rozwigzywania tych zagadnien
wykorzystujgc metody stosowane dla zagadnien liniowych. Badano moz-
liwoéé zastosowania schematdéw rdéznicowych, elementdéw skonczonych
oraz systemu hybrydowego z analogowg siatkg R-C do symulacji procesu
wymiany ciepta 1 masy.

W wyniku badan modelu matematycznego udowodniono, Ze proces
wymiany masy i energii jest opisywany ukiadem quasiliniowych silnie
perabolicznych réwnan rézniczkowych c¢zgstkowych. Stwierdzenie to ma
istotne znaczenie praktyczne, poniewaz ta klasa rdéwnan jest stosun-
kowo dobrze zbadana. Znane twierdzenia o rozwigzaniach zagadnien
granicznych dla uktaddw silnie parabolicznych, podajg warunki
poprawnego postawienia zadania analizy i pozwalajg zastosowaé metody
przybliZzone poszukiwania tych rozwigzan.

Stabilno$é schematdéw réznicowych dla zagadnien quasiliniowych
badano w oparciu o metody opracowane dla zagadnien liniowych. ByZo
to mozliwe dzieki udowodnionemu twierdzeniu o stabilnosci schematdw
réznicowych dla zagadnien quasiliniowych, tworzonych z uzyéiem
algorytmu linearyzacji w przedziazach czasowych. Zbadano dokzadnie
dwa schematy rdéznicowe wzorowane na schematach réznicowych dla
réwnania przewodnictwa ciap4a. Udowodniono twierdzenia algebraiczne,
ktére wykorzystujgc szczegdlng postaé macierzy przejscia dla opera-
toréw réznicowych aproksymujgcych silnie paraboliczne ukady rdéwnan
réozniczkowych czgstkowych, sprowadzajg badanie stabilnosci tych
operatordw, do badania wartosci wiasnych macierzy wspdiczynnikdw
réwnania rdézniczkowego. Rozwazenie tylko dwdéch schematdéw rdznicowych
nie jest ograniczeniem zastosowania te] metody., Wymienione twierdze~
nia mozna stosowad rdéwniez do schematdw réznicowych opartych na in=
nych szablonach.

Zbadano rdéwniez mozliwosé zastosowania metody elementdw skon-
czonych do symulecji procesu wymiany masy i energii. Zaproponowana
konstrukcja tworzenia bazy w przestrzeni rozwigzan przyblizonych,
zachowuje takie wiasnosci rozwigzan jek rzad aproksymacji i zbiez-
nosé. W metodzie tej zastosowano algorytm linearyzacji w przedzia-
tach czasowych. Dyskretyzacje zagadnienia wyjsciowego przeprowadzono
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wykorzystujac warunek ortogonalnosci Gelerkina. Zaletq tego podej-

$cia, w stosunku do metody minimalizacji funkcjonaiu, jest prosty
proces dyskretyzacji wyjsciowego zagadnienia granicznego, prowadzgcy
do zagadnienia poczgtkowego dla ukladu réwnan rdézniczkowych zwyczaj-
nych. Zbieznos$é rozwigzania uzyskanego tg metodg do rozwigzania ‘
doktadnego zapewnia poprawnie postawione zadenie analizy oraz odpo-
wiednia konstrukcja bazy w przestrzeni rozwigzan.

Wykorzystanie systemu hybrydowego do symulacji zadania anlizy
dla procesu wymiany masy i energii zbadano w wgskim zakresie.

Zostax zaproponowany model sieci analogowe] R-C wykorzystujacej =

multiplikacje pojemnos$ci. Autor nie dysponowaz rzeczywistym modelem

analogowym, wiec zasymulowat metode w maszynie cyfrowej. Zostax
zbadany wpiyw zakidcen losowych w modelu analogowym na uzyskane roz-
wigzanie., Doswiadczenia z dotychczas wykonanymi tego typu systemami
hybrydowymi wskazujg, ze Jjest to jeden z bardzie] istotnych para-

metréw systemu. .

Ograniczeniem pracy jest brak prostej i efektywnej metody
szacowania biedu otrzymenych rozwigzan przyblizonych. Jest to jednak
wspélna wada wszystkich metod siatkowych symulacji procesdw o sta-
tych roziozonych. Przedstawiona metoda szacowania biegdu rozwigzania
na podstawie dokiadnosgci aproksymacji jest mazo efektywna, gdyz
znacznie zawyza gzacowanie bigdu.

Opierajgc si¢ na przedstawionych w pracy rozwazaniach teoretycz-
nych oraz wynikach testu mozna sformutowadé kilka uwag, przyczyniajg-
cych sie do optymalnego wykorzystania przedstawionych metod.
1° We wszystkich przetestowanych metodach na wielko$é biedu rozwig-

zania istotnie wpiywaz algorytm linearyzacji w przedziatach cza-
sowych., Wielko$¢é przedziaiu linearyzacji rdwnan, naleszy uzelez=
niaé¢ od rzedu wzrostu wspdiczynnikdéw rdéwnania wzgledem rozwigza-
nia.

2° W metodzie réznic skoniczonych z zastosowaniem schematu jawnego
nie nalezy zbytnio zmniejszaé kroku czasowego, gdyz prowadzi to
do zne&cznego wzrostu czasu obliczen i nie daje istotnego wzrostu
doktadnoéci. Wystarczy dobieradé krok czasowy tak, aby speinidé wa-
runek stabilnosci.

3% W metodzie réinic skoriczonych z wykorzystaniem schematu niejawnego
dobdr krokdéw siatki i diugosé przedzisiu linearyzacji nalezy uze-
leznid od wspdiczynnikdéw rdéwnania. Optymalnie jest przyjaé krok
czasowy réwny diugosci przedziaiu linearyzacji. Wielkos$é zas

ostatniego nalezy ustalié eksperymentalnie, obserwujgc zmiany
rozwigzania przyblizonego.
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40 Rozwigzujgc zadanie analizy z warunkami brzegowymi II i III ro-
dzaju nalezy w zasadzie zrezygnowaé z siatki rdéwnomiernnej.
Btedy spowodowane aproksymacja warunkow brzegowych na tej siatce
przewyzszaja o kilka rzeddw wielkosci biedy rozwigzan wewngtrz
obszaru. Zageszczenie siatki przy brzegu obszaru prawie wyelimi-
nowato wpiyw bieddéw aproksymacji warunkdw brzegowych.

Przedstawione w pracy uwagi sg oczywisdcie tylko sugestiami.
Wybdér metody oraz dobdr parametrdéw metody siatkowej zalezy zawsze
od specyfiki zadania i decyzja musi opieraé sig na wiedzy i doswiad-
czeniu prowadzgcego obliczenia.

Pokazany w pracy przykiad praktycznego wykorzystania metody
réznic skonczonych do symulacji procesu suszenia, wskazuje na mo-
zliwosé szerokiego staosowania tych metod w pracach o charakterze
projektowym, do rozwigzenia zadania analizy. W przypadku zadania
syntezy /jezeli nie jest wymagana zbyt duza dokiadnosé/ wygodniej
jest stosowaé metode hybrydowg z siatkg R-C. |

Wyrazam podzigkowanie mojemu Promotorowi

doc. dr inz, Ludwikowi Zebrowskiemu za opiekeg
1 cenne spostrzezenia oraz Kolegom z Instytu-
tu Cybernetyki Technicznej, ktdrych uwagi by-
¥y pomocne w czasie powstawania rozprawy dok-
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- THE SIMULATIONAL APPROCH TO THE SOLUTION OF PROBLEMS

OF THE ANALYSIS OF CONJUGATED PROCESSES OF HEAT AND
NMASS TRANSFER

The paper deals with application of simulational methods to the
golution of quasilinear analysis problem of heat and mass transfer.
Proposed methods make possiblke To solve the analysis problem for gi-
ven mathematical model beeing a set of the parabolic partial dif-
ferential equations, together with initial and boundary conditions.
The mathods are developed for boundary conditions 6f first, second
and third kind. The conditions of existens and uniqueness for analy-
tical and generalizated solution are given.

The orginal set of partial differential equations is linearised
through time intervals what made possible to consider the gerie
of linear boundary problems instead of preliminary quasilinear pro-
blem. The numerical methods of finite- difference and finite ele-
ments as well as hybrid method making use of analog R-C net are
consgidered.

For finite-~ difference method two differential operators have
been constructed using similar approach as these used for heat
transfer problem. Accuracy of approximations, stability and conver-
gence have been investigated. The stability conditions are determi-
nated.

As for finite elements approach original problem of analysis
have been transformed to the weak form. Applying orthogonsality
conditions to the solution in respect the basis of test function
reduses the problem of analysis to the Couchy problem /initial pro-
blem/. The algorithms and the resalts are given for linear basis
functions - finite differences methods is used to solve Couchy
problem. The construction of basis function for different kinds
of boundary conditions is shown. Algorythms reducing problems with
non-zero boundary conditions to the problem with zero boundary .
conditions are given. Convergens of such a method is investigated.

As for hybrid method, the model of R-C net = using .multipiti-
city of capacitanes is proposed. R-C net is used to solve successive
linear analysis problems. The method has been implemented on digital
computer and the influence of random distribuences in analogue model
on aécuracy of solution have been cherched,
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These algorythms were tested in practice using certain test
problems. The calculations were made on digital computers. The results
of these tests and conclusions drawn from them are presented.
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		Tekst zastępczy





		Nazwa reguły		Status		Opis



		Tekst zastępczy ilustracji		Zatwierdzono		Ilustracje wymagają tekstu zastępczego



		Zagnieżdżony tekst zastępczy		Zatwierdzono		Tekst zastępczy, który nigdy nie będzie odczytany



		Powiązane z zawartością		Zatwierdzono		Tekst zastępczy musi być powiązany z zawartością



		Ukrywa adnotacje		Zatwierdzono		Tekst zastępczy nie powinien ukrywać adnotacji



		Tekst zastępczy pozostałych elementów		Zatwierdzono		Pozostałe elementy, dla których wymagany jest tekst zastępczy



		Tabele





		Nazwa reguły		Status		Opis



		Wiersze		Zatwierdzono		TR musi być elementem potomnym Table, THead, TBody lub TFoot



		TH i TD		Zatwierdzono		TH i TD muszą być elementami potomnymi TR



		Nagłówki		Zatwierdzono		Tabele powinny mieć nagłówki



		Regularność		Zatwierdzono		Tabele muszą zawierać taką samą liczbę kolumn w każdym wierszu oraz wierszy w każdej kolumnie



		Podsumowanie		Pominięto		Tabele muszą mieć podsumowanie



		Listy





		Nazwa reguły		Status		Opis



		Elementy listy		Zatwierdzono		LI musi być elementem potomnym L



		Lbl i LBody		Zatwierdzono		Lbl i LBody muszą być elementami potomnymi LI



		Nagłówki





		Nazwa reguły		Status		Opis



		Właściwe zagnieżdżenie		Zatwierdzono		Właściwe zagnieżdżenie
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