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1V WSTĘP 
3

Obecny etap rozwoju budownictwa inżynierskiego cechuje 
stała dążność do ograniczenia zużycia materiałów konstrukcyjnych. 
Efekt ten uzyskuje się drogą: 
- wprowadzania nowoczesnych technologii wznoszenia obiektów inży- 
nierskich, _ ' , ,

- poszukiwania bardziej racjonalnych rozwiązań konstrukcyjnych, 
- coraz to doskonalszego poznania pracy konstrukcji i stopnia jej 
wytężenia, co pozwala na bardziej śmiałe (lecz nie ryzykowne) 
wykorzystanie potencjalnych możliwości tradycyjnych rozwiązań 
i materiałów konstrukcyjnych.

Podstawowymi materiałami konstrukcyjnymi współczesnego budownic- 
twa są beton, i stal, zaś przykładem racjonalnego wykorzystania 
tych materiałów sac nie jednorodne konstrukcje betonowe.

i1.1. Niejednorodne konstrukcje betonowe

Pod tym terminem autor będzie rozumiał konstrukcje uzyskane 
drogą racjonalnego połąpzenia dwóch podstawowych elementów skła
dowych (betonu i stali) w jedną wspólną, konstrukcję nośną. Do tak 
zdefiniowanej grupy konstrukcji zaliczyć należy: 
- konstrukcje żelbetowe, 
- konstrukcje sprężone, 
- konstrukcje zespolone.
Niektóre przykłady takich konstrukcji pokazano na rys. 1.1. 
Ponieważ wymienione uprzednio konstrukcje stanowią o dniu dzi - 
siejszym [^48, 52, 59, 93, 103, 128, 151, 168^, a także o przy - 
szłości ^48, 112, 113, 121, 150, 151, 168J budownictwa inżyniers
kiego, autor uważa za celowe podjęcie problematyki dotyczącej . 
tych konstrukcji.
Podstawową informacją pozwalającą ocenić stan wytężenia, a tym 
samym niezawodność budowli są dane dotyczące stanu naprężeń pa
nującego w analizowanej konstrukcji.



Rys. 1.1. Typowe przekroje poprzeczne dźwigarów mostowych o konstrukcji 
zespolonej:

Aktualny stan wiedzy dotyczący tego zagadnienia mimo bardzo 
obszernej literatury ^9, 11, 16, 17, 20, 27, 28, 29, 31, 32, 
34, 35, 36, 38, 49, 50, 51, 54, 55, 63, 64, 65, 66, 67, 70, 
78, 79, 82, 83, 84, 85, 89, 93, 99, 101, 103, 108, 112, 115, 
122, 126, 127, 128, 135, 137, 139, 140, 141, 142, 154, 158,• 
160, 168, 174, 175, 176, 184, 188] nie pozwala zdaniem autora 
na jednoznaczne (a tym samym ścisłe) określenie tego stanu. 
Wynika to z faktu, że inżynier mając do dyspozycji całą gamę 
metod analitycznych ujęcia problemu nie zna nie tylko ich do
kładności, ale przeważnie i znaku błędu.



prefabrykatu
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1.2, Przedmiot pracy

Przedmiotem niniejszej pracy jest opis procesu kształto
wania się stanu naprężeń w niejednorodnych konstrukcjach beto
nowych zależny od zachodzących w nich zjawisk reologicznych. 
Graficzną ilustrację przedmiotowego problemu stanowi rys. 1.2.
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2. CEL I ZAKRES PRACY

Celem niniejszej pracy jest uściślenie metod oceny Teolo
gicznej redystrybucji stanu naprężeń w niejednorodnych kons
trukcjach betonowych.
Cel ten postanowiono osiągną.ć drogą takiego teoretycznego'uję
cia problemu, które uwzględniałoby postulaty wynikające z ana
lizy badań obcych uzupełnionych o doświadczalne eksperymenty 
autora. Ze względu na różnorodność koncepcji budowy związków 
konstytutywnych opisujących zachowanie się rozpatrywanych ciał 
pod wpływem działających obciążeń (bez poprawnego sformułowania 
tych związków nie można uzyskać zadawalającego teoretycznego 
opisu analizowanych zjawisk) postanowiono przeprowadzić szerszą 
niż to praktykuje się zwykle w pracach doktorskich analizę do - 
robku naukowego w tym zakresie.
Z kolei z uwagi na obszemość przedmiotowego, problemu jak i ogra
niczone ramy niniejszej rozprawy> zakres zainteresowali autora 
ogranicza się do prętowych konstrukcji iz|ostatycznych (w których 
zachodzące zjawiska Teologiczne nie wywołują dodatkowych sił wew
nętrznych) pracujących w stanie niezarysowanym.
Tak więc zakres niniejszej rozprawy ogranicza się do:

- studium nad możliwościami dokładnego rozwiązania postawionego 
problemu,

- szczegółowego studium nad różnymi aspektami odkształcalności 
materiałów tworzących badaną konstrukcję?umożliwiającego po
prawny opis teoretyczny tego problemu (odpowiednią konstruk
cję Teologicznych równań stanu),

- opracowania własnej koncepcji teoretycznego ujęcia wpływu 
zjawisk Teologicznych na zmianę stanu odkształceń i naprężeń 
w niejednorodnych konstrukcjach betonowych,
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- wykonania własnych i analizy obcych badań eksperymentalnych, 
w celu weryfikacji uzyskanego rozwiązania teoretycznego,

- analizy przeprowadzonych badań uzupełnionej wnioskami natu
ry poznawczej i technicznej.

Praca poza aspektami poznawczymi winna w zamierzeniu autora 
mieć również pewne znaczenie użytkowe, co uzyska się poprzez 
wykazanie przydatności proponowanych rozwiązań do bezpośred - 
niego projektowania konstrukcji inżynierskich.
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3. ANALIZA MOŻLIWOŚCI ROZWIĄZANIA 
POSTAWIONEGO PROBLEMU

Zagadnienie kształtowania się stanu naprężenia i odkształ
cenia w przekroju dźwigara zespolonego w procesie zachodzących 
zjawisk reologicznych może być rozwiązane drogą analizy teore
tycznej lub badań eksperymentalnych.

Ponieważ badania typu reologicznego są bardzo skomplikowa
ne, czasochłonne i drogie, rolą teorii jest podanie ogólnych 
rozwiązań opisujących rozpatrywane zjawisko z niezbędną dla ce
lów poznawczych dokładnością.

Teoretyczne rozwiązanie można uzyskać:
- poprzez analizę całego dźwigara zespolonego traktowanego jako 
dyskretny układ przestrzenno - czasowy,

- lub też przez rozważanie redystrybucji stanu naprężenia w ko
lejnych przekrojach tego |dźwigara ( metoda 1 klasyczna, prętowa).

3.1 • Rozwiązanie oparte na analizie 
przestrzennej konstrukcji

Sposób ujęcia wpływu procesów reologicznych na zmianę sta
nu naprężenia w konstrukcji oparty na MES jest często wykorzys
tywany przy analizie betonowych osłon reaktorów siłowni jądro
wych Ql50, 189] lub betonowych budowli hydrotechnicznych El^> 
I89]. Bo analizy konstrukcji zespolonych metodę tą wprowadzili 
K. Okada i K. Kobayashi w pracy _143], w której rozważali pro
blem nierównomiernego skurczu betonu części składowych dźwigara. 
Rozwiązanie to uzyskano traktując beton jako ciało liniowo - sprę
żyste, pominięto plastyczno - lepkie jego własności.
Na rys. 3.1 przedstawiono wyniki zamieszczone w cytowanej pracy, 
które ilustrują przydatność MES do rozwiązywania rozważanych pro
blemów i jej zwiększone możliwości wszechstronnej analizy stanu 
odkształcenia i wytężenia konstrukcji w stosunku do metody kla
sycznej.
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wyniki obliczeń numerycznych

Rys. 3 1. Zestawienie wyników analizy dźwigara zespolonego metodq 
klasyczng i MES — porównanie obu metod . Wed fug [143].
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3.2 . Rozwiązanie problemu drogą określenia 
redystrybucji naprężeń w rozpatrywanym 
przekroju (metoda prętowa)

. Tradycyjny sposób analizy zmiany stanu naprężenia i odkształ
cenia w niejednorodnych elementach betonowych (metoda prętowa) po
lega na rozważeniu redystrybucji stanu naprężeń w przekroju dźwi - 
gara będącej efektem zachodzących zjawisk reologicznych. 
Takie teoretyczne ujęcie przedmiotowego problemu można znaleźć 
między innymi w pracach:^, 12, 16, 17, 20, 27, 28, 29, 30, 31, 
32, 34, 35, 36, 38, 45, 49, 50, 51, 54, 55, 56, 63, 64, 66, 67, 
69, 70, 78, 82, 83, 84, 89, 99, 107, 109, 112, 115, 122, 127, 128, 
135, 139, 141, 142, 154, 160, 174, 175, 178, 184, 186, 187] oparte 

jest ono na dwóch podstawowych założeniach dotyczących deformacji 
konstrukcji, a mianowicie przyjmuje się, że:
- współpraca elementów stanowiących dźwigar zespolony jest idealna 

więzi sztywne ,
- obowiązuje założenie płaskich przekrojów Bernoulliego.
W literaturze można znaleźć rozwiązania, które zakładają podatność 
więzi łączących czyści składowe dźwigara zespolonego (wówczas dru
gie założenie dotyczy przekrojów poszczególnych elementów dźwigara' 
np.[79, 123, 154].

Ze względu na zakres pracy i jak się dalej okaże małą przydatność 
dla praktyki rozwiązania uwzględniającego podatność więzi łączą - 
cych elementy dźwigara zespolonego rozważania tu przedstawione 
ograniczono do przypadku więzi sztywnej.

3.2.1. Weryfikacja eksperymentalna założeń 
metody prętowej

Wymienione uprzednio założenia zostaną skonfrontowane z wy
nikami badań eksperymentalnych przeprowadzonych przez różnych au
torów. Powinno to dać obiektywną i wszechstronną ocenę zarówno1 
zakresu obciążeń jak i rodzaju więzi (łączników) , przy których 
deformacje analizowanej konstrukcji czynią zadość przyjętym zało
żeniom teoretycznym.
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3.2.1.1. Rzeczywisty stopień zespolenia 
elementów tworzących dźwigar 

zespolony

Konieczne Jest rozpatrzenie tu dwóch problemów, a mianowicie: 
- stopnia współpracy wkładek zbrojeniowych (pasywnych i aktywnych) 

z betonem,
- poprawnej oceny współpracy elementów tworzących dźwigar.
Problemem pierwszym zajmuje się teoria żelbetu i konstrukcji sprę
żonych [101, 142, 165], która w swoich rozważaniach przyjmuje ide - 

alną współpracę betonu i stali.
Założenie to jest na tyle zweryfikowane, że rnożna je uważać 

za poprawne, zastrzegając się, iż rozpatrujemy przedział pracy be
tonowego elementu zbrojonego dostatecznie oddalony od kresu jego 
nośności.

Zagadnienie drugie było przedmiotem kilku prac badawczych jak 
np. 0. Grafa i E. Brennera [85], N.W. Hansonza _9lJ , K. Okady i 
K. Kobayashi [143^ i teoretycznych np. S. Kajfasza [95, 96, 97 J i 

Ruhlego H.
Eksperymenty autorów wymienionych wyżej prac zostały przeprowadzo
ne bądź to bezpośrednio na dźwigarach zespolonych poddanych czyste 
mu zginaniu, bądź to przez próbę bezpośredniego ścinania.- Obie te 
metody jak wykazuje rys. 3.2 dają wyniki jakościowo identyczne. 
Rysunek ten ilustruje badania przeprowadzone przez autorów prac 
[91, 143].
Analiza wyników badań przedstawionych na poniższym rysunku pozwala 
na wysnucie następujących wniosków:
- stopień współpracy elementów tworzących dźwigar zespolony jest 

funkcją obciążenia,
- sztywna współpraca elementów składowych ma praktycznie miejsce 
wówczas gdy wielkość naprężeń ścinających w styku nie przewyższa 

2wartości 0,8 - 1,5 MN/m f
- po przekroczeniu tej granicy (ts) więź łącząca elementy musi być 
uważana za podatną,

- istnieje graniczna nośność więzi.
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Rys 3 2 Wzajemne przemieszczenie elementów składowych przekroju zespolonego 
jako funkcja wytężenia styku.

Przytoczone wyżej wyniki dotyczyły pracy styku (więzi) \i warun

kach obciążeń doraźnych.
Zachowanie się więzi pod długotrwałym obciążeniem ilustrują wy
niki badań przytoczone dalej 3.2.1.2. rys. 3.3. i 3.4, 
Kończąc powyższe wywody należy stwierdzić, że założenie o ideal
nej współpracy części dźwigara zespolonego w czasie kształtowania 
się stanu naprężeń będącego efektem zachodzących zjawisk reologicz- 
nych jest słuszne nawet w przypadku gdy nastąpiły pewne poślizgi 
\i styku przy przenoszeniu obciążeń doraźnych.
Ustalając natomiast początkowy stan naprężeń w dźwigarze zespolo
nym (stanowiący podstawę do analizy wpływu zjawisk reologicznych) 
niezbędne jest uwzględnienie rzeczywistego stopnia współpracy jego 
elementów przy przenoszeniu obciążeń doraźnych.



a) element sprężony , b) element zespolony

Stan odkształceń opóźnionych podano dla rćżn 
a) t - t wynosi dla : 1 - 3d, 2-14d , 3- 52 d ;

Odkształcenia strony lewej (-------- )

eh długości okresu działania obciążenia
b) dla : 1 ~ Ud , 2~54 d , 3~ 123 d, 4 - 458 d 

i prawej (-------- ) elementu.

Rys. 3.3. Proces kształtowania się stanu odkształceń w przekroju elementu sprężonego 
i zespolonego.
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0,58

Badania H.Bachmanna [18]Przekrój poprzeczny

Czas działania obciążenia [t-35] w dobach: 1-0,2-7,3-28.4-90,5-360,6-730

Badania 0.Grafa i E, Brennera [85]
, . 5

Rzędne odkształceń podane na rysunku „ b ' pomnożono przez 10 
Pod każdym wykresem odkształceń podano czas jaki upłynął od 
chwili obciążenia belki do momentu pomiaru.

Rys. 3.4. Wyniki badań stanowiące podstawę weryfikacji hipotezy Bernoulliego.
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3.2.1.2. Hipoteza Bemoulliego w przypadku 
zginania elementów betonowych 

długotrwałym obciążeniem

Problem ten był przedmiotem wielu prac eksperymentalnych 
jak [_18, 33, 85, 93, 161J , które przeprowadzono zarówno na sa
modzielnie pracujących elementach betonowych jak i dźwigarach 
zespolonych obu typów.

Sprawdzenia słuszności rozważanego założenia dokonano przez 
analizę przytoczonych na rys. 3.3 i 3.4 wyników badań eksperymen
talnych następujących autorów: H. Bachmanna [l8], T. Bilińskiego 
[532]» 8. Grafa i E. Brennera [^85^ • 
Analiza przedstawionych wyników badań prowadzi do wniosku, że ze 
wszystkich branych pod uwagę możliwości najbardziej prawdopodobna 
jest ta, że zmienność odkształceń na wysokości dźwigara jest li - 
niowa.
Podsumowując należy stwierdzić, że hipoteza Bemoulliego zakłada
jąca liniowy rozkład odkształceń na wysokości belki zarówno w 
przypadku obciążeń doraźnych jak i długotrwałych została w pełni 
potwierdzona wynikami badań eksperymentalnych, które - co- trzeba 
podkreślić - obejmowały również nieliniowy zakres pracy betonu .

3.2.2. Zakres przydatności metody prętowej

Wyniki przedstawione na rys. 3.1 dają nam też informację na 
temat przedziału, dla którego metoda prętowa daje wyniki praktycz
nie zgodne ze ścisłą oceną rozpatrywanych zjawisk.
Na poniższym rysunku zaznaczono ten przedział szacując go na pod
stawie pracy [l43^| na 0,667 1. Podaną tu wielkość należy trakto - 
wać orientacyjnie gdyż w rzeczywistości jest ona funkcją stosunku 
(hb + hp) : 
Przyczyn rozbieżności wyników uzyskanych z obu analizowanych tu 
metod,dla przekrojów położonych blisko końca belki,należy upatry
wać w tarczowej pracy tych stref dźwigara, co potwierdzają wyniki- 
badań pokazane na rys. 3.6.
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Rys. 3.5. Wycinek dźwigara zespolonego , w którym metoda prętowa 
daje poprawne wielkości naprężeń wywołanych zjawiskami 
reologicznymi.

———— wyniki badań eksperymentalnych

-— — wyniki teoretyczne - odnośne 

wartości odkształceń podano w 
nawiasach.
Rzędne odkształceń pomnożono przez 10J.

Rys.3 6 Odkształcenia strefy przypodporowej betonowej belki sprężonej 
według [93].
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3.3. Wybór sposobu rozwiązania problemu

Podsumowując niniejszy rozdział należy rozpatrzyć jeszcze 
problem ilościowego wpływu zjawisk reologicznych na ukształtowa
nie się końcowego stanu naprężeń w niejednorodnych przekrojach 
konstrukcji betonowych.

Jak wynika z wielu teoretycznych i eksperymentalnych badań 
I np. [9, 16, 29, 51, 63, 115, 175] wymienione wyżej czynniki powo
dują zmianę doraźnego stanu naprężeń o 20 - 30 %. Informacja ta 
jest bardzo pomocna do uzasadnienia decyzji dotyczącej wyboru 
sposobu rozwiązania problemu, gdyż biorąc pod uwagę fakty, że; 
- doraźny (początkowy) stan naprężeń determinujący jakościowo i 

ilościowo przebieg zjawisk reologicznych zachodzących w nieje
dnorodnych konstrukcjach betonowych określa się traktując belki 
główne przęsła mostowego jako pręty, 

- w konsekwencji takiego podejścia otrzymujemy początkowy stan 
naprężeń znacznie odbiegający od stanu rzeczywistego w przypod- 
porowych strefach dźwigara - rys. 3.6.

V/ związku z powyższym zastosowanie metod analizy przestrzennej 
konstrukcji do rozwiązywania poruszonych tu problemów wydaje się 
niecelowe, gdyż dla najbardziej interesującej projektanta strefy 
dźwigara (część środkowa belki) metoda ta daje wyniki praktycznie 
identyczne jak metoda prętowa.
Dodatkowe zaś informacje o stanie naprężeń są nie do wykorzystania 
z powodu wymienionego wyżej.

Mając na uwadze wymienione uprzednio aspekty, autoi' uważa, że 
na obecnym etapie badań wystarczające narzędzie do analizy wpływu 
czynników reologicznych na ukształtowanie się stanu naprężeń w roz
ważanych konstrukcjach stanowi metoda klasyczna (prętowa). Podsta
wową jej zaletą oprócz znacznie prostszego modelu matematycznego 
problemu jest fakt, że do opisu teoretycznego zjawiska wystarczy 
nam znajomość fizycznych cech materiału poddanego jednoosiowemu 
stanowi naprężeń.
Szczegółowa analiza przestrzenno - czasowa konstrukcji pozwoliłaby 

na bardziej szczegółowe rozeznanie efektów zachodzących w betonie 
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zjawisk Teologicznych w strefach przypodporowych przęseł, ale tyl
ko wówczas,gdyby objąć nią również doraźny stan pracy budowli. Ta
kie podejście jednak mimo niewątpliwych walorów poznawczych nie 
ma obecnie głębszego uzasadnienia praktycznego.
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4. MODELE TEORETYCZNE MATERIAŁÓW TWORZĄCYCH 
KONSTRUKCJE ZESPOLONA

Materiały, z których tworzy się konstrukcje zespolone to 
beton i stal*
W rozdziale tym, autor przedstawi związki fizyczne wiążące odksz
tałcenia z naprężeniami dla wymienionych wyżej materiałów, ogra - 
niczając się do przypadku Jednoosiowego stanu naprężeń, co wystar
cza do konstrukcji rozwiązali według metody wybranej w rozdziale 3.

4.1 * Stal

Rola wkładek stalowych (zbrojenia) w konstrukcjach betonowych 
została szeroko opisana w literaturze np. 001, 142, I65J i Jest 

ogólnie znana.
Ze względu na charakter pracy armaturę zbrojeniową podzielono na 
dwa rodzaje:
- zbrojenie pasywne (miękkie),
- armatura aktywna (cięgna sprężające) .

4.1.1. Zbrojenie pasywne

Ha zbrojenie pasywne stosuje się tzw. stal miękką o ogólnie 
znanych cechach fizyczno - wytrzymałościowych.
V/ dalszych rozważaniach będzie się przyjmować liniowo sprężysty 
zakres pracy tego materiału co wyrazi się następującą zależnością: 

a uwzględniając parametr czasu otrzymamy

Ez-Ez (t) . (4.2)
Te same zależności dotyczą również cech materiałowych .elementu 
stalowego tworzącego wraz z częścią betonową przekrój zespolony 
(element zespolony typu beton - stal rys. 1.1) •



-24-

4*1,2. Armatura sprężająca

Do sprężania konstrukcji betonowych używa się stali o podwyż
szonych parametrach wytrzymałościowych.
Zachowanie się tej stali w procesie obciążenia znacznie odbiega od 
opisu jaki daje model ciała liniowo - sprężystego; dotyczy to rów
nież przedziału obciążeń użytkowych. Problemowi odkształceń pląs - 
tyczno - lepkich stali sprężającej poświęcono wiele prac badawczych 
i teoretycznych jak np. [i, 2, 17, 74, 101, 107, 127, 142, 15o].
Analiza tych prac pozwala na stwierdzenie, że problem ten został już 
dostatecznie rozeznany. Wydaje się, że najbardziej poprawny opis za
chowania się stali sprężającej pod długotrwałym obciążeniem podano 
w 07j • W dalszych rozważaniach zostaną wykorzystane przedstawione 
tam zależności, których ilustracją jest rys. 4.1.

Rys. 41. Ilustracja graficzna zależności między naprężeniem 
a odksztafceniem dla stali sprężajgcej zaczerpnięta 
z pracy [17],



Związek fizyczny dla stali sprężającej zapisano czyniąc następują
ce założenia:
- istnieje pewne naprężenie graniczne ECq (punkt na rys* 4.1) 

równe około 0,4 - 0,6 wytrzymałości stali na rozciąganie, poni
żej którego własności plastyczno - lepkie materiału są pomijalne.
Słuszność tego założenia potwierdzają liczne badania eksperymen
talne co przykładowo pokazano na poniższym rysunku,
odkształcenia lepkie (pełzanie 
cenią te reprezentuje odcinek

) Ead (O 
C C” )są 
2 2 1

ęna rys* 
liniowe i

4.1 odkształ - 
całkowicie od -

wracalne,
- odkształcenia plastyczne EQp (na rys. 4.1 odcinek ) są nie

liniowe i nieodwracalne,
- stal jest materiałem, którego cechy nie zmieniają się w czasie.

Czas jaki uptynqf od momentu obciążenia próbki do chwili 
pomiaru odpowiednio wynosit : 1 - 0,041 d , 2- 0,408d, 3 - 4,08 d , 

4- 40,8 d.

Rys. 4.2. Zależność między wielkością relaksacji naprężeń a stopniem 
wytężenia cięgna stalowego - wedtug badań Madatjana [125]
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Odkształcenia plastyczne wyzwalające się prawie całkowicie w pro
cesie napinania cięgien, nie mają znaczącego wpływu na zmianę sta
nu naprężenia w belce sprężonej lub dźwigarze zespolonym, dlatego 
przy analizie tego procesu mogą być pominięte. Należy je natomiast, 
o ile nie przewiduje się wstępnego przeciągania cięgien, uwzględniać 
przy ocenie początkowego stanu naprężeń jaki wystąpi po sprężeniu 
elementu betonowego.
Podsumowując powyższe, w dalszych rozważaniach będzie się traktować 
stal sprężającą jako materiał liniowo - sprężysto - lepki, o usta
lonej fizycznej granicy lepkości.

Równanie konstytutywne dla rozważanego materiału przybierze 
postać:

t
G a It ) = E*a ( t ) E a - E^alTlA Yu(t-T)dT 14,3) 

c) T 
o

gdzie * r-' . .
6a (t) = 0a ( t 1 — b ca

E a ( t ) — E a ( t ) — ( E c a + E a p ) ;

V* - t _ Ga ( t ) - G ca _ Gao — G ca - AGar (t)
a ) Eao Eao—(Eca-Eap) _ Ga o ~ G ca _ °

1
AGar ( t ) 

Gao — Gca
Ea > d la T = 0

a
lim *• Ea

lim
t -► oo

(t) 1 ~
△ Gar 1

Ea
Gao-Gca _

Wszystkie wielkości następujące w przedstawionych wzorach oprócz 
YQ(t) i A6ar(t) zostały zdefiniowane poprzednio, natomiast wyżej
wymienione oznaczają: 

ut a U) - funkcję relaksacji stali,
A6ar(t) - spadek naprężeń w stali spowodowany jej ^relaksacją 

w warunkach stałego odkształcenia £ao czemu odpowia
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da początkowe naprężenie równe 6do
Analityczną przystosowaną do operacji matematycznych postać 

*funkcji W(t-T) przedstawiono niżej:

Ya it-n - Ya |i-r^

icvr - współczynniki eksperymentalne (określające prędkość prze
biegu zjawiska i względną wielkość relaksacji) ,które moż
na wyznaczyć wykorzystując wyniki badań zestawione w róż
nych pracach np. ,

i,T - parametry czasowe,

4.2. Beton

Od czasu gdy I. Samowicz 059J w roku 1890 stwierdził, że 
beton oprócz odkształceń doraźnych, wykazuje również odkształ - 
cenią opóźnione, opublikowano w literaturze światowej, kilka ty- 
sięcys prac dotyczących tego zjawiska (w okresie powojennym tylko 
w ZSRR opublikowano ponad 2ooo takich prac) , a mimo to wśród ba
daczy istnieją Jeszcze istotne różnice w poglądach na Jakościową 
i ilościową stronę tego zagadnienia.
Obecny poziom wiedzy dotyczącej zachowania się betonu poddanego 
działaniu długotrwałych obciążeń w dużej mierze zawdzięczamy ba - 
daczom i teoretykom tej miary co: L. Boltzman i V. Volterra, któ
rych prace 177 J stanowią podstawy wszelkich dalszych opraco
wali teoretycznych problemu, dokonanych przez: C, Whitney'a 182_ , 
F. Dichingera [óO, 6lJ, G.N. Masłowa [j26j, D. McIIenry*ego 129 , 
N.C. Arutiuniana [iój , S.W. Aleksandrowskiego [b - A.MItżela
133 - 136] ,H. Trosta [171, 172], H. Riischa [155, 156] , A.D. Roasa 
153] , A.R. Rżanicyna [158] , J.J. Ulickiego 07^ - 176] i innych.

U aktualnym stadium rozwoju reologii betonu istnieją dwa zasadni
cze kierunki analizy zagadnień reologicznych. Pierwszy sposób ogra
nicza się do czysto formalnej schematyzacji zjawisk za pomocą ino - 
dęli reologicznych złożonych z kilku lub nawet nieskończenie wie
lu prostych elementów reprezentujących różne cechy rozpatrywanego 
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materiału [42, 71, 73, 80, 102, 135, 158], drugi zaś sposób ce
chuje się dążnością do ujęcia zjawisk Teologicznych w postaci bar
dziej ogólnej, za pomocą tzw. funkcji pełzania [7, 8, 9, 10, 11, 12( 
13, 14, 15, 16, 19, 22, 39, 41, 46, 47, 60, 61, 68, 77, 86, 87, 88, 
101, 104, 105, 106, 114, 126, 129, 130, 131, 132, 133, 135, 148, 
160, 163, 166, 167, 171, 172, 174, 180, 182, 183, 188] i inne.

Różnice między wymienionymi podejściami ujawniają się głównie 
w zapisie matematycznym Teologicznych równań stanu, które w pierw
szym przypadku są równaniami różniczkowymi, a w drugim całkowymi.

Oba sposoby ujęcia problemu są nadal rozwijane (ulepszane) , a 
szerokie i wszechstronne ich omówienie i porównanie można znaleźć 
w wielu poświęconych reologii betonu monografiach Jak na przykład 
[9, 16, 135, 142, 174] • Poglądy badaczy zawarte w cytowanych wy

żej opracowaniach są zgodne co do tego, że Jakościowo lepsze efek
ty uzyskuje się w oparciu o fenomenologiczny opis (drugi sposób) 
zjawisk zachodzących w betonie. W związku z czym w dalszej części 
pracy autor ograniczy się do tego sposobu ujęcia odkształcalności 
betonu.
Obecnie istnieją trzy zasadnicze kierunki rozwoju fenomenologicz - 
nych teorii pełzania betonu, różnie nazywane w literaturze naukowej. 
Nazw zasadniczych teorii nie można uważać za Jednoznacznie ustalone 
- dlatego autor' będzie używał nieco innych określeń niż te, które 
przyjęły się w literaturze krajowej, a mianowicie:
1 .) teoria ciała lepkosprężystego (teoria dziedziczności) rozwijana 

w pracach:
E. Eimera [69, 70] , A.R. Rżanicyna [i58] , W. Nowackiego [l4o], 
M.L. Wiliamsa [181j i innych,

2) teoria starzenia mająca ogromne znaczenie praktyczne była przed
miotem prac wielu badaczy, Jak: C. Whitney [180] , F. Dischinger
[60, 61 ] , I.I. Ulicki [174 - 176j , Czrżan - Czrżun - Jao [53], 

K. Sattler [160] , Z. Wiśniewski [183] , Z. Bychawski [46, 47] , 
A. Chudzikiewicz [49, 50] , A. Ja. Baraszikowi[20, 22] , J.H.Trost 
[171, 172] i innych,

3) dziedziczna teoria starzenia (teoria pełzania ciała sprężystego) 
opracowana przez G.N. Masłowa [l2ó] i N.C.- Arutiuniana [ló]uwa - 

żana Jest za najbardziej ogólną teorię pełzania betonu. Obecny 
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stan tej teorii ukształtowali głównie S.W, Aleksandrowskij [7, 
8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15], A.A. Gwozdiew [s6, 87], A.B. 
Gałustow [77], A. Mitzel [133 - 135], M. Kłapoć [lOó], O.M.
Popko wa [l48j, R. Sinno i H.L. Furr [i63], Z. Wiśniewski [182], 
F. Dziendziel [68], R. A. Mielnik [130 - 132].
Analizy porównawczej wymienionych wyżej teorii dokonano 1/ ta- 

kich pracach jak np. [7, 8, 9, 12, 13, 86, 101, 135, 174, 182], w 
związku z czym można uznać, że zalety i wady poszczególnych propo
zycji ujęcia odkształcalności niesprężystej betonu są ogólnie zna
ne i nie zachodzi potrzeba przytaczania ich w niniejszej pracy. 
Konfrontacja przeprowadzona w cytowanych powyżej pracach wskazuje 
na to, że najlepiej rzeczywisty przebieg zjawisk reologicznych be
tonu odwzorowuje dziedziczna teoria starzenia.
Aktualnie publikowane prace dotyczące tej teorii [22, 104, 163,166, 
167] podają różne propozycje dotyczące w zasadzie aspektów ilościo
wych problemu , co wnosi niewiele elementów pozwalających na jej uo
gólnienie. Wynika to z faktu, że większość nowych propozycji doty - 
czy w zasadzie doboru funkcji występujących w odnośnych równaniach 
tej teorii. Odpowiedni dobór tych funkcji nie jest rzeczą blachą 
(odpowiednio dobrane funkcje mogą znacznie ułatwić otrzymanie roz- 
wiązańj , lecz nie prowadzi on do usunięcia niedostatków samej 
teorii.

Podstawą wszelkich uogólnień teorii odkształcalności betonu 
mogą być tylko wyniki wszechstronnych i obiektywnych badań ekspe - 
rymentalnych. Wynikami takimi dysponujemy już obecnie (na szczegól
ne uznanie zasługuje tu dorobek badaczy radzieckich ) , w związku 
z czym można się pokusić o próbę całościowego rozważania problemu.

Zdaniem autora do zagadnień wymagających uporządkowania lub 
też całkiem nowej interpretacji należą:
1) starzenie betonu,
2) nieliniowość jego odkształceń,
3) wpływ obciążeń zmiennych na wielkość odkształceń,
4) całokształt problemów związanych z wysychaniem betonu.
W dalszej części rozdziału autor opierając się na badaniach włas
nych i obcych przedstawi własną, opartą na dziedzicznej teorii 
starzenia, koncepcję ujęcia problemu odkształcalności betonu.
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4*2.1. Proces starzenia betonu

Proces starzenia betonu spowodowany jest przebiegiem zjawisk 
fizyko - chemicznych w zaczynie cementoxvym powodujących jego tward
nienie.

Efektem tego zjawiska jest zmiana mechaniczno - wytrzymałościo
wych cech betonu w czasie. Chodzi tu o takie podstawowe własności 
Jak:
- wytrzymałość betonu, ■
- moduł sprężystości doraźnej betonu,
- wielkość odkształceń plastyczno - lepkich jako funkcja jego wieku. 
W dotychczasowym ujęciu wymienione wyżej cechy betonu traktowane 
były z reguły jako wielkości niezależne, a ich zmianę w czasie opi
sywano różnymi związkami teoretycznymi. Podejście takie zdaniem auto
ra nie jest słuszne, albowiem jedynym czynnikiem powodującym zmienność 
własności betonu jest rozumiany jak wyżej proces twardnienia zaczy - 
nu cementowego (pomija się tu wpływ korozji) , co jednoznacznie wska
zuje na związek przyczynowo - skutkowy zachodzący cli zjawisk, i obser - 
wowanych efektów. Mówiąc inaczej, jeżeli byłaby znana funkcja opi - 
sująca zmianę stopnia stwardnienia zaczynu cementowego, to można by 
pi'zy jej pomocy opisać zmianę wszystkich cech betonu w czasie.

4.2.1.1 . Uniwersalna bezwymiarowa funkcja 
starzenia betonu

Uniwersalna funkcja starzenia betonu określa przebieg zjawisk 
fizyko - chemicznych zachodzących w betonie, lub ujmując to inaczej, 
stopień stwardnienia Jego podstawowego składnika zaczynu cemento - 
wego, oznacza się ją przez U(ą); gdzie T - parametr czasowy okreś
lający wiek betonu.
Znając fenomenologiczny opis przebiegu rozpatrywanych zjawisk w cza
sie można wysunąć postulat co do granicznych wartości funkcji 
a mianowicie (rys. 4.3) •
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Rys.4.3. Obraz graficzny uniwersalnej bezwymiarowej funkcji starzenia 
betonu.

lim U (q~) = 0 
T~* 0+

i- dUm *lim ----- L--2- = constans .
T—0* dT

lim U ) = 1
T—► CD

, lim d U (t ) = 0
dT

4.2,1.2 * Zmiana własności mechanicznych betonu 
Jako funkcja zachodzących w zaczynie cementowym 

procesów fizyko-chemi cznych

Beton jest ciałem dwufazowym złożonym z zaczynu cementowego, 
którego cechy mechaniczne zmieniają się w czasie i wypełniacza 
(kruszywa) o ustalonych własnościach mechanicznych.
Analizując zmianę własności betonu w czasie będzie się przyjmować, 
że są one spowodowane zachodzącymi w zaczynie procesami wiązania 
i twardnienia.
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Wytrzymałość betonu na ściskanie i rozciąganie w jednoosio

wym stanie naprężeń.

Przyjmuje się, że zmieniająca się w czasie Wytrzymałość na 
ściskanie jak i na rozciąganie jest wprost proporcjonalna do uni- 
wersalnej bezwymiarowej funkcji starzenia betonu:

R (T) - R-U (T) , R = lim R (T) , '
T-*®  * J 14.6)

* Trzeba zaznaczyć, że założenie to Jest słuszne tylko dla beto
nów konstrukcyjnych, dla których •
Indeksy k,z oznaczają kolejno kruszywo i zaczyn.

RrlT)- Rr‘U(T) , Rr~ lim R (T) 
f—>oo

gdzie: R(t) i Rr(T) - funkcje określające zmienność w czasie wytrzy
małości betonu na ściskanie i rozciąganie.

Moduł sprężystości doraźnej betonu (styczny)

Liniowo - sprężyste odkształcenia doraźne betonu są wypadkową 
odkształceń zachodzących w obu jego składnikach (twardniejącym 
zaczynie cementowym i wypełniaczu) , dlatego dobór właściwej funk
cji określającej zależność doraźnego modułu sprężystości od uniwer
salnej bezwymiarowej funkcji starzenia betonu (lub Jego wytrzyma - 
łości na ściskanie ) nie jest sprawą łatwą.
W literaturze można znaleźć wiele propozycji teoretycznego ujęcia 
tego problemu; Już sama ich mnogość świadczy o braku jednoznacznej 
oceny analizowanego zjawiska.

W tabeli 4.1 zestawiono niektóre proponowane wyrażenia doko
nując jednocześnie ich podziału ze względu na strukturę matematycz
ną wzoru, która wynika z przyjęcia określonego modelu strukturalne
go betonu.



-33-
Tobola 4 I

Zestawienie spotykanych w literaturze wyrażeń opisujących związek między 
modułem sprężystości betonu a jego wytrzymałością na ściskanie.

Strukturalny model betonu
Model szeregowy

im - zaczyn c
Model równolegT 

ementowy (z)

/ Inne

- wypełniacz (k)

Model zaproponowany 
w 1965 roku przez
I lansena T. C. [90 ]

Model zaproponowany 
w 1957 roku przez 
Daniu P [58 ]

Edc^Ei<+^k) ba]

E^c)- D^+ (4.8)

Np. mogą tu byc 
rozpa 11ywane 
tzw. przestrzenne 
modele dwukornpo- 
nentowych ziarnis
tych kompozytów 
[4, 44 . Tl , 75 I, 
lub pewne opisy 
empiryczne problemu 
abstrahujące od 
modeli struktural
nych betonu ( 4, 
74,142 l

Modelom tym odpowiadają propozycje różnych autorów

D. Rosa [142] A. Brandtza-
[142]

R. Sal i ngara [142:

z x 550000 R(d ega Ek(rŁ')-23000 yRfi) (

FIP-CEB
L. । (u — *

b 150 + RH

O. Grafa [142]
E^i)^ 95500 * 174'

L { 1000000
♦ 520 R (t) , E k(i)-21000 Vr(t) ,

Ir ' , 360
L/+’Rk)

G. Pacha i

O. Grafa

r_ , x 580000 Rh)
I . Ic)- - _■

b 220 + R(t) •

[U2]

ASTM

El(t)=1000 RH .

[4] J. S. Wuja sztu

ka

E^t)3 Ez It) %

A] + A2 h)
Ag + Ay

1

* Chcąc zachować oryginalną postać wzorów stale występujące 
w cytowanych wyżej wyrażeniach podano w tradycyjnym ukła
dzie jednostek.
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Do dalszych rozważań wybrano cztery podane niżej należności;

Eb (T)
E1 ‘ u (T) ,

1 + E2'U(T)
(4.7 )

EblT) “ D1+ D2’U (T) ’ (4.8

E b (T) ~ Eo- U (T) . ( 4.9

E b (T) “ Do*^U(T) (4.10

Wszystkie zapisane wyżej funkcje spełniają wypływający z badań 
postulat co do wartości granicznej modułu doraźnej sprężystości 
betonu dla t —- oo

lim E b (T ) E b = constans , 
T—*ao

natomiast warunek początkowy przy

lim E b (T ) “ 0 »
T-* 0+

nie jest spełniony we wzorze(4.s).
Końcową weryfikację wyrażeń (4.7), ( 4.8 ) , (ó.p), (4.10^

i zakresu ich stosowania ustali się po konfrontacji wyników 
otrzymywanych z tych wzorów z danymi eksperymentalnymi.

Odkształcenia plastyczno - lepkie betonu

Odkształcenia te będziemy określać wykorzystując zapropono
waną przez G.N. Masłowa i N.C. Arutiuniana [^126, 16J> miarę od - 
kształceń plastyczno - lepkich;

Cpł (t —T) e (4.11 )

Funkcja ta określa nieliniową zależność odkształceń plastyczno - 
- lepkich betonu od jednostkowego naprężenia przyłożonego w dowol
nym jego wieku. Poszczególne parametry tej funkcji oznaczają:

t - parametr czasowy określający moment oceny stanu 
odkształceń betonu,

t - parametr czasowy określający wiek betonu w chwili •
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j obciążenia,
- bezwymiarowy współczynnik określający stopień

' wytężenia betonu w chwili obciążenia,
6(t) - wielkość naprężeń w chwili obciążenia.
Miara odkształceń plastyczno - lepkich spełnia następujące 
warunki:
a) nieliniowa miara odkształceń opóźnionych betonu przechodzi

w liniową dla ą—0 porównaj rys. 4.19
lim Cp(l [t, (t-T), n] - C, R , I t-TM , (412)
F°

b) graniczne (końcowe) wielkości odkształceń plastyczno - lepkich 
są równe

llm Cp>l [TJt-TI^W ,rr . , (4.13)
t-*CO 1

c) w miarę wzrostu wieku betonu funkcja MpiCną) powinna jednostaj
nie maleć i osiągnąć pewną wartość graniczną.

< 0 , lim Yp,| 1%^)“ (Q ) . 14.141
d 1 T->co

Analizując fizykalną stronę zagadnienia odkształceń plas
tyczno - lepkich w betonie należy stwierdzić, że o wielkości Ich 
decyduje głównie stopień stwardnienia zaczynu cementowego. 
Można je zatem jednoznacznie zdefiniować wykorzystując funkcję U(t)

Zakłada się a priori, że graniczna wartość miary odkształceń 
statyczno - lepkich określona funkcją TP,t(T,ą) jest odwrotnie propor
cjonalna do uniwersalnej bezwymiarowej funkcji starzenia batonu.

U (T) U (Tl

Jak nietrudno sprawdzić powyższe wyrażenie spełnia niezbędne wa
runki graniczne

lim ^p,L(Tj 00 ,
T— 0+

lim I1 = p i < n ) t
T—oo

' (4.16)
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4.2.1.3 # Zależności pomiędzy podstawowymi 
własnościami fizyko-mechanicznymi 

betonu

Analizując przedstawione poprzednio wyrażenia (^*6) > 
(4,8) , (4.9) , (4«1o) , (4.1l) łatwo skojarzymy następujące za
leżności:

^((n) - <n
R (T) -^,1^) — R • U (T) • -^y - R -^Uą) .

R ■ i ( const. ) constans

R (T) • Cpj [TJ t-T ), q] = constans , 

gdy ( t-T ) = constans i n = constans ;

(4.17)

(4. W )

a ponadto ’
Eb(TI = ------

1 ♦

Rrr) 
_r__
E ZmE2 R

R (p) EbtT)-Di * D2-J— .

• ŻXO-

Eb1T1=Do

(4.19 )

(4.20 )

(4.21 )

(4.22)

V/y korzy stanie zapisanych wyżej zależności pozwala na znaczne zmniej
szenie zakresu i uproszczenie badań niezbędnych do uzyskania po
prawnej oceny własności mechanicznych betonu, a szczególnie ich 
zmiany v/ czasie. 
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Wynika to z faktu, że wystarczy wyznaczyć eksperymentalnie pi-za
bieg w czasie funkcji R(t), co Jest rzeczą stosunkowa prostą,. a 
następnie wykorzystując poniższą zależność

R m (1
U (T = —=  » (4.23)

R

otrzymamy uniwersalną bezwymiarową funkcję starzenia betonu. 
Pozwoli nam to przy wykorzystaniu wzorów (4.7, 4.8, 4.9, 4,1o) 
określić z dokładnością do jednej lub dwu stałych proces zmiany 
wartości doraźnego modułu sprężystości w czasie.
Niezależne stałe należy wyznaczyć określając rzeczywisty doraźny 
moduł sprężystości raz (gdy chodzi o wyznaczenie jednej stałej) 
dla dowolnego wieku betonu, lub (wyznaczenie dwóch stałych) dwa 
razy dla różnych ale dowolnie przyjętych parametrów t

Najwięcej kłopotów przysparza eksperymentatorom wyznaczenie 
miary odkształceń plastyczno - lepkich (4.1l). Problem znacznie 
się uprości Jeżeli wykorzystamy zależność (4.1?) lub (4.18) gdyż;

f R (T ) • Cp/ [t, It -T ), ą ] - Epj [| t- T ) , I4.24 I

a po przekształceniu

Po przeanalizowaniu wyrażeń (4.24) i (4.25) można sformułować 
następujące twierdzenia:
1) beton o dowolnym wieku (aą ) poddany działaniu niezmiennego 

w czasie obciążenia spełniającego warunek 6(Tj)= ą-R (to (ten 
sam stopień wytężenia ) wykazuje odkształcenia plastyczno - 
- lepkie, których wielkość nie zależy od wieku betonu w mo
mencie Jego obciążenia, a tylko od stopnia wytężenia betonu 
1 okresu działania obciążenia (1-t),

2) miarę odkształceń plastyczno - lepkich dla ustalonego btopnia 
wytężenia betonu można określić dysponując Jedną krzywą przy
rostu tych odkształceń wyznaczoną dla dowolnego nr .

Do podobnych zależności doszedł drogą badań eksperymentalnych
S.W. Aleksandrowski [l0, 1•

(4.25)
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Rys. 4 4. Graficzna interpretacja twierdzenia podanego w punkcie 1)

4.2.1.4. Weryfikacja eksperymentalna przedstawionych 
zależności teoretycznych

Przedstawione poprzednio zależności zostaną zweryflitowana w 
oparciu o badania własne*  i innych autorów. Trzeba zaznaczyć,że 
w badaniach musi być wyeliminowany zarówno efekt skali [26] t

* Badania te są częścią obszerniejszej analizy eksperymentalnej 
mającej na celu określenie zmiany stanu odkształcenia i naprę
żenia panującego w dźwigarach zespolonych,dlatego szczegółowy 
ich opis zamieszczono w dalszej części pracy.
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wyniki eksperymentalne ■ —...........
(4.19) 1 _______

wielkości teoretyczne <
(4.20) J

(4.21) ------------
.(4.22) ..............

Wielkości określone ze wzorów (4.19 1,(4.20) praktycznie 
pokrywają sie z krzywą wyznaczoną eksperymentalnie.

Rys. 4 5 Wyniki badań autora : a) zmiana doraźnego modułu sprężystości,
b) zmiana wytrzymałości pryzmowej 

betonu w czasie.
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Badania O M.Popkowej [l48]

Oznaczenia jak na rys. 4 5

Badania A.Ja Bariszikowa

Rys.4 6. Zmiana doraźnego modutu sprężystości w czasie według 
badań obcych.





jak i ortotropil betonu [JOOj. Oznacza to, że wyznaczanie uszy 
kich cech betonu musi być przeprowadzone na identycznych geoma 
trycznie i w jednakowy sposób wykonanych próbkach*

Badania takie wykonuje się zwykle na próbkach pryzmatyu n 
lub walcowych o długości znacznie większej od wymiarów popizcc 
nych. Wytrzymałość na ściskanie określona na takich próbkach 
nazwę słupowej lub pryzmowej. V/ naszych rozważaniach będzie si 
oznaczać przez Rp(t)•
Wyniki badań spełniających wymienione uprzednio warunki, a tym 
mym mogących stanowić podstawę do weryfikacji wyprowadzony cli z 
ności teoretycznych przedstawiono na rysunkach od 4.5 do 4.10.

Rys.4 8. Eksperymentalna weryfikacja zwigzku (4.24) 

ą-Rph) • CpJ [t, (t-T ), ą] = EpJ [(t - t ), ą] 
wedtug badań autora .
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Rys. 4.9. Wyniki -badań innych autorów/



Rys. 4.10. Wyniki badań S W. Aleksandrowskiego 
i W. Ja. Bagrija [11]

-7
7-
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Próbka obciążona po 20 dobach

Próbka obciążona po 160. dobach

Rys.4.11 Zależność całkowitych odkształceń betonu od początkowego stopnia 
jego wytężenia opracowano wykorzystując wyniki badań H. Ruscha 
[i54, 1 55 ]
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Analizując przedstawione wyniki badań własnych i obcych [10, 11, 
15, 19, 63, 132, 143, 155] można stwierdzić, że wyprowadzone za
leżności teoretyczne (4*6 ) , (^*7) 9 (4*8) , (4.1o) , (4.15) 
zostały potwierdzone eksperymentalnie i mogą być wykorzystane w dal
szych rozważaniach analitycznych*

Pozostaje Jeszcze do określenia górny kres stopnia wytężenia 
betonu, dla którego zachowają ważność wyprowadzone zależności. 
V/ tym celu wykorzystuje się bardzo obszerne badania H. Ruscha [j55, 
156] • .

Na rys* 4*11 pokazano zależność całkowitych odkształceń 
sprężysto - plastyczno - lepkich betonu od stopnia jego wytężenia, 
przy różnych długościach okresu działania niezmiennego w czasie 
obciążenia.

Wyższą wartość granicznego stopnia wytężenia otrzymaną dla 
młodego betonu należy tłumaczyć wzmocnieniem,jakiego on doznaje w 
wyniku zachodzących zjawisk fizyko - chemicznych (twardnienia^, co 
hamuje lawinowy proces propagacji mikrodefektów.
Jak wynika z przedstawionych zależności graniczny stopień wytężę - 
nia betonu jest funkcją jego wieku w chwili obciążenia.
Zależność ta w postaci jawnej przedstawiona została na rys. 4.12

Rys. 4.12. Zależność granicznego stopnia wytężenia betonu 
od jego wieku w chwili obciążenia.

Funkcję opisującą zależność granicznego stoęńia wytężenia przy 
stałym obciążeniu przyjęto za M. Kłapociem Ql04, 106] w nieco 

zmodyfikowanej postaci:
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(4.26 )

lim n(T) - 1
T-*0+

(4.27)

k

T—► 00

gdzie: X,k - współczynniki wyznaczone eksperymentalnie.
W tym miejscu należy;wspomnieć jeszcze o pracy C. Eimera 03] , 

w której wykorzystując nieskończony zbiór modeli Teologicznych 
A.R. Rżanicyna 058] o losowo - zmiennych parametrach, uzyskał on 
zgodny z wynikami badań opis zachowania się betonu 
pod działaniem stałego obciążenia rys. 4.13

(starego ,r>z9o d.

Rys. 4.13. Odksztatcalność betonu 
wedfug Eimera [73]
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W wyniku przeprowadzonych rozważań,' a także analizy innych 
nieprzedstawionych tu badań 101, 105? 135? 142^ 151? 152j można 
stwierdzić, że wyprowadzone zależności pomiędzy podstawowymi włas
nościami fizyczno - mechanicznymi betonu zachowują ważność dla: 
a) całego zakresu 0-1 wytężenia betonu w chwili jego obciąża - 

nia,
b ) v/ zakresie 0 - r^o od zera do granicznej wartości stopnia wytę-♦ 

żenią betonu dla dowolnego jego wieku i okresu trwania obciąże
nia.

Oszacowana eksperymentalnie wartość ąo waha się w granicach 0,6 - 
- 0,8.

4.2.2'.’ Odkształcalność betonu

W dotychczasowych rozważaniach wystarczał nam podział odkształ
ceń betonu na doraźne (liniowo - sprężystej i opóźnione (plastycz - 
no - lepkiej , teraz jednak rozpatrując zagadnienie pod kątem kons
trukcji związku konstytutywnego wiążącego deformacje i naprężenia 
należy dokonać bardziej szczegółowej analizy ich charakteru.

Es - odkształcenia sprężyste
Ep - odkształcenia plastyczne
El - odkształcenia /lepkie (pełzanie)

Rys.4.14. Ilustracja ideowa zależności różnyc-h rodzajów odkształceń 
od naprężeń.



Po przeanalizowaniu wielu prac doświadczalnych, w których badano 
zachowanie się betonu poddanego działaniu różnego rodzaju obcią- 
żeń [9, 11, 12, 13, 14, 15, 24, 41, 58, 75, 87, 94, 104, 105, 106, 
130, 131, 132, 133, 134, 135, 142, 148, 150, 151, 152, 153, 155, 
156, 163J autor doszedł do włosku (rys. 4.14), że całkowite od - 
kształcenia betonu składają się z :
- odkształceń sprężystych,
- odkształceń plastycznych, 1
- odkształceń lepkich. ,
Na razie pomijamy efekt skurczu betonu. Odkształcenia sprężyste 
zgodnie z poglądem radzieckiej szkoły reologii betonu [9, 16, 126, 
174] opartym na wszechstronnych badaniach, będzie się uważać za

Rys. 415. Eksperymentalna interpretacja odksztafceń sprężystych 
betonu.

Na powyższym rysunku pokazano eksperymentalny sposób określania 
odkształceń sprężystych betonu (doraźnego modułu sprężystości). 
Wielkość okresów wyczekiwania jest różna w różnych badaniach i waha 
się w granicach od 3 - 15 min. Podsumowując powyższe za odkształ - 
cenią sprężyste będziemy uważali te, które odpowiadają bardzo szyb
kiemu (teoretycznie nieskończenie szybkiemu) przyrostowi naprężeń, 
lub mówiąc inaczej, są to odkształcenia niezależne od czasu.



Nieliniowość odkształceń betonu będziemy wiązać z plastyczno - lep- 
kimi jego własnościami*

4.2.2.1. Nieliniowość odkształceń betonu.

Konieczność szczegółowego rozważenia charakteru odkształceń 
plastyczno - lepkich betonu (niektórzy badacze nie rozdzielają 
tych odkształceń określając je terminem pełzania) wynika między 
innymi.z faktu podważenia słuszności zasady superpozycji wpływów, 
na której opiera się większość dotychczasowych koncepcji teoretycz
nego ujęcia rozważanego problemu.
Na rys. 4.16 przedstawiono wyniki badań przeprowadzonych pod kie - 
rownictwem A.A. Gwozdiewa [871 rzucających nowe światło na zacho - 
wanie się betonu pod działaniem sumy obciążeń różnych znaków.

1-obciążenie pierwotne , 2 - odciążenie, 3 “obc. powtórne

Rys. 4.16. Badania Gwozdiewa i innych [57 ]
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Analiza przedstawionych na rys. 4.16 wyników prowadzi do wniosku, 
że:
- odkształcenia plastyczno - lepkie betonu obciążonego po raz 

pierwszy, są większe od odkształceń będących następstwem od
ciążenia (a>b - rys. 4.16) ,

- powtórnie obciążony beton (po poprzednim odciążeniu) wykazuje 
odkształcenia plastyczno - lepkie, znacznie mniejsze niż beton 
obciążony pierwotnie (d<c - rys. 4.16 ) .

Zapisane wyżej spostrzeżenia, zmieniają zasadniczo pogląd na me - 
chanizm procesów Teologicznych zachodzących w konstrukcjach betono
wych (p. 5.1.6 rys. 5.^) .
Dalsze rozważania skoncentrowane są na próbie zdefiniowania w opar
ciu o bogaty materiał doświadczalny odkształceń plastycznych beto
nu i wykazania, że tylko cne są nieliniowo związane z naprężeniami. 
Na rys. 4.17, 4.18, 4.19, 4.20 i 4.21 przedstawiono wyniki badań, 
które pozwolą w sposób wystarczający rozeznać problem.
Na podstawie przedstawionego materiału doświadczalnego można nastę
pująco zdefiniować plastyczne odkształcenia betonu i sformułować 
pewne ogólne wnioski:
- za całkowite odkształcenia plastyczne betonu będzie się uważać 

nieodwracalną część odkształceń opóźnionych oznaczenie "Cp" na 
rys. 4.19 ,

- odkształcenia, plastyczne pojawiają się już przy stosunkowo nis
kim stopniu wytężenia betonu i są nieliniową funkcją naprężenia,

- znaczna część analizowanych odkształceń jest wyzwalana już w pro
cesie obciążania konstrukcji przy ą<^o,7 część ta wynosi 90-97 % 
całości odkształceń nieodwracalnych , co wskazuje na ich doraź
ny, a nie opóźniony charakter rys. 4.17, 4.18, 4.20 i 4.21 ,

- gdy z całkowitych odkształceń betonu wydzielimy odkształcenia 
plastyczne, to okaźe się, że pozostała część deformacji jest li
niowo związana z naprężeniami.

Opierając się na zapisanych wyżej spostrzeżeniach;można przystąpić 
do konstrukcji Teologicznych równań stanu opisujących zachowanie 
się betonu w jednoosiowym stanie naprężeń.
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Rys. 4.17. Zależność odksztafceń plastyczno-lepkich betonu od stopnia jego 
wytężenia wedfug badań autora.



Cp.l [t- 15d. (tj -t), 
[m%Ńj t3= 135

t^ = 30___

_<---------- 1----------- 1---------- 1---------- (.----------1. „
0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6

Rys. 4.18. Odkształcenia plastyczno - lepkie betonu po odjęciu tej części odkształceń, 
która wyzwoliła się w czasie obcigżania (w okresach wyczekiwani; 
badania autora.
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Badania S. W. Aleksandrowskiego

Rys. 4.19. Liniowa (lepka) i nieliniowa (plastyczna) część odksztafceń opóźnionych
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Kys. 4.20. Rozwój nieliniowych (plastycznych) odkształceń betonu 
według badań S.W.Aleksandrowskiego i O.M.Popkowej [14]. 
Stanowią one nieodwracalną część odkształceń opóźnionych.

Rys. 4.21. Badania W. G. Szczefkunowa i A. Ju. Switłyka [166] dotyczące 
charakteru i prędkości narastania odkształceń plastycznych 
betonu.
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4.2.2.2. Reologiczne równania stanu w przypadku 
obciążeń wolno-zmiennych

Wykorzystując ustalenia zawarte w poprzednim podrozdziale mo
żemy stwierdzić, że:
- model teoretyczny zakładający liniowość odkształceń poprawnie 

(z praktycznego punktu widzenia) odwzorowuje deformacje betonu, 
przy stopniu jego wytężenia nie przekraczającym 0,3 ,

- powyżej tej granicy konieczne jest uwzględnienie wpływu odkształ
ceń plastycznych,co prowadzi do nieliniowego związku konstytutyw
nego.

W przedmiotowej literaturze można znaleźć wiele różnych koncepcji 
teoretycznego ujęcia problemu, które sprowadzają się do liniowych 
lub nieliniowych zależności.
Zestawienia tych propozycji zawarte są w różnych monografiach i ar
tykułach jak na przykład ^7, 8, 9, 13, 14, 16, 29, 41, 46, 77, 86, 
87, 105, 106, 126, 135, 142, 148, 163, 171, 172, 174, 182, 188j dla- 
tego też nie ma potrzeby ich przytaczania.
Konieczne jest natomiast porównanie jakościowe i ilościowe linio - 
wych i nieliniowych teorii pełzania zarówno ze sobą jak i z wyni - 
kami eksperymentów.
Na rys. 4.22 zaczerpniętym z pracy p77j,skonfrontowano dane ekspe
rymentalne dotyczące zachowania się betonu pod działaniem okreso - 
wych obciążeń z liniowym i nieliniowym opisem teoretycznym.
Wniosek jaki można wyciągnąć na podstawie pokazanych tam wyników 
jest następujący:
liniowe teorie pełzania nie odwzorowują w sposób zadawalający za- *
chowania się betonu poddanego bardziej złożonym schematom obciążeń, 
co wynika głównie z jednakowego potraktowania przebiegu odkształceń 
opóźnionych przy obciążaniu i odciążaniu rozpatrywanego elementu , 
lub mówiąc inaczej z założenia, iż wielkość tych odkształceń nie 
zależy od znaku przykładanych kolejno przyrostów naprężeń. Założe
nie to jak wykazują badania S.W. Aleksandrowskiego, O.M. Popkowej 
[i4j i Z.K. Gałustowa [^77J jest błędne (rys. 4.19 i 4.22) .
Oceniając liniowe teorie odkształcalności betonu pod kątem ich 
zastosowania do analizy zagadnień relaksacji i redystrybucji stanu



-wyniki eksperymentalne,........... według propozycji KZGałustowa (odkształcenia plastyczne 
zaliczono do doraźnych) . ........według liniowej teorii sprężyście pełzającego ciała (miara 
pełzania według koncepcji G.N.Masłowa i N.C.Arutiuniana).

Rys. 4.22. Odkształcenia plastyczno - lepkie betonu wywołane okresowo działajgcym obciążeniem — 
porównanie wyników eksperymentalnych z opisem teoretycznym. Cytat z pracy [77],
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naprężeń w konstrukcjach należy podkreślić, że nie doceniają one 
wpływu omawianych zjawisk, problem ten będzie jeszcze poruszony 
w rozdziale 5.1 • Spostrzeżenie to potwierdzają również wyniki ba
dań przeprowadzonych na konstrukcjach przez Ł.D. Dolidze, G.D, 
Pawlenaszwili i Ł.D. Cincadze []51, 63] , których ilustracją jest 
rys. 4.23.

badany 
element

• pręty ze stali 
miękkiej <p 0,005

♦ cięgna sprężające
$ 0,005m

Rys. 4. 23. Spadek naprężeń w cięgnach sprężających belki - badania L.D.Cincadze 
i GD.Pawlenaszwili [51]. —o— badania, ....... wedTug liniowej
teorii sprężyście pełzającego ciafa (miara petzania wedtug 
S.W. Aleksandrowskiego ). Wpfyw sprężenia i skurczu betonu.

Wynika stąd jasno, że dalszy postęp w rozwoju ideologii betonu 
jest związany z wykorzystaniem nieliniowych reologicznych równań 
stanu i im poświęcimy dalsze rozważania.
Nieliniowe związki konstytutywne ujmujące całościowo problem od
kształceń betonu można podzielić na dwie grupy różniące się spo - 
sobem interpretacji odkształceń plastycznych, a mianowicie:
a) Kierunek pierwszy rozwijany w pracach N.C. Arutiuniana £26] , 

S.W. Aleksandrowskiego i jego szkoły [j 1, 12, 13, 14, 15, 148], 
M. Kłapocia [104 - 106], R.A. Mielnika [130 - 132] , I.I. Ulic
kiego 174] i innych, polega na zaliczeniu odkształceń plastycz- 
nych do opóźnionych ;fkonsekwencje takiej interpretacji ilustru
je rysunek 4.24.
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Rys. 4.24. Sposób pierwszy interpretacji odkształceń betonu.

Sposób ten sprowadza się do założenia, że odkształcenia doraźne 
są liniową , a opóźnione nieliniową funkcją ( naprężenia.
Odkształcenia całkowite wywołane działaniem niezmiennego w*, cza
sie obciążenia w ujęciu tym określimy poprzez sumę

Ec [t, Jt-T, ) , r^-EslTiU Ep/ [t, (4.28)

gdzie :

£s(Ti) = 5O-H ( t-Tj ) • —!— , (4-29 1

t b ' 1 m

6O - wartość niezmiennego w czasie naprężenia przyłożonego 
W Chwili Tj ,

- dystrybucja Heaviside'a,

Ep,l [t, - 6O-H (t-TJ • Cp,( [Tj/t-Tj ) , ą ] . (4.30 )

Znaczny wkład w rozwój tego kierunku teorii wniósł R.A. Mielnik 
[i 30], który w 1964 roku zaproponował, by miarę odkształceń plas
tyczno - lepkich betonu rozdzielić na cz^ść nieliniową i linio
wą.
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Cp,l [t,, (t-Tj ), q]~ Cnl [t, ,(t-Tj + Cln [Ti,(t-Tj )] < (4.31 )

Wprowadzone tu indeksy' ni" i "in" o znacz a ją nieliniową i liniową 
część miary odkształceń opóźnionych.
Wszystkie późniejsze znane autorowi prace takie jak 14,
148, 166, 167, 174j wykorzystują to założenie, a nowe zawai*te 
w nich propozycje dotyczą sposobu wydzielenia i matematycznej 
konstrukcji nieliniowej miary odkształceń pełzania.

b) drugi kierunek rozwoju nieliniowych teorii odkształcalności be
tonu jest reprezentowany przez prace W.M. Bondarenki [4lJ , 
A.A. Gwozdiewa [87J * K.Z. Gałustowa [^77J , i T. Bilińskiego 
f”29j. Autorzy wymienionych prac odkształcenia plastyczne beto
nu uznają za część deformacji doraźnych rys. 4.20 i 4.21 ,
które w tej koncepcji będą w nieliniowym związku z naprężeniami. 
Rysunek 4.25 ilustruje tą koncepcję, a analityczny jej zapis 
przedstawia wzór (4.32) •

1

Rys.4.25. Drugi sposób ujeęia problemu.

£c = Es?p (Tj + El[TiJt-Til] (4.32)
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gdzie :

Es.p (Tj n ) — f [5O- H (t-Tj ) , Tj . , (4.33 )

f [B. H (t-Tj ),Tj n] — funkcja opisująca zależność 

odkształceń doraźnych betonu 
obciążonego w wieku Tj od 
naprężeń ,

El [Tj ,( t -Tj)] = 6O- H (t-Tj) • C( [t, , (t -Tj )] , (4.34)

C( [^Tj (((“TjlJ — liniowa miara odkształceń 

lepkich betonu .

Obie koncepcje teoretycznego ujęcia problemu mają swoje zalety 
i wady* Do najważniejszych zalet pierwszego sposobu należy li
niowa zależność odkształceń doraźnych i naprężeń, co pozwala na 
ustalenie początkowego stanu naprężeń w oparciu o zasady linio
wej teorii sprężystości.
Jednakże, co podkreślają badania A.D. Dolidze, 0.1. Kwicaridze, 
G.D. Pawlenaszwili [51, 63 J przeprowadzone na konstrukcjach i su
gestie W.M. Bondarenki zawarte w pracy [41J główna przyczyna nie- 
zadawalającej zgodności rozwiązań teoretycznych opartych na kon
cepcji pierwszej z wynikami eksperymentów leży w błędnej ocenie 
początkowego stanu naprężeń.
Na rys. A.26 pokazane zostały różnice w tej ocenie wynikające ze 
sposobu interpretacji odkształceń plastycznych.
Pi‘zedstawione na poprzednim rysunku wyniki rozważań teoretycznych, 
jednoznacznie wskazują na to, że:
- tylko w przypadku osiowo ściskanego betonowego pręta (próbki) 

oba sposoby ujęcia problemu opierają się na identycznym zgodnym 
z rzeczywistością początkowym stanie naprężeń,

- dla bai^dziej złożonych przypadków wytrzymałościowych i konstruk
cji niejednorodnych w ocenie początkowego zstanu naprężeń, oba 
sposoby wykazują istotne różnice z tym, że rzeczywisty stan na - 
prężeń poprawnie opisuje sposób drugi,
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- weryfikacja nieliniowych teorii pełzania przeprowadzona na próbkach 
osiowo ściskanych jest niewystarczająca, a uzyskana w takich ba
daniach, zgodność nie przesądza o ogólności teorii.

Naprężenia 
w rozważanym 

elemencie

Rozważany 
element

ściskanie osiowe 
ściskanie mimośrodowe 
ściskanie osiowe elementu

Schemat przyrostu 
obciążenia

△ t-czas podczas którego 
następuje założony 
przyrost obciążenia

zbrojonego

Rys.4.26 Teoretyczny poczgtkowy stan naprężeń będący funkcją sposobu interpretacji 
odkształceń plastycznych: 1 - przypadek kiedy odkształcenia plastyczne 
zaliczamy do opóźnionych , 2 - do doraźnych .

Przedstawione spostrzeżenia sugerują, że właściwszym sposobem 
ujęcia odkształcalności betonu jest zaliczenie odkształceń plas
tycznych do doraźnych jego deformacji. Potwierdzeniem tego stano- 
wiska są badania autorów gruzińskich ^51, 63, 64j , którzy uzys
kane wyniki konfrontowali z rozwiązaniem teoretycznym opartym o 
nieliniowe zależności zaliczone tu do grupy pierwszej.
Jako przyczynę rozbieżności wyników uznano niezgodność między rze- 
czywistym a przyjmowanym teoretycznie początkowym stanem napręże
nia. Oprócz przedstawionych tu znanych koncepcji teoretycznego 
opisu odkształceń betonu, istnieje możliwość ^sugerują to rys. 4.20 
i 4.21 ) ujęcia problemu w sposób całkowicie nieliniowy. Polegałoby 
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to na rozdzieleniu odkształceń plastycznych na część doraźną i 
opóźnioną, co jak sugerują wyniki badań byłoby jak najbardziej 
słuszne. Mając jednak na uwadze praktyczny aspekt pracy, oraz fakt 
że odkształcenia plastyczne w znikomej wielkości 4 • 8 % całkowi
tych odkształceń plastycznych przy 0,5 pojawiają się po zakoń
czeniu procęsu obciążenia, autor, reologiczne równania stanu bę- 

A 

dzie formułował według koncepcji podanej w podpunkcie b).
Istotnym nowym elementem w ujęciu problemu przez autora jest sposób 
interpretacji odkształceń doraźnych (sprężysto - plastycznych). 
Ilustracją tego jes‘t poniższy rysunek, na którym pokazano zachowa
nie się betonu poddanego jednemu impulsowi obciążenia.

Rys. 4 27 Interpretacja odkształceń doraźnych betonu wedfug koncepcji autora.

Charakter odkształceń doraźnych betonu zależy od historii obcią
żenia, tzn. od tego czy analizowany element jest obciążany czy od
ciążany, a także czy obciążanie (rys. 4.28) mą miejsce po raz 
pierwszy czy n-ty. Tak więc w przypadku pierwszym odkształcenia 
są nieliniową funkcją naprężeń, a w drugim liniową. Analizując 
działanie kilku impulsów obciążenia na element betonowy co poka-



zano na rys. 4.28 przyjmuje się, że w efekcie działania pierwsze
go cyklu obciążenia zachodzi zjawisko zwane w teorii plastyczności 
[92] przystosowaniem, co powoduje liniowość deformacji odpowiada

jących kolejnym impulsom. Oczywiście założenie to traci ważność,gdy 
liczba impulsów obciążenia i ich częstość rośnie, gdyż wówczas ma
rny do czynienia z nowym zjawiskiem, a mianowicie wibropełzaniem.

każdy następny 
cykl obciążenia

pierwszy 
cykl obciążenia

Powyższa interpretacja jest słuszna gdy „n" nie przekracza kilku cykli.

Rys. 4.28. Zachowanie się niestarzejącego betonu pod wpfywem kolejnych doraźnych 
impulsów obciążenia, — zjawisko przystosowania.

Budując reologiczne równanie stanu opisujące zachowanie się betonu 
pod działaniem obciążeń, praktykowano odkształcenia w nim zachodzą
ce jako sumę deformacji sprężysto - lepkich (odwracalnych) i plas
tycznych (nieodwracalnych)

Ec lt ) - E Sj [t, (t-T )] + £p . 7lt) ] (4,35 )

Pierwszy człon tego wyrażenia można przedstawić w postaci równania 
przyjętego w liniowej teorii pełzania ciała sprężystego, które 
przyjęto za G.N. Masłowem i N.C. Arutiunianem:
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Odkształcenia lepkie betonu S|(t)=6(t)-C(t-T)

6max (t) = max[6(To) . & ( t) ]

Odkształcenia plastyczne betonu jako funkcja maksymalnych naprężeń

Rys. 4,29. Koncepcja autora ujęcia problemu odkształcalności betonu.
W pokazanych rozważaniach pominięto zjawisko starzenia tworzywa.
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£SI ( t )- B(To) • ~ 1
kb (%l

(4.36 )

Równanie to zapisano dla ogólnego przypadku zmiennych w czasie 
naprężeń przyłożonych w chwili To .
Mając zapisany problem, należy dokonać wizualizacji funkcji wcho
dzących do powyższego związku.
W przedmiotowej literaturze można znaleźć szereg różnych propozy
cji matematycznej konstrukcji miary odkształceń lepkich jak np. : 
[7, 8, 9, J6, 39, 46, 60, 61, 126, 129, 133, 163, 174, 180, 182j. 
Autor niniejszej pracy, uważa za najpoprawniejsze następujące pro
pozycje :
a) S.W. Aleksandrowskiego [7]:

/p^T—Ą \ - oc (t -T)
C ( t , T ) = ^ ( T ) ~ ^((T l C _ A-----J-A(T)-e , (4.37)

m
Vl)=fo + zt (4.38)

j 1

△ 1 (t)=Ao+ e-ajT, (4.39)

j 1

Y, (T)=Yl(T) +△[ (T) , ( 4-40 )

0<A < 1 , .

Zdefiniowaną uprzednio funkcję ?l(t) określającą końcową wartość 
odkształceń lepkich betonu w zależności od jego wieku w chwili 
obciążenia, przedstawiono tu jako superpozycję dwóch funkcji ^(t) 
i Al(t), które odpowiadają umownemu podziałowi rozważanych odksz
tałceń na wolno i szybko narastające.
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Funkcje te, można przedstawić w postaci szeregów pokazanych pov/y- 
żej (4,38) i ( 4.39). '

Współczynniki liczbowe występujące w tych funkcjach jak i pozostałe 
stałe ^A,p oQ dobiera się w oparciu o wyniki eksperymentów.
Metodę api'oksymacji wyników doświadczalnych przy pomocy miary od
kształceń lępklch S.W. Aleksandrowskiego opracował N.A. Kolesnikow 
i podał w pracy •
b) zmodyfikowaną wersję propozycji N.C. Arutiuniana [j6, 36^ :

c[T,(t-T)] = (T) ’ f l( 1 ~T > ♦ (4.41 )

i = 1
n
Z °i = 1 , 14-43 )

i “1

Podobnie Jak.w poprzedniej koncepcji, tak i tutaj wszystkie wys
tępujące w powyższych wyrażeniach współczynniki liczbowe 
wyznaczane są poprzez aproksymację wyrażeniem ^4.4l) danych eks

perymentalnych. Przy przyjęciu n ~ 1 otrzymamy wzór podany przez 
N.C. Arutiuniana.
Praktycznie zadawalający stopień aproksymacji w obu propozycjach 
można osiągnąć ograniczając liczbę wyrazów w szeregach funkcyjnych 
do dv/óch n = m = 2 . Jak Już zaznaczono poprawny opis zjawiska 
dają obie koncepcje, a zalety i wady ich ujawnią się na etapie 
poszukiwań konkretnych rozwiązań. ,



Przeanalizujemy teraz drugi człon równania (4.35) ujmujący nieod
wracalne odkształcenia plastyczne.
Koncepcję teoretycznego zapisu problemu przedstawiono niżej,

£p IH “ 5 max max J +

t (4.45)

+ 1 T 1 ■ Cp [t , (T)] dT ,

T.

gdzie zgodnie z ideą pokazana,, na rys. 4.29

6 max H ) — max[6(To),6(t)l , (4.4 6)

,|max
6max ( To)

t
d (5 max (T ) 1

dT ’1R (T ) (4.47 )

czyli Bmax(t) oznacza maksymalną, wielkość naprężeń, a r^max^t) 
największy względny stopień wytężenia betonu rozumiany jako su
ma ilorazów przyrostów maksymalnych naprężeń,jakie miały miejsce 
w wieku x do wytrzymałości betonu w tym wieku - rys. 4.30 w prze 
dziale czasowym (To,t) .

Nieliniową miarę odkształceń plastycznych betonu zapisano 
w postaci:

Cp [t, nmax m] = % ( T ) • fp [r^lT )] . 14.48)

\I tym miejscu trzeba przypomnieć, że dotąd zakładaliśmy milcząco, 
iż

Vp (T) + Y( (T ) = Yp,l (T) , (4.49)

co pozwala na wykorzystanie tw. 4.1 na mocy którego zapiszemy:

YP it)=_Il_
U (T)

Yp-r

R (T )
(4.50 )
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gdziet lim ?p (T) .
T—• 00

Po wstawieniu zależności f4.50) do równania ^4.45) otrzymamy:

£p (t) “ Tp' R ' 5 ^max (To) ' fp [^max(To)] +

( 4.51 )
t

d 6 max (T) 1 f r 1 dT 1 '
+ ------ J?-------------- ’ MlmaKtT) J dT ]

%

Ponieważ

d 6 max ( T ) . 1 _ d r[max(T)
dT R (T) dT

to

(4.52)

£p(t)^ YpR r|max (To) • fp mak (%) J
d Q max (P) 

dT
( 4.53)’ fF 0 (T)1 dT

u [ max1 l°J J

wykorzystując całkowe twierdzenie o zmianie zmiennych łatwo otrzy
mamy następującą zależność:

1max (t)

Gp (t) - %-R f p ( ) dr^ .

o

( 4.54 )

Zaletą koncepcji autora ujęcia problemu jest stosunkowo prosta for
ma matematyczna pozwalajacca na ominięcie trudności na jakie natra
fia się budując równanie oparte na tradycyjnych zależnościach «
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Naprężenia maksymalne jako funkcja, czasu
Zależność odkształceń 
plastycznych betonu od 
naprężeń maksymalnych

A tPd6'max(T) 1 ,ąmax(t)d —-----—d.
To

Qmax(Tl) - -------------------
^x(To) - ----------------------------- --------------- ---

-------------- ------------------------------ 1-------------------
Tg Ti

Maksymalny względny stopień wytężenia 
betonu jako funkcja czasu.

>ax(TQ ) 

t
-O-

Zależność odkształceń 
plastycznych betonu od 
max wzgl. stopnia jego 
wytężenia .

Rys. 4.30. Odkształcenia plastyczne 
fizyko - mechanicznych.

betonu o nieustalonych własnościach

Na rys. 4.30 wykazano $ że w przypadku betonu o nieustalonych włas
nościach fizyko-mechanicznych funkcja podcałkowa konstruowana tra
dycyjnie na ogół nie spełniałaby warunków całkowalności w całym 
przedziale naprężeń ^0-SmaxQ^.
Oczywiście w przypadku pominięcia zjawiska starzenia koncepcja 
autora sprowadza się do ujęcia tradycyjnego.
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Rys.4.31. Odkształcenia plastyczne betonu podlegającemu starzeniu jako funkcja 
stopnia jego wytężenia lub panujących naprężeń.

W dalszych rozważaniach należy przeanalizować strukturę matema
tyczną funkcji fp(ą) 9 która musi spełniać pewne warunki wynikają- 
ce z analizy przeprowadzonej w p. 4.2,1 , a mianowicie

lim f p ( n ) = 0 
r°

lim f p(n ) - co t

W niniejszej pracy przyjęto funkcję -fp(ą) w postaci

2 ( 4.55)

która jak łatwo sprawdzić spełnia te warunki.
Po wstawieniu zależności 
otrzymamy:

do równania scałkowaniu

Ep(t)=--^ R ln
- 2

7max ( t) ( 4.56)

Ostatecznie reologiczne równanie stanu zapiszemy V postaci sumy
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1 - Cr 121+ 7 R ln {i " L>ax (t)J j .

Wykorzystując związki (4.21) i (4.18) oraz tw. 
(4.57) z miarą odkształceń lepkich według (4.4

.1 można równanie 
doprowadzić do

takiej oto interesującej postaci:

R + t Z°r fti h-toi
i =1 J

t (4.58 )

dT +

+ y Yp-m

Przy ograniczeniu aproksymacji i przyjęciu n » 1
M.C. Arutiuniana otrzymamy:

jak to jest u

“ 7 (T.) + V h 1 ł"T»’l +
R L L co - 1 1 J

t
r d9 (T) r__i 

' 1 J dT L E, ( 4.59 )

%

_ ± <p ln
2 TP
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Występującą we wzorach (4.58) i (4.59) funkcję ^(t) określającą 
względny stopień wytężenia betonu zdefiniowano następująco:

t
n /T. = 5 + AiJIl.-J----- dT (4.60)
H U R (To) JOT R (T)

To

Reologiczne równania stanu o podobnej strukturze otrzymał na innej 
drodze S.W. Aleksandrowski Pioj.
Matematyczna forma równania (4.59) rokuje nadzieje na stosunkowo 
łatwe uzyskanie rozwiązań w zakresie liniowych teorii problemów 
redystrybucji stanu naprężeń (w procesie zachodzących zjawisk re- 
ologicznych) w przekrojach konstrukcji betonowych. Niestety, mimo 
uzyskania związku konstytutywnego w postaci równania całkowego ty
pu splotowego, które łatwo rozwiązać wykorzystując transformację 
Laplace'a droga do efektywnych wyników nie Jest prosta, co zosta
nie v/ykazane w rozdziale 5-1*6.

4,2.3’. Wpływ obciążeń cyklicznie zmiennych 
na wielkość i charakter odkształceń 

plastyczno - lepkich betonu

Poznanie ‘zjawisk zachodzących w betonie przy obciążeniach cy
klicznie zmiennych ma dla praktyki wyjątkowe znaczenie, ponieważ 
problem ten dotyczy prawie wszystkich konstrukcji inżynierskich. 
W ostatnich latach przeprowadzono na świecie wiele badań £l1, 12, 
19, 20, 22, 23, 40, 88, 100, 120, 138, 142, 149, 151, 162, 164] 
dotyczących tych zagadnień, niemniej liczba ich Jest Jeszcze zbyt 
mała, by można w sposób wystarczająco ścisły opisać problem na 
drodze teoretycznej. Wynika to z faktu, że w obecnej chwili dość 
dobrze rozeznano poprzez odpowiednio zaprogramowane badania np. 
[l9, 22, 23, 40, 88, 100, 120, 164j wpływ na rozpatrywane zjawis
ka obciążeń zmieniających się jak na rys. 4.32 a. Tak zaprogramo
wane obciążenie stanowi pewien szczególny przypadek obciążeń cy - 
klicznie zmiennych nie występujący w pracy rzeczywistych konstruk
cji, w których zmiana naprężeń może przebiegać np. według zaleź - 



ności pokazanych na rys. 4.32 b. Jest rzeczą oczywistą, że wyników 
odnoszących się do, tego szczególnego przypadku zmiany obciążeń, nie 
można ekstrapolowaó wprost na inne bardziej ogólne formy zmiany ob
ciążeń. Wpływ obciążeń cyklicznie zmiennych działających na kons
trukcję na wielkość i charakter odkształceń betonu będzie się okreś 
lać wykorzystując zależności wyprowadzone dla szczególnego przypad
ku obciążeń wprowadzając pewien współczynnik korekcyjny , który 
jest zawsze <1.

Rys. 4 32. Zmiany naprężeń wywołane cyklicznym obciążeniem : a) w próbkach podczas 
programowanych badań , b) w rzeczywistych konstrukcjach.'

Oczywiśnie taki sposób ujęcia problemu jest przybliżony i w przysz
łości w oparciu o odpowiedni materiał eksperymentalny powinien być 
uściślony.
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4.2.3.1 • Rozpoznanie zjawiska w oparciu 
o wyniki badań eksperymentalnych

Wykorzystując wyniki badań wykonanych pod kierunkiem A. A. 
Gwozdiewa przeanalizuje się wpływ poszczególnych parametrów cha
rakteryzujących obciążenie cykliczne na wielkość odkształceń lep
ko - plastycznych, oraz przebada się ich charakter. 
Parametrami charakteryzującymi obciążenie cykliczne są:
- g - współczynnik amplitudy cyklu,
- 5 charakterystyka cyklu,
- T okres cyklu.
Parametr p zdefiniowany jest w następujący sposób

o max

gdzie 6min i 6niax oznaczają maksymalne i minimalne naprę - 
żenią cyklu. Rozważania mające na celu wyjaśnienie analizowanego 
zjawiska rozpoczniemy od określenia charakteru odkształceń powsta
jących w jego procesie. Rozwiązanie tej kwestii przedstawiono na 
rys. 4.33, który opracowano opierając się na wynikach zawartych 
w pracy •

),375 R/T ) $( t ' t0 ।

. ..SI mwwwt-T0 ........... .................. ........

Rys 4.33. Odkształcenia mesprężyste betonu wywołane działaniem obciążenia cyklicznie 
zmiennego ( -....... ......... ) i stałego (---------—).
------Jodkształcenia całkowite , ----------} część odwracalna odkształceń całkowitych 
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Wyniki eksperymentów przedstawione na powyższym rysunku jednozna
cznie wskazują na to, że działanie obciążenia cyklicznie zmienne
go potęguje rozwój odkształceń plastycznych nieodwracalnych 
betonu, natomiast jego wpływ na wielkość odkształceń lepkich jest 
przy tej częstotliwości zmian niezauważalny.

Znaczny przyrost odkształceń plastycznych będący odpowiedzią 
materiału na ten rodzaj obciążenia należy tłumaczyć tym, że w mia
rę narastania liczby cykli obciążenia następuje wzrost uszkodzeń 
wannętrznych obniżający spójność materiału.
Ilikrodefekty powodują lokalne nieodwracalne stany odkształceń wew
nątrz krystalitów, co prowadzi do poślizgów między ziarnami [l42J.
W dalszym procesie defekt taki rozszerza się na większe obszary i 
prowadzi w końcowej fazie do zmęczeniowego zniszczenia materiału.

........ przy N=1
3 j przy N = 81 • 10 cykli 
o.——o przy N = 12,05-cykli

Rys. 4.34. Ilustracja destrukcyjnego działania obciążenia 
cyklicznie zmiennego na beton - doraźny moduł 
sprężystości jako funkcja liczby cykli N.
Cytat z pracy [88].
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Ilustracją destrukcyjnego działania na beton obciążenia cyklicznie 
zmiennego jest rys, 4.34 przedstawiający zmianę doraźnego modułu 
sprężystości betonu w zależności od liczby cykli obciążenia.
Na rys. 4.35 przedstawiono wyniki eksperymentów, w których poddano 
analizie wpływ wielkości naprężeń maksymalnych cyklu i innych pa - 
rametrów charakteryzujących obciążenie na wielkość odkształceń be
tonu .

Na podstawie analizy materiału doświadczalnego zawartego w 
pracach [19, 22, 40, 88, 100, 120, 164], którego najistotniejsze 
elementy zamieszczono na rysunkach 4.33 i 4.35 można wysunąć nas
tępujące postulaty: 
- obciążenie cykliczne zmienne destrukcyjnie wpływa na beton, co 
objawia się nadmiernym rozwojem plastycznych deformacji, 

- odkształcenia wymuszane tym obciążeniem są nie tylko funkcją pa
rametrów czasowych (t,T) i wielkości maksymalnego względnego 
stopnia wytężenia betonu, ale także współczynników charakteryzu
jących cykl zmiany obciążenia.

4.2.3.2. Propozycja teoretycznego opisu zjawiska

Jeżeli w przypadku konstrukcji Teologicznych równań stanu 
opisujących wpływ obciążeń stałych lub wolnozmiennych na wielkość 
odkształceń uzasadniano każde czynione założenie teoretyczne wyni
kami doświadczeń, to w przypadku analizy wpływu obciążeń cyklicz
nych nie zawsze będzie to możliwe. Jest to spowodowane lukami wys
tępującymi w eksperymentalnym opracowaniu problemu. Przedstawione 
tu zależności teoretyczne oparte będą o pewne hipotetyczne założe
nia, które podstawiono zakładając analogię między przebiegiem zja
wisk w betonie i innych materiałach. 
Ponieważ niniejsza praca dotyczy problemów występujących podczas 
wznoszenia i eksploatacji obiektów mostowych, gdzie częstość zmian 
naprężeń jest znacznie mniejsza niż to ma miejsce w cytowanych ba
daniach rys. 4.34 zakłada się, że doraźny moduł sprężystości beto
nu nie zmienia się w procesie analizowanego zjawiska.



ę=0,615 t-T0

1 6(t-T0)

0.300 Rh 0 ) ‘
0,180 R(t0)‘ ę=0,607 t-T0

Zależność plastyczno-lepkich odkształceń betonu wywołanych cyklicznym obciążeniem zmiennym o stałym współczynniku 
amplitudy naprężeń (ą) od wielkości maksymalnego stopnia wytężenia betonu w chwili jego obcigżania.

-78

0.375 R(To )' 
0,300 R(Tq ) 
0,150 R(t0 )"

‘ 6(t--r0) 1
MAMMA ° 

^=0,8

5(t-T0)

IW •
5=0,4

0,375 R(t q ) - ‘ 6(U0)

ę=i t-ło

Zależność plastyczno - lepkich odkształceń betonu wywołanych cyklicznym obciążeniem zmiennym o stałym maksymalnym 
stopniu wytężenia betonu od współczynnika amplitudy naprężeń (ę).

Rys. 4.35. Wyniki badań eksperymentalnych A.A. Gwozdiewa i innych - opracowane na podstawie pracy [88],
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Odkształcenia sprężysto - lepkie (odwracalne) betonu wymuszane 
cyklicznie zmieniającym się obciążeniem będzie .się określać tak sa
mo jak w przypadku obciążeń wolnozmiennych tzn. według zależności 
(4.36 ) przy wykorzystaniu zmodyfikowanej miary (tych odkształceń) 
N.C. Arutiuniana (4.41) . Uzasadnienie takiego ujęcia problemu sta
nowi rys. 4.33 oraz wyniki badań zawarte w pracach [_11, 12, 19, 20, 
22, 88, 120].

Odkształcenia plastyczne betonu wywołane działaniem cyklicznie 
zmiennych obciążeń zostaną określone przy wykorzystaniu następują
cych założeń:
- odkształcenia plastyczne są nieliniową funkcją maksymalnych 
naprężeń cyklu &max ,

- częstość zmiany naprężeń w sposób istotny wpływa na wielkość 
odkształceń plastycznych betonu, a także na wartość jaką osiąg
nie zależna od niej (tej częstości ) wytrzymałość zmęczeniowa, 

- odkształcenia plastyczne są liniową funkcją współczynnika ampli
tudy naprężeń ę ,

- wielkość analizowanych tu odkształceń nie zależy od współczynnika 
charakteru cyklu.

Przedstawiony poniżej rysunek stanowi ilustrację graficzną dwóch 
pierwszych założeń.

Hys. 4.36 Odkształcenia plastyczne betonu jako funkcja maksymalnego stopnia jego 
wytężenia i częstości zmian cyklicznego obcigżenia - przypadek 
starego betonu.
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Nieliniowa zależność odkształceń plastycznych od maksymalnych na- V
prężen cyklu, a tym samym maksymalnego stopnia wytężenia betonu, nie 
budzi raczej zastrzeżeń (rys* 4*35 ) , natomiast proponowany związek 
(będący w pewnym sensie odmianą tzw. krzywej Wdhlera ) opisujący 
zmianę tych odkształceń w zależności od częstości zmian cyklu ob- 
ciążeń ma charakter hipotetyczny. Analizując problem Intuicyjnie 
dojdziemy do wniosku, że proponowane ujęcie lepiej opisuje badane 
zjawisko niż liniowa zależność przyjmowana w pracach wielu autorów 
jak np*. 138], która może opisać zjawisko w niewielkim prze -

dziale zmian częstości. .
Założenie trzecie potwierdzają wyniki pokazane na rys. 4.35, , a 
czwarte jest konsekwencją przyjętego przez autora sposobu ujęcia 
odkształceń plastycznych.

1+ (4. 62)

Powyżązy wzór określa końcową wartość odkształceń plastycznych wy
wołanych cykliczną zmianą naprężeń; występujący w nim współczynnik 
bo należy określić na drodze eksperymentalnej.

Proces narastania w czasie odkształceń plastycznych opisany 
zostanie poprzez wykorzystanie odkrycia A.Ja. Berga [25], któiy 
stwierdził ! afiniczność krzywych przyrostu odkształceń wymuszonych 
przez obciążenie stałe i cyklicznie zmienne.
W naszym przypadku posłużymy się funkcją (t-To) przyjętą w zmody
fikowanej wersji miary odkształceń niesprężystych N.C. Arutluniana* 

Ostatecznie całkowite odkształcenia betonu wywołane cyklicz
nym obciążeniem o niezmieniających się w czasie jego parametrach 
wyrażają się wzorem:

£c (t ) “G(To)' . cf^dt—T)] dT - 
dT

(4. 63 ) 

1%-Rln 1-1^
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Jak łatwo zauważyć gdy ę-1 zależność ^4.63y opisuje zachowanie się 
betonu pod działaniem niezmiennego w czasie naprężenia Gmax = ^min .
W przypadku gdy rozpatrujemy wpływ działania na element lub kons - 
trakcję betonową sumy obciążeń wymuszających zmianę stanu napręże
nia podobną do pokazanej na rys. 4.32, wówczas ostatni człon równa
nia (4.63) przedstawiający udział odkształceń plastycznych będzie 
mieć postać następującą:

1
py ’ 2 p' R ' l n

c
* 1 — r]max (4.64)

h 
T

gdzie: qmax^ oznacza maksymalny względny stopień wytężenia betonu 
w czasie trwania cyklicznej zmiany naprężeń zdefi
niowany wzorem (4.60) ,

X . - współczynnik empiryczny zdefiniowany poprzednio.
Gdy częstość zmian naprężenia maleje (y-) wówczas wzór ^4.64) prze
chodzi w wyprowadzony poprzednio ^4.56^ opisujący plastyczne odksz
tałcenia betonu wywołane obciążeniem wolnozmiennym.

4.2.4. Warunki higrotermiczne środowiska 
a odkształcalność betonu

W dotychczasowych rozważaniach zajmowaliśmy się odkształcał- 
nością betonu odizolowanego od otaczającego go środowiska. Ponieważ 
stanowi to poważne zawężenie problemu,w tym podrozdziale zostanie 
przeanalizowana odkształcalność betonu w warunkach wymiany wody z 
otaczającym go środowiskiem, którego warunki higrotermiczne mogą 
zmieniać się w określonych dla naszego klimatu granicach.
Autor ogranicza tutaj zakres swojego zainteresowania do warunków 

panujących na tzw."wolnym powietrzu” - temperatura - 15 do + 35 c , 
wilgotność względna od 35 - 100 % .

4,2.4.1. Woda w betonie

W miejscu tym ograniczono się do podania kilku podstawowych 
informacji niezbędnych dla logicznej ciągłości przedstawionych wy
wodów. Obszerne omówienie tego problemu znajdzie czytelnik w mono
grafiach A. Mitzla [l35] , czy S.W. Aleksandrowskiego'^].



Nzględną ilość wody zawartej w betonie w chwili jego zaronienia 
określa tzw. współczynnik wodno - cementowy Po zakończeniu pro
cesu wiązania wodę zawartą w betonie można podzielić na części za-

czesc
ne od form jej związania :

związaną chemicznie ( stechiometrycznie), 
część związaną fizyko - chemicznie (strukturalnie i adsorpcyjnie) 
część związaną fizyko - mechanicznie (kapilarnie).

'da chemicznie związana nie może być wymieniana z otoczeniem
mianie tej podlega pozostała niechemicznie związana woda, co jc.ot 
podstawową przyczyną (jest to znaczne uproszczenie problemu
$j) powstawania opóźnionych odkształceń bętonu zwanych odkształce
niami skurczonymi. '

4.2.4.2. Związek między ilością wyparowanej, lub 
wchłoniętej przez beton wody a jego odkształceniem 
skurczonym.

Wyniki licznych ogólnie znanych badań doświadczalnych, których 
tu nie ma potrzeby:przedstawiać [3, 5, 6, 9, 135, 174J ,pozwalają 
na zapisanie następującej zależności:

e sk (t) , . .
  = constans = wo , U.tu; 
△ g (t )-------------------------------------°f

gdzie: - odkształcenia skurczowe w nieobciążonym elemencie
betonowym określone dla zadanych warunków higroter- 
micznych, 

- względna ilość wyparowanej lub wchłoniętej wody 
w tych samych warunkach wilgotnościowo - cieplnych. 

Na wielkość zmian względnej wilgotności wagowej betonu . wpływają, 
następujące czynniki: •
- warunki klimatyczne środowiska,
- wymiary rozpatrywanego elementu (tzw. grubość zastępcza), 
- wielkość współczynnika wodno - cementowego,
- skład betonu,
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Rys.4.37. Wyparowywanie wody z nieobcigżonego betonu w zmieniających się
warunkach higrometrycznych , opracowano na podstawie pracy [124].

i

Rys. 4.38, Zmiana względnej wilgotności wagowej betonu Ag , a wielkość 
odkształceń skurczowych. Wyniki badań S.W Aleksandrowskiego [ 9 ]
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- wiek betonu w chwili zmiany warunków higrometrycznych środowiska, 
- długość okresu wysuszania lub nawilgacania betonh, 
- wielkość i znak obciążenia.
Rozpatrując wpływ warunków klimatycznych na stan wilgotności względ
nej betonu na razie ograniczymy się tylko do wpływu wilgotności 
środowiska, i
Oznaczmy prżez go wilgotność początkową betonu, która odpowia-* 
da momentowi zakończenia okresu pielęgnacji betonu. Zakłada się, 
że wilgotność względna "W” środowiska wynosi wówczas 100 % - beton 
polewany wodą.

9 (t ) = go- Ag (t) , U.GL)

△ git) =-ASIU. , 
m o

gdzie: 3(1) ~ aktualna względna wilgotność wagowa .betonu,
△$(i) - ubytek masy betonu w chwili "t”,

mo - początkowa masa betonu.

Na rys. 4.37 i 4.38 pokazano wyniki badań korelacji występujących 
między analizowanymi zjawiskami.
Zakładając liniowy związek pomiędzy wilgotnością względną środowis
ka (V/) i ilością odparowywanej wody, oraz wprowadzając nową zmien
ną (4.67) można w sposób analityczny określić △ g(t) dla dowolnie 
zmieniających się warunków higrometrycznych środowiska.

Rys 4.39. Zależność miedzy wilgotnością względną środowiska 
a względną ilością wymienionej z otoczeniem wody.
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O = (1-^ ) . (4-67)

Względna ilość wody wyparowanej z betonu w warunkach zmiennej 
wilgotności jest określona przez wyrażenie:

△ g (t) - o (Ti).v[T1,(t-T1)] +v [T.lt-T)] dT . ' (4.68)

Ti '

We wzorze tym funkcja V[T,(t-T)] - określa pewną : miarę rozumianą 
jako odkształcenie skurczowe spowodowane całkowitym wysuszeniem 
betonu.
Wykorzystując założenie (4.65) można przedstawić odkształcenia skur
czowe betonu jako funkcję współczynnika higrometrycznego środowis
ka co :

t
Esk (*) - ws- lej (T,) • v [t^U-T,)]* ' v [T,(t-T)J dT ■ .

T,

(4.69)

Konsekwencją poczynionych założeń jest liniowa zależność £sk
od"wl Na poniższym rysunku dokonano weryfikacji tego założenia, 

Rys. 4 40. Zależność granicznych odkształceń skurczowych betonu od 
wilgotności względnej środowiska: ' według zaleceń CEB-FIB (74L
— — — sposób ujęcia problemu przez autora.
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w oparciu o zalecenia FIP-CEB; Ponieważ w warunkach eksploatacji 
obiektów mostowych wilgotność względna powietrza ni,e spada poniżej 
55 % możemy uznać to założenie za dostatecznie uzasadnione.
Przeanalizujmy teraz wpływ na wielkość odkształceń skurczowych po
zostałych czynników, z wyłączeniem obciążenia, któremu poświęcony 
zostanie podrozdział 4.2.4.3.
Wpływ wymiarów elementu i składu betonu na rozpatrywane zjawisko 
przedstawiono na rys. 4.41 zaczerpniętym z pracy [?4J .

Rys. 4.41. Wpływ składu betonu i Wymiarów elementu na ilość wymienianej 
z otoczeniem wody (wielkość odkształceń skurczowych betonu).

Ponieważ czynniki te są określone a priori ich wpływ należy uwzględ
niać mnożąc miarę przez ich wartość. Wyjaśnienia wymaga
jeszcze wprowadzone na powyższym rysunku pojęcie grubości zastępczej 
elementu "e ” , którą definiuje się jako iloraz powierzchni przekro
ju poprzecznego elementu przez połowę jego obwodu pozostającego w 
kontakcie z powietrzem.
Przedstawione na rys. 4.38 wyniki badań oraz inne nie przytoczone 
tu doświadczenia [^5, 6, 9, 118, 135, 173, 174]/ sugerują, iż rozpa - 
trywane tu zjawiska zależą od procesu starzerfia betonu,w związku
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z tym miarę odkształceń skurczowych zaplszemy w postaci:

Vk [t, (t-T)] - kc-ke-?sk!T). fsk<t-T) , 

gdzie : -

(4.70 )

(4.71 )
?sklT) = ^sk_

U (T)

i = 1

(4.72)

1=1
(4.73)

Sj,5i - -parametry empiryczne.

4.2.3.4 . 'Odkształcenia lepkie bedonu w zmiennych 
waiunkach higro metrycznych.

Analizując zależności między odkształcalnością betonu, a 
warunkami wilgotnościowymi środowiska zakłada się, że ich inge
rencja ogranicza się do wpływu na wielkość i przebieg odkształceń 

lepkich, odkształcenia doraźne natomiast nie zależą od. czynników 
klimatycznych. Założenie to potwierdzają badania 0.1. Kwicaridze 
[119].

Hastępnie przyjmuje się, że o wielkości odkształceń lepkich 
decyduje ilość zawartej (związanej nie chemicznie) w betonie wody. 
Na rys, 4.42 przedstawiono wyniki badań wymienionego uprzednio 
autora przeprowadzone na próbkach o różnym stopniu ich zawilgoce
nia ”g" (różnej wilgotności względnej betonu), który dzięki izo
lacji próbek był stały przez cały okres badań.

Na podstawie analizy przedstawionych tu wyników badań można przy
jąć, że odkształcenia lepkie betonu pozostają w liniowym związku 
z względną jego wilgotnością.
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betonu na wielkość przemieszczeń badanychRys 4.42: Wpływ stopnia zawilgocenia
elementów ( próba długotrwałego zginania). Opracowano na podst. [119]-

Rys. 4 43. Przyjęta hipotetycznie zależność odkształceń lepkich betonu od jego 
wilgotności względnej.

Et(g) - 1 + wi

ponieważ : g Ag

zależność ^4*7^^ można zapisać w prosisze^ fomie 

„ W|
£l (g ) = 1 + g Ag • (4-75 }
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Wykorzystując powyższą zależność można odkształcenia lepkie betonu
wywołane obciążeniem i Jednoczesnym ubytkiem wody zapisać następu- 
jąco:

£((t)= G (To) 1 + TT △g(T0) C[ [t0 , (t - To) 
— ”*0 J

(4-76)

Natomiast w przypadku ogólnym, gdy 6(t) i Ag(T)są zmienne w czasie 
otrzymamy:

£( (t) = f [6(To)»Ag(To)]-C  ̂ + Ag (T c [t J t - T)] dT ,

%
. . (4.77)gdzie:

f [6 |T),Ag(T )] = B (T) • [i + -y- AglT)] , |4-781

a Ag(T) wyraża się wzorem ^4.6s) z uwzględnieniem ^4.70).

4.2.4.3 « Sprzężenie zjawisk zachodzących 
w betonie w wyniku Jego obciążenia i wysuszania

Aktualny pogląd badaczy na poruszoną w tytule kwestię Jest 
Jednoznaczny , 6, 9, 135, 136, 174^] i przedstawia się następu
jąco; zachodzące w betonie w wyniku Jego obciążenia i wysuszania 
zjawiska ^narastanie odkształceń lepkich i skurczowych) są ze 
sobą związane i oddziaływują na siebie.

Dowodem mającym potwierdzać ten pogląd Jest eksperyment pole
gający na określeniu wielkości odkształceń zachodzących w trzech 
seriach próbek, z których Jedna Jest izolowana. Dwie serie próbek 
obciąża się w tym tą izolowaną w chwili To niezmiennym w czasie 
obciążeniem 6 (to) i rejestruje proces narastania odkształceń. 
Podobnie przeprowadza się pomiary na próbkach nieobciążonych. 
W efekcie, tak przeprowadzonego doświadczenia, otrzymuje się:

- krzywą odkształceń lepkich uzyskaną z badania próbek 
izolowanych,

- - krzywą, odkształceń skurczowych betonu uzyskaną £ bada
nia nieobciążonych próbek nieizolowanych,
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krzywą łącznych odkształceń lepkich i skurczonych będącą 
efektem pomiarów przeprowadzonych na nieizolowanych prób
kach poddanych działaniu obciążenia.

Podstawą do stwierdzenia braku superpozycji rozpatrywanych tu zja
wisk jest stwierdzenie następującej nierówności:

E(,sk (t ) > Et (t ) + Esk ( t (4,79 )

Zmiana współczynnika higrometrycznego środowiska

Ubytek wody na skutek wysychania

Obciążenie ściskające

^o
Odkształcenia lepkie betonu

Rys. 4.44 Przyczyny powstawania różnic w wielkości odkształceń lepkich
betonu w próbkach izolowanych — — — i nieizolowanych
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a stąd wyciąga się wniosek o zależności skurczu betonu od obcią
żenia, ponieważ:

E l , sk (t ) — £ [ (t ) > E sk ( t ) ( 4.80 )

Przeanalizujemy teraz przedstawiony tu eksperyment w kontekście 
wyprowadzonego w poprzednim podrozdziale reologicznego równania 
stanu ^4.7s)• ' ,
Graficzną ilustracją podanych niżej rozważań jest' rys. 4.44.

W przypadku gdy 6(t) = G^to) = const. równanie (4.77) Przy
biera postać: f
G( (t) = 6(To) ( pl Ag (Top • C CTo,(t-To)]+^L (t-T)J dT 1

L L y° J j % J dT J •
To

(4:81)
Pamiętając, że △ g(t-) wyraża się wzorem (4.68), pochodna zaś 
określona jest poniższą zależnością:

t
d Ag(t)-O (T) d ykCTi/t-Tj] + r d o (T) d Vk[T,(t-T)] dT (4<82} 

dt 1 dt J dT dt ’

To

gdy cc(t) = ^(yń = const. jak ma to miejsce w analizowanym przy- 
padku,to:

△ g (t) - o (T,)- Vk , ■ (4.83)

a ,o-, d Vk [TkK-Ti)]
dt <Tll---------- --------- --------------- ’ (4 84)

△ « (To) = o (T,) • Vk -T, )] . (4.85)

Wykorzystując powyższe zależności można odkształcenia lepkie nara
stające w przypadku próbek izolowanych i nieiżelowanych zapisać 
następująco:
- próbka izolowana - ubytek wody jest wówczas stały i wynosi 
△g(p) = ^(To) = const.

£lt(t) = 6(To)H+A-olT,) Vk [T^lTo-T,)]} -C[To,(t-To)J (4.86 )

* przy wstawianiu wyrażenia (4.68) do wzoru (4.81 ) należy doko
nać zmiany zmiennych t na Y , a t na r.
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•c [To>(t-Tol] +

- próbka nieizolowana

r r w. r- -i1 + -L o (tJ vk T,,!^)
I L yo L -i

Ir 1 - (4.87)
4 - .M-CJ (T ). • C [T Jt -T)l dT }

9o J dT J j
%

Porównanie obu wyrażeń jednoznacznie wskazuje, że

^ln (t ) , (4.88 )

gdy co(T|))0 • a różnicę stanowi drugi człon równania (4.8?).
Z przeprowadzonych tu rozważań teoretycznych, których weryfika
cję doświadczalną stanowią badania [i 19] wynika, że dane uzyskane 
drogą analizowanego tu eksperymentu nie dają podstaw do sądów o 
wzajemnej zależności rozpatrywanych zjawisk.

Stwierdzona w takich badaniach różnica między odkształcę - 
niami betonu izolowanego i nieizolowanego wynika z faktu, że 
próbki nieizolowane w procesie eksperymentu wysychają - rys. 4.44. 
Jest rzeczą oczywistą, że w przypadku, gdy próbki byłyby wstęp
nie wysuczonę to zjawisko przebiegałoby odwrotnie - zmieniłby się 
znak nierówności ^4.88^.

Definitywną odpowiedź na pytanie czy rozpatrywane zjawiska 
oddziaływują na siebie, można uzyskać obserwując doświadczalnie 
wpływ obciążenia i jego znaku na ilość wydalanej z betonu wody. 
Na rys. 4.45 pokazano wyniki takich badań, z których wynika, że; 
- wpływ obciążenia ściskającego na ilość wydalanej z betonu wody 

zależny jest od warunków higrometrycznych środowiska i może 
być zarówno dodatni Jak i ujemny,

- wpływ ten Jest tym większy im większy Jest współczynnik wodno- 
-cementowy,

- procentowo wpływ obciacżenia na zmianę obserwowanej wielkości
jest nie duży i waha się dla końca badań od 0 - 3 %.
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Wilgotność
1 - 2 - 99% .

względna w poszczególnych
2 - 3 - 85% , 3 - 4 - 70% ,4-5

przedziałach czasowych jest równa : 
- 48% , 5 - 6 - 21% .

Rys. 4 45 Wpływ obciążenia i warunków higrometrycznych środowiska 
na wielkość ubytku masy badanych elementów betonowych 
Badania Sz. K.Mekwabiszwili i innych [124]
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Komentując przedstawione wyniki badań i uzupełniając uwagi poda
ne wyżej trzeba zaznaczyć, że ściskające obciążenie zewnętrzne 
przyśpiesza proces wyparowywania wody z betonu w szczególnie nie
korzystnych dla przebiegu tego procesu warunkach higrometrycznych 
środowiska.
Z chwilą zmiany tych warunków na korzystniejsze (spadek wilgotnoś
ci względnej powietrza ) działanie obciążenia zmniejsza intensyw
ność procesu. Taki wpływ obciążenia ściskającego należy tłumaczyć 
tym, że poza wywarciem nacisku na zawartą w betonie wodę (co 
przyśpiesza jej migrację w kierunku ścian zewnętrznych) utrudnia 
ono proces jej wyparowywania przez ograniczenie wielkości mikro- 
otworów występujących na powierzchni elementu. W warunkach wyso
kiej wilgotności (utrudnione parowanie) przeważa więc pierwszy 
czynnik będący efektem działania obciążenia ściskającego a gdy 
wilgotność powietrza spada, drugi.
Podsumowując powyższe można uznać, że w przypadku betonu konstruk
cyjnego o <o,4 i normalnych warunkach higrometrycznych 
(80 %<W <50 % "wodne powietrze”) można przyjąć, że wpływ obcią
żenia ściskającego na proces wydalania wody z betonu jest drugo
rzędny i może być pominięty.
Natomiast naprężenie rozciągające wpływa w istotny sposób na pro
ces wysychania betonu 
i S.W. Aleksandrowski

(rozszerzenie kapilarnych otworów w betonie) 
[5, 6, 9] szacuje, że czynnik ten powoduje 

dodatkowe w stosunku do nieobciąźonego elementu, wydalenie wody 
w ilości 5 % na każdy ciaN/cm naprężenia rozciągającego.
Ponieważ podstawowym warunkiem trwałości konstrukcji inżyniers
kich wykonanych z betonu sprężonego jest ich ciągłość (brak za
rysowania), ogranicza się do minimum wielkość występujących w 
nich naprężeń rozciągających. A tym samym poruszony tu problem 
jakościowo innego przebiegu zjawisk opóźnionych ma stosunkowo 
małe znaczenie praktyczne.
Na zakończenie trzeba stwierdzić, że dokładne poznanie procesów 
zachodzących w betonie w zróżnicowanych warunkach higrometrycz
nych wymaga dalszych bardziej subtelnych badań.
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4.2.5« Ogólne reologiczne równanie stanu 
w jednoosiowym stanie naprężeń

Poniżej podano ogólny związek między odkształcalnością 
betonu a dowolnym obciążeniem zewnętrznym i dowolnie (ale w gra
nicach określonych poprzednio) zmieniającymi się warunkami hi-

X zgrotermicznymi środowiska.

t
6(-co) + d 6 IT) • 1
Eb (To) dT Eb (T) 

%

t [61%), As iW^ctTo.u-To)] + 
u • J d T

%

h _ _ r r i21 r h fV,n nj j-[i+x -r

• .C[T,(t-T)] dT +

14.89)

(t-%) +

«s u (T, ) Vk [T^lt-T,)] d cj(T)
. dT
Tl

Powyższy wzór stanowi syntezę wyrażeń (4.63), (4.64), (4.68 J
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5. TEORETYCZNE ROZWIĄZANIE PROBLEMU KSZTAŁTOWANIA 
f

Się STANU NAPRĘŻENIA W PRZEKROJU NIEJEDNORODNEGO
ELEMENTU BETONOWEGO

Jak wykazano w 3-cim rozdziale, metoda prętowa oparta na 
analizie redystrybucji stanu naprężenia w dowolnym przekroju 
elemneitu betonowego daje poprawne Jakościowo i ilościowo rozwią
zania. W i niniejszym rozdziale autor dokona krytycznej analizy 
dotychczasowego stanu opracowania (rozwoju) tej metody i po wy
kazaniu niedostatków Jakie posiadają cytowane rozwiązania przed
stawi własną koncepcję ujęcia problemu.

5.1. Dotychczaso^ stan opracowania problemu

W przedmiotowej literaturze można wyodrębnić dwie grupy 
prac a mianowicie:
- prace podejmujące rozpatrywany problem w odniesieniu do dźwi
garów zespolonych typu żelbet - beton sprężony, wymienić tu 
można np. [27, 28, 29, 30, 31, 32, 34, 38, 63, 64, 78, 82, 83, 
84, 112, 128, 138,.141, 154, 176, 184, 186],

- prace podające rozwiązania ograniczone do dźwigarów zespolonych 
typu żelbet - stal, do tej grupy zaliczono: ^35, 36, 50, 54,55, 
56, 89, 115, 122, 135, 160, 175, 187] i inne.

Powyższy podział wynikający po trosze z tradycji (elementy zespo- 
lone typu żelbet - stal zaliczane są do konstrukcji stalowych, a 
żelbet - beton sprężony do betonowych), a po trosze z faktu, iż 
w zagadnieniach pierwszej grupy łatwiej o uzyskanie efektywnych 
rozwiązań; nie ma żadnego uzasadnienia teoretycznego i z formal
nego punktu widzenia Jest zbędny. Wynika to z faktu, iż rozwią
zanie skonstruowane dla przekroju zespolonego typu żelbet - beton 
sprężony Jest rozwiązaniem ogólnym, w którym mieści się również 
szczególny przypadek przekroju żelbetowe - stalowego.
W dalszych rozważaniach nie będzie się utrzymywać zapisanego po
przednio podziału, a analiza cytowanych prac zostanie przeprowa
dzona pod kątem dokładności opisu interesującego nas problemu i 
matematycznej strony analizowanego zagadnienia.
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5.1 *1. Metoda analogii termicznej E, Mórscha

Jałto jeden z pierwszych rozważanym tu problemem zajął się 
E. Morsch podajacc oparty na intuicji inżyniera sposób
oceny wpływ zjawisk reologicznych na ukształtowanie się końco
wego stanu naprężeń w dźwigarach zespolonych. Sposób ten polega 
na założeniu, że czynniki reologiczne zachodzące w przekroju zes
polonym wywierają ten sarn skutek co nierównomierny przyrost tem
peratury mający mniejsce w elementach składowych tego przekroju. 
Bardziej szczegółowe informacje na ten temat można znaleźć w 

pracach [31, 33, 1OlJ • Metoda ta jakkolwiek poprawnie (z jakoś - 
ciowego punktu widzenia) ocenia efekt zjawisk zachodzących w prze
kroju zespolonym, to jednak go nie tłumaczy. Dlatego nie może być 
uznana za poprawną z naukowego punktu widzenia,

5.1,2, Metoda różnych modułów sprężystości

Jest to metoda przybliżona wykorzystywana często w procesie 
projektowania wstępnego mostowych dźwigarów zespolonych typu żel
bet - stal rys. 1,1 , 
W sposobie tym końcowy stan wytężenia analizowanej konstrukcji
określa się jako sumę naprężeń wywołanych przez obciążenie dłu - 
gotrwałe i doraźne wykorzystując do wyznaczenia składników te sa
me klasyczne wzory wytrzymałości materiałów.

gdzie:

^dd

K _ Md-y 
d
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We wzorach tych i Md - oznaczają moment od obciążenia 
działającego długotrwale na konstrukcję np. ciężar własny i 
od obciążenia doraźnego, zmienna ”y” określa odległość roz
patrywanego włókna od osi obojętnej przekroju poprzecznego 
dźwigara.

Odpowiednie momenty bezwładności Udd i Ud wyliczamy 
wykorzystując różne moduły odkształcalności betonu, a miano
wicie:
- określa się wykorzystując doraźny moduł sprężystości

betonu ,
- Ujj jest natomiast funkcją modułu odkształcenia całkowi

tego betonu Eoc 015 •
W przedmiotowej literaturze 015, 1^2J można znaleźć kilka 
różnych propozycji określenia modułu odkształcenia całkowitego, 
przykładowo podano niżej wzór zalecany przez B. Fritza 015] .

F —------ - b-----  (s ? )
oc Ec-Es ’

CS

5.1•3. Metody funkcyjnych wielkości 
statycznych

Na poniższym rysunku przedstawiono schemat ujęcia rozważa
nych w pracy zagadnień według metody fikcyjnych wielkości sta - 
tycznych. Ogólne założenia tej metody odnośnie skutków- jakie 
powodują procesy reologiczne w przekroju zespolonym są identyczne 
jak w metodzie analogii termicznej, różnica zaś polega na tym, że 
prezentowana tu metoda opiera się już na uproszczonych (liniowych) 
reologicznych równaniach stanu opisujących zachowanie się matę;- 
riałów obu składowych części dźwigara zespolonego w procesie 
zjawisk reologicznych , a nie na intuicyjnych oszacowaniach.
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statycznej.

Dodatkowe ( dopełniające ) naprężenia w dźwigarze zespolonym wyznaczone 
według metody fikcyjnych wielkości statycznych

Rys. 5.1 Ilustracja założeń metody fikcyjnych wielkości statycznych.

Szczegółowe informacje na temat tej koncepcji ujęcia przedmio
towego problemu, oraz różne jej modyfikacje można znaleźć w nas
tępujących pracach: ^31, 32, 35. 50, 54, 55, 115, 123, 175].
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5.1.4. Stan samonaprężeń jako konsekwencja 
statycznej niewyznaczalności ośrodka 

heterogenicznego

Rozwiązanie interesującego nas problemu można uzyskać na 
drodze uznania stanu samonaprężenia Jako konsekwencji statycz
nej niewyznaczalności wewnętrznej ośrodka heterogenicznego, co 
zostało wykorzystane w pracy [j22j, a następnie rozwinięte w 
[32^]. W tej koncepcji zakłada się z góry, że odkształcenia 
całkowite we wszystkich włóknach rozpatrywanego przekroju (y) 
spełniają w każdym punkcie czasowym (t) warunek:

ec U ! = g . + 32(15* y (5,3 )

Wykorzystując warunki równowagi międz}r naprężeniami a obciąże
niami, oraz związek stanu odkształcenia i naprężenia można uzys
kać rozwiązanie problemu. Trzeba jednak zaznaczyć, że efetywne 
rozwiązania uzyskuje się tu kosztem daleko idących uproszczeń 
Ro2, 122^], które w sposób zdecydowany obniżają wartość otrzyma
nych wyników analitycznych.

5.1.5. Metody oparte na analizie stanu 
naprężeń w niejednorodnym pręcie 

warstwowym

Jak wykazano w rozdziale 3. metoda prętowa analizy wpływu 
zjawisk reologicznych na ukształtowanie się stanu naprężeń w 
przekroju niejednorodnego pręta betonowego daje wyniki Jakościo
wo poprawne. Rozwiązanie problemu uzyskuje się tu wykorzystując: 
- warunki zgodności odkształceń stykających się elementów prze

kroju,
- warunki zgodności krzywizn w miejscu rozpatrywanego przekroju, 
- warunki równowagi sił wewnętrznych panujących w przekroju i
obciążenia zewnętrznego.
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5.1.5.1. Matematyczny zapis problemu

Od strony matematycznej problem sprowadza się do miesza
nego układu równań, który składa się w części z równań całko
wych (równania te ujmują warunki zgodności odkształceń i krzy- 
wiznYa w części z liniowych równań algebraicznych (warunki rów
nowagi), Postać tych równań jest różna w pracach różnych auto
rów co zależne jest od:
- odpowiedniego przyjęcia niewiadomych, jak i ich rodzaju; 
wielkościami poszukiwanymi mogą być naprężenia na krawę - 
dziach poszczególnych elementów składowych przekroju ^20, 36, 
38, 65, 66, 67, 78, 82, 83, 84, 112], lub też siły wewnętrzne 
działające na poszczególne elementy £9, 11, 16, 27, 28, 29,31, 
32, 33, 34, 35, 49, 50, 51, 54, 55, 56, 63, 64, 69, 99, 107, 
115, 122, 128, 135, 141, 142, 160, 175, 187],

- przyjętego reologicznego równania stanu opisującego zachowa
nie się materiałów konstrukcji w warunkach długotrwałych ob
ciążeń.

Przykładowo za pracą [j4l] podano postać niektórych równań
układu zapisanego przy przyjęciu niewiadomych jak na rys. 5.2 .

H ) * N2 (t ) * N3 (t) * n4 (t ) * N5 (t) = N' + N" /
•(5.5

(t ) • e-| + N3^)’e3 + N4 ' e4 " N5(t )• M + M + N e + N e ,



Rys. 5.2 Wpływ zjawisk Teologicznych na ukształtowanie 
się stanu naprężeń w przekrojach dźwigara zespolonego 
w świetle różnych teorii pełzania betonu [l4l].

Obliczenia wykonano przy następujących danych :

Fj — 0,03 m2 , Fp — 0,045m2 } = F^ = F^ = 0,006m2
40GN/m2 E^E^E^ 210 GN/m2 

e-] =e3=--0,20 m 04 = 05=0,10 m
N'= 1 MN , e'= 0,05 m , M'= 0

N = 0 , e" = 0 , M"= 50 KNm

i

—— według nieliniowej teorii sprężyście pełzają
cego ciała — miara odkształceń lepko-pla— 
Stycznych S.W. Aleksandrowskiego ,

— jak wyżej lecz miara odkształceń lepko-pla — 
stycznych według G.N. Masłowa i N.C. Arutiuniana,

------- według nieliniowej teorii dziedziczności.
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W równaniach tych poszczególne wielkości oznaczają:
~ siły osiowe i momenty panujące w poszczególnych 
elementach przekroju w dowolnej chwili(t), 
i = 1, 2, 3, 4, 5,

“ doraźny moduł sprężystości składowych betonów ? 
k = 1 nadbeton, 
k = 2 prefabrykat?

C(t-T’6)k,j =CLn,k(t.'T) + ^k.jcnl,k(t,'r) -nieliniowa

miara odkształceń pełzania betonu R.A. Mielnika, 
j - parametr określający krawędź elementu - 
j = 1 górna, j = 2 dolna, 

— m / 6 k i '

G =[d-j - współczynnik nieliniowości, gdzie: 
b^. - naprężenie na poziomie rozpatrywanej

krawędzi, 
Go - naprężenie jednostkąwe,
m - parametr empiryczny.
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£k,y( + ) - odkształcenia skurczowe obu betonów,

T3 - moment obciążenia przekroju,
। ।

N , M - obciążenie prefabrykatu,
N* , M" - obciążenie przekroju zespolonego.
Równanie ^5.4) przedstawia warunek zgodności przemieszczeń na 
styku obu betonów, a równania (5.5) warunki równowagi. Pozo - 
stałe nie pokazane tu równania niezbędne do rozwiązania pro
blemu mają sktrukturę podobną do wyrażenia (5.4).
W ogólności więc rozwiązanie zagadnienia polegać będzie na po
szukiwaniu niewiadomych występujących w tych równaniach. 
Rozwiązanie tak zbudowanego układu równań nie jest sprawą pros
tą, a uzyskanie rozwiązań w postaci zamkniętej w ogóle nie wcho
dzi w rachubę.

5.1.5.2. Sposoby uzyskania efektywnych 
rozwiązań

Efektywne rozwiązania problemu autorzy różnych cytowanych 
uprzednio prac uzyskiwali:
a) drogą redukcji liczby niewiadomych, czego dokonywano zakła

dając zerową sztywność giętną wybranych elementów składowych 
dźwigara [27, 31, 32, 35, 50, 54, 55, 56, 89, 115, 128, 160, 
184, 186],

b) poprzez wykorzystanie nadmiernie uproszczonych (jednoparame- 
trowych , liniowych) związków konstytutywnych opisujących od- 
kształcalność betonu [27, 31, 32, 35, 49, 50, 54, 55, 56, 65, 
66, 67, 70, 78, 89, 99, 115, 116, 122, 128, 154, 160, 175,184, 
186, 187],

c) pomijając pewne człony w równaniach zgodności przemieszczeń i 
krzywizn ^27, 31, 32, 54, 115, 175],

di) drogą linearyzacji problemu, co uzyskuje się wykorzystując za
łożenie K. Sattlera i Czrżan Czrżun Jao []l 60, 53]] dotyczące 
równoległości krzywych pełzania i relaksacji;"'taka metoda roz
wiązywania problemów relaksacji była rozwijana w pracach: [^20, 
36, 38, 53, 82, 83, 84, 89, 171, 172, 175],
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e) rozwiązując uzyskany układ równań przy pomocy ETO - prace: 
[29, 51, 63, 64, 14^.

5.1.6. Analiza krytyczna dotychczasowego 
stanu opracowania problemu

Przedstawiona w poprzednim podpunkcie charakterystyka 
różnych ujęć teoretycznych problemu redystrybucji stanu na- 
prc^żeń w niejednorodnych konstrukcjach betonowych, oraz ana
liza cytowanych prac pozwalają na następującą ocenę dotych
czasowego stanu opracowania problemu:
- za poprawne z naukowego punktu widzenia należy uznać tylko 
metody przedstawione w podrozdziale 5.1.5,

- rozwiązanie problemu oparte na ogólnych nieliniowych reo- 
logicznych’ równaniach stanu można uzyskać tylko poprzez wy
korzystanie numerycznych technik obliczeniowych,

- zadaniem autora najbardziej interesujące dla praktyki są 
metody podane w 5.1.5.2. e); co można uzasadnić prostotą 
strony matematycznej, uzyskiwaną dokładnością 056, 112J jak 
i uniwersalnością tego sposobu,

- podstawowym czynnikiem decydującym o poprawności otrzymywa
nych wyników jest postać związków konstytutywnych, na któ
rych oparto analizowane rozwiązanie - rys. 5.2.,

- różne zjawiska zachodzące w konstrukcji np. pełzanie betonu 
i relaksację stali należy rozpatrywać jako proces jednoczes
ny, a nie jako superpozycję tych zjawisk - rys. 5.3.

Podsumowując powyższe spostrzeżenia należy stwierdzić, że naj
lepsze rezultaty otrzymujemy wykorzystując nieliniowe reolo - 
giczne równania stanu czego dowodem są rezultaty prac [^51, 63J , 
z których zaczerpnięto cytowane wyniki rys. 5.4, 7.5, 7.6, 7.7 
Nietrudno jednak zauważyć, że rozwiązania te nie dają rezulta - 
tów zgodnych z wynikami badań eksperymentalnych.
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Rys. 5.3. Spadek naprężeń w cięgnach sprężających

_____ wpływ pełzania 
betonu (teoria), 
 wpfyw relaksacji 
stali (teoria ) , 

.. . . superpozycja powyższych 
wpływów ,

a a < a łączny wpływ pełzania 
betonu i relaksacji 
stali według badań 
eksperymentalnych , 

X—x—x-x według metody uwzględ
niającej równoczesność 
przebiegu i sprzężenie 
rozpatrywanych zjawisk, 

rozpatruje się tu element
osiowo ściskany ) jako funkcja zachodzących zjawisk Teologicznych 
i ich wzajemnego sprzężenia. — cytat z pracy [17],

Autor przyczyn tych różnic upatruje w:
1) niedostatecznie ścisłym teoretycznym opisie odkształcalności 

betonu,
2) pewnych niedoskonałościach samego ujęcia teoretycznego pro

blemu redystrybucji stanu naprężeń w przekroju pręta.
Przyczyna występujących rozbieżności wymieniona w p.1 ) została 
szeroko omowiona w rozdziale 4. (rys. 4.26 ) , dlatego tutaj au
tor skoncentruje się na drugim aspekcie tego zagadnienia.
Nieścisłość ujęcia problemu w metodach podanych w punkcie 
5.1.4.2. e) leży już w założeniach początkowych i polega na przy
jęciu a priori liniowego rozkładu naprężeń w przekroju. ( Przy 
nieliniowym związku konstytutywnym i) Koncepcje ujęcia przedmio-. 
towego problemu proponowane przez G.D. Pawlenaszwili i A. D; 
Dolidze 041J, oraz T. Bilińskiego [29j wychodząc z matematycz
nego opisu ważnego dla ciał liniowro - sprężysto - lepkich, mody-



1 - naprężenia w cięgnach 
dolnych ,

2 - górnych

Rzeczywisty przekrój 
poprzeczny analizowanych 
belek sprężonych 

cięgna sprężające 
o 0,005 m .

o—a—o—o _ wyniki badań eksperymentalnych przeprowadza 
nych przez t. D. Czincadze na karamzytowych 
belkach sprężonych ,

-------------- .wyniki obliczeń numerycznych opartych na 
rozwiązaniu układu równań zapisanych 
w 5.1.5.1 [51]
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Rys.5.4 Zmiana stanu naprężeń w zbrojeniu aktywnym 
przekroju sprężonego.

20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
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fikują go wprowadzając do równań zgodności odkształceń i krzy
wizn nieliniowe związki konstytutywne. Cała jednak idea ujęcia 
problemu pozostaje bez zmian*
Zdaniem autora przyjmując jako niewiadome siły wewnętrzne tak 
jak to ma miejsce w pracach ^29, 141J nie można poprawnie opi
sać analizowanego tu problemu; możliwość taką natomiast daje 
przyjęcie za wielkości poszukiwane naprężeń. Wówczas w dokład
nym ujęciu problemu warunki równowagi należałoby zapisać np. 
dla przekroju prostokątnego o wymiarach b x h w takiej oto 
postaci:

b G ( y, t ) • d y = N (t ) • •( 5.6 )

0

h

b E (y , t ) • ydy = M (t ) + N (t ) • -y- ,

0

gdzie:
6(y,t) - naprężenie w przekroju na poziomie "y”

i chwili ”t%
M(t), N(t) - moment gnący i siła osiowa - wielkości 

te stanowią obciążenie zewnętrzne.
Wydaje się, że przedstawione rozważania w dostatecznym stopniu 
uzasadniają konieczność dalszego doskonalenia metod pozwalają
cych na analizę przegrupowania się stanu naprężeń w niejedno - 
rodnych konstrukcjach betonowych.
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5.21, Propozycja autora teoretycznego ujęcia 
wpływu zjawisk reologicznych na ukształ
towanie się stanu naprężeń w przekrójach 
niejednorodnych konstrukcji betonowych

W niniejszym rozdziale autor przedstawi propozycję ujęcia 
analizowanego w pracy problemu pozwalającą na określenie wpływu 
zjawisk reologicznych na stan naprężeń panujących w przekroju 
nieJednorodnego dźwigara betonowego ^przekrój ten powinien speł
niać warunki z rozdziału 3.2|.2.J z dokładnością 1 - 4 %.

5,2.1. Zagadnienie kształtowania się stanu na
prężeń w przekrojach niejednorodnych 
konstrukcji betonowych Jako proces 

przyrostowy

Mając na uwadze wszystkie zasygnalizowane poprzednio man - 
kamenty występujące w teoretycznym opisie opracowywanego proble
mu, autor Jest zdania, że poprawną ocenę wpływu zjawisk reolo - 
gicznych na zmianę stanu naprężenia w niejednorodnych konstruk - 
cjach betonowych można uzyskać drogą dyskretyzacji problemu.Nie 
chodzi tu oczywiście o dyskretne metody rozwiązywania układów 
róvmań całkowych lub różniczkowych, a o budowę odpowiedniego al
gorytmu przyrostowego. Taki sposób ujęcia nieliniowych zjawisk 
zachodzących w konstrukcjach betonowych można znaleźć np. w pra- 

* 
cach: K. Aas-Jakobsena' i M, Grenadiera , P.I. Wasilewa i D.A. 
St radiowa [l78j i O.C. Zienkiewicza p189j. Skonstruowany w 

oparciu o zasady podane w cytowanych pracach algorytm pozwala na 
analizę przedmiotowego problemu z dowolną zależną od potrzeb 
dokładnością.

* K. Aas-Jakobsen, M. Grenacher: Analysis of Slender Reinforced 
Concrete Frames, Journal of the Structural Davision.
ASCE. vol. 34, I 1964.



Przekrój zespolony 
z pokazanym zbrojeniem 
podłużnym.

Schemat dźwigara 
zespolonego przyjęty 
w przedstawianym 
ujęciu teoretycznym 
problemu.

Stan naprężeń w 
dźwigarze zespolonym 
w chwili t 

warstwa „i"

Rys. 5.5. Schemat dźwigara zespolonego przyjęty w koncepcji 
autora ujęcia wpływu zjawisk Teologicznych 
na ukształtowanie się stanu naprężeń w przekrojach 
tego dźwigara.
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5.2,2. Idea ujęcia problemu

Przekrój poprzeczny dźwigara zespolonego rys. 5.5 dzieli 
się na prostokątne warstwy o dowolnej grubości "hi" z tym, że 
leżące na jednym poziomie zbrojenie (pasywne, aktywne) zamienia 
się na zastępczą warstewkę o tej samej co pręty powierzchni prze
kroju poprzecznego.
Ponad to czyni się następujące założenia:
- własności fizyczne materiału warstw opisane są równaniami po

danymi v/ rozdziale 4.,
- współpraca poszczególnych warstw jest idealna w całym zakresie 

obciążeń i czasie użytkowania konstrukcji.
Ideowy szkic sposobu ujęcia przedmiotowego problemu pokazano na 
rys. 5.6. Sposób ten polega na następującej interpretacji zacho
dzących w niejednorodnym przekroju zjawisk:
- w chwili istnieje w przekroju zrównoważony stan naprę

żeń 6 [m-i J , a odpowiadający mu stan’ odkształceń 
spełnia postulat Bemoulliego,

- analizując przebieg zjawisk w przedziale czasowym 
zakłada się, że stan naprężeń i warunków klimatycznych środo

wiska jest stały w tym przedziale, co uzyskuje się przez zwol
nienie więzi łączących poszczególne warstwy przekroju, w ten 
sposób uzyskują one swobodę odkształcania się,

- w granicy Interwału czasowego w przekroju pojawi się do
datkowy (będący efektem plastyczno - lepkich cech materiału) 
stan odkształceń Aeormj ,

- aby odkształcenia przekroju czyniły zadość postulatowi Bemou -
lliego trzeba przyłożyć w chwili pewien dodatkowy zrów
noważony stan naprężeń ;

- rzeczywisty stan naprężeń panujący w chwili T będzie się 
określać jako sumę stanu i •
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dności 
odkształ.

—

■

—

-------- .—

Rys.5.6. Ilustracja graficzna sposobu teoretycznego ujęcia problemu przez 

autora . H j _ i 2 3 " 00

Matematyczny zapis opisanego wyżej procesu jest następujący:

’ S [m- 1 ] + AS , ( 5.. 8 )

gdzie:



-114 -

- wektory naprężeń panujących na poszczegól
nych krawędziach warstw zdefiniowane w 
(5.9),

△ mj - wektor przyrostów naprężeń na poszczegól
nych krawędziach warstw.

C[m] = *[6[1 ,m] , 6 [2,m].........6 [k-1,m] ,£[k,m] ,5[k>1,'m]........6[2n-1,m] ,6pn,m]j . (5.9)

\I podobny sposób należy interpretować wektor , który 
będzie się określać wykorzystując poniższy układ liniowych 
niejednorodnych równań algebraicznych zapisany w formie ma
cierzowej f

Macierz K zwana dalej macierzą główną problemu ma
wymiar 2n x 2n i zbudowana jest z trzech podmacierzy, co wy
nika z faktu, iż do rozwiązania problemu wykorzystano:
- warunki zgodności odkształceń sąsiadujących ze sobą warstw,
- warunki zgodności krzywizn tych warstw,
- warunki równowagi sił zapisane dla całego przekroju.
V / podobny sposób buduje się wektor wyrazów wolnych o wymia
rze 2n x 1 , którego elementy są tworzone zgodnie z warunkami
podanymi wyżej.

5.2.3. Algorytm matematyczny

W podrozdziale tym zostaną podane ważniejsze formuły nie
zbędne dla określenia członów równania (5.10).
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A A
A A

A A
A A

A A
A A

A A

Podmacierz (I ) utworzona 
na bazie warunku zgo - 
dności przemieszczeń 
sąsiadujących warstw..

A A
A A A A

A A A A
A A A

A
A
A A A

A A A A
A A A A

A A A A
A A A A

AAAAAAAAAAAAAAA
AAAAAAAAAAAAAAA.

_________________________________ . ,_______________ :_____________________________________ i

A
A. A A

Podmacierz (U) utworzona 
na bazie warunku 
zgodności krzywizn 
sąsiadujących warstw .

* I

Podmacierz (HI) wynikająca 
z globalnych warunków 
równowagi ukfadu .

Numery poszczególnych krawędzi warstw 
od k = 1 do k = 2n

Rys. 5.7 . Obraz graficzny macierzy ^[m] w przypadku podziafu 
przekroju na 9 warstw .

Na rys. 5.7 pokazano postać głównej macierzy problemu, gdzie 
niewypełnione pola odpowiadają wyrazom zerowym.
Poszczególne podmacierze są budowane w następujący sposób;

— podmacierz I dla 1 < r - i < n - 1

gdy k - 2 i , 2 i + 1 ,

a [r, k,m] = 0 »

gdy k = 2 i

1
L J E[i] '

k = 2 i * 1

a[rłk,m] ’

( 5.11 )

(5. 12)

(5.13 )
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podmacierz H dla n C r = n + i -C 2n-2

gdy k 4 2 i - 1 , 2 i , 2 i + 1 , 2

a [r,k,m] = 0 ’

dla k = 2 i - 1

r , -1a[r,k,mJ = ~ ł
E[i]'h[i]

dla k = 21

dla k = 2 i ♦ 1

1
a R, k , ml = “ ~—

ED+iTh[.*i]

dla k = 2 i + 2

a Fr( k, ml = ’ ~ '
L J .. Enr[M

podmacierz HI

d la r = 2 n - 1

gdy k = 2 i - 1 , 2 i 1 < i < n

i + 2

( 5.U )

(5.15)

(5.16)

( 5.17)

(5.18 )

(5.19 )

gdzie Fjj) - pole powierzchni przekroju poprzecznego

| - tej warstwy t
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d la r = 2 n

gdy k = 2 i - 1 1 i n

a[r, k,m] s~2” w 01 2”F[iPz[i] *

gdy k = 2 i 1 'C i ■C n

°[r(k,m]= - "T w[i] ’ "TfU] "W ‘

( 5.20 )

( 5 ■ 21 )

we wzorach (5.20 i 5.21] w - oznacza wskaźnik zginania prze
kroju i-tej warstwy, a 2 [i] odległość środka ciężkości i-tej 
warstwy od górnej krawędzi warstwy pierwszej (k » i) - rys.5*5* 
Przedstawione wzory zostały wyprowadzone przy założeniu, że na
prężenia ściskające są dodatnie.

Szczegółowego wyjaśnienia wymaga jeszcze sens fizyczny i 
budowa wektora wyrazów wolnych :

S[1] 
?[2]

SM 
S[r] 
S[M

> n -1

(5.22)
SLn]
S[n+1]
S[n+2J

S[2n-2] 
S[2n-l]
S[2n]

> n-1

2n
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- pierwsze n-1 wyrazów stanowią różnicę odkształceń stykających 
się krawędzi sąsiednich warstw mających pełną swobodę deforma
cji,

«- następne wyrazy od n-1 do 2n-2 to różnice między krzywiznami 
sąsiednich warstw mających możliwość nieograniczonych deforma
cji,

- ostatnie dwa wyrazy wektora SEmJ są różne od zera tylko wów 
czas, gdy rozpatruje się wpływ obciążeń zewnętrznych.

V / przypadku gdy rozważamy proces redystrybucji stanu naprężeń w 
przekroju dźwigara w warunkach ustalonych czynników zewnętrznych 
i/ektor przyjmuje postać:

SCI]

SK
S[r+1] > 2n-2

(5.23

S[n]
S| n+1|

S[2n-2]
0
0

Elementy 1 grupy

dla - 1 < r = i < n -1

k = 2r

s[r'm ] △ Eo 15. 24

Elementy 2 grupy

dla n < r = n + i - 1 < 2n-2

△ £ o p,m J L kłtm]

k = 2 ( r - n + 1 )
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h[i] L
1 

hn.

(5.25 )
- A^o k+2,m

Występujące we wzorach(5.24 i 5.25) wyrażenie A£o [k , m] 
należy interpretować zgodnie z rys. 5.6 jako odkształcenia 
swobodne poszczególnych krawędzi warstw, pojawiające się na 
przestrzeni interwału czasowego
Analizując wpływ zmiany warunków zewnętrznych np. obciążenia 
na stan naprężeń w niejednorodnym pręcie warstwowym będzie się 
wykorzystywać wektor wyrazów wolnych w takiej postaci:

0 
o 
o

o
< 0 

o 
o 
o 
o 
N

’ M

(5.26)

Za dodatnie uważa się; ściskającą siłę osiową N [-mj i 
rozciągający dolne włókna warstwy moment gnący, M fm] • 
Aby można było przystąpić do zaprogramowania problemu na MC, 
należy wyjaśnić w jaki sposób wyznacza się swobodne przyrosty 
odkształceń.
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Trzeba tu z góry zaznaczyć, że z uwagi na ograniczoną pojemność 
pamięci MC przedstawiany algorytm zawężono do opisu procesów 
redystrybucji stanu naprężeń przebiegających w ustalonych warun
kach higrometrycznych środowiska.
Oczywiście przyrosty swobodne odkształceń lepkich i plastycz - 
nych będzie się określać wykorzystując związki przedstawione w 
rozdziale 4., zapisane w postaci przydatnej do dyskretnej analizy 
numerycznej.

(5.27)

Wzór ten określa odkształcenia lepkie elementu betonowego w chwi
li nr wywołane przyrostami obciążeń przykładanych w mo
mentach l(o^l^m).
Oznaczenie c( [| należy rozumieć jako I"p,( q- - )
według (4.34) .
Parametry dyskretyzacji [mj i [1] należy interpretować zgod
nie z rys. 5.8.
Odkształcenia plastyczne wyznacza się ze wzoru (4.56) gdzie ma - 
ksymalny względny stopień wytężenia betonu określany jest jako:

^ax = max (^ij) , 9dzie l = OJ, 2, 3,...,m-1, m , (5.28)

a m

I =0

Szczegółowe objaśnienie przedstawionych tu wzorów stanowi rys. 
5.8.
Związek między czasowymi współrzędnymi lokalnymi ”v” a global
nymi ”m” jest następujący:
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Przedział1 
czasowy

TLd=2] T[d=3] T[d = 4]Trd=ij [d = dP]

0-*v—v0
0--------- v---------- - Vo o---------- v------ _ Vq
o| H I ł-ł— t—I—I---- 1—I—I—ł—o— ,
0---------------------------------------------*- m---- 7-----------
0----------------------------------------------- l ------------- *

Oznaczenie lokalne interwałów 
czasowych.
Oznaczenia globalne interwałów 
czasowych.

p - numer kolejnego przyrostu 
obciążenia ,

p - liczba przyrostów na , 
które podzielono 
obciążenie zewnętrzne ,

Rys. 5.8 Dyskretyzacja czasu i obciążenia przyjęta w algorytmie autora.
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m= v+vo(d-1), (5.30)

Odpowiadający współrzędnym globalnym parametr czasowy 
wyliczarny ze wzoru:

/ / \ (1 + V ) • V
T [m ] = T [d ] ♦ ( T [d +1] - T [ d] ) • (1 + Vo).Vo .

Jak łatwo zauważyć w przedstawionym algorytmie przedziały cza
sowe podzielono na interwały o długościach rosnących w postę - 
pie arytmetycznym od ich początku. Podział taki jest uzasadnio
ny przebiegiem analizowanych zjawisk i dzięki niemu uzyskuje się 
większą dokładność bez zwiększania liczby interwałów w przedzia
le a tym samym.czasu obliczeń.
Ogólny schemat blokowy algorytmu pokazano na rys. 5.9.

5.2.4. Program na M.C.

Przedstawiony w poprzednim rozdziale algorytm (rys. 5.9) 

zaprogramowano na maszyny cyfrowe serii Odra 1500 w języku 
FORTRAN.
Program opracowano przy następujących założeniach:
- maksymalna ilość warstw na jakie można podzielić analizowany 

przekrój wynosi 10 (n^1o) ,
- liczba przedziałów czasowych < T [jj] , T[dj+i] nie 
może przekraczać 10,

- każdy przedział czasowy dzieli się na najwyżej 25 interwałów
(Vo < 25) , ,

- niejednorodny przekrój betonowy może się składać z czterech 
różnych materiałów (dwa rodzaje betonu i dwa stali).



o

Oblicz charakterystyki geometryczne 
tworzących analizowany przekrć

wyjsciow a

Pętla dla przedziałów czasowych o ustalonych warunkach 
zewnętrznych : od d = 1 , co 1 do do.

Pętla dla interwałów czasowych , na które podzielono każdy 
przedział : od v =1 * co» 1 do vo .

—— ——a—————— -----—------- -—— -  ------------------- —----- —
Przejdź na globalne oznaczenie interwałów - m = v+vo(d-1)’

Buduj macierz podstawowa zadania K[m]

Wywołaj podprogram biblioteczny na odwracanie macierzy

Zapamiętaj macierz ^[m]

Określ wektor wyrazów wolnych dla przypadku odkształceń 
skurczowych i lepkich L [m]

Oblicz przyrosty naprężeń wy
wołane powyższymi zjawiskami :

“1

Wywołaj podprogram Plastyczność 1

Oblicz i zapamiętaj całkowity przyrost naprężeń na

interwale m-1,m : △ ^""△^sk/l [m]+/\^p[m]

Wyznacz i drukuj całkowity stan naprężeń panujący w 
przekroju w chwili m : Grml= Grm-1] +AGrm]

Koniec pętli po v — sprawdź czy 

,, v - vo

NIE
■  --------------------- ----------------------- ------- —-— --------------------------- ------ -
Sprawdź czy na granicy dwóch przedziałów czasowymi 
następuję, zmiana warunków zewnętrznych (np. obciążenia)

TAK
Określ wektor wyrazów wolnych dla zmiany warunków
zewnętrznych 0 [m]

Oblicz całkowity doraźny 
zmiana obciążeń. Ą6*.

przyrost naprężeń wywołany 
= K [m]‘0[m]

Pętla dla przyrostów naprężeń {całkowity doraźny przyrost 
naprężeń podzielono na p części) od p = 1 co 1 do po

Wywołaj podprogram Plastyczność 2
A/\
■o o Oblicz : △Gdor — (△Go

6 dor. [m,p] -Gdor [
M '■ Pj 

m.p-1

+A6p[m. 

]+AGdor

p] • dalej

Xp]
—

Koniec pętli po p
1

— sprawdź czy

*

P < Po
* LP = Po

Drukuj wartość Gdor [m.p = po] ; skoryguj wartość △ 6[m]
△G[m]“AG[m] +6dor[m.po]

Koniec pętli po d — sprawdź czy O Z

d = d

STOP
Rys. 5.9 Ogólny

Określ

macierz

ł

Określ względny stopień wytężenia' , . 
betonu na krawędziach kolejnych 
warstw :
Or i _ n r 1 ^sk.l [k,m]+^P[k,m-l]

,m
Rb [ml

Wyznacz wektor wyrazów wolnych dla 
przypadku odkształceń plastycznych.: P[m]

Wyznacz zmianę stanu naprężeń 
ca z uwzględnienia plastycznych 
ści betonu :• △ ^[m] = K‘4 O

wynikają - 
wfasno -
•P[m]

Określ maksymalny względny 
wytężenia betonu r| mQX m

stopień

Określ względny stopień wytężenia beto
nu na krawędziach kolejnych warstw :

^[k.m.p] = [k.m.p-l ] +

(△6o[k,m,p]:po) + A6p[k,m,p-1 ]

Rb[m]

Określ maksymalny względny stopień 
wytezena betonu ? maxrkm]

J

Wyznacz wektor wyrazów wolnych 
odkształceń plastycznych Pp[m p'

dla

Wyznacz zmianę stanu naprężeń wynika
jąca z uwzględnienia własności plastycznych 
betonu : Ag i^Kr tP r n^’^p[m,p] [m] ‘ p[m,p]

schemat blokowy algorytmu zaprogramowanego na MC.



Przekrój rzeczywisty i zastępczy analizowanego 
dźwigara zespolonego.

Obliczenia numeryczne przeprowadzone przy 
następujących założeniach :

a) oba betony mają identyczne cechy
fizyczne ,

b) oba betony mają takie same cechy 
z wyjątkiem końcowej wartości miary 
pełzania którą dla 1 warstwy
( nadbetonu ) przyjęto = 0,00012

Pozostałe cechy fizyczne betonu podano 
w tabeli 7.4 .
Nadbeton ukfada się w chwili gdy prefabrykat 
osiągnął’ wiek 100 dni .

Rys. 5.10. Proces kształtowania się stanu naprężeń 
w dźwigarach zespolonych typu 
beton - beton sprężony.
Wyniki obliczeń numerycznych 
( v0 = 20 )
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Czas obliczeń zależny Jest od wielkości zadania i przy 
założeniu maksymalnych parametrów nie przekracza 11 minut. 
Na rys. 5.10 przedstawiono wyniki analizy numerycznej dźwi
gara zespolonego świadczące o sprawności programu.Rezultaty 
obliczeń przedstawione na tym rysunku wykazują, że wielkość 
zmian stanu naprężeń zachodzących w dźwigarze jest funkcją 
wzajemnego stosunku cech fizycznych nadbetonu i belki.'
V tabelach 5.1, 5.2 i 5.3 podjęto*próbę optymalizacji liczby 
interwałów, którą w oparciu o przedstawiony materiał oszaco
wano na vo « 10. Trzeba jednak zaznaczyć, że wyniki uzyska
ne przy v0 « 5 różnią się już tylko o 4 % od tych, które 
otrzymano przy v0 « 20.

Tabela 5.1

Próba określenia optymalnej liczby interwatów czasowych.

Początkowy stan naprężeń w analizowanej 
belce sprężonej . Analizuje sie przekrój 

belki sprężonej poka

zany na rys. 7.7.

Dane wyjściowe 

wedfug tabeli 7.4 . 

Sprężenie belki po 9 d .

Obciążenie momentem 

Mo = 55800 da Nem po 

110 dobach .

Liczba warstw n = 10

Liczba krawędzi = 20 

p = 10 

vo - zmienne

Naciąg początkowy 
strun jak w [51J

SI GNA< 1 , 15 ) ” 0.OO23O1 0980
SIGMa< 15) 0.0333004146
SIGMAC 3, 15) " -5.9272540922
S1G^A( 4,. 15) " - 5,9j 86 2 5 8346
SJGMA( 5, 15) = 0.0340388907
SIGMAC 6, 15) = 0,0626684346
S I G M A ( 7 , 1 5 ) - 0 0 6 2 6 6 8 4 3 4 6
SIGMAC 8, 1 5 ) = 00894439355
SIGMA( 9, |5) - 0^0894439355
SIGMA(10, 15) - 0,1139934374
S I GNA (11,15)- 0 J 1 39(->343 7 4
SIGMA(12, 15) = 0.1359526376
SIGMA(13, 15) - -10,9685590037
S I GMA(14 , 15) * -10,*9599307461
SIGMA(15, 15) - 0*1364669665
SiGMA(1ó, 15) = 0*1559049961
S I GM A(17, 15) s -1 0,61 2071 1 0 33
S 1 G M A (1 8 , 1 5 ) = - 1 0 6 0 3 4 4 2 8 4 5 8
S I G M A (1 9 , 15) c 0 ’, 1 5 6 3 5 3 8 6 7 4
S1GMA(2O, 1 5 ) = 0,*1730206803



Tabela 5.2

Stan naprężeń w analizowanym przekroju po 110 dobach - próba określenia optymalnej liczby interwalów czasowych .

5 [k, m ]

Naprężenia na krawędziach poszczególnych warstw analizowanego przekroju (rysunek 5.11 i tab.7.4) 
wyznaczone przy różnym podziale przedziałów czasowych na interwały.

vo= 20 vo =15 . Vo = 10 vo = 5 VO = 2
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. 7
Naprężenia podane w niniejszej tabeli wyrażono w T / cm



iGbelc 5.3
Stan naprężeń w analizowanym przekroju po 200 dobach - próba określenia optymalnej liczby interwalów czasowych .

6[k,m]
Naprężenia na krawędziach poszczególnych warstw analizowanego przekroju (rysunek 5.11 i tab.7.4) 

wyznaczone przy różnym podziale przedziałów czasowych na interwały-.

vo = 20 vo = 15 Vo = 10 Vo = 5 vo = 2
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Naprężenia podane w niniejszej tabeli wyrażono w T /cm 2
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6. BADANIA EKSPERYMENTALNE

W rozdziale tym autor przedstawi wyniki badań eksperymen - 
talnych przeprowadzonych w tutejszym instytucie, a także w in
nych ośrodkach.

6.1 ’. ' Badania autora

Badania eksperymentalne, których wyniki przedstawiono w ni
niejszej pracy zostały przeprowadzone'w Pracowni Mostowej Labo - 
ratorium Instytutu Inżynierii Lądowej Politechniki Wrocławskiej 
w okresie od 19 maja 1976 roku do 31 sierpnia 1977 nie wlicza - 
jąc czasu przygotowań i badań wstępnych.
Eksperyment przeprowadzono na dźwigarach zespolonych typu stal- 
-żelbet.
Autor zdaje sobie sprawę z tego, że doświadczenia na dźwigarach 
typu beton sprężony - żelbet byłyby bardziej interesujące i poz
woliłyby na kompleksową weryfikację rozwiązań teoretycznych.

Decyzja o ograniczeniu zakresu badań do dźwigarów typu stal-
-żelbet była spowodowana następującymi czynnikami:
- wyznaczenie stanu naprężeń w betonie w oparciu o pomiar odksz

tałceń lub przemieszczeń jest trudne, gdyż mierzone wielkości 
są sumą odkształceń lub przemieszczeń wywołanych przez różne 
wpływy, w związku z tym stan naprężeń w betonie może być osza - 
cowany z dokładnością do przyjętej teorii pełzania (niejedno - 
znacznie),

- badania takie wymagają zainstalowania dwukrotnie większej liczby 
urządzeń badawczych (pełzarek^ niezbędnych do wyznaczenia para
metrów charakteryzujących badane betony. (Uwaga ta była aktualna 
przed podjęciem badańy gdyż obecnie wykorzystując twierdzenia po
dane w rozdziale 4.2 możemy znacznie ograniczyć te badania.) 
Z przyczyn zarówno technicznych jak i lokalowych podjęcie tak 
obszernych badań było niemoźliwe.
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6.1.1. Cel badań

Celem badań było stworzenie podstaw doświadczalnych, pozwala
jących na opracowanie rozwiązania teoretycznego problemu, wolnego 
od wszystkich dostrzeganych obecnie mankamentów.
W szczególności autor koncentruje się na weryfikacji dwóch podsta
wowych założeń, na których opierają się dotychczasowe ujęcia teo - 
retyczne tego zagadnienia jak na przykład: ^27, 28, 29, 30, 31, 32, 
34, 35, 36, 38, 40, 48, 49, 50, 51, 52, 58, 60, 61, 62, 80, 81, 82, 
87, 105, 109, 112, 116, 120, 123, 135, 138, 148, 152, 164, 168,169, 
171, 172], 
Założenia te podano niżej:
- łączny efekt wpływu zjawisk reologicznych na ukształtowanie się 

stanu naprężeń w dźwigarach zespolonych jest ich superpozycją,
- wpływ obciążeń zmiennych na rozważaną zmianę stanu naprężenia 

jest znikomo mały i może być pominięty.
Przeprowadzone badania winny określić na ile powyższe zało

żenia są słuszne.

6.1.2. Założenia badań

Planując badania eksperymentalne przyjęto a priori pewne 
ograniczające je założenia:
- maksymalny stopień wytężenia betonu stanowiącego dźwigar zespo

lony nie może przekraczać 0,6,
- rozpoczęcie pomiaru zmiany stanu odkształceń i przemieszczeń 

nastąpi po 10 dniach, od chwili betonowania,
- uchodzący uwadze stan odkształceń konstrukcji (o - 10 dj jest 

znikomo mały, co uzyskano dzięki odpowiedniej pielęgnacji be
tonu - warunki higrometryczne środowiska optymalne (w = 100 % ) 
i może być pominięty,

- w czasie przebiegu eksperymentu wahania temperatury i wilgot - 
ności względnej powietrza winny być ograniczone, tzn. ogranicza 
się badania do przypadku stałych warunków higrotermicznych 
ś radowi ska.
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6.1.3. Przygotowanie eksperymentu

Podjęcie tego rodzaju badań eksperymentalnych wymagało 
przygotowania zarówno oprzyrządowania (stanowiska badawcze, 
osprzęt pomiarowy) jak i elementów stanowiących przedmiot badań. 
Programując eksperyment wykorzystano doświadczenia innych bada
czy dotyczące konstrukcji stanowisk badawczych [63,174 , technik 
pomiarowych [51, 63, 94, 121, 163. 174] a także technologii przy
gotowania przedmiotów badań [26, 51, 63, 74, 94, 174].

6.1.3.1. Przygotowanie dźwigarów zespolonych 
i pozostałych- elementów betonowych

Elementy stalowe dźwigara zespolonego

Elementem stalowym dźwigara zespolonego jest belka dwuteowa 
IE 140. Sztywną współpracę z częścią betonową dźwigara w zakre - 
sie przewidywanych obciążeń zapewniają pokazane na poniższym ry
sunku łączniki.

Rys. 6.1. Lgczniki zastosowane w badaniach autora.

Typ łączników starano się dobrać tak, by ich wpływ na sztywność 
giętną elementu stalowego był pomijalny (rys. 6.14).
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Przygotowując elementy betonowe do- badań zwrócono uwagę na to, by 
wyeliminować wpływ ortotropii betonu 0OÓ] i skali elementów na 
uzyskane wyniki. Udało się to osiągnąć we wszystkich elementach 
betonowych, z wyjątkiem próbek walcowych, w których obciążenie 
przykładane podczas badań wywołuje stan naprężeń prostopadły do 
warstw betonu,a nie równoległy jak to ma miejsce w pozostałych 
próbkach i dźwigarach zespolonych.
Tak przygotowane formy dźwigarów i próbek (próbki walcowe wykona
no w standartowych formach stalowych) wypełniono betonem wykonanym 
w jednym zarobię. Skład betonu użytego do badań podano w tabeli 
6.1

Tabela 6.1.

Skład betonu użytego do badań

Maksymalna średnica ziaren kruszywa nie przekracza 0,02m, 
co czyni zadość wymaganiom normy [140]

Sen a

b adań

Marka 
betonu

w 
c 

w-woda

Ilość materiaTów w daN 
na 1 betonu

cement port. 
350 piasek żwir

MNm-2 - C P Z

I 30 0,4 325 650 1 300

11 17 0,4 250 700 • 1 400

Beton dla obu serii badań zakupiono w Dolnośląskim Przedsiębiors
twie Budownictwa Przemysłowego. Do jego transportu użyto przysto
sowanego do tego celu samochodu tzw. Star-betu.
Po ułożeniu betonu w formach zawibrowano go przy użyciu wibrato
rów powierzchniowych. Czas wibrowania z uwagi na wymiary elemen
tów ograniczono do 10 sek.
Po zakończeniu wibrowania zewnętrzne powierzchnie elementów beto
nowych wyrównano i wygładzono.
Zestawienie pozostałych prac , ich chronologię dla obu serii 
badań oraz ilości wykonanych elementów przedstawiono w tabeli 6.2.



Przygotowanie badań — opis technologii wykonania elementów betonowych

Seria 
badań

M
arka 

betonu 
użytego 
w 

badaniach 
___

Elem
enty betonow

e 
w

ykonano 
w 

dniu

Okres czasu , jaki upłyną!' 
od zabetonowania elementu 
do momentu:

Rodzaj i ilość wykonanych elementów

Dźwigary 
zespolone 
jak w 
tab. 6.3

Elementy płytowe 
o wymiarach : 
0,05x 0,20 * 1,50 m

Próbki 
pryzmatyczne 
o wymiarach 
0,05x0,05x0,40

Próbki 
cylindryczne 

o 
w

ym
iarach 

(p=0,16 
i 

h=0,16m

rozdeskow
ania 

elem
entów

 
betonow

ych

zaizolow
ania 

w
ybranych 

elem
entów 

__

um
ieszczenia 

dźw
igarów

i 
próbek 

w 
kom

orze 
klim

a
tyzow

anej

rozpoczęcia 
pom

iarów

Nr '
M N 
m^ Data \O

%
 % z Zbrojone 

^1=0,0019 Niezbrojone Z z ż Z
 

%
 % 3P

T
■

30

19.05.1976

3 7" 7 10 — 6 3* 3^ — 72 12

17

■

23.04.1977

3 6" 7 13 2 4 — 4* 6 66 3
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- aby uzyskać .identyczną powierzchnię kontaktu przekroju poprzecznego elementów płytowych 
z atmosferą jak w dźwigarach zespolonych , pokryto izolacją część powierzchni 
badanych elementów ( podłużny pasek o szerokości stopki dwuteownika TE 140 
na dolnej powierzchni pfyty )

v - okres pielęgnacji betonu \
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Elementy betonowe dźwigara zespolonego

i próbki betonu

Przygotowując badania wykonano odpowiednie formy drewniane 
dla dźwigarów zespolonych rys. 6.2 i różnego rodzaju elementów 
pomocniczych,takich jak płyty betonowe (zbrojone i niezbrojone) 
i próbki pryzmatyczne (rys. 6.3 i 6.4).

Rys. 6.2. Widok deskowania dźwigarów zespolonych 
przygotowanego do wypełnienia betonem. 
Badania I serii.
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Deskowanie dźwigarów było wykonane w ten sposób, że elementy 
stalowe przenosiły zarówno jego ciężar jak i ułożonego w nim 
betonu.

Rys. 6.3. Formy drewniane sfuzoce 
do wykonania elementów 
płytowych , o identycznym 
jak część betonowa dźwigara 
zespolonego przekroju po
przecznym. ( wymiary 0,05x0,20* 
*1,50 m ).

Elementy płytowe przygotowano w celu określenia swobodnego skur
czu betonu miarodajnego dla części betonowej dźwigara zespolonego 
Niektóre elementy płytowe posiadały zbrojenie podłużne ( identycz
ne jak dźwigar zespolony) w postaci pręta o średnicy 0,005 m; 
pozwoliło to ocenić jego wpływ na przebieg swobodnego skurczu 
betonu w badanych elementach.

Rys. 6.4. Widok formy sfużc^cej do 
wykonania próbek , na których 
określone zostafy cechy 
fizyczno - mechaniczne użytego 
do badań betonu.
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Na rysunku obok pokazano w skali 

naturalnej przełom próbki pryz
matycznej, co pozwala wnioskować 
o strukturze betonu użytego w 
eksperymencie.
Wymiary geometryczne części beto- 
nowych dźwigarów zespolonych róż
niły się między sobą o mniej niż 
2 co powodowało różnicę w sztyw- 
nościach giętnych dźwigarów rzędu 

0,3 %.•
Średnie wymiary przekrojów poprzecz

Rys. 6.5. Przełom próbki pryzma
tycznej o wymiarach 
0,05x0,05x0,40 m.
I seria badań.

nych dźwigarów będących przedmiotem badań zestawiono w tabeli
6.3 •

Tabela 6 .3

Charakterystyka geometryczna dźwigarów zespolonych wykorzystanych 
w badaniach autora

Przekrój poprzeczny

Seria badań

I II

b = 0,2003 m b —0,1998 m

h = 0,0520 m h = 0,0522 m

F = 0,010416 m2 F = 0,010429 m2

A—0,0960 m A- 0,0961 m
Fs 

^s “ 

As(T=15d) - 
= 0,03915

- 0,00 

0,572

•
m

1740 m2
4 n” 5 410 m

As (T- 13 d ) - 
= 0,0355 m

Jd (T=15d ) - 
- 1,242 10' 5 4nr

Jd (T— 13d ) = 
- 1,183 10~5 m4
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6.1 ^3.2. Stanowiska badawcze

Stanowiska badawcze wykonano środkami Pracowni Mostowej. 
Ich rodzaj i ilość zestawiono w poniższej tabeli.

Tabela 6.4

Zestawienie rodzaju i
wykonanych dla

ilości stanowisk
potrzeb eksperymentu

badawczych

Lp. Rodzaj stanowiska badawczego Rys. Ilość

1
PeTzarki dźwigniowe do badań
podstawowych betonu (próbek betonowych
pod długotrwałym obciążeniem )

6.8 15

2

Stanowiska do badań efektów przebiegu 
zjawisk Teologicznych w dźwigarach zespo
lonych poddanych długotrwałemu obciążeniu.

Na jednym stanowisku badane sq
jednocześnie 3 dźwigary.

6.6
6.7 1

3

Stanowiska do badań efektów przebiegu
zjawisk Teologicznych w dźwigarach zespo
lonych nieobcigżonych*  ( wpływ skurczu

betonu )
Na jednym stanowisku badane sq
jednocześnie 3 dźwigary.

1

* w drugiej serii badań zostały poddane obciążeniu 4 dźwigary 
v/ związku z czym zaszła konieczność przebudowy stanowiska wy
mienionego w wierszu 3, tabeli 6.4.

Konstrukcję stanowisk badawczych i sposób ich wykorzystania w pro
cesie eksperymentu pokazano na rysunkach: 6.6 - 6.8. Obciążenie 
pozwalające na uzyskanie zaprogramowanego stanu naprężeń w bada - 
nych elementach realizowano poprzez odpowiednie konstrukcje dźwig
niowe, co gwarantowało praktycznie stałą w czasie jego wielkość.
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6.6. Stanowisko do badań wpływu zjawisk Teologicznych 
stan odkształceń i przemieszczeń dźwigarów zespolonych 

a. widok podłużny
b. przekrój poprzeczny oC-cC
c. przekrój poziomy

adane elementy , 2. balast obciążający . 3. ramiona dźwigni 
P 100 , 4. zawiesie , 5 .konstrukcja wsporcza badanych 
/igarów (C NP 200), 6. elementy bezpośredniego oparcia , 
onstrukcja służąca do przekazania obciążeń na dźwigar, 
ś obrotu ramienia, 9.element służący za podporę
/igni (CNP200), 10. konstrukcja rozporowa , .11. podstawa, 
kotwy .



a)

8£
L-

Rys. 6.7. Widok ogólny stanowiska badawczego ( którego konstrukcję 
pokazano na rys. 6.6 ) podczas badań - a), b) - szczegół
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0r20

a.
I NP 100

fożysko
balast obc,

badany element

0,10 
i .0,14

oś obrotu ramienia - trzpień b 0,004 m

1,400

t

podstawa stanowiska C NP 200

£

u

I ! -

Rys.6.8. Pefzarka dźwigniowa 
aj szkic urządzenia, 
b.' widok urządzenia, 
c. fożysko
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6.1,4. Sposób pomiaru szukanych wielkości

Istotnym elementem każdego eksperymentu jest pomiar wiel
kości, których określenie jest celem prowadzonego doświadczę - 
nia. Podstawowe dane dotyczące rodzaju i sposobu rozmieszczenia 
urządzeń pomiarowych na badanych elementach zamieszczono w tab. 
6.5 i rys. 6.9.
W badaniach autora wykorzystano równolegle dwie techniki pomia
rowe mechaniczną i elektrooporową.

Tabela 6.5.

Zastosowane przyrządy pomiarowe

Badany 
e lement

Mierzona 
wielkość

Za sto sowane 
przyrządy 
pomia rowe

D tugość 
bazy 

pomiarowej
Dok fadność

Dźwigary 
zespolone

Przemieszczenia Czujniki zegarowe — 10"5 m

Odkształcenia

Czujniki zegarowe 0,400 m 10’6 m

Tensometry elektro - 
oporowe RL/20/120 0,020 m —

Próbki

pryzmatyczne 
0,005x0,005x0,40

Od kszta t- 
cen ia 
sprężyste, 
lepkie , 
plastyczne 
i skurczowe 
betonu.

Czujniki zegarowe 0,300 m 10 "6 rn

Płyty 
betonowe

0,005 x0,20x1,50

Od kszta łcenia 
skurczowe 
betonu

Czujniki zegarowe 0, 800 m 10’5 m



Sposób pomiaru odkształceń w przekroju

Pierwsza s e r ic badań o
 

i- U) 

13 
C

n 
n

 
L- 

Q

bada ń

Pomiar pi•żernieszczeń

pp CL
Bp

V 7 PA Ap

1

1 2 3 1 2 3 4 5

x $ $ $ — © ó © J£ n “

1,10 ;o,4o ] 0,40v 1,10 0,55 T 0,55 1 0,40 ' 0,40 ' 0,55 v 0,55
i 1________ _______ 4 _______ 1________i i ____
I t 1 T t

Połączenie 
klejowe 

------1 m —

I m
0,02 0,01

3e __

I m
0,0315

0J3520

0,0450

II m

l 4 e

k m
0,400

m

czujniki te źle zniosły
być wykorzystane do pomiarów .

0,1150

0,0425

0,010 0,040
I m

0,0300

0,0400

0,0700

0,04250,400

' 4 e

betonowanie płyty i nie mogły

II m U m

0,0522

0,0420

( 2e

3e

Hm

Illm

tensometry elektrooporowe typu RL20/120
- -6

czujniki zegarowe o dokładności odczytów 1-10 m~ 5
czujniki zegarowe o dokładności odczytów 1-10 m

4 e

Rys. 6.9. Sposób pomiaru przemieszczeń i odkształceń występujących w badanych dźwigarach zespolonych .
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Rys. 6.10. Szczegóły zamocowania przyrządów pomiarowych 
na dźwigarze zespolonym: 
a ) pomiar odkształceń 
b) szczegół zamocowania urządzenia na dolnej 

stopie dwuteownika
c ) jak wyżej lecz na zbrojeniu płyty betonowej 
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Uibląwanio pomiarów odkaźtałcoń w dzwt^nrnoh znnpolonyah h|k>v/o- 
dowane było koniecznością weryfikacji ^wy skalowani a ) wskazań 

mechanicznych urządzeń pomiarowych.
Na kolejnych rysunkach 6.10 i 6; 11 pokazano niektóre azczegó- 
l} urząd^an pond arowych jana Losowanych w bab alit adl milnrA,

Rys. 6.11. Pomiar odksztaFceń betonu w próbkach pryzmatycznych a) 
i ptytach b ) .
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6.1.5. Przebieg eksperymentu

Badania przeprowadzono w specjalnie do tego celu przysto
sowanym pomieszczeniu - komorze o regularnych parametrach 
wilgotnościowo - .termicznych środowiska. Zakładane parametry 
higrotermiczne W - 90 %, 9=:18OC udało się utrzymać tylko w 
pierwszej fazie badań I serii i podczas II serii badań, co 
spowodowane było awarią urządzeń klimatyzacyjnych.

Dokładny opis wszystkich-przeprowadzonych badań zamiesz - 
czono w tabeli 6.6, a uzupełnienie zawartego tam materiału sta
nowią zapisane niżej dodatkowe informacje:
- wymiary geometryczne części betonowych dźwigarów 

zespolonych użytych do badań różniły się o około 
2 r 3 co pozwalało na bezpośrednie porównywa - 
nie otrzymywanych wyników,

- różnice w przykładanych obciążeniach nie przekra
czały 1,25

- wszystkie badane konstrukcje i elementy betonowe 
były obciążane w sposób przyrostowy zgodnie z ideą 
pokazaną na rys. 4.15 , a czas wyczekiwania wyno
sił 5 min,

- Interpretacja wyników badań była zgodna z założe
niami przyjętymi w rozdziale 4.,

- częstość przeprowadzanych pomiarów była różna i 
wynosiła w zależności od wartości parametru t - T 
od 1 do 14 d,

- urządzenia do elektrooporowego pomiaru odkształceń 
były wykorzystywane tylko do ustalenia ^uściślenia) 
doraźnego stanu naprężeń po zakończeniu procesu
obciążania konstrukcji.



Zestawienie przeprowadzonych badań eksperymentalnych i ich charakterystyka

Lp.

Seria 
/ 

badan

Badane 

elementy

O
znaczenia

 
badanych

 
elem

entów

liczba 
badanych

 
elem

entów

Cel i charakterystyka przeprowadzonych 
badań

1 2 3 4 5 6

1

.1 
seria 

badań

Belki stalowe
I E 140 , lt= 3,00 m

— 6

Wyznaczenie modufu sprężystości stali 
walcowanej poprzez próbę zginania.
Schemat statyczny przyjęty w tych badaniach 
i ich wyniki pokazano na rys. 6. 12

2 
i

Elementy stalowe 
dźwigara zespolonego.
Rys. 6.12 ? l| = 3^00 m

■

6

Określenie wptywu ręczników na zmianę sztywności 
giętnej elementów stalowych dźwigara zespolonego. 
Schemat statyczny przyjęty w tych badaniach 
i ich wyniki pokazano na rys. 6.12

3
Pręty stalowe 
o średnicy 0^005 m — 5

Wyznaczenie modutu sprężystości stali prętowej —— 
próba rozciągania wykonana na maszynie 
wytrzyma teściowej Z D 10
Wyznaczony w wyniku badah modut sprężystości 
stali prętowej wynosi 192,3 MN/m?

--- - - - --- , -   - ■ - - - -- ------- ----------------------————-
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i 1 1 2 3 | 4 | 5
--------------------------------------------------------------- --------------------------- ---- --------------—»

6 ________ i

4

I 
seria 

badań

Dźwigary zespo 
tab . 6.3

0,200

lone

DZP 1
DZP 2
DZP 3

3

Określenie zmieniającego się w procesie zachodzących 
zjawisk reologicznych stanu przemieszczeń i odkształceń 
dźwigarów zespolonych :
— wpływ skurczu betonu ( dźwigary nieobciąźone )

t -T = ( 135-10 ) d ,
— wpływ obciążeń stałych ( dźwigary obciążone )

t -T = (135-15 ) d
Wyniki opisanych badań przedstawiono na rysunkach :

6.15 ,6.16 i 6. 18

• ■ o 
o

I E 140

LH K)

5

Dźwig 
tab.

ary zespo
6.3

0,200

lon e

DZS 1
DZS 2
DZS 3

3

Określenie zmieniającego się w procesie zachodzących 
zjawisk reologicznych stanu przemieszczeń i odkształceń 
dźwigarów zespolonych :
— wpfyw skurczu betonu ( dźwigary nieobciąźone )

t -T = ( 258-10 ) d
— wpfyw obciążeń stałych l dźwigary obciążone )

t —T = ( 258—138)d
Wyniki opisanych badań przedstawiono na rysunkach :

6-15 , 6.16 i 6.17

• o — LH

I E 140

6

Niezbrojone betonowe 
elementy płytowe o wy - 
miarach : 0,05 x 0,20* 1,50m
Rys. 6.11

SP 1
SP 2
SP 3

3 Wyznaczenie wielkości i prędkości narastania odkształceń 
skurczowych — rys. 6.13

7

Zbrojone betonowe elementy 
płytowe o wymiarach : 
0,05 x 0,20x 1,50 m • 

<u = 0,0019

SPZ 1
SPZ 2

2 Wyznaczenie wielkości i prędkości narastania odkształceń 
skurczowych — rys. 6.13



8

112 | 3

Próbki pryzmatyczne 
c wymiarach 0,05*0,05*1,50m 
rys. 6.11

seria 
badań

Próbki pryzmatyczne 
o wymiarach :
0,05 x 0,05 xQ,40 m

4 5

1 s
2s
3 s
4 s

4 Wyznaczenie wielkości i prędkość 
skurczowych — rys. 6.13

narastania odkształceń

Wyznaczenie wielkości i prędkości narastania odksztafceń 
piast.—lep. jako funkcji stopnia wytężenia betonu 
(nieliniowość pełzania ).
Badanie przeprowadzono przy następujących warunkach : 
— wiek betonu w chwili jego obciążenia T = 15d ,
— stopień wytężenia betonu (zmienne),

■— długość okresu działania obciążenia t-T (różne) ,

1 P
2p 
3p

3 “ 0 0,245
— ( t “15 ) = 20d

Ostateczną wartość stopnia 
wytężenia betonu wyzna
czono po zakończeniu 

serii badań , gdyż wówczas

4p 
5p
6p

3 — ~ 0,351
— (t — 15 ) = 1 20 d

7p
8p
9p

3 “ ą 0,470
— (t - 15 ) = 243 d

można było zmianę wytrzy

małości betonu w czasie 
uważać za znaną.
Wyniki tych badań poka - 
zano na rysunkach : 
4.17, 4.18 oraz tab. 7.1

10p .
1 Op
1 Op

3 — [[ ~ 0,650
— ( t - 15 ) = 120 d



1 2 I 3 4 5 0

Wyznaczenie wielkości i prędkości narastania odksztatceń
plastyczno— lepkich jako funkcji wieku betonu w chwili 
jego obciążenia.
Badanie przeprowadzono przy następujących warunkach :
— stopień wytężenia betonu 0,47 ,
— wiek betonu w chwili jego obciążenia T ( zmienne ),
— dtugość okresu dziatania obciążenia t-T ( różne ) ,

10

HI

en

Próbki pryzmatyczne 
o wymiarach :
0,05 x 0,05x0,4 0 m
rys . 6.11

eria 1 3 p
14 p 3 — T = 10 d •

Q
15 p — ( t - 1 0 )' = 125 d Wyniki opisanych tu badań 

przedstawiono na rysunkach: 
4.7 , 4.8 tab. 7.1
Badania te wykonano na 
petzarkach typu dźwigniowego ' 
rys 6.8

Q
ZJ'

16 p 
17p
1 8 p

3. — T = 35 d
— ( t - 35 ) = 223d

19 p
20 p
21 p

3 —- T = 135 d
— ( t - 135 ) = 123 d

-

11

Próbki pryzmatyczne 
o wymiarach

Wyznaczenie modutu sprężystości betonu przy ściskaniu 
i jego zmiany w czasie .
Pomiar przeprowadzono dla wieku betonu wynoszącego

0,05 x 0,05 x 0,40 m
rys .. 6. 11

3 x 5=15 odpowiednio : T = : 10* 13 15* 30 35* 62 12 8*
138* i 2 5 8* d . Rys . 4 5 , tab . 7.1
* — wielkości te wyznaczono w badaniach 10
v ~ użyto próbek' wykorzystanych uprzednio .
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6

12

I 
seria 

badań

Próbki pryzmatyczne 
o wymiarach :
0,05 x 0,05 x 0,40 m .

— 5

Wyznaczenie modutu sprężystości betonu przy czystym 
zginaniu .
Pomiary przeprowaazono dla następującego wieku 
betonu T = • 10 i 13 8 d .
Wyniki tych badań zestawiono w tabeli 6.7

13
Próbki pryzmatyczne 
o wymiarach :
0,05 x 0,05 x 0,40 m .

—- 6x5=30

Określenie zmiany wytrzymałości pryzmowej ( słupowej ) 
betonu na ściskanie w czasie.
Pomiary przeprowadzono na maszynie wytrzymałościowej 
Z D 10 dla wieku betonu wynoszącego odpowiednio 
T= : 8 , 13 , 30 , 62,12 8 i 258 d .
Wyniki tych badań zestawiono w tabeli 6.7 , a graficzny
ich obraz pokazano na rys • 4.5

14

i

Próbki walcowe o średnicy 
i wysokości równej 0,16 m. — 3x4=12

Określenie walcowej wytrzymałości betonu na ściskanie . 
Pomiary przeprowadzono na prasie hydraulicznej
Dr MB 300 zgniatając próbki betonowe po : 10,14
i 30 d od ich zabetonowania .
Wyniki tych badań zestawiono w tabeli 6.7

15

Urządzenie pomiarowe 
o dużej bazie — 
rys . 6.9

— 2
Weryfikacja pracy urządzenia pomiarowego o dużej 
bazie przy wyznaczaniu stanu odkształcenia w elemen
tach zginanych .
Rozdział 6.14 .
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1 2 ! 3 4 5 I 6

1 6

II 
seria 

badań

Dźwigary zespolone 
tab- 6.3

DZ S—4

DZS-5
2

Określenie zmieniającego się w procesie zachodzących 
zjawisk Teologicznych stanu przemieszczeń i odkształceń 
dźwigarów zespolonych j
— wpływ skurczu betonu ( dźwigary nieobciażone )

t -T- ( 130-13 ) d
Wyniki tych badań przedstawiono na rys. 6.24

17 Dźwigary zespolone jak 
w 16.

DZI -2

DZN —1

1

1

Określenie zmieniającego się w procesie zachodzących 
zjawisk Teologicznych stanu przemieszczeń i odkształceń 
dźwigarów zespolonych ;
— wpływ skurczu betonu i obciążenia zewnętrznego 

o ustalonej intensywności t -T = ( 130 — 13 ) d
Wyniki tych badań przedstawiono na rys . 6.24

*

18 Dźwigary zespolone jak 
w 16 .

DZI —1
DZN -2

1
1

Określenie zmieniającego się w procesie zachodzących 
zjawisk Teologicznych stanu przemieszczeń i odkształceń 
dźwigarów zespolonych ;

— wpływ skurczu betonu i obciążenia zewnętrznego 
o ustalonej intensywności t —T = (73 — 13 ) d 

— wpływ czynników wymienionych wyżej oraz 
działającego dodatkowo obciążenia cyklicznego : 
t - T= ( 130-73 ) d

Wyniki tych badań przedstawiono na rysunkach : 
6.21 , 6.22 i 6.23 .
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1

19

™ 
II 

seria 
badań

3

Niezbrojone betonowe 
elementy płytowe o wy - 
miarach: 0,05x 0,05*1,50 m

4

SP-1
SP—2
SP—3
SP —4

5

4

6

Wyznaczenie wielkości i prędkości narastania 
odkształceń skurczowych — rys . 6.19

20

Próbki pryzmatyczne 
o wymiarach :
0,05x 0,05 x 0,40 m ; rys.6.11

1 s
2 s
3 s
4 s

4 Wyznaczenie wielkości i prędkości narastania 
odkształceń skurczowych'— rys , 6.19

1

1

21

Próbki pryzmatyczne 
o wymiarach : 
0, 05x0,05x 0,40 m ; 
rys .6.11

Wyznaczenie wielkości i prędkości narastania
odkształceń plastyczno — lepkich .
Badania przeprowadzono przy zachowaniu następujących 
warunków :
— wiek betonu w chwili jego obciążenia To= 13 d 
— stopień wytężenia betonu ą, ( różny )
— długość okresu działania obciążenia (t—T)=130d

1 i , 1 n
2i ,2n
3i , 3n

6 0,20 i — próbki izolowane

n — próbki nieizolowane4 i , 4 n
5i , 5 n
6 i , 6 n

6 1 ~ 0,53

Wyniki tych badań pokazano w tab. 7.2
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6

22

II 
seria 

badań

Próbki pryzmatyczne 
o wymiarach : 
0,05*0,05x0,40 m 
rys .6.11

—

Wyznaczenie doraźnego modułu sprężystości betonu 
przy ściskaniu .
Pomiar przeprowadzono dla wieku betonu wynoszącego 
odpowiednio T = :11,14 ,75 d
Wyniki tych badań zestawiono w tab. 7.2

23
Próbki pryzmatyczne 
jak w punkcie 22

—

Określenie zmian wytrzymałości słupowej betonu 
na ściskanie zachodzących w czasie .
Pomiary przeprowadzono ( szczegóły jak w p. 13 ) 
dla wieku betonu wynoszącego odpowiednio : 
T = : 12 , 1 4 , 15 , 30 , 72 , 101 , 130 d .
Wyniki tych badan, zestawiono w tab. 6.8

24
Próbki walcowe 

0,1 6 m --- • 3

Określenie wytrzymałości walcowej betonu na ściskanie. 
Pomiary przeprowadzono ( szczegóły jak w p. 14 ) 
dla wieku betonu T = 30 d .
Wyniki tego badania umieszczono w tab. 6.8

25

I 
i 

TT seria
 

badań

Warunki higrotermiczne 
środowiska badań . — —

Ciągłą rejestracja warunków higrotermicznych środowiska 
badań .
Wyniki tych pomiarów prowadzonych podczas obu serii 
badań pokazano na rys. 6.13 i 6.19
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6.1.6. Wyniki przeprowadzonych przez 
autora badań i ich analiza

Ciekawsze zdaniem autora wyniki przeprowadzonych badań 
podano na kolejnych rysunkach od 6.12 - 6.24 oraz tabelach 
6.7 i 6.8. Rysunki 6.13 do 6.20 i tab. 6.7 odnoszą się do 
pierwszej serii badań, a pozostałe przedstawiają wyniki 
uzyskane w czasie drugiej serii. Niektóre wyniki dotyczące 
badań podstawowych własności betonu zamieszczono w rozdzia
le 4. rysunki: 4,5, 4.7, 4.8, 4.17 i 4.18.
Na rys. 6.12 porównano przemieszczenia pomierzone podczas 
badania stalowej belki dwuteowej z łącznikami i bez.Wyniki 
tam przedstawione jednoznacznie wskazują, że zastosowane 
łączniki nie wpływają w znaczący sposób na sztywność elemen
tów stalowych dźwigara dwuteowego.
Zmiany parametrów higrotermicznych środowiska w ozasie trwa
nia eksperymentu pokazane są na rysunkach 6.13 i 6.19- 
Ponieważ zmiany te były niewielkie można uznać, że ekspery
ment odbywał się w ustalonych warunkach wilgotnościowo-ter- 
•micznych, a mianowicie:
- pierwsza seria badań (okres od 0 - 135 dni)

8 - 17°C, W » 93 %,
- druga seria badań 8 « 17°C, W « 90 %•
Przedstawione dalej na rysunkach od 6.14 do 6.^'» wyniki, 

’ dotyczą badań doraźnych i długotrwałych dźwigarów zespolo - 
nych.
Rezultaty badań podstawowych betonów użytych w czasie eks
perymentu zestawiono w tabelach 6.7 i 6.8, a ponadto pewne 
uzupełniające dane można znaleźć w rozdziałach 4. i 7. 
Wyniki badań doraźnych dźwigarów zespolonych podano na ry - 
sunkach 6.14 i 6,20, pozostałe rysunki przedstawiaJą różne 
aspekty zachowania się badanych dźwigarów w warnikach długo
trwałych obciążeń.



• - belka stalowa - I E 140 ( bez fóczników) ,
(belka stalowa z Kacznikami)+ - element dźwigara zespolonego

-7
91

-

Rys. 6.12 Ilustracja badań, których celem byto wyznaczenie modułu sprężystości stali belek dwuteowych 
i określenie wpfywu łączników na zmianę sztywności giętnej elementów stalowych dźwigara 
zespolonego.



Własności mechaniczne betonu - badania serii

Badana 
wielkość

Ozna
czenia

iJednost.

t - wiek betonu w dobach

8 10 13 14 15 30 35 62 128 138 258

Wytrzymałość 
. walcowa betonu

Rw (t ) MN 
m

— 21,6 — 24,6 — 29,1 — • — — —

Wytrzymałość 
pryzmowa (słupowa) 
betonu

R p (t ) MN
14,2 — 18,9 — — 22,7 •— 24,7 26,8 — 28,9

Doraźny moduł 
sprężystości betonu 
przy ściskaniu

Eb (nr ) GN 
m 2

— 20,3 22,8 — 24,2 28,3 29,9 30,1 32,1 31,7 33,1

Doraźny moduł 
sprężystości betonu 

| przy zginaniu

Ebg(m ) GN 
m 2

— 14,2 — — — — — — — 18,7 —

Całkowite odkształ- 
icenia opóźnione 
betonu przy długo
trwałym obciążeniu

EpJ (t -t) 
t-t -12 d 
ą- 0,47

— — 59,4-10'5 — — 58,1-10‘5 — 56,5-10^ — — 58,510^ —

Odkształcenia opóźnio
ne wyzwolone w pro
cesie obciążenia

Ep

n - 0,47
— — -5 

5,2-10 — —
-5 

6,4-10 — 6,7-105 — — 5,8-10'5 —

Odkształcenia 
sk urczowe 
betonu

Esk 
próbek

— — 0
-5 

1,7-10
-5

1,7 10 1,5 10"5 6,2-10‘5 6,0-w-5 — —
-5

11.5 10 33,3 -10 5

Esk 
płyt

— — 0 — — 0,9-105 -5 
3,7-10 4,3-10’5 — -5 

72-10
-5

27,4-10



Rys.6.13. Warunki higrometryczne środowiska podczas I serii badań i wielkość odkształceń skurczowych betonu.

Esk j 
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20-10’5-
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80 -
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on 20 - 
15 - 
10 ■

Odkształcenia skurczowe jako funkcja czasu i wilgotności środowiska 
____________________________ •

• Seria pierwsza badań (I ) 

19.05.1976- 1.02.1977 roku 
!
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i ■

■

\ 
<\
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\ 
\
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\

I
I—;

" 1 aproksyr 

J wyników
nacja teoretyczna 

badań
1 1

—•------------ ( ■..

—

W’

" Przebieg 2
<—

■

:mian wilgotności v\

j

_ -______

a próbki 0,05x0,
0 płyty 0,05x0,
0 płyty 0,05x0,

•<a w czasie przepf

!

1 V/(%) 
i

1

1

______________ 1 1____
-—* j 1

____ Ll_
oględnej środowis

------------------------H--------
11
11

05x0,40
20x1,50 niezbrojone
20 x 1,50 zbrojone

•owędzonych badai

WJ

Przebieg zmian temperatury środowiska w czasie przeprowadzonych badań e (°C)
1
1 1

o j ———_•———___——
i i i

10 50 100 135 ’ 10® 150 2Ó0 t [doby] '

Maj Czerwiec Lipiec Sierpień Wrzesień Październik Listopad Grudzień j Styczeń Luty
19 05 1976 1.10.1976 i 4.10.1976 1.02.1977



Ugieęie sprężyste punktu środko
wego dźwigara zespolonego (2). 
Pomija się tu ugięcia narastające 
w czasie wyczekiwań.

Ugięcie środkowego punktu ( 2 ) 
dźwigara zespolonego z uwzględnie
niem przemieszczeń narastających 
w czasie wyczekiwań.

5-0,187

157-

Rys.6.14.Przemieszczenia dolnej krawędzi dźwigara zespolonego wywołane procesem obciążania konstrukcji 

ugięcia odpowiadające doraźnym przyrostom obciążenia , 
--------całkowite ugięciu odpowiadające procesowi obciążania .



P [ dcN]

P(t) -1445,6 ■ H (t-15) ~H (t- 135)

zespolonego bedgce efektem zachodzących w pTycie betonowej
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Rys.6.15. Dodatkowe ugięcia niesprężyste dźwigara 
zjawisk reoiogicznych.
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Rys. 6.16. Całkowite ugięcia dźwigarów zespolonych : D - dźwigary nieobciężone , o- dźwigary obciążone
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Rys.6 17. Wpływ skurczu betonu na ukształtowanie się stanu naprężeń 
w dźwigarze zespolonym według badań eksperymentalnych.
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Środek zbrojenia pfyty__  
^Gorna krawędź dwuteownika

Doraźny stan naprężeń

130 -

120-

110 -

100 -

90-

80—

70-

60-

50-

40-

30-

-100 -150

20-
•15-
10-

Po 120 d - t-T = 120 d

Dolna krawędź dwuteownika

100

©•c Ma

‘i

X_____

l

Ti 3 ■

\V
i

J i

----
6[k] [Mh
--------------

l/m2]
——

-50

«D

• - be >ka DZP-2 —
o - belka DZP-3
o - be łka DZP-1

U

7 >

Cl

< i

1

Hys. 6.18. Kształtowanie się stanu naprężeń w niektórych elementach 
dźwigara zespolonego - wyniki badah eksperymentalnych autora 
(I seria badań)
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Druga seria badań (II)

23 04 - 31. 08.1977 r.'

Odkształcenia skurczowe betonu jako funkcja czasu warun-
ków higrotermicznych środowiska

E
Oznacz, jak na rys. 6.13

100

90

80

25
20
15
10 —

Es!< . 
j k

—— iw

Przebieg zmian wilgotności względnej środowiska 
w czasie przeprowadzonych badań,W [%]

Przebieg zmian temperatury środowiska w czasie 
przeprowadzonych badań, © [°C]

0__ :____________ ----------------------------------------- ;-----------------------------------------------------------------—

1
—

' ____ If.*

0 13 50 100 tfdoby]

: Maj Czerwiec Lipiec | Sierpień

23.04.1977________ 31 08 1977

Rys.6.19. Warunki higrom etryczne środowiska podczas II serii badań 
i odkształcenia skurczowego betonu.

Ponieważ wszystkie zamieszczone rysunki zawierają niezbędny 
do prawidłowej ich interpretacji ópis? autor poda w tym miejs
cu tylko pewne informacje podsumowujące dotyczące dokładnoś
ci i możliwości wykorzystani-a przedstawionych wyników badań: 
- wielkość! przemieszczeń i odkształceń pomierzone na poszcze
gólnych dźwigarach obciążonych różnią się między sobą o 
najwyżej 11



Tabele 6.S

Własności mechaniczne betonu — badania serii II

Badana 
wielkość

Oznacze
nia

Jednost.

T - wiek betonu w dobach

8 12 13 14 15 24 30 58 72 101 130

Wytrzymałość 
walcowa betonu

Rw(T) MN 
m2

. --- — — — — — 16,7 — — — —

Wytrzymałość 
pryzmowa (słupo
wa ) betonu rp(T) MN 

m2
10,2 11,7 — 12,7 12,5. — 13,2 . ---- 14,2 14,0 15,1

Doraźny moduł 
sprężystości betonu 
przy ściskaniu

Eb(T)
MN 
m2

— 19,1 — 19,9 — — — — 20,8 — —

Całkowite 
odkształcenia 
opóźnione 
betonu 
przy

i długotrwałym 
1 obciążeniu

Izolo
wane

£pl H
-T) 

t -T-
116 d

%
—

— — — -5
19,6-10 — — — — — — —

— — —- 55,3-10 5 —- — — — — — —

Nie - 
izolo
wane

—- — — -521,1-10° — —- —• — — —

— — — 59,6-10^ —- — — — — — —

Odkształcenia opó
źnione wyzwolone 
w procesie 
obciążania

eP
q = 0,20

—
— — — 1,3 1Ó5 —_ —- ’ — — — — —

n = 0,53 — — — 6,8 10° — — — — — — —

Odkształcenia 
skurczowe 
betonu

Esk, 
próbek •

— — 0 — —-

ml ocó

■
1 / <0 J i ,4’1 J — — 9,1-10 5

^sk 
płyt

— — 0
- 5

4,6-10 ___ -R
57-10 ___ — 7J-105

-163-



- 0,03522

0,0030

0,0040
3 e

0,0070 n m

4 emm0,00425

C 2 e

Rys. 6.20.Początkowy stan 
odkształceń i naprężeń 
w elementach stalowych 
dźwigarów zespolonych . 
Wyniki uśrednione.

-7
9L

-

Uwzględniono 
w czcsie

odkształcenia narastąjace 
wyczekiwania .

Pominięto odkształcenia zachodzące 
w czasie wyczekiwania .



Schemat 1 obciążenia

1021,1
788,6

o

30 40 • ’ 50 60 70

------------------------------------------------ -  
t [dobył

-------:,-------- t------- f-----
80 90 100 110 120 130

| T l! 5T
H----- hH T=7d,5 = ySchemat 2 obciążenia — •
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Rys. 6.21 . Przemieszczenia dolnych krawędzi izolowanych dźwigarów zespolonych DZI-1 DZI-2 .



788,6

20 30 40 50 60

-0,8161 -0,633 1 -0,500 1-0,375 1-0,184 1
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1021
788,6

90 100

20 60
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\ po 130 d Przemieszczenie środków 
rozpiętości dźwigarów.

90 100 110

P [daN] Schemat 2 obciążenia — *0 000 0 0 HOT

■ST | T = 7d s_1/7

------------

1-10

Rys. 6.22 Przemieszczenia jak na rys 6.21 lecz po odjęciu 
sprężystych ugięć początkowych .
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. 6.23. Zmienna stanu naprężenia w elementach stalowych dźwigara zespolonego 
jako efekt długotrwałego działania rożnego rodzaju obciążeń 
wyniki badań eksperymentalnych. Oznaczenia jak na rys. 6.
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1

Rys. 6.24 Przemieszczenia dolnych krawędzi badanych dźwigarów zespolonych
• - DZI-1.DZ1- - Izolowane
0 - DZN-1, DZN-2 - nieizolowanę Wsk + Wpl > wskpl
» - DZS-4, DZS-5 - meizolowane



- te same wielkości pomierzone na dźwigarach nieobciążonych 
wykazują różnice rzędu 19 »

- ponieważ w pierwszej serii badań osiągnięto zadawalającą 
zdaniem autora dokładność pomiarów i zebrano pewne doświad
czenia dotyczące techniki pomiarowej, ograniczenie liczby 
elementów badań z 3 do 2 w jednej grupie wydaje się być 
uzasadnione*

Biorąc pod uwagę wymienione uprzednio aspekty jak i sposób 
przygotowania i przeprowadzenia badań, autor jest zdania, że 
można na ich podstawie wyciągnąć pewne Jakościowe i ilościo
we wnioski, a w szczególności dać odpowiedź na postawione w 
punkcie 6*11 pytania*
Wnioski te zostaną podane w następującej kolejności:
a) wpływ obciążeń zmiennych na kształtowanie się stanu na

prężeń w niejednorodnych konstrukcjach betonowych jest 
znaczny w badaniach autora - rys. 6*22 sięgał 25 % i 

nie może być pomijany, potwierdzają to badania [21J i 
[137] rys. 6.25 ,

b) zasada superpozycji wpływów rozumiana jako suma efektów 
wywoływanych przez zjawiska skurczu i pełzania zachodzą
ce niezależnie nie jest w ogólnym przypadku poprawna rys. 
6.24 ,

c) przedstawione wyniki badań mogą być wykorzystane do wery
fikacji różnych ujęć teoretycznych problemu.

6. 2. Badania przeprowadzone w innych 
ośrodkach

Badania niejednorodnych konstrukcji betonowych prowadzo
ne są w różnych ośrodkach już od prawie 40 lat, a zostały za
początkowane w okresie wojennym w Szwajcarii.
Pierwsze badania dotyczyły zagadnienia wpływu skurczu i peł - 
zania na zachowanie się belek strunobetonowych w czasie i zo
stały przeprowadzone przez J. Bolomeya [l42] i M.R. Rosa[l42], 
Następnie F. Leonhardt i U. Finsterwalder [l42] prowadzili



o, d.o - ugięcia punktu środkowego belki wywołane obciążeniem realizowanym według 
schematów 1,2 i 3.

Rys. 6.25. Wpływ obciążeń zmiennych na przemieszczenia w belce zespolonej- według badań Mirzajewa [137]
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badania narastających w czasie przemieszczeń przęseł mostów 
sprężonych. Pierwsze kompleksowe już badania łącznie z wy
znaczeniem podstawowych własności tworzywa przeprowadzili 
N.A. Kałasznikow 099] w 1952 roku (belek zespolonych typu 
żelbet - beton sprężony) i 0. Graf z E. Brennerem [^(be
lek zespolonych typu żelbet - stal) w 1956 roku.
Dalsze badania to eksperymenty przeprowadzone przez H.Bach- 
manna 018] , A.Ja Baraszikowa 02l] , T. Bilińskiego 053] , 
Czrźan Czrżun Jao 053] , G.P. Kurasową 02l] , A.H. Mattoka 
028] , A.I. Semenowa i I.I. Ulickiego 074] - 076] 
i innych. Badania te są z reguły niekompletne, gdyż albo 
pomiar był ograniczony tylko do przemieszczeń lub nie zosta
ły w pełnym zakresie określone cechy fizyczne składowych two* 
rzyw i dlatego nie mogą być wykorzystane do weryfikacji roz
wiązań teoretycznych. Stanowią Jednak one cenny materiał, 
który może służyć do sprawdzenia poprawności czynionych za
łożeń teoretycznych (np. założenia płaskich przekrojów ) lub 
pozwalać na jakościową ocenę interesujących nas zjawisk.
Bardzo ważne są badania prowadzone w ISM i S AN GSSR w 
Tbilisi przez takich autorów jak Ł.D. Cincadze,A.D. Dolidze, 
0.1. Kicaridze i T.D. Pawlenaszwili 051• 63] •
Wyniki tych badań przedstawiono w rozdziałach 5. 1 7 na ry
sunkach: 5.4, 7.6, 7.7 i 7.8.
Doświadczenia te z uwagi na stosunkowo obszerne określenie 
podstawowych cech tworzywa mogą stanowić podstawę do weryfi
kacji różnych rozwiązań teoretycznych problemu opartych na 
różnych reologicznych równaniach stanu , co wykorzystano w 
rozdziale 7.

Osobną grupę stanowią badania konstrukcji pracujących w 
warunkach zmiennych obciążeń. Do grupy tej należy zaliczyć 
eksperymenty A. Ja. Baraszikowa 02l] i P.T. Mirzajawa 0137]. 
Na rys. 6.25 przedstawiono pewne wyniki doświadczeń zawarte 
w pracy 037], które potwierdzają wniosek płynący z badań 
autora o znacznym wpływie obciążeń zmiennych na rozpatrywane 
zjawiska.
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1, .KONFRONTACJA PRZEDSTAWIONYCH ROZWIĄZAŃ 
TEORETYCZNYCH Z WYNIKAMI BADAN

EKSPERYMENTALNYCH

Jedynym kryterium oceny poprawności rozwiązań teoretycznych 
różnych problemów jest fakt,w jakim stopniu odwzorowują one rze
czywisty przebieg opisywanych zjawisk, lub mówiąc inaczej, bada - 
nia eksperymentalne stanowią podstawę do identyfikacji przyjętych 
modeli teoretycznych problemu. W rozdziale tym, wykorzystując wy
niki badań własnych i obcych, dokona autor weryfikacji przedsta - 
wionych uprzednio rozwiązali teoretycznych, a także skonfrontuje 
je z niektórymi rozwiązaniami podanymi przez innych badaczy.

7 .1• Porównanie wyników badań własnych 
z rozwiązaniami teoretycznymi

Konfrontacji rozwiązali otrzymanych na drodze teoretycznej 
z rezultatami badań autora dokonano - zestawiając na rysunkach 
7.1, 7.2, 7.3 i 7.5 wyniki uzyskane przy wykorzystaniu obu 
sposobów analizy problemu.
Dane wyjściowe do teoretycznej analizy problemu zestawiono w ta
belach 7.1 i 7.2, oraz bezpośrednio na wymienionych rysunkach. 
Ponieważ wyniki badań pokazane na rys. 7.3 mogą budzić pewne 
wątpliwości co do dokładności wykonanego doświadczenia , na 
rys. 7.4 porównano stany zgięciowe naprężeń uzyskane drogą po
miaru odkształceń i przemieszczeń. Wyniki przedstawione na tym 
rysunku jednoznacznie świadczą o poprawności przeprowadzonych 
badań, a tym samym o jakościowo innym przebiegu skurczu w beto
nowych elementach rozciąganych.
Wyniki teoretyczne pokazane na rys. 7.5 uzyskano dokonując pew
nej modyfikacji programu dającej możliwość zwiększenia liczby 
przedziałów czasowych do , kosztem zmniejszenia gęstości ich 
podziału Vo .
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Tabela. 7.1

Wyniki badań podstawowych betonu - dane wyjściowe do 
teoretycznej analizy wpływu zjawisk Teologicznych na ukształtowanie się 

stanu naprężeń w badanych dźwigarach zespolonych , ( Pierwsza seria badań ) 

Zmienność pryzmowej wytrzymałości i doraźnego modułu sprężystości betonu 
w czasie.

Uniwersalna bezwymiarowa funkcja starzenia betonu
_ ——. 0,161
U|T) = 1 - u, e. U2e-A2T , u, . u2 = 1 , u^ = 0300 jA' = 0,007

(T) " według (4,6 ) R = 29,8 MN/m2
Eb(T) -według (4.7 i 4.9) E1 =— GN/m2 , E2 =----- Eg = 33,1 GN/m2

Lepkie własności betonu

C( [T, (t - T )J [m2/MN]
7,5-10’5-

5-10’5

2,5-10"5

Współczynnik wchodzący do wzoru =0,0000386 a^ =0,520 t =0,230
(4 .41) . m2/MN ■ a2 =0,480 > §2=0,041

Plastyczne cechy betonu. Inne informacje.

-4 
2-10 ‘

-4 
1-10 -

wg.(4.56)

0,2 0,4 0,6 0,8

Yp= 0,000019

Odkształcenia skurczowe

esk = 0,00009

- r, -0,011 H- 15)-] ^sk (= sk [ ” e !

Moduł sprężystości stali :

belki I 140 
zbrojenia płyty

- 210,0 MN/m2
- 192,3 MN/rn2
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Rys. 7.1. Proces kształtowania
w świetle teorii i

się stanu naprężeń w dźwigarze 
badań eksperymentalnych.

zespolonym

PodziaF analizowanego przekroju na warstwy pokazano na rys, 7.5.
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10,98

Analizowany przekrój Doraźny stQn napręzeó t = 15d

8,33

-152,29
* Stan naprężeń w chwili t = 27d

Rys. 7.2 Zmiany stanu naprężeń w badanych przez autora dźwigarach 
zespolonych (I seria badań ) - wyniki obliczeń numerycznych ,
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Rys. 7.3. Wptyw skurczu betonu na ukształtowanie się stanu naprężeń 
w elemencie stalowym dźwigara zespolonego.
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Rys. 7.4 Ilustracja poprawności metodologicznej przeprowadzonych 
badań- porównanie zgięciowych stanów naprężeń (6scg—6scg ) 
uzyskanych z pomiarów odkształceń i przemieszczeń.
Uśrednione wyniki belek DZS-1, DZS-2 , DZS=~3.
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Tabela. 7.2

Wyniki badań podstawowych betonu - dane wyjściowe do 

teoretycznej analizy wpływu zjawisk Teologicznych na ukształtowanie się 

stanu naprężeń w badanych dźwigarach zespolonych.( Druga seria badań)

Zmienność pryzmowej wytrzymałości i doraźnego modułu sprężystości betonu 
w czasie

T y T . U1 = 0'740 > =0'250
u(T-)=1-uie 1 - u2 e 2 , u1+u2=1 ; U2=o.26O , ą2 =0,015

Rp(T) -według (4.6), R = 15,9 MN/m2
Efa(T)-według (4.7i4.9) E1 =  GN/m2 ; E2 =  EQ = 20,90 GN/m2

Lepkie własności betonu

Cl [Tjt-T)] [m2/MN]

100

Współczynniki wchodzące do wzoru _ a - 0,362 , § =0,700
(4.41) Yi = 0-0000725 , Q 0 838 , f =0,029

Plastyczne cechy betonu Inne informacje

^p = 0,000017 [m2/MN]

Przedstawione dane (dotyczące 
odkształceń lepkich ) odnoszą 
się do betonu izolowanego.

^sk = 0

EŹ = 192,3 GN/m2 - zbrojenie
Ez = 210,0 GN/m2 - I



Przekrój przyjęty do numerycznej
analizy problemu

Charakterystyka geometryczna poszcze
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i
gólnych warstw

h-j = 0,00615 m bi = 1,2, 3,4,5,6 =
h2 = 0,01000 m = 0,200 m
h3 = 0,01000 m Fk = 0,00174 m2
h4 = 0,00010 m 06 =0,00000572 m4
h5 = 0,01295 m =210 GN/m2
h6 = 0,01200 m

o—o wyniki badań eksperymentalnych ,

x—x wyniki uzyskane na drodze
teoretycznej •

Rys. 7,5 . Porównanie wyników badań 
eksperymentalnych z teoretycznym 
opisem zmiany stanu naprężeń 
w zbrojeniu płyty , oraz górnej 
i dolnej pofce dwuteownika.

U----- --- n—n—n—n
--------------- !--------------------------------------------------------------------------------------- i--------- {--------- t----------j।--------- i--------- j--------- ;----------- i--------- ►

13 _ 73 80 87 95 101 108 115 t [doby]

-125
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7.2. Weryfikacja rozwiązań teoretycznych problemu 
oparta o badania przeprowadzone 

w ISM i S AM GSSR

Spośród wielu badań eksperymentalnych wymienionych 
w punkcie 6.2 tylko doświadczenia przeprowadzone w ISM i S 
AN GSSR [51, 6>] mogą. byó wykorzystane do wszechstronnej i 
obiektywnej weryfikacji różnych, a w szczególności i nieli
niowych rozwiązań teoretycznych problemów redystrybucji stanu 
naprężeń. Wynika to z faktu, że w eksperymentach tych prze - 
prowadzono bardzo szczegółowe badania pod stawo''.Tych cech tworzy
wa, co pozwala na obiektywny dobór odpowiednich funkcji vystę
pujących w różnych związkach konstytutywnych. V/yniki badań za
mieszczone vi pracach [51, 63J mają jeszcze tę dodatkową. zaletę, 
że są porównane z teoretycznymi rozwiązaniami problemu uzyska
nymi przez innych autorów - podrozdział 5.1.5, co pozwala na 
wszechstronniejszą ocenę metody zaproponowanej vi niniejszej 
pracy.
Podstawowe dane wyjściowe do teoretycznej analizy problemu po
dano w tab. 7.5 i 7.4, a także na rysunkach: 7.6, 7.7, 7.8. 
Uzyskany przez autora teoretyczny opis problemu porównano na 
rys. 7.6, 7.7 i 7.8 z wynikami cytowanych badań.

7.3. Analiza przedstawionych wyników

Porównując wyniki otrzymane na drodze teoretycznej i doś
wiadczalnej rysunki: 7.1, 7.2, 7.3, 7.5, 7.6, 7.7, 7.8 można 
uzyskać pewne ogólne informacje na temat dokładności i zakresu 
możliwych zastosowań otrzymanego rozwiązania.
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iabela 7.3

Dane wyjściowe do teoretycznej analizy wpływu zjawisk 

reologicznych na ukształtowanie się* stanu naprężed w dźwigarach 
zespolonych. Oszacowano na podstawie wyników, badać opublikowanych w [63 ] 

Zmienność pryzmowej wytrzymałości i doraźnego modułu sprężystości betonu 
w czasie .

Uniwersalna bezwymiarowa funkcja starzenia betonu

U = 1 - u^ e “^1^ - u2 e " 2^ > 2 =1
U. = 0,720 , = 0,220
U2 = 0,280 , ^2 = °'013

Rp( - według (4.6 ) R = 29,6MN/m2
Eb( T )- według (4.7 i 4.9 ) £^45,3 GN/m2 E?= 0,22 EQ= 37,70 GN/ m2

Lepkie własności betonu

Współczynniki wchodzące do wzoru 
( 4.41 )

Plastyczne cechy betonu

a1 = 0,650 , E, =1,200= 0,0000431 , 1 ’ S1
c2 = 0,350 , =0,022

Inne informacje

fp = 0,000091 [m2/MN]

Odkształcenia skurczowe

E ciz- 0,00033
r , , c Dno -0,08 (t -15) £sk (t) = £sk [1 -0,3-e ■ -

.0,7.e-0.25(t-15)]

Ez = 210,0 GN/m2



2M
M

Rzeczywisty przekrój 
poprzeczny analizowanych 
dźwigarów zespolonych .

Przekrój zastępczy 
przyjęty przez autora 
do teoretycznej analizy

Charakterystyka geometryczna poszczególnych 
warstw

h1 = 0,01250 
h2= 0,01225 
h3= 0,00050 
h4 = 0,01225 
hg- 0,01250 
hg = 0,140

m
m
m 
m 
m 
m

b-= 1,2,4,5 = 0,200
b3= 0,200 m 
Fg= 0,00174 
J6= 0,00000572
Es- 210 GN/m2

wyniki. badań
Oznaczenia 

eksperymentalnych ,
rozwiązania teoretyczne problemu podane 
w pracy [os] ; wyniki te uzyskano ?/ oparciu 

o teorię sprężyście pełzającego ciała . wy—
korzystajcie miarę pełzania S.W. Aleksandro -
wskiego ( liniową i nieliniową ) i 
słowa i N.C. Arutiuniana ( liniowa ) 
wyniki teoretyczne uzyskane prze

m^

Mo= 614,2 daNm

autora .

- Z
9H

Rys. 7.6. Zmiana stanu naprężeń w środku ciężkości zbrojenia 
zespolonego — konfrontacja wynikó • uzyskanych na

płyty betonowej stanowiącej element 
drodze teoretycznej i” doświadczalnej

dźwigara



e } oo _ wielkości naprężeń uzyskane na drodze 
badań eksperymentalnych ,

e _ naprężenia w środku ciężkości zbrojenia 
ptyty betonowej (warstwa i 3 ) }

©, o _ naprężenia na górnej i dolnej krawędzi 
belki dwuteowej (warstwa i 6) j

xxxxx Wielkości naprężeń określone na drodze
-------- teoretycznej w wybranych warstwach 

przekroju zespolonego—oznaczenia jak na
rys 7. 5

Naprężenia w części betonowej 
dźwigara zespolonego

0,01200

0,01275

0 0005 —

0 01275

0 01200

i = 1

i= 2

i =4

i =5

k-1

k=2
k=3

k=4 
k—7

k-8
k-9

k-10

Rys.7.7 Zmiana stanu naprężeń w
przekroju zespolonego.

wybranych warstwach
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Ta be la. 7.4

Dane wyjściowe do teoretycznej analizy wpływu zjawisk 
reologicznych na ukształtowanie się stanu naprężeh w karamzytobetonowych 
belkach sprężonych . Opracowano na podstawie badaó opublikowanych w [51]

Zmienność pryzmowej wytrzymałości i doraźnego modułu sprężystości betonu

n T n t . U- = 0,690 , =0,240U|Tp1-ure-aiT -Uz-e-^T ,yu2>1 , u?=0,31Q ■ a2 =0,008

Rp(T)-według (4.6) R = 37,8 MN/m2

Eb(T)-według (4.7 i 4.9 ) En = 63,2 GN/m2 , E2= 1.551 , Eo = 24,75 GN/m2 

Lepkie własności betonu

Współczynniki wchodzące do wzoru 
( 4.41 )

= 0,00 0049 ,
a1 = 0,470 , 
a7 = 0,530 ,

= 1,000

!2 = 0,012

Plastyczne cechy betonu Inne informacje

Odkształcenia skurczowe

Esk= 0,00058

Ea = 210 GN/m2



Rzeczywisty przekrój 
poprzeczny analizowanych 
belek sprężonych 

+ cięgna sprężone
$ 0,005 m

Charakterystyka geometryczna poszczególnych 
warstw .

h1 = 0,019755 m 

h2= 0,000490 m 

h3= 0,019755 m 
h4= 0,02 m
hg = 0,02 m

h6 = 0,019755 m bi = 1,2,..,10 = 

hy = 0,000490 m = 0,08 m

hg = 0,019510 m
hg ~ 0,000490 m
h-]Q = 0,019755 m

■ wyniki pomiarow naprężeń panujących w 
strunach przed ich zwolnieniem.

Rys.7.8 Zmiana stanu naprężeń w wybranych warstwach 
przekroju sprężonego .
------ według liniowej teorii sprężyście pełzającego 

ciała [miara pełzania wg. S. W. Aleksandrowskiego) 
xxxxxx według ścisłego ujęcia autora .

Przekrój zastępczy 
przyjęty przez autora 
do teoretycznej 

analizy problemu .
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• c — naprężenia określone na podstawie badań w środku 
ciężkości zbrojenia dolnego.,

e □ — jak wyżej lecz górnego.



t = 9d
Stan naprężeń 
po sprężeniu 
belki.

t = 110 d
Stan naprężeń po 110 d 
Belka sprężona nie- 
obcicgona..

t = 110 d
Stan naprężeń 
w belce po dodatkowym 
obciążeniu .

t = 200d
Stan naprężeń 
po 200 d .

0,14
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Rys. 7.9 Zmiana stanu naprężeń w betonowej belce sprężonej pokazanej na rys. 7.8 wedtug obliczeń 
autora ( v0 = 20, po =10) .



-187-

Informacje te można ująć w postaci następujących wniosków:
- proponowane rozwiązanie teoretyczne problemu z zadawalającą 
dokładnością rzędu 3 - 5 % opisuje analizowane zjawiska, 
niezależnie od typu analizowanej konstrukcji w przypadku 
gdy w betonie występują wyłącznie naprężenia ściskające,

- w przypadku gdy w przekrojach elementów betonowych występują 
naprężenia różnych znaków (ściskające i rozciągające) , a 
ponadto istnieją warunki umożliwiające wyparowywanie wody z 
betonu,wielkości naprężeń panujące w konstrukcji uzyskane na 
drodze teoretycznej mogą być mniejsze od pomierzonych nawet 
o 100 % rys1. 7.3 ,

- opisany w poprzednim wniosku fakt,stanowi jeszcze jeden dowód 
na to, że przebieg skurczu betonu jest jakościowo i ilościowo 
inny w elementach poddanych rozciąganiu,

- metoda autora, czego dowodem są wyniki pokazane na rysunkach 
7.6, 7.7, 7.8 , pozwala na dokładniejszy w stosunku do innych 
znanych sposobów [29, 51, 63J opis redystrybucji stanu na
prężeń w niejednorodnych konstrukcjach betonowych.
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8. WNIOSKI KOŃCOWE

Przedstawione w pracy rozważania poparte bogatym 
materiałem doświadczalnym pozwalają na sformułowanie, obok 
wielu stwierdzeń i wniosków szczegółowych rozproszonych 
w tekście pracy, następujących ważniejszych zdaniem autora 
wniosków natury ogólnej:

- jak wykazało przeprowadzone porównanie wyników obliczeń 
numerycznych i doświadczeń eksperymentalnych, przyjęty w 
rozdziale 4.1 model odkształcalności betonu, pozwala na 
poprawną ocenę stanu naprężeń w niejednorodnych konstruk
cjach betonowych,

- w związku z nieliniowym charakterem odkształcalności be
tonu zasada superpozycji poszczególnych wpływów nie może 
być wykorzystywana w zapisie reologicznych równań stanu 
dotyczących tego materiału,

- wpływ obciążeń zmiennych na ukształtowanie się stanu 
naprężeń w analizowanych konstrukcjach jest znaczny i nie 
może być pominięty,

- proponowany sposób teoretycznego ujęcia wpływu zjawisk 
reologicznych na ukształtowanie się stanu naprężeń w nie
jednorodnych konstrukcjach betonowych może być wykorzysty
wany do projektowania mostowych konstrukcji zespolonych 
i sprężonych.
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Rheological redistribution of the State of stress
in non-homogeneous concrete strućtures

Summary
There is presented a new method for taking into account 
the effect of rheological phenomena on the formation of . 
the State of stress for non-homogeneons concrete struć tu
res, The solution of the problem in ąuestion is based 
on the non-linear rheological eąuation of State, which is 
used to describe the behaviour of concrete under loadings 
arbitrarily changing in time. This eeation is valid both 
for elastic viscous and plastic properties of materiał. 
The assumption of such a constitutive law is based on 
the wide analysis of theoretical and ezperiraental works 
on the deformability of concrete.

The numerical results have been computed with the 
use of Digital Computer Technicue. The method proposed 
by the author has been verified, i.e. the theoretical 
results have been compared with the results of the aut- 
hor’s owu and other experimental investigations.
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