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Wykaz symboli

Duze litery lacinskie

B, b — szerokos¢ fundamentu,

B — wysokos¢ elementu w siatce MES (przypadek 2D),

B(r,t) — funkcja beta,

C — macierz kowariancji wektora losowego,

Cx — macierz kowariancji wektora losowego X,

Cx (i, ]) — wyraz macierzy kowariancji wektora X potozony w wierszu i
oraz kolumnie j,

Cov — operator kowariancji,

COV (x;,x, ) — funkcja kowariancji pola,

D — obszar (domena) w algorytmie LAS,

Dhnin — zaglebienie fundamentu (minimalne),

E[],E{} - operator wartosci oczekiwanej,

E — modut Younga,

Fy(x) — dystrybuanta zmiennej losowej X,

Fx x,...x, (xl, X2,y e Xn ), Fx(x) —
dystrybuanta wektora losowego (Xl (x1), X2(x2), .. X (xx )),
By, ks (xl, Xy en 5 x,,) — dystrybuanta skonficzenie wymiarowego rozktadu pola
losowego X (x), odpowiadajacego punktom x;, X, ..., X, obszaru
okreslonosci tego pola,

ES — wspdtczynnik bezpieczenstwa,

G, — standardowe gaussowskie pole losowe o strukturze korelacyjnej p,
I[A] — indykator zbioru A,

1, — wskaznik plastycznosci gruntu,

J — estymator prawdopodobienstwa awarii w metodzie Monte Carlo,

1y — funkcja Bessela pierwszego rodzaju rzedu 0,



L — dlugos¢ elementu w siatce MES (przypadek 2D),

My, M5 M,, ..., M, — estymator nieobcigzony momentu centralnego rzedu 2, 3, 4,
wes K

N — zbior liczb naturalnych,

N — liczebnos¢ proby, liczba realizacji w symulacji Monte Carlo,

N., N,, N, — wspotczynniki nosnosci,

M. — bezwymiarowy wspétczynnik nos$nosci (podrozdziat 5.2),

P — prawdopodobienstwo,

P — obcigzenie fundamentu normalne do jego podstawy,

P{X gx’ Y} — rozktad warunkowy zmiennej losowej X, pod warunkiem Y,

P. — cisnienie pecznienia,

o — nosnos¢ (wyrazona w jednostkach sity) rozumiana jako zmienna

losowa lub wartos¢ deterministyczna — rozroznienie kazdorazowo
wynika z kontekstu,

R — przestrzen liczb rzeczywistych,

R" — n-wymiarowa przestrzen rzeczywista (iloczyn kartezjanski n prze-
strzeni liczb rzeczywistych),

R — wspotczynnik determinacji,

S, Sx, S( k1, k2, k3 ) — gestos¢ widmowa (spektralna) pola losowego,

Sy — stopien wilgotnosci,

V — obszar w przestrzeni n-wymiarowe;j,

VAR — operator wariancji,

X(@,x), X(x), X, Y, Z - pola losowe,

X, Y, Z — zmienne losowe,

Xy — pole losowe usrednione po obszarze V,

Xk — wartos¢ charakterystyczna parametru X,

Xu — warto$¢ obliczeniowa parametru X.

Male litery lacinskie

b — szeroko$¢ fundamentu,

c — spdjnos¢ gruntu,

¢’ — efektywna warto$¢ spojnosci gruntu,

Ce — wskaznik skonsolidowania,

Cu — wytrzymato$¢ gruntu na $cinanie w warunkach bez odptywu,

¢y — wspotczynnik konsolidacji,



wskaznik porowatosci,

zawartos¢ frakcji itowe;j,

tarcie na tulei sondy CPT (CPTU),

zawartos¢ frakcji piaskowe;j,

funkcja gestosci prawdopodobienstwa zmiennej losowej X,
funkcja gestosci prawdopodobienstwa wektora losowego X,
funkcja stanu granicznego,

glebokos¢ posadowienia fundamentu,

parametr ksztaltu rozktadu Weibulla,

wartos¢ srednia (oczekiwana) zamiennej losowe;j,

warto$¢ oczekiwana wektora losowego,

funkcja wartosci oczekiwanej (wartosci Sredniej) pola losowego,
estymator warto$ci oczekiwanej zmiennej X,

$rednia arytmetyczna,

..., my — estymator (obcigzony) momentu centralnego rzedu 2, 3, 4,

ok,
prawdopodobienstwo awarii,
no$nos¢ (wyrazona w jednostkach naprezenia) rozumiana jako zmien-
na losowa lub warto$¢ deterministyczna — rozréznienie wynika kaz-
dorazowo z kontekstu,
opor stozka sondy CPT (CPTU),
warto$¢ obliczeniowa nosnosci,
estymator odchylenia standardowego zmiennej losowej X (obciazo-
ny lub nieobcigzony),
estymator wariancji X (obcigzony lub nieobcigzony),
funkcja trendu w polu losowym, okreslonym na obszarze jednowy-
miarowym,
wilgotnos¢ gruntu; parametr ksztattu rozktadu Weibulla,
wagi w metodzie kwadratur Gaussa,
granica plynnosci gruntu,
wilgotnos¢ optymalna,
granica plastycznosci gruntu,
wartos$¢ charakterystyczna parametru X wedtug normy PN-81/B-03020,
wartos¢ obliczeniowa parametru X wedtug normy PN-81/B-03020,
punkt obliczeniowy,
punkty Gaussa.
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Duze litery greckie

I'(x) — funkcja gamma Eulera,

a, — bezwymiarowa skala fluktuacji,

Ax — macierz korelacji wektora X,

Ax (i, ) — wyraz macierzy korelacji wektora X potozony w wierszu i oraz
kolumnie j,

D, — dystrybuanta standardowego rozktadu normalnego (jednowymia-
rowego),

@, — funkcja odwrotna do dystrybuanty standardowego rozktadu nor-

malnego (jednowymiarowego).

Mate litery greckie

a, B A — wspotczynniki kierunkowe prostej,

Qo, a1, a2, @3 — mnozniki wyznaczajgce relacje pomigdzy skalami fluktuacji,
B — wskaznik niezawodnosci,

DB — wskaznik niezawodnos$ci Hasofera-Linda,

Vi — wspodtczynnik materialowy wedtug normy PN-81/B-03020,
% — cigzar objetosciowy gruntu,

r(V) — funkcja wariancji,

Vb — cigzar objetosciowy betonu,

|2 — cigzar objeto$ciowy zasypki,

Y — cigzar objetosciowy szkieletu gruntowego,

Vo — cigzar objetosciowy posadzki,

Vs — cigzar wlasciwy szkieletu gruntowego,

VR — czgsciowy wspodtczynnik bezpieczenstwa dla no$nosci,

5(x) — dystrybucja Diraca,

(8 — skala fluktuacji pola X,

(2 — skala fluktuacji pola X, gdy nie ma potrzeby specyfikowania

symbolu pola,

Qx(m 5) — skala fluktuacji pola w kierunku (a, ) — obszar dwuwymiarowy,
OX(Q‘ .3) — skala fluktuacji pola w kierunku (a, 3, A) — obszar tréjwymiarowy,
H(X i — pozioma skala fluktuacji pola X,

H(X)x — skala fluktuacji pola X w kierunku zgodnym z osig x,



Q(X)y — skala fluktuacji pola X w kierunku zgodnym z osig y,

o, — pozioma skala fluktuacji pola X, gdy nie ma potrzeby specyfikowa-
nia symbolu pola,

‘9(x)v — pionowa skala fluktuacji pola X,

6, — pionowa skala fluktuacji pola X, gdy nie ma potrzeby specyfikowa-
nia symbolu pola,

Uy — wartos¢ oczekiwana ($rednia) stacjonarnego pola losowego X,

s — warto$¢ oczekiwana zmiennej losowe;j X,

yf‘f') — moment statystyczny rzedu #» zmiennej losowej X,

,uS;"') — moment statystyczny centralny rzedu » zmiennej losowej X,

W — warto$¢ oczekiwana rozkladu normalnego podstawowego wzgledem
rozkladu log-normalnego Y,

v — wspotczynnik Poissona,

p(X » X )— wspotczynnik korelacji zmiennych losowych X; oraz X,

Pij — wspotczynnik korelacji zmiennych losowych X; oraz X; (gdy wia-
domo, o jakie zmienne chodzi),

P(x1,%,), px(Ax), py (1), px — funkcja korelacji pola X,

ﬁ(z’_,) — estymator funkcji korelacji,

p(X (x),Y(x)) — wspotczynnik korelacji pomigdzy polami losowymi X(x) oraz
Y(x),

Py — gestosé objetosciowa szkieletu gruntowego,

ox — odchylenie standardowe pola stacjonarnego X,

Ox — odchylenie standardowe zmiennej losowej X,

Oy — odchylenie standardowe rozktadu normalnego podstawowego wzgle-
dem rozktadu log-normalnego Y,

Uy — wspotezynnik zmiennosci pola X,

Uy — wspotczynnik zmiennosci zmiennej losowej X,

(1] — kat tarcia wewne¢trznego gruntu,

Q' — efektywna wartos¢ kata tarcia wewngtrznego gruntu,

) — wartos$¢ kata tarcia wewngtrznego bezposrednio pod fundamentem
(w rozdziale 4),

T — dolne ograniczenie nosnika rozktadu Weibulla,

7 — kat dylatancji,

o, @, @, — parametry funkcji korelacji typu Gaussa (w ramach rozdziatu 4).
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Inne symbole

(Q, %, P) — przestrzen probabilistyczna,
”“ — norma Euklidesowa w R",

|V| — miara obszaru V (pole dla obszaru dwuwymiarowego, objetos¢ dla
obszaru trojwymiarowego),

| — wyznacznik macierzy kowariancji C,

c' — macierz odwrotna do macierz kowariancji C,

C;' — macierz odwrotna do macierzy Cy kowariancji wektora losowego X,

L' — macierz transponowana do macierzy L,

Po — gestos¢ prawdopodobienstwa standardowego jednowymiarowego roz-

ktadu normalnego,
Pn — n-wymiarowa gestos¢ rozktadu normalnego.

Obecnie, gdy postep w nauce dokonuje si¢ bardzo szybko, zdarza si¢ nierzadko,
ze jezyk polski ,,nie nadgza” za rozwojem terminologii. Dlatego tez w pewnych
przypadkach trudno jest znalez¢ polskie odpowiedniki angielskich terminow.
Czasem te odpowiedniki nie sg jeszcze dostatecznie ,,ugruntowane” i wystepuja
w kilku wersjach, a czasem wrecz trzeba je wprowadza¢ na nowo. W takich sy-
tuacjach w nawiasach podawatem angielskie odpowiedniki tych neologizmow.
By¢ moze nie zawsze zrgcznie, za co P.T. Czytelnikow przepraszam.



1. Wprowadzenie

Podobnie jak w wielu innych zagadnieniach geotechniki, takze i no$nos¢ posa-
dowienia bezposredniego wiaze si¢ z rdznymi rodzajami niepewnosci. Dla geo-
technika, ktory bada bezpieczenstwo posadowienia konstrukcji, najistotniejsza
jest niepewnos¢ wlasciwosci gruntow. Wedlug Orra i Breyssego (Orr i Breysse,
2008) niepewnos¢ ta wynika z rozrzutu danych oraz bledéw systematycznych,
co schematycznie pokazano na rysunku 1.1. Te z kolei wynikaja ze zmiennosci
przestrzennej, bledow pomiarowych, ograniczonej liczby danych, a takze nie-
pewnosci transformacji.

Niepewnos¢
wiasciwosci
gruntow

Btedy

Rozrzut danych N A,

Ograniczona ilos¢ . .
- . i} Niepewnosc
it Bledy pomiarow danych (niepewnosc - !
transformacji

statystyczna)

Zmiennosé
przestrzenna

Naturalna
(wtasciwa)
zmiennos$¢ gruntu
nie moze by¢
usunieta

Te rodzaje niepewnosci moga by¢ usuniete przez dodatkowe
badania i doktadniejszg obrobke danych

Rys. 1.1. Rodzaje niepewnos$ci wystepujace przy opisie lub modelowaniu podtoza gruntowego
(Orr i Breysse, 2008)

Zmienno$¢ przestrzenna jest konsekwencja niepewnosci naturalnej i bywa
czasem nazywana inherentna. Natomiast trzy pozostate wskazane wyzej rodzaje
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niepewnosci wystepuja pod wspolnym okresleniem niepewnosci epistemolo-
gicznej. Podstawowa réznica pomigdzy tymi dwoma rodzajami niepewnosci
polega na tym, ze elementy drugiego z nich moga by¢ redukowane, np. poprzez
doskonalenie aparatury pomiarowej, gromadzenie wigkszej liczby danych oraz
rozw0] modelowania i stwarzanie coraz doskonalszych wzoréw transformacyj-
nych. Natomiast niepewnos¢ naturalna (inherentna) gruntu jest nieredukowalna
1 w zasadzie nie mamy na nig wplywu. Niepewnos$¢ ta zwigzana jest przede
wszystkim z przestrzenng zmiennoscia wiasciwosci podtoza. Przyczyng za$ — zlo-
zonos¢ procesow geologicznych, ktore doprowadzity do powstania wierzchnich
warstw, tych ktére mozemy okresli¢ mianem gruntu budowlanego — odpowie-
dzialnych za bezpieczenstwo posadowien. W tej sytuacji pozostaje nam po
pierwsze — bada¢ niepewnos¢ naturalng gruntu w celu jej mozliwie doktadnego
opisu, a po drugie — wypracowywa¢ metody, ktore pozwalaja na adekwatne
uwzglednienie niepewnosci naturalnej w obliczeniach konstrukcji wspotpracujg-
cych z gruntem, w tym posadowien obiektow inzynierskich. W ten sposob do-
chodzimy do zagadnien badania bezpieczenstwa w geotechnice i oceny ryzyka,
ktore stato si¢ przedmiotem zainteresowania wielu badaczy. W ramach miedzy-
narodowej organizacji ISSMGE (International Society for Soil Mechanics and
Geotechnical Engineering) powstaty komitety techniczne, w ktorych pracuje
si¢ nad zagadnieniami bezpieczenstwa. Dwa najwazniejsze z nich to TC 205
(Safety and Serviceability in Geotechnical Design) oraz TC 304 (Engineering
Practice of Risk Assessment and Management). Zagadnienia bezpieczenstwa
zawarte sg takze w przeznaczonym dla geotechnikéw Eurokodzie 7 (PN-EN
1997-1:2008). Jednym z podstawowych ,,narz¢dzi” stuzacych ocenie bezpieczen-
stwa sg metody probabilistyczne, ktére opieraja si¢ na teorii prawdopodobienstwa
oraz teorii funkcji losowych. W ramach tych teorii powstata gataz wiedzy zwana
niezawodnoscig konstrukeji (structural reliability). Wypracowata ona rozmaite mia-
ry bezpieczenstwa, sposrod ktorych zasadnicza rolg odgrywajg prawdopodobienstwo
awarii oraz wskaznik niezawodnosci. Migdzynarodowy komitet normalizacyjny
(ISO) wydat takze norme poswigcona zagadnieniom niezawodnosci pt. General
principles on reliability of structures (ISO 2394, 1998). Nalezy odnotowac, ze
w 2015 roku ukazato si¢ czwarte wydanie tejze normy, a w nim (po raz pierwszy)
zatgcznik (Annex D) poswigcony zagadnieniom niezawodnosci. Autor tego za-
tacznika, Kok Kwang Phoon — byly przewodniczacy komitetu TC 304 — sformu-
towal w nim kilka, jego zdaniem, najistotniejszych aspektow, ktore odrozniajg
oceng niezawodnosci w geotechnice w stosunku do oceny niezawodnosci innych
obiektow inzynierskich. Wsréd nich jako najistotniejsze wskazano nastepujace.



— Duze wartosci wspétczynnikow zmiennosci (v, ) parametréw gruntu.

— Niejednoznacznos¢ wspotczynnikdw zmiennosci parametrow podtoza po-
legajaca na tym, ze ich zakres moze zmienia¢ si¢ w zaleznosci od procedu-
ry wyznaczania danego parametru.

— Wiasciwosci podioza roznigce si¢ pomiedzy soba w zaleznosci od miejsca
badan in situ. Implikuje to konieczno$¢ wyjatkowej starannosci w analizie
statystyczne;j.

— Koniecznos¢ uwzglednienia korelacji przestrzennej danego parametru, ktory
jest oznaczany na podstawie badan z kilku otworéw. Moze to skutkowaé
zmniejszeniem wspoélczynnika zmienno$ci parametru, a w konsekwencji
wzrostem wskaznika niezawodnosci.

Do powyzszych aspektow, a przede wszystkim do ostatniego z nich, odnosi
si¢ tematyka niniejszej monografii. Teoria pdl losowych jest postrzegana jako
jedno z najbardziej adekwatnych narzedzi modelowania przestrzennej zmienno-
sci wlasciwosci gruntu i generalnie zmiennosci parametréw podfoza. Monogra-
fia koncentruje si¢ na zagadnieniach nosnosci posadowienia bezposredniego.
Omawiane s3 dwa gléwne podejscia. Pierwsze z nich to oszacowanie na pod-
stawie mechanizmow kinematycznych, gdzie zastosowanie teorii pdl losowych
prowadzi do usrednionych parametrow umozliwiajacych lepsza, w stosunku do
modelowania pojedynczymi zmiennymi losowymi, ocen¢ miar niezawodnosci
zwigzanych z nosnoscig fundamentéw bezposrednich (rozdziat 4). Drugim po-
dejsciem sg oszacowania uzyskane poprzez zastosowanie losowej metody ele-
mentow skonczonych (Random Finite Elelent Method — RFEM) — rozdziat 5. Jak
pokazano w koncowym rozdziale, z obydwu podejs¢ wynikaja okreslone meto-
dy kalibracji wartosci charakterystycznych lub obliczeniowych (rozdziat 6). Na
poczatku monografii znajduje si¢ rozdzial, w ktérym podano podstawowe poje-
cia i metody teorii pdl losowych, uzyteczne w dalszej cze$¢ monografii, a takze
w dalszych badaniach poruszanego tematu (rozdziat 2). Zawarto tam tez nowe
(nigdzie jeszcze niepublikowane) oszacowania autora, dotyczace transformacji
skali fluktuacji. W rozdziale 3 zawarto informacje dotyczace modelowania pro-
babilistycznego w geotechnice.






2. Wybrane zagadnienia
teorii pol losowych

2.1. Podstawowe definicje i fakty

Definicja 2.1. Niech (Q, Zq, P) bedzie przestrzenig probabilistyczna, przy czym
Y 0znacza o-ciato zbioréw Q; k-wymiarowym polem losowym X (w, x) nazywa
sic dowolng funkcje X : Qx U — R¥, U  R” taka, ze dla kazdego x, € R" funk-
cja X(@,x9):Q — R* jest funkcja mierzalng (wektorem losowym — Gichman
i Skorochod, 1968). Przy ustalonym x,€ U funkcje X(@, Xo):Q — R* nazywa-
my stanem pola, za$ przy ustalonym @, € Q funkcje X(@y, x): R_” — R* nazy-
wamy realizacjg pola.

W szczegolnoscei, gdy k = n = 1, otrzymujemy proces stochastyczny. W przy-
padku k = 1, dla ustalonego punktu x, € U c R”, X(, x,) jest pojedynczg zmien-
ng losowa. Jako zamiennego okreslenia dla pola losowego uzywa si¢ tez pojgcia
funkcja losowa. W niniejszej monografii konsekwentnie bedzie uzywane okre-
slenie pole losowe, a to ze wzgledu na powszechne stosowanie takiego nazew-
nictwa w zastosowaniach zwigzanych z geotechnika. Z definicji wynika, ze pole
losowe moze by¢ traktowane jako pewna rodzina zmiennych losowych indek-
sowana parametrem x € Uc R”. Wymiar n jest wymiarem obszaru, na ktérym
okreslone jest pole. W dalszym ciggu rozwazania ograniczone b¢da do wymiaru
n < 3 (obszary jedno-, dwu- i trojwymiarowe), cho¢ w niektorych przypadkach
uogolnienia na wigksza liczb¢ wymiarow sg oczywiste. Ogolnie pola losowe mo-
g3 by¢ definiowane jako funkcje o wartosciach zespolonych. Jednak ze wzglgdu
na specyfike zastosowan w niniejszej monografii rozpatrywane bedg jedynie pola
losowe o wartos$ciach rzeczywistych.

Dla opisu pola losowego kluczowe jest pojecie rozktadu skornczenie wymia-
rowego.
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Definicja 2.2. Niech X (w, x) bedzie polem losowym, niech ponadto (X, Xa, ..., X, )
eR"xR", meN bedzie dowolnym skoficzonym ciggiem punktow z R”. Laczny
rozklad prawdopodobienstwa wektora losowego (X (@, %), X(@,%5)..., X(@, X, ))
nazywamy skonczenie wymiarowym rozktadem pola losowego X (w, x).
Petna informacja probabilistyczna o polu losowym znana jest wowczas, gdy
znane s3 wszystkie rozkfady skonczenie wymiarowe. W wielu zastosowaniach
pol losowych taka informacja bywa niedostgpna. Wtedy, analogicznie jak w przy-
padku pojedynczych zmiennych losowych, ograniczamy si¢ do charakterystyk
momentowych pola losowego. | tak, jesli przyja¢ zatozenie, ze rozktady skon-
czenie wymiarowe posiadaja skonczone wariancje (skrétowo — pole losowe jest
polem o skonczonej wariancji), to najczesciej stosowanymi ,,narzedziami” opisu
pola losowego s3: funkcja wartosci oczekiwanej (wartosci $redniej)
m:R”" >R, m(x):E[X(a),x)J 2.1
oraz funkcja kowariancji pola
COV:R"xR" >R,
(2.2)
COV (x,,x,) = E{[ X(@,%) - E[X(@,x))] || X(@,x,) - E[X(@,%,)]]}.

W szczegolnoscei, jesli we wzorze (2.2) przyjaé x; = X, = X, otrzymujemy
wariancje pola

VAR:R" >R,

VAR (x)= E{[X(a), x) - E[X(a),x)]]z} = B[ X*(0,%) |- {E[X(@,9)]} . @)

Réwnowaznie, zamiast funkcji kowariancji pola, uzywa si¢ funkcji korelacji
pola, nazywanej tez funkcja autokorelacji pola, ktorag definiuje sie wzorem

B COV(xl,xz)
VAR (x/)VAR (x5)

Fakt 2.1. Niech pole X(w, x) bedzie polem o skonczonej wariancji. Wowczas

p(x1,%2) 2.9

prawdziwe s3 nastgpujace wlasnosci funkcji kowariancji tego pola:
— symetria

VX, X, COV(x,,xp }=COV(x,,X, ), (2.5)

— nierOwnos¢ Schwarza

[COV(x1,%,)| <\ VAR (x;)/ VAR (x;), (2.6)
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— nieujemna okreslonos¢
VneNVx,,...,x,eR"Vay,...,a,eR ia,aj COV(x,x;)>0. (2.7)
i,j
Dowdd: wiasnos¢ symetrii wynika bezposrednio z okreslenia funkcji kowarian-

cji (2.2). Nastegpna wlasnos¢ jest konsekwencja nastgpujacej nierownosci Schwarza
prawdziwej dla funkcji catkowalnych z kwadratem (Leja, 2018):

[ <[] (2.8)

Traktujac wartos¢ oczekiwang jako catke wzgledem miary P w przestrzeni pro-
babilistycznej (€2, Z, P) i stosujac nierownosé (2.8), otrzymuje sie

‘E[X(a), X a) x2 \/E a) xl \/E a) x2 (2.9)

Ostatnia nierdwnos¢ pozostaje prawdziwa, jesli zastapi¢ zmienng losowa X((o, xl)
przez zmienng losowa [X(a), X )— E[X(a), X, )ﬂ, za$ zmienng losowa X (@, X, )
przez zmienng losowa [X(a), X;)— E[X((o, X; )H Nastepnie, po uwzglednieniu
definicji kowariancji (wzor (2.2)) oraz wariancji (wzor (2.3)) otrzymuje si¢ nie-
rownosé (2.6).

Aby wykaza¢ nieujemng okreslonos¢ funkcji kowariancji, wybierzmy do-
wolnie ciag ay, ..., a, liczb rzeczywistych oraz cigg punktéw xj, ..., x, € R".

Okreslmy nowa zmienng losowg Y = Za,- X(®, x;). Oczywiscie wariancja zmien-
i=1
nej Y jest liczba nieujemna:

VAR(Y)>0. (2.10)

Z drugiej strony

VAR(Y)= E{[Y— E[Y]]z} = E{[Zla X(a, xi)—gai E[X(a, x,»)]} }:
=% N a E{[X (@, %)~ E[X(@,%)]][ X(,x,) - E[X(e,x;)]]} =

i=l j=I
=Y Y aa; COV(x;,x;). 2.11)
=l j=1
Zatem nierownos¢ (2.7) wynika z zastosowania nierownosci (2.10) do ostatniego
elementu roéwnania (2.11), co konczy dowad.
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Warto zauwazyc¢, ze zerowa warto$¢ wariancji we worze (2.10) ma miejsce
tylko w przypadku zmiennej losowej skoncentrowanej w jednym punkcie z praw-
dopodobienstwem jeden. Zatem w znakomitej wigkszosci przypadkéw nierow-
nos¢ we wzorze (2.7) jest ostra, czyli funkcja kowariancji jest okreslona dodatnio.

W dalszych rozdziatach, dla uproszczenia notacji, pola losowe X (w, x) beda
oznaczane przez X (x) lub po prostu przez X, wzglednie przez inne wielkie litery.

2.2. Warunki zgodnosci

Jak wskazano w poprzednim podrozdziale, pole losowe jest pewng rodzing
zmiennych losowych. Takie podejscie wymaga jednak uscislenia dotyczacego
Jednoznaczno$ci. Zauwazmy, ze zgodnie z teorig prawdopodobiefistwa skon-
czony cigg zmiennych losowych X(x;), X(xy), ..., X(x,) jest catkowicie scha-
rakteryzowany przez ich rozktad taczny lub ich tgczng dystrybuante:

F(xi, X2, ...y x,,):P{X(x])<xl,X(x2)<x2,...,X(x,,)<x,,}. (2.12)

Powstaje jednak pytanie, jak opisa¢ wzajemne zwigzki nieskonczonej ilosci
zmiennych losowych. Naturalnym podejsciem jest tu przyjecie zatozenia, ze
wszelkie mozliwe zaleznosci probabilistyczne okreslone sg migdzy dowolnym
skonczonym zbiorem zmiennych losowych

X(x1), X(x2), ..., X (x2), (2.13)

gdziex;e UcCR"i=1,2,...,m;n=1,2, ... Zatem pole losowe X (x) okreslo-
ne jest przez rodzine rozktadow

F,‘I,xz‘_,,x"(xl,xz, . x,,), (2.14)
x;,e UcR%i=1,2,...,mn=1,2,.. Kazda dystrybuante (2.14) interpretuje
si¢ jako dystrybuantg ciggu zmiennych losowych (2.13). Sg to rozktady skoncze-

nie wymiarowe pola losowego (tak jak podano w definicji 2.2). Taka interpretacja
jest mozliwa, gdy rodzina rozktadow (2.14) speinia dwa nastepujace warunki:

Fx,.xz,...,,,,x,,,|,x,,¢3,...,x,,+,, (xl 5X25 ey Xy, 100, ..o, +°O) = FX[,X: ..... Xn (xla X35 000 Xp )’ (2 ] 5)

FX],Xg svss Xy (xb X2 eees xn) = Fx” X 5o iy (xip xig, ceey xi,, )7 (2]6)



21

gdzie iy, iy, ..., i, jest dowolng permutacja wskaznikow 1, 2,...,n, ...,n + p.
Koniecznosé powyzszych warunkéw wynika z nastgpujacych rownosci:

X0 X X1 Xms 2k p (xl, vy Xy 00, ,+oo) =
:P{X(x|)<x1,...,X(x,,)<x,,,X(xn+])<+oo,...,X(xn+p)<+oo}:
:P{X(xl)<x,,...,X(x,,)<x,,}:Fxl,x:_m,,‘” (x,,xg,...,xn), 2.17)
F(xi, %20, X, ) =
:P{X(x|)<x,,...,X(x,,)<x,1}=P{X(x,-l)<x,,,...,X(xin)<x,- }:

= Fyy xn oo, (Xiis Xins s X, ) (2.18)

Powyzsze argumenty prowadza do rownowaznej definicji pola losowego.
Definicja 2.3. Polem losowym X (x) okreslonym na obszarze x € U c R" i przyj-
mujgcym wartosci rzeczywiste nazywamy rodzing rozktadéw (2.14) spetniajaca
warunki zgodnosci (2.15) 1 (2.16).

2.3. Stacjonarne pola losowe

Jak zaznaczono w rozdziale pierwszym, w niniejszym opracowaniu uwaga skon-
centrowana bedzie na stacjonarnych polach losowych, ktérych definicja podana
jest ponize;j.

Definicja 2.4. Niech h € U c R" bedzie elementem obszaru, na ktorym okreslo-
ne jest dane pole losowe X(x). Niech ponadto F i, x, (%1, X2,..., X, ) bedzie
dowolnym skonczenie wymiarowym rozktadem tego pola, przy czym n jest
dowolng liczbg naturalng. Pole losowe X(x) nazywamy stacjonarnym (stacjo-
narnym w wezszym sensie), jesli spetnia ono warunek

Fx|+h.x2+h..,.,x,,+h (xla X2y o0y Xp ) = Fx| \X2 e X (X|, X2y 0005 Xp ) (2I 9)

Warunek stacjonarnos$ci (2.19) oznacza, ze rozktady skonczenie wymiarowe sg
niezmiennicze ze wzgledu na translacje (translacyjnie niezmiennicze).

W przypadku niepetnej informacji, tj. gdy rozklady skonczenie wymiarowe
nie s3 znane, a dostgpna jest jedynie funkcja wartosci $redniej oraz funkcja ko-
wariancji, uzyteczne jest pojecie stacjonarnosci w szerszym sensie (stabej sta-
cjonarnosci), ktére mozna okresli¢ w nastepujacy sposob:



22

Definicja 2.5. Niech pole losowe X(x) begdzie polem o skonczonej wariancji.

Pole X (x) nazywa si¢ polem stacjonarnym w szerszym sensie, jezeli:

a) VxelU m(x)=m=const, czyli funkcja wartosci sredniej jest stala na ca-
tym obszarze okreslonosci pola;

b) dla dowolnego h € U

Vx,Xx,  COV(x, +h,x, +h)=COV(x,,x,). (2.20)

Drugi warunek oznacza, ze funkcja kowariancji jest translacyjnie niezmiennicza,
a zatem zalezy jedynie od réznic poszczegolnych wspotrzednych. W przypadku
obszaru trojwymiarowego warunek (2.20) mozna zapisa¢ w postaci

COV(xl,xz,yl,yz,zl,zz ) = COV(x2 — XV = V24 ) =
= COV (Ax, Ay, Az). 221

Réwnanie (2.20) wskazuje, ze jesli pole jest stacjonarne w szerszym sensie,
to liczba zmiennych niezaleznych w funkcji kowariancji redukuje si¢ o potowg.
W szczegolnym przypadku obszaru tréjwymiarowego (2.21) funkcja kowariancji
jest funkcja tylko trzech zmiennych (zamiast szesciu), a w przypadku obszaru
jednowymiarowego — funkcja jednej zmiennej. Jak tatwo zauwazy¢, wiasnosé
(2.20) implikuje, ze wariancja stacjonarnego w szerszym sensie pola losowego
jest stata w kazdym punkcie obszaru U. W zwiazku z tym funkcja korelacji pola
(2.4) przybiera nastepujaca postac:

COV(X], X2)

p(xl,xz)z 2
X

. (2.22)
Oczywiscie dla pola o skonczonej wariancji stacjonarno$¢ w sensie wezszym
implikuje stacjonarno$¢ w sensie szerszym, ale nie odwrotnie.

Jako alternatywna do funkcji kowariancji charakterystyke stacjonarnego pola
losowego stosuje si¢ transformate Fouriera S funkcji kowariancji, ktora nazywa-
na bywa gestosciag widmowa (spektralng) funkcji losowej (Gikhman i Skorohod,
1977; Papoulis, 1972; Wentzel, 1980). Transformata Fouriera oraz transformata
do niej odwrotna daja nastgpujace zaleznosci pomigdzy funkcja kowariancji a jej
gestoscig widmowa:

COV(Ax,Ay,Az) = IJIS(K‘ ,K2,K3)cos (K AX + Ay + K3 A7 ) dKid ko d i, (2.23)
R3



23

S(K]5K2,K3):

1 H COV (Ax, Ay, Az)cos(KkiAx + KAy + k3A2)dAxd Ayd Az (2.24)
(27[)3 R?

Wzory (2.23) oraz (2.24) znane sa w literaturze (Yardenko, 1983) jako rela-
cje Wienera—Chinczyna. Ggstosci spektralne s3 waznym narzg¢dziem stosowa-
nym w zagadnieniach dynamiki stochastycznej (Sniady, 2000). W dalszej czesci
tego opracowania uzywane beda przede wszystkim funkcje kowariancji lub ko-
relacji pola.

Ponizej rozpatrywane beda jedynie pola losowe o skonczonej wariancji, kto-
re sg stacjonarne w szerszym sensie.

Kolejnym uproszczeniem modelu matematycznego jest przyjecie zalozenia
o separowalnosci pola.

Definicja 2.6. Stacjonarne w szerszym sensie pole losowe X(x) jest separowal-
ne, jezeli jego funkcja kowariancji daje si¢ przedstawi¢ w nastepujacej postaci:

COV(x,y)=(COV),(x,-3)-(COV),(x,~¥,)-...«(COV) (x,-»,),(2:25)

gdzie X =(xi,..., Xn ), ¥ =(¥1>--» Yn ), za$ (COV), (x,~ 3;),i=1,2, ..., n jest funk-
cja kowariancji ,,w kierunku i”.

Oczywiscie poszczegdlne funkcje kowariancji (COV). (xi - y;),i =1, 2y.m
sa funkcjami jednej zmiennej. Whasno$¢ separowalnosci pozwala na analizg
struktury korelacyjnej pola w kazdym kierunku z osobna za pomoca n funkcji
jednej zmienne;j.

Specjalng klaseg stacjonarnych pol losowych stanowig pola izotropowe.
Definicja 2.7. Stacjonarne w szerszym sensie pole losowe X (x) jest izotropowe,
jezeli jego funkcja kowariancji ma posta¢

COV(xy)=f(fx-y

): (2.26)

gdzie fjest funkcja nieujemnie okreslong, zas ”” oznacza norme Euklidesowa w R”.

Podobnie jak w przypadku ogdlnym nieujemna okreslono$¢ funkcji f jest
warunkiem koniecznym do tego, aby ta funkcja byta funkcja korelacji stacjo-
narnego (w szerszym sensie) pola losowego. Oznacza to, ze dla dowolnych liczb
¢;, ¢; oraz dowolnych punktow x;, x; spetniony jest warunek

ic,-c_,f(x,-—x_,—))O. (2.27)
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Matern (1960) wykazal, ze w funkcja kowariancji pola izotropowego, kto-
rego obszar okreslonosci zawiera si¢ w R” musi spetnia¢ warunek

cov(x,y)=f(|x-y|)> —%. (2.28)

Twierdzenia dotyczace warunkow dostatecznych na to, aby funkcja f byta
funkcjg korelacji izotropowego pola losowego, mozna znalez¢ np. w monografii
Gichmana i Skorochoda (1968). Pola izotropowe sa polami, w ktorych funkcja
kowariancji jest funkcja tylko jednej zmiennej i zalezy jedynie od odlegtosci
punktow w obszarze. Jest oczywiste, ze separowalnos¢ nie implikuje izotropii
pola. Ale i na odwrot — nie kazde pole izotropowe jest separowalne.

2.4. Przyklady struktur korelacyjnych pél losowych

Na podstawie informacji podanych w poprzednich podrozdziatach tatwo za-
uwazy¢, ze bardzo istotng charakterystyka pola jest to, w jaki spos6b zmienne
losowe odpowiadajgce poszczegdlnym punktom obszaru sg ze sobg powigza-
ne. Informacja ta jest oczywiscie zawarta w postaci rozktadow skonczenie
wymiarowych. Jesli jednak posta¢ rozktadéw skonczenie wymiarowych nie
jest znana, to zrédtem tej informacji jest tzw. struktura korelacyjna pola, cha-
rakteryzowana przez funkcj¢ kowariancji pola. W przypadku pél stacjonar-
nych, w ktérych wariancja jest stata, prosciej jest postugiwaé si¢ funkcjg kore-
lacji pola (2.22). Ponizej podano kilka przyktadow czesto stosowanych funkcji
korelacji. Na poczatku rozpatrzone bgda pola, ktorych obszar okreslonosci jest
jednowymiarowy.

Przyklad 2.1. Jako pierwszy przyktad warto wymieni¢ funkcje losowg zwa-
ng ,idealnym biatym szumem”, ktorg mozna uwazaé za najprostszy przyktad
pola losowego. Pole to, oznaczane dalej jako X(f), t € R, sklada si¢ z nie-
skoniczonych ciggéw niezaleznych zmiennych losowych o jednakowych roz-
ktadach, okreslonych dla kazdego f, co oznacza, ze kazda ze zmiennych X; =
= X(1), Xo = X(tp), ..., X» = X(t,), ... ma jednakowy rozklad jednowymiarowy
o dystrybuancie Fx(x). Z zalozenia o niezaleznosci wynika, ze dystrybuanta
rozktadu tacznego jest iloczynem dystrybuant rozktadow brzegowych (Feller,
2008), czyli

Pt Koo {0 5% 159 s ) = Fy(x)-Fx(x2) .o Fx(x,)-...  (2:29)
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Korelacja w tym polu, czyli korelacja pomigdzy zmiennymi losowymi X(#,)
i X(1,), okreslonymi w punktach ¢, oraz t,, jest nast¢pujaca:

1 dla Ar=0,
p(|t|—t2|)=p(At):{ @A (2.30)

0 dla Ar#0.
Mozna wykaza¢, ze wariancja w takim polu nie moze by¢ skonczona (Fenton
i Griffiths, 2008) tylko wowczas, gdy poszczegdlne zmienne losowe X(7) przyj-
muja stalg warto$¢ z prawdopodobienstwem 1.
Zatem funkcja kowariancji w $cistym formalnym sensie nie jest okreslona.
Czesto jednak przedstawia si¢ ja postugujac si¢ ,,intuicyjnym” (jak to czgsto
robig fizycy) rozumieniem dystrybucji Diraca &(x):

COV(Ar)=GoS(Ar), (2.31)

gdzie G jest pewna stala.

Oznacza to, ze w powyzszym polu zmienne losowe odpowiadajace dwom
dowolnie bliskim punktom s3 nieskorelowane. Nie jest to sytuacja realistyczna
z punktu widzenia modelowania w geotechnice. Jednak pola te mozna w sposéb
tatwy i efektywny symulowa¢ numerycznie, a nastgpnie uzywac¢ do symulacji
innych pol losowych (Fenton i Griffiths, 2008). Dlatego tez warto zwroci¢ na-nie
uwage w niniejszej monografii. Bialy szum pojawi si¢ w podrozdziale 2.10,
gdzie bedzie zastosowany w konstrukcji algorytmu LAS.

Przyklad 2.2. Innym prostym przyktadem funkcji korelacyjnej jest tzw. funkcja
trojkatna:

—MJ dla |Ax| <a,
(2.32)

0 dla \Ax‘ >aq.

gdzie a jest dodatnig liczbg charakteryzujaca ,,sit¢ korelacji”. W tym przypadku
korelacja zanika, gdy punkty w obszarze s3 odlegle od siebie o warto$¢ a lub
wiekszg niz a.

Przyklad 2.3. Jesli korelacja zanika dopiero przy bardzo duzych odlegtosciach
(,,w nieskonczonos$ci”), to mozna zastosowac funkcj¢ zanikajaca potggowo,
0 postaci

3
a

Cov(m):m.

(2.33)
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Podobnie jak w poprzednim przyktadzie a jest dodatnim parametrem okre-
Slajacym stopien skorelowania zmiennych w polu. Stopien wykfadnika moze
by¢ tez inny niz 3.

Przyklad 2.4. Do modelowania szybszego niz w poprzednim przyktadzie zaniku
korelacji uzywa si¢ funkcji wyktadniczej. Najczesciej ma ona postaé

p(Ax):exp(—a|Ax'). (2.34)

Powyzsza funkcja bywa nazywana funkcja korelacji Markowa, gdyz jest
ona funkcjg korelacji tzw. procesow Markowa (Fenton i Griffiths, 2008; Feller,
2008; Chung, 1974). Procesy Markowa sa to funkcje losowe, ktore spetniajg
zaleznos¢

P{X (1) < x[X (1) X (10 ) X (102 ) oo X (1)} = P{X (1) < x| X (1)} . (2.35)

w ktorej prawdopodobienstwo po lewej stronie rownosci jest prawdopodobien-
stwem warunkowym.
Powyzsza identycznos¢ rozktadow warunkowych (zwang tez wiasnoscig

Markowa) mozna interpretowa¢ w ten sposob, ze ,,przyszto$¢” zalezy jedynie
od ,stanu terazniejszego” (lub najpdzniejszego stanu przesztego), a nie od
wszystkich stanéw przesztych. Wiasnos¢ Markowa bywa stosowana w mode-
lowaniu wielu proceséw losowych, takze inzynierskich (Benjamin i Cornell,
1977). Oczywiscie stosowanie funkcji korelacji w postaci (2.34) nie ogranicza
si¢ jedynie do procesoéw Markowa. Innym przykiadem sg tzw. procesy (mode-
le) autoregresyjne (Box i Jenkins, 1983), tj. procesy bedace rozwigzaniem
liniowego stochastycznego rownania rézniczkowego o postaci

dX(1)
dt

¢ +aX(t)=W(t), (2.36)
gdzie W(7) jest idealnym biatlym szumem, za$ c i a statymi rzeczywistymi. Moz-
na udowodni¢ (Fenton i Griffiths, 2008), ze rozwigzanie tego rownania ma funk-
cj¢ korelacji o postaci

p(Ax) :exp[—an, (2.37)
C

a wigc analogiczna do (2.34). Rozwigzanie, o ktorym mowa powyzej, w fizy-
ce nazywa si¢ procesem Ornsteina-Uhlenbecka i jest modelem klasycznego
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ruchu Browna. Nalezy odnotowa¢, ze funkcje korelacji (2.34) i (2.37) nie po-
siadaja pochodnej w punkcie Ax = 0, co czasem stanowi komplikacj¢ w obli-
czeniach.

Przyklad 2.5. Aby unikng¢ niedogodnosci z brakiem pochodnej w punkcie ,,ze-
ro”, mozna zastosowac tzw. gaussowska funkcje korelacji o postaci

p(ax)=exp(-a(Ax)’), (2.38)

ktorej zastosowanie bedzie pokazane w rozdziale 4 tej monografii.
Przyklad 2.6. Za praca Rackwitza (2000) podano ponizej trzy dalsze przyktady
funkcji korelacyjnych uzyteczne przy modelowaniu proceséw losowych:

p(Ax) = exp(-alAx|)[ 1+alAx| ], (2.39)
p(Ax)= exp(—a[Ax')cos(be), (2.40)
p(Ax)=exp(—a|Ax|)J (bAx). (2.41)

W powyzszych wzorach a > 0 i b > 0 sg parametrami pola, J, oznacza funkcj¢
Bessela pierwszego rodzaju rzg¢du 0.

Ponizej podane sg przyklady funkgji korelacyjnych dla przypadku, gdy pole
losowe okreslone jest na obszarze dwuwymiarowym.
Przyklad 2.7. Przez analogie do funkcji (2.34) okresla si¢ funkcj¢ korelacji typu
Markowa:

p(Ax,Ay)= exp(—(al |Ax| + a \Ayi)) = exp(—al |Ax|)exp(—a2 |Ax

), (242

gdzie a; oraz a, sg statymi dodatnimi. Warto zauwazy¢, ze nawet w przypadku
a; = a, funkcja ta nie jest funkcja korelacji pola izotropowego, co ilustruje rysu-
nek 2.1.

Natomiast pole stacjonarne z funkcja korelacji postaci (2.42) jest polem se-
parowalnym.
Przyklad 2.8. Aby funkcja korelacji typu Markowa byta funkcjg korelacji pola
izotropowego musi by¢ funkcja jednej zmiennej — odleglosci pomiedzy punkta-
mi obszaru okreslonosci pola, co daje nastgpujacg postac:

oAt :exp(—a ((axy +(Ay)2)), (2.43)
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ale powyzsza funkcja nie jest juz funkcjg pola separowalnego. Wykres tego typu
funkcji pokazano na rysunku 2.2.

1.0

[
!
%
|

p(Ax.Ay)

Rys. 2.1. Wykres funkcji korelacji typu Markowa (wzor (2.42)), a; = a, = a;

Rys. 2.2. Wykres funkcji korelacji typu Markowa pola izotropowego (wzér (2.43)), a = 2
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Przyklad 2.9. W rozdziale 5 stosowana bedzie funkcja korelacji bedaca ogol-
niejszg postaciag funkcji (2.43), a mianowicie

p(Ax,Ay):exp(— ((ale)2 +(a2Ay)2)j. (2.44)

Funkcja ta w przypadku a; = a; jest identyczna z (2.43). Natomiast w przypadku
a) # a, przestaje by¢ funkcja pola izotropowego. Gdy a; # a,, struktura korela-
cyjna bywa nazywana struktura elipsoidalna. Funkcja (2.44) nie jest tez funkcja
pola separowalnego.

Analogiczne przyktady dotycza funkcji korelacji typu gaussowskiego.
Przyklad 2.10. Funkcja korelacji typu gaussowskiego ma postac

P(Ax, Ay) = exp(—(a, (Ax) +ay (A’ )) (2.45)

Jak tatwo zauwazyé, pole, ktorego struktura korelacyjna charakteryzowana jest
przez funkcje (2.45), jest polem separowalnym. W przypadku a; = a; pole staje
si¢ izotropowe.

Uogolnienie na obszary o wyzszych wymiarach odbywa si¢ analogicznie jak
przejscie z obszaréw jednowymiarowych na dwuwymiarowe. I tak separowalna
struktura korelacyjna ma postac

p(A%) = 1 (An) o2 (Axy )+ (Ax,). (2.46)

W przypadku modelu Markowa

pi(Ax;) = exp('ai \Axi

), i=1,2,..,n, (2.47)
za$ w przypadku modelu gaussowskiego
pi(Ax)=exp(-a;(An)'), P12 (2.48)

Natomiast elipsoidalny model Markowa ma funkcj¢ korelacji o postaci

p(x) :exp(—\/((a]Axl ¥ - {aghn P+ + (o, A, )2)). (2.49)

Modelowanie wielu wlasciwosci jednoczesnie wymaga zastosowania wie-
lowymiarowego pola losowego, ktorego kolejne sktadowe (komponenty) odpo-
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wiadajg poszczegolnym wiasciwosciom. W zastosowaniach do probleméw inzy-
nierskich petna informacja probabilistyczna, w postaci skonczenie wymiaro-
wych rozktadow tacznych, najczesciej nie jest dana z powodu braku mozliwosci
statystycznej weryfikacji zalozen. Czgsto jednak istnieje pewna informacja na
temat wzajemnej korelacji poszczegolnych wiasciwosci. Wowczas poszczegdine
sktadowe pola wektorowego powinny byé¢ w analogiczny sposéb skorelowane.
Zatem jezeli (Xl (x1),X2(x2), .., X,,,(x,,,)) jest m-wymiarowym polem loso-
wym stacjonarnym w szerszym sensie, okreslnym na n-wymiarowym obszarze
U c R’ to struktura korelacyjna takiego pola jest scharakteryzowana przez m
funkcji korelacji pxi(Ax), ktore odpowiednio s3 funkcjami autokorelacji pol
Xi(x),i=1,2,...,n oraz m(m—1) funkcji pxx,(Ax), bedacych funkcjami kore-

lacji wzajemnej pomiedzy polami X,-(xi) oraz X‘,-(x_, )

2.5. Skala fluktuacji

Miarg szybkosci zmiennosci stacjonarnego pola losowego X jest promien kore-
lacyjny, zwany tez skalg fluktuacji (Vanmarcke, 1977), odlegloscig korelacyjna,
dtugoscig korelacyjng. W przypadku jednowymiarowym okresla sie go jako
catke¢ z funkcji korelacji pola, zatem

2 7 K I
HX:?jcov(Ax)dAx=2ij(Ax)dAx:?nsX(o), (2.50)
0 0

przy czym Sy jest gestoscig spektralng tegoz pola (wzor (2.24)). Dla wielu cze-
sto uzywanych w zastosowaniach funkcji kowariancji skale fluktuacji mozna
interpretowa¢ jako miar¢ obszaru, w ktorym wiasnosci fizyczne sg silnie skore-
lowane. Podstawiajac do wzoru (2.50) rozne postaci funkcji korelacji otrzymuje
si¢ wartosci skali fluktuacji dla charakteryzowanych przez nie struktur korela-
cyjnych pola. Ponizej podano kilka rezultatow dla przyktadéw opisanych w pod-
rozdziale 2.4, przy czym dolne indeksy odnoszg si¢ do numeréw wzoréw okre-
slajacych funkcje korelacji w podrozdziale 2.4.

a
n b b
:m’ 041 = ;exP[_gjjo[gj- (2.51)
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W przypadku, gdy obszar, na ktorym okreslone jest pole X, jest podzbiorem
R” lub R’. skale fluktuacji nalezy odnie$é¢ do kierunku, w ktérym obserwuje si¢
zmiany pola. Jest to istotne zwlaszcza wtedy, gdy analizowane pole nie jest izotro-
powe. W przypadku dwuwymiarowym kierunek zmian pola, poczynajac od punk-
tu (Xo, ¥, ), mozna okresli¢ poprzez parametryczne rownanie prostej /(x(¢), y(1)):

x(t)=xy+at,  y(t)=y,+pt, teR, (2.52)

w ktorym a i S sa wspdtczynnikami okreslajagcymi kierunek prostej, niebeda-
cymi réwnoczesnie zerami. Nastgpnie, przez analogi¢ do wzoru (2.50) mozna
okresli¢ skale fluktuacji w kierunku (o, B) jako

1
Ox(a) = ;{ COV (1(x,y))di = ! px (1(x.y))dl. (2.53)

W powyzszym wzorze obie catki rozumiane sa jako catki krzywoliniowe (niezo-
rientowane) wzdhuz prostej /(x(r), y(t)). Korzystajac z twierdzenia o zamianie catki

krzywoliniowej na zwykla (Leja, 2018), wzor (2.53) mozna zredukowac do postaci

© dx 2 d 2
‘9x(a,ﬁ):2£Px(1(x(’)ay(’))) (Ej +(7);j dr =
~2a 5 1 (s ety Br) =2 B pat, ), (259
0 0

o ile catka z lewej strony wzoru (2.54) istnieje (jest zbiezna). Ostatnia z rowno-
$ci w zaleznosciach (2.54) prawdziwa jest dla pol stacjonarnych.

W przypadku tréjwymiarowego obszaru okreslonosci postepuje si¢ analo-
gicznie. Réwnanie kierunkowe prostej l(x(t), y(1), z(t)) ma postaé

x(t)=xo+at, y(t)=yo+pt, z(t)=zy+ A, 1R, (2.55)

co prowadzi do nastgpujacego wyrazenia dla skali fluktuacji:
Oapay=20N0"+ P+ 27 _[px(xo +at,y,+ Ptyzy+ At)dt =
0
=2\Ja% + B>+ A% [ py(at, Bt At)dt. (2.56)
0

gdzie podobnie jak poprzednio konieczna jest zbiezno$¢ powyzszej catki.
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2.6. Pola gaussowskie i ich transformacje

Definicja 2.8. Pole losowe X(x) nazywa si¢ gaussowskim, gdy dla dowolnego
n=1,2, ... kazdy skonczenie n-wymiarowy rozktad tego pola ma n-wymiarowy
rozklad gaussowski, co oznacza, ze wektor losowy X = (X (x,), X(x,),.... X(x,))

ma taczng gestos¢ prawdopodobienstwa o postaci

b ol e mY e (x - 2.57
oo otan)= o]~ (x-m) € (xom) | 57

gdzie

m =E[X]=(E[X(x,) ], E[X(x,)]..... E[X(x,)]). (2.58)

C=E|(X-m)(X-m)'] (2.59)

jest macierza kowariancji,

Cl jej wyznacznikiem, za$ T oznacza operacj¢ trans-
pozycji macierzy.

Pola gaussowskie sg polami losowymi najczesciej pojawiajgcymi w zastoso-
waniach. Jednak ze wzglgdu na nieograniczono$¢ nosnika rozkiadu gaussowskie-
go nie zawsze nadaja si¢ do modelowania whasciwosci fizycznych materiatow.
Czasem tg trudno$¢ mozna omina¢ wprowadzajac nowe pole losowe uzyskane
z pola gaussowskiego poprzez transformacj¢ postaci

Y (x)=T(X(x)), (2.60)

gdzie X(x) jest polem gaussowskim, zas T : R — R dowolng funkcja mierzalng

(zatozenie mierzalnosci funkcji T wystarcza, aby pole Y byto poprawnie zdefi-
niowane).
W kolejnych rozdziatach tej monografii najczgsciej stosowane bedzie pole

log-normalne (w literaturze polskiej czesto spotyka sie nieco dtuzszg nazwe,
a mianowicie ,,logarytmiczno-normalne” lub logarytmicznie normalne). Pole to
otrzymuje si¢ z pola gaussowskiego X(x) poprzez natozenie transformacji typu

(2.60) o nastgpujacej postaci:

Y(x):exp(X(x)). (2.61)

Mozna udowodni¢ (Crow i Shimizu, 1988), ze jednowymiarowe rozktady
pola Y majg nastepujaca gestosé prawdopodobienstwa:
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2
1 Inx— 4,y
————exp{——| —L| & x>0,
f(x): X0,y N 2T P{ 2[ Oy (2.62)

Parametry y,, oraz o, gestosci prawdopodobienstwa (2.62) wynikajg z re-
lacji (2.61) pomiedzy rozktadami jednowymiarowymi, przy czym g, jest war-
toscig oczekiwang zmiennej X (mozna przyjac¢ oznaczenie InY), bedacej stanem
pola w zadanym punkcie x, za$ o,,, odchyleniem standardowym zmiennej X.
Rozktad prawdopodobienstwa zmiennej X bywa nazywany pierwotnym (pod-
stawowym) wzgledem rozktadu zmiennej Y. W angloj¢zycznej literaturze uzywa
sie okreslenia underlying distribution. Wartos¢ oczekiwana rozkfadu log-normal-
nego oraz jego wariancja przedstawiaja si¢ za pomocg parametrow £, , Oraz o, ,
nastepujaco:

1
E[Y]:/Jy:exp(ﬂlny*'ao-lﬁyj’ (2.63)

0')2/ :,u,z,(exp(crlfly)—l). (2.64)

Poprzez rozwigzanie uktadu rownan (2.63) i (2.64) wzgledem g, oraz o,

otrzymuje si¢ relacje odwrotne:

2
o, = ln[l +%J (2.65)
Y
1
/ulnY:]n(/uY)_EO-liY‘ (2.66)

W zastosowaniach wielowymiarowego rozktadu log-normalnego mozna zaw-
sze postuzy¢ sie podstawowym wzgledem niego rozktadem normalnym. Warto
jednak odnotowacé, jako szczegdlny przypadek, posta¢ dwuwymiarowego roz-
ktadu log-normalnego. Gestos¢ taczna wektora losowego (Y, ¥>) ma w tym przy-
padku postaé

1

2ROy, Oy, 7%

1
v, (x,y)= eXP[—Er—z('{ﬂz—2P|n12'{/1¥/z+!{/22)}

" (2.67)
x>0, y>0,



Inx— g, Iny— 4,y .
gdzie 'z”.z( : y'), ‘1’2=( : ) r* =1=ppiys Przy czym p, jest
Oy, Oy,

wspotczynnikiem korelacji zmiennych InY; oraz InY; . Jesli przez p,, oznaczy¢
wspotczynnik korelacji zmiennych Y, oraz Y», to relacje pomigdzy p,, a p;, sa
nastepujace:

12 \/[exp(o-,iy])—1}[exp(aliyz)_]]
ln(l + A0y Uy, )

\/ln(l +U)2,I )ln(l +Ui)

przy czym vy oraz vy oznaczajg wspotczynniki zmiennosci, odpowiednio zmien-

(2.68)

Pz = > (2.69)

nej losowej Y, oraz zmiennej losowej Y>.
Innym, istotnym dla dalszej czgsci pracy przykfadem jest transformacja typu
tangens hiperboliczny. Zatézmy, ze Xo(x) jest polem gaussowskim o statej $red-

niej rownej 0 i statej wariancji rownej 1. Rozwazmy pole losowe otrzymane
w wyniku nastgpujacego przeksztatcenia:

Y (x)= a+%(b = a){l +tgh [LX"(X)H (2.70)

2r

Pole Y(x) jest polem ograniczonym, ktorego wartosci zmieniaja sic w ograni-
czonym przedziale (a, b) i zaleza od parametréw m oraz s. Mozna pokazaé, ze

gestos¢ prawdopodobienstwa jednowymiarowego rozktadu ma postaé

f(x)= \/Es\(/i;((;)—x)CXP{_é[mn(z:Z}mT}’ #&lab). (2.71)

0, xe(a,b).

Jest to rozktad o nosniku ograniczonym. Parametr m jest parametrem potozenia.
Jesli m = 0, to rozktad jest symetryczny wzgledem srodka przedziatu zmien-

; ; 1 : .
nosci, czyli punktu x‘,:E(a+b). Parametr s decyduje o wariancji rozktadu.

Przyktadowe wykresy funkcji gestosci prawdopodobiefistwa w zaleznosci od
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parametru s pokazano na rysunku 2.3. Warto zwroci¢ uwagge, ze przy wartosci s
bliskiej 5 gestos¢ prawdopodobienstwa zbliza si¢ do gestosci rozktadu jedno-
stajnego (por. rys. 2.3). Dla warto$ci s wigkszych niz 5 wykres gestosci zaczy-
na przypominac liter¢ U. W dalszej czgsci ksiazki bgdzie przyjmowane zatoze-
nie, ze s 6(0,5). Zalezno$¢ pomigdzy wariancja rozktadu a parametrem s nie
daje si¢ przedstawi¢ w zamknigtej postaci. W zwiazku z tym korzysta si¢ z przy-
blizen za pomocg wzoru Taylora. Przyblizenie trzeciego rz¢du daje nastgpujaca
zalezno$¢:

oy = i(b ~a)’E tghz[sz—/\/o—ﬂ ~

T
| [sXo/2a] :
~L(b-a)E M ~Llb-af—=—  @mn
4 | 1+[sX,/2n]" | 4 4’ +s

— 51
seens 522
..... 5=3
..... 5=4

~~~~~ s=5

b

Rys. 2.3. Wykresy funkcji gestosci prawdopodobienstwa postaci (2.71) o no$niku (0, 1)
dla réznych wartosci parametru s

Fenton i Griffiths (2008) zaproponowali dokfadniejsze w stosunku do wzoru
(2.72) przyblizenie, ktore uzyskano na drodze dopasowywania wykresu dla roz-
nych wartosci s €(0,5), mianowicie:

_ 0,46(b - a)s

_—r 2.73)
\/41'52 +5°

Oy



36

Zaleznos¢ (2.73) moze by¢ uogodlniona w celu uzyskania wzoru okreslajgce-
go kowariancje pomigdzy zmiennymi losowymi Y; oraz Y; o gestosciach postaci
(2.71), powstatych poprzez transformacj¢ postaci (2.70) standardowych zmien-
nych normalnych Xj; i Xq,, skorelowanych ze wspétczynnikiem korelacji Pj-

1 2 ,— sX,; sX,
COV(YI"Y/):Z(Z’_“) E tgh[z—;{)]tgh[ 2;’ Hz

1 (b—a)'E [sX,; /2] sX,,; /2 ] §
4 P

l+;{[in j2x]" +[ X /2n] }

2
2 S Py

7 ’
4n’ +5°

~(0,46)’ (b —a) (2.74)
W ostatniej rownosci przyblizonej zastosowano przyblizenie (2.73) zapropono-
wane przez Fentona. Powyzej podano jedynie dwa przyktady transformacji pél
losowych, jako ze wiasnie te dwie transformacje stosowane beda w dalszych
rozdziatach opracowania. Warto tez odnotowac, ze wyprowadzanie wzoru na ge-
stos¢ jednowymiarowego rozktadu prawdopodobiefistwa po zastosowaniu trans-
formacji odbywa si¢ wedtug schematu podanego w ponizszym twierdzeniu.
Twierdzenie 2.1. Niech X be¢dzie zmienng losowa, majaca gestos¢ prawdopodo-
bienstwa fy (x). Niech g : R — R bedzie funkcja rézniczkowalng i taka, ktora nie
Jest stata w zadnym przedziale. Wowczas zmienna losowa Y = g(x) ma gestosé
prawdopodobienstwa f ( y), ktora znajduje si¢ w nastgpujacy sposob:

dla zadanej wartosci y znajduje wszystkie pierwiastki xi, x,, ..., X,, ... rownania
y=g(x). Gestosé f,(y) w punkcie y ma wartosé

oy L) fe(e) o fa(x)
A e e e )

przy czym g’ oznacza pochodng funkcji g. Jezeli dla pewnego y rownanie y = g(x)

Fiy (2.75)

nie ma pierwiastkow rzeczywistych, to £, (»)=0.

Uwagi:

1. Z zalozenia, ze funkcja g nie jest przedziatami stata wynika, ze rownanie
»y = g(x) ma co najwyzej przeliczalng liczbg pierwiastkow.

2. Jezeli funkcja g jest monotoniczna, to oznaczajac przez x = h(y) funkcj¢ od-
wrotng wzgledem funkcji g(x), réwnanie (2.75) zredukujemy do postaci
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F(v)=A[h(y)]-H(y). (2.76)

Dowod twierdzenia 2.1, wynikajacy ze wzoru na zamiang zmiennych przy
calkowaniu, mozna znalez¢ w podrecznikach rachunku prawdopodobienstwa,
np. ksigzce Papoulisa (1991) (polskie wydanie: Papoulis, 1972) lub Fisza (1967).

2.7. Transformacje skali fluktuacji

W kontekscie dwoch poprzednich podrozdziatéw nasuwa sig pytanie: jak zachowuje
sie skala fluktuacji, gdy nastgpuje transformacja pola losowego? Rozpatrzmy naj-
pierw transformacj¢ typu (2.61), a wigc transformacje stacjonarnego pola gaussow-
skiego X w pole log-normalne Y (X = InY). Niech 0y oznacza skalg fluktuacji w po-
lu'Y, za$ O,y skale fluktuacji w polu X. Mozna oczekiwaé, ze zalezno$¢ pomiedzy
skalami fluktuacji w obu polach zalezy od typu funkcji korelacji w podstawowym
polu gaussowskim. Zatézmy, ze p, y (r, By ) jest funkcja korelacji gaussowskiego
pola podstawowego (dla uproszczenia notacji argument funkcji korelacji jest tu ozna-
czany przez 7w miejsce wezeshiej stosowanego Ax). Dodatkowo zatézmy, ze funkcja
Py (75 By ) jest rozniczkowalna wzglgdem zmiennej 7, a ponadto spetnia warunek

lim o,y (7,6,y)=0. (2.77)

Korzystajgc ze wzoru (2.68), okreslajacego wspotczynnik korelacji w dwu-
wymiarowym rozkladzie log-normalnym, i podstawiajagc w nim wzor (2.77)
otrzymuje sie funkcje korelacji w polu log-normalnym Y:

_ exp(plnY(T’ Oy )Uﬁ,y)—l
pY(T) = exp(o'l::']Y ) ] s (2.78)

Powyzej korzysta si¢ z zalozenia o stacjonarnosci InY, a w konsekwencji z faktu,
ze wariancja w polu InY jest stala. Nastepnie stosujac definicje skali fluktuacji
wedtug wzoru (2.50) otrzymuje si¢

_of _exp(Puy (7. By ) oy )1
9y-2_(|).py(T)dT—2'([ exp(oiy ) -1 -
:W f[exp(pm(r, QIHY)of]Y)—l]dr. (2.79)
my )~ ' o
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Ostatnia catka we wzorze (2.79) nie ma niestety, dla wigkszosci uzywanych
w zastosowaniach funkcji korelacji, przedstawienia w postaci zamknietej. Nale-
zy tez udowodni¢, ze calka ta jest zbiezna. Warto jednak zwroci¢ uwage na pew-
ng interesujgca wlasnos¢ asymptotyczng, mianowicie

) exp(plnY(T’HlnY)o-liY)_l
lim 3 =
= Py (7, Gy ) Ty

s Opuy (7,6,
; Oy IY(az_ I Y)eXP(PlnY(T’ elnY)O.liY)
= I1m =
T—+0 0_2 apln Y (T, @&)

ny
" or

= lim exp( Py (7, 6y ) oy ) =1, (2.80)

T+

przy czym w pierwszej rownosci skorzystano z twierdzenia de L’Hospitala
(Leja, 2018). Natomiast w ostatniej rownosci skorzystano z zatozenia (2.77)
oraz ciagtosci funkcji eksponent. Z rownosci (2.80), poprzez zastosowanie
kryterium ilorazowego zbieznosci calek (Leja, 2018), wynika, ze calka

j[exp(p,ny(r, HInY)J,ZnY)—l]dr jest zbiezna. Dzigki temu wzér (2.79) moze
0

stuzy¢ do przyblizonego obliczenia relacji pomigdzy skalami fluktuacji Oy
i O,y — poprzez przyblizone obliczenie catki po prawe;j stronie ostatniej rowno-
sci (2.79). Co wigcej, rezultat (2.80) pokazuje, ze wyrazenia w liczniku i mia-
nowniku pod granicg z lewej strony réwnosci (2.80) sg tego samego rzedu
(w nieskonczonosci). Stad wynika, ze jesli zastapi¢ w calce z prawej strony funk-

cj¢ podcatkowg [QXP(PlnY (Ta Oy )O-Izn Y ) - l} przez funkcje py,y (r, Oy )O'liva

wowczas otrzyma si¢

2 +00
Oy ~ IplnY(T’ Ony )Ty dT =

eXP(O'IiY ) —-175

2 2
2O-ln Y 1 o-ln Y

= SOy = 7Oy 2.81

eXP(O'IiY)_lz " eXP(O'IiY)_l " bl
Uwzgledniajac w (2.81) wzor (2.65), okreslajacy wariancje¢ rozktadu normal-
nego podstawowego wzgledem rozwazanego rozktadu log-normalnego, otrzy-
muje si¢
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2 2

ln[l+(»o-Y] ] ln[l+(0‘(] J
Hy Hy

6, ~ 6,y = 6,y ~ 6,y (2.82)

Y 2 InY 2
Hy Hy

przy czym ostatnia rowno$¢ przyblizona jest przyblizeniem pierwszego rzgdu i da-

je dobre wyniki dla niewielkich wartosci wspétczynnika zmiennosci vy i 2
Hy
w polu Y.
Wprowadzajac oznaczenie
2
In| 1+ [O-Y]
Hy
Q=—"""75"" (2.83)
Hy
otrzymuje si¢ zaleznos¢
Oy ~ 2o,y = Oy (2.84)
w ktorej mnoznik a, jest funkcja jedynie wspétczynnika zmiennosci vy —TL
Hy

w polu Y.

A zatem skale fluktuacji w analizowanym polu oraz w polu wzgledem niego
podstawowym mogg by¢ zblizonego rzedu. Interesujacym spostrzezeniem jest
to, ze na zaleznos$¢ (2.84) nie ma wplywu postaé funkcji korelacji pola gaussow-
skiego InY podstawowego wzgledem rozpatrywanego pola log-normalnego Y.
Ta wlasno$¢ pozwala na uniknigcie klopotliwego wyznaczenia skali fluktuacji
w polu podstawowym, np. wtedy, gdy tylko ,,jako$ciowe efekty” s3 poddawane
analizie. Jednak w sytuacji, gdy celem obliczen jest kalibrowanie warto$ci obli-
czeniowych lub tez mozliwie dokfadne obliczanie prawdopodobienstw awarii,
przyjmowanie jednakowej skali fluktuacji w obu polach moze nie by¢ wystar-
czajgce. Wowczas dobre przyblizenie skali fluktuacji @y mozna uzyska¢ na pod-
stawie wzoru (2.79), ktory najczesciej mozna przedstawi¢ w prostszej postaci.
Czesto bowiem funkcje korelacji p,y da si¢ przedstawi¢ w postaci

p]nY(T’ HInY):PlnY(h(elnY)'T)’ (2.85)
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gdzie h:R — R jest pewng zadang funkcja. Wowczas stosujagc (2.85) oraz pod-
stawienie 4(6,,y )-7 =t w ostatniej catce wzoru (2.79) otrzymujemy

2
n6.,) %
ngﬁ:i:))_—l-([[eXp(plnY(’)Ufly)—let:
:_2—2T[exp(pm(t)aﬁ,y)—1]dr. (2.86)
h(elnY)(ZYj 0
Y

Rownosci (2.86) pokazuja, ze przy zadanym wspdtczynniku zmiennosci w polu Y
zalezno$¢ pomigdzy skalami fluktuacji ma posta¢

6, =—2 (2.87)

h(Guy)’

gdzie a jest mnoznikiem zaleznym od wspofczynnika zmiennosci w polu Y, ale
nie zalezacym od skali fluktuacji O.y. Kolejne, mniej ogolne, lecz fatwiejsze do
obliczen postaci mozna uzyska¢ podstawiajac konkretne funkcje korelacyjne py,y
pola gaussowskiego podstawowego wzgledem Y, co zilustrowano w przyktadach
ponizej.

Przyklad 2.11. Zat6zmy, ze funkcja korelacji w gaussowskim polu podstawowym
ma postac (2.34), co wobec (2.51) oraz zastosowanych tu oznaczen daje wzor

2[f]
Py (7)=exp = | (2.88)
InY
W tym przypadku h(6,y )= 2 , a wzor (2.86) sprowadza si¢ do postaci
InY
g )
Oy = —2Y _[ [exp(exp(—t)a,;Y)—l]dt =
oy ) 0
[ﬂv ]
_ Gy I [exp(exp(—t +Inopy, )) - l}dt. (2.89)
0
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Wprowadzajac podstawienie: s =7—1In oLy otrzymuje sie

6, = LYZ J. [exp(exp(—s)) = 1]ds =l [G—Y) (2.90)
O-iY ~Inopy ¥
(/’Y J

Wartosci (przyblizone) mnoznika «, uzyskane poprzez przyblizone oblicze-
nie catki we wzorze (2.90), podano w tabeli 2.1. Sa one zalezne jedynie od

. : . - oy
wspotczynnika zmiennosci vy = —- w polu Y.

Hy

Przyklad 2.12. Zat6zmy teraz, ze funkcja korelacji w polu gaussowskim, pod-
stawowym wzgledem Y, ma posta¢ (2.38). Po uwzglednieniu zaleznosci (2.51)
otrzymuje si¢ nastepujacy wzor:

2
Py (7)=exp —(ﬂrJ : (2.91)

InY

Tutaj h(6,,y )= VT W zwigzku z czym wzor (2.86) ma postaé
InY

Oy =%—2T[exp(exp("2)0ﬁv)—l]df = Oy (G—Yj (2.92)
) |

Hy

Wartosci (przyblizone) mnoznika @,, uzyskane poprzez przyblizone obli-
czenie catki we wzorze (2.92), podano w tabeli 2.1. Podobnie jak w przypadku
" L . . . . L. ay
mnoznika «; sg one zalezne jedynie od wspolczynnika zmiennosci vy =—
Hy

w polu Y.

Przyklad 2.13. W przypadku ,.fluktuacyjnego charakteru” korelacji wygodnie
jest stosowa¢ funkcje typu cosinus eksponent (por. wzor (2.40)). Jesli we wzorze
(2.40) przyjaé a = b, to zgodnie z (2.51) a = 1/6,,y i funkcja korelacji przyjmuje
postac

B (2)= cos[gi]exp[—ﬂj. (2.93)
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W tym przypadku funkcja korelacji nie ma reprezentacji w postaci (2.85), co
powoduje, Ze nalezy si¢ postuzy¢ bezposrednio wzorem (2.79), ktory sprowadza
si¢ do postaci

2 +oof |T‘ J [ |T| ] 2
6, =—— cos| ——— |exp| ——— |oy,y |—1|d7 =
Y (O-Y )2 Z!- _exp [glnY P HlnY i Y ’
Hy
_ 26,y J'_exp(cos(|t1)CXP(—|t|)0'|2ny)—l]dT:a3‘9|nv- (2.94)

2
Hy
Wartosci (przyblizone) mnoznika a3, uzyskane poprzez przyblizone oblicze-
nie catki we wzorze (2.94), podano w tabeli 2.1. Podobnie jak w przypadku
mnoznikow a, oraz a, sa one zalezne jedynie od wspotczynnika zmiennosci
Oy
Uy=—-wpoluY.
Hy
Wykresy mnoznikow «,, a, oraz a; jako funkcji wspotczynnika zmiennosci

o :
Uy = —Czamieszczono na rysunku 2.4.
My

Tabela 2.1. Wartosci mnoznikow do obliczania zaleznosci pomig¢dzy skalg fluktuacji 0y oraz skala

fluktuacji 0,y Wspotczynniki a;, an oraz a; dotycza odpowiednio funkgji korelacji typu Markowa,

typu Gaussa oraz cosinus eksponent, za$ o, odpowiada zaleznosci (2.83) — niezaleznej od postaci
funkcji korelacji

Wspotczynnik
Zm"’“‘};’fc‘ 005 | 01 [015] 02 |025] 03 | 035 04 | 045 | 0,5
v, =——

Y Hy

0,9994 10,9975 10,9944 | 0,9902 | 0,9849 | 0,9786 [ 0,9713 | 0,9632 | 0,9544 | 0,9449

0,9997 10,9988 {0,9972 (0,9951 | 0,9924 10,9891 | 0,9854 | 0,9811 | 0,9765 [ 0,97 14

] 0,9996 | 0,9985 10,9967 [ 0,9943 [ 0,9911 | 0,9874 | 0,9831 | 0,9783 | 0,9731|0,9675
J 0,998710,9950 | 0,9889 | 0,9805 | 0,9699 10,9575 0,9433 | 0,9276 |0,9106 | 0,8926
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Tabela 2.1 cd.

Wspotczynnik

mieni el 1 0,55 | 06 | 065 | 07 {075 | 08 | 085 | 09 [ 095 | 10 | 20
Uy=—-
Y Hy
a{%} 0,9350(0,9245[0,9138{0,90270,8915 | 0,8801 | 0,8687 | 0,8572 |0,8458 | 0,8345 | 0,6454
az[%j 0,9615(0,9553(0,94880,9422|0,9354 [0,9285 0,9215|0,9145|0,9075 | 0,9005 | 0,7797
a{%} 0,96600,96020,95420,9480 [0,9416 [0,9349 [0,9282|0,92140,9144 | 0,9075| 0,7707
a{%} 0,87370,8541|0,8341 |0,8138{0,7934 [0,7730(0,7526 | 0,7325|0,7127 | 0,6931 | 0,4024

W ostatnim wierszu tabeli 2.1 zamieszczono mnoznik «, odpowiadajacy za-

leznodci (2.83), ktora jest niezalezna od postaci funkcji korelacji. Na podstawie

wynikéw podanych w tabeli 2.1 oraz na rysunku 2.4 mozna uznac¢, ze dla warto-

$ci wspotczynnika zamiennosei vy < 0,3 daje on dobre przyblizenie relacji po-

miedzy skalami fluktuacji Oy oraz 6,y. Warto przypomnie¢, ze mnoznik a, nie

wymaga przyblizonego obliczania catki i moze by¢ w bardzo prosty sposob

oszacowany. Ponadto mozna uzna¢, ze w zakresie do vy < 0,4 réznice pomigdzy

mnoznikami uzyskanymi dla funkcji typu Markowa (a;) dla funkcji korelacji

typu Gaussa (@) oraz Korelacji typu cosinus eksponent (¢3) sa pomijalne.

a; [

1.0 -

09 -

0.8 +

07

0.0

02

04

06 08 10

Wspdtczynnik zmiennosci Uy[-]

Oy

Rys. 2.4. Wykresy mnoznikow a;, a», a3 orazay w funkcji wspotczynnika zamiennosci vy = —-

pola log-normalnego Y

Hy
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Przejdzmy obecnie do transformacji typu tangens hiperboliczny (2.70). W tym
przypadku jednak brak jest jawnej zaleznosci pomiedzy wspotczynnikami ko-
relacji gaussowskiego pola podstawowego oraz pola otrzymanego w wyniku
transformacji, a wigc uzyskanie podobnych oszacowan do otrzymanych dla
pola log-normalnego nie jest mozliwe. W tej sytuacji rozsagdne wydaje si¢ za-
stosowanie przyblizen zaproponowanych przez Fentona (wzory (2.72) i (2.73)).
Przyblizenia te prowadza do wniosku, ze wspotczynniki korelacji w podstawo-
wym polu gaussowskim oraz w polu uzyskanym w wyniku transformacji sg sobie
w przyblizeniu rowne. To z kolei implikuje przyblizong rownos¢ skali fluktuacji
w obu polach.

W ogdlnym przypadku transformacji 7, aby dokona¢ oszacowan analogicz-
nych do przedstawionych wyzej nalezy zastosowa¢ ogolny wzor na kowariancje
zmiennych losowych po natozeniu transformacji:

CoV(Y,Y,)= E[(T(Xi)— E[T(x)])((x,)- E[T(X,)m (2.95)

Efektywne wykorzystanie tego wzoru wymaga jednak znajomosci tacznej
gestosci prawdopodobienstwa wektora losowego (Y Y .)=(T (X i) T(X /)) Gg-

27
stos¢ t¢ mozna wyznaczy¢ znajac taczng gestos¢ wektora (X X ‘,-) oraz stosujac
twierdzenie analogiczne do twierdzenia 2.1 dla funkcji dwoch zmiennych (Fisz,
1967). Zwykle trudno jest uzyskaé¢ rozwigzanie w postaci zamknigtej, ale dla
uzyskania przyblizenia mozna zastosowa¢ wzor Taylora (Leja, 2018). Zagadnie-
nie to wykracza jednak poza ramy niniejszej monografii.

Przejdzmy teraz do przypadku, gdy obszar, na ktorym okreslone jest pole X,
jest podzbiorem R”. Jak przedstawiono to w podrozdziale 2.5, w tym przypadku
skala fluktuacji musi odnosi¢ si¢ do zadanego kierunku okreslonego przez wek-
tor (a, B) i wowczas okresla si¢ ja wzorem (2.54). W zastosowaniach do geo-
techniki najcze$ciej istotne sa dwa kierunki: kierunek poziomy, w ktorym
(a, B)=(1,0), oraz kierunek pionowy: (a, 8)=(0,1). W pierwszym z przy-
padkéw mamy do czynienia z poziomg skalg fluktuacji (ozn. HX(I_O) = H(X)h), za$
w drugim — z pionowa skalg fluktuacji (ozn. GX(OJ):G(X)V). Zaprezentowana

ponizej analiza ogranicza si¢ do przypadku transformacji postaci (2.61) z po-
lem log-normalnym Y oraz podstawowym wzglgdem niego polem normalnym
X =InY. W tej sytuacji wzor (2.79) okreslajacy zalezno$é¢ pomiedzy skalami
fluktuacji w obu polach przyjmie postaé
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O a.p)= 2’ + B J'pv(at, Bt vy a.p) )dt =
0

2 2+
:;—m ! [exp(plnY(at, pt, G(IHY)(a’ﬁ))a,ﬁY)—l}dt, (2.96)

gdzie 6’(1”)(&’ 2) jest skalg fluktuacji pola normalnego InY w kierunku (a, p ) Podob-
nie jak na poczatku tego rozdziatu zaktadamy, ze funkcja py,y (at, pt, 49(,”)(& 5) ),

bedaca funkcja korelacji gaussowskiego pola podstawowego InY, jest dla do-
wolnie wybranego wektora (a, ,B) rézniczkowalna wzgledem zmiennej ¢, a po-

nadto, réwniez przy dowolnie wybranym wektorze (a, p ), speinia warunek

lim gy, (@, 1, vy ) =0 (2.97)

Wzor (2.96) petni funkcje analogiczng do wzoru (2.79) i po podstawieniu
konkretnej funkcji korelacji pola gaussowskiego InY pod catka z prawej strony
réwnosci (2.96) mozna uzyska¢ przyblizong zalezno$¢ pomigdzy skalg fluktuacji
w kierunku (a, ) w log-normalnym polu Y a skala fluktuacji w kierunku (a, 5)
w podstawowym wzgledem niego polu gaussowskim InY. Zauwazmy nastepnie,
ze relacje asymptotyczne analogiczne do tych z (2.80) sa prawdziwe takze i w tym
przypadku, mianowicie

. exp(plnY(at’ pt, %nY)(a,ﬁ))o'liv ) -1
lim =

t—>+o0 p]nY (at, ﬂt,e(lny)(a'ﬁ))o-éy

a:DlnY at, ﬁt’ H(lnY)(a,ﬁ) 2
Oy (6 ' )GXP(PM(O“, B, 9(1ny)(a.ﬂ))al?w)
= lim 4 =

& L G

Oy o

= 1im exp( Py (1B Gpuvya) ) Ty )= 1 (2.98)

przy czym ostatnia rownos¢ wynika ze wzoru (2.97). Nietrudno zauwazy¢, ze
dokonujac analogicznych przeksztatcen jak w zaleznosciach (2.81) oraz (2.82),
otrzyma si¢ przyblizony wzor, ktory nie zalezy od postaci funkcji korelacji
w poluInY:
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2
In l+(O—YJ
Hy
Oy (ap) * (o- Jz Oinv)a.p) = Cinv)ap)- (2.99)
Y

Hy

Przyjmujac w (2.99) («, 8)=(1,0) otrzymamy zalezno$¢ dla skali poziomej,
natomiast po podstawieniu («, 8) = (0, ) — relacje pomigdzy skalami pionowymi.
Aby uzyska¢ doktadniejsze wyniki na podstawie przyblizonego catkowania we
wzorze (2.96), nalezy zatozy¢ konkretne postaci funkcji korelacji w polu gaus-
sowskim InY. Ilustruja to podane nizej przyktady.

Przyklad 2.14. Rozwazmy funkcj¢ typu Markowa o postaci (2.42). Po uwzgled-
nieniu zaleznosci parametrow we wzorze (2.42) od skal fluktuacji (wzor (2.51))
i podstawieniu do (2.96) otrzymamy

O Ya.p)

[ 2 p2 4
—2—%] exp| exp| — 2 t lexp| — Al t\opy |=1|dt=
1 g(lnY)h 9(|nY)V

) eXP(O'lznv)_ 0

2\/a2+2ﬂ2 +%0 [_[i 23 ]f]O]iY s =

=——— | | exp| exp +
(O-Y ] -(|)‘ e(lnY)h H(IHY)V
Hy

= 22“a2+’82 }T[exp(exp(—s+Inoﬁy))—l}ds
0

(Uvj 20 28
Hy H(m Y)h g(ln Y

Vo + %[EL} (2.100)
[ o ) ,B ] /uY

+
& 6,

(InY)h (InY)v

Nalezy odnotowa¢, ze mnoznik «; na koncu powyzszego ciggu rownosci
jest identyczny z odpowiednim mnoznikiem a; we wzorze (2.90). Umozliwia
to skorzystanie z warto$ci podanych w tabeli 2.1 dla dowolnego wektora kie-
runku (e, ). Przyjmujac kolejno (a, #)=(1,0) i (a, B)=(0,1), a nastgpnie
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podstawiajac do (2.100), otrzymuje si¢ relacje dla skal poziomych oraz piono-
wych w postaci

Oy

“ Q(Y)v - H(InY)val[lu—j- (2.101)

vy =&

o
(Iny)n% ( ﬂ: ],

S3 to relacje analogiczne do jednowymiarowej zaleznosci (2.90).
Przyklad 2.15. Niech teraz funkcja korelacji w polu InY bedzie funkcja gaus-
sowska o postaci (2.45)

Y

O xen)
3
2 ’ 2 2
:_a;ﬂ— exp| exp| — exp| — Jn pr| oy |—1|dt=
eXP(O'lnY ) -1% 0 (inY)h H(ln Y)v

Zua +8 ¥ [ ik }ﬁ ~1|dt=

lnY)

a+ﬂ +°°

J. exp amyexp( 2))—l}ds:
GYJ f{”ﬁ%
lnY)h lnY)h

N+ a{fi} (2.102)

(=1

Podobnie jak w poprzednim przyktadzie, mnoznik o, na koncu ciagu réwno-
$ci jest identyczny z mnoznikiem a, we wzorze (2.92) i jego wartosci podane sg

w tabeli 2.1. Jak tatwo zauwazy¢, obowiazuja tez relacje analogiczne do (2.101),
czyli

o lof
g(y)h - Q(I“Y)haz [_Y]’ G(Y)v = H(InY)va2(—Lj‘ (2 1 03)
Hy Hy

Przyklad 2.16. Jako ostatnig przyjmijmy funkcje typu Markowa, lecz o postaci
(2.44), czyli dajacg tzw. elipsoidalng strukturg korelacyjna (patrz przyktad 2.9):
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Ov)a.p)

2 2
9 ’ 2 2 4o
_a—+/3 exp| op exp| — 2 at | + 2 Pt —1|dt=
p InY p 9 )
1 (nY)h (nY)v

) eXP(O_lznv)_ 0

2
2Jal+ g2 e 2 .2
‘9(|ny)h 9(

2
=*2J. exp| opy exp| —t yij -1|dt=
(OLY] 0 InY)r
Hy

2“a2+ﬂ2 T[exp(exp(—ﬁlno]zny))—]st:

2 2
_ ;”*ﬂ 2 a.[U—Y]. (2.104)
2a oy .
g(lnY)h g(lnY)h

Warto odnotowac¢, ze ponownie otrzymalisSmy mnoznik «, identyczny jak
w przyktadzie 2.14. Natomiast wspotczynnik, ktory jest mnozony przez «;, jest
identyczny jak w przyktadzie 2.15. Relacje pomigdzy poziomymi i pionowymi
skalami fluktuacji dla pola Y oraz InY pozostajg identyczne jak w przykladzie
2.14 (wzoér (2.101)).

Jesli pole jest okreslone na obszarze trojwymiarowym, to stosujgc wzor
(2.56) otrzyma si¢ rezultaty w pelni analogiczne do przypadku dwuwymiarowe-
go. W szczegoblnosci relacje (2.101) oraz (2.103) bedg takie same.

W dalszych rozdziatach, w sytuacji gdy bedzie oczywiste, o ktorym polu lo-
sowym jest mowa, zamiast oznaczenia G(Y)h na pozioma skale fluktuacji oraz

H(Y)hv na pionow3, beda uzywane prostsze oznaczenia: odpowiednio 6, oraz 6, .

2.8. USrednienia lokalne. Funkcja wariancji

2.8.1. Koncepcja lokalnych usrednien i podstawowe zaleznosci

Wigkszos¢ wihasciwosci oraz parametrow materiatow stosowanych w zagad-
nieniach inzynierskich ma charakter pewnego rodzaju $rednich (niekoniecznie
srednich arytmetycznych). Wynika to po pierwsze ze sposobu prowadzenia
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pomiarow. A po drugie — z koncepcji, ze o zachowaniu si¢ danego obiektu
w wiekszosci przypadkow nie decyduja wiasnosci ,,punktowe”, ale cechy
wystepujace w pewnym wigkszym obszarze geometrycznym rozpatrywane-
go obiektu. W przypadku obszaru tréjwymiarowego V c R’ prowadzi to do
nastepujgcego opisu. Zatézmy, ze parametr gruntu X opisany jest przez
stacjonarne (w szerszym sensie), ciagle w sensie $redniej kwadratowej
(por. np. Wentzell, 1980) pole losowe X(x,y, z), o funkcji kowariancji
COV (Ax, Ay, Az) = o3 p(Ax, Ay, Az), gdzie o jest wariancjg pola X, za$ px
jego funkcja korelacji. Niech |V\ oznacza miare¢ (objeto$¢) obszaru V. Lokalne

(zwane tez przestrzennym) usrednienie polega na wprowadzeniu nowego pola
okreslonego jako

X = |]7|f£IX(x, V, z)dxdydz ; (2.105)

przy czym catka we wzorze (2.105) jest rozumiana jako catka w sensie sred-
niej kwadratowej (por. np. Wentzell, 1980). Jak tatwo zauwazy¢, X jest zmien-
ng losowg okreslajagcg pewna $rednig pola X w obszarze V. Nowa rodzina
zmiennych losowych {XV} indeksowana jest rodzing rozpatrywanych obsza-
row {V} W teorii proceséw stochastycznych (teorii funkcji losowych) obiekt
(2.105) nazywa sie procesem o ruchomej $redniej (por. Box i Jenkins, 1983)
lub funkcjg losowg o ruchome;j sredniej, ze wzglgdu na zmieniajacy si¢ obszar
V. Do zagadnien geotechniki usrednienia lokalne p6l losowych (zwane tez
usrednieniami przestrzennymi) wprowadzil Vanmarcke w swoich fundamen-
talnych pracach (1977a, 1977b) oraz w monografii poswigconej polom loso-
wym (1983). Dzieki wiasnosci stacjonarnosci pole losowe X, ma takg samg
wartos$¢ oczekiwang jak X, ale zmienia si¢ jego wariancja, ktérg mozna zapisa¢
W postaci

VAR[X, |=0}=y(V)o%. (2.106)

Wzér (2.106) definiuje funkcje 7(V), tzw. funkcj¢ wariancji (zwang tez
czasem funkcja redukcji wariancji), okreslajaca zmiany wariancji punktowej
oy po zastosowaniu lokalnego usrednienia. Aby znalezé funkcje wariancji,
niezbedne jest obliczenie wariancji zmiennych VAR[X,,]. Z definicji kowa-

riancji oraz ogolnych zaleznosci dotyczacych catek stochastycznych (Wentzell,
1980) wynika, ze
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Cov(xy, X,, )= [ cov(ax, Ay, Az)av,(Ax, Ay, Az)dV,(Ax, Ay, Az).

% (2.107)
Catka we wzorze (2.107) jest catka po obszarach V; i V>, moze by¢ catkg

powierzchniowg, krzywoliniowa lub catka wielokrotng w zaleznosci od postaci
obszarow Vi i V. W szczegdlnym przypadku, gdy V; = V,, wzor (2.107) okredla

IVHV\

wariancj¢ VAR [X " ] Gdy obszar ¥ R jest prostopadtoscianem o postaci
V' =[0,L,]x[0,L,]x[0,L;], a pole X jest polem stacjonarnym, wariancja VAR [ X, ]

obliczona wedtug (2.107) wyraza sie wzorem

VAR[X,|=
| hhkhhbb
= (LL.L, )2 E‘; ! ! .([ !)‘ !COV( X\, Vo= Yin2y— 2, ) dx,dx,dy,dy, dz,dz, =
o2 RhRaRh o
i (LiL,L, )2 '([i[ '(['(I)li'). E‘)-,OX( X5 V2= Vi 2, = 7 ) dxidydly dy, dzydiz
=t (L L) (2.108)

Ostatnia rowno$¢ w (2.108) pokazuje posta¢ funkcji wariancji dla tego przypadku.

2.8.2. Jednowymiarowy obszar usrednienia

Przejdzmy obecnie do przypadku jednowymiarowego i zat6zmy, ze obszar usred-
nienia jest przedziatem V' = [O,L]. Wowczas wzor (2.108) redukuje sie do postaci

2. LL
VAR([X,]= i;‘ [[ox (x, - x, ) dde, = o3y (L). (2.109)
00

Funkcje wariancji }/(L) okreslong powyzszym wzorem mozna doprowadzié

do prostszej postaci. Mianowicie, wprowadzajac zamiang zmiennych poprzez
przeksztatcenie

Ax =x,—x, t:\/E(L—xz) dla {(xl,x2):xze[0,L],0<xlgxz}
oraz (2.110)
Ax =x,—x,, t:\/E(L—x]) dla {(xl,xz):xle[O,L],ngz<xl},

ktorego jakobian rowny jest J = V2, oraz stosujac twierdzenie o zamianie zmien-
nych w catce podwojnej (Leja 2018), otrzymujemy
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1 LL
r(1)=—3 [ P (o= 3 ) ey =
00
o e | Lo )
= [ o(ax) [ —zddax+[py(ax) [ —zdidax|=

2|5 o T y 2
| [E( o 0 [ Al a2
]L

:FI(L_|Ax|)pX(Ax)dAx. 2.111)
-L

Korzystajac z faktu, ze py (Ax)= py (—Ax), mozna ostatecznie napisa¢

}/(L):gj(]—%)px(Ax)dAx. @.112)

Porownujgc powyzszy wzor ze wzorem definiujagcym skale fluktuacji (2.50)
tatwo zauwazyc¢, ze

9,(:21330@(:). @.113)

Ostatni wzor wskazuje, ze o ile skala fluktuacji ma warto$¢ skonczong, to przy
duzych warto$ciach (L > 6y) mozna napisa¢ réwnos¢ przyblizong

7

y(L)~=%. (2.114)
L

Powyzsze przyblizenie daje najprostsza aproksymacj¢ funkcji wariancji w sytu-

acji, gdy struktura korelacyjna nie jest doktadnie okreslna (Vanmarcke, 1977a).

Mianowicie

1 da  L<é,
y(L)=16, (2.115)

= dla L>0,.
L X

Zdaniem niektorych autorow (Fenton i Griffiths, 2008), gdy struktura korela-
cyjna nie jest doktadnie znana, lepszym oszacowaniem niz (2.114) jest zalezno$¢
przyblizona o postaci
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(2.116)

Mozna sprawdzi¢, ze funkcji z prawej strony zaleznoséci (2.116) odpowiada we-
dtug wzoru (2.112) funkcja korelacji
Oy

Ax)=—2——. 2.117
Px( ) (0X+Ax)3 ( )

Powyzsza funkcja jest identyczna z funkcja korelacji okreslong wzorem (2.33),
gdyz podstawienie (2.33) do wzoru (2.50) okreslajacego skale fluktuacji, a na-
stepnie obliczenie calki, daje rezultat 6y = a.

Ponizej podano kilka przyktadow funkcji korelacyjnych oraz odpowiadaja-
cych im funkcji wariancji.
Przyklad 2.17. W najprostszym modelu mozna zaproponowa¢ funkcje korelacji
w polu X w postaci

1 dla |Ax| < %‘,
px(Ax)= p (2.118)
0 dla |Ax( >-X,
2
Taka posta¢ funkcji korelacji implikuje, zgodnie ze wzorem (2.112) funkcje

wariancji postaci:

] dla L«

’

y(L)=
e—x(l ng dla L>—%,

(2.119)

L\ 4L

o lx% o lxtb

Przyklad 2.18. Inny prosty model to trojkatna funkcja korelacji (por. wzoér
(2.32) w przykladzie 2.2). Z definicji skali fluktuacji (2.50) wynika, ze skala ta
Jest w tym przypadku réwna parametrowi a. Zatem wzor (2.32) moze byé prze-
pisany w postaci

—M da  |Ax|<@
X X
p(Ax) = O (2.120)

0 dla  |Ax]>6,.
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W tym przypadku funkcja wariancji przybiera postac:

I—L dla L<by,
364
y(L)= ) ) (2.121)
—X(l ﬂ—XJ dla L>6,.
L\ 3L

Przyklad 2.19. Dla funkgji korelacji jednej zmiennej typu Markowa (przyklad 2.4,
wzor (2.34) oraz przykiad 2.11, wzor (2.88)) catkowanie we wzorze (2.112) pro-
wadzi do zaleznosci

2(aL ~1+exp(-aL)) ;L_He’(p(—ezL)
y(L)=22 i e i o m)

“ {a)

Przyklad 2.20. W przypadku funkgcji korelacji typu cosinus eksponent (por. (2.40)),

gdy przyjaé a = b, otrzymuje sie skale fluktuacji 6, =1/a. Wowczas funkcja
korelacji ma posta¢ (2.93) (por. przyktad 2.13). Po wstawieniu do wzoru (2.112)
i scatkowaniu otrzymuje si¢ nastepujaca funkcje redukcji wariancji:

(a3L +alb—a’ +b’ ) + exp(—aL)[a2 cos(Lb)—b*cos(Lb)—2ab sin(Lb)]

rit)=2 (0t2+b2)2L2

(2.123)

Przyklad 2.21. Gaussowska funkcja korelacji (por. (2.38) oraz (2.91)) generuje
funkcje wariancji o postaci (Vanmarcke, 1977a; Rackwitz, 2000)

) \/EL-erf(\/EL) ~1+exp(-al’)

L =
7(L) s
2 2
S G| TL g ) - - I (2.124)
| 6 | 6y 0

gdzie

exp(—xz)dx. (2.125)
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8§ —— p(AX)=exp{~2[ Bx| 1,}
+- - p(AX)=exp{-T(AX)?/0,%}
0q EEEEERN". ... p(AX)=0,1(0,+6x)*

02} &

0‘0_ 3

Rys. 2.5. Poréwnanie wykresow funkcji wariancji dla roznych modeli korelacyjnych
(por. legenda z prawej strony). Na osi poziomej wielkos¢ obszaru L odniesiona jest
do skali fluktuacji 6y

Porownanie wykresow funkcji wariancji dla trzech modeli korelacyjnych:
typu Markowa (2.122), typu Gaussa (2.124) oraz funkcji ze wzoru (2.116) przed-
stawiono na rysunku 2.5. Z poréwnania wynika, Ze rdznice w warto$ciach po-
migdzy poszczegolnymi funkcjami sa niewielkie. Najwieksza redukcje wariancji
daje funkcja homograficzna (2.116).

2.8.3. Dwuwymiarowy obszar usrednienia

W przypadku dwuwymiarowym dla prostokata ¥ =[0, L, ]x[0, L, ] wzér (2.108)
redukuje si¢ do postaci

VAR[X,]=
LLLL
] 2
- 2 .[IJ.[COV(x?_xl’yZ_yl)dxldxdeIdyz =
(Lle) 0000
2 Ll L L,
=X 3 I I J- _[Px (32 = X0, 3, =y ) dxydx, dy,dy, =
Lle) 0000

=oxr(L,L,). (2.126)
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Poprzez zastosowanie zamiany zmiennych i przeksztalcen analogicznych do
opisanych wzorami (2.110) i (2.111) wzér (2.126) redukuje si¢ do postaci

2 L L Ax
= [1 I(“%}{ lLf‘Jpx(AX Ay)dAxdAy =oyy (L, L,). (2.127)

Oznacza to, ze funkcja wariancji jest w tym przypadku funkcja dwoch zmiennych
i wyraza si¢ wzorem

| LZ( ilﬂq[ |Ay‘]
,L,)= 1- 1- Ax, Ay)dAxdAy. 2.128
y(Ly Ly) L1 I[ﬂJu L x(Ax, Ay) . ( )

Dalsze uproszczenie powyzszego wzoru jest mozliwe po przyjeciu dodat-
kowych zatozen, dotyczacych struktury korelacyjnej pola. Chodzi tu mianowicie
o przyjecie tzw. symetrii ¢wiartkowej (ang. quadrant symmetry), czyli zatozenia,
ze funkcja korelacji w polu spetnia warunek

pX(Ax’ Ay) = pX(_Ax’ Ay) = pX(Ax’ _Ay) = pX(_Ax’ _Ay)- (2.129)

Po przyjeciu tego zatozenia wzor (2.128), okreslajacy funkcj¢ wariancji, przyj-
muje posta¢ analogiczng do (2.112), ;.

155
L, .L,) 12251 2 (Ax, Ay)dAxdA 2.130
(L LleH 3 3 px(Ax, Ay) v, (2.130)

Przyklad 2.22. W niektorych przypadkach catke podwojng we wzorze (2.130)
mozna znalez¢ w postaci zamknietej. Tak jest np. w przypadku funkcji korelacji
typu Markowa (wzor (2.42), por. takze przyktad 2.14), gdzie stosujac catkowa-
nie przez czesci otrzymuje si¢

6,0 |2L 2L 2L 2L
L,L v | 221 Lexpl ——L [—1|| === +ex -1| (2.131
y(LiLy) = Yy igh p[ 0,,j M ) p( 0 j } (2.131)

Warto tez odnotowac, ze jesli korelacja w polu jest separowalna (wzor (2.46)),

to ze wzoru (2.130) natychmiast wynika, ze

y(L, L) =y (L) (L) (2.132)
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2.8.4. Trojwymiarowy obszar usrednienia

W przypadku trojwymiarowym podstawienia i przeksztalcenia analogiczne do
tych z przypadkéw jedno- i dwuwymiarowych prowadza do nastepujacej ogdlne;j
postaci funkcji warianc;ji:

L]L L IL L{[ lm'j{‘—%Il—yzﬂ]px(m,Ay,Az)dAdiydAz.

h ’ (2.133)

Jesli, tak jak w przypadku dwuwymiarowym, zatozy¢ dodatkowo symetrie oktan-
towg funkcji korelacji, to wzor (2.133) przyjmie postaé

23 Ly Ly Ly Ax A Az
TLLL Ij.[ ]_Z _L—y l_L— Py (Ax, Ay, Az)d Axd Ayd Az.
e ’ ’ (2.134)

Podobnie jak poprzednio, dla separowalnej korelacji w polu obowigzuje wzor

¥ (L Ly, Ly) =y (L) y (Ly) 7 (Ly). (2.135)

Przyklad 2.23. Niech funkcjg korelacji pola X okreslonego na obszarze troj-
wymiarowym bedzie funkcja Gaussa (wzor (2.48), por. takze przyktad 2.15).
Wprowadzajac skale fluktuacji w trzech kierunkach — zgodnie z kierunkami
osi OX, OY oraz OZ — i oznaczajac je odpowiednio przez 6,, 0, oraz 6., otrzy-
mamy

= exp —[\/—;—Ax] exp —[?Ay]_ exp —[?Az]— . (2.136)

Korzystajac teraz z jednowymiarowej postaci funkcji wariancji (wzor (2.124))
oraz zaleznosci (2.135) otrzymuje si¢
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0> | nL \/;L] nl;
L,L, L,)=4—| —Lerf +exp| —= [-1|px
it {nﬁ[ﬁx [ ex] "[93
o | :
2L6y 6, 0,
2 [ 2
X sz n—L3erf @ +exp n—L;— =1 (2.137)
nl’| 6, 0. 0;

Przedstawione w powyzszym podrozdziale koncepcje daja duze mozliwosci

praktycznego zastosowania teorii pol losowych do probabilistycznej oceny bez-
pieczenstwa konstrukcji wspotpracujacych z gruntem. Dla umozliwienia obli-
czen konieczna jest znajomosé skali fluktuacji pola (czasem w postaci trzech
liczb, charakteryzujacych fluktuacje w trzech kierunkach). W rozdziale 3 podane
zostang propozycje oceny skali fluktuacji na podstawie badan podtoza.

2.9. Zagadnienia estymacji

Dla wiasciwego modelowania parametrow podloza za pomoca pol losowych
niezwykle istotne jest odpowiednie okreslenie charakterystyk probabilistycznych
pola losowego, takich jak wartos¢ $rednia, odchylenie standardowe czy funkcja
korelacji. Wiaze si¢ to bezposrednio z zagadnieniami estymacji, o ktorych mowa
jest w niniejszym podrozdziale.

2.9.1. Estymacja liniowa nieobcigzona

Zagadnienie estymacji liniowej dotyczy sytuacji, w ktorej majac dane w kilku
punktach obszaru, chcemy na ich podstawie oszacowa¢ dane w innych punktach.
Zalozmy zatem, ze znane sg stany pola X(a, x,), X (@, x,), ..., X(@, x,). Jak
wiadomo (por. podrozdziat 2.1), sg to zmienne losowe, ktdre, dla uproszczenia,
w ramach tego podrozdzialu oznaczane beda przez X, X5, ..., X,. Przypus¢my,
ze chcemy za pomocg tych zmiennych estymowaé zmienna X, czyli stan pola
X(@,x,,,)- Niech X,,, oznacza oszacowanie X,.. Jednym z prostszych sposo-
bow jest przyjecie X . w postaci kombinacji liniowej X, X, ..., X;, czyli

n+l

X =t + D Be( X — 1), (2.138)
k=1
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gdzie p, jest wartoscig oczekiwang JX;. Nalezy odnotowa¢, ze dla takiego sposo-
bu estymacji wartosci oczekiwane, musza by¢ znane. Teraz zadanie polega na
tym, aby tak wyznaczy¢ wektor wspotczynnikow B = ( B Py <o B, ), zeby biad
estymacji

X, -X

n+l

n+l:Xn+I_/un+l_Z:8k(Xk-,Uk) (2.139)
k_

byl mozliwie maty. Zauwazmy najpierw, ze

E[Xnn Xn+|] El:XnH_:unH—Zﬂk(Xk_luk)}:
= b1 = Ho ZﬂkE[X ~ )= Z/)’k ~14)=0, (2.140)

co oznacza, ze X,,, jest estymatorem nieobcigzonym. Przechodzgc do minimali-
zowania wariancji X,,, zauwazmy, ze ze wzgledu na relacje (2.140) zachodzi
rownos¢

VAR[XMH—)A(n+l:|:Eli(Xn+l—/\>n+l)2:|:El: n+l 2Xn+an+l+Xn+|:| (2.141)

Zatozmy dla uproszczenia przeksztatcen, ze 4, =0,i=1,2,...,n+1. Przy tym za-

tozeniu wzér (2.138), okreslajacy estymator X redukuje si¢ do postaci

n+l>

X =) B.X,. (2.142)
k=1

Podstawiajgc (2.142) do (2.141) otrzymuje si¢

VAR[ % =

n+l 1

-E[x ,} 2Zﬁk E[X,.X, ]+ ZZﬁkﬂ E[X.X; ] @143)

k=1 j=I
Aby zminimalizowa¢ wariancj¢ (2.143), nalezy rozwigza¢ wzgledem nieznanych

wspotczynnikow g, £, ..., B, nastepujacy uktad rownan:

0 a
G—TVAR[X,,H—X,H]J:O, 1=1,2,...n, (2.144)
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ktory, po uwzglednieniu (2.143), sprowadza si¢ do postaci

iVAR[X,,+l = Ry |=2E[ X, X, ]+ 22":/3k E[X,X,]=0. (2.145)
k=1 @

i

A to oznacza, ze

E[XMIX,]:i,BkE[X,X,(], 1=1,2,..,n. (2.146)

k=1

Ostatni uktad rownan mozna zapisa¢ w postaci macierzowej, mianowicie
b=C8, (2.147)

gdzie

b=(E[X,..X,]. E[X,uX2], .o B[ X0 X, ]),

n+l

za$
C=CoV[x, X, ]=[E[X,X,]], Lk=1,2,..,n

jest macierzg kowariancji. Uktad rownan (2.147) nazywa si¢ ukladem rownan
Yulle-Walkera. Po rozwigzaniu tego uktadu wektor wspétczynnikow

p=C'b (2.148)

daje ostateczng postac estymatora (2.138).

W literaturze anglojezycznej metoda zwykle oznaczana jest jako BLUE (best
linear unbiased estimator). Mozna zauwazy¢ podobienstwo pomigdzy metoda
BLUE a popularng i czgsto stosowang metoda regresji liniowej. Jednak w meto-
dzie BLUE wektor wspotczynnikow wyznaczony z réwnania (2.148), jedynie na
podstawie warto$ci kowariancji, nie zalezy od przestrzennego potozenia stanow
pola X3, X;, ..., X,, jak to ma miejsce przy zastosowaniu regresji liniowej. Regre-
sja liniowa natomiast ignoruje korelacje pomiedzy stanami pola X;, X5, ..., X,.
Dlatego metoda BLUE wydaje si¢ by¢ bardziej adekwatna do zastosowan w geo-
technice. Moze si¢ bowiem zdarzy¢, ze punkty pomiarowe sa wzgledem siebie
blisko zlokalizowane, ale znajduja si¢ w réznych strukturalnie warstwach grun-
tu, a w zwigzku z tym ich wzajemna korelacja moze by¢ bardzo niewielka.
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Natomiast wada metody BLUE jest to, ze zarowno warto$ci $rednie w polu,
jak 1 kowariancje muszg by¢ znane a priori.

2.9.2. Ergodycznos¢

Pojecie ergodycznosci jest zapewne fundamentalne, jesli chodzi o zastosowania
teorii proceséw stochastycznych i teorii pol losowych w geotechnice. Zanim
przejdziemy do jego okreslenia, zwroémy uwage na to, ze klasyczne podejscie
statystyczne opiera si¢ na obserwacji powtarzanych prob, ktére powinny by¢ od
siebie niezalezne (tzw. statystyczna proba prosta — por. np. Fisz, 1980; 1967).
Estymacja momentdw statystycznych, a takze rozktadu prawdopodobienstwa
opiera si¢ na takim sposobie probkowania. Wyobrazmy teraz sobie badania grun-
tu in situ za pomocg sondy CPT w warstwie, ktora uwazamy za jednorodng. W wy-
niku sondowania w kilku otworach otrzymujemy warto$ci oporu stozka sondy g.
oraz tarcia na tulei sondy f; na réznych glebokosciach i w réznych miejscach.
Zatem kazdy pomiar pary (q., f;) jest przypisany do jednego punktu w przestrze-
ni trojwymiarowej. Jesli teraz zatozymy, ze q.(w, x) oraz f(w, x) s3 stacjonar-
nymi polami losowymi, to w wyniku wyzej wspomnianych badan otrzymamy
tylko jedng realizacje¢ tego pola, i to w dodatku znang w zaledwie skonczonej
liczbie punktéw. Powstaje pytanie, w jaki sposob na podstawie tej jednej realiza-
cji oszacowac (estymowac) wartosci oczekiwane pol M, 1 p, oraz ich odchyle-
nia standardowe o, 10,.Tu wlasnie pojawia si¢ koncepcja ergodycznosci, kto-
ra zakfada, ze w pewnych sytuacjach usrednienie wzgledem proby (czyli wzgle-
dem zmiennej w) moze by¢ zastapione poprzez usrednienie ,,po przestrzeni”,
czyli wzgledem zmiennej x. Prowadzi to do nastepujacej definicji.

Definicja 2.9. Stacjonarne pole losowe X o wartosci oczekiwanej m nazywa si¢
ergodycznym, jezeli spetnione sa dwa nastepujace warunki:

#x = E[X(0)] = lim ij(x)dx, (2.149)
|V|—>3ciV||V|

COV (Ax)+ puy = E[X(x+Ax)X(x):| =

= lim L X(x+Ax)X(x)dx, (2.150)
|V}—)oo‘VI|V|

gdzie V jest obszarem okreslonosci pola X.
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W przypadku stacjonarnego pola gaussowskiego warunkiem dostatecznym
spetnienia warunkow (2.149) oraz (2.150) s3 dwa nastgpujace warunki gra-
niczne:

.l|1m| |jcov(Ax)a'Ax 0, (2.151)
Vo [V |V|
lim j[cov (ax)] dax=0. (2.152)

|V|~>w| ‘|

W przypadku, gdy ¥ = R, warunki (2.151) i (2.152) sa spetnione, jesli funk-
cja kowariancji pola X zbiega do zera w nieskonczonosci, tj.

lim COV(Ax)=0. (2.153)
Ax—o0
Ostatnia rowno$¢ oznacza, ze wspofczynniki korelacji pomigdzy odlegtymi punk-
tami w polu ergodycznym musza by¢ bliskie zeru.

2.10. Numeryczne generowanie pol losowych
(symulacja pol losowych)

Symulacja numeryczna p6l losowych jest naturalnym rozszerzeniem generowania

zmiennych losowych (Rubinstein i Kroese, 2011; Zielinski, 1979). Generowanie

pol stanowi dzi$ istotng cze$¢ metod symulacyjnych. Do najwazniejszych metod

generowania pol losowych naleza:

— metoda ruchomej sredniej (moving-averagemethods, MA);

— metoda dekompozycji macierzy kowariancji (covariance matrix decomposi-
tion);

— metoda dyskretnej transformaty Fouriera (discrete Fourier transform method,
DFT);

— metoda szybkiej transformaty Fouriera (fast Fourier transform method, FFT);

— metoda TBM (turning-bands method);

— metoda podziatu lokalnych usrednien LAS (local average subdivision method,
LAS).

Obszerne informacje na ten temat mozna znalez¢ w monografiach (np. Fenton

i Griffiths, 2008).
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W ramach tej monografii bardziej szczegétowo omowiona zostanie ostatnia
z wymienionych, zwana dalej metoda LAS lub algorytmem LAS, ktdéra byta
stosowana do generowania stacjonarnych pol losowych w przyktadach przed-
stawionych w rozdziatach piagtym i szostym. Algorytm LAS zostat opracowany
przez Fentona i Vanmarcke’a (1990). Szczegotowy opis tego algorytmu mozna
znalez¢ tez pracy Spencera (2007), w monografii Fentona i Griffithsa (2008),
a w polskiej literaturze — w rozprawie doktorskiej Pieczynskiej (2012) oraz w pu-
blikacji Kawy, Puly i Suski (2016).

2.10.1. Algorytm LAS

Dla uproszczenia opisu przedstawiono ponizej wersj¢ dla pola losowego, ktore-
go obszar jest jednowymiarowy (X(a), x), x € R). Algorytm stuzy do generowa-
na pola gaussowskiego. Opiera si¢ on na pomysle kolejnego dzielenia komdrek
wyjsciowych (odpowiadajacych zmiennym losowym) na dwie czgsci w ten spo-
sob, aby suma wartosci oczekiwanych nowo powstatych komoérek byta rowna
warto$ci oczekiwanej wyjsciowej komorki. Ponadto podzial dokonywany jest
w taki sposob, aby zapewni¢ wariancj¢ zgodng z lokalnym usrednieniem (pod-
rozdzial 2.8), a takze odpowiednig korelacj¢ przestrzenng, zgodng z zatozong dla
danego pola funkcjg kowariancji.

Algorytm przebiega w sposob rekurencyjny, w ktorym nowo utworzona
komorka staje si¢ ,,rodzicem” kolejnych, az do osiagniecia zgdanej dyskrety-
zacji pola.

Zat6zmy teraz, ze X jest stacjonarnym procesem gaussowskim (polem okre-
slonym na obszarze jednowymiarowym) o wartosci oczekiwanej zero oraz o funk-
cji kowariancji COV (Ax) = oy py (Ax), przy czym py (Ax) jest funkcja korelacji
typu Markowa, tj. o postaci (2.34) i (2.88). Zatem zgodnie ze stosowanymi w tym
podrozdziale oznaczeniami rozpatrywana tu funkcja kowariancji przyjmuje na-
stepujaca postac:

COV(Ax) =0y, exp(—@j. (2.154)

X

Jak wykazano w podrozdziale 2.8 (przykfad 2.19), takiej strukturze korela-
cyjnej odpowiada funkcja wariancji okreslona wzorem (2.122). Algorytm LAS,
ktory schematycznie pokazano na rysunku 2.6, przebiega w nastepujgcy sposob.
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kierunek
przebiegu
algorytmu

Rys. 2.6. Schematyczna prezentacja algorytmu LAS. Generowanie wartosci kolejnych komorek
(Kawa, Puta i Suska, 2016)

Caly proces odbywa si¢ w pewnym obszarze D (obszarze okreslonosci pola),
ktory ulega podziatowi na komorki o jednakowej mierze. W i-tym kroku algo-
rytmu obszar D jest suma roztacznych obszaréw D' (komoérek) o jednakowej
mierze: |Di| = ]D‘ / 2'. Niech Z’/ oznacza zmienng losowa przyporzadkowana ko-
morce j w i-tym kroku algorytmu. Zmienna ta jest jednoczesnie usrednieniem
pola X wzgledem komorki j, czyli

[ X(x)ax. (2.155)
(-1

Di

~—

W kroku ,,zero” jedyna istniejagca komdrka zajmuje caly obszar D, a wartos¢
srednia Z! jest réwna wartosci oczekiwanej pola, ktora jest stata w zwigzku z za-
tozeniem stacjonarnosci pola. W przypadku tu rozpatrywanym zatozono powyzej,
7e warto$¢ ta jest rowna zeru. Natomiast wariancja Z ?, zgodnie z teorig lokal-
nych usrednien (podrozdziat 2.8), jest réwna o, = o3y (D), gdzie oy jest wa-
riancjg rozpatrywanego pola. W pierwszym kroku komorka dzielona jest na dwie
komérki D' o jednakowych rozmiarach ‘D" = |D| / 2. Tym nowym komoérkom przy-
porzadkowane sa zmienne losowe Z, i Z,. Zgodnie z natozonym warunkiem,
aby suma wartosci oczekiwanych nowo powstatych komoérek byta rowna warto-
$ci oczekiwanej wyjsciowej komorki, oznacza to, ze

%(z,‘ +23)=2). (2.156)

Tylko wartos¢ Z, jest generowana losowo. Natomiast warto$é Z | jest wyznacza-
na ze wzoru (2.156) z uwzglednieniem wygenerowanej wczesniej wartosci Z
Analogicznie przebiegaja kolejne kroki algorytmu. I tak w kroku i-tym mamy 2’

komérek D' o rozmiarze ‘Di = ‘D| / 2" kazda. Losowe warto$ci generowane sg tyl-

" i+1 . s el .
ko dla komorek Z,"', natomiast wartosci Z i1 s obliczane wedtug wzoru analo-
2j 2j-1

gicznego do (2.156), a mianowicie
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1 i+ i+ i
E(Zz_il—l +22./‘):Z_,.. (2.157)

Procedur¢ schematycznie zilustrowano na rysunku 2.6. Aby uzyskaé zadang
(zatozong na poczatku) korelacje przestrzenna pola X, dodatkowe warunki mu-
sza by¢ natozone na generowane wartosci. Dla dowolnej komorki generowane;j
w kroku i + 1 oraz odpowiadajacej jej zmiennej losowe;j ZZ' te warunki sg na-
stepujace: poprawna wartos¢ wariancji, zgodna z teorig usrednien lokalnych i od-
powiednia korelacja w otoczeniu wyjsciowej komorki. Jak wykazali Fenton
i Vanmarcke (1990), a takze Samy (1998), dla pola z funkcja korelacji typu Mar-
kowa sasiedztwo rozmiaru 3, tj. {Z’/ 1,Z’ ZI;+1} z poprzedzajacego kroku wy-
starcza do wygenerowania poprawnie skorelowanego (tzn. o korelacji zgodnej
z zatozong na poczatku) pola losowego. W zwigzku z tym zmienna losowa przy-
porzadkowana komorce Z;-' moze by¢ przedstawiona w postaci

i+l _ i+l i i+l i i+l i
sz —a_lZ | +ag Z +a, Z,+1

ugt, (2.158)

gdzie UZ—' oznacza biaty szum (por. podrozdziat 2.4, przykiad 2.1) o $redniej
rownej zeru i jednostkowej wariancji. Zmienna U;*/' Jest stochastycznie niezalez-
na od zmiennych Z. Wspdlczynniki a;'', k € {~1,0,1} we wzorze (2.158) musza
by¢ wyznaczone na postawie korelacji zmiennej Z;*,-' ze zmiennymi z sgsiedztwa
{Z i Z; y Z;H} Natomiast warto$¢ wspotezynnika ¢’ jest dobrana tak, aby wa-
riancja zmiennej Z; ' byta rowna 0')2( 7(D' )
Mnoz3c obie strony rownania (2.158) przez Z,, gdziem =j — 1, j, j+1,oraz
nakfadajac obustronnie operator wartosci oczekiwanej, otrzymuije sie
B 2z, |= €[ a2} 2}, +ai"'Zi2!, + 20, Z) + +eupz, |=

Jj+l
=d''E[ 2).,2), |+ a} B[ 2,2}, |+ a}'E E[Z},Z, |+c™E U3z, ] (@159)

Jak wiadomo, warto$¢ oczekiwana iloczynu stochastycznie niezaleznych zmien-
nych losowych jest rowna iloczynowi warto$ci oczekiwanych tychze zmiennych
(Feller, 2008). Korzystajac z tego faktu oraz z zatozenia, ze E[U ’*']: 0, osta-
tecznie otrzymujemy

B[ 2z, |=d B[22 Jm{,*‘E[z,zm} a8 2}z, ]

(2.160)
dlam=j-1,j,j+1.
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Trzy kowariancje, ktore wystepuja po prawej stronie wzoru (2.160), s ko-
wariancjami pomiedzy lokalnymi usrednieniami w kroku i (precyzyjniej — ko-
wariancjami pomiedzy zmiennymi losowymi powstatymi w wyniku usrednien).
Kazda z nich ma posta¢ E[Z,’;Z,’;Hn }, a ta kowariancja moze by¢ obliczona na
podstawie teorii lokalnych usrednien Vanmarcke’a (por. podrozdziat 2.8 oraz
monografi¢ Vanmarcke’a, 1983), mianowicie

[Zk k+m:|—
:%[(m_l)zy(( ~1)D')-2m’y(mD' )+ (m+1)2y((m'+1)D")}, (2.161)

przy czym y() jest funkcja wariancji (por. podrozdziat 2.8.1), ktéra tutaj ma
posta¢ (2.122). Po lewej stronie wzoru (2.160) mamy kowariancje pomigdzy
usrednieniami w dwoch kolejnych krokach E[Z?/-IZ,",, ] Te kowariancj¢ mozna

jednak wyznaczy¢ z zaleznosci

E[Z}/z], |= %(E[Z;j.'z;m_, |+E[25'2,, ]) (2.162)

Korzystajgc teraz ze wzorow (2.161) i (2.162) mozna uklad trzech réwnan

(2.160) rozwiaza¢ ze wzgledu na niewiadome wspétezynniki ', @', al}'. Za-

tem, aby okresli¢ zmienng losowa Zz_/ zgodnie ze wzorem (2.158), musimy

jeszcze wyznaczy¢ wspétczynnik ¢! z zaleznosci
i+l i+l
B0z |=
, o 2
=B[22, |+ o B[ 217} |+ o B[ 2520 |+ (M), 2163)

stad ostatecznie

o= et a2, o o252 - o257, 0w

Poniewaz wartosci wspotczynnikéw a; oraz ¢', k = —1, 0, | zalezg jedynie

od numeru kroku i, zatem mogg by¢ wyliczone na poczatku procedury w za-
leznosci od planowanej liczby krokow. Nastgpnie uruchamia si¢ proces gene-
rowania.
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Na koniec zauwazmy, ze w sytuacji, gdy komdrka Z;l znajduje si¢ na brze-
gu rozpatrywanego obszaru okreslonosci pola, jedynie czgs¢ tréjelementowego sg-
siedztwa znajduje si¢ w obszarze, w zwiazku z czym réwnania (2.160) oraz (2.164)
muszg zostaé zmodyfikowane (Fenton i Vanmarcke, 1990). Jesli tylko jeden z ele-
mentow trojelementowego sgsiedztwa jest poza obszarem, to liczba rownan we
wzorze (2.160) oraz liczba wspotezynnikow a,™' redukuje sig¢ do dwoch. Jesli dwa
elementy trojelementowego sasiedztwa sg poza obszarem (dotyczy to sytuacji gene-
rowania Z,), wowczas w (2.159) mamy tylko jedno réwnanie, mianowicie

E[ 22 |=aE[ 22 |. (2.165)

Wzor (2.164) okreslajacy wspotczynnik ¢! modyfikuje sie analogicznie.

Do tej pory przyjete bylo zatozenie, ze pole X jest stacjonarnym polem gaus-
sowskim o wartosci zerowej wartosci oczekiwanej. Jednak modyfikacja algo-
rytmu dla réznej od zera wartosci oczekiwanej u, # 0 nie nastrgcza trudnosci.

Wystarczy bowiem na koncu algorytmu dokona¢ nastepujacej modyfikacji:

K)=7 + pig, (2.166)

2.10.2. Testowanie algorytmu LAS

W celu dalszych zastosowan w pracy Kawy, Puly i Suski (2016) stworzona zo-
stafa implementacja algorytmu LAS (wedtug sformutowania podanego w punkcie
2.10.1) w srodowisku Mathematica. W procesie symulacyjnym badano zgodno$é
wartosci Sredniej, wariancji oraz funkcji kowariancji z teoretycznie zatozonymi.
Wartos¢ srednia i wariancja wykazywaty dobra zgodno$¢, nawet przy stosunko-
wo niewielkiej liczbie realizacji (ok. 50). W przypadku funkcji kowariancji,
ktora w tym zadaniu ma postac¢ (2.154), do uzyskania akceptowalnej zgodnosci
z ,teoretyczng” potrzebna byta znacznie wigksza liczba realizacji, co pokazano
na rysunku 2.7. Poréwnania dokonano dla dwoch wartosci skali fluktuacji w po-
lu X, 6y =1 moraz 6 =10 m (widoczna jest istotna réznica pomiedzy oboma
~teoretycznymi wykresami”). W przypadku wynikéw generowanych wedhug
algorytmu LAS warto$¢ kowariancji w kazdym punkcie Ax jest srednia uzyskana
z N realizacji w procesie symulacyjnym. Rysunek 2.7 pokazuje, ze do odtworze-
nia zakfadanej funkeji korelacji py przez symulacje algorytmem LAS potrzebna
Jest duzo wigksza liczba realizacji niz do odtworzenia pierwszych dwoch mo-
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Rys. 2.7. Porownanie wykresow funkcji kowariancji ,,teoretycznych” (linia przerywana) z ,,wyge-

nerowanymi” i usrednionymi wzgledem liczby realizacji N. Rysunki po lewej stronie uzyskano dla

skali fluktuacji 8x = 10 m, za$ te po prawej stronie uzyskano dla skali fluktuacji 8x = 1 m
(Kawa, Puta i Suska, 2016)

mentdéw statystycznych. Przy liczbie realizacji N = 200 odtworzenie funkcji
kowariancji nie jest jeszcze dostateczne. Duzo lepsze odtworzenie, dla obu te-
stowanych wartosci skali fluktuacji, uzyskano przy N = 1000.

2.10.3. Generowanie pola wektorowego
o wspolrzednych skorelowanych

W przypadku generowania pol wektorowych (Xl(x), Xz(x), - Xm(x)) waznym
elementem jest zachowanie struktury korelacyjnej pomiedzy poszczegdlnymi kom-
ponentami Xi(x),i:1,2,...,m. W dalszej czgs$ci monografii taka sytuacja be-
dzie miata miejsce w rozdziale 5. Ograniczymy si¢ tu do najprostszej sytuacji,
a mianowicie takiej, gdzie poszczegdlne wspotczynniki korelacji pomigdzy po-
lami pi,(Xl. (x),X,.(x)), i, j=1,...,m nie zalezg od wektora polozenia x (s3 state

dla kazdych dwoch komponentow). Przyjmijmy tez, ze wszystkie komponenty
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wektora sg stacjonarnymi polami gaussowskimi o wartosciach oczekiwanych s,
i wariancjach 0')2(’, i =1,2, ..., m. Ponizej przedstawiony jest prosty algorytm
polegajacy na dekompozycji macierzy kowariancji. Dla uproszczenia zapisow
zaktadamy tu, ze wektorowe pole sktada si¢ z dwoch komponentow. Uogodlnie-
nie procedury na wigksza liczbe wymiarow nie nastrgcza istotnych trudnosci.
Poszczegolne kroki algorytmu sg nastepujace:

1. Na podstawie analizy statystycznej ustali¢ warto$¢ wspotczynnika korelacji
Pin= p(Xl(x),Xz(x)) = p(Xz(x),Xl(x)) = Par-

2. Macierz korelacji pomiedzy polami X, (x) oraz X, (x) ma posta¢

C:P pz‘}. 2.167)
Pl

3. Dokonac¢ rozktadu Choleskiego (Horn i Johnson, 1985) macierzy C, tzn. zna-
lez¢ dolnotrojkatng macierz L, takg ze LL' = C. Macierz L bywa czasem
nazywana pierwiastkiem kwadratowym macierzy C. Rozktad ten jest moz-
liwy dzigki dodatniej okreslonosci macierzy C.

L 0 }
L= : 2.168
[le Ly ( )

4. Wygenerowa¢ dwa niezalezne standardowe gaussowskie pola losowe o za-
danej strukturze korelacyjnej wzglgdem wektora potozenia x: pole qu (x) -
odpowiadajace pierwszej wspotrzednej rozpatrywanego pola wektorowego
oraz pole Giz (x) — odpowiadajace drugiej wspotrzednej tegoz pola.

5. Dla kazdego punktu x znajduje sie¢ wektor

G' (x) [L” 0 } G, (x)

LI 2 LZZ

G}, (%)

w kazdym punkcie x zmienne losowe G, (x) oraz G, (x) sa skorelowane ze
wspotczynnikiem p,,.

, (2.169)

6. W kazdym punkcie x dokonuje si¢ transformacji zmiennych losowych we-
dhug schematu

X;(x)=uy +oy Gl (x), i=1,2. (2.170)

W wyniku transformacji 6 otrzymuje sie wektorowe pole losowe o zadanych cha-
rakterystykach.



3. Probabilistyczne modelowanie
wlasciwosci gruntow

Rozdzial ten poswiecony jest kilku najwazniejszym zagadnieniom dotyczgcym
probabilistycznego modelowania wiasciwosci gruntow. Aby takie modelowanie
byto uzyteczne z punktu widzenia oceny bezpieczenstwa konstrukcji wspotpracu-
jacej z gruntem, musi opiera¢ si¢ na rzetelnej i wiarogodnej analizie statystyczne;.
Najprostszymi informacjami tego typu sa charakterystyki momentowe zmiennosci
losowej, a wigc warto$¢ $rednia, odchylenie standardowe i momenty wyzszych
rzedow. Poniewaz w zadanym punkcie obszaru pole losowe redukuje si¢ do zmien-
nej losowej (wektora losowego), bardzo istotna charakterystyka jest takze rozktad
prawdopodobienstwa. Z tych tez powodéw w rozdziale zamieszczono stosunkowo
obszerny przeglad opisu wlasciwosci podtoza za pomocg zmiennych losowych.

3.1. Modelowanie za pomocg zmiennych losowych

Znakomita wigkszos¢ modeli stosowanych w geomechanice i geoinzynierii to
modele deterministyczne, co oznacza, ze w ich matematycznym opisie nie po-
jawiajg si¢ zadne funkcje losowe. Z drugiej jednak strony, jak juz wzmian-
kowano w rozdziale 1, podtoze, w warstwach wspotpracujacych z konstrukcja,
charakteryzuje si¢ bardzo duza niejednorodnoscia i zmiennoscig przestrzenna.
Niejednorodnos¢ ta wynika zarowno z réznorodno$ci procesow geologicznych
zachodzacych w przesziosci, jak i bardzo réznych warunkow sedymentacji i kon-
solidacji warstw wierzchnich (Witun, 2013), a takze ze zmiennosci przestrzennej
wlasciwosci gruntow. Poszczegolne czastki gruntu, tworzace jego szkielet, sg
rozmieszczone w sposob catkowicie przypadkowy, maja przypadkowe roz-
miary oraz ksztatty. Jesli jeszcze wezmie si¢ pod uwage przypadkowy udziat
fazy gazowej pomiedzy czastkami, to w naturalny sposéb dochodzi si¢ do
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losowego — probabilistycznego — modelowania cech fizycznych i mecha-
nicznych podtoza (Biernatowski, 1982; Puta, 1984; Przewlocki, 2006). W za-
gadnieniach niezawodnosci oraz zagadnieniach analizy ryzyka do stosowa-
nych w obliczeniach modeli deterministycznych wprowadza si¢ metody rachunku
prawdopodobienstwa. Najczgsciej odbywa si¢ to poprzez tzw. ,randomizacje”,
czyli przyjecie, ze pewne parametry podioza, fundamentu czy tez oddziatywan
nie sg state, lecz podlegaja losowym fluktuacjom. Najprostszym sposobem pro-
babilistycznego opisu zmienno$ci losowej parametréow podtoza jest zatozenie,
ze kazdy z tych parametréw jest pewna zmienng losowg o zadanym rozktadzie
prawdopodobienstwa.

3.1.1. Rozklady prawdopodobienstwa i wspolczynniki zmiennosci

najczesciej stosowane w opisie parametrow podloza

Badania dotyczace okreslania opisu cech podtoza za pomocg zmiennych loso-
wych prowadzone s3 juz od ponad pét wieku. Najistotniejsze prace powstaty juz
dosy¢ dawno, lecz ich rezultaty sa do dzi$ uwzgledniane, i to one dominuja
w ponizej przedstawionym przegladzie. Za pionierska prace w dziedzinie proba-
bilistycznego opisu parametrow podtoza uwazana jest praca Lumba (1966), kto-
rej autor weryfikowat za pomoca testu chi-kwadrat hipotezy dotyczace rozktadow
prawdopodobienstwa wielu podstawowych cech gruntu. Przedmiotem badan
Lumba byty specyficzne grunty z okolic Hongkongu — it morski, aluwialny it
piaszczysty, piasek pylasty oraz pyt ilasty. Wiasnosciom gruntow przypisywano
(i testowano) przede wszystkim rozktad normalny, ale tez log-normalny. Istotng
zaletg przeprowadzonych badan byly znaczne liczebnosci prob (od 30 do 120),
co istotnie podnosi jako$¢ opracowania statystycznego. Zagadnieniu badania
statystycznej zmienno$ci wlasnosci gruntu poswigconych jest takze kilka ko-
lejnych prac Lumba (Lumb, 1970, 1971, 1974, 1975; Lumb i Holt, 1968). Spo-
srod innych badan nad opisem cech podloza w postaci zmiennych losowych,
wnoszacych najwiecej do stanu wiedzy, nalezy wymieni¢ badania Schultzego
(1971 1 1975) oraz Corotisa, Azzousa i Krizka (1975). Ci ostatni autorzy prze-
prowadzili badania dla duzej liczby probek podzielonych na trzy grupy w za-
leznosci od gestosci objgtosciowej szkieletu gruntowego. Parametry statystyczne
podano dla kazdej z grup z osobna oraz dla wszystkich probek tgcznie. W tabe-
li 3.1 przytoczono rezultaty uzyskane przez tych autorow. Analizowane tu
cechy gruntu wykazaly, ze ich wlasnosci statystyczne w istotny sposob zaleza
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od cigzaru szkieletu, a wigc i od rodzaju gruntu. Widoczne sg takze duze war-
tosci wspotczynnikow zmiennosci poszczegolnych cech, przy czym najmniejsze
otrzymano dla ci¢zaru szkieletu. Wyniki wydaja si¢ by¢ miarodajne ze wzgledu
na duze liczebnosci prob. Rozktady prawdopodobienstwa wiasciwosci gruntow
proponowane przez réznych autoréw zestawiono w tabeli 3.2 (wraz z odniesie-
niami do poszczegolnych prac). W tabeli 3.2 pojawia si¢ pig¢ rozktadow prawdo-
podobienistwa. Ggstosci trzech z tych rozktadéw — normalnego i log-normalnego
oraz rozktadu o no$niku ograniczonym otrzymanym z rozkfadu normalnego przez
transformacje typu tangens hiperboliczny — byly juz omawiane w podrozdzia-
le 2.6. Natomiast gestosci dwoch pozostatych, tj. rozkladu jednostajnego i roz-
ktadu beta, wraz z ich dwoma pierwszymi momentami, podano w tabeli 3.3.
Niektorzy badacze (Kulhawy i in., 1991; Cherubini, 1992) zwracaja uwage na
fakt, ze w przypadku parametrow wytrzymatosciowych gruntu nalezatoby wpro-
wadzi¢ zrdznicowanie wspotczynnikow zmiennosci w zaleznosci od wartosci
srednich tych parametréw. Sugestie tych autorow podano w tabeli 3.4.

Tabela 3.1. Parametry statystyczne cech gruntowych z badan Corotiza, Azzousa i Krizka (1975).

Poszczegolne symbole w pierwszej i drugiej kolumnie oznaczajg: p; — g¢stosé objgtosciowa szkie-

letu gruntowego, w;, — granica ptynnosci, w, — granica plastycznosci, /, — wskaznik plastycznosci,

w — wilgotnos¢, e — wskaznik porowatosci, f; — zawartos¢ frakcji itowej, ¢, — wskaznik skonsoli-
dowania, ¢, — wspofczynnik konsolidacji, P. — cisnienie pgcznienia

P o Cecha |Liczebnos| Wartos¢ | Wartos¢ | Wartos¢ : Odchyl. | Wspodicz.
opulacja e ; : s Mediana Z
gruntu ¢ proby srednia minim. | maksym. stand. zmienn.
wy (%] 225 54 27 98 53 15 0,28
w, %] 225 26 15 62 25 7 0,27
1, %] 225 27 10 60 27 11 0,40
w [%] 241 39 9 108 36 13 0,34
pa<1,5 | pa [ttm)~] 239 1,29 0,69 1,49 1,34 0,17 0,13
[t(m) °] e 243 1,105 0,579 2,12 1,02 0,29 0,262
fi |%] 198 34 1 100 32 21 0,63
Ce 241 0,33 0,07 0,98 0,28 0,17 0,52
cvlem?s ) 158 0,00162 | 0,0001 0,008 0,004 0,00154 0,95
P, [kPa] 238 198 19,6 716 157 136 0,69
wy [%] 299 39 20 73 35 11 0,28
w, [%] 299 19 8 41 18 4 0,27
1, [%] 299 20 4 48 17 9 0,45
15<p w %] 315 22 8 48 25 5 0,20
o ]’75" palttm) ]| 315 1,62 1,5 1,74 1,69 0,07 0,05
[t(m) ] e 315 0,658 0,427 1,18 0,723 0,095 0,14
fi %] 244 24 2 80 22 16 0,68
e 314 0,16 0,01 0,43 0,19 0,06 0,39
cvlem®s '] 152 0,00111 0,001 0,008 0,009 0,00129 1,16
P, [kPa] 306 246 24,5 942 294 156 0,64
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Tabela 3.1 cd. Parametry statystyczne cech gruntowych z badan Corotiza, Azzousa i Krizka (1975).
Poszczegolne symbole w pierwszej i drugiej kolumnie oznaczaja: p, — ggstos$¢ objetosciowa szkie-

letu gruntowego, w;, — granica ptynnosci, w,, — granica plastycznosci, /, —

wskaznik plastycznosci,

w — wilgotnos¢, e — wskaznik porowatosci, f; — zawarto$¢ frakcji itowej, ¢, — wskaznik skonsoli-
dowania, ¢v— wspodtczynnik konsolidacji, P. — cisnienie pecznienia

P . Cecha |Liczebno$| Wartos¢ | Wartos¢ | Wartos¢ ; Odchyl. | Wspolcz.
opulacja . ; : e Mediana -
gruntu ¢ proby $rednia minim. | maksym. stand. zmienn.
wy [%] 154 33 18 60 30 8 0,23
w, [%] 154 17 11 24 16 2 0,13
1, [%] 154 16 4 36 13 7 0,42
w|[%] 165 16 5 28 16 3 0,22
pa> 1,75 | palt(m) ] 165 1,86 1,75 2,12 1,83 0,09 0,05
[t(m) ] e 165 0,453 0,276 0,78 0,462 0,076 0,17
fi %] 114 19 2 55 17 12 0,63
ce 165 0,09 0,01 0,18 0,08 0,04 0,47
cvlem’s ™ 96 0,00232 0,001 0,008 0,002 0,00151 0,65
P, [kPa] 163 260 29,4 638 245 1,19 0,46
w;, [%] 678 43 18 98 40 15 0,34
w), [%] 678 21 8 62 20 6 0,29
1, [%] 678 22 4 60 20 10 0,48
) w|[%] 711 26 5 108 23 12 0,47
st(?)’sl‘(';'e pultmy?] | 719 1,57 0,69 2,12 1,6 024 0,15
;r)azcm e 723 0,762 0,276 2,12 0,68 0,316 0,415
fi %] 556 26 1 100 24 18 0,70
c 720 0,2 0,01 0,98 0,16 0,14 0,73
cvlem®s™ 406 0,002 0,0001 0,008 0,001 0,0015 0,75
P, [kPa] 707 233 19,6 942 196 143 0,62

Tabela 3.2. Wartosci wspotczynnikow zmiennosci oraz rozktady prawdopodobienstwa niektorych
parametréw gruntu zbadane lub proponowane przez réznych autorow

Parametr | Wspétczynnik - . Kozdad . - .
; ;o Zrodto literaturowe prawdopodobie Zrddto literaturowe
gruntu zmiennosci ;
nstwa
Kat tarcia 0,05+0,15 |Singh (1972), Holtz i Krizek Normalny Lumb (1966)
wewngtrz- (1972), Schultze (1972, 1975),
nego Ingles (1980), Biernatowski |Log-normalny |Wu i Kraft (1967),
w gruntach (1981), Kulhawy (1992), Schultze (1972, 1975),
niespoistych Cherubini i in. (1993), Meyerhof Biernatowski (1966a),
(1993, 1995), Becker (1996) McAnally (1983),
O gestoscei Pieczynfiska i in. (2011),
2.71) Puta i Zaskorski (2015)
Tangens kata| 0,07+0,15 [(Lumb (1966), Schultze (1972, [Normalny Lumb (1966)
tarcia we- 1975), Alonso (1976), McAnally | L.og-normalny [Schultze (1972,1975)
wnetrznego (1983), Kulhawy i in. (1991)
w gruntach
niespoistych
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Tabela 3.2 cd. Wartosci wspotczynnikow zmiennosci oraz rozktady prawdopodobienstwa
niektorych parametréow gruntu zbadane lub proponowane przez roznych autoréw

(1993), Meyerhof (1993, 1995),

Baraticts WSp.O{CZ}/I’m'lk Zrédto literaturowe Rozldad_ p{*aw- Zrédto literaturowe
gruntu zmiennosci dopodobienstwal
Porowatos¢ [0,08+0,19 Schultze (1972) Normalny Schultze (1972)
Wskaznik  [0,13+0,29 Schultze (1972) Normalny Schultze (1972),
porowatosci Corotis i in. (1975)
Kat tarcia we-|0,1+0,56 Schultze (1972, 1975), Singh [Normalny Lumb (1966, 1970),
wngtrznego (1972), Biernatowski (1981), |Beta Lumb (1970),
w gruntach Baghery i Magnan (1983), |Log-normalny |Biernatowski (1966a, 1972),
spoistych Kulhawy (1992), Cherubini i in. Wu i Kraft (1967),

Fenton i Griffiths (2003,

Meyerhof (1993, 1995),

Becker (1996). O gestoscei 2008), Pieczynska-
2.71) -Koztowska (2015)
Tangens kata |0,15 Lumb (1966), Normalny Lumb (1966, 1970),
tarcia we- Beta Lumb (1970), Oboni i
wnetrznego Bourdeau (1983),
w gruntach Log-normalny (Biernatowski (1966a),
spoistych Jednostajny  |Forster i Weber (1982)
Wilgotnos¢ [0,13+0,47 Schultze (1972), Corotis i in.  [Normalny Corotis i in. (1975),
naturalna (1975), Kulhawy (1992), Log-normalny [Corotis i in. (1975)
Phoon et al (1993).
Spojnosé 0,05+0,85 Lumb (1966), Biernatowski |Normalny Lumb (1966),
(1966), Fredlund i Dahlman |Log-normalny |Biernatowski (1966a, 1972),
(1972), Grolimund i Recordon Wu i Kraft (1967),
(1972), Schultze (1975), Alonso Vessia i in. (2009),
(1976), Baghery i Magnan
(1983), Ingles (1980), Biernatowski | Beta Lumb (1970),
(1981), Kulhawy i in. (1991), Oboni i Bourdeau (1983),
Kulhawy (1992), Cherubini i in. |Jednostajny  |Forster i Weber (1982)
(1993), Meyerhof (1993, 1995),
Becker (1996)
Granica 0,22+0,34 Schultze (1972), Corotis i in. |Normalny Lumb (1966),
ptynnosci (1975), Kulhawy (1992), Schultze (1972),
Phoon i in. (1993) Corotis i in. (1975),
Log-normalny [Corotis i in. (1975),
Beta Corotis i in. (1975).
Granica 0,13+0,29 Schultze (1972), Corotis i in. [Normalny Lumb (1966),
plastycz- (1975), Kulhawy (1992), Corotis i in. (1975),
nosci Phoon i in. (1993) Log-normalny |Corotis i in. (1975)
Wskaznik  [0,17+0,73 Corotis i in. (1975), Lumb  |Normalny Corotis i in. (1975),
skonsolido- (1966), Kulhawy (1992), Log-nrmalny |Corotis i in. (1975),
wania Cherubini i in. (1993), Beta Corotis i in. (1975)
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Tabela 3.2 cd. Wartosci wspétczynnikow zmiennosci oraz rozktady prawdopodobienstwa
niektorych parametréow gruntu zbadane lub proponowane przez roznych autorow

Parametr Wspf)%czyr'm.lk Zrédlo literaturowe ROYk*ad. pfaw- Zrédto literaturowe ,
gruntu zmiennosci dopodobienstwa I
Cigzar 0,01+0,16 Corotis i in. (1975), Normalny Evangelista i in.
objetosciowy Evangelista i in. (1975), (1975), McAnally (1983),
Ingles (1980), Schultze (1972),
Biernatowski (1981), Baghery i Magnan
Baghery i Magnan (1983), (1983),
Kulhawy (1992), Cherubini i |Beta Evangelista i in.
in. (1993), Przewtdcki (1998) (1975), Baghery
i Magnan (1983),
Log-normalny |Biernatowski (1966b),
Evangelista i in.
(1975)
Cigzar 0,01 Schultze (1972) Normalny Schultze (1972)
wilasciwy
szkieletu
Modut 0,04+0,5 Schultze (1972), Meyerhof
Younga (1993, 1995).
Wspétczyn- 0,15 Cherubini (1998)
nik Poissona
Edome- 0,2+0,4 Meyerhof (1993, 1995),
tryczny Przewltocki (1998)
modut
scisliwosci

Cytowane badania pokazuja, ze wspotczynniki zmiennosci poszczegolnych
parametrow podtoza moga osiagaé bardzo duze wartosci, co moze rzutowaé na
niskie wartosci wskaznikéw niezawodnosci dla konstrukcji wspotpracujacych
z gruntem (o miarach niezawodnosci bedzie mowa w podrozdziale 4.4). Z dru-
giej strony trzeba pamigtac o tym, ze na uzyskiwane wartosci wspotczynnikow
zmiennosci ma bardzo duzy wplyw wielko$¢ obszaru, z ktérego pobierane sg
proby. Nawet w podtozu, ktére mozna uznaé¢ za jednorodng warstwe gruntowa,
obserwuje si¢ zmiany wiasnosci parametrow, zwlaszcza ze wzrostem glebokosci.
Przewtocki (1998) wskazuje na tendencj¢ do wzrostu wariancji w sytuacji, gdy
poszczegolne proby pobrane s3 w znacznym oddaleniu od siebie. Przypisanie
poszczegdlnym parametrom podtoza okreslonych rozktadéw prawdopodo-
bienstwa jest zadaniem wymagajacym pobrania bardzo znacznej liczby prob
gruntu, co w zagadnieniach praktycznych na ogot nie jest mozliwe. Nie jest
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takze mozliwe wyznaczenie takiego rozktadu w wyniku zastosowania okreslone-
go modelu podfoza. Jak wynika z zestawienia zaprezentowanego w tabeli 3.2,
propozycje badaczy skupiajg si¢ zaledwie wokot kilku rozktadow, przy czym
stosowanie rozktadu normalnego wynika gtéwnie z jego ,,dobrych wlasnosci sta-
tystycznych” i fatwosci prowadzenia obliczen. Czgsto przytaczany argument, ze
o uprzywilejowanej roli rozktadu normalnego stanowi centralne twierdzenie gra-
niczne (por. np. Feller, 2008), nie wydaje si¢ whasciwy, gdyz poszczegolne cechy
materiatowe mogg wskazywaé nawet znaczne rozbieznosci z rozktadem normal-
nym. Dla parametrow podtoza, w sytuacji gdy charakteryzujg si¢ one znacznymi
wspotczynnikami zmiennosci, stosowanie rozktadu normalnego moze okazac si¢
niewlasciwe ze wzgledu na mozliwos¢ przyjmowania wartosci ujemnych. Na
negatywne konsekwencje zwigzane z bezpieczenstwem skarp w przypadku sto-
sowania rozktadu normalnego do charakteryzowania wytrzymatosci gruntow
zwatowych wskazano w pracy Puly i Traczyka (1988). Zdaniem Schneidera
(2011) akceptowanie rozktadu normalnego dla okreslonej wlasciwosci gruntu jest
mozliwe tylko wowczas, gdy wspotczynnik zmiennosci tej wlasciwosci jest
mniejszy niz 0,3. W przypadku wiekszych wspotczynnikow zmiennosci lepiej
jest przyjaé rozktad log-normalny. Z tego punktu widzenia wlasciwsze wydaja
si¢ rozktady skoncentrowane na potprostej dodatniej, jak rozktad log-normalny,
lub rozktady o nosnikach ograniczonych. Te wlasnie bgda stosowane w dalszych
rozdziatach niniejszej monografii.

Tabela 3.3. Rozkfady prawdopodobienstwa: jednostajny i beta oraz ich parametry

Nazwa Funkcja gestosci Zaleznos¢ momentow od parametréw rozktadu
rozkiady prawdepodobicnstwa Wartos¢ oczekiwana|  Odchylenie standardowe
Jednostajny f(x)= ! 2
= b -
(réwnomierny, (x) b-a E{X}= a; VAR{X} = (b-a)
prostokatny) a<x<b, a<b 12
r-1 1-1
x-a |_X~a
=) (5= _—
(b-a)B(rr) E{x}= -
Beta .
— =a+(b-a)— | =(b-a) | —=—
B(r, 1) jest funkcja beta (catka r+t (r+t) (r+1+1)
Eulera I rodzaju, Leja 2018)
a<x<b;a<b; r>0;t>0
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Tabela 3.4. Wspotczynniki zmiennosci kata tarcia wewnetrznego oraz spdjnosci wg Kulhawego,
Rotha i Grigoriu (1991) oraz Cherubiniego (1992)

Parametr podfoza Warto$¢ srednia Wsp6tczynnik zmiennosci

<50 kPa 0,26+0,82
L 50+150 kPa 0,19+0,66

Spdjnosé
150+300 kPa 0,19+0,53
> 300 kPa 0,13+0,41
. <30° 0,03+0,15

Kat tarcia wewngtrznego

30+40° 0,10+0,22

Autor niniejszej monografii zaproponowal stosowanie tzw. rozktadéw wielo-
katnych (Pula, 1984; Puta, 1987), tj. takich, ktorych funkcja gestosci prawdo-
podobienstwa ma wykres o ksztalcie tamanej (zwyczajnej). Przyktadowy wykres
takiej funkcji gestosci pokazano na rysunku 3.1.

A
g(x)

Jg(x)dx=1

>

X

Rys. 3.1. Przyktad funkcji ggstosci wielokatnego rozktadu prawdopodobieristwa

Rozktady tego typu nadaja si¢ do opisu losowej zmiennosci parametrow podto-
za o ograniczonych zakresach zmiennosci, a ponadto okazaty si¢ bardzo przydat-
ne w obliczeniach symulacyjnych, ze wzgledu na efektywne generatory liczb
pseudolosowych (zaproponowane przez autora, 1984) uzyskiwane metodg odwra-
cania dystrybuanty (Rubinstein i Kroese, 2011). Rozktady te zastosowano w pra-
cy Biernatowskiego i Puly (1988) do analizy niezawodnosci przyczotkow mos-
towych, a takze w pracy Puly i Traczyka (1988) do opisu wytrzymatosci gruntow
zwatowych. Typowym, a zarazem szczegdlnie prostym w estymacji i zastosowa-
niach reprezentantem tej rodziny rozktadow jest rozktad trdjkatny, ktorego
wykres gestosci prawdopodobienstwa pokazano na rysunku 3.2 (wzér na gestosé
prawdopodobienstwa otrzymuje si¢ przez napisanie rOwnan ramion trojkata).
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Rys. 3.2. Ggstos¢ trojkatnego rozktadu prawdopodobienstwa i jego parametry: w; — dtugos¢ podstawy,
w, — odcigta $rodka podstawy, w; — roznica pomigdzy odcigta wierzchotka a odcigta Srodka podstawy
(kolejnosé¢ odjemnej i odjemnika jest istotna)

Relacje pomiedzy momentami centralnymi tego rozkladu a jego parametra-
mi (w postaci podanej na rysunku) opisujg nastgpujace wzory:

E[X]Z%w3+wz, (3.1
w32 wl2
VAR[X]:T§+§, (3.2)
3 2
E[(X—E[X]ﬂ:]%—%. (3.3)

Relacje te moga stuzyé do estymacji rozktadu empirycznego metoda mo-
mentow (Benjamin i Cornell, 1977). Szczegodlnie prosty przypadek stanowi sy-
metryczny rozklad tréjkatny, dla ktérego ws = 0, a pozostate dwa parametry
otrzymuje si¢ z pary rownan (3.1) i (3.2). Analizy przeprowadzone przez auto-
ra (Puta, 1984, 1987; Biernatowski i Puta, 1984) pokazaty jednak, ze lepszym
sposobem estymacji rozktadu anizeli metoda momentéw, zwilaszcza gdy dy-
sponuje si¢ probg o znacznej liczebnosci, jest dopasowanie dystrybuanty roz-
kfadu wielokatnego do dystrybuanty empirycznej (uzyskanej z proby) metoda
najmniejszych kwadratow. We wzmiankowanych pracach pokazano przyktady
estymacji rozktadow empirycznych otrzymanych w wyniku badania laboratoryj-
nego prob gruntu rozktadami wielokatnymi dla parametréw wytrzymatoscio-
wych podtoza (kat tarcia wewnetrznego i spojnos¢) oraz cigzaru objgtosciowego.
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Najprostszy przypadek rozktadu wielokatnego stanowi rozkltad jednostajny
(rownomierny, prostokatny — por. tabela 3.3), dla ktorego wykresem funkcji
gestosci jest odcinek rownolegly do osi odcigtych. Taki rozktad nadaje sie do
opisu zmiennosci, gdy mozna uznaé, ze warto$¢ danego parametru moze poja-
wi¢ si¢ w kazdym miejscu pewnego przedziatu z jednakowym prawdopodobien-
stwem (Forster i Weber, 1982).

Uogolnienie przedstawionej wyzej koncepcji, pod nazwg rozktadéw kawat-
kami liniowych (piecewise linear distributions), oraz ich zastosowanie do wy-
znaczania zwigzanych z geotechnika miar niezawodnosci sformutowali Sofianos
1 wspotautorzy (2014).

W zastosowaniach do obliczen niezawodnosci uzyteczne sg tez tzw. ztozone
rozktady prawdopodobienstwa, tj. takie, w ktorych co najmniej jeden z parame-
trow rozktadu jest zmienng losowa. Dla przyktadu wartosé srednig potozenia
zwierciadla wody gruntowej pod fundamentem mozna uznaé¢ za losowo zmien-
ng. Jesli wigc potozenie bylo przyjete jako zmienna losowa, to mamy do czynie-
nia jakby z podwojng zmiennoscia losowa. Rozktady ztozone sg dobrze opisane
w literaturze probabilistycznej (np. Benjamin i Cornell, 1977). Przyktadowo, je-
zeli X jest zmienng losowa o dystrybuancie Fy(x), ktora zalezy od parametru 7,
czyli ma posta¢ Fx(x; ), a parametr 7 jest zmienna losowa o gestosci prawdo-
podobienstwa f,(#), to dystrybuanta powstatej w ten sposob nowej zmiennej lo-
sowej Y ma posta¢

Fy(y) =TFX(y,f7)f;,(r7)df7- (3.4)

Jesli natomiast ,uﬁ(")(é’) oznacza n-ty moment statystyczny zmiennej X, to dla

zmiennej Y otrzymuje si¢

E[Y”]:Ty;”)(e)fo(e)de. (3.5)

3.1.2. Korelacja wzajemna pomiedzy parametrami podloza

Parametry geotechniczne podfoza sa na ogot ze sobg wzajemnie skorelowane.
Niestety wiedza na ten temat jest uboga. Niedobor danych eksperymentalnych
w tym zakresie wynika z faktu, ze takie badania nie wchodzg do standardowego
rozpoznania geotechnicznego. Informacja, dotyczaca wzajemnej korelacji para-
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metrow wytrzymatosciowych podtoza gruntowego, w przypadku badania loso-
wej nosnosci posadowienia bezposredniego oraz okreslania niezawodnosci tego
typu posadowienia metodami probabilistycznymi jest istotna. Jak bowiem poka-
zano w pracy autora (Puta, 2004), przy modelowaniu parametrow wytrzymatos-
ciowych przez zmienne losowe, przyjecie ujemnej korelacji pomigdzy tymi para-
metrami prowadzi do wigkszych wartosci wskaznika niezawodnosci, a zatozenie
braku korelacji, czyli p(¢,c)=0, obniza warto$¢ wskaznika niezawodnosci.
Z drugiej strony przyjecie ujemnej wartosci p(@, ¢) musi by¢ poparte rzetelng
analizg statystyczng badan podioza. Rowniez w przypadku modelowania parame-
trow ¢ i ¢ za pomocg pol losowych ujemna wartos¢ wspotczynnika korelacji pomig-
dzy polami implikuje wigksza wartos¢ wskaznika niezawodnosci f (wigcej infor-
macji na temat wskaznika niezawodnosci podanych zostanie w podrozdziale 4.4),
co pokazano w pracy Vessii i wspotautorow (2009). Zatem znajomos¢ wzajemnej
korelacji (macierzy kowariancji wektora losowego) moze okaza¢ si¢ istotna dla
obliczen wykonywanych w ramach teorii niezawodnosci. Zagadnienie wzajemne;j
korelacji parametrow bylo w przesziosci przedmiotem studiow kilku badaczy,
np. Lumba (1966), Holza i Krizka (1972), Yiicemena i Tanga (1972) oraz Thao
(1984). Przyktadowe oceny wspotczynnikow korelacji (liniowej) dla gliny, wedlug
badan Holza i Krizka (1972), pokazano w tabeli 3.5.

Tabela 3.5. Wspétczynniki korelacji wzajemnej wybranych wiasciwosci gruntow. Poszczegdlne

symbole — jak w tabeli 3.1, a ponadto: £, — zawarto$¢ frakcji piaskowej, y, — cigzar wlasciwy szkie-

letu gruntowego, y, — ciezar objetosciowy szkieletu gruntowego, wp, — wilgotnos¢ optymalna,
S, — stopien wilgotnosci, ¢ — spdjnos¢ gruntu, ¢ — kat tarcia wewngtrznego

Parametr | f; Jo wy w, % Wopt Ya S, c 7
fi 1,00 | 0,84 | 0,13 | —0,61 0,91 | 0,58 0,73 | =0,19 | —0,13 0,44
J 1,00 [ -0,22 | 0,22 | -0,62 | 0,31 | —0,54 | 0,33 0,40 | —0,55
wy 1,00 { 0,57 | —0,15 0,63 | —0,51 | —0,66 | —0,13 | —0,47
w, 1,00 | —0,85 0,93 | -0,89 | —0,38 | 0,22 | —0,41
% 1,00 { —0,83 0,90 | 0,02 0,07 | 0,39

Wopt 1,00 { -0,96 | 0,33 | —0,13 | —0,47
17 1,00 0,21 0,00 0,58
S, 1,00 | 0,67 0,13
é 1,00 | —0,49
@ 1,00

Jak wida¢, Holz i Krizek zaobserwowali do$¢ silng ujemng korelacj¢ pomig-
dzy parametrami wytrzymalosciowymi gruntu (parametrami ¢ i ¢ ). Fakt ten
potwierdzaja takze inni badacze, np. Lumb (1966), Yiicemen'i Tang (1972),
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Athanasiou-Grivas i Harrop-Wiliams (1979). Cherubini (2000) proponuje, aby
w obliczeniach nosnosci posadowienia bezposredniego uwzgledniaé¢ ujemny wspot-
czynnik korelacji pomigdzy parametrami ¢ i ¢, rz¢du od —0,24 do —0,7.

Aby uwzgledni¢ w obliczeniach rozktady prawdopodobienstwa poszczegol-
nych cech podtoza oraz korelacje pomigdzy nimi, nalezy okresli¢ taczny rozktad
prawdopodobienstwa tych cech. Lumb (1966) testowat dwuwymiarowy rozkfad
normalny jako taczny rozktad wskaznika plastycznosci i granicy ptynnosci. Za
interesujaca nalezy uzna¢ propozycje Athanasiou-Grivasa i wspotautorow (Atha-
nasiou-Grivas i Harr, 1979 oraz Athanasiou-Grivas i Harrop-Wiliams, 1979), kt6-
rzy zasugerowali, aby jako faczny rozktad kata tarcia wewngtrznego ¢ i spdjnos-
ci ¢ przyja¢ dwuwymiarowy rozktad Dirichleta, tj. rozkiad o gestosci

(o +a,+ay)
f(xy)= [(a)0 ()T ()
0 dla pozostatych,

a-1_ a1

y (l—x—y)arl, xy>0, 0<x+y<l,

(3.6)
gdzie

x= €~ Chin : y= @ — Dnin (37)

]
Cmax ~ Cmin Pmax ~ Prin

Przy C€Zym Cmax> Cmin» @max» @min 0ZnNaczaja maksymalne i minimalne wartosci
spojnosci i kata tarcia wewnetrznego, odpowiednio; I jest funkcja gamma Eulera,
za$ a,, a,, az parametrami rozkladu. Parametry a, a,, a3 moga by¢ okreslone
z relacji pomigdzy nimi a momentami statystycznymi (odpowiednie zaleznosci
mozna znalez¢ w ksigzce Wilksa (1962) oraz w pracach Athanasiou-Grivasa
i Harrop-Wiliamsa (1979) lub Puty i Stilger-Szydto (1990)). Jest to o tyle intere-
sujgca propozycja, ze rozktadami brzegowymi tego rozktadu sg rozktady beta,
a wigc rozklady o nosnikach ograniczonych (skoncentrowanych na przedziatach
[Cmin >Comax | OZ [ @1n> Prnax |)» €O Koresponduje z ograniczonymi przedziatami zmien-
nosci tych parametrow (przede wszystkim z waskim przedziatem zmiennosci
kata tarcia wewngtrznego ¢, a takze propozycjami kilku autoréw odnosnie do
rozktadow jednowymiarowych (por. tabela 3.2). Ponadto wspétczynnik korela-
cji rozktadow brzegowych dwuwymiarowego rozktadu Dirichleta jest rowny

o,
Pep=Pey= —J ( 2 (3.8)

a +ay)(a, +ay)
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i ma wartos¢ ujemna, co jest zgodne z wczesniej podanymi uwagami na temat
korelacji pomiedzy @i c. Propozycja Athanasiou-Grivasa i wspotautorow zostata
zastosowana w pracy autora i Stilger-Szydto (Puta i Stilger-Szydto, 1990) do
probabilistycznej analizy ksztattu uwarstwionej skarpy w stanie rownowagi gra-
nicznej. W pracy tej w celu zastosowania techniki symulacji cyfrowej autorzy
przedstawili po raz pierwszy oryginalny algorytm generowania liczb losowych
o rozkladzie Dirichleta, skonstruowany z ciaggu niezaleznych zmiennych losowych
o rozktadzie gamma. Wada rozktadu Dirichleta jest jednak to, ze, jak to tatwo
zauwazy¢ we wzorze (3.6), jest on skoncentrowany na obszarze trojkatnym, co
daje zerowe prawdopodobienstwo jednoczesnego otrzymania duzych wartosci
(bliskich wartosciom maksymalnym) kata tarcia wewnetrznego i spdjnosci lub .
innych analizowanych parametréw podtoza.

W przypadku wektorow losowych o wymiarze wigkszym niz dwa opis pro-
babilistyczny na ogdét mocno si¢ komplikuje. Rzadko bowiem, zwlaszcza w geo-
technice, dysponuje si¢ tak liczng probg, aby estymowaé rozktad wielowymia-
rowy. Znacznie czgsciej znane sa jednowymiarowe rozklady poszczegodlnych
cech (rozktady brzegowe) oraz wspétczynniki korelacji pomigdzy poszczegdlny-
mi cechami. Przyj¢cie zatozenia, ze rozklad taczny jest rozktadem normalnym,
mozliwe jest tylko wtedy, gdy poszczegolne rozklady brzegowe sa normalne.
W innych przypadkach okreslenie doktadne rozktadu tacznego mozna zastgpic
zastosowaniem tzw. rozktadow Natafa (Nataf, 1962). Konstrukcja Natafa polega
na utworzeniu wielowymiarowego rozktadu prawdopodobienstwa, tak aby miat
on z gory zadane i okreslone rozktady brzegowe oraz wspotczynniki korelacji
pomiedzy nimi. Przypusémy, ze X, X, ..., X, sa zmiennymi losowymi o znanych
dystrybuantach F oraz odpowiadajacych im gestosciach fy, a wspdfczynniki
korelacji p; pomigdzy tymi zmiennymi sg takze znane. N-wymiarowy rozktad
Natafa definiuje sie jako rozktad o nastepujacej funkcji gestosci:

8, (¥, 25 -5 YoR')
¢0(YI )¢0(J’2) "'¢0(yn)’

.fN(xl’ X2 xn):f)(I (xl)fxz(xz) "'fX,,(xn) (3-2)

przy czym
yi=®' (Fy(x)),  i=12,...n (3.10)

jest transformacja uktadu wspétrzednych, w ktérej @;"' jest funkcja odwrotng
do dystrybuanty standardowego rozktadu normalnego (jednowymiarowego),
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@ jest gestosciag standardowego jednowymiarowego rozktadu normalnego,
a ¢, jest n-wymiarowa gestoscig rozkladu normalnego o sredniej zero, je-
dnostkowych wariancjach i macierzy korelacji R’, ktorej elementy p; sa
zdefiniowane przez wspoétczynniki korelacji p; wedlug nastgpujacej za-
leznosci:

ol B[x.1\ x,-E[ X, _ &\ j’pi/"
p;,»=ff i CF;[X,]][, i/[X]]f)(l(x,)fx/(xi)%g#(/ﬁo(y/;dx,cbci_

17 Fx,»'(fbo(y,-))—E[X,-]] Fe! (@o(2;)-B[X/]

o, s, (3P ) dvidy ;.

G.11)

Rozktad Natafa moze by¢ skonstruowany, o ile transformacja (3.10) jest wza-
jemnie jednoznaczna (wystarczy aby dystrybuanty F) byly ciagle i Scisle ros-
nagce) oraz o ile macierz R’ okaze si¢ dodatnio okreslona. Pewng trudnoscia
w zastosowaniu rozkladu Natafa jest koniecznos¢ rozwigzania rownania (3.11)
ze wzglgdu na pj, co musi by¢ zrobione na drodze numeryczne;j. Istnieje jednak
mozliwos¢ zastosowania uproszczonych formut przyblizonych do wyznaczenia
p;;» na co wskazali Liu i Der Kiureghian (1986).

W monografii Johnsona i Kotza (1976) mozna znalez¢ inne przyktady kon-
struowania rozktadow tacznych o zadanych rozktadach brzegowych, dotycza one
jednak tylko przypadkow dwuwymiarowych.

Wyzej opisane zadanie, polegajace na znalezieniu rozktadu wielowymiaro-
wego, gdy zadane s3 jedynie rozklady jednowymiarowe oraz wspotczynniki
korelacji pomigdzy nimi, takiego aby jego rozktadami brzegowymi byty wtasnie
te zadane rozklady jednowymiarowe, stato si¢ podstawg teorii tzw. copulas
(autorowi nie jest znany polski odpowiednik tego terminu). Konstrukcja Natafa
nie jest bowiem jednoznaczna i najczesciej istnieje wiele rozktadow spetniaja-
cych postawiony wyzej warunek. Obszerne informacje na temat tej teorii mozna
znalez¢ w monografii Nelsena (2006). Teoria ta obecnie jest intensywnie rozwi-
jana 1 stosowana w zagadnieniach niezawodnosci. Przykfadem jest niedawno
opublikowana praca Wanga i Li (2017) analizujaca rozktady typu copulas pod
katem zastosowania ich do konstrukcji tzw. powierzchni odpowiedzi (por. np.
Bauer i Puta, 2000).
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3.2. Modelowanie wlasciwosci podloza
za pomocg pol losowych

3.2.1. Podstawowe zalozenia

W przypadku modelowania whasciwosci podtoza za pomocg p6l losowych zakta-
da si¢, ze dany parametr gruntu jest reprezentowany przez okreslone pole losowe.
Tak wiec kazdemu punktowi rozpatrywanego obszaru przestrzeni (lub obszaru
ptaskiego, gdy przyjmowany jest ptaski stan odksztalcenia) przyporzadkowana
jest pojedyncza zmienna losowa. Pojawiajaca si¢ w ten sposob rodzina zmien-
nych losowych ma okreslong struktur¢ korelacyjng. Pelna informacja probabili-
styczna zadana jest wowczas, gdy znane sg rozktady skonczenie wymiarowe tak
okreslonego pola losowego. Takie podejscie jest oczywiscie znacznie bardziej
skomplikowane od modelowania pojedynczymi zmiennymi losowymi, jednak
wiadomo, Ze o bezpieczenstwie fundamentéw decydujg najczgsciej duze obszary
gruntu wspotpracujace z tymi fundamentami, a to moze oznaczac, ze charaktery-
zacja zmiennosci losowej danego parametru gruntu w calym obszarze za pomocg
pojedynczej zmiennej losowej jest zbyt uboga.

Réwnoczesnie wezesniej analizowane, a przedstawione w podrozdziale 3.1
informacje probabilistyczne, dotyczace wspdtczynnikdw zmiennosci poszcze-
golnych cech, ich rozktadow prawdopodobienstwa oraz wspotczynnikow kore-
lacji pomigdzy nimi, moga by¢ zaimplementowane do modelowania polami
losowymi.

Zastosowanie metod z pochodzacych z teorii funkcji losowych stosunkowo
wcezesnie pojawito sie¢ w geologii zlozowej, gdzie stanowito wyjatkowo adekwa-
tne, cho¢ skomplikowane narzedzie do planowania eksploatacji zt6z natural-
nych. Wielkie znaczenie majg prace Krigego (np. Krige, 1951; Krige, 1962),
ktory, w oparciu o teori¢ funkcji losowych, opracowat metod¢ szacowania inten-
sywnosci wystepowania eksploatowanego mineralu w danym obszarze. Badania
Krigego zwigzane byly z eksploatacja zlota w Poludniowej Afryce, jednak
opracowana przez niego metoda zwana krigingiem jest ciagle udoskonalana
i stanowi jedno z wazniejszych narzedzi geostatystyki (Matheron, 1963), rozwi-
janej takze w Polsce (np. w pracach Namystowskiej-Wilczynskiej, 1993). W Pol-
sce za pionierskie w dziedzinie zastosowan teorii pol losowych w geologii na-
lezy uzna¢ prace wroctawskiego matematyka Stefana Zubrzyckiego (1957), ktore
powstaty w zwiazku z eksploatacja rud cynku na Gérnym Slasku. '
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W geotechnice pierwsze prace stosujace aparat funkcji losowych powstaty
w potowie lat siedemdziesiatych. Do pionierskich naleza tu prace Lumba (1974,
1975) czy Alonso i Krizka (1975). Ci ostatni autorzy badali zmienno$¢ parame-
trow podtoza z glgbokoscia, dopasowujac funkcj¢ korelacji, zwanej dalej funkcja
autokorelacji o postaci (2.34). Wybrane rezultaty z ich pracy przedstawiono
w tabeli 3.6.

Tabela 3.6. Wspotczynniki a funkcji autokorelacji wybranych wlasciwosci gliny pylastej migkko-
plastycznej wg Alonso i Krizka (1975). Az oznacza zmiany wspotrz¢dnej pionowej, zas parametr a
jest parametrem funkcji (2.34)

Wspolczynnik autokorelacji p = exp(—a|Az|)
Wiasnos¢ Parametr a
Az=1m Az=2m Az=3m
Zawartos¢ frakcji piaskowej 0,231 0,7937 0,6300 0,5001
Zawartos¢ frakcji pylastej 0,310 0,7334 0,5379 0,3946
Cigzar objetosciowy 0,253 0,7765 0,6029 0,4681
Wskaznik porowatosci 0,191 0,8261 0,6825 0,5638
Granica ptynnosci 0,230 0,7945 0,6312 0,5016

Modelowanie cech podtoza za pomoca pol losowych stosowat Alonso w ko-
lejnej swojej pracy (Alonso, 1976) do probabilistycznej analizy statecznosci zboczy.
Po6zniejsze prace — Vanmarcke’a (1977a, 1977b) oraz Wildego (1977) — przy-
niosty istotny postgp w technikach obliczeniowych zwigzanych z zastoso-
waniem teorii pdl losowych. Z kolejnych prac opublikowanych w Polsce nalezy
wymieni¢, wazng z punktu widzenia zastosowan, monografie Wildego (1981)
poswigcong metodom dyskretyzacji pol losowych oraz prace Brzgkaty (1981),
w ktorej badano wiasnosci funkceji korelacyjnych, mogacych stuzy¢ do stochas-
tycznego opisu parametrow podtoza wraz z doswiadczalng identyfikacjg para-
metrow tych funkcji. Pewne modele gruntoznawcze, modele wytrzymatosci oraz
modele gleboznawcze analizowat Szczepankiewicz (1985). Kalibrowanie fun-
kcji korelacyjnych poparte obszernymi badaniami do$wiadczalnymi przeprowa-
dzit Przewtocki (1998, 2000). Wspotczesne podejscie do modelowania parame-
trow podtoza za pomocg pdl losowych sformutowane zostato w pracy Rackwitza
(2000) oraz w obszernej monografii Fentona i Griffithsa (2008). W obecnej chwili
prac, w ktorych stosowany jest aparat matematyczny teorii pol losowych, jest juz
bardzo duzo i ciggle pojawiaja si¢ nowe, np. Lei-Lei Liu i in. (2017), Te Xiao i in.
(2018) oraz Ching i in. (2018).
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Wrdoémy teraz do wartosci parametru a podanych w tabeli 3.6. Warto zwro-
cié uwage na stosunkowo nieduze réznice pomigdzy wartosciami tegoz parame-
tru dla pigciu wskazanych wlasnosci gruntu. Mozna by postawi¢ hipotezg, ze
funkcje autokorelacyjne badanych wiasnosci tego samego gruntu sg jednakowe,
za$ wystepujace roznice sg konsekwencja bledéw pomiarowych lub matej li-
czebnosci proby. Hipoteza o jednakowej funkcji autokorelacji roznych parame-
trow tej samej warstwy gruntowej (dla okreslonego regionu) jest obecnie po-
wszechnie akceptowana i stosowana przez wielu badaczy (np. Cherubini, 2000b
czy Rackwitz, 2000). Bedzie tez przyjmowana w badaniach przedstawionych
w dalszych rozdziatach niniejszej monografii. Jak pokazano w rozdziale 2, istnie-
je wzajemnie jednoznaczna odpowiednio$¢ pomigdzy parametrem a funkcji ko-
relacji o postaci (2.34) a skala fluktuacji (por. wzory (2.51)). Tak wigc hipoteza
o jednakowej funkcji autokorelacji réznych parametrow tej samej warstwy im-
plikuje jednakowa skale¢ fluktuacji dla wszystkich parametrow a danej warstwie.
Aby uzasadni¢ te hipoteze, autorzy czgsto przywotuja argumenty jednakowej
natury geologicznej danej warstwy i jednakowych warunkéw jej powstawania.
A wigc to naturalne cechy podtoza powinny odpowiada¢ za stopien skorelowa-
nia przestrzennego wiasciwosci, bez zréznicowania na fizyczne i mechaniczne pa-
rametry, ktore sg abstrakcyjnymi miarami shuzacymi opisowi gruntu i jego stanu.

W ten sposob dochodzimy do podstawowych zatozen dotyczacych pol loso-
wych opisujacych wiasciwosci podtoza. Sa to trzy podstawowe zatozenia, ktore
sg przyjmowane (czasem by¢ moze nie do konca $wiadomie) przez autorow
w znakomitej wigkszosci prac z omawianej dziedziny.

Zalozenie 1. Stosowane do opisu (modelowania) wlasciwosci gruntu pola losowe
sg stacjonarne w szerszym sensie (por. podrozdziat 2.3). Jest to zatozenie uprasz-
czajace, ktére redukuje znaczaco opis matematyczny. W polu niestacjonarnym
bowiem funkcja kowariancji zawiera dwa razy wigcej zmiennych niezaleznych
anizeli odpowiednia funkcja w polu stacjonarnym (np. w polu okreslonym na
obszarze trojwymiarowym funkcja kowariancji w polu niestacjonarnym jest funk-
cjg szeSciu zmiennych, zas w przypadku pola stacjonarnego — tylko trzech
zmiennych). Zatozenie to wydaje si¢ by¢ adekwatne dla jednorodnych warstw
gruntowych. Czasami trudny jest do zaakceptowania warunek jednakowej sred-
niej danego parametru w catej warstwie. Wowczas czgsto okazuje si¢, ze po od-
jeciu trendu zmian warto$ci $redniej (tzw. detrendyzacja — por podrozdziat 3.3),
otrzymane ,,fluktuacje wokot sredniej” mozna uzna¢ za stacjonarne. Ocenie tego
stuzg specjalne testy stacjonarnosci (np. Page, 1954).
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Zalozenie 2. Zaklada sig, ze stosowane pola sg ergodyczne (punkt 2.9.2). Bez tego
zatozenia rzetelna ocena wartosci oczekiwanej oraz funkcji kowariancji na podsta-
wie badan polowych nie bytaby mozliwa, o czym wspomniano juz w punkcie 2.2.2.

Zalozenie 3. Skala fluktuacji jest jednakowa dla wszystkich parametrow gruntu,
o ile rozpatrywana jest jedna, chocby w przyblizeniu jednorodna, warstwa grun-
tu. Jesli takich warstw jest wigcej, to rozpatrywany parametr musi by¢ modelo-
wany przez dwa rozne pola losowe — po jednym dla kazdej warstwy. Zatozenie
jednakowej skali fluktuacji zostato juz omowione powyzej.

3.2.2. Metody okreslania skali fluktuacji

Zatem jednym z wazniejszych elementow przy modelowaniu wlasciwosci gruntu
za pomocg pol losowych jest poprawne okreslenie skali fluktuacji. Skala fluktua-
cji jest bowiem miara szybkosci zmiennosci pola losowego (por podrozdziat 2.5),
a jej warto$¢ czgsto interpretuje si¢ jako przyblizong odleglos¢ pomigdzy punk-
tami pola, poza ktéra wzajemna korelacja wlasciwosci staje si¢ nieistotna. Po-
nizej omoéwione beda podstawowe metody stuzace wyznaczeniu tego parametru
na podstawie badan gruntu.

Pierwsza z metod pochodzi od Vanmarcke’a (1977a), ktory zaproponowat
sposob badania skali fluktuacji na podstawie terenowych badan podtoza, na przy-
ktadzie badania oporu stozka sondy CPT. Korzystajgc ze wzorow (2.114) oraz
(2.115) funkcje wariancji mozna w przyblizeniu zapisa¢ w postaci

y(AL)= % (3.12)

dla dostatecznie duzych AL (co najmniej AL > 6y). Jak zaznaczono w punkcie

2.8.2, to proste, acz niezbyt doktadne oszacowanie moze by¢ stosowane, gdy

funkcja korelacji w polu nie jest znana. Tok dalszego postgpowania jest naste-

pujacy:

1. Wartosci danego parametru podtoza (mogg to by¢ wartosci oporu stozka
sondy) sg probkowane w jednakowych odstepach ALj.

2. Oszacowane zostajg wartos¢ srednia i ,,punktowe” odchylenie standardowe
o z calosci proby.

3. Sasiednie wyniki s usredniane parami i odpowiednie odchylenie standardo-

we usrednienia wynosi o/7(2).
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4. Procedur¢ kontynuuje sie dla n = 3, 4, ..., n, wykonujac wykres wartosci
m w funkcji n, co pokazano linig przerywana na rysunku 3.3b.

5. Wraz ze wzrostem n wartosci 7(n) zblizajg si¢ do wartosci teoretycznej,
wynikajacej z przyblizenia (3.12), przedstawionej za pomoca linii ciggltej na
rysunku 3.3b, przy czym linia ciggla jest wykresem nastgpujacej zaleznosci:

I dla AL<6,,

AL) = 3.13
}/( ) 4/9—" dla AL>6,, ¢ )
AL

przy czym AL = nALy. Zatem dla duzych wartosci n powinna by¢ w przy-

[ 6
Jr(n) = nAXL : (3.14)

6. Ostatnim krokiem jest dopasowanie krzywej teoretycznej (3.13) — na rysunku

blizeniu spetniona rownos¢

3.3b zaznaczonej linig ciagta do okreslonej na podstawie badan (linia przery-
wana) w koncowym fragmencie ich przebiegu. Jako ze jedynym parametrem
krzywej (3.13) jest 6y, zatem dopasowanie to doprowadzi to do oznaczenia
wartosci skali fluktuacji 6. Dopasowanie moze by¢ dokonane np. metoda
najmniejszych kwadratow w konicowym fragmencie krzywych. Vanmarcke
(1977a) zaproponowat ustalenie pewnej koncowej wartosci n (dla ktorej
zgodno$¢ krzywych jest juz dobra), na podstawie ktorej mozna obliczy¢ ska-
le fluktuacji wedtug zaleznosci

Oy = ny(n)ALy=n"AL,. (3.15)

Zaleznos¢ (3.15) definiuje ponadto wartos¢ n", ktora okresla zasieg odcinka

prostoliniowego krzywej teoretycznej na wykresie zaleznosci )/(n)od n

(rys. 3.3.b).

W przyktadzie pokazanym na rysunku 3.3b, dotyczacym danych oporu stoz-
ka sondy pokazanych na rysunku 3.2a, przyjeto jako koncowa wartos¢ n = 15,
co doprowadzito do wartosci skali fluktuacji 6, = 1,14 m (por. obliczenia na
rysunku 3.3b).

Nalezy odnotowac, ze w przypadku, gdy n" jest bliskie jednosci, wowczas
ostatni wzor daje istotnie zawyzong wartos¢ skali fluktuacji. Gdy bowiem " = 1,
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Rys. 3.3. llustracja metody wyznaczania skali fluktuacji wg Vanmarcke’a (1977a): a) zmienno$¢
oporu stozka g, z glebokoscig L — g, oznacza Srednig warto$¢ oporu stozka na calej dtugosci L;
b) wyznaczanie skali fluktuacji (objasnienia w tekscie)

to poszczegolne ,,obserwacje” sg nieskorelowane, za$ skala fluktuacji jest mniej-
sza niz przedzial probkowania AL,.

Druga metoda, zaproponowana w pracy Wickremesinghe i Campanelli
(1993), powstata z modyfikacji przedstawionej powyzej metody Vanmarcke’a.
Autorzy ci zauwazyli, Zze zgodnie z zaleznoscig (3.12) iloczyn ;/(AL)AL (zwany
funkcja fluktuacji) powinien by¢ staty dla dostatecznie duzych AL. W proce-
durze Vanmarcke’a mozna wigc sporzadzi¢ wykres }/(nALO)nALO w zaleznosci
od nAL;. Po ustabilizowaniu si¢ wykresu na poziomie statej wartosci mozna
przyjac t¢ stata wartos¢ jako wartos¢ skali fluktuacji 6. Ponadto pokazali oni na
przyktadach z badan, Ze ta modyfikacja, ich zdaniem prostsza w zastosowaniu od
metody oryginalnej, prowadzi do bardzo zblizonych oszacowan skali fluktuacji
w zestawieniu z metodg Vanmarcke’a.

Trzecia z metod oceny skali fluktuacji 6y, takze zaproponowana przez Van-
marcke’a (1977a), jest mozliwa do zastosowania pod warunkiem posiadania duzej
liczby pomiaréw. Polega ona na zastosowaniu relacji pomigdzy skala fluktuacji 6y
a $rednig odlegloscia d pomiedzy przekroczeniami przez fluktuujgcy parametr g, ( L)

Jego sredniej wartosci g,.. Srednig czgstotliwo$¢ przekroczen wartosci $redniej przez

. ee 1 . .
funkcje losowa, w przyblizeniu rowng = okresla tzw. wzor Rice’a (Rice, 1944):



&9

(3.16)

Wielko$¢ d moze by¢ oszacowana na podstawie wykresu jak na rysunku 3.2a.
Jesli ponadto znana jest postaé funkcji korelacji px(r, a) w rozpatrywanym po-
lu X, to na podstawie zaleznosci (3.16) mozna zidentyfikowa¢ parametr a. Na-
stepnie, korzystajac z zaleznosci typu (2.51) lub bezposrednio z definicji (2.50),
mozna wyznaczy¢ skale fluktuacji &y. Oczywiscie procedura ta jest skuteczna
w przypadku, gdy tylko jeden parametr funkcji korelacji py (7, a) pozostaje do
zidentyfikowania.

Przyktadowo, jezeli funkcja korelacji jest typu gaussowskiego (wzor (2.38)),
to zastosowanie zaleznosci (3.16) prowadzi do wzoru

~

Loa (3.17)
T

Y| —

i dalej poprzez zalezno$¢ (2.51) dla funkcji gaussowskiej otrzymuje si¢ ostatecznie

d =~ \E@x ~1,256. (3.18)

Jesli zastosowa¢ te metode do przyktadu pokazanego na rysunku 3.3, to uzyska
si¢ wartos¢ skali fluktuacji 6, = 1,3 m, a wigc zblizong do wartosci uzyskanej
pierwszg metoda.

Ograniczeniem powyzszej metody jest zalozenie, ze rozpatrywana w danym
polu funkcja korelacji py(7) musi posiada¢ druga pochodna w punkcie 0 (por.
wzor (3.16)). Tego zatozenia nie spetnia popularna w zastosowaniach funkcja
korelacji typu Markowa (wzor (2.34)).

Ostatnia — czwarta w tym zestawieniu — metoda polega na estymacji funkcji
korelacji pola, a nastepnie obliczeniu skali fluktuacji z definicji. Estymator funkcji
korelacji w polu stacjonarnym okreslony jest wzorem (Baecher i Christian, 2003)

k—j

plr))=- Z —my)(xi,; —my), (3.19)

_l i=1

w ktérym 7, = jA7 jest odlegtoscia pomigdzy punktami obszaru, p0m|¢dzy kto-

rymi korelacja danej cechy jest szacowana; odleglos¢ ta jest w:elokrotnosmq
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pewnej ustalonej odlegtosci jednostkowej; A7 x;, x;:; s3 wartosciami rozpatrywa-
nej cechy uzyskanymi z pomiaréw odpowiednio w punkcie 7 oraz i + j, przy
czym k jest liczba wszystkich punktow, w ktérych wykonano pomiar; sy jest
wariancja z proby badanej cechy (estymatorem wariancji pola losowego) za$ my,
srednig z tejze proby (estymatorem wartosci oczekiwanej pola).

Wz6r (3.19) pozwala oszacowac funkcje korelacji w skonczonej liczbie punk-
tow. Do tej ,,empirycznej funkcji korelacji dopasowuje si¢ ktorgs z wybranych
,»funkcji teoretycznych”, starajac si¢ zachowac¢ mozliwie najlepsze dopasowanie
(np. w sensie metody najmniejszych kwadratow). Majac posta¢ funkcji korelacji
w postaci wzoru, znajduje si¢ skale fluktuacji z definicji (podrozdziat 2.5) lub na
podstawie wczesniej ustalonych zaleznosci pomigdzy skalg fluktuacji a parame-
trami funkcji korelacji (zaleznosci typu (2.51).

Wida¢, ze kazda z czterech metod narazona jest na btedy w ocenie skali
fluktuacji. Btedy te maleja wraz ze wzrostem liczby pomiarow. Z tego punktu
widzenia z najlepsza sytuacja mamy do czynienia, gdy korzysta si¢ z wynikow
sondowania, np. sonda CPT, gdyz wowczas liczba danych jest duza (przynaj-
mniej w obrgbie jednego otworu). Jesli zaakceptuje si¢ zatozenie 3. sformutowa-
ne w poprzednim punkcie, to skala fluktuacji oszacowana na podstawie oporu
stozka sondy moze by¢ przyjeta takze dla innych parametrow podioza. Z tego
punktu widzenia wydaje si¢, ze najlepsza metoda jest czwarta z opisanych wy-
zej, tj. polegajaca na oszacowaniu funkcji korelacji w polu. Znajomos¢ funkgji
korelacji pozwala na numeryczne generowanie pot losowych, o czy byta mowa
w podrozdziale 2.10.

Opisane wyzej cztery metody stuzg w zasadzie do wyznaczania skali fluk-
tuacji w polu okreslonym na obszarze jednowymiarowym. W praktyce stuzg naj-
czgsciej ocenie pionowej skali fluktuacji, czyli ocenie skorelowania wtasciwosci
podloza wraz ze zmieniajaca si¢ glgbokoscia. Niektorzy autorzy, badajac losowy
charakter posadowienia bezposredniego, korzystali z koncepcji modelowania
whasciwosci gruntu za pomoca pél izotropowych (bedzie o tym mowa w roz-
dziale 5). W takiej sytuacji wyznaczenie pionowej skali fluktuacji okazuje sie
wystarczajace, gdyz w polu izotropowym promien korelacyjny jest jednakowy
w kazdym kierunku. Jednak badania przestrzennej zmiennosci cech podtoza pro-
wadzi zwykle do wniosku, ze zmiennos¢ cech podloza jest zwykle szybsza
w kierunku pionowym anizeli w poziomym. Wynika to cho¢by z natury proce-
sow sedymentacji oraz konsolidacji podtoza. W konsekwencji modelowanie cech
podtoza za pomoca pol izotropowych moze nie by¢ adekwatne, np. w kontekscie
badania bezpieczenistwa posadowienia bezposredniego. Temu zagadnieniu po-
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$wiecono sporo miejsca w rozdziale 5 niniejszej monografii. Jesli zatem zre-
zygnujemy z modelowania polem izotropowym, to wowczas skala fluktuacji
bedzie zalezata od kierunku, w ktérym badamy korelacj¢ danej cechy (por. pod-
rozdziat 2.5). W szczegdlnosci bardzo waznym zadaniem staje si¢ rzetelna ocena
skali fluktuacji w kierunku poziomym (pozioma skala fluktuacji). W tym celu
moze by¢ takze zastosowana czwarta z podanych wyzej metod. Zadanie to jest
jednak duzo trudniejsze i wymaga duzo wigkszej liczby danych z pomiaréw. Na
przyktad otwory, w ktorych dokonuje si¢ sondowania powinny by¢ w stosunko-
wo niewielkiej odlegtosci od siebie, co zazwyczaj wykracza poza standardowe
badania geotechniczne. Pojawiaja si¢ tez inne propozycje, np. w pracach Phoona
i Kulhawego (1999), Jaksy i Kaggwy (1999), Lloreta-Cabota i wspoétautorow
(2014). Zagadnienie to ciaggle jest otwarte, o czy swiadczg niedawno opubliko-
wane prace. .

Ponizej zestawiono w tabelach wartosci skali fluktuacji uzyskane przez réz-
nych badaczy. Tabela 3.7, zaczerpnigta z pracy Cherubiniego (1997), podaje przy-
ktady oszacowan pionowej skali fluktuacji dla roznych cech podtoza w kilku
przyktadowo wybranych gruntach.

Tabela 3.7. Wartosci pionowej skali fluktuacji . dla wybranych wiasciwosci gruntow
(wg Cherubiniego, 1997)

Wiasciwosc¢ Autorzy 6v[m]

Wilgotnosé Vanmarcke (1977a) 1,2
Wskaznik porowatosci e Vanmarcke (1977a) 3,05
Wytrzymatos$é na $cinanie w warunkach
bez odptywu Vanmarcke (1977a) 5,00
Wytrzymatos¢ na $cinanie w warunkach *
bez odptywu Wu (1974) 0,79
W trz P L& ot 1N ) .

y rzymatos¢ na $cinanie w warunkach Matsuo i Asaoka (1977) 1.25
bez odptywu
Wytrzymatos¢ na $cinanie w warunkach 8 A .
bez odptywu Matsuo i Asaoka (1977) 2,50
Wytrzymatosé na scinanie s ) .
bci :)/dypTydjv(::c na $cinanie w warunkach Matsuo i Asaoka (1977) 1.82
Opor stozka sondy (w piasku) Alonso i Krizek (1975) 2,20

Opor stozka sondy (glina) Alonso i Krizek (1975) 1,00
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Tabela 3.7 cd. Wartosci pionowej skali fluktuacji 8, dla wybranych wiadciwosci gruntow
(wg Cherubiniego, 1997)

Wiasciwosé Autorzy 6y |m]

Opor stozka sondy (glina pylasta — silty Gao i Li (1993)"" 0,40+ 0,80
clay)

Opor stozka sondy (glina blotnista — muddy Gao i Li 1993 1,00+ 1,50
clay)

Opor stozka sondy (glina szarawa — greyish Gao i Li (1993)" 0,60+ 1,20
clay)

Opor sloz.ka sond)'/ resistance Gao 1 Li (1093)" 0,50+0.80
(ciemnozielona glina — dark green clay)

Opor stozka sondy (piasek drobny) Gao i Li (1993)” 0,25+0,60

" 7 pracy: Quek i in. (1992)

" Grunty z Szanghaju

O innych wynikach dotyczacych pionowej skali fluktuacji bedzie tez mowa
w podrozdziale 3.3. W tabeli 3.8 (pochodzacej z tej samej pracy) przedstawiono
wartosci poziomej skali fluktuacji dla wybranych cech podtoza, dostgpne w lite-
raturze.

Tabela 3.8. Wartosci poziome;j skali fluktuacji 6, oszacowanej przez ro6znych badaczy
(za Cherubinim, 1997)

Wiasnosé Autorzy 6, [m]
Opor stozka sondy (na gigbokosci 7 m) Keaveny i in. (1989) 24,62
Op6r stozka sondy (na gigbokosci 9 m) Keaveny i in. (1989) 66,49
Wskaznik skonsolidowania ¢, Vanmarcke (1977a) 54,86

Wytrzymato$¢ na $cinanie w warunkach

bez odplywu Vanmarcke (1977a) 46,00

e g e Vickremesinghe
Cisnienie porowe i Campanella (1993) 17,75

Tabela 3.8 zawiera zaledwie 5 rezultatow, co wynika z trudnosci okre$lenia
poziomej skali fluktuacji oraz z faktu, ze we wczesniejszych pracach byta ona
rzadko stosowana. Dlatego tez w kolejnej tabeli 3.9 zaprezentowano zestawie-
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nie ostatnio opublikowane przez Te Xiao i wspotautorow (2018), podajace war-

tosci poziomej skali fluktuacji otrzymane poprzez sondowanie CPT.

Tabela 3.9. Warto$ci poziomej skali fluktuacji 6, otrzymanej prze kilkunastu badaczy w wyniku
badan sonda CPT (za Te Xiao i in., 2018)

Rodzaj gruntu Parametr 6, [m] Autorzy
Piasek i glina q. 35+62 Tang (1979)
Piasek i pyt q. 20 Phoon i in. (1993)
It morski (marine clay) q. 23+66 Phoon i in. (1993)
Piasek i pyt q. 37 Phoon i in. (1993)
Piasek drobny q. 13 Wui in. (1987)
Piasek przybrzezny qc 25+67 Lacasse i Nadim (1996)
= qc 42+80 Phoon i in. (1993)
It qe 2,8+3,3 Jaksa (1995)
It qe 0,14 Jaksa (1995)
Depozyty aluwialne q. 1,1+3,9 O’Neil i Yoon (2003)
Piasek 9o [ 225719 Akkaya i Vanmarcke (2003)
It 9o [ 2,5+30;2+14 Akkaya i Vanmarcke (2003)
Piasek q. 22+34 Vrouwenvelder i Calle (2003)
Piasek, pyt i it qe [ 100+200 Liu i Chen (2006)
Piasek, pyt i it Ge [ 286+597; 287+555 Liu i Chen (2010)
Iti it pylasty q. 283; 255 Ng i Zhou (2010)
It q. 3,0+9,9 Stuedlein i in. (2012)
Piasek q. 1,7-159 Lloret-Cabot i in. (2014)
Piasek q. 2,4;2.8 Firouzianbandpey i in. (2014)
Piasek q. 4,0; 2,4 Firouzianbandpey i in. (2014)
It q. 20 Miiller (2013)
Piasek i glina q. 12,2+16,1 Bombasaro i Kasper (2016)
It i piasek q. 6+13 Lingwanda i in. (2017)
Depozyty aluwialne q. 1,1+1,5 Caiiin. (2017)

Z zacytowanych w tabelach 3.7-3.9 wynikow badan wynika, ze w wigkszo-

sci typowych sytuacji pozioma skala fluktuacji jest duzo wigksza od pionowe;.

Jest to zgodne z podanym wyzej intuicyjnym postrzeganiem cech depozytow

geologicznych. Ta obserwacja bedzie czesto wykorzystywana w kolejnych roz-

dziatach.
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3.3. Przyklady statystycznego opisu badan gruntu
na potrzeby modelowania parametréw
za pomoc3 pol losowych

Modelowanie cech podioza za pomoca pdl losowych wymaga starannego opra-
cowania danych statystycznych uzyskanych z badania gruntu w terenie i laborato-
rium. Przede wszystkim liczba wynikow, a takze wlasciwe rozmieszczenie miejsc
pobierania probek sktadajg si¢ na to, jak dobrze model skonstruowany w postaci
pola losowego odwzorowuje wlasciwosci naturalnej warstwy gruntu. W tym pod-
rozdziale omowione zostang dwa przyktady obrobki danych pozyskanych z ba-
dan polowych dla celéw modelowania whasciwosci przez pola losowe.

3.3.1. Grunty ilaste z okolic Tarentu (7aranto clays)

Jako pierwszy przyktad zademonstrowany zostanie skrotowy opis badan gruntu
z okolicy miasta Tarent w regionie Apulia, w potudniowych Wioszech (patrz ry-
sunek 3.4). Przedstawiony ponizej opis jest wynikiem badan przeprowadzonych
przede wszystkim przez Francesco Cafaro z Politecnico di Bari i opisanych w pra-
cach Cafaro i in. (2000), Cafaro i Cherubini (2002).

- Pliocene-Quaternary
marine complexes

Rys. 3.4. Umiejscowienie geograficzne badan gruntow okreslanych jako Taranto clays



95

Na znacznym obszarze wierzchnig warstwg gruntow stanowig sztywne pre-
konsolidowane ity. Na rysunku 3.5 pokazano obraz warstw uzyskany na podsta-
wie badan sondg CPT z pigtnastu otworéw (punktow pomiarowych). Wyniki te
pokazuja obecnos¢ dwoch poktadéw ilastych — gornego, okreslonego jako it zotty,
oraz dolnego — okreslonego jako it niebiesko-szary. Granicg pomigdzy warstwa-
mi okreslono na okoto 11 m ponizej poziomu terenu. Obserwacj¢ t¢ zweryfiko-
wano za pomocg procedury zaproponowanej przez Wickremesinghe i Campanellg
(1991), korzystajacej z oszacowania wspofczynnika korelacji wewnatrzklasowej
(interclass correlation coefficient, Webster i Beckett, 1968).

Tego typu uwarstwienie jest charakterystyczne dla calego regionu, w ktorym
dominujg ity szaro-niebieskie. Wobec stosunkowo poziomego uktadu warstw (por.
rys. 3.5) przyjeto zatozenie, ze probabilistyczna charakteryzacja podtoza moze by¢
przyjeta w postaci jednowymiarowego pola losowego o postaci

g(x)=1(x)+w(x), (3.20)

gdzie x jest wspotrzedna pionowa (glebokoscia), g — okreslong wiasciwoscia gruntu,
1(x) — zmienng z glebokoscig wartoscia srednia whasciwosci g (funkcja nielosowa),
w(x) jednowymiarowym stacjonarnym (W szerszym sensie) polem losowym o zero-
wej wartosci oczekiwanej, charakteryzujacym fluktuacje danej cechy wokoét Sredniej
1(x). W wiekszosci sytuacji ¢ (x) bylo oporem stozka sondy CPT, #(x) determinis-
tycznym trendem tegoz oporu, zas w(x) resztkowa (rezydualng) wartoscig oporu.
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Rys. 3.5. Uwarstwienie podtoza w rejonie Tarentu na podstawie badania sondg CPT w 15 otworach
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Dla goérnych poktadéw ilastych trend 7(x) przyjmowano w postaci funkcji
kwadratowej, za$ dla poktadow dolnych — w postaci funkcji liniowej. Szczegoto-
we postaci funkcji #(x) zamieszczono w tabeli 3.10.

Tabela 3.10. Trend #(x) oraz skala fluktuacji dla poszczegdlnych otworéw wskazanych na rys. 3.5

Oznaczenie otworu | Trend Pionowa skala fluktuacji [m]

Gorna warstwa itu

Gl y=54,671x" —21,21x + 5301 0,20
G3 y = 12,44x7 + 113,06x + 2950 0,40
G6 ¥ =40,713x> — 439,7x + 5601 0,21
G7 y =73,690x> — 172,2x + 9753 0,40
Gls y = 11,027x*+212,3x + 2541 0,44
Dolna warstwa itu
Gl y =149 11x + 4732 0,54
G3 y=319,58x+ 1722 0,29
G6 y =201,29x + 3700 0,72
G7 ¥ =201,14x + 4036 0,27
Gl5 y =203,34x + 3699 0,19

Funkcja #(x) byta okreslana metoda najmniejszych kwadratow poprzez do-
pasowanie funkcji kwadratowej lub liniowej do wynikow uzyskanych z pomia-
row oporu stozka sondy. Przyjecie trendu w postaci funkcji kwadratowej zamiast
liniowej ma oczywiscie wptyw na wartosci skali fluktuacji, ktora szacowana jest na
podstawie wartosci resztkowych oporu stozka w(x). Wplyw ten jest szczeg6lnie
widoczny przy duzych wahaniach funkcji w(x). Uwidoczniono to w tabeli 3.11,
w ktorej porownano wartosci skali fluktuacji przy zatozeniu trendu liniowego oraz
trendu kwadratowego w przypadku pierwszej warstwy. Jak wida¢, roznice wa-
hajg si¢, w zaleznosci od rozpatrywanego otworu, od 0% do 300%. W przypad-
ku drugiej warstwy roznice te nie byly duze. Ostatecznie Cafaro zdecydowat sig¢
na odjgcie trendu kwadratowego w przypadku pierwszej warstwy oraz usunigcie
trendu liniowego w przypadku drugiej. Skala fluktuacji wyznaczana byta druga
z metod omoéwionych w podrozdziale 3.2, tj. metodg zaproponowang przez
Wickremesinghe i Campanellg (1993). Na rysunku 3.6 podano przyktadowe
wykresy prowadzace do oszacowania wartosci skali fluktuacji. Dotycza one
otworu G1 — zaréwno gornej, jak i dolnej warstwy gliny. Wartos¢ skali przyjeto
jako te, na ktérej wykres funkcji fluktuacji zaczat si¢ stabilizowaé. Byta to
wartos¢ 0, = 0,2 dla warstwy gornej oraz 6, = 0,54 dla warstwy dolne;.
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Rys. 3.6. Wykresy funkcji fluktuacji prowadzace do oszacowania pionowej skali fluktuacji
w otworze G1

Ostatecznie zaakceptowane wartosci skali fluktuacji dla wszystkich otworow
zamieszczono w ostatniej kolumnie tabeli 3.11. Stacjonarnos¢ pola losowego
wartosci resztkowych oporu stozka w(x) zostata zweryfikowana przez test Cusum
(skrot od cumulative sum). Szczegdtowy opis tego testu mozna znalezé w mo-
nografii Caulcutta (1983) lub w pracy Cherubiniego, Vessii i Puty (2007).

Tabela 3.11. Wptyw typu trendu #(x) na warto$ci pionowej skali fluktuacji oporu stozka sondy
w warstwie itu zottego (gérna warstwa)

Oznaczenie Skala fluktuacji [m] po usunieciu Skala fluktuacji [m] po usuni¢ciu
otworu trendu liniowego trendu kwadratowego
Gl 0,42 0,20
G3 0,40 0,40
G6 0,60 0,21
G7 0,96 0,40
Gl15 0,47 0,44

Cafaro wskazywat, ze po odjgciu trendu dobrym oszacowaniem funkcji ko-
relacji w polu w(x) moze by¢ funkcja postaci (2.40), zapisana przez niego w zmo-
dyfikowanej formie, a mianowicie

p(Ax):exp(—a|Ax|)cos(21tdAx), (3.21)

gdzie stata 2nd odpowiada parametrowi b we wzorze (2.40). Przyktad dopa-
sowania w przypadku otworu G3 w warstwie dolnej demonstruje rysunek 3.7.
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Rysunek ten wskazuje, ze odjgcie trendu ma bardzo istotny wplyw na oceng
struktury korelacyjnej pola.

1,0
X x X X x x x X x x X
0,8
X Wyznaczone z danych oryginalnych

© 0,6 ® Wyznaczone z danych pozbawionych trendu
3’5 —— Krzywa aproksymowana przez Vanmarcke
204 1 o
E (1978)
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=
3]
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Rys. 3.7. Porownanie wspotczynnikow korelacji uzyskanych z badan (bez odjecia trendu oraz

z odjgciem trendu) z hipotetyczng funkcja korelacji postaci (3.21), przy czym a = 1,18 m ™',

b=0419m"’

W badaniach Cafaro pozioma skala fluktuacji nie byta badana.

3.3.2. Grunty z rejonu Emilia-Romania

Badania, ktorych fragment przedstawiony zostanie w tym punkcie, sg obecnie pro-
wadzone przez zespot w sktadzie: dr Giovanna Vessia z Universita degli Studi
,»G. d’Annunzio” Chieti-Pescara (W}ochy), dr inz. Joanna Pieczynska-Koztowska
z Politechniki Wroctawskiej oraz autor niniejszej monografii. Majg one na celu
wypracowanie metod skutecznej i szybkiej oceny funkcji korelacji pola odwzo-
rowujgcego wlasciwosci podtoza oraz oceny skali fluktuacji. W koncowym efek-
cie ma to stuzy¢ opracowaniu baz danych, z ktérych bedzie mozna skorzystaé
przy ocenie ryzyka awarii zwigzanej z posadowieniem obiektu w danym rejonie.
We Wioszech bazy sg juz w trakcie tworzenia i dla niektorych regionow istnieje
bardzo duza baza danych archiwalnych dotyczacych badan sondg CPT lub CPTU.
Taka sytuacja ma miejsce w przypadku regionu Emilia-Romania, ktorego stolica
Jest Bolonia. Badania, ktorych wyniki wykorzystano w niniejszym punkcie, po-
chodzg z obszaru oddalonego o okoto 30 km od centrum Bolonii. W rejonie tym
zalegaja glownie osady aluwialne Niziny Padanskiej. Przedmiotem ponizszej



99

analizy sg wyniki uzyskane z siedmiu punktéw sondowania statycznego, ktore
zlokalizowane byly na obszarze ok. 25 km’. Miejsce usytuowania poszczegol-
nych punktéw pokazuje rysunek 3.8.
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Rys. 3.8. Lokalizacja punktow sondowania statycznego CPTU w rejonie miejscowosci Crevalcore
w poblizu Bolonii. Numery poszczegélnych punktow odpowiadaja numerom w pierwszej kolumnie
tabeli 3.12

Poktady powierzchniowe gruntow w tym obszarze sa mieszaning itow i py-
tow. Stad parametrem najbardziej interesujagcym z punktu widzenia nosnosci po-
sadowienia bezposredniego jest wytrzymatos$¢ gruntu na scinanie w warunkach
bez odptywu c,. Parametr ten szacowany byt wedtug nastgpujacej zaleznosci:

¢ =9 "% (3.22)

w ktorej g, jest oporem stozka sondy, o, — catkowitym pionowym naprezeniem,
za$ Ny wspotczynnikiem stozka, zaleznym od jego geometrii, ktory w przypadku
opisywanych badan wynosit N, = 15.

Podstawowe dane statystyczne uzyskane z poszczegdlnych otworéw zebrano
w tabeli 3.12, przy czym warto$¢ srednia oraz odchylenie standardowe byty
obliczane ze wszystkich pomiarow w danym otworze.
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Tabela 3.12. Dane uzyskane z poszczegdlnym miejsc sondowania sondg statyczng CPTU

Gk;bokos.c Warto$¢ srednia Odchylenie Wspotczynnik
Nr otworu sondowania standardowe ; A
¢y [kPa] zmiennosci ¢,
2] cu [kPal
1 1,7+26,7 92,92 20,77 0,22
2 1+16 86,36 21,70 0,25
3 1+4 42,57 7.22 0,17
4 2,76 23,99 5,51 0,23
5 1,2+5 71,75 36,39 0,51
6 2,4+8,9 39,13 9,41 0,24
i 1+3 61,50 0,97 0,02

Uzyskane wyniki c,(x) w poszczegolnych otworach poddano, podobnie jak
w badaniach opisanych w punkcie 3.3.1, procedurze detrendyzacji (wzor (3.20)),
przy czym funkcje trendu #(x) przyjmowano w postaci funkgcji liniowej, kwadra-
towej lub potegowej (por. tabela 3.13). Natomiast wartosci rezydualne c,(x),
oznaczane zgodnie ze wzorem (3.20) przez w(x), sa traktowane jako pole losowe
okreslone na obszarze jednowymiarowym (zmienne z gi¢bokoscig). Dla tego po-
la aproksymowano funkcje korelacji typu Markowa (wzor (2.34)) oraz gaus-
sowska funkcje korelacji (wzor (2.38)), korzystajac z estymatora danego wzo-
rem (3.19) — por. podrozdziat 3.2. Przyktady tej aproksymacji — dla otworow 4
oraz 5 — pokazano na rysunku 3.9.

Warto zauwazy¢, ze w kazdym przypadku uzyskano bardzo wysoka wartosé
wspdtczynnika determinacji R”. Majac analityczne postaci funkcji korelacji, mozna

P Otwérnr 4

+ Wyniki badan |
\ — — funkcja Markowa, R2=0,990

\\’ —— funkcja Gaussa, R*=0,993

\
0,5
-~ 5
s _ !
*

0,0 P L

0 0.1 9.2 Glebokosé [m]
Rys. 3.9. Aproksymacja estymowanej na podstawie wynikow sondowania funkcji korelacji za pomoca
funkgji typu Markowa oraz typu Gaussa: a) otwor nr 4; R — wspotczynnik determinacji
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Rys. 3.9 cd. Aproksymacja estymowanej na podstawie wynikéw sondowania funkcji korelacji
za pomoca funkcji typu Markowa oraz typu Gaussa: b) otwor nr 5; R* — wspotczynnik determinacji

oznaczy¢ wartosci skali fluktuacji, korzystajac z zaleznosci (2.51) — por. takze pod-
rozdziat 3.2. Jak wskazano w podrozdziale 3.2, majac dostatecznie duza liczbe
wartosci funkcji w(x) mozna tez oznaczy¢ skalg fluktuacji na podstawie wzoru
Rice’a (3.16). Tak tez postapiono w opisywanych tu badaniach, wyznaczajac skalg
fluktuacji dla funkcji korelacji typu Gaussa z zastosowaniem oszacowania (3.18).
W przypadku funkcji Markowa zastosowanie wzoru Rice’a staje si¢ problema-
tyczne, gdyz funkcja (2.34) nie jest rozniczkowalna w punkcie zero. Tym samym
dla kazdego z siedmiu otwordéw otrzymano trzy wartosci skali fluktuacji. Otrzy-
mane wyniki podano w tabeli 3.13.

Tabela 3.13. Rownania trendu #(x) dla wytrzymatosci gruntu na scinanie ¢, (x) dla siedmiu otworow
zestawione z pionowg skalg fluktuacji dla wytrzymatosci rezydualnej w(x) w kazdym z otwordw,
przy czym skala fluktuacji wyznaczona byta trzema metodami (opis w tekscie)

Pionowa skala fluktuacji 6,
Estymacja Estymacja Metoda
Nr otworu Rownanie trendu 7(x) funkcji funkji Rice’a
korelacji korelacji
— funkcja — funkcja Funkcja
Markowa Gaussa Gaussa
1 ) = 0,51 0,75 0,66 1,03
2 #(x) = 0,555 0,87 0,73 0,52
3 1(x) = —0,11x* + 0nd9x + 0,24 0,15 0,13 0,43
4 t(x) =—0,07x + 0,73 0,27 0,22 0,40
5 t(x) =—0,47x + 2,61 0,47 0,39 0,47
6 1(x) = 0,026x* — 0,3346x + 1,67 0,40 0,25 0,52
7 t(x) = 0,04x" = 0,16x + 1,1 0,13 0,20 0,14
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Nalezy odnotowa¢, ze roéznice w wartosciach pionowej skali fluktuacji
w danym otworze pomiedzy poszczegdlnym metodami sg znaczne, zwlaszcza
wyniki uzyskane metoda Rice’a odbiegaja od tych, ktore wynikajg z dopaso-
wania funkcji korelacji do wartosci otrzymanych z estymatora (3.19). Oszaco-
wanie wynikajgce ze wzoru Rice’a jest z pewnoscia tatwe w zastosowaniu, gdy
oosiadamy wyniki sondowania, lecz wydaje si¢ mniej doktadne od dopasowa-
aia funkcji korelacji.



4. Szacowanie no$Snosci na podstawie
mechanizmow kinematycznych

W rozdziale pierwszym wymieniono kilka przyczyn, dla ktérych modelowanie
parametréw podtoza za pomoca pol losowych przy oszacowaniu nosnosci posa-
dowienia bezposredniego moze mie¢ uzasadnienie. Niniejszy rozdzial poswig-
cony jest oszacowaniom, ktore taczg w sobie oszacowanie nosnosci za pomoca
mechanizméw kinematycznych przy jednoczesnym zastosowaniu teorii pol lo-
sowych do modelowania parametréw mechanicznych podioza. Podstawowa ides,
taczaca opisane w tym rozdziale podejscia, jest konstatacja, ze o wyczerpaniu
nosnosci nie decyduja ,,punktowe” parametry podtoza, ale pewne $rednie danej
wlasciwosci ,,zebrane” z okre$lonych obszarow podtoza znajdujacych si¢ pod
fundamentem. Zalézmy teraz, ze okres$lona cecha (wlasciwos¢) gruntu jest cha-
rakteryzowana przez pole losowe okreslone na pewnym obszarze pod fundamen-
tem. W konsekwencji dokonanych wyzej zalozen naturalnym podejsciem wyda-
Je sie dokonanie usrednien lokalnych przyjetego pola. Matematyczne podstawy
takiego podejscia sformutowano w podrozdziale 2.8. Mechanizmy kinematyczne
opisujag wywotane obcigzeniami zewnetrznymi deformacje podtoza, zaktadajac
okreslone powierzchnie poslizgu (Scigcia) w osrodku gruntowym. W przedsta-
wionych w tym rozdziale oszacowaniach przyjmuje sie usrednienia pol repre-
zentujacych poszczegoélne wlasciwosci. Obszarami usrednienia sa wlasnie po-
wierzchnie poslizgu wystepujace w rozpatrywanym mechanizmie. W podroz-
dziale 2.8 wskazano, ze w wyniku usrednienia pola losowego X wzgledem ob-
szaru V uzyskuje si¢ zmienng losowa Xj. Zatem usrednianie danego pola wzglg-
dem poszczegdlnych elementdéw rozpatrywanego mechanizmu kinematycznego
stanowi forme¢ dyskretyzacji rozpatrywanego pola losowego. W rezultacie otrzy-
muje si¢ pewien skoficzony cigg zmiennych losowych. Kazda z tych zmien-
nych jest elementem formuty okreslajacej nosnos¢ posadowienia bezposredniego,
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odpowiadajacej rozpatrywanemu mechanizmowi kinematycznemu. Z kolei kaz-
da z rozpatrywanych formut staje si¢ elementem funkcji stanu granicznego (/imit
state function, performance function — Dolinski, 1983; Ditlevsen i Madsen, 1996;
Puta, 2004), stuzacej oszacowaniu miar niezawodnosci.W ramach ponizszego
rozdzialu rozpatrywane jest zagadnienie dwuwymiarowe, czyli oszacowanie no-
$nosci fundamentu pasmowego (np. typu tawa) w ptaskim stanie odksztatcenia.

4.1. Lokalne uSrednienia wzdluz linii poslizgu
dla mechanizmu Prandtla

W tym podrozdziale wyprowadzone zostang wzory na wariancje i kowariancje
zmiennych losowych uzyskanych poprzez usrednienie zadanego pola losowego
wzdtuz linii poslizgu wyst¢pujacych w mechanizmie Prandtla (1921). W dal-
szych podrozdziatach pole losowe X bedzie reprezentowato konkretng wiasci-
wos$¢ gruntu. Jednak na obecnym etapie wyprowadzone zalezno$ci majg charak-
ter ogolny i nie ma jeszcze potrzeby precyzowania, o jaki parametr podtoza cho-
dzi. Podobnie jak w podrozdziale 2.8 zaktadamy, ze wszystkie rozpatrywane
dalej pola sg stacjonarne w sensie szerszym.

Mechanizm Prandtla (1921) zajmuje szczegoélne miejsce posrod mechani-
zméw kinematycznych stosowanych do oceny nosnosci w geomechanice (Izbicki
i Mroz, 1976). Schemat mechanizmu Prandla wraz z liniami poslizgu pokazano
na rysunku 4.1, przy czym szeroko$¢ fundamentu oznaczono tu przez b (dla
uniknigcia koincydencji oznaczen z punktem B). Pole losowe danej wiasciwosci
gruntu okreslone jest na obszarze dwuwymiarowym ponizej przytozonego ob-
cigzenia. W sytuacji ptaskiego stanu odksztatcenia powierzchnie poslizgu redu-
kuja si¢ do linii poslizgu. Zgodnie z rysunkiem 4.1 tymi liniami sg kolejno: od-
cinek linii prostej AB, odcinek spirali logarytmicznej BC oraz odcinek linii pro-
stej CD. Stosujac wzor (2.105) dokonuje si¢ usrednienia kolejno wzdtuz odcin-
kow: prostoliniowego AB, odcinka spirali logarytmicznej BC oraz odcinka pro-
stoliniowego CD. Zat6zmy, ze odcinki krzywoliniowe (lub prostoliniowe) sg
sparametryzowane w postaci

x=x(t;), y=y(1),

4.1
dla 1 €[a;,b], .

i

przy czym i oznacza numer odcinka (/; = AB, /, = BC, /5 = CD).
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Rys. 4.1. Linie po$lizgu w mechanizmie Prandtla. Poziom terenu pokrywa sig z o osig pozioma (x),
¢, jest katem wewnetrznego gruntu pod podstawa fundamentu. Fundament wraz z konstrukcja
przekazuje na podtoze obcigzenie p, obok fundamentu obciazenie podtoza ma wartos¢ g

Wowczas kowariancje zmiennych losowych uzyskanych poprzez usrednienie
pola na odcinkach /, /; oblicza si¢ z zalezno$ci ogolnej (2.107) — dla przypadku
dwuwymiarowego, ktora w tej sytuacji przyjmuje postaé

cov(x,,x, ) -

(4.2)

Gdy i =, to wzor (4.2) okresla wariancje zmiennej losowej X, . Jako funk-
cj¢ kowariancji pola przyjeto w tym rozdziale gaussowska funkcje kowarian-
¢ji, odpowiadajaca funkcji korelacji typu (2.45), zapisang w postaci podanej
ponizej:

)y @,

COV (Ax, Ay) =05 exp {[ﬂ]:[ﬁﬂ . (4.3)

W celu uproszczenia zapisow w ramach niniejszego rozdziatu dla parame-
trow funkcji (4.3) zastosowano oznaczenia

Lo oy=— (4.4)

gdzie 6, jest pionowa skalg fluktuacji, za$ 8, — pozioma skalg fluktuacji.
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Przedstawione ponizej modelowanie matematyczne obejmuje dwa przypad-
ki. Pierwszy z nich jest prostszy i zakfada pole losowe zmienne tylko w kierunku
pionowym (,,z glebokoscia”, czyli wzdtuz osi y). W tym przypadku konieczna
Jest jedynie znajomos¢ pionowej skali fluktuacji. W drugim przypadku — pola
losowego zmiennego zaréwno w kierunku pionowym, jak i poziomym — koniecz-
na jest znajomos$¢ skali fluktuacji w kierunku pionowym oraz takze w kierunku
poziomym. Porownywanie rezultatow w odniesieniu do no$nosci otrzymywanych
z obu powyzszych schematow jest wazne, gdyz, jak juz wspomniano w rozdziale 3,
okreslanie poziomej skali fluktuacji w warunkach polowych przysparza istotnych
problemow.

4.1.1. USrednienie jednowymiarowe

Na wstepie rozpatruje si¢ przypadek jednowymiarowego usrednienia wraz z gle-
bokoscig y. Z punktu widzenia modelowania wiasciwosci podtoza jest to szcze-
golnie istotny przypadek, gdyz wlasnosci podtoza na ogdt znacznie szybciej
zmieniaja si¢ wraz z glebokoscig anizeli w innych kierunkach, co udokumento-
wano np. w pracach Cherubiniego (1997) czy Wickremesinghego i Campanelli
(1993). Przy zalozeniu stacjonarnego pola losowego zmiennego w jednym kie-
runku funkcja kowariancji typu (4.3) redukuje si¢ do postaci

2
COV (Ax, Ay)=COV(Ay) =07} exp{—[A—yJ } (4.5)
(4]

W celu uproszczenia zapisu parametr powyzszej funkcji oznaczony jest przez w,
cho¢ doktadnie odpowiada on parametrowi @, we wzorze (4.3). W tej sytuacji
wzor (4.2) przyjmuje nastgpujaca postac:

przy czym O'f( jest wariancja punktowa stacjonarnego pola losowego X.
Znalezienie kowariancji sprowadza si¢ do obliczenia catek postaci (4.6) dla
odcinkéw AB, BC oraz CD zaznaczonych na rysunku 4.1.
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Wariancja zmiennej losowej Xap. Przy oznaczeniach jak na rysunku 4.1 oraz
nastepujacej parametryzacji odcinka AB:

x(t)z%-tg—; y(t):t%tg(§+%); 1€[0,1], 4.7
wzor (4.6) ma postaé
4cosz(2+(§)l 1 b2 b2
var{a) = o — jp[ T, jj(waz)dtldtz:
) - b’a’ 2
:0X£ J;exp{— . (h-1) ]dt,dtz, (4.8)

gdzie a = tg(% + QJ. Zamiana zmiennych w ostatniej calce: £ =# —t, oraz n =1
prowadzi do naste¢pujacej redukcji wyrazenia (4.8):

2 2.2
a ab

1 2 1
b
_ 2 _ 2 - 2 _ 2 _
Var{XAB}—ZO'X'([eXp[ 4a)2 é: ]df 2O-X.([§exp( 4(()2 § ]dé_
_y2| Ve (b)) 20° [ a’’) 20
I 20) a’b’ . 40° a2h )

2 2 2 2
_ox mf(h_zs]ﬂ_exp i _en) (4.9)
hB w hB 0] hB

gdzie hB:—z—tg(%+%), za$ @ oznacza kat tarcia wewngtrznego gruntu (dla

uproszczenia kat tarcia wewnetrznego @, bedzie, do konca podrozdziatu 4.1,
oznaczany przez ¢). Jak tatwo zauwazy¢, hg jest pionowa wspotrzedna punktu B.
Oznacza to, ze usrednienie wzdluz odcinka AB jest takie samo jak po pionowym
odcinku do glebokosci wyznaczonej przez rzgdna punktu B. Rezultat ten jest
konsekwencja faktu, ze przyjete tu usrednienie jest jednowymiarowe i odbywa
si¢ zgodnie ze wspotrzedng pionowa. Wzor (4.9) daje nastepujaca postac¢ funkcji
wariancji (por. podrozdziat 2.8):

hY W )
oh~merf +oexp| — |- o
@ o°

y(h)= — \ (4.10)
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gdzie h jest dlugoscig rzutu odcinka AB na kierunek pionowy. Rezultat ten jest
identyczny z rezultatem podanym przez Vanmarcke’a dla pola jednowymia-

. o]
rowego (Vanmarcke, 1977a; Rackwitz, 2000). Przy przyjeciu —- =a oraz h = L,
®

wzor (4.10) jest identyczny ze wzorem (2.124).

Wariancja zmiennej losowej Xcp. Uzyskany wyzej rezultat, wyrazony wzorem
(4.10), wskazuje, ze funkcja wariancji w przypadku usrednienia wzgledem od-
cinka CD moze by¢ obliczona z (4.10) przy przyjeciu h = hc, gdzie hc jest pio-
nowg wspotrzedng punktu C (zaglgbieniem punktu C wzgledem powierzchni
terenu). Wspdtrzgdna ta wyraza si¢ nastepujgcym wzorem:

b T
h,.=— Ztgo | 4.11
C 2exp(2 g(p) (4.11)

Wariancja zmiennej losowej Xgc. Przy uktadzie wspotrzednych jak na rysunku
4.1 nalezy wprowadzi¢ wspotrzedne biegunowe (r,H) wedtug zaleznosci

x(r, 9):-rc059+§; y(r,0)=rsing. 4.12)

We wspotrzednych (4.12) réwnanie odcinka spirali logarytmicznej BC ma
nastgpujacg postac:

r(6)=ryexp(61gp); 96{§+%;%n+§}, (4.13)

przy czym
b T @
r=——""—H-¢€xp| — Z+— tgo | (4.14)
2cos(n+(pj 2
4 2

Jak tatwo zauwazy¢, dla 6 = g +§ otrzymuje si¢ wartosci

T T o) b (n ¢
—+—[=0; N —+—=[=—tg| —+—|, 4.15
x(4 2) }(4 2] 244 2) @.15)

¢

ktore sa wspotrzednymi punktu B, zas dla 6 = gTr + — — wartosci



109

(4.16)
3.9 3.9 n wj
—n+=|= — T+
y(4n 2) ro(exp(4n 2)}]“(4 5
bedace wspotrzednymi punktu C. Dhugos¢ odcinka BC spirali wynosi
d 0 5 3.2
4 2 '7 gt
f= | (ﬁ) (dy) d6 - j o)
o V\dO do cos @
2
= i [exp(-’itggo)—l]. (4.17)
T Q). 2
2cos| —+ - [sing
(&)

Podstawiajgc zalezno$ci (4.12)—(4.17) do wzoru (4.6) otrzymuje si¢ nastgpu-
jaca zalezno$¢ okreslajaca wariancjg Xpc:

Var[XBC]:

B, |
=oya, j ( {exp{—ﬁ?[(sin@l)exp(ﬁl tgp)—(sind, Jexp(6, tg(p)] }}x
() ()

x exp(6, tg)exp(6, tgp)d6,do,, (4.18)

ool (3 o)eer)]
o(ue)]

Catka w rownaniu (4.18) nie ma reprezentacji w postaci zamknigtej. Zatem

gdzie

ap=tg>e (4.19)

w celu obliczenia wariancji zmiennej Xpc catke t¢ nalezy oszacowac nume-
rycznie.

Kowariancja X,g i Xcp. Po przyjeciu parametryzacji odcinka AB zgodnej ze wzo-
rami (4.7) oraz nastepujacej parametryzacji odcinka CD:
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@ 2
tg(4 - 2) (4.20)

wzor (4.6) redukuje si¢ do postaci

COV[ X, X =

T
hbe 4+5)" b? 2 |6 1 b
2 / 2
=0y ———= | |exp| ———(at, +dt,—d) |—ad 1 +—=A1+a°dtdt, =
X bd {{ p[ 4@2( b )}2 7 2 e

1

1 i 2
=03 [ [exp —b—z(atl +dt, —d)z}dtldtz,
5 4

o L (421

5 T @ T
w ktorej a=tg| —+~ |oraz d = exp| —t .
jo-a{Z+2)onsdmon{Ziep)

Wprowadzajac nowe wspotrzedne

E=at +dt,—d,
b (4.22)
77 :tp
otrzymuje si¢
11
| J‘exp{ ~(at, +dt, —d)z}dt]dtz =
00
1.4
LF e P I
=— exp| ——&° |dn |déE+—+
71| [ ool e ol
qu jexp bh dn d§+li jexp LA dn|dé. (4.23)
dalo dyl| i, 40’ - .
5

1
Obliczenia poszczegdlnych catek wystepujacych we wzorze (4.23) prowadza

do nastgpujacych rezultatow:
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. % wb_\/; {_eﬁ«(@l)’j 2 erf(d—bﬂ, (4.24)

2w

0 1 2 —_

J.{J-exp[—b—z 2]dﬂ}d§:w\/;erf[(d a)bj, (4.25)
Pt L 4o b 2w
al 1 bz 5
J| [exp| — & |dn |d¢ =
AR do

;é
:j exp| 2 & daf—lig exp| —— & | [dé =

0 4 ? aO ?
_a)\/; ab 1| 20* 20° b*a*
=y erf(;(;)—;{ 2 7 exp[— 1o H (4.26)

Ostatecznie wzory (4.21) oraz (4.23)—(4.26) prowadza do rezultatu w postaci

COV[XAB’XCD]:

, 20° | b, b? 2 b,
=0 exp| ———d~ |—exp| — a—-d) |-1+exp| — +
X ab*d | p( 40? P 40? ( ) 2 Ao’ a

e | oV »ierf(ﬁJ _ierf[wl + erf[(d;*a)b] + erf(%ﬂ. (4.27)

bd La 20) a 20 @

Kowariancja X,p i Xgc. Dla odcinka AB przyjmuje sig pararqetryzacjt; W postaci
(4.7), za$ dla odcinka spirali logarytmicznej BC, po wprowadzeniu wspotrzed-
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nych biegunowych (4.12), parametryzacj¢ (4.13). Korzystajac ze wzoru (4.6)
otrzymuje si¢

COV(XAB,XBC):

2
3n ¢ T @
2 (4+2J btg(-+—)
ol I 472 : rexp(ftgy)
. G LI PR s f 0 g| 0P\ eY)
|AB||BC|-([ "I¢ exp — 5 t—ryexp(6tgp)sin w0so dOx
[Ti)
VI
2COS(Z+§j
(4.28)

gdzie ry okreslone jest wzorem (4.14). Wprowadzajac we wzorze (4.28) dtugosé
odcinka AB oraz dhugos¢ tuku BC (wzor (4.17)) oraz dokonujac redukcji wyra-
zen otrzymuje sie

COV(XAB,XBC)z

] [, |

in@ @

1 I exp| —— a(l—t)—Lexp[(G—(—+—jjtg(pj X

:aia]j(n+wj 4 cos(n+¢7) 4 2
04 2 4 2

x exp(Otgp)dodt,
(4.29)

przy czym
gy
3n @ TP
exp||—+_ |t —e — -+ — 1]
[ P[(4 2)g¢) XP((4 2)%@)}

oraz a jak we wzorze (4.8).

o=

(4.30)

Kowariancja Xpc i Xcp. Dokonujac analogicznych przeksztatcen jak w po-
przednim przypadku, mozna pokaza¢, ze kowariancj¢ zmiennych losowych Xpc
oraz Xcp wyznacza si¢ wedtug wzoru (4.29) po zastapieniu w nim statej a przez

stalg d = exp(gtg go) (identyczna jak we wzorze (4.21)).
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4.1.2. UsSrednienie dwuwymiarowe

W poprzednim punkcie wyprowadzone zostaty wzory na wariancje i kowarian-
cje parametrow usrednionych wzdtuz linii poslizgu, przy zatozeniu, ze funkcja
kowariancji pola losowego byla funkcja jednej zmiennej — oznaczajacej zmiany
korelacji z glebokoscig. Obecnie wyniki te zostang uogdlnione dla przypadku
zmian pola w kierunku zaré6wno pionowym, jak i poziomym. Zatem funkcja
kowariancji bedzie funkcja dwoch zmiennych. Uogdlnienie wynikow na przypa-
dek dwuwymiarowy pozwoli na zanalizowanie problemu, na ile zmiany pola
w kierunku poziomym sg istotne przy obliczeniach z zalozeniem mechanizmu
Prandtla. Zgodnie z przyjetymi na poczatku rozdziatu zatozeniami gaussowska
funkcja kowariancji dana jest wzorem (4.3), a jej parametry @, oraz w, zwigzane
s3 z pionowg i pozioma skala fluktuacji poprzez zaleznosci (4.4). Pozostajg tez
aktualne oznaczenia z rysunku 4.1. Przy zatozeniu dwuwymiarowego, stacjonar-
nego pola losowego oraz funkcji kowariancji postaci (4.3) wzor (4.2) przyjmuje
nastgpujacg postac:

e T T e

4.31)

COV(X""X'/'):

i Hl

Wariancja zmiennej losowej X,5. Stosujac parametryzacj¢ identyczng jak w przy-
padku jednowymiarowym (wzory (4.7)) do wyrazenia (4.31), uzyskuje si¢ na-
stgpujacy wzor na wariancjg:

Var{XAB}_

2 11 2 2 2 2

Oy b a 2 b b
= - t,—t - t,—t 1 dtdt,, (4.32
\ABFH“"( s " ”j‘”‘p[ 07" 2)]4(“’) o B9

gdzie a:tg[§+—j, za$ |AB’ jest dlugoscig odcinka AB. Identyczna jak

w przypadku catki (4.8) zamiana zmiennych prowadzi do nastgpujgcego
wyrazenia:



242 2

oyb (l+a )2‘ pa® B ),

SN Sl | /I _ I 2 .
|AB| 4 J[ f]exp( [46012 +4wzzjf :

2 Jr a),za)f aza)22+a)l2 b
=20 2 et S |t
b \wya” + o, ojw, 2

20 0} ! b*a’> b’ ba> b ),
+——1 2 || 2& == +—— ||exp| - +— £ |dE}, (433
b* (aza)z2 +w|2)'f0 3 4o} 403 ’ 4o}  4o; 2 i @3

a stad po obliczeniu ostatniej catki

Var{X,;} =

:20'/2‘( Jx ot w; orf aza)22+a),2£ N 20} w3 exp| b’a’ +i b
b wiad’ + o] olw; 2 b(w§a2+w12) 40} Aoy

(4.34)

Latwo zauwazy¢, ze wzorowi (4.34) mozna nada¢ posta¢ analogiczng do (4.9).
Mianowicie po wprowadzeniu (jak w (4.9)) wspotrzednej pionowej punktu B,

tj. hgzétg 2 , uwzglednieniu, Ze a:tg(z+2 oraz po wprowadzeniu
2 \4 2 4 2
oznaczenia

2_2 2
Wy = A Gha (4.35)

Dd+ o
wzor (4.34) zapisuje si¢ jako

2

2 2 2
Var{XAB}:z—X[a)oB\/Eerf[ hg J+a)03 exp[— th]—a)OB ] (4.36)
B

Dy B 2 hy

Wz6r (4.36) rozni si¢ od ostatniego wyrazenia we wzorze (4.9) jedynie statg .
Ponadto tatwo zauwazy¢, ze

lim o, =w,, (4.37)
co w rezultacie daje przypadek jednowymiarowy.

Wariancja zmiennej losowej Xcp. Przy zalozeniach jak na rysunku 4.1 oraz
nast¢pujacej parametryzacji odcinka CD:
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()= ze;p(@ti?f;p(gtg%jﬂ; y(t):(l_t)gexp[gtgq)]; re0.1]

(4.38)

wariancja zmiennej X¢p wyraza si¢ wzorem

Var{Xp} =
_ % £(d2a2+d2)j' je bd “Z (t-1,) |exp —i(t,—tz)z E(1+az)dtlalt2.
|cof 4 2o\ 4o 4oy 4

(4.39)

Dokonujgc analogicznych przeksztatcen jak w przypadku obliczania warian-
¢ji zmiennej Xxp oraz biorac pod uwagg fakt, ze dtugos¢ odcinka CD wyraza sie
wzorem

T
beXP(2 g(pj
|cD|=————, (4.40)
2cos (n + q)]
4 2
wzor (4.39) sprowadza si¢ do postaci
Var{X(‘D} =
20} b’d* bd’ :
g)d 4a)‘2 4{0é ,
2 a*
(4.41)

. T @ ) T
gdziea=tg| =+ |, zas d = exp| —t .
g(4 2) P(z g(ﬂj

Wprowadzajgc, analogicznie do przypadku jednowymiarowego, pionowa
wspotrzedng s punktu C, ktora dana jest wzorem (4.11), otrzymuje si¢

s ‘2 h2 2
Var{XC } h [a)oc \/_erf(a) ] a)()C exp(_ Cz ]_ a})IOC ], (442)
0c

S . Poe c

Przy czym wqc, analogiczna do @, dana jest wzorem
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(4.43)

Zatem wzory (4.36) i (4.42) roznia si¢ nie tylko poprzez wspoirzedne pio-
nowe A i he, lecz takze poprzez state typu w. Podobnie jak poprzednio,

lim @)=, (4.44)

0, —>®©

a wigc przy duzych wartosciach @, wariancja powinna by¢ zblizona do otrzy-
manej z przypadku jednowymiarowego.

Wariancja zmiennej losowej Xzc. Wprowadza si¢ wspotrzedne biegunowe zgod-
nie ze wzorami (4.12), co daje parametryczng reprezentacj¢ odcinka w postaci
(4.12) i (4.13). W tym przypadku wzor (4.31) daje nastepujgcg formute na wa-
riancje zmiennej Xpc:

e |
Var{ Xy} = X j j {exp{—% (siné, )exp(6, tgp)—(sin g )exp(§ tg(p)] j|}><
|BC| (Lﬂ] (Lz) %)

4 2 4 2

: 6 17
x eXpli—rL2 (sin@, )exp(é, tgg)—(sin6, )exp(4 tg(p)]z} " exp(G tg ) exp( ztg(p)dﬁldﬁz.
@ cos @ cos @

(4.45)

Dhugos¢ odcinka spirali BC wyraza si¢ wzorem (4.17). Uwzgledniajgc (4.17) oraz
wydobywajac state przed znak catki i dokonujac redukcji wyrazen otrzymuje sie

VAR[ X, ]=

(o5 (34) :
=oya, f J. {exp{— :002 [(sin6, )exp(6, tg) — (sin 6, )exp(6, tgqp)]2 +

_ ro2 [(cosHI )xexp(6, tgp) —(cosb, )exp(6, tg(p)]“}exp(ﬁl tgp)exp(6, tgp)d6,do,,

W,

(4.46)
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gdzie
s
exp{—(tgqo)(2+gpﬂ
a,=tg’ ¢ : (4.47)
exp(ntg(p)—l
2
oraz
ry= +exp[—[% + %J tg (o}. (4.48)
2005(+-(8J ,
4 2

Calka we wzorze (4.46) nie ma reprezentacji w postaci zamknigtej i musi by¢
0szacowana numerycznie.

W dalszej czesci podane zostang kowariancje zmiennych losowych uzyska-
nych przez usrednienia wzdtuz trzech odcinkéw linii poslizgu.
Kowariancja zmiennej losowej X,z oraz zmiennej losowej Xcp. Odcinki AB
i CD parametryzuje sie wedlug wzorow (4.7) i (4.20), odpowiednio. Po podsta-
wieniu do wzoru (4.31) oraz prostych przeksztalceniach otrzymuje si¢ nastepu-
jacy wzor:

COV(XAB’XCD):

2 2

11

b b

=0y [ exp[—w(—dtz +d—a, )z:lexp{—m(adtz 5 +ad)2}dxdy, (4.49)
00 1 2

w ktorym a = tg(% + %j oraz d = exp(gtg (p), tak jak we wzorze (4.21).

W przypadku dwuwymiarowym catka po prawej stronie rownosci (4.49) nie

ma reprezentacji w postaci zamknigtej ani analogicznej do (4.27) i musi by¢
0szacowana numerycznie.
Kowariancja zmiennej losowej X5 oraz zmiennej losowej Xpc. Stosujac dla
odcinka AB parametryzacje postaci (4.7) oraz postaci (4.]\2) i (4.13) dla odcinka
spirali BC po podstawieniu do wzoru (4.31), a takze po wstawieniu do (4.31)
dtugosci odcinka AB oraz dtugosci tuku BC (wzér (4.17)), otrzymuije sie
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COV(XAB7XBC):

In ¢
1 [4*2’) 2 :
:o-f(alj. I exp —4b Tlay— Sifics epr:[BI —(E+£ﬂtg(p} x
) T @ 4 2
0 (ﬂﬂj ! cos( +j
4
2
2
x4 exp| — . = l—y—%exp Hl—(£+£) tgp exp (6, tgp)dbdy,
Ay cos(n+(pj 42
4 2
(4.50)
gdzie
189 (4.51)

N E NI OO

Kowariancja zmiennej losowej Xgc oraz zmiennej losowej Xcp. Analogicznie
do poprzedniego przypadku, parametryzujac tuk spirali BC wedlug zaleznosci
(4.12) i (4.13), zas$ odcinek CD wedtug (4.38) oraz uwzgledniajac odpowiednie
dtugosci zgodnie z (4.17) i (4.40), otrzymuje si¢ nastgpujacy wzor okreslajgcy
zadang kowariancje:

5

:o'i,al_([ exp ;;; d(ly)*coss(izéjgojexpﬂﬂ —[§+§Htg(p} x
4

2

2

x{exp| — b~2 da(l+y)+l—ﬂ—exp {6{ —(E+£J]tg(p exp(4 tgg)dbdy,
4(0Z COS(R j 4 2
4 2

(4.52)

przy czym a i d s3 identyczne jak we wzorze (4.49), za$ a; dane jest rGwnaniem
(4.51). Oczywiscie, zaréwno w przypadku wzoru (4.50) jak i wzoru (4.52) calki
nalezy oszacowa¢ numerycznie.
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W ten sposob wzory na wariancje zmiennych usrednionych oraz kowariancje
pomiedzy nimi zostaly uogélnione z przypadku jednowymiarowego opisanego
w punkcie 4.1.1 na przypadek dwuwymiarowy.

4.2. Obliczenia funkcji wariancji i wspolczynnikow
korelacji dla r6znych szerokosci fundamentu

Wzory uzyskane w podrozdziale 4.1 pozwalaja na numeryczne wyznaczenia war-
tosci funkcji wariancji }/(b) oraz wspotczynnikow korelacji pomigdzy usrednio-
nymi zmiennymi losowymi jako funkcji szerokosci fundamentu b. Zaleznos¢ od
szeroko$ci fundamentu jest najbardziej interesujaca z punktu widzenia okresla-
nia niezawodnosci (bezpieczenstwa) fundamentu, gdyz to whasnie szerokos¢ b
jest parametrem projektowym. Z przedstawionych w podrozdziale 4.1 rozwigzan
wynika tez, ze funkcja wariancji zalezy takze od postaci funkcji korelacji w po-
lu, a ponadto od parametrow tejze funkcji. Zalezno$¢ od parametrow funkcji kore-
lacji moze by¢ sprowadzona do zalezno$ci od pionowej, 6,, oraz poziomej, 6,
skali fluktuacji. Jest tez rzecza jasna, ze rezultaty zwigzane z lokalnym usrednie-
niem muszg by¢ zalezne od geometrii obszaru, wzglgdem ktdérego nastgpuje
uSrednienie. W przypadku rozpatrywanego w podrozdziale 4.1 mechanizmu
Prandtla mamy do czynienia z trzema odcinkami linii poslizgu i oczywiscie dla
kazdego z trzech rozpatrywanych odcinkéw linii poslizgu otrzymujemy inng war-
tos¢ funkcji wariancji. Dlugosé tych odcinkéw i ich wzajemne potozenie zde-
terminowane jest przez wartos¢ kata tarcia wewnetrznego ¢, gruntu zalegajace-

go pod fundamentem (por rys. 4.1).

4.2.1. Odchylenia standardowe

W zastosowaniach, ktére bedg pokazane w dalszym ciagu tego rozdziatu, reduk-
¢ji poddawane beda odchylenia standardowe. Dlatego ponizej w formie tabela-
rycznej podane zostang warto$ci pierwiastka kwadratowego funkcji wariancji dla
przyktadowych warto$ci 6,, 6, i ¢, oraz réznych wartosci szerokosci fundamentu b.
Wartosci te beda uzyte do oszacowan miar bezpieczenstwa posadowienia bezpo-
Sredniego obliczanych w kolejnych podrozdziatach. W t;abelach od 4.1 do 4.4
Przyjeto wartos¢ ¢, = 32° oraz wartos¢ pionowej skali fluktuacji réowng 6, = 0,8 m,

ktorg mozna uzna¢ za reprezentatywna dla gruntu niespoistego (por. podroz-
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dziat 3.2). W przypadku stosowanej w ramach niniejszego rozdzialu gaussowskiej

& 08 ~0,4514.

|4

funkcji kowariancji (4.3) oznacza to warto$¢ parametru @, = T = N
T s

Dla usrednienia jednowymiarowego wartosci y(b) na poszczegdlnych odcinkach

linii poslizgu, przy powyzszej wartosci parametru @, zestawiono w tabeli 4.1.

Tabela 4.1.Wartosci pierwiastka kwadratowego funkcji wariancjiw zadaniu jednowymiarowym,
przy parametrze o, ~ 0,4514 odpowiadajacym pionowej skali fluktuacji 6, = 0,8 m

Szerokosé fundamentu 7(b)
bm] Odcinek AB Odcinek BC Odcinek CD
1,2 0,752 0,836 0,648
1,4 0,711 0,806 0,608
1,6 0,676 0,779 0,574
1,8 0,645 0,754 0,545
2,0 0,617 0,731 0,520
2,2 0,592 0,710 0,499
2,4 0,571 0,690 0,480
2,6 0,551 0,673 0,462
2.8 0,534 0,656 0,446
3,0 0,517 0,641 0,432
32 0,503 0,627 0,419
3.4 0,489 0,614 0,408
3,6 0,478 0,602 0,398
3,8 0,464 0,591 0,387

Dla usrednien dwuwymiarowych wartosci poziomej skali fluktuacji byty wie-
lokrotnosciami wartosci skali pionowej. | tak w tabeli 4.2: 6,=36,=2,4m,
@, = 3w, (por zaleznosci (4.4), co daje @, ~1,3542; w tabeli 4.3: 6,=106, =8 m,
®,=10w,, co daje w,~4,514, a w tabeli 4.4: 6,=306,=24m, v, =300, co
daje w, = 13,542.

W wynikach podanych w kolejnych czterech tabelach — od 4.5 do 4.8 — kat
tarcia wewnetrznego miat warto$¢ ¢, = 18°, za$ pionowa skala fluktuacji miata
wartos¢ 6, =1,0m. Zaréwno wartos¢ kata tarcia wewnetrznego, jak i wartos¢
skali fluktuacji mozna uzna¢ za dos¢ typowe dla gruntu spoistego. Wynika stad,
6, 10

V

ze parametr @, funkcji kowariancji pola osiagnat wartos¢ o, = T = T ~0,5642.
s T

W tabeli 4.5 podano wartosci 7(b) na poszczegdlnych odcinkach linii posli-

zgu, przy powyzszej wartosci parametru @,.
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Tabela 4.2. Wartosci pierwiastka kwadratowego funkcji wariancji w zadaniu dwuwymiarowym.
Pionowa skala fluktuacji 6, = 0,8 m, pozioma 6,=36,=2,4m

0,=30,
Szerokos¢ fundamentu rd (b )
@pm) Odcinck AB Odcinck BC Odcinck CD

1,2 0,747 0,825 0,608
1,4 0,706 0,794 0,569
1,6 0,671 0,766 0,537
1,8 0,640 0,741 0,509
2,0 0,613 0,718 0,485
2,2 0,588 0,697 0,465
2,4 0,567 0,678 0,446
2,6 0,547 0,660 0,430
2,8 0,529 0,644 0,415
3,0 0,513 0,629 0,402
3,2 0,499 0,615 0,390
3,4 0,485 0,602 0,379
3,6 0,473 0,590 0,369
3,8 0,461 0,579 0,359

Tabela 4.3. Wartosci pierwiastka kwadratowego funkcji wariancji w zadaniu dwuwymiarowym.

Pionowa skala fluktuacji 8, = 0,8 m, poziomad,=100,=8 m

0,=100,
Szerokos$¢ fundamentu 7(b)

i Odcinek AB Odcinek BC Odcinek CD
1,2 0,751 0,834 0,644
1,4 0,710 0,804 0,604
1,6 0,675 0,776 0,570
1,8 0,644 0,751 0,541
2,0 0,616 0,728 0,517
22 0,592 0,708 0,495
2.4 0,570 0,688 0,476
2,6 0,551 0,670 0,459
2.8 0,533 0,654 0,443
3,0 0,517 0,639 0,429
32 0,502 0,625 0,416
3.4 0,489 0,612 0,405
3,6 0,476 0,600 0,394
3.8 0,464 0,588 0,384
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Tabela 4.4. Wartosci pierwiastka kwadratowego funkcji wariancji w zadaniu dwuwymiarowym.
Pionowa skala fluktuacji 6, = 0,8 m, pozioma 6,=306, =24 m

6,=300,
Szerokos¢ fundamentu r (b)
bm Odcinek AB Odcinek BC Odcinek CD
1,2 0,751 0,835 0,647
1,4 0,711 0,805 0,607
1,6 0,675 0,777 0,574
1,8 0,644 0,752 0,545
2,0 0,617 0,729 0,520
2,2 0,593 0,708 0,498
2,4 0,571 0,689 0,479
2,6 0,551 0,671 0,461
2,8 0,533 0,655 0,446
3,0 0,517 0,640 0,432
32 0,502 0,626 0,419
3,4 0,489 0,613 0,408
3,6 0,476 0,601 0,396
3,8 0,465 0,589 0,386

Dla usrednien dwuwymiarowych wartosci poziomej skali fluktuacji byty, jak
poprzednio, wielokrotnosciami wartosci skali pionowej. | tak w tabeli 4.6:
6,=36, =3,0 m, o, =3, (por. zaleznosci (4.4)), co daje w, ~ 1,6926; w tabeli 4.7:
6,=106, =10 m, w, =10w,, co daje w, 5,642, a w tabeli 4.8: 6,=306, =30 m,
, = 30w, co daje v, ~16,926.

Wyniki zamieszczone w tabelach od 4.1 do 4.4 wskazujg na istotng redukcj¢
odchylen standardowych na wszystkich trzech rozpatrywanych odcinkach. Re-
dukcja ta ro$nie wraz ze wzrostem szerokosci fundamentu. Wzrost ten powoduje
wzrost dtugosci poszczegolnych odcinkow linii poslizgu. Fakt ten jest konse-
kwencja ogdlnych wiasnosci funkcji redukcji wariancji. Sposrod trzech fragmen-
tow linii poslizgu najwigksza redukcj¢ obserwuje si¢ na odcinku CD.

W przypadku jednowymiarowym decyduje o tym maksymalna roznica rzgd-
nych (wspotrzgdnych pionowych) pomigdzy punktami danego fragmentu linii.
W rozpatrywanym tu zadaniu maksymalne rz¢dne wynosza przyktadowo:

Dla b = 1,2 m; odcinek AB: yy.x = 1,082 m (w punkcie B); odcinek BC: yya = 2,036 m;
odcinek CD: ypa = 1,601 m (w punkcie C).
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Dla b = 3,8 m; odcinek AB: i = 3,428 m (w punkcie B); odcinek BC: y;,.c = 6,446 m;
odcinek CD: yyax = 5,07 m (w punkcie C).

Daje to nastepujace maksymalne roznice w rzednych:

Dla b = 1,2 m; odcinek AB: 1,082 m; odcinek BC: 0,954 m; odcinek CD: 1,601 m.
Dla b = 3,8 m; odcinek AB: 3,482 m; odcinek BC: 2,964 m; odcinek CD: 5,07 m.

Te wyniki thumaczg fakt, ze najwigksza redukcja wystepuje na odcinku CD,
nastepnie na AB, najmniejsza zas na tuku BC.

W przypadku dwuwymiarowym wystegpuje ,trend” poziomy. Jest on jed-
nak mniejszy, gdyz rozwazane poziome skale fluktuacji sa istotnie wigksze
niz w przypadku poziomym (wolniejsze zmiany pola losowego), co spowo-
dowalo, ze wzmiankowana wyzej tendencja w wielkosci redukcji zostata
zachowana.

Generalnie jednak réznice pomigdzy wartosciami funkcji wariancji (a w za-
sadzie pierwiastkami kwadratowymi tych warto$ci), przy ustalonej szero-
kosci fundamentu, wystepujace na poszczegolnych odcinkach linii poslizgu
sg niewielkie. Efekt ten pokazuja rysunki 4.2, 4.3 oraz 4.4, na ktorych po-
kazano zalezno$¢ pierwiastka funkcji redukcji wariancji od szerokosci fun-
damentu dla poszczegélnych linii poslizgu rozpatrywanego mechanizmu.
Rysunki te pokazuja jednoczesnie szybkos¢ zbiezno$ci redukcji wariancji (na
poszczegolnych odcinkach) do przypadku jednowymiarowego przy wzroscie
poziomej skali fluktuacji do nieskonczonosci. 1 tak rysunek 4.2 pokazuje
zalezno$¢ na odcinku AB, rysunek 4.3 — zalezno$¢ na odcinku spirali loga-
rytmicznej BC, zas$ rysunek 4.4 — zalezno$¢ na odcinku CD. Krzywe na ko-
lejnych rysunkach niemal pokrywaja sie. Jedyny wyjatek stanowi krzywa na
rysunku 4.4, odpowiadajaca poziomej skali fluktuacji 8,=36, =2,4m. W tym
przypadku, takze ze wzgledu na wiekszy rozmiar linii, istotna jest stosunko-
wo niewielka warto$¢ poziomej skali fluktuacji. W pozostatych przypadkach
wzrost skali poziomej zbliza warto$ci funkcji wariancji do tych z przypadku
Jednowymiarowego. Jak wykazano bowiem w punkcie 4.1.2, dla odcinkéw
prostoliniowych wariancje w przypadku dwuwymiarowym sg zbiezne do
odpowiednich wariancji z przypadku jednowymiarowego, gdy parametr @,
rosnie do nieskoniczonosci (wzory (4.37) i (4.44)). Efekt zbieznosci jest takze
dobrze widoczny, gdy bezposrednio poréwna si¢ odpowiadajace sobie (tzn.
dla tych samych szeroko$ci fundamentu oraz tych samy\ch odcinkow) warto-

Sci pierwiastka funkcji wariancji. Sg to zatem rezultaty zgodne z oczekiwa-
niami.
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Vr(b) Odcinek AB, = 32°
0,8

0,75
0,7
0,65
0,6
0,55
0,5

045 |
1,2 16 2,0 24 2,8 3,2 36 b[m]

—0,=0,8m ~8,=3-8, 6,=10- 6, —6,=30-6,

Rys. 4.2. Zaleznos¢ pierwiastka funkcji wariancji, }/(b), od szerokosci fundamentu

na odcinku AB

7(b) Odcinek BC, 4= 32°
0,85

08
0,75

0,7 |
0,65

06
0,55 |

1,2 1,6 2,0 24 2,8 3,2 36 b [m]
—6,=08m —6,=3-6, —0,=10-6, —6,=30-6,

Rys. 4.3. Zaleznos¢ pierwiastka funkcji wariancji, /¥ (b), od szeroko$ci fundamentu
na odcinku BC
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Jr(b) Odcinek CD, @4=32°
0,65

0,6
0,55
0,5
0,45

04

1,2 16 2,0 2,4 28 3,2 36 bm)
—6,=0,8m ——6,=3-6, -—6,=10-6, —6,=30- 6,

Rys. 4.4. Zaleznos¢ ,/}/(b) dla odcinka CD odszerokosci fundamentu na odcinku BC,
dla odcinka CD

Tabela 4.5. Warto$ci pierwiastka kwadratowego funkcji wariancjiw zadaniu jednowymiarowym,
przy parametrze @, ~ 0,5642 odpowiadajacym pionowej skali fluktuacji €, =1,0 m

Szerokos¢ fundamentu 7([))

il Odcinek AB Odcinek BC Odcinek CD
1,2 0,868 0,953 0,828
1,4 0,836 0,939 0,789
1,6 0,804 0,923 0,756
1,8 0,774 0,907 0,726
2,0 0,747 0,891 0,696
22 0,721 0,876 0,671
24 0,700 0,860 0,649
2,6 0,677 0,844 0,628
2,8 0,658 0,829 0,609
3,0 0,641 0,814 0,592
3,2 0,624 0,800 0,575
3,4 0,607 0,787 0,573
3,6 0,596 0,774 0,546
3.8 0,579 0,761 0,533
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Tabela 4.6. Wartosci pierwiastka kwadratowego funkcji wariancji w zadaniu dwuwymiarowym.
Pionowa skala fluktuacji 6, = 1,0 m, pozioma 6,=36,=3,0 m (v, ~ 0,5642)

0,=30,
Szerokos¢ fundamentu 7(6)
b [m]
Odcinek AB Odcinek BC Odcinek CD
1,2 0,862 0,915 0,804
1,4 0,829 0,891 0,766
1,6 0,797 0,867 0,731
1,8 0,767 0,843 0,700
2,0 0,740 0,820 0,671
2.2 0,715 0,798 0,646
2,4 0,691 0,776 0,624
2,6 0,670 0,756 0,603
2,8 0,651 0,736 0,584
3,0 0,633 0,717 0,567
3,2 0,616 0,699 0,551
3,4 0,600 0,682 0,537
3,6 0,586 0,666 0,523
3,8 0,573 0,650 0,511

W przypadku skali fluktuacji €, =1,0 mm oraz kata tarcia wewngtrznego
¢ = 18° uzyskane rezultaty zamieszczono w tabelach od 4.5 do 4.8. Ponadto na
rysunkach od 4.5 do 4.8 zamieszczono wykresy pierwiastka kwadratowego funkcji
wariancji, \/7(b), w zaleznosci od szerokosci fundamentu b, kolejno dla usred-
nienia jednowymiarowego 6, =1,0m (rys. 4.5), poziomej skali fluktuacji
6,=36,=3,0m (rys. 4.6), poziomej skali fluktuacji 6,=106, =10 m (rys. 4.7)
oraz poziomej skali fluktuacji 8, =306, =30 m (rys. 4.8).
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1,000
0,950
0,900
0,850
0,800
0,750
0,700
0,650
0,600
0,550
0,500

1,2 1,6 2,0 2.4 2,8 3,2 36 b[m]

QOdcinek AB = = = Odcinek BC  «exeeeene Odcinek €D

Rys. 4.5. Zaleznosé /7 (b) od szerokosci fundamentu b dla poszczegdlnych odcinkéw linii poslizgu.
24
Przypadek usrednienia jednowymiarowego, €, =1,0 m

@ =18°
0950
0,900
0,850
0,800
0,750
0,700
0,650
0,600
0,550

0,500

1.2 16 2,0 2.4 28 32 36 b[m]

Odcinek AB = = = Odcinek BC ~ =eseeeree Odcinek CD

Rys. 4.6. Zaleznos¢ 7(b) od szerokosci fundamentu b dla poszczegolnych odcinkow linii poslizgu.
Przypadek usrednienia dwuwymiarowego, 6,=360,=3m
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7(b)
0,950

0,850

0,750

0,650

0,550

0,450
1,2 1,6 2,0 2,4 2,8 3,2 36 bim

OdcinekAB = = = OdcinekBC ~ «-esereee Odcinek (D

Rys. 4.7. Zalezno$¢ /7 (b) odszerokosci fundamentu b dla poszczegdlnych odcinkow linii poslizgu.
Przypadek usrednienia dwuwymiarowego, 6,=106, =10 m

\r(b)

18°

$
"

0,950 - .

0,850
. 0,750
0,650
0,550
0,450
1,2 1,6 2,0 24 2,8 3,2 36 b[m]
Odcinek AB = = = OdcinekBC ~ +eeeeeee Odcinek CD

Rys. 4.8. Zaleznos¢ /¥ (b) od szerokosci fundamentu b dla poszczegolnych odcinkow linii poslizgu.
Przypadek usrednienia dwuwymiarowego, 6, =306, =30 m
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We wszystkich przypadkach funkcja m jest malejaca. Wszystkie cztery
przypadki majg zblizony do siebie przebieg, cho¢ oczywiscie wartosci s3 rézne
w zaleznosci od przyjetej poziomej skali fluktuacji. W przypadku wynikow
podanych w tabelach od 4.5 do 4.8 i zilustrowanych na rysunkach od 4.5 do 4.8
mozna sformutowa¢ identyczne wnioski, jak miato to miejsce dla wynikow za-
mieszczonych w tabelach od 4.1 do 4.4. Nalezy jednak odnotowa¢, ze w przy-
padku gruntu o mniejszej wartosci kata tarcia wewngtrznego (tabele od 4.5 do
4.8) redukcje odchylen standardowych sg mniejsze (procentowo w stosunku do
wartosci poczatkowej) niz w przypadku gruntu o wigkszej wartosci kata tarcia
wewngtrznego (tabele od 4.1 do 4.4). Wynika to z faktu, ze funkcja wariancji
w rozpatrywanych zadaniach zalezy od sredniej wartosci kata tarcia wewngtrz-
nego, ktdra determinuje geometri¢ krzywych poslizgu.

Tabela 4.7. Wartosci pierwiastka kwadratowego funkcji wariancji w zadaniu dwuwymiarowym.
Pionowa skala fluktuacji 8, =1,0 m, pozioma ,=106, =10 m (@, ~ 0,5642)

0,=100,
Szerokos¢ fundamentu ()
b [m]
Odcinek AB Odcinek BC Odcinek CD
1,2 0,867 0,950 0,824
1,4 0,834 0,934 0,787
1,6 0,803 0,918 0,753
1,8 0,774 0,901 0,722
2,0 0,747 0,884 0,694
22 0,721 0,867 0,669
2,4 0,699 0,850 0,646
2,6 0,677 0,833 0,625
2.8 0,657 0,817 0,606
3,0 0,639 0,802 0,589
3,2 0,623 0,787 0,573
3.4 0,607 0,773 0,558
3,6 0,593 0,759 0,544
3,8 0,579 0,746 0,531
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Tabela 4.8. Wartosci pierwiastka kwadratowego funkcji wariancji w zadaniu dwuwymiarowym.
Pionowa skala fluktuacji 8, = 1,0 m, pozioma 6, =300, =30 m (@, ~ 0,5642)

0,=300,
Szeroko$¢ fundamentu 7(b)
bml Odcinek AB Odcinek BC Odcinek CD
1,2 0,867 0,953 0,827
1,4 0,835 0,938 0,790
1,6 0,804 0,923 0,756
1,8 0,774 0,907 0,724
2,0 0,747 0,891 0,697
2,2 0,722 0,874 0,671
2.4 0,699 0,859 0,648
2,6 0,678 0,843 0,627
2,8 0,658 0,828 0,608
3,0 0,638 0,813 0,591
32 0,623 0,799 0,574
3,4 0,607 0,786 0,560
3,6 0,593 0,772 0,546
3.8 0,579 0,760 0,533

4.2.2. Wspoélczynniki korelacji

Wyprowadzone w podrozdziale 4.1 wzory daja tez, poprzez catkowanie nume-
ryczne, mozliwo$¢ przyblizonego obliczenia wspotczynnikow korelacji pomie-
dzy zmiennymi losowymi otrzymanymi w wyniku usrednienia wzdtuz poszcze-
golnych odcinkoéw linii poslizgu w mechanizmie Prandtla. Dla dalszych obliczen
istotna jest przede wszystkim zaleznos¢ od szerokosci fundamentu b. W tym
punkcie zademonstrowane beda wartosci wspotczynnikow korelacji odpowiada-
Jacych przypadkom funkcji redukcji wariancji podanym w punkcie 4.2.1. Przyj-
mujgc warto$¢ kata tarcia wewnetrznego rowng ¢, = 32° oraz wartos¢ pionowej
skali fluktuacji rowng 6, =0,8m, mozna otrzymaé warto$ci wspotczynnikow
korelacji p( X ag»Xpc ), P(XpesXep ) oraz p( X ap, Xep ) korespondujace z war-
tosciami pierwiastka kwadratowego funkcji wariancji podanymi w tabelach od
4.1 do 4.4.
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Tabela 4.9. Wspétczynniki korelacji w zadaniu jednowymiarowym o, ~ 0,4514
i dwuwymiarowym 6, =30,

6,=0,8m; ¢ =32°

Szerokos¢
fundamentu Przypadek jednowymiarowy Przypadek dwuwymiarowy 6, =36,
Pim PXa, Xpc) | p(Xsc, Xep) | A(Xas, Xcb) | p(XaB, XBc) | pP(XBe> Xep) | pP(XaBs Xep)
1,2 5,534 E-02 0,365 0,896 4,779 E-02 | 4,308 E-05 | 3,747 E-05
1,4 4,133 E-02 0,337 0,887 3,585 E-02 | 2,836 E-06 | 1,431 E-06
1,6 3,289 E-02 0,314 0,878 2,784 E-02 | 1,300 E-07 | 3,664 E-08
1,8 2,738 E-02 0,296 0,871 2,205 E-02 | 4,117 E-09 | 6,244 E-10
2,0 2,351 E-02 0,282 0,866 1,766 E-02 | 8,979 E-11 | 7,029 E-12
2.2 2,070 E-02 0,269 0,862 1,423 E-02 | 1,347 E-12 | 5,202 E-14
24 1,843 E-02 0,259 0,857 1,150 E-02 | 1,387 E-14 | 2,520 E-16
2,6 1,659 E-02 0,251 0,855 9,293 E-03 | 9,814 E-17 | 7,966 E-19
2,8 1.509 E-02 0,243 0,852 7,960 E-03 | 4,767 E-19 l,64d E-21
3,0 1,384 E-02 0,238 0,851 6,026 E-03 | 1,590 E-21 | 2,194 E-24
3,2 1,276 E-02 0,232 0,849 4,824 E-03 | 3,640 E-24 | 1,904 E-27
3,4 1,182 E-02 0,227 0,845 3,841 E-03 | 5,721 E-27 | 1,071 E-30
3,6 1,100 E-02 0,224 0,.842 3,041 E-03 | 6,175 E-30 | 3,897 E-34
3,8 1,033 E-02 0,221 0,844 2,391 E-03 | 4,578 E-33 | 9,172 E-38

Tabela 4.10. Wspotezynniki korelacji w zadaniu dwuwymiarowym 6, =100, i 9,=300, (v, ~ 0,4514)

0,=08m; ¢ =32°

Szerokosé

fungamemu Przypadek dwuwymiarowy 6, =106, Przypadek dwuwymiarowyd, = 306,
ko P(Xas, Xpc) | p(Xpc, Xep) | p(XaB, Xeb) | p(Xas, XBe) | P(Xae> Xep) | P(Xas, Xep)
1,2 5,381 E-02 0,113 0,275 5,536 E-02 0,317 0,785
1,4 4,033 E-02 | 7,483 E-02 0,176 4,131 E-02 0,279 0,737
1,6 3,225 E-02 | 4,898 E-02 0,106 3,296 E-02 0,247 0,689
1,8 2,687 E-02 | 3,147 E-02 0,061 2,748 E-02 0,220 0,640
2,0 2,299 E-02 | 1,976 E-02 0,033 2,359 E-02 0,196 0,590
2.2 2,003 E-02 | 1,207 E-02 0,017 2,068 E-02 0,175 0,541
24 1,769 E-02 | 7,139 E-03 | 7,988 E-03 | 1,839 E-02 0,157 0,493
2,6 1,579 E-02 | 4,080 E-03 | 3,665 E-03 | 1,655 E-02 0,141 0,446
2,8 1,420 E-02 | 2,249 E-03 | 1,600 E-03 | 1,504 E-02 0,126 0,401
3,0 1,286 E-02 | 1,194 E-03 | 6,657 E-04 | 1,376 E-02 0,113 0,357
3,2 1,171 E-02 | 6,104 E-04 | 2,641 E-04 | 1,268 E-02 0,101 0,316
3,4 1,071 E-02 | 3,002 E-04 | 9,997 E-05 | 1,174 E-02 0,090 0,277
3,6 9,835 E-03 | 1,420 E-04 | 3,610 E-05 | 1,092 E-02 0,080 0,242
3,8 9,061 E-03 | 6,466 E-05 | 1,244 E-05 | 1,021 E-02 0,071 0,210
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Analizujgc obliczone wartosci wspotczynnikow korelacji nalezy od razu
odnotowa¢, ze w przypadku stosunkowo nieduzej poziomej skali fluktuacji
(6,=36,) korelacje pomiedzy usrednionymi zmiennymi sg bardzo niewielkie
(wrecz pomijalne). Jest to konsekwencja szybkiego spadku korelacji ze wzro-
stem odlegtosci pomigdzy srodkami cigzkosci poszczegdlnych fragmentow
linii poslizgu. Natomiast w przypadku jednowymiarowym, a takze dwuwymia-
rowym przy duzej wartosci parametru @,, warto zwroci¢ uwage na znaczne
wartosci wspotczynnikow korelacji pomiedzy katami tarcia na odcinkach AB
i CD. Wspétczynniki te sg istotnie wigksze od pozostatych, zwilaszcza od
wspoétczynnikéw na odcinkach AB i BC. Ten na pozor paradoksalny rezultat
staje si¢ jasny, gdy zdamy sobie sprawe z tego, ze w przypadku jednowymia-
rowym o korelacji decyduje nie tyle ich wzajemna odlegtos¢, ile wzajemne
potozenie rzednych. Latwo zauwazy¢ (por. rys. 4.1, a takze podane w punk-
cie 4.2.1 wartosci rzgdnych), ze rzgdne srodkow ciezkosci odcinkéw AB oraz
CD s3 do siebie najbardziej zblizone i stad ich mocne skorelowanie. Przy
niewielkich wartosciach parametru 6, (6,=36, w tabeli 4.9) wspotczynniki
korelacji zmiennych Xap, Xcp sa mniejsze od pozostatych. Sytuacja zmienia
si¢ wraz ze wzrostem wartosci 6,, gdyz podobnie jak w przypadku wariancji,
takze i tu obserwuje si¢ zbieznos¢ do przypadku jednowymiarowego. Stad
dla 6,=306, tendencja jest juz taka sama jak w przypadku jednowymiaro-
wym. Wida¢ tez, ze zbiezno$¢ nie jest juz tak szybka jak dla pierwiastka
kwadratowego funkcji wariancji, przy czym najszybciej zbiegaja wspotczyn-
niki korelacji p( Xy, Xpc ), w dalszej kolejnosci wspétczynniki p( X e, Xep )
a najwolniej wspotczynniki p(XAB,XCD). Ponadto zbieznos¢ jest tym szyb-
sza, im mniejsza szeroko$¢ fundamentu b. Ze wzgledu na duzy rozrzut rezul-
tatow oraz wystepujace w wielu przypadkach bardzo mate wartosci wspot-
czynnikdw korelacji, zrezygnowano z ich prezentacji graficznej (w postaci
wykresow).

W ostatnich dwoch tabelach (4.11 oraz 4.12) zamieszczono wartosci wspot-
czynnikow korelacji p( X yg, Xgc ), P(Xpe, Xcp) oraz p(X . Xcp ) pray zato-
zeniu, ze wartos¢ kata tarcia wewnetrznego réwna jest ¢, = 18°, za$ pionowa

skala fluktuacji ma wartos¢ 6, =1 m.
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Tabela 4.11. Wspéitczynniki korelacji w zadaniu jednowymiarowym o, ~ 0,5642
i dwuwymiarowym 6, =30,

FSZCFOkOéC’

0,=1,0m; ¢ =18°

fundamentu Przypadek jednowymiarowy Przypadek dwuwymiarowy 6, = 36,
tln) P(@as, ¢ac) | P(PaCs Pep) | P(Pas, Pcp) | P(@a, PBC) | P(PBC, PeD) | P(PAB, Pep)

1,2 0,288 0,419 0,984 0,250 0,064 0,1512
1,4 0,220 0,358 0,981 0,184 0,037 7,790 E-02
1,6 0,171 0,310 0,979 0,138 0,021 3,679 E-02
1,8 0,135 0,273 0,975 0,105 0,012 1,590 E-02
2,0 0,109 0,244 0,975 0,082 7,156 E-03 | 6,312 E-03
2.2 0,089 0,220 0,974 0,065 4,038 E-03 | 2,306 E-03
2,4 0,074 0,200 0,966 0,052 2,224 E-03 | 7,772 E-04
2,6 0,063 0,183 0,967 0,042 1,191 E-03 | 2,421 E-04
2,8 0,054 0,170 0,964 0,035 6,189 E-04 | 6,986-E-05
3,0 0,047 0,158 0,959 0,029 3,113 E-04 | 1,868 E-05
3,2 0,041 0,149 0,959 0,025 1,513 E-04 | 4,635 E-06
3,4 0,037 0,138 0,938 0,021 7,102 E-05 | 1,067 E-06
3,6 0,033 0,134 0,952 0,018 3,215 E-05 | 2,280 E-07
3,8 0,030 0,128 0,956 0,015 1,403 E-05 | 4,518 E-08

Tabela 4.12. Wspotezynniki korelacji w zadaniu dwuwymiarowym 6, =106, 9, =300, (w, ~ 0,5642)

6,=1,0m; ¢ =18°

Szerokosé
fundamentu | Przypadek dwuwymiarowy 6, =100, Przypadek dwuwymiarowy 8, = 300,
b [m]
P(Pas, Pac) | P(Psc> Pep) | P(Pass Pep) | P(@as> PBC) | P(@BC Pep) | P(Pas, Pep)
h1 32 0,284 0,336 0,821 0,288 0,409 0,965
1,4 0,216 0,270 0,766 0,220 0,346 0,955
1,6 0,167 0,219 0,706 0,170 0,298 0,944
1,8 0,131 0,179 0,645 0,135 0,260 0,932
2,0 0,104 0,149 0,583 0,108 0,229 0,919
22 0,085 0,124 0,521 0,088 0,205 0,906
24 0,070 0,105 0,462 0,074 0,184 0,891
2,6 0,059 0,090 0,405 0,062 0,167 0,876
28 0,050 0,077 0,351 0,053 0,153 0,860
3,0 0,044 0,067 0,301 0,047 0,141 0,844
32 0,038 0,058 0,256 0,041 0,131 0,827
3.4 0,034 0,051 0,216 0,037 0,122 0,809
3,6 0,030 0,045 0,180 0,033 0,115 0,791
3,8 0,028 0,040 0,149 0,029 0,108 0,773
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W tym przypadku wyniki pokazano takze w postaci wykresow. | tak rysunki
od 4.9 do 4.12 przedstawiaja wykresy wspotczynnikow korelacji pomigdzy
zmiennymi losowymi otrzymanymi w wyniku usrednienia wzdtuz poszczegdl-
nych linii poslizgu jako funkcji szerokosci fundamentu b, kolejno dla usrednienia
jednowymiarowego 6, =1 m (rys. 4.9), poziomej skali fluktuacji 6,=36, =3,0m
(rys. 4.10), poziomej skali fluktuacji €,=106, =10 m (rys. 4.11) oraz poziomej
skali fluktuacji 6, =306, =30 m (rys. 4.12).
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—P(Pas, Pac) = = =P(Psc, Pcp)  eseseeer P(@as, @co)

Rys. 4.9. Wspotczynniki korelacji zmiennych losowych, uzyskanych poprzez usrednienie pola wzdtuz
poszczegolnych odcinkow linii poslizgu z zalezno$ci od szerokosci fundamentu b. Przypadek usred-
nienia jednowymiarowego, 6, =1,0 m

Warto odnotowac¢, ze w przypadku usrednienia jednowymiarowego korela-
cja pomigdzy usrednionymi zmiennymi na odcinkach AB oraz CD jest bardzo
duza i praktycznie nie zalezy od szerokosci fundamentu. Wynika to z bliskiego
potozenia rzgdnych $rodkéw cigzkosci rzednych odcinkéw AB i CD, na co
zwrocono juz uwage przy analizie wynikow dla kata ¢, = 32° (tabela 4.9).
Podobng cechg¢ mozna zauwazy¢ na rysunku 4.12, co z kolei wynika ze zbiez-
nosci rezultatoéw przy dazacej do nieskonczonosci poziomej skali fluktuacji, do
przypadku jednowymiarowego. Innym interesujacym efektem jest zmiana wza-
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jemnego potozenia krzywych odpowiadajacych poszczegélnym odcinkom widocz-
na na rysunku 4.10 (przypadek usrednienia dwuwymiarowego, &, =36, =3,0 m)
w stosunku do trzech pozostatych przypadkow (rysunki: 4.9, 4.11, 4.12). Wy-
nika ona z istotnej roznicy pomiedzy jednowymiarowych usrednieniem a usred-
nieniem dwuwymiarowym o zroznicowanych skalach fluktuacji (pionowej
i stosunkowo niewielkiej poziomej). Wida¢ stad, ze rozpatrywanie anizotropo-
wego pola losowego okreslonego na obszarze dwuwymiarowym prowadzi do
innych rezultatéw w stosunku do podejscia jednowymiarowego i moze mie¢
istotne konsekwencje dla analizy bezpieczenstwa fundamentu. Zagadnienie to
bedzie szerzej analizowane w rozdziale 5.

Trzy kolejne rysunki (4.13—4.15) pokazuja wykresy wspotczynnika korelacji
w funkcji szerokosci fundamentu, przy czym kazdy rysunek odpowiada jednemu
odcinkowi, a krzywe na nim zamieszczone dotycza kolejnych wartosci poziomej
skali fluktuacji. Rysunki te maja na celu pokazanie szybkosci zbieznosci do
przypadku jednowymiarowego, ktéra ma miejsce wraz ze wzrostem poziomej
skali fluktuacji.
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Rys. 4.10. Wspétczynniki korelacji zmiennych losowych, uzyskanych poprzez usrednienie pola wzdtuz
poszczeghlnych odcinkéw linii poslizgu w zaleznosci od szerokosci fundamentu b. Przypadek usred-
nienia dwuwymiarowego, 6, =36, =3,0 m
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Rys. 4.11. Wspdtczynniki korelacji zmiennych losowych, uzyskanych poprzez usrednienie pola
wzdtuz poszczegolnych odcinkéw linii poslizgu w zaleznosci od szerokosci fundamentu b. Przy-
padek usrednienia dwuwymiarowego, 6, =106, =10 m
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Rys. 4.12. Wspotczynniki korelacji zmiennych losowych, uzyskanych poprzez usrednienie pola
wzdtuz poszczegdlnych odcinkow linii poslizgu w zaleznosci od szerokosci fundamentu b. Przy-
padek usrednienia dwuwymiarowego, 8, =306, =30 m
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P($AB, $BC) ¢ =18°
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Rys. 4.13. Wspotczynniki korelacji zmiennych losowych, uzyskanych poprzez usrednienie pola
wzdtuz linii odcinkow AB oraz BC w zalezno$ci od szerokosci fundamentu b dla réznych wartosci
poziomej skali fluktuacji
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Rys. 4.14, Wspétczynniki korelacji zmiennych losowych, uzyskanych poprzez usrednienie pola
wzdhuz linii odcinkéw BC oraz CD w zaleznosci od szerokosci fundamentu b dla réznych wartosci
poziomej skali fluktuacji
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Rys. 4.15. Wspoétczynniki korelacji zmiennych losowych, uzyskanych poprzez usrednienie pola
wzdtuz linii odcinkéw AB oraz CD w zaleznosci od szerokosci fundamentu b dla réznych wartosci
poziomej skali fluktuacji

Rysunki od 4.13 do 4.15 wyraznie wskazuja, ze szybko$¢ zbieznosci poszczegol-
nych wspétczynnikow korelacji do przypadku jednowymiarowego nie jest jedna-
kowa. Najszybciej zbiegaja wartosci wspotczynniki p((pAB,(pBC ), za$ duzo wolniej
wspotezynniki p(@ap,@cp )- Podobnie jak poprzednio, najbardziej wyrézniajacym
si¢ przypadkiem jest przypadek usrednienia dwuwymiarowego przy 6, =36, =3,0 m.

Wspotczynniki korelacji podane w tabelach 4.11 oraz 4.12, uzyskane dla wartosci
kata tarcia wewnetrznego rownej ¢, = 18° oraz pionowej skali fluktuacji €, =1m, sa
wigksze anizeli w przypadku podtoza o parametrach ¢, = 32° oraz 6, = 0,8 m. Wynika to
przede wszystkim z przyjecia wigkszych wartosci skali fluktuacji, a takze mniejszej warto-
Sci Sredniej kata tarcia wewnetrznego. Generalne tendencje zmian sg jednak identyczne
Jjak w przypadku ¢, = 32° oraz 6, = 0,8 m. W przypadku stosunkowo nieduzej poziomej
skali fluktuacji 6, =36, korelacje pomigdzy usrednionymi zmiennymi sg nadal niewiel-
kie, aczkolwiek istotnie wigksze niz w osrodku o parametrach ¢, = 32° oraz 6, =0,8 m.
Podobnie jak w poprzednim przypadku (i z tej samej przyczyny) obserwuje si¢ efekt bar-
dzo silnej korelacji pomigdzy zmiennymi Xap oraz Xcp w przypadku jednowymiarowym.

Szybkos¢ zbieznosci wartosci wspotczynnikow korelacji do wspétczynnikow
z zadania jednowymiarowego, przy wzrastajacej wartosci poziomej skali fluktuacji,
jest wieksza niz w przypadku ¢, = 32° oraz 6, = 0,8 m, p(@,y,@yc ). Podobnie jak

poprzednio, zbieznos¢ jest tym szybsza, im mniejsza szerokos¢ fundamentu b.
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4.3. Formula okreslajaca nosnosé
w przypadku stalej linii poslizgu

W wyniku usrednien parametrow wytrzymatosciowych opisanych w poprzednich
podrozdziatach otrzymuje si¢ sze$¢ zmiennych losowych: ¢y, ¢i, @2, €2, @3, 3,
przy czym ¢, ¢, wynikaja z usrednienia wzdtuz linii AB, ¢,, ¢; — wzdhuz BC,
za$ @3, ¢3 — wzdtuz CD (rys. 4.1). Wariancje tych zmiennych i kowariancje po-
miedzy nimi wynikajg z rezultatow uzyskanych w podrozdziatach 4.1 i1 4.2. Ko-
lejnym etapem jest okreslenie obcigzenia granicznego g, dla fundamentu pa-
smowego, wynikajace z kinematycznie dopuszczalnego mechanizmu Prandtla.
W zwigzku z tym, Zze na kazdym z odcinkéw AB, BC i CD wystgpuja inne war-
tosci kata tarcia wewnetrznego oraz spojnosci, zadanie rozni si¢ wigc od kla-
sycznego. Zadanie przebiega¢ bedzie w dwoch etapach. W pierwszym przyjete
bedzie zatozenie, ze linia poslizgu jest stata i zdeterminowana przez wartos¢
oczekiwang E[qoi ], czyli kata tarcia wewnetrznego gruntu znajdujacego si¢ bez-
posrednio pod fundamentem (por. rys. 4.1). W drugim etapie (podrozdzial 4.6)
rozpatrzymy zadanie ze zmienng linig poslizgu. Do wyprowadzenia wzoru okre-
slajacego no$nosé gy, przy zadanej linii poslizgu, zastosowana zostanie procedu-
ra zaproponowana w monografii Izbickiego i Mroza (1976). Procedurg t¢ nalezy
jednak zmodyfikowaé w zwigzku z wystapieniem réznych zmiennych losowych
¢, ¢i (i = 1, 2, 3) wzdtuz poszczegdlnych linii poslizgu AB, BC, i CD, gdyz
procedura podana przez Izbickiego i Mroza dotyczy jednakowych parametrow
na wszystkich odcinkach linii poslizgu.

Rozwaza si¢ najpierw niewazki osrodek spoisty, w ktorym przez poréwnanie
mocy obcigzen zewnetrznych z moca dyssypacji wewngtrznej, otrzymuje si¢ na-
stgpujace rownanie (oznaczenia jak na rysunku 4.1):

. (m
q,bv,sin [Z —%) =
cos @,
23in(7r M

4 2

+c,bv, [exp(ntg(pz)—ljctg%+
) 2sin( —(0')

=¢qbv,

+esbv, exp(ntg(pz)—c"snL, (4.53)
2sin[ _& j

2
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gdzie

Vi
25in(n—¢')
4 2

przy czym v, jest predkoscia przesuwania si¢ sztywnego klina ABA pionowo

Vo= (4.54)

w dot. Kolejne wyrazy po prawej stronie wzoru (4.53) okreslaja moc dyssypo-
wang na linii AB, w obszarze ABC wraz z linig BC oraz na linii CD. Dla waz-
kiego osrodka Coulomba do lewej strony rownania (4.53) nalezy doda¢ moce sit
cigzkosci, wedhlug nastepujacych zaleznosci:

1 5 n (Plj
Lyn.=—yb"v,cos| ——— |, 4.55
ABE 47 0 (4 5 ( )

2!

1 b

Lipge= X

Vo
2
2(1+9tg %) 2sin{n—(g‘)

x{{Btg(pz sin(g+%)—ws[§+%ﬂexp(%ntg%J+[3tg(p2 sin[g—%)+cos(g—%ﬂ},

(4.56)

2

1
Lycp =—=7 S Vv COS @5 exp(zntggozjcos(ﬁ+ﬂ—¢3j. (4.57)
2 2Sin(_¢,] 2 4 2

W przypadku obcigzenia g na naziomie obok fundamentu oraz zagtebienia
fundamentu na glebokos$¢ Dy, i cigzarze objetoSciowym zasypki y, do lewej
strony wzoru (4.53) dodaje si¢ jeszcze moc rozwijang przez nacisk obok funda-
mentu (q oraz Dy, 71), mianowicie:

) . (4.58)

(“ P
cos| — + @,
Y 4 2
L,=—(q+ 7Dy )bV, exp(mtge, Jcos| =+
- 4 (T
sin| ~ —
(4 2 j

2
Uwzgledniajac teraz, zgodnie ze sformutowanymi wyzej sugestiami, zalez-
nosci (4.55)—(4.58) we wzorze (4.53) oraz przyjmujgc oznaczenie Q,=4q,b,
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a nastepnie dokonujac redukcji wyrazen, otrzymuje si¢ nastgpujace wyrazenie na

no$nos¢ graniczng:

(4.59)

gdzie

1
0; :c,—c.ff’—+c2[exp(ntg(p2)—l:| - +
2sin( —(p'—) ZSin[
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2sin(4~9—j

T @
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+b{—zyoos(g—%ﬂ+ s X
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X {{Mg% sin(%+%)—cos(g+%Hexp[%mg<pz)+[3tg(p2 sin(%—%)+cos[§—%ﬂ}+

¥ COS @, €Xp Tcitg(p2 Cos E+ﬂ—(p;
2 4 2

85in2(n —ﬂj
Y 2 (4.60)

Podobnie jak w wigkszosci wzorow okreslajacych nosnos¢ posadowienia

+b

bezposredniego, takze i we wzorze (4.60) mozna wyrozni¢ sktadniki zwigzane
z wptywem spojnosci — pierwsze trzy sktadniki wzoru (4.60), z wptywem za-
glebienia fundamentu — czwarty skifadnik, a takze skiadniki zwigzane z efek-
tem cigzaru gruntu pod fundamentem — pozostate sktadniki wystepujace w tym
wzorze.

Wzér (4.60) nie uwzglednia wptywu mimosrodu obcigzenia oraz nachylenia
wypadkowej w stosunku do normalnej do podstawy.
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4.4. Miary niezawodnosci

Modelowanie probabilistyczne w duzej czgsci przypadkow stuzy w konse-
kwencji obliczaniu miar niezawodnosci, ktore z kolei stanowig podstawe ana-
lizy bezpieczenstwa konstrukcji czy tez probabilistycznego wspomagania pro-
jektowania (reliability based design). Najczesciej uzywanymi miarami s3
prawdopodobienstwo awarii pr oraz wskaznik niezawodnosci S. Miary te zde-
finiowane zostalty w ramach matematycznej teorii niezawodnos$ci (Gniedenko
i inni, 1968; Kopocinski, 1973) oraz zwigzanej z budownictwem — teorii nie-
zawodnosci konstrukcji (structural reliability). Obszerne informacje dotyczace
wyzej wymienionych i innych miar bezpieczenstwa mozna znalez¢ w licznych
monografiach, dotyczacych teorii niezawodnos$ci konstrukeji, np. autorstwa
Melchersa (2018) czy Ditlevsena i Madsena (1996), lub dotyczacych bezpie-
czenstwa w geotechnice — Baechera i Christiana (2003) czy Risk and Reliabili-
ty in Geotechnical Engineering (2015), a takze w polskich monografiach (Puta,
2004; Przewltocki, 2006; Rzadkowski, 2018). Tu ograniczymy si¢ jedynie do
podstawowych faktow, ktore beda istotne w rozumieniu dalszej czesci niniej-
szego opracowania.

W ramach zadan teorii niezawodnosci konstrukcji rozpatruje sie wektor ba-
zowych zmiennych losowych X = (X,, X,, ..., X,,), ktorego wspotrzedne sa zmien-
nymi losowymi definiujacymi te parametry konstrukcji (np. stale materiatowe,
wielkosci geometryczne), ktére w danym zagadnieniu przyjeto jako losowe. Skia-
dowymi tego wektora sg takze oddzialywania (obcigzenia), jesli przyjeto zatozenie
o ich losowosci. Wektor ten jest argumentem tzw. funkcji stanu granicznego, ktora
definiuje si¢ nastepujaco:

g(x)=

{)0 dla stanow bezpiecznych konstrukcji, 4.61)

<0 dla stanéw awaryjnych konstrukcji.

Posta¢ tej funkcji zalezy od rozpatrywanego zadania i musi by¢ sprecyzowana
Jjako zatozenie. Hiperpowierzchnia {x : g(x) = 0} nazywa si¢ powierzchniq stani
granicznego. Obecnie najczgsciej stosowane miary oparte sg na koncepcji wskaz-
nika niezawodnos$ci zaproponowanego przez Hasofera i Linda (1974), ktory
zdefiniowany jest nastgpujacym wzorem:

P =, o, Jx=E[X])" ¢ (x-E[X]), (4.6
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przy czym E[X] jest wartoscig oczekiwang wektora bazowych zmiennych lo-
sowych X, C;(' macierza odwrotng do macierzy kowariancji wektora X,
a {x : g(x) = O} powierzchnig stanu granicznego.

Punkt x* realizujgcy minimum (4.62) nazywa si¢ punktem obliczeniowym.
Z definicji wida¢, ze punkt obliczeniowy nalezy do powierzchni stanu granicz-
nego, a wiec warto$¢ wskaznika Sy, zalezy jedynie od ksztattu tej powierzchni,
co daje wlasnos¢ niezmienniczos$ci ze wzgledu na posta¢ funkcji (4.61). Ponadto
wskaznik ten jest niezmienniczy ze wzglgdu na transformacje ortogonalne, tak
wiec np. zmiana kolejnosci bazowych zmiennych losowych nie wptywa na jego
warto$¢. Przyjecie minimum we wzorze (4.62) gwarantuje, ze cale kofo o srodku
w poczatku uktadu wspotrzgdnych i promieniu 3, znajduje si¢ w ,;obszarze bez-
piecznych stanéw konstrukcji”, co przy duzych wartosciach S, oznacza mate
prawdopodobienstwo awarii. Hasofer i Lind (1974) podali takze algorytm nume-
rycznego znajdowania punktu obliczeniowego, a co za tym idzie, wartosci By;.

W przypadku, gdy funkcja

p(x)=y(x-EX]) G (x-E[X]) dla xefe(x)=0} (463
posiada kilka lokalnych miniméw S, ..., £, nalezy przyja¢

By =min{f}. (4.64)
Obszerniejsze komentarze, dotyczace powyzszych wtlasnosci wskaznika
Hasofera-Linda mozna znalez¢ w licznych opracowaniach (np. Puta, 2004) lub
bezposrednio w pracy Hasofera i Linda (1974). Warto tez zwrdci¢ uwagg, ze
wskaznik f;; moze by¢ stosowany w sytuacji ograniczonej informacji o wekto-
rze bazowych zmiennych losowych X, na przykfad wtedy, gdy nie jest znany
rozktad tego wektora, a jedynie jego momenty pierwszego i drugiego rzedu
(warto$ci oczekiwane i macierz kowariancji).
Przy pelnej probabilistycznej informacji o wektorze bazowych zmiennych
losowych X, tzn. gdy jest znany jego taczny rozktad prawdopodobienstwa, naj-
bardziej adekwatna miara niezawodno$ci wyraza sie poprzez prawdopodobiefi-

stwo awarii. Prawdopodobienstwo to okreslone jest wzorem

pr=P{g(X)<0}= [ dFy(x), (4.65)
{g(x)<0}

\
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w ktorym g oznacza funkcjg stanu granicznego (wzor (4.61), a Fy (x) oznacza
dystrybuant¢ wektora zmiennych bazowych X.

Jesli rozktad wektora X jest absolutnie ciagly wzgledem miary Lebesgue’a
(Feller, 2008), to posiada gestos¢ taczna prawdopodobienstwa fx, a wowczas
wzor (4.65) mozna zapisa¢ w prostszej postaci

pr= [ fx(x)dx. (4.66)
{&(x)<0}

Oczywiscie prawdopodobienstwo niezawodnej pracy konstrukcji jest prawdopo-
dobienstwem zdarzenia przeciwnego, czyli

ps=1-p,. (4.67)

Obecnie wielu badaczy uwaza, ze termin prawdopodobienstwo awarii (ang.
probability of failure) powinien by¢ zastapiony przez inny, np. ,,prawdopodo-
biefstwo przekroczenia dopuszczalnych wartosci”. Wiaze si¢ to z faktem, ze
termin awaria kojarzy si¢ zwykle z duzymi uszkodzeniami lub wrecz ze znisz-
czeniem konstrukcji. Tymczasem termin prawdopodobienstwo awarii uzywany
Jest tez w kontekscie np. niespetnienia okreslonych wymogow, ktore konstrukcja
powinna spetnia¢ (warunki stanu granicznego uzytkowalnosci). Na razie jednak
termin prawdopodobienstwo awarii jest powszechnie uzywany zaréwno w od-
niesieniu do stanéw granicznych nosnosci, jak i do standéw granicznych uzytko-
walnosci. W polskiej literaturze stosowane sa tez inne okreslenia na prawdopo-
dobienstwo typu (4.65), np. termin ,,zawodno$¢” stosowany przez Murzewskie-
2o (2001) lub okreslenie ,,awaryjno$¢” proponowane przez Biegusa (1999) oraz
stosowane w polskim tlumaczeniu normy ISO 2394 (1998) — PN-ISO 2394
(2000). [Wyjasnienie: Na jezyk polski przettumaczone zostato jedynie pierwsze
wydanie normy ISO 2394 z 1998 roku. Od 2015 roku obowigzuje czwarte wy-
danie tejze normy ISO 2394 (2015) i to wiasnie do tego wydania odwotuje si¢
w tej monografii. Niestety ta wersja nie zostata przettumaczona na jezyk polski].
Z matematycznego punktu widzenia wyzej wymienione terminy maja jednakowa
0golng definicj¢ — wzor (4.65), cho¢ w réznych sytuacjach waga i konsekwencje
zdarzen bywaja bardzo rézne. W dalszym ciggu monografii bedzie stosowany
termin prawdopodobiefistwo awarii, cho¢ w kazdym przypadku bedzie objasnio-
ne, co jest rozumiane przez sformutowanie ,,awaria”.

Nalezy tez odnies¢ si¢ do relacji migdzy prawdopodobienstwem py a wskaz-
nikiem niezawodnosci Hasofera-Linda (f). Jak juz wczesniej wspomniano,
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zdefiniowanie wskaznika f3;; nie wymaga znajomosci rozktadow prawdopodo-
bienstwa wektora bazowych zmiennych losowych. Jesli jednak rozktad ten jest
znany i jest to rozktad normalny, zas funkcja stanu granicznego g(X) jest funk-
cja liniows, to zachodzi nastg¢pujaca zaleznosc:

Pr=B(~Pu)s (4.68)

gdzie @) jest dystrybuantg jednowymiarowego standardowego rozktadu normal-

nego. Dowdd tego faktu mozna znalezé we wczesniejszej monografii autora
(2004). Powyzszy wzor jest prawdziwy, gdy

Pr Sl, (4.69)
2
lecz zwykle o takie prawdopodobienstwo chodzi, gdy badamy bezpieczenstwo
konstrukcji (nie projektuje si¢ konstrukcji, ktére majg duze prawdopodobienstwo
awarii). Jako ze dystrybuanta @), jest funkcja Scisle rosngca, zaleznos¢ (4.68)
moze przy zatozeniu (4.69) zosta¢ odwrocona. Stwarza to mozliwos¢ zdefinio-
wania wskaznika niezawodnosci £ niezaleznie od algorytmu proponowanego
przez Hasofera i Linda (1974), mianowicie

B=-@,"(pr). (4.70)

Zatem, jesli znane jest prawdopodobienstwo awarii pg, to wskaznik niezawodno-
sci f moze by¢ obliczony ze wzoru (4.70) i vice versa. We wspotczesnie stoso-
wanych wskazaniach normatywnych, dotyczacych bezpieczenstwa konstrukeji,
wskaznik niezawodnosci £ jest zwykle rozumiany w sensie relacji (4.70).
Trudnos¢ postugiwania si¢ miarami (4.65) i (4.66) polega na tym, ze nawet
Jesli taczny rozktad prawdopodobienistwa wektora X jest znany, to doktadne
obliczenie catki (4.65) lub (4.66), ze wzgledu na specyficzny obszar catkowania,
mozliwe jest w niewielu przypadkach. Catkowanie numeryczne prowadzi do
zadowalajgcych rezultatow jedynie w jednowymiarowych przypadkach (wektor X
skfada si¢ tylko z jednej zmiennej losowej) lub dwuwymiarowych. Przyczyna
Jest zwykle bardzo mata warto$é¢ prawdopodobienstwa awarii, a wigc blad cat-
kowania numerycznego moze w bardzo istotny sposob znieksztalci¢ uzyskiwany
wynik. W zwigzku z tym w ramach teorii niezawodnosci konstrukcji rozwinigto
inne metody numerycznego obliczania prawdopodobienstwa pr. Do najwaz-
niejszych naleza metody FORM (First Order Reliability Method) oraz SORM
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(Second Order Reliability Method). Rozwdj tych metod byt zbiorowym wysit-
kiem grupy badaczy w latach 1975-1985, dla ktérego stymulacjg byta ocena
bezpieczenstwa platform wiertniczych na Morzu Pétnocnym. Do najwazniej-
szych prac w zakresie FORM nalezy zaliczy¢ prace Rackwitza i Fiesslera
(1978), Ditlevsena (1979, 1981), Hohenbichlera i Rackwitza (1981), a w za-
kresie metody SORM — Breitunga (1984) i Tvedta (1983). Obszerne omoéwie-
nie tych metod mozna znalez¢ w artykutach podsumowujacych Dolifiskiego
(1983), Hohenbichlera i wspdtautorow (1987) lub monografiach Ditlevsena
i Madsena (1996) czy Melchersa (2018), a w polskiej literaturze we wcze$niejszej
monografii autora (Puta, 2004). Z poczatku metody FORM i SORM stosowane
byly jedynie w niewielkim gronie specjalistow, gdyz wymagaty zaawansowa-
nego specjalistycznego oprogramowania (STRREL 1997), jednak mniej wigcej
20 lat pdzniej opracowano proste oprogramowanie w ramach arkuszy kalkula-
cyjnych, ktore realizuje wigkszo$¢ elementow metod FORM i SORM. Szcze-
golnie efektywna procedurg zaproponowali Low i Tang (2004, 2007). Wiecej
informacji na ten temat wraz z przyktadami zastosowan mozna znalez¢é w pra-
cy Lowa i Phoona (2015). Gotowe procedury wraz z przyktadami mozna zna-
lez¢ na stronie internetowej http://alum.mit.edu/www/bklow. Prace te niewat-
pliwie przyczynity si¢ do coraz czgstszego stosowania metod FORM i SORM.
Niestety wielu autoréw wspoétczesnych prac (zwihaszcza z Azji i Stanow Zjed-
noczonych) cytujac zrédta zapomina o tworcach oryginalnych metod, przypi-
sujgc autorstwo tworcom arkuszy kalkulacyjnych.

Inng grupe metod stuzacych oszacowaniu miar niezawodnosci stanowig me-
tody symulacyjne oparte na technice Monte Carlo (Rubinstein i Kroese, 2011).
Estymator prawdopodobienstwa awarii dogodnie jest zapisa¢ stosujgc funkcje
indykatora zbioru | (zwana tez czasem funkcja charakterystyczng zbioru)

1 gdy  g(x)<0
l[g(x)<0]_{0 dy g(x)>o}' 4.71)

Prawdopodobienstwo awarii (4.65) mozna zapisa¢ w postaci

pr=P{g(X) <0} =E4[1[g(X)<0]] = j [g(x)<0] fx(x)dx, (4.72)

gdzie Ex[ ] oznacza operator wartosci oczekiwanej wzgledem rozktadu wektora
losowego X. Wobec tego nieobciazony estymator J-tego prawdopodobienstwa,
przy liczbie realizacji (prob) N, ma postac


http://alum.mit.edu/www/bklow

147

il[g(X)<0j|:J, (4.73)

J=1

Pr=

2| =

skad otrzymuje si¢ nastgpujacy wzor na jego wariancje:

Var{J}:#'N-Var{l[g(X)<O]}:%pp(l-pF). (4.74)

Klasyczna metoda Monte Carlo polega na ,,probkowaniu” przez komputer wek-
torow z rozktadu prawdopodobienstwa wektora losowego X za pomocg numerycz-
nego generatora liczb pseudolosowych (Rubinstein i Kroese, 2011), a nastepnie
obliczaniu przyblizonej wartosci prawdopodobienstwa awarii wedtug: estymatora
(4.73). R6wnowazny temu prawdopodobienstwu wskaznik niezawodnosci S uzy-
skuje sie z zaleznosci (4.70). Wspotczynnik zmiennosci estymatora J wynosi

o, 1-pr
vy =—ts= /— (4.75)
" E[J] \ peN

1
co oznacza zbiezno$¢ rzedu N 2. Dokladniejsze oszacowanie szybkosci zbiez-

nosci zaproponowal autor niniejszej monografii (Puta, 1985) oraz w zmodyfi-
kowanej formie w pozniejszej pracy (Puta, 2004).

W czasach, gdy powstawatly metody pierwszego i drugiego rzedu (FORM,
SORM), wskazana wyzej szybkos¢ zbiezno$ci na ogét bardzo ograniczata ob-
liczanie matych prawdopodobienstw. Ta sytuacja zmienila si¢ istotnie dzigki dy-
namicznemu rozwojowi mozliwosci procesorow. Obecnie ,,prosta” metoda Monte
Carlo (crude Monte Carlo) bardzo czesto uzywana jest do oszacowan miar nie-
zawodnosci. Przymiotnik ,prosta” oznacza uzycie estymatora postaci (4.73). Ist-
nieje bowiem caty szereg metod redukcji wariancji, ktore powodujg zmniejszenie
wariancji w stosunku do oszacowania (4.74), a co za tym idzie, poprawe szybko-
sci zbieznodcei. Kilka z tych metod omowiono w pracy autora (Puta, 2004). Jedng
z nich jest, ostatnio coraz czesciej stosowana, metoda symulacji podzbiorowej
(subset simulation) zaproponowana po raz pierwszy przez Au i Becka (2001).

Na zakonczenie tego podrozdziatu nalezy odnotowac, ze oméwione powyzej
miary nie s jedynymi, ktore stosowane sa w ramach obliczen niezawodnosci
konstrukcji. Oryginalne miary wraz z ich obszernymi zastosowaniami do bez-
pieczenstwa konstrukcji (przede wszystkim metalowych) opracowat profesor
Janusz Murzewski z Politechniki Krakowskiej wraz z grupg wspétpracownikow.
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Szczegotowe informacje na ten temat mozna znalez¢é w opublikowanych ksigz-
kach, artykutach i referatach (np. Murzewski 1970, 1989, 2001; Machowski,
1991; Gwozdz i Machowski 2011).

4.5. Niezawodno$¢ posadowienia bezposredniego.
Analizy numeryczne

Rozwigzania przedstawione w podrozdziatach 4.1-4.3 postuzg obecnie do okre-
slenia miar niezawodnosci (podrozdziat 4.4) zwigzanych z posadowieniem bez-
posrednim. Podrozdziat ten ma dwa zasadnicze cele. Po pierwsze ma pokazac,
jak istotny jest wptyw lokalnych usrednien na wskazniki niezawodnosci przy
obliczaniu nos$nosci wedlug oszacowania wynikajacego z mechanizmu Prandtla.
Drugim celem jest porownanie wynikow otrzymanych z zastosowaniem usred-
nien jednowymiarowych z wynikami obliczen uwzgledniajacych usrednienia
dwuwymiarowe. Obliczenia bgda prowadzone zaréwno dla usrednien jednowy-
miarowych (oméwionych w punkcie 4.1.1), jak i dla dwuwymiarowych (omo¢-
wionych w punkcie 4.1.2), co umozliwi poréwnanie wynikow. Jak wskazano
w podrozdziale 4.4, do obliczenia prawdopodobienstwa awarii lub odpowiadaja-
cego mu wskaznika niezawodnosci konieczne jest najpierw zdefiniowanie funk-
cji stanu granicznego. W analizach przedstawionych ponizej funkcja ta ma na-
stepujacg postac:

g=0,-P, (4.76)

gdzie P jest obciazeniem normalnym do podstawy fundamentu, przypadajgcym
na jeden metr jego dlugosci, zas Q,, jest no$noscia wyznaczona na podstawie
zaleznosci (4.59), z modyfikacja polegajaca na tym, ze sume¢ skiadnikow we
wzorze (4.60), zwigzanych z efektem cigzaru wlasnego gruntu pod fundamentem,
podzielono przez dwa. Taka procedura zwigzana jest z opinia, ze efekt cigzaru
wiasnego gruntu w rozwigzaniu Prandtla wydaje si¢ by¢ nieco zawyzony. Panu-
je opinia (Izbicki i Mroz, 1976), ze blizsze rzeczywisto$ci, a przynajmniej cz¢-
Sciej stosowane (w przypadku tego efektu), jest przyblizone rozwigzanie Soko-
towskiego (1958). Podzielenie przez dwa sumy skfadnikow we wzorze (4.60)
zwigzanych z efektem cigzaru gruntu zbliza jej wartosci do wartosci wspotczyn-
nikéw N, wedtug Sokotowskiego (por. Izbicki i Mrdz, 1976). Tak wiec zastoso-
wanie opisanej redukcji miato na celu zblizenie wynikow obliczen do tych, ktore
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moglyby by¢ uzyskane przy wykonaniu obliczen wedtug procedur podawanych
w normach PN-81/B-03020 (1981) oraz PN-EN 1997-1:2008, Eurokod 7. Poka-
zane ponizej przyktady numeryczne dotycza dwoch typow podtoza: niespoistego
(tarciowego) oraz spoistego (tarciowo-kohezyjnego). Warto odnotowac, iz funk-
cja stanu granicznego (4.76) jest tak skonstruowana, ze stan awaryjny odpowia-
da przekroczeniu przez obcigzenie P nosnosci O,y. A zatem prawdopodobieni-
stwo awarii jest tu rozumiane jako prawdopodobienstwo wyparcia gruntu spod
podstawy fundamentu.

4.5.1. Fundament pasmowy na podloZu niespoistym

Schemat zadania pokazano na rysunku 4.16, a zatozenia zwigzane z obliczenia-
mi probabilistycznymi podano w tabeli 4.13.

P

Yp

0,1

L i, S S e S ——

Yb

0,4

—_ b

piasek sredni @,y

Rys. 4.16. Schemat fundamentu pasmowego (tawy) na podtozu niespoistym

Tabela 4.13. Charakterystyki probabilistyczne parametréw w zagadnieniu o fundamencie pasmowym
na podiozu niespoistym

Parametr War.toéé Wspf')’fczynn.i k Rozklaq
oczekiwana zmiennosci prawdopodobieristwa
Cigzar objetosciowy gruntu y 18,2 kN/m? 0,06 normalny
Kat tarcia wewnetrznego ¢ 32° 0,15 log-normalny
Sita pionowa P 300 kN 0,15 log-normalny
Cigzar objetosciowy betonu y, 24,0 kN/m® - niclosowy
Cigzar objetosciowy posadzki y,, 23,0 kN/m® - nielosowy

Kat tarcia wewnetrznego modelowany jest przez log-normalne pole losowe
X = ¢ z gaussowska funkcja kowariancji o postaci (4.5) — w przypadku jedno-
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wymiarowym oraz (4.3) — w przypadku dwuwymiarowym. Zaleznosci pomiedzy
skalami fluktuacji oraz parametrami funkcji kowariancji dane sg wzorem (4.4).
Jako typowa (por. podrozdziat 3.2) dla gruntu niespoistego warto$¢ pionowej
skali fluktuacji przyjeto 6, =0,8 m, natomiast pozioma skala fluktuacji przyj-
mowata trzy rézne wartosci: 6,=36,, 6,=106,, 6,=306,, co odpowiada ana-
logicznym relacjom pomigdzy parametrami funkcji kowariancji, mianowicie:
0, =30,, w,=10w,, ®,=30w,. Model probabilistyczny dla kata tarcia we-
wnetrznego jest taki sam jak stosowany w podrozdziale 4.2, co umozliwi zasto-
sowanie uzyskanych tam wynikow.

W zwiazku z tym, ze zagadnienia niniejszej monografii skoncentrowane s3
na losowym charakterze wlasciwosci podtoza gruntowego, obcigzenie P mode-
lowane jest w prostszy sposob, a mianowicie przez pojedynczg zmienng losows.
Zwykle w takich sytuacjach przyjmuje si¢, ze zmienna ta ma log-normalny roz-
ktad prawdopodobienstwa (Murzewski, 2001; Ditlevsen i Madsen, 1996). Jesli
chodzi o cigzar objetosciowy betonu oraz ci¢zar objetosciowy betonowej po-
sadzki, to analizy wrazliwosci przeprowadzone przez autora niniejszej monogra-
fii (Puta, 2004) pokazaly, ze wptyw ich losowego charakteru na prawdopodo-
bienistwo awarii w przypadku utraty nosnosci przez fundament bezposredni jest
znikomy. Natomiast ci¢zar objetosciowy gruntu zgodnie z badaniami wielu auto-
row (por. podrozdziat 3.1) charakteryzuje si¢ istotnie nizszym wspotczynnikiem
zmiennos$ci w stosunku do parametrow wytrzymatosciowych. Dlatego takze i w tym
przypadku jest on modelowany przez pojedyncza zmienng losowg. Zastgpienie
pola losowego cigzaru objgtosciowego przez pojedynczg zmienng jest niewat-
pliwie uproszczeniem. Nalezy jednak pamigtaé, ze kazde dodatkowe pole loso-
we w zadaniu, w ktérym oblicza si¢ miary niezawodnosci, to duzy dodatkowy
wysitek obliczeniowy.

Przy przyjetych powyzej zalozeniach wykonano obliczenia wskaznikdw nie-
zawodnosci dla funkcji staniu granicznego (4.76), w ktorych wykorzystano
redukcje wariancji oraz wspotczynniki korelacji obliczone w podrozdziale 4.2.
Obliczenia wykonano metoda SORM wspomagang technikg symulacji wazonej
(important sampling tehnique, por. np. Dolinski, 1988), uzywajac do tego celu
systemu COMREL (por. STRUREL, 1997). Najpierw wykonano obliczenia
w przypadku jednowymiarowym dla czterech roznych opcji charakteryzacji ka-
ta tarcia wewngtrznego:

» Kat tarcia wewngtrznego jako pojedyncza zmienna losowa w catym obszarze
pod fundamentem, bez dokonania usrednienia przestrzennego.
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o Trzy niezalezne zmienne losowe, przyporzadkowane kolejno kazdemu
odcinkowi linii pos$lizgu (AB, BC oraz CD), bez usrednienia przestrzen-
nego.

o Trzy niezalezne zmienne losowe, przyporzadkowane kolejno kazdemu odcin-
kowi linii poslizgu (AB, BC oraz CD), z usrednieniem przestrzennym i wyni-
kajacymi z niego redukcjami wariancji wedlug rezultatow przedstawionych
w podrozdziale 4.2.

o Trzy skorelowane zmienne losowe, przyporzadkowane kolejno kazdemu
odcinkowi linii poslizgu (AB, BC oraz CD), z usrednieniem przestrzennym
i wynikajacymi z niego redukcjami wariancji oraz kowariancjami wedtug
wzorow uzyskanych w podrozdziale 4.2.

Rezultaty tych obliczen przedstawino w postaci wykresu na rysunku 4.17.
Uzyskane wyniki pokazuja, ze zastosowanie usrednien bardzo istotnie podnosi
wartosci wskaznika niezawodnosci (krzywe dla f5 i f4). Wzrost wskaznika nie-
zawodnosci jest tym wiekszy, im wigksza jest szerokos¢ fundamentu. Niemniej juz
samo zafozenie trzech roznych zmiennych charakteryzujacych kat tarcia na trzech
poszczegolnych odcinkach linii poslizgu zwigksza ich wartosci (wskaznik f,).
Wida¢ zatem, ze charakteryzowanie kata tarcia wewnetrznego podloza poprzez
pojedynczg zmienng losowa jest zbyt duzym uproszczeniem. Natomiast porow-
nanie wskaznika f; ze wskaznikiem f; wskazuje, ze efekt korelacji pomiedzy
zmiennymi @, ¢, @; jest niewielki, mimo istnienia silnej korelacji pomigdzy
zmiennymi ¢, oraz ¢ (tabela 4.9). Te sytuacj¢ mozna thumaczy¢ faktem, ze de-
cydujacy wptyw na wskaznik niezawodnosci ma tutaj losowy charakter kata ¢,
zas efekt losowosci kata ¢; jest znacznie mniejszy.

Kolejny etap obliczen wskaznikow niezawodno$ci mial na celu zbadanie
efektu zastgpienia usrednien jednowymiarowych przez bardziej adekwatne do
stanu naturalnego usrednienia dwuwymiarowe. Ze wzgledu na niewielkie réznice
pomigdzy wartosciami wskaznika niezawodnosci w poszczegdlnych przy-
padkach tym razem wyniki pokazano zaréwno w formie tabelarycznej, jak
i graficznej. W tabeli 4.14 podano warto$ci wskaznikow niezawodnosci uzy-
skane przy pominigciu korelacji pomiedzy zmiennymi ¢y, ¢, ¢, natomiast w ta-
beli 4.15 — z uwzglednieniem korelacji. Zastosowano zredukowane odchylenia
standardowe i wspotczynniki korelacji obliczone w podrozdziale 4.2. Na rysunkach
4.18 (a i b) wskazniki niezawodnosci przedstawiono jako funkcje szerokosci
fundamentu. Rysunki a i b s3 umieszczone obok siebie i wykreslone w jednako-
wej skali, aby umozliwié¢ bezposrednie poréwnanie rezultatow dla zmiennych
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Rys. 4.17. Wartosci wskaznika niezawodnosci. Podtoze niespoiste. Przypadek jednowymiarowy.

B\ — jedna zmienna losowa — kat tarcia wewngtrznego, bez usrednienia; , — trzy zmienne losowe

o1, ¢, @3 (0znaczenia jak w podrozdziale 4.3) bez usrednienia; B; — trzy niezalezne zmienne losowe

@1, ¢, @3 z usrednieniem lokalnym 6, = 0,8; B, — trzy skorelowane zmienne losowe @), @, %
z uSrednieniem lokalnym (6, = 0,8 m)

niezaleznych z wynikami dla zmiennych skorelowanych. Wyniki dotycza
trzech réznych wartosci skali fluktuacji poziomej: 8,=36,, 6,=106,, 6, =300,
(@, =3w,, ®,=10w, oraz w,=30w,). Dodatkowo, aby utatwié poréwnanie re-
zultatow, w obu tabelach i na obu rysunkach zamieszczono wyniki obliczen
w przypadku jednowymiarowym (rys. 4.17).

Jak tatwo zauwazy¢, wartosci wskaznikow niezawodnosci przy usrednieniu
dwuwymiarowym niewiele odbiegaja od tych z usrednienia jednowymiarowego.
Roéznice sg na tyle niewielkie, ze krzywe na rysunkach 4.18 praktycznie pokry-
wajg si¢. Roznice widoczne sg w zasadzie tyko w przypadku, gdy skala pozioma
Jest trzykrotnie wigksza od pionowej i to dla wigkszych szerokosci fundamentu.
Wraz ze wzrostem poziome;j skali fluktuacji wyniki coraz bardziej zblizaja si¢
do rezultatow jednowymiarowych, co jest konsekwencjg wiasnosci asympto-
tycznych wykazanych w punkcie 4.1.2 (wzory (4.37) (4.44)).
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Tabela 4.14. Warto$ci wskaznikéw niezawodnosci. s — trzy niezalezne zmienne losowe @y, @, ¢s,
usrednienie lokalne dwuwymiarowe (w, = 3w,); fs — trzy niezalezne zmienne losowe @y, ¢, ¢s,
usrednienie lokalne dwuwymiarowe (w, = 10w,); B7 — trzy niezalezne zmienne losowe @, ¢, @5,
usrednienie lokalne dwuwymiarowe (w, = 30w, ); s — trzy niezalezne zmienne losowe @, ¢, ¢s,
uérednienie lokalne jednowymiarowe (85 = f53). We wszystkich przypadkach przyjmowano 6 = 0,8 m

Szerokos¢ Wskazniki niezawodnosci
fundamentu
b [m] Bs Bs B Bs
1,2 1,50 1,50 1,49 1,49
1,4 2,24 2,22 2,22 2,21
1,6 2,95 2,92 2,92 2,91
1,8 3,63 3,60 3,60 3,59
2,0 4,29 4,26 4,25 4,25
2,2 4,93 4,89 4,88 4,88
2,4 5,55 5,50 5,49 5,49
2,6 6,14 6,09 6,08 6,08
2,8 6,71 6,66 6,65 6,65
3,0 7,26 7,21 7,20 7,19
3,2 7,80 7,74 7,73 7,72
34 8,31 8,25 8,24 8,23
3,6 8,81 8,74 8,73 8,72
3,8 9,29 9,22 9,21 9,20

Tabela 4.15. Wartosci wskaznikow niezawodnosci. fy — trzy skorelowane zmienne losowe @y, ¢, ¢,
udrednienie lokalne dwuwymiarowe (w, = 3w,); 1o — trzy skorelowane zmienne losowe @y, @, @,
usrednienie lokalne dwuwymiarowe (w- = 10w,); B, — trzy skorelowane zmienne losowe ¢y, @, @,
udrednienie lokalne dwuwymiarowe (w, = 30w,); B> — trzy skorelowane zmienne losowe ¢y, ¢, ¢,
usrednienie lokalne jednowymiarowe (8,4 = B,). We wszystkich przypadkach przyjmowano 8, = 0,8 m

Szerokosé Wskazniki niezawodnosci
fundamentu
b [m] Bo Bro B Bra-
1,2 1,49 1,46 1,44 1,43
1,4 222 2,18 2,15 2,13
1,6 2,92 2,89 2,84 2,83
1,8 3,61 3,57 3,52 3,50
2,0 4,27 4,23 4,18 4,15
2.2 4,91 4,86 4,81 4,77
2.4 5,53 5,47 5,42 5,38
2,6 6,13 6,07 6,02 5,97
2,8 6,70 6,64 6,59 6,53
3,0 7,26 7,19 7,14 7,08
3,2 7,79 7,72 7,68 7,61
3,4 8,30 8,23 8,19 8,12
3,6 8,80 8,72 8,69 8,61
3,8 9,28 9,20 9,17 9,09
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Zwlaszcza w sytuacji pominigcia korelacji wskazniki niezawodno$ci w czterech
przypadkach s3 niemal identyczne, nawet dla stosunkowo niewielkiej poziomej
skali fluktuacji (w, = 3w,), przy czym roznice wzrastaja nieco ze wzrostem szero-
kosci fundamentu.
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Rys. 4.18. Wykresy wskaznikow niezawodnosci z uwzglgdnieniem lokalnego usrednienia w gruncie
niespoistym, gdy zmienne sg niezalezne (a); gdy zmienne sg skorelowane (b). Oznaczenia wskaz-
nikow jak w tabelach 4.14 i 4.15

Wyniki te nie s zaskakujace w zestawieniu z obliczonymi wcze$niej zreduko-
wanymi odchyleniami standardowymi (por. tabele 4.1-4.4), gdyz odchylenia te
w niewielkim stopniu odbiegaja od przypadku jednowymiarowego dla wszystkich
trzech warto$ci poziome;j skali fluktuacji. To wtasnie implikuje uzyskanie bardzo
zblizonych wartosci prawdopodobienstwa awarii i odpowiadajacych im wedtug
wzoru (4.70) wskaznikéw niezawodnosci. W przypadku uwzglednienia korelacji
pomiedzy zmiennymi ¢y, ¢, ¢; réznice sg nieco wigksze, ale w przypadku w, =
30w, wartosci wskaznikoéw bardzo zblizaja si¢ do przypadku jednowymiarowego.
Potwierdza to stosunkowo szybka zbiezno$¢ wskaznikow (prawdopodobienstw
awarii) uzyskanych w zadaniu dwuwymiarowym do wartosci wskaznikéw z zada-
nia jednowymiarowego, wraz ze wzrostem warto$ci poziomej skali fluktuacji. Bez-
posrednie poréwnanie przypadku bez korelacji z przypadkiem uwzgledniajacym te
korelacje (tabele 4.14 i 4.15 oraz rysunek 4.18) pokazuje, ze wplyw korelacji po-
migdzy zmiennymi ¢, ¢, @5 na wartosci wskaznikow niezawodnosci jest niewiel-
ki. Podobnie jak w zadaniu jednowymiarowym, przy uwzglednieniu korelacji uzy-
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skuje si¢ nieco mniejsza warto$¢ wskaznika niezawodnosci. Pomimo duzych réznic
pomiedzy wspotczynnikami korelacji dla poszczegdlnych przypadkow: w; = 3w,
w, = 10w, oraz @, = 30w, ré6znice pomigdzy odpowiadajacymi im wskaznikami
niezawodnosci (przy ustalonej szerokosci fundamentu b) sa nieomal pomijalne.
Zbiezno$¢ wynikow do rezultatow z przypadku jednowymiarowego jest w przypadku
uwzglednienia korelacji nieco wolniejsza niz w przypadku zmiennych niezaleznych.

4.5.2. Fundament pasmowy na podlozu spoistym

Teraz zbadamy, czy tendencje dotyczace miar niezawodnosci zaobserwowane w od-
niesieniu do gruntu niespoistego potwierdza si¢ takze w przypadku podtoza spo-
istego (tarciowo-kohezyjnego). Schemat zadania dla tego przypadku podano na
rysunku 4.19, a zatozenia zwigzane z obliczeniami probabilistycznymi zamiesz-
czono w tabeli 4.16. W tym zadaniu parametry wytrzymatosciowe podioza — kat
tarcia wewnetrznego ¢ oraz spojnos¢ ¢ — modelowane sa przez dwa stacjonarne,
wzajemnie nieskorelowane, log-normalne pola losowe parametrow wytrzymato-
sciowych podtoza — pole kata tarcia wewngtrznego oraz pole spdjnosci.

l P
I
yp : i
| =
.| piasek v,
L L
Yo ;’«T =
B g

glina zwigzla @, ¢,y

Rys. 4.19. Schemat fundamentu pasmowego (fawy) na podtozu spoistym

Tabela 4.16. Charakterystyki probabilistyczne zadania (grunt spoisty)

Parametr War'tos'é Gl A Rozktad
oczekiwana standardowe
Kat tarcia ¢ 18° 2.7° log-normalny
Spojnos¢ ¢ 31kN/m? 4,65 kN/m’ log-normalny
Cigzar objetosciowy y 19,0 kN/m’ 1,9 kN/m’ normalny
Sifa osiowa P 500 kN/m 50 kN/m log-normalny
Cigzar zasypki y, 18,2 N/m’ 1,092kN/m’* normalny
Cigzar betonu y, 24,0 kN/m* - nieclosowy
Cigzar posadzki y, 23,0 kN/m’ - nielosowy
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Podobnie jak miato to miejsce w poprzednim punkcie, w odniesieniu do pola
kata tarcia wewnetrznego funkcja kowariancji (tej samej postaci dla obu pol) dana
jest wzorem (4.5) w przypadku jednowymiarowym oraz wzorem (4.3) — w przy-
padku dwuwymiarowym. Zaleznosci pomig¢dzy skalami fluktuacji a parametrami
funkcji kowariancji sg, jak poprzednio, dane wzorem (4.4). W tym jednak przy-
padku na podstawie danych z literatury (por. podrozdziat 3.2) przyjeto dla obu
pol jednakowg, reprezentatywng dla gruntéw spoistych skalg fluktuacji €, =1,0 m.
Identycznie jak w poprzednim podrozdziale zatozono, ze skala fluktuacji w kie-
runku poziomym przyjmuje trzy roézne wartosci zalezne od skali w kierunku
pionowym, mianowicie 8,=36,, 6,=106,, 6,=306,, co odpowiada analogicz-
nym relacjom pomigdzy parametrami funkcji kowariancji, mianowicie ®, =3,
®, =10w,, @, =30w,. Modele probabilistyczne dla kata tarcia wewnetrznego oraz
dla spojnosci sa takie same jak stosowane w podrozdziale 4.2, co umozliwi za-
stosowanie uzyskanych tam wynikéw, dotyczacych zredukowanych wariancji po-
szczegblnych zmiennych losowych oraz wspétczynnikow korelacji pomiedzy nimi.
Obliczenia realizowano wedtug analogicznego harmonogramu jak w poprzednim
punkcie (4.5.1). Podobnie jak poprzednio, przy przyjetych powyzej zatozeniach
wykonano obliczenia wskaznikoéw niezawodnosci przy funkcji staniu granicznego
(4.76), w ktorych wykorzystano redukcje wariancji oraz wspotczynniki korelacji
obliczone w podrozdziale 4.2. Obliczenia wykonano metoda SORM wspomagana
technikg symulacji wazonej (important sampling technique), uzywajac do tego
celu wspomnianego wczesniej systemu COMREL. Dla wigkszej przejrzystosci,
podobnie jak w poprzednim podrozdziale, ponizej podane s3 jedynie wskazniki
niezawodnosci, pomijajac wartosci prawdopodobienstw awarii.

W przypadku jednowymiarowym przeprowadzono obliczenia dla czterech
roznych charakteryzacji parametrow wytrzymatosciowych podtoza:

— dwie niezalezne zmienne losowe — kat tarcia wewngtrznego i spojnosé, opisu-
Jace zmienno$¢ losowa parametrow wytrzymatosciowych w catym obszarze
pod fundamentem, bez zastosowania usrednienia przestrzennego (wskaznik
niezawodnosci f));

— sze$¢ niezaleznych zmiennych losowych @, ¢1, ¢, ¢, @, ¢3, przyporzadko-
wanych parami poszczegélnym odcinkom linii poslizgu, odpowiednio AB,
BC i CD, bez zastosowania usrednienia przestrzennego (wskaznik niezawod-
nosci f»);

— szes¢ niezaleznych zmiennych losowych ¢, ¢i, ¢, ¢2, @, ¢3, przyporzadko-
wanych parami poszczegélnym odcinkom linii poslizgu, odpowiednio AB,
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BC i CD, z zastosowaniem usrednienia przestrzennego z pionow3 skalg fluk-
tuacji 6, = 1,0 m (wskaznik niezawodnosci £);

_ sze$¢ skorelowanych zmiennych losowych @, ¢i, ¢, ¢2, @3, c3, przyporzad-
kowanych jak wyzej, z zastosowaniem usrednienia przestrzennego z pionow3
skalg fluktuacji 8, =1,0 m oraz wynikajacymi z niego kowariancjami wedtug
wzoréow uzyskanych w podrozdziale 4.1.2 (wskaznik niezawodnosci ).

Wyniki obliczen w postaci wykresow zaleznosci wskaznika niezawodnosci od

szerokosci fundamentu przedstawiono na rysunku 4.20.
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Rys. 4.20. Zalezno$é wskaznika niezawodnosci od szerokosci fundamentu . Fundament na podtozu
spoistym. Przypadek jednowymiarowy. Oznaczenia wskaznikow zgodne z opisem w tekscie

Przedstawione rezultaty pokazujg, ze zastosowanie pojedynczych zmiennych
losowych (jednej charakteryzujacej kat tarcia wewngtrznego, drugiej — sp6jnosc)
do opisu losowej zmiennosci parametrow wytrzymatosciowych w catym obsza-
rze pod fundamentem daje nizsze wartosci wskaznikow niezawodnosci (wskaz-
niki £)) niz w przypadku modelowania przy uzyciu wigkszej liczby zmiennych
losowych. Najwigksze wartosci wskaznikow S otrzymano po zastosowaniu usred-
nien przestrzennych z pominieciem autokorelacji pola (wskazniki f3). Po uwzgled-
nieniu autokorelacji (wskazniki B4) wartosci wskaznikow nieco spadly, osiggajac
nawet, dla matych szerokosci fundamentu, poziomy nizsze niz wskazniki .
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Jednak dla rozsadnych z punktu widzenia projektanta szerokosci (2-2,5 m)
wskazniki f4 s3 wigksze od wskaznikow f,. Wida¢ wige, ze modelowanie para-
metrow wytrzymatosciowych za pomoca zdyskretyzowanego pola losowego sta-
nowi istotny element rozpatrywanego zadania. Warto tez zwrocié uwage, ze
roznice pomigdzy wskaznikami uwzgledniajacymi autokorelacje (wskazniki fy)
a wskaznikami nieuwzglgdniajacymi autokorelacji (wskazniki f3) sg juz zauwa-
zalne, w przeciwienstwie do przypadku z podtozem niespoistym, gdzie pozosta-
waty one na granicy btedu obliczen.

Nastgpnym etapem analiz numerycznych byto wykonanie obliczen dla za-
dania dwuwymiarowego przy zmiennych warto$ciach poziomej skali fluktuacji
i porownanie rezultatow z wynikami zadania jednowymiarowego. Tak jak po-
przednio (w przypadku podfoza niespoistego), pominigto korelacje wzajemng
pomigdzy polami ¢ oraz c. Analogicznie tez do przypadku podioza niespoistego
wykonano obliczenia z pominigciem autokorelacji w polach parametrow wy-
trzymatosciowych — wyniki zamieszczono w tabeli 4.17, oraz z uwzglednieniem
tychze autokorelacji — wyniki w tabeli 4.18.

Tabela 4.17. Wskazniki niezawodnosci z pominigciem autokorelacji w polach: Bs — usrednienie
lokalne dwuwymiarowe: w, = 3w,; s — usrednienie lokalne dwuwymiarowe: w, = 10w,; f; — usred-
nienie lokalne dwuwymiarowe: w, = 30w;; ffs — usrednienie lokalne jednowymiarowe

Szerokosé Wskazniki niezawodnosci
fundamentu
b [m] Bs Be B Ps
1,2 1,26 1,24 1,23 1,23
1,4 2,29 2,24 2,23 2,23
1,6 3,26 3,17 3,16 3,16
1,8 4,16 4,03 4,02 4,02
2,0 5,0 4,85 4,83 4,83
2,2 5,81 5,62 5,59 5,59
2,4 6,57 6,34 6,32 6,31
2,6 7.3 7,04 7,01 7,00
2,8 7,99 7,70 7,66 7,66
3,0 8,66 8,33 8,29 8,29
32 9,29 8,94 8,89 8,89
3.4 9,91 9,52 9,47 9,46
3,6 10,50 10,09 10,03 10,02
3.8 11,07 10,63 10,56 10,56
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Tabela 4.18. Wskazniki niezawodnosci z uwzglgdnieniem autokorelacji w polach: Sy — usrednie-
nie lokalne dwuwymiarowe: w, = 3w;; B0 — usrednienie lokalne dwuwymiarowe: w, = 10w;;
B — usrednienie lokalne dwuwymiarowe: w, = 30w; B> — usrednienie lokalne jednowymiarowe

Szerokos¢ Wskazniki niezawodnosci
fundamentu
b m] Bo Bio Bu B2
1,2 1,18 1,12 1,11 1,11
1,4 2,20 2,08 2,06 2,05
1,6 3,16 2,99 2,96 2,95
1,8 4,07 3,85 3,80 3,79
2,0 4,93 4,67 4,60 4,59
22 5,74 5,44 5,36 5,35
2,4 6,52 6,18 6,08 6,06
2,6 7,25 6,88 6,77 6,75
2,8 7,95 7,56 7,43 7,41
3,0 8,62 8,21 8,06 8,03
32 9,27 8,83 8,067 8,63
3,4 9,88 9,42 9,25 9,21
3,6 10,48 9,99 9,81 9,76
3,8 11,05 10,54 10,35 10,3

Dla utatwienia oceny otrzymanych wynikéw na rysunku 4.21 zestawiono
obok siebie wykresy zalezno$ci wskaznika niezawodnosci od szerokosci funda-
mentu dla przypadku pominigcia autokorelacji pol (rysunek a) oraz z uwzgled-
nieniem autokorelacji (rysunek b). Analizujac wyniki nalezy stwierdzi¢, ze po-
dobnie jak w przypadku podfoza niespoistego wartosci wskaznikow uzyskanych
przy zastosowaniu usrednienia dwuwymiarowego niewiele réznig si¢ od warto-
sci otrzymanych z zastosowaniem usrednienia jednowymiarowego. Roznice te
Jednak s3 nieco wigksze niz w przypadku podtoza niespoistego, a zbiezno$¢ do
rezultatow z zadania jednowymiarowego (wraz ze wzrostem poziomej skali fluk-
tuacji) nieco wolniejsza, zwlaszcza dla wigkszych szerokosci fundamentu. Takie
wyniki sg zgodne z zaobserwowang wcze$niej tendencja w zachowaniu si¢ zredu-
kowanych odchylen standardowych (tabele 4.5—4.8). Przyjecie mniejszej wartosci
poziomej skali fluktuacji daje wieksze wartosci wskaznikéw niezawodnosci,
gdyz wariancje s3 silniej redukowane.
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Rys. 4.21. Wykresy zaleznosci wskaznikow niezawodnosci od szerokosci fundamentu dla podtoza
spoistego. Oznaczenia jak w tabelach 4.17 oraz 4.18; a) zmienne niezalezne, b) zmienne skorelowane

Uwzglednienie autokorelacji w polach parametrow wytrzymatosciowych
prowadzi do spadku wartosci wskaznikow, lecz spadki te nie sa duze. Jest to
zgodne z tendencjg zaobserwowang w przypadku jednowymiarowym. Pomimo
duzych r6znic pomigdzy wspétczynnikami korelacji dla poszczegdlnych przy-
padkow: @, =3w,, w, =10w, oraz w, =30w,, réznice pomiedzy odpowiadajacy-
mi im wskaznikami niezawodnosci (przy ustalonej szerokosci fundamentu b) sg
niewielkie. Zbieznos¢ wynikow do rezultatow z przypadku jednowymiarowego
jest w przypadku uwzglednienia korelacji nieco wolniejsza niz w przypadku
zmiennych nieskorelowanych.

4.6. Losowe linie poslizgu

Jak juz wzmiankowano w podrozdziale 4.3, obliczenia miar niezawodnosci przed-
stawione w podrozdziale 4.5 dotyczyly statej linii poslizgu ztozonej z trzech od-
cinkéw — dwoch prostoliniowych i jednego (posredniego) bedacego fragmentem
spirali logarytmicznej. Jak wiadomo, geometria catej linii, a wigc rozmiary kaz-
dego z trzech odcinkoéw, jest zdeterminowana przez wartosé kata tarcia wewnetrz-
nego (¢) gruntu zalegajacego bezposrednio pod fundamentem oraz przez szero-
kos¢ fundamentu. W poprzednich oszacowaniach prawdopodobienstwa awarii geo-
metria linii poslizgu byta wyznaczana na postawie wartosci oczekiwanej kata tarcia
wewnetrznego, czyli E[goI ] Mozna jednak oczekiwaé, ze w wyniku przestrzennej
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zmienno$ci kata tarcia wewnetrznego podloza w rzeczywistosci linia poslizgu
bedzie odbiegata od tej okreslonej na postawie E[(ol ] W czasie dyskusji podczas
jednej z konferencji profesor D.V. Griffiths zasugerowal, ze warto byloby zba-
da¢, jak zmienno$¢ linii po$lizgu spowodowana zmiennoscig losowa kata tarcia
wewnetrznego wptywa na wartosci miar niezawodnosci w zagadnieniu przekro-
czenia losowej nos$no$ci podtoza przez losowe obcigzenia, czyli w zadaniu dys-
kutowanym w podrozdziale 4.5. Rozwiazanie tak postawionego problemu autor
niniejszej monografii opublikowat wraz z dr. Marcinem Chwatg w 2015 roku
w czasopisSmie Computers and Geotechnics (Puta i Chwata, 2015).

4.6.1. Aproksymacja funkcji wariancji

Jak fatwo stwierdzi¢ na podstawie podrozdziatoéw 4.1-4.3, redukcje wariancji
(pokazane w podrozdziale 4.2) zaleza od dlugosci i przebiegu poszczegolnych
odcinkow linii poslizgu. Oznacza to, iz nalezy okresli¢ zalezno$¢ wspélczynni-
kow redukcji wariancji od kata ¢, oraz od szerokosci fundamentu . W tym celu
przeprowadzono obliczenia funkcji wariancji oraz kowariancji analogiczne do
obliczen przedstawionych w podrozdziale 4.2, lecz dla réznych wartosci kata
tarcia wewnetrznego. Na podstawie tych obliczen znajdowano przyblizong za-
leznosé funkcji wariancji y(@,b) w postaci kombinacji funkcji elementarnych,
mianowicie

Vi(@:0) = a0’ + a0’ + a,0 + as, 4.77)

przy czym i = 1, 2, 3 (w przypadku wariancji). W przypadku funkcji kowariancji
dla katow ¢ > 0,5 rad (ok. 26,8°) aproksymacja wielomianowa postaci (4.77)
nie byta dostatecznie doktadna, dlatego w tym przypadku przyjeto aproksymacje
W postaci

4 3 2
a0 +a,p +a.p  +a,p+a; dla <0,5rad
7{/((0,1)) L 2P T azp 4P+ as @ C@78)
ag exp(a,p) dla ¢>0,5rad
przy czym i = 1, 2, 3 oraz i # j (w przypadku kowariancji). Wspétczynniki ay,

k=2, ...,5 w przypadku réwnania (4.77) oraz k = 1, ..., 6 w przypadku rownania
(4.78) sa wyznaczane poprzez nieliniowa regresje wedhug algorytmu Lovenberga—
Marquardta (Marquardt, 1963). Otrzymane t3 droga wyniki zebrano w tabeli 4.19.
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Tabela 4.19. Warto$ci wspotczynnikow g do zaleznoscei aproksymujgcych funkcje wariancji — wzor (4.77)

i kowariancji — wzor (4.78)

Grunt niespoisty w, = 10w, d» = 0,8 m

Szero-

kos¢ Cov

funda- lub a a a; a as ag a;

mentu | VAR

b [m]
Y0 0,0300857 | —0,160435 | —0.309309 | 0,782204
Y2 0,369066 | —1,19455 | 0,127268 | 0,932538

12 Y33 0,262618 | —0,460097 | —0,481787 | 0,781497
Y12 —1,4796 | 2,62175 |[-0,812162 (-0,746112 | 0,390633 | 0,893387 | —5,84038
713 0,152056 | 2,57666 | —3,29404 [0,0179118 | 0,696371 | 67,7438 | —11,3566
V23 0,294715 |—0,148838 | 0,163938 [-0,636302 | 0,358325 | 8,54412 | —9,13304
71 0,0281515 | —0,104651 | —0,354074 | 0,730709
Y2 0,493548 | —1,25856 | 0,0630981 | 0,918262

14 733 0,1893 |—0,266006| 0,565709 | 0,730779
712 | —0,924973 | 1,37209 |0,0152082 [—0,800411 | 0,315025 | 0,490336 | —5,4552
713 -2,17813 | 6,32848 | —4,86295 | 0,164517 | 0,62162 122,65 —13,4226
V23 0,103093 | 0,0759687 | 0,0897052 [ —0,519697 | 0,275183 | 9,55074 | —10,1828
7 0,0164526 |—0,0504046| —0,381105 | 0,681705
Y2 0,548673 | —1,23166 |—0,018786| 0,903053

L6 Y33 0,127745 | —0,123111 [ -0,609237 | 0,681783

' yio | —0,472797 | 0,446274 | 0,543976 |—0,789926 | 0,255217 | 0,313267 | —5,21908
713 —3,50247 | 8,14502 | —5,31958 | 0,12954 | 0,559829 | 234,797 | —15,6609
y»  |—0,021745 | 0,222323 | 0,0182908 | —0,413529 | 0,212236 | 11,3645 | —11,3123
Y1 0,00438038 |—0,0077504]| —0,393203 | 0,636217
Y22 0,558465 | —1,15209 |-0,104828 | 0,886482

18 33 0,0821227 |—0,0246275( —0,625308 | 0,636074
yi2 | —0,147811|-0,171877 | 0,843493 |—-0,743134 | 0,208021 | 0,222408 | —5,08542
713 —4,03213 | 8,52306 | —5,01233 |-0,016808 | 0,508211 | 477,924 | —18,0839
723 | —0,097676 | 0,308159 |—0,0383265(-0,324509 | 0,164724 | 14,5852 | —12,5606
Y1 —0,0052821 | 0,0230063 | —0,394935 | 0,594702
Y2 0,540612 | —1,04618 |—0,186788 | 0,86849

20 733 0,0496165 | 0,0417145 | —0,624549 | 0,594323
yi2 | 0,0664221 | —0,548127 | 0,982854 |—0,678127 | 0,170589 | 0,168859 | —5,01102
713 -4,00664 | 7,95218 | —4,2473 [-0,217448 | 0,464091 1032,39 | —20,6888
723 | —0,145474 | 0,362456 |—0,0865183|—-0,250668 | 0,128622 | 20,2765 | —13,9504
2t 0,346687 | —0,499526 | —0,187196 | 0,540698
Y2 0,511292 |—0,935567 | —0,258846 | 0,849161

22 733 0,026564 | 0,0862264 | —0,61412 | 0,556611
Y12 0,195847 | —-0,750368 | 1,0173 |-0,606229 | 0,140705 | 0,133803 | —4,96885
713 -3,63311 | 6,83114 -3,2591 |—0,430954 | 0,425267 | 2367,62 | —23,4768
y3 | —0,179582 | 0,405058 | —0,131944 | —0,189142 | 0,100956 | 30,4908 | —15,4925
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Tabela 4.19 cd. Wartosci wspotczynnikéw a; do zaleznodci aproksymujacych funkcje wariancji — wzor
(4.77) i kowariancji — wzor (4.78)

Grunt spoisty w, = 10w, dy = 1,0 m

COV

b lub a a» a, as as ag a;
VAR
2 —0,0075112| —0,188349 | —0,23774 | 0,845018
Y2 0,0841588 | —0,922144  0,151008 | 0,949932

12 Y33 0,323194 | -0,723755 | -0,318166 | 0,841172
Y12 -2,0196 | 4,20653 | —2,15747 |—0,547214 | 0,505507 | 2,24884 | —6,44508
713 4,2045 | —4,66278 | 0,355753 [—0,475786 | 0,804837 | 35,2084 | —9,07394
V23 0,611754 | —0,481861 | 0,157467 | —0,738432 | 0,489329 | 7,88323 | —7,90657
71 0,0241414 | -0,177556 | —0,286896 | 0,803161
¥22 0,0841588 | —0,922144 | 0,151008 | 0,949932

1.4 V33 0,290444 | -0,549015 [ —0,434609 | 0,801734
Y12 —-1,70235 | 3,18194 | -1,23157 | -0,697921 | 0,425903 | 1,19137 | —6,03614
713 1,378 0,468412 | 2,291 |[-0,106417| 0,730326 | 54,1613 | —10,5745
V23 0,390183 |—0,255356 | 0,181207 | —0,679546 | 0,398145 | 8,27883 | —8,72426
b2t 0,031494 | —0,139274 | —0,329316 | 0,761396
Y2 0,429317 | —1,23454 | 0,105051 | 0,926876

L6 733 0,232827 | —0,376642 | —0,520981 | 0,761145
Y12 —-1,25082 | 2,08746 |—0,442291 (—0,777933 | 0,358304 | 0,688445 | —5,66687
yi3 | —0,908632 | 4,33486 | —4,07604 | 0,102935 | 0,664763 85,296 | —12,1617
Y23 0,209776 | 0,0504314 | 0,136873 |—0,589771 | 0,322357 | 8,87591 | —9,54615
a1 0,0261454 {-0,0931314| —0,360865 | 0,720667
Y2 0,509272 | —1,25903 | 0,047594 | 0,91532

1.8 V33 0,175723 | —0,233348 | —0,57723 | 0,720777
7o |—0,824473 | 1,16004 | 0,14292 | —0,80241 0,3019 | 0,443529 | —5,39729
713 -2,51816 | 6,83223 | —5,03223 | 0,169721 | 0,608308 139,02 | —13,8562
3 [0,0731764 | 0,111404 | 0,0742616 [ —0,497166 | 0,261131 9,833 -10,4007
pall 0,0164526 [-0,0504046| —0,381105 | 0,681705
V2 0,548673 | —1,23166 |[—0,018786 | 0,903053

20 733 0,127745 | —0,123111 | —0,609237 | 0,681783
v |—0,472797 | 0,446274 | 0,543976 |—0,789926 | 0,255217 | 0,313265 | —5,21907
713 -3,50247 | 8,14502 | —5,31958 | 0,12954 | 0,559829 | 234,901 | 15,6618

L y23 | —0,021745 | 0,222323 | 0,0182907 | —0,413529 | 0,212236 | 11,3652 | —11,3125

V4l 0,0066569 |—0,0153038| —0,391741 | 0,645002
V22 0,559227 | —1,17083 |-0,087740 | 0,88991

29 V33 0,0900762 [—0,0413694| —0,623728 | 0,64491

, 72 |—0,203155|-0,0699308| 0,798479 | —0,754427 | 0,216599 | 0,236663 | —5,10626
V13 -3,97808 | 8,53812 | —5,11934 |0,0184385| 0,517852 | 412,575 | —17,5845
723 | —0,085372 b,29443| -0,0279683| —0,340991 | 0,1732 13,7869 | —12,3001
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Y1z [-]

0 0,2 0,4 0.6 0.8 1,0
¢4 [rad]

Rys. 4.22. Wykresy y,, (przypadek kowariancji Xap i Xpc) jako funkcji kata tarcia wewngtrznego ¢,,
dla trzech r6znych szerokosci fundamentu: 5= 1,2m, b= 1,6 morazb =2,0 m

Przyktadowe wykresy uzyskanych zaleznosci pokazano na rysunku 4.22.

4.6.2. Algorytm estymacji prawdopodobienstwa awarii
dla losowo zmiennych linii poslizgu

W przypadku zmiennej linii poslizgu nie jest tez mozliwe bezpos$rednie zasto-
sowanie do obliczen miar niezawodno$ci metod FORM i SORM. Co prawda
funkcja stanu granicznego (4.76) ma posta¢ analityczng wyprowadzong w pod-
rozdziale 4.3, ktora zalezy w sposob jawny od zmiennych losowych ¢y, ¢i, ¢,
¢, @3, c3. Jednak wariancje zmiennych losowych c¢;, ¢, ¢, ¢, ¢3 zalezg od
zmiennej losowej ¢;. W ten sposéb mamy do czynienia z rozktadami ztozonymi,
o ktorych byta mowa w punkcie 3.1.1. W tej sytuacji wygodnie jest postuzy¢ sie
metodg Monte Carlo. Ponizej przedstawiony jest algorytm numeryczny, korzy-
stajacy z metody Monte Carlo, prowadzacy do znalezienia przyblizonej wartosci
prawdopodobienstwa awarii, w sytuacji gdy uwzgledniona zostaje zmiennos¢
losowa linii poslizgu. Istota tego algorytmu jest to, ze w kazdej kolejnej realiza-
cji procesu symulacyjnego generowana jest okreslona warto$é kata tarcia we-
wnetrznego, na podstawie ktorej znajdowana jest linia poslizgu. Nastepnie wila-
sciwosci podtoza usredniane sg na kazdym z trzech odcinkow tej linii. Procedura
ta powtarza si¢ w kazdej kolejnej realizacji. W konsekwencji w kazdej realizacji
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tworzona jest na nowo macierz kowariancji wektora losowego (¢, ¢1, @, ¢2, @5, C3).
Wspomniany wyzej algorytm skfada si¢ z 14 nastgpujacych krokow:

Krok 1. Zgodnie z zatozeniami parametry wytrzymatosciowe podtoza charakte-
ryzowane s3 przez stacjonarne log-normalne pola losowe kata tarcia wewngtrz-
nego i spojnosci: X = ¢, X = c¢. Wartosci oczekiwane i odchylenia standardowe
tych pdl sa oznaczane odpowiednio przez ux oraz ox, przy czym X oznacza ¢
lub ¢. Zaklada sig, ze skale fluktuacji w obu polach sg jednakowe (por. uwagi
w podrozdziale 3.2).

Krok 2. Stosujac wzory transformacyjne (2.65) i (2.66) znajduje si¢ wartos¢
oczekiwang py = pi,x oraz wariancj¢ ai = o,ix rozktadu normalnego Y = InX
podstawowego wzgledem X (por. podrozdziat 2.6).

Krok 3. Znajac py oraz o2 generuje si¢ wektor losowy ¥ =(Y,,1,,1,,Y,,Y,, X5 ),
tak aby E[Y,]= 4, i VAR(Y,) =0y, dlai = 1,2, 3 oraz E[¥;] = 4, i VAR(Y;) = o,
dla i = 4, 5, 6, przy czym zmienne losowe Y,,Y,,1,,Y,,Ys, Y, sa stochastycznie
niezalezne.

Krok 4. Zmienng losowa Y; transformuje si¢ do zmiennej X; o rozktadzie lo-
gnormalnym stosujgc odwzorowanie

X, =exp(1). (4.79)

Na podstawie uzyskanej wartosci zmiennej X; okreslana jest geometria biezacej
linii poslizgu.

Krok 5. Na podstawie wartosci funkcji wariancji okreslonych wzorami (4.77)
i (4.78) buduje sie¢ macierz kowariancji wektora X o postaci

Cy = E Ilﬂ (4.80)

gdzie G, H, M, N s3 nastepujacymi macierzami:

0'(,2;711(X1vb) 0'(,2;712(X|,b) 0';713()(1,}’)
G-= a(/z,}/Z,(X,,b) aéyzz(X,,b) of,y}z(X,,b) , (4.81)
04/2;731(X|’b) O'(,2>732(X|’b) 0;733(/\/1’1’)

PpcCp0: M (Xl’b) PpcO0p0cY (Xl’b) Pp.cTp0cY31 (Xl’b)
H= ,0(,;,‘-0';00}7’12(/\/1’[7) Pw,L'U(,;O}}’zz(Xl’b) pq;,co'wo'c}’zz(Xl,b) , (4.82)
P¢,CO'¢O'L'7|3(X‘|,[?) P(p,uo'(/;Ole}(th) p¢.L-U¢O'L-733(X|’b)
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P01 (X1:0) Py 0,071 (X150) Pp.Cp0 113 (X15b)
M=|p,.0,0.7,(Xb) P,.0,0.7(X.b) p,.0,0.7,5(X,b)|, (4.83)
Pp.Cp0:731 (X,:D) P00 V3 (X,D) Pp.Op0cY33 (X,.0)

0'3711(X1’b) 03712(an) 0'3713(X1’b)
N={0627,(X1,0) 0oy (X,0) olys, (X,,0) . (4.84)
0'3731(X|»b) 0'3732(X1’b) 0'3}/33(X],b)
Oczywiscie H = M, gdyz macierz kowariancji jest macierza symetryczng. Na-
stepnie sprawdzana jest dodatnia okreslonos¢ macierzy Cx.

Krok 6. Majac dana macierz Cx znajduje si¢ macierz wspotczynnikow korelacji,
stosujac nastgpujace zaleznosci:

Cx (i)
JICx (0.)Cx (i)

Krok 7. Konstruuje si¢ macierz korelacji Ay wektora gaussowskiego Y podsta-

Ax (i) = p(X. X)) = , Lj=1,2,3.  (4.85)

wowego wzgledem X wedtug zaleznosci (por. wzor (2.69))

(YY) ln(l+p(XI.,Xj)VXiVXJ)
i _\/ln(l+VXi2)ln(l+VXj2)

przy czym v orazvy oznaczaja wspotczynniki zmiennosci odpowiednio zmien-

: (4.86)

nej losowej X; oraz zmiennej losowej Xj.
Krok 8. Macierz korelacji Ay wektora gaussowskiego Y jest sprowadzana do
macierzy kowariancji Cy tegoz wektora za pomocg przeksztatcenia

Cy(i,j)= p(z,y,)\/VAR[X,.]VAR[Xj], (4.87)

gdzie (por. wzor (2.65))

2

VAR[X,.]:ln(HCX(l’l)}, i=1,...,6. (4.88)
Hx

Krok 9. Macierz Cy poddaje si¢ dekompozycji Choleskiego (Horn, 1985), tzn.
przedstawia si¢ macierz Cy w postaci
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Cy=LL", (4.89)

przy czym L jest macierzg dolno-trojkatng o dodatnich wyrazach na przekatnej.
Krok 10. Wektor ¥ = (Yl,Yz,Yy)Q,YS,Y(,), otrzymany w kroku nr 3, jest poddany
standaryzacji, tj. przeksztatcany w nastgpujacy sposob:

_T-E[]
Y =—/———, i=1,...,6. (4.90)

" JVAR[y]

Wsporzedne wektora Y~ sg stochastycznie niezaleznymi zmiennymi losowymi
o standardowych rozktadach normalnych.

Krok 11. Stosuje si¢ nastgpujace twierdzenie:

Jezeli C jest dodatnio okreslong macierza n x n, wtedy wektor losowy okreslony
jako Z = LU, gdzie U jest n-wymiarowym wektorem, ktérego wspotrzedne sa
niezaleznymi gaussowskimi standardowymi zmiennymi losowymi, za$ L dolno-
trojkatna macierza, taka ze LLT = C, jest gaussowskim wektorem losowym o ma-
cierzy kowariancji C, ktorego wspdtrzedne maja zerowe wartosci oczekiwane
(por. np. Fenton i Griffiths, 2008).

Korzystajagc z powyzszego twierdzenia tworzy si¢ wektor

Z=LY, 4.91)

gdzie L jest macierz otrzymana w kroku 9, za$ Y wektorem otrzymanym w kro-
ku 10. Zgodnie z powyzszym twierdzeniem wektor losowy Z jest wektorem
gaussowskim, ktérego wspotrzedne maja zerowe wartosci oczekiwane, a jego
macierza kowariancji jest macierz Cy.

Krok 12. Definiuje si¢ wektor S o wspoétrzednych

S;=Z,+E[}], i=1,..,6. (4.92)

Wektor S jest wektorem losowym o rozktadzie normalnym, ktérego wspotrzgdne
maja wartosci oczekiwane rowne E[X], a macierzg kowariancji jest macierz Cy.
Krok 13. Wektor S transformowany jest do wektora T o rozkfadzie log-normalnym
przez zastosowanie przeksztatcenia (2.61) dla poszczegdlnych wspotrzednych, tj.

T,=exp(S;), i=1l....6. (4.93)

Macierza kowariancji wektora T jest macierz Cx. Ponadto E[Y;] =p,dlai=1,23
oraz E[T]=p, dlai=4,5,6.
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Krok 14. Wspéirzedne wektora podstawiane s do wzoru okreslajgcego funkcje
stanu granicznego (4.76) wedlug nastgpujacego porzadku: @, = T}, @, = To, @3 = T3,
c=Tyc=Ts5,c5=Ts.

Powtarzajac kroki od 3 do 14 N razy, gdzie N jest liczbg realizacji w procesie
symulacyjnym, oszacowuje si¢ prawdopodobienstwo awarii pr wedlug estymatora
Monte Carlo — wzér (4.73), a nastgpnie oblicza si¢ wskaznik niezawodnosci S,
stosujac wzor (4.70).

4.6.3. Przyklady obliczeniowe

Opisany w punkcie 4.6.2 algorytm zastosowano do napisania kodu w jezyku
FORTRAN 77. Kod ten wigczony zostat do zrodlowej wersji wzmiankowanego
w punkcie 4.5.1 oprogramowania COMERL (STRUREL, 1997), realizujacego
obliczenia miar niezawodnos$ci. Za pomoca tak skonstruowanego oprogramo-
wania przeprowadzono szereg analiz numerycznych. Ponizej przedstawiono te
z nich, ktore s3 identyczne w zakresie danych wejsciowych z przyktadami anali-
zowanymi w punktach 4.5.1 oraz 4.5.2. W ten sposob mozliwa staje sie ocena,
na ile zmiennos$¢ losowa linii poslizgu wplywa na zmiane miar niezawodnosci
w stosunku do obliczefi wykonanych przy zatozeniu nielosowej (stalej) linii posli-
zgu podczas analizy nosnosci posadowienia bezposredniego.

Fundament pasmowy posadowiony na podlozu niespoistym. Rozpatruje si¢
fundament identyczny z pokazanym na rysunku 4.16 o charakterystykach proba-
bilistycznych takich jak w tabeli 4.13. Pionowa skala fluktuacji dla stacjonar-
nego log-normalnego pola losowego kata tarcia wewnetrznego jest rowna
6, =0,8m (identycznie jak w punkcie 4.5.1). W przypadku poziomej skali fluk-
tuacji ograniczono si¢ do jednej wartosci 6, =106, =8 m (jednej z trzech warto-
sci analizowanych w punkcie 4.5.1). Liczba realizacji w procesie symulacyjnym
byta zamienna i wahata si¢ od N = 10" do N = 3-10%. Pozwolilo to utrzymac
wspotczynnik zmiennosdci estymowanego prawdopodobienstwa awarii pr poni-
zej 4%, a to z kolei dawato doktadnos¢ obliczenia wskaznika f do dwoch miejsc
po przecinku. Otrzymane wyniki pokazano na rysunku 4.23. Rozpatrywany tu
przyktad jest analogiczny do przyktadu, dla ktérego wskazniki niezawodnosci
oznaczane s3 przez ffjp wpunkcie 4.5.1 (patrz tabela 4.15 oraz rysunek 4.18),
ktore dla poréwnania réwniez naniesiono na wykres (biate kwadraty). Intuicja
podpowiada, ze uwzglgdnienie losowych linii poslizgu powinno skutkowaé
mniejszymi wartosciami wskaznikow niezawodnosci ze wzgledu na mozliwy
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wzrost wariancji nosnosci posadowienia. | taka wiasnie tendencje daje si¢ zaob-
serwowac na rysunku 4.23. Jednak przy matych szerokosciach fundamentu roz-
nice pomigdzy wskaznikami niezawodnosci odpowiadajacymi stalym liniom
poslizgu a wskaznikami otrzymanymi dla losowo zmiennych linii sg zaskakuja-
co niewielkie. Wydaje si¢, ze pomimo nieliniowosci problemu w przypadku
oszacowania nos$no$ci odpowiadajgcej zmiennym losowo liniom poslizgu do-
chodzi do pewnego rodzaju usrednienia, ktore upodabnia uzyskane wyniki do
wynikéw w przypadku statych linii poslizgu, uzyskanych dla $redniej wartosci
kata tarcia wewngtrznego. Nalezy tez odnotowaé, ze roznice pomigdzy oby-
dwoma przypadkami zwickszaja si¢ wraz ze wzrostem szerokosci fundamentu,
co z kolei moze by¢ konsekwencja wzrostu dtugosci linii poslizgu.

T T T T T T
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b [m]

Rys. 4.23. Warto$ci wskaznikéw niezawodnosci dla fundamentu posadowionego na podiozu niespo-

istym. Czarne kwadraty — warto$ci uzyskane w obliczeniach opartych na algorytmie opisanym w punk-

cie 4.6.2. Biale kwadraty — wartosci uzyskane dla statej linii poslizgu, przedstawione w punkcie 4.5.1
z oznaczeniami S

Fundament pasmowy posadowiony na podlozu spoistym. Obliczenia dla lo-
sowo zmiennych linii poslizgu (wedtug pokazanego wyzej algorytmu) wykona-
no takze dla podtoza spoistego, odnoszac si¢ do przyktadow opisanych w punk-
cie 4.5.2. Rozpatrywano fundament pokazany na rysunku 4.19, o charakterysty-
kach podanych w tabeli 4.16. W tym przypadku mamy do czynienia z dwoma
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polami losowymi — polem kata tarcia wewngtrznego oraz polem spojnosci. W obu
przypadkach pionowa skala fluktuacji dla stacjonarnego log-normalnego pola
losowego jest rowna 6, =1,0 m (identycznie jak w punkcie 4.5.2). W przypadku
poziomej skali fluktuacji ograniczono si¢, podobnie jak w przypadku podioza
niespoistego, do jednej wartosci 6, =106, =10 m (jednej z trzech wartosci anali-
zowanych w punkcie 4.5.2). Obliczenia wykonano najpierw dla stochastycznie
niezaleznych pét losowych kata tarcia wewnetrznego i spojnosci, ktorych wyniki
pordwnano z wynikami uzyskanymi dla statych linii poslizgu (punkt 4.5.2).
Nastepnie wykonano seri¢ obliczen dla skorelowanych ze sobg pol kata tarcia
oraz spojnosci. Przyjeto ujemne wspolczynniki korelacji p(¢(x), ¢(x))=-0,2,
p(w(x), c(x)) =-04, p((p(x), c(x)) =-0,6, a otrzymane wyniki poréwnano
z przypadkiem pol nieskorelowanych. Liczba realizacji w procesie symula-
cyjnym wahata si¢ od N = 10’ do N = 3-10°. Wykres wskaznikow niezawod-
nosci, dla przypadku stochastycznie niezaleznych pét losowych kata tarcia
wewnetrznego i spojnosci, jako funkcji szerokosci fundamentu przedstawia
rysunek 4.24.

T T T T T T
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Rys. 4.24. Wartosci wskaznikow niezawodnosci dla fundamentu posadowionego na podtozu spoistym

w zaleznosci od szerokosci fundamentu. Czarne kwadraty — wartosci uzyskane w obliczeniach opar-

tych na algorytmie opisanym w punkcie 4.6.2. Biate kwadraty — wartosci uzyskane dla stalej linii
poslizgu, przedstawione w punkcie 4.5.2 z oznaczeniami
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Z wykresoéw na rysunku 4.24 wynika, ze podobnie jak w przypadku gruntu
niespoistego, w przypadku uwzglednienia losowej zmiennosci linii poslizgu otrzy-
muje si¢ mniejsze wartosci wskaznikow niezawodnosci anizeli w przypadku zato-
zenia statej linii poslizgu. Jednak uzyskane réznice pomigdzy wskaznikami sg
znacznie mniejsze niz w sytuacji podloza niespoistego. Ten efekt mozna thu-
maczy¢ tym, ze w przypadku podtoza niespoistego losowe wahania kata tarcia
wewngetrznego, ktory ma w tym przypadku duza wartos¢ srednig, powodujg wigk-
sze wahania nosnosci anizeli w przypadku podtoza spoistego.

Na rysunku 4.25 poroéwnano wykresy wskaznikow niezawodnosci w zalez-
nosci od szerokosci fundamentu przy zatozeniu réznych wspotczynnikéw kore-
lacji pomigdzy polami losowymi kata tarcia wewnetrznego i spojnosci.

50 —
458 o
L4224 %
40 o7 39
1.-73.73
'I_‘ / — T'(p(‘ = 0,0
et ——
&, 301 —a— 7, =-02
-%- 1, =-04
- P = =06
2.0 ’ :
1397
o 1.26
541.15
10 1.07
T T T T
1,2 14 16 18

b [m]

Rys. 4.25. Wartosci wskaznikéw niezawodnosci dla fundamentu posadowionego na podtozu spo-
istym w zaleznosci od szerokosci fundamentu z uwzglednieniem korelacji wzajemnej pomigdzy
polami spdjnosci i kata tarcia wewngtrznego

Wykres przedstawiajacy wskazniki dla pol nieskorelowanych na rysunku 4.25
odpowiada wykresowi oznaczonemu przez zaczernione kwadraty z rysunku 4.24.
Z przedstawionych wykresow wynika, ze im silniejsza ujemna korelacja pomig-
dzy polami tym mniejsze prawdopodobienstwo wyczerpania nosnosci podloza,
przy czym roznice pon\1i¢dzy wskaznikami niezawodnosci s3 znaczne i rosng
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wraz z szerokoscig fundamentu. Oznacza to, ze przyjecie braku korelacji pomig-
dzy parametrami wytrzymatosciowymi prowadzi do najbardziej konserwatyw-
nego oszacowania losowej no$nosci posadowienia bezposredniego (przy zatoze-
niu, ze dodatnia korelacja nie jest mozliwa — por. rozdziat 3).

4.7. Uwagi podsumowujace

W rozdziale tym pokazano procedury umozliwiajace obliczenia miar niezawod-
nosci w przypadku analizy nosnosci granicznej fundamentéw bezposrednich,
ktorych dlugos¢ znacznie przekracza szerokos¢. Oszacowania nosnosci bazu-
ja na podejsciu kinematycznym, a konkretnie na mechanizmie Prandtla. Aby
uwzglednic¢ przestrzenng zmiennosci wiasciwosci podioza, zastosowano mode-
lowanie tychze wiasciwosci za pomocag teorii pot losowych z zastosowaniem ich
usrednien lokalnych (przestrzennych). Takie podejscie stanowi alternatywe dla
prostszego zar6wno z matematycznego, jak i obliczeniowego punktu widzenia
modelowania poszczeg6lnych wlasciwosci za pomoca pojedynczych zmiennych
losowych. Mozna zatem zada¢ pytanie, dlaczego warto stosowac to bardziej
skomplikowane podejscie. Najwazniejszg przyczyna jest mozliwos¢ modelowa-
nia przestrzennej zmiennosci parametrow podtoza. Zmiennos¢ ta jest istotg
materiatu naturalnego, jakim jest grunt. Po drugie, z matematycznego punktu
widzenia, przedstawiona tu metoda stanowi bardziej precyzyjne i kompletne
rozwigzanie zagadnienia losowego. Jest jednak jeszcze jedna wazna przyczy-
na, ktora zwigzana jest z jakoscia oceny bezpieczenstwa fundamentow bezpo-
srednich. W kilku wczesniejszych publikacjach autor niniejszej monografii
zwracal uwage, ze analiza niezawodnosci prawidlowo zaprojektowanych fun-
damentow bezposrednich wskazywata stosunkowo wysokie prawdopodobien-
stwo ich awarii (por. np. Dolinski i Puta, 1989, 1990; Puta, 1993 oraz 2004).
Jednak oszacowanie prawdopodobienstwa w tych analizach zaktadato mode-
lowanie parametréw podtoza za pomoca pojedynczych zmiennych losowych.
Okazalo si¢ wigc, ze modelowanie tychze parametrow z uwzglednieniem ich
przestrzennej zmiennosci jest niezb¢dne do prawidtowej oceny miar nieza-
wodnosci. Usrednienia przestrzenne prowadza bowiem do redukcji wariancji
w stosunku do wariancji punktowej. Do podobnych konkluzji dochodzili takze
inni badacze, np. Cherubini (2000b) czy Rackwitz (2004).

Uzyskanie dla bezpiecznie zaprojektowanych fundamentow bezposrednich
wskaznikéw niezawodnos$ci zalecanych przez migdzynarodowe normatywy
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(np. ISO 2394, 1998 i1 2015) ma tez tg istotng zaletg, Ze umozliwia porowny-
wanie wskaznikéw niezawodnosci fundamentu ze wskaznikami niezawodnosci
innych elementéw konstrukcji. To z kolei pozwala na rzetelng ocene niezawod-
nosci calej konstrukcji w jednolity sposéb.

W zwigzku ze stosowaniem usrednien pojawia si¢ istotny problem rozmia-
row obszaréw usrednienia. Wielkos¢ tego obszaru istotnie wptywa na wartosci
wskaznikow niezawodnosci. Zdaniem autora konieczne jest zatem dokonywanie
usrednienia wzdtuz powierzchni wystepujacych w mechanizmie zniszczenia,
zachodzacego w podtozu. W tym rozdziale pokazano to na przykltadzie mecha-
nizmu Prandtla. Bardzo istotny element tego rozdzialu stanowi wyprowadzenie
zaleznosci opisujacych wariancje i kowariancje zmiennych losowych wynikaja-
cych z zastosowania przestrzennych usrednien zwigzanych z powierzchniami
poslizgu wystgpujacymi w mechanizmie Prandtla. Wprowadzenie osobno pio-
nowej i poziomej skali fluktuacji pozwolilo na rezygnacj¢ z krepujacego zatoze-
nia o izotropii pol parametrow wytrzymatosciowych. Wyprowadzone wzory maja
charakter ogolny, dotycza bowiem dowolnej linii prostej i dowolnego odcinka
spirali logarytmicznej. Tak wigc uogodlnienie na mechanizmy zawierajace takie
linie, np. mechanizm Hilla czy Terzaghiego (por. Izbicki i Mroz, 1976) jest nie-
trudne, ale wymaga oczywiscie modyfikacji funkcji stanu granicznego opisanej
w podrozdziale 4.3. Bardzo wazny element stanowi tez mozliwo$¢ uwzglednie-
nia zmieniajgcej si¢ w sposob losowy linii poslizgu (podrozdziat 4.6).

Z wynikow przeprowadzonych obliczen, oprocz wielu szczegétowych wnio-
skow sformutowanych w poprzednich podrozdziatach, na szczeg6lng uwage
zastuguje fakt, ze wskazniki niezawodnosci uzyskane w podejsciu dwuwymia-
rowym niewiele roznig si¢ od uzyskanych z zadania jednowymiarowego. Przy
warto$ciach poziomej skali fluktuacji nie mniejszych niz 10-krotna wartos¢ skali
pionowej oraz istotnych z punktu widzenia projektowego szerokosci fundamentu
roznice te s3 na ogot do pomiecia. Jest to istotne z praktycznego punktu widze-
nia. Jesli bowiem mozna ograniczy¢ si¢ do jednowymiarowego usrednienia,
uwzgledniajacego jedyne pionowa skale fluktuacji pola losowego, to znika pro-
blem okre$lania skali fluktuacji w kierunku poziomym. Jednak nie w kazdej
sytuacji postepowanie takie jest uprawnione. Na przyktad w probabilistycznej
analizie statecznosci zboczy pozioma skala fluktuacji odgrywa istotng rolg
(Hicks i Samy, 2002). Bedzie to takze pokazane w rozdziale 5 tej monografii.
Ostatnie badania prowadzone przez o$rodek w Delft wskazuja takze, ze pozioma
skala fluktuacji moze w niektorych gruntach przyjmowa¢ mniejsze wartosci, ani-

zeli wezesniej przypusz\czano (Hicks, 2017).
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Ciekawg obserwacja jest takze to, ze miary niezawodnosci uzyskane przy za-
tozeniu losowo zmiennej linii poslizgu niewiele odbiegaja od uzyskanych przy
przyjeciu statej linii okreslonej na podstawie wartosci oczekiwanej kata tarcia
wewngetrznego. Obserwuje si¢ to zwlaszcza w przypadku podtoza o niewielkiej
warto$ci kata tarcia wewnetrznego, np. w gruntach spoistych.



S. Ocena losowej nosnosci posadowienia
bezposredniego za pomoca losowej
metody elementow skonczonych

Pod koniec lat siedemdziesiatych i w latach osiemdziesiatych ubiegltego stulecia
stochastyczna metoda elementow skonczonych, ktéra wprowadzata elementy ana-
lizy probabilistycznej do klasycznej (deterministycznej) metody elementow skon-
czonych (np. Vanmarcke i Grigoriu, 1983), zostata zastosowana do zagadnien geo-
technicznych. Warto tu wymieni¢ prace Beachera i Ingry (1981) oraz Righettiego
i Harrop-Williamsa (1981), ktére dotyczyty analizy napr¢zen oraz osiadan funda-
mentdw, Ishii i Suzuki (1987) dotyczace statecznosci zboczy czy tez dedykowane
zagadnieniom filtracji prace Smitta i Freeze’a (1979a, 1979b). Stochastyczna meto-
da elementow skonczonych moze by¢ realizowana na rézne sposoby. Najprosciej
rzecz ujmujac, mozna wyodrebni¢ dwa nastepujace nurty. Pierwszy z nich skupia
metody, w ktorych charakterystyki probabilistyczne sa uwzglednione w rowna-
niach MES. Przykladem takiego sformufowania jest tu wspomniana wyzej praca
Vanmarcke’a i Grigoriu (1983), a takze pézniejsze, stosujace tzw. chaos wielomia-
nowy, prace Ghanema i Spanosa (1991), Brzakaty i Ghanema (1993) oraz Gha-
nema i Brzakaty (1996). Drugi nurt to metody bazujgce na analizie statystycznej
wielu przypadkoéw, z ktorych kazdy jest pewna realizacjg okreslonego pola loso-
wego. Najczesciej uzywana jest w tym celu metoda Monte Carlo. Rozwoj tego
drugiego nurtu mozliwy byt dzieki bardzo intensywnemu wzrostowi mocy obli-
czeniowej komputeréw, ktory nastapit pod koniec ubiegtego stulecia i trwa nadal.
Dzieki niemu mozliwe staly sie rozwiagzania zagadnien brzegowych za pomoca
metody elementéw skonczonych dla tysigcy realizacji pola (pol) losowego uzy-
skiwane w stosunkowo rozsadnych ramach czasowych.

W zadaniach zwigzanych z geotechnika intensywny rozwdj tego typu podejscia
zapoczatkowany zostat p\racami Griffithsa i Fentona (1993) oraz Fentona i Griffithsa
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(1993). Autorzy ci, dla odréznienia od podejscia pierwszego nurtu, wprowadzili
okreslenie: losowa metoda elementow skonczonych (ang. Random Finite Element
Method), w skrocie oznaczana jako RFEM, w odr6znieniu od SFEM (Stochastic
Finite Element Method). W dalszym ciagu niniejszego opracowania skrot RFEM
bedzie czgsto stosowany. Mozna by rzec, ze metoda RFEM tgczy w sobie klasycz-
ng (deterministyczng) metode elementow skonczonych, modelowanie parametréw
za pomocg pol losowych oraz symulacj¢ Monte Carlo. Prace Griffithsa i Fentona
zapoczatkowaly intensywny rozwdj metody RFEM i jej zastosowan do réznych
zagadnien geotechniki. Jako przyktad mogg tu stuzy¢ prace dotyczgce osiadania
podtoza gruntowego (Paice, Griffiths i Fenton, 1996 oraz Fenton i Griffiths, 2002,
2005), nosnosci podioza (Griffiths i Fenton, 2001, 2002; Fenton i Griffiths, 2003;
Pieczynska-Koztowska i inni, 2015 oraz Puta i Zaskorski, 2015). Statecznosci
zboczy dotycza prace Griffithsa i Fentona (2004), Choka i innych (2007) oraz
Griffithsa i innych (2010), za$ parcia gruntu — prace Fentona i innych (2005)
oraz Griffithsa i innych (2008). Stworzono tez specjalng stron¢ internetowa
www.engmath.dal.ca/rfem, na ktorej zamieszczane s3 informacje o kolejnych
publikacjach. Z tejze strony mozna tez pozyskiwaé (bezptatnie) kody zrédtowe
dotyczace wybranych rozwigzan metodg RFEM.

Warto odnotowa¢, ze w wigkszosci prac z zakresu RFEM stosowane sg sprezy-
sto-plastyczne modele gruntu. Ponadto w wigkszosci prac autorzy stosujg algorytm
LAS (opisany w podrozdziale 2.10) do generowania pdl losowych. Parametr gruntu
(modelowany przez pole losowe) jest ,,dopasowywany” do elementu poprzez lokal-
ne usrednienie (por. podrozdziaty 2.8 oraz 2.10). llustruje to ponizszy przyktad.
Przyklad 5.1. Zat6zmy, ze pole X, modelujace okreslong wiasciwos¢ podtoza,
jest izotropowe i posiada strukture korelacyjng typu Markowa z funkcja korela-
cji o postaci (2.43). Wowczas, korzystajac z zaleznosci (2.51) oraz (2.130),
funkcje wariancji na obszarze kwadratu o boku L mozna zapisa¢ w postaci

LL , 2 2
g G IR B U RE| S

W schemacie RFEM usrednienie odbywa si¢ wzgledem obszaru elementu
siatki MES. Przyktadowo dla elementu kwadratowego osmioweztowego, jak na

rysunku 5.1, ,,dopasowanie” do elementu polega na takim doborze parametru «,
aby spetniony byt warunek (rys. 5.1)

L=ab,. (5.2)
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Rys. 5.1. Synchronizacja skali fluktuacji (promienia korelacyjnego) 0x z elementem siatki MES
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Podstawiajgc warunek (5.2) do wzoru (5.1), a nastgpnie dokonujgc zamiany
wspolrzednych w calce podwdjnej, wedtug transformacji
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Zalezno$¢ funkcji ¥ (a) redukujgcej wariancj¢ na skutek usrednienia poka-
zano na rysunku 5.2

L

08

0.6

y(@)

0.2

0,01

5

L2 468 2 :

68 2 468 2
10 W

a
\

Rys. 5.2. Zaleznos¢ redukcji wariancji od parametru adla pola z przyktadu 5.1
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Warto odnotowa¢, ze w przypadku, gdy « = 1, co oznacza dtugo$¢ boku
elementu (rozmiar elementu) réwna skali fluktuacji, warto$¢ wspolczynnika
redukcji }/(l) wynosi okoto 0,4. Jesli rozmiar elementu przekroczy warto$¢ skali
fluktuacji, to redukcja staje si¢ bardzo silna i wariancja szybko zbiega do zera.
Taka sytuacja w modelowaniu nie powinna mie¢ miejsca.

S.1. Prace inicjujace zagadnienie

Przechodzac do zagadnien nos$nosci posadowienia bezposredniego warto przyj-
rze¢ sie¢ nieco dokfadniej pierwszym opracowaniom w ramach metody RFEM
przedstawionym przez Griffithsa i Fentona.

5.1.1. Podloze idealnie spoiste

Pierwsze z nadmienionych opracowan (Griffiths i Fenton, 2001) dotyczy zagad-
nienia analogicznego do rozwigzania Prandtla w ptaskim stanie odksztalcenia
w gruncie idealnie spoistym, charakteryzowanym przez wytrzymalosé gruntu
na $cinanie w warunkach bez odptywu c,. Ten wtasnie parametr modelowany
byt przez stacjonarne izotropowe log-normalne pole losowe oméwione w pod-
rozdziale 2.6 (uzyskane z pola gaussowskiego poprzez transformacje postaci
(2.61), Y = c,). Konsekwencja zatozenia izotropii bylo przyjecie jednakowej
skali fluktuacji w obu kierunkach — pionowym i poziomym (6, =6,). W zwigzku
z tym funkcja korelacji pola byfa funkcja jednej zmiennej. Przyjeto zalozenie, ze
Jest to funkcja typu Markowa (wzor (2.88)). Obliczenia no$nosci realizowane
byty metoda elementéw skonczonych przy zatozeniu modelu sprezysto-idealnie
plastycznego z kryterium Treski. Szczegétowy algorytm obliczen determini-
stycznych MES podany jest w ksigzce Smitha i Griffithsa (1998) lub nowszej
wersji tej pozycji opracowanej przez Smitha, Griffithsa i Margetsa (2014).
Model obliczeniowy zawierat trzy parametry: modut Younga E, wspétczynnik
Poissona v oraz wytrzymato$¢ gruntu na $cinanie w warunkach bez odptywu c,
(do konca opisu tego zadania uzywane bedzie skrocone okreslenie — wytrzyma-
tos¢ gruntu na $cinanie), ktorych charakterystyki probabilistyczne podano w tabe-
li 5.1. Jedynie parametr ¢, modelowany by} za pomocg pola losowego, dwa pozo-
state byly natomiast traktowane jako nielosowe i przyjmowaly statg wartosé.
Pole losowe wytrzymatosci ¢, bylo generowane za pomoca algorytmu LAS
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(por. podrozdziat 2.10) z uwzglgdnieniem lokalnych usrednief i odwzorowane
do siatki MES wedtug schematu pokazanego wyzej (por. rys. 5.1 i objasnienia).

Tabela 5.1. Parametry zadania nosnosci posadowienia w gruncie idealnie spoistym (Griffiths
i Fenton, 2001)

Parametr Wartos¢ srednia Rozklad prawdopodobienstwa
Wytrzymato$¢ na $cinanie c, 100 kPa log-normalny
Modut Younga (E) 100 MPa parametr nielosowy
Wspotczynnik Poissona (v) 0,3 parametr niclosowy

Zmienng losowa poddang analizie statystycznej byl bezwymiarowy wspot-
czynnik nosnosci

N =21, (5.5)

u

ktorego rozktad prawdopodobienstwa estymowano na podstawie symulacji Monte
Carlo przy liczbie realizacji N = 1000. W celu uniknigcia zaleznosci od wymiaru
skali fluktuacji 6, (ktora zwykle okreslana jest w metrach) w ramach prowa-
dzonych analiz autorzy wprowadzili bezwymiarowa skal¢ fluktuacji w odniesie-
niu do szerokosci fundamentu B, tj.

& = nc'“‘ (56)

Uzyskane wartosci $rednie wspdfczynnika nosnosci N. w zaleznosci od wspot-
czynnika zmiennosci wytrzymatosci na $cinanie oraz wartoéci skali fluktuacji 6,

przedstawiono na rysunku 5.3.

Wykresy pokazuja, ze wartos¢ srednia wspotczynnika nosnosci my dazy do
deterministycznego rozwigzania Prandtla N, =2+~ 5,14, gdy wspotczynnik
zmiennosci pola maleje do zera (rys. 5.3b), a takze gdy skala fluktuacji dazy do
nieskoficzonosci (rys. 5.3a). Jednak wraz ze wzrostem wartosci wspotczynnika
zmiennosci v, Srednia my, szybko maleje, zwlaszcza przy matych wartosciach
bezwymiarowej skali fluktuacji @, . Uzyskane krzywe wskazuja, ze w osrodku
0 przestrzennej zmiennosci wytrzymatosci warto$¢ $rednia no$nosci moze by¢
istotnie mniejsza od nognosci uzyskanej z deterministycznego rozwigzania Prandtla.
Na rysunku 5.3b mozna tez zaobserwowa¢, ze najwigksza ,,redukcje” w stosunku
do rozwigzania Prandtla uzyskuje si¢ (praktycznie niezaleznie od wartosci v, )
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Rys. 5.3. Wartos¢ Srednia m,, wspotczynnika nosnosci N, jako funkcja wspétezynnika zmiennosci
v, pola ¢, (rysunek a) oraz bezwymiarowej skali fluktuacji O, (rysunek b). Za praca Griffithsa

dla @, ~0,5. Warto tez zwroci¢ uwage na to, ze wplyw skali fluktuacji na war-
tos¢ srednig (rozumiany jako skutkujacy wigksza zmiennoscia) jest tym wigk-
szy im wigkszy jest wspotczynnik zmiennosci v, wytrzymatosci na $cinanie.
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Na rysunku 5.4 przedstawiono wykresy wspotczynnika zmiennosci Ly, zmien-
nej losowej N, jako funkcje wspoétczynnika zmiennosci v, dla roznych wartosci
bezwymiarowej skali fluktuacji &, . Wykresy wskazuja na rosnacy charakter wspot-
czynnika vy zaréwno wzglgdem wspdtczynnika zmiennosci wytrzymatosci na
scinanie v, , jak i wzglgdem wielkosci skali fluktuacji O, . Warto tez odnotowac,
ze wptyw wartosci skali fluktuacji na vy_jest znaczacy. Wraz ze wzrostem 6,

krzywe zdgzajg do ,,prostej granicznej” wyznaczonej przez zaleznos¢ vy =0, .

Rys. 5.4. Zaleznos¢ wspétczynnika zmiennosci vy wspotezynnika nosnosci N. od wspotezynnika
zmiennosci wytrzymatoéci na $cinanie v, oraz bezwymiarowej skali fluktuacji &, . Za pracq Griffithsa
i Fentona (2001)

Przedstawione przez autoréw rezultaty w jasny sposob ukazujg, ze uwzgled-
nienie przestrzennej zmienno$ci wytrzymatosci na $cinanie w warunkach bez
odptywu w bardzo istotny sposéb wptywa na no$no$¢ posadowienia bezposred-
niego i ma istotne implikacje przy ocenie jego bezpieczenstwa. Wykazanie wy-
zej omowionych efektow byto mozliwe dzigki modelowaniu wytrzymatosci na
$cinanie w warunkach bez odptywu za pomoca pola losowego.

Powyzsze rezultaty, uzupetione kilkoma dodatkowymi ilustracjami, doty-
czacymi generowania pola losowego spojnosci, zamieszczono takze w pracy
Griffithsa i wspé{autoréw (2002).
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5.1.2. Podloze tarciowo-kohezyjne (typu ¢—c)

W przypadku podtoza tarciowo-kohezyjnego pierwsze rozwigzanie, dotyczace

losowej nos$nosci posadowienia bezposredniego w ramach metody RFEM, za-

proponowali Fenton i Griffiths (2003). Problem rozpatrywano przyjmujac naste-

pujace zalozenia:

1. Sztywny fundament o szerokosci B = 1,0 m (fundament niezaglebiony) spo-
czywa na powierzchni podloza niewazkiego. Wedtug tradycyjnego analitycz-
nego opisu odpowiada to obliczaniu no$nosci w postaci

(5.7)

co

q,= cN
gdzie
4 2

N, = (5.8)
tgg

exp(rrtggo)tg2[1T + Q]—l

(rozwiazanie Prandtla (1921)).

2. Rozpatruje si¢ ptaski stan odksztatcenia.

3. Spodjnos¢ (kohezja) modelowana jest za pomoca izotropowego log-normal-
nego pola losowego z funkcja korelacji typu Markowa o postaci

2
plnc(r):exp[_ﬁj’ (59)

Inc

przy czym plm.(z') okresla korelacj¢ w polu gaussowskim o skali fluktuacji
B, podstawowym wzgledem pola c.

4. Kat tarcia wewnetrznego charakteryzuje izotropowe pole o rozktadach jed-
nowymiarowych o nos$niku ograniczonym, otrzymanych z rozktadu normal-
nego przez transformacje typu tangens hiperboliczny (por. podrozdziat 2.6):

G
w(x):¢min +%(¢max —¢min)!1+tgh(‘s+ﬂfﬂjj| (5.10)

(parametr m wystepujacy we wzorze (2.70) ma tu warto$é zero). G w(x) jest

izotropowym polem gaussowskim o zerowej wartosci oczekiwanej i jed-
nostkowej wariancji z funkcja korelacji tej samej postaci, co w przypadku
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pola spdjnosci. Przyjeto, ze 0, = Oy, co oznacza, ze skale fluktuacji w obu
polach s jednakowe (dalej oznaczane jako 6).

Warto$¢ nosnosci g, w kazdej realizacji procesu symulacyjnego byfa obliczana
metodg elementdéw skoficzonych z zastosowaniem modelu sprezysto-idealnie
plastycznego z kryterium zniszczenia Coulomba—Mohra. Modut Younga E,
wspofczynnik Poissona v oraz kat dylatancji y traktowano jako wiasnosci nielo-
sowe o wartosciach odpowiednio £ = 100 MPa orazv = 0,3 i y = 0. Obliczenia
wykonywano dla trzech réznych wartosci wspotczynnika korelacji pomiedzy
polami losowymi parametréw wytrzymato$ciowych p(c(x),(p(x)) =-1,0,+l.
Wartosci oczekiwane pol losowych spdjnosci i kata tarcia wewnetrznego byly sta-
te i wynosity odpowiednio 4, = 100 kPa, £z, = 25° (@ rmin = 5°, Qmax = 45°).
Wspodtczynnik zmiennosci w polu spojnosci ¢ przyjmowat kolejno szes¢ na-
stepujgcych wartosci: (v, ), =0,1; (v, ), = 0,2; (v, ), = 0,5 (v. ), = 1,0; (v, ), = 2,0;
(v.), =5.0. Natomiast wspdtczynnik zmiennosci w polu kata tarcia wewnetrz-
nego ¢ przyjmowano kolejno zmieniajac parametr s: s, =0,1; 5, =0,2; 55, =0,5;
5, =1,0; 55 =2,0; s, = 5,0 rozktadu (por. wzér (5.10)) w ten sposob, ze w da-
nym przykladzie stosowano pola z parametrami o odpowiadajgcych sobie
indeksach, tj. (UC )i oraz s;, i = 1, ... 6. Stosujac zaleznosé¢ (2.73) tatwo stwier-
dzi¢, ze odpowiadajgce kolejnym parametrom s; wspotczynniki zmienno-

$ci w polu kata tarcia wewngtrznego wynosily odpowiednio: (U(ﬂ)l =0,012;
(1,),=0,023;(v, ), = 0,058 (v,), = 01163 (v, ), = 0,223 (v, ), = 0,458. Zatem

wspotczynniki zmiennosci w polu kata tarcia wewngtrznego wzrastaly wraz
ze wzrostem wspotczynnikoéw zmiennosci pola spojnosci.

Liczba realizacji w procesie symulacyjnym dla kazdego z analizowanych
przypadkow wynosita N = 1000.

Podobnie jak dla podtoza idealnie spoistego (punkt 5.1.1) obliczano bezwy-

miarowy wspotczynnik no$nosci (wzor (5.5)), ktory w cytowanej tu pracy (Fen-
ton i Griffiths, 2003) oznaczany byt przez M,, zas wyniki prezentowane byly dla
logarytmu naturalnego tej wielkosci, czyli InM,. Poniewaz szeroko$¢ fundamen-
tu B = 1,0 m, zatem bezwymiarowa skala fluktuacji 6/B jest rowna co do wartosci
skali © mierzonej w metrach. Dlatego dalej stosuje sig symbol 6, nie komentujac,
czy jest to skala bezwymiarowa. Najwazniejsze wnioski wynikajace z obliczen

mozna stresci¢ nastgpujaco:

Warto$é srednia bezwymiarowego wspotczynnika nosnosci jest istotnie mniej-
sza od wartosci deterministycznej tegoz wspotczynnika obliczonej wedtug
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rozwigzania Prandtla, w ktorym przyjeto wartosci wszystkich parame-
trow losowych rowne ich wartosciom oczekiwanym. Najwieksza ,,reduk-
cj¢” w stosunku do rozwigzania Prandtla uzyskano w przypadku petne;j
korelacji, tj. p(c(x),(p(x)):l, za$ najmniejsza dla p(c(x),p(x))=-1.
lustruje to rysunek 5.5. Z kolei na rysunku 5.6 pokazano wartosé¢ srednig
jako funkcje skali fluktuacji 6. Poczatkowo $rednia jest funkcjg malejaca
skali fluktuacji, ale przy wigkszych wartosciach (w zaleznosci tez od wspot-
czynnika zmiennosci spojnosci v,) charakter zmienia si¢ na rosngcy z ten-
dencja do stabilizacji. W przyblizeniu mozna stwierdzi¢, ze minimalna war-
to$¢ logarytmu sredniej jest osiagana dla skali fluktuacji rownej szerokosci
fundamentu.

2. Odchylenie standardowe logarytmu bezwymiarowego wspotczynnika nosno-
Sci praktycznie nie zalezy od wspotczynnika korelacji pomiedzy polami. Na-
tomiast zalezy w sposob bardzo znaczacy od skali fluktuacji 6, odchylenie
standardowe zmniejsza si¢ wraz z malejaca wartoscia 0. Powyzsze efekty
pokazano na rysunku 5.7.

3. Autorzy wskazali, ze przyjecie zalozenia izotropii obu pdl losowych, co skut-
kowato jednakowa wartoscia skali fluktuacji 6, zarowno w kierunku pionowym,
jak i poziomym, stanowi uproszczenie (wplywajace zapewne w sposob istotny na
wyniki) i powinno zostac¢ rozszerzone o analiz¢ przypadkow anizotropowych.
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Rys. 5.5. Zalezno$¢ wartosci $redniej logarytmu wspotczynnika nos$nosci m,, u, 0d wspotczynnika
zmiennosci pola spdjnosci v, przy réznych warto$ciach skali fluktuacji 6 oraz réznych wartosciach
wspolczynnika korelacji pomigdzy polami. Za praca Fentona i Griffithsa (2003)
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Rys. 5.7. Zalezno$¢ odchylenia standardowego logarytmu wspotczynnika nosnosci od wspotczyn-
nika zmiennosci pola spojnosci v, przy réznych wartosciach skali fluktuacji 6 oraz roznych warto-
$ciach wspétczynnika korelacji pomigdzy polami. Za praca Fentona i Griffithsa (2003)

Whioski dotyczace rozktadow prawdopodobienstwa sformutowane w pra-
cy Fentona i Griffithsa (2003) zostang przedstawione w podrozdziale 5.3, ktory
w catosci poswu;cony jest estymacji rozkladow. Warto tez wspomnie¢, Ze
W omawianej pracy autorzy sformutowali hipoteze, iz w zwigzku z przebie-
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giem linii poslizgu poprzez obszary o najmniejszej wytrzymatosci (najstabsze)
bardziej adekwatnym estymatorem wartosci $rednich dla parametrow wy-
trzymatosciowych wydaje si¢ by¢ srednia geometryczna. Korzystajac z tego
zatozenia opracowali przyblizong procedure¢ do predykcji probabilistycznych
charakterystyk wspétczynnika nosnosci M.. Do tych przyblizonych charakte-
rystyk autorzy odnosili rezultaty z procesu symulacyjnego. Procedura ta za-
wiera jednak sporo kontrowersyjnych zatozen i nie bedzie tu komentowana.

Zainteresowanych czytelnikow odsytam bezposrednio do pracy Fentona i Grif-
fithsa (2003).

3.2. Uogolnienie zagadnienia. Pole anizotropowe,
fundament zagl¢biony, uwzglednienie ci¢zaru wlasnego gruntu

Zagadnienia, ktorych rozwigzania oméwiono w podrozdziale 5.1, zarowno do-
tyczgce podtoza idealnie spoistego, jak i podtoza tarciowo-kohezyjnego, obar-
czone byly zatozeniami upraszczajacymi. W niniejszym podrozdziale zostang
przedstawione rozwigzania, ktore rezygnuja z kilku ,krepujacych” zatozen i w ten
sposob stanowig uogdlnienie rozwigzan w zakresie osrodka tarciowo-kohezyjnego
oraz gruntu niespoistego. Przedstawione tu uogodlnienia sag dwojakiej natury — od-
noszg si¢ do sposobu modelowania wiasciwosci podtoza gruntowego oraz za-
tozen dotyczacych obliczen nosnosci posadowienia bezposredniego. W zakresie
modelowania wlasciwosci podtoza uogolnienie polega na rezygnacji z zatozenia
izotropii pol losowych opisujacych poszczegdlne parametry podtoza. Powyzszy
postulat zrealizowano poprzez wprowadzenie w strukturze korelacyjnej pola X
dwoch skal fluktuacji: pionowej G(X)V oraz poziomej 6’(X)h. Skale, jak juz wcze-
$niej wskazywano, cytujac réznych autorow (por. gtownie rozdziat 3), w natu-
ralnym Srodowisku przyjmuja rézne wartosci. W szczegdlnosci przyjecie jedna-
kowej wartosci dla obu skal fluktuacji prowadzi najczgsciej do izotropii pola,
czyli badanego wczesniej zagadnienia. Zréznicowanie skali fluktuacji w zalez-
nosci od kierunku przybliza niewatpliwie modele przestrzennej zmiennosci
wiasciwosci podtoza do warunkow naturalnych. Taki postulat, odnoszacy si¢
do przysztych badan, sugerowali juz Fenton i Griffiths (2003) — por. wniosek 3
w punkcie 5.1.2.

Gdy chodzi o zatozenia dotyczace obliczen no$nosci posadowienia bezpo-
sredniego, to uogodlnienie wczesniejszych rozwigzan polega na wprowadzeniu
dwoch nastepujacych modyfikacji:
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1. Umozliwieniu obliczen no$nosci przy réznych zaglebieniach fundamentu — we
wczesnigjszych pracach w ramach RFEM zakfadano fundament powierzch-
niowy.

2. Uwzglednieniu w obliczeniach nos$nosci cigzaru objetosciowego gruntu pod
fundamentem — we wczesniejszych pracach zaktadano grunt niewazki.

S.2.1. Modelowanie przestrzennej zmiennosci
parametrow wytrzymalosci podloza

W ramach biezacego podrozdziatu jedynie parametry wytrzymatosci podtoza mo-
delowane beda za pomoca pdl losowych. Pozostate wlasciwosci gruntu traktowa-
ne beda jako nielosowe (deterministyczne), gdyz wplyw ich zmiennosci losowej
na losowa no$no$¢ jest pomijalny w poréwnaniu z parametrami wytrzymatosci,
na co wskazano w ramach obszernej analizy w pracy Puly i Zaskorskiego (2015).

Do generowania pol losowych uzywano algorytmu LAS, scharakteryzowa-
nego w podrozdziale 2.10. Nietrudno zauwazy¢, ze w przypadku anizotropowym
funkcja wariancji, wynikajaca z usrednienia pola losowego o elipsoidalnej struk-
turze korelacyjnej typu Markowa (2.44) przy zatozonej symetrii ¢wiartkowej
(por. wzor (2.129)), moze by¢ zapisana w postaci analogicznej do tej z przypad-
ku izotropowego (wzor (5.1)), a wiec

2 2
IR (R E
y(B,L)=—/([[1-= | 1-= |exp| - x| + y dxdy =
LB '.['([ H(X)x Q(X)y

2
4 1h 2 2
oy ;['(l; B x L y)exp = [9 xJ 7{9

(x)x (X)y

2
y] dxdy, (5.11)

przy czym 6y, jest skala fluktuacji pola X w kierunku zgodnym osia x, za$ 6y, , jest

skalg fluktuacji pola X w kierunku zgodnym osia y. Ponadto B oraz L to, odpo-
wiednio, wysokos¢ i dlugos¢ elementu siatki MES. Powyzsze usrednienie ,,do-
pasowuje” pole X do wielkosci elementu, zgodnie z warunkami

L=ab

(X)x>

B= ), (5.12)

g ; \
Dopasowanie to zilustrowano na rysunku 5.8.
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Rys. 5.8. Synchronizacja promieni korelacyjnych (skali fluktuacji) 6,

x)x O1azZ Oy,

z elementem siatki MES w przypadku anizotropowym

Oznaczajac we wzorze (5.11) funkcje korelacji przez py (x, y) otrzymuje sie

BL

)px(x y)dxdy (5.13)

00

Catke podwojna we wzorze (5.13) mozna w efektywny sposob numerycznie
oszacowac stosujac S-punktowe kwadratury Gaussa wedlug nastepujgcego

schematu:
1 5 S
}/(B,L) ~ Zzwi(] —Z )ij(l -z )px(é,lj_,-), (5.14)
i j=!
gdzie
B L
&=701+2), l],-:—z—(l+z_,-). (5.15)

Wagi w; oraz punkty Gaussa z; podano w tabeli 5.2.

Tabela 5.2. Wagi i punkty Gaussa uzyte do numerycznego obliczenia catki podwojnej we wzorze (5.13)

Numer i Waga w; Punkt Gaussa z;
1 0,236926855056189 —0.906179845938664
2 0,478628670499366 -0,538469310105683
3 0,568888888888889 0,000000000000000
4 0,478628670499366 0,538469310105683
5 0,236926885056189 0,906179845938664

Gtéwnym elementem kodu komputerowego stuzacego do obliczen byt program
RBEAR2D napisany w jezyku FORTRAN. Program ten, opracowany przez Griffithsa
i Fentona, jest dostgpny na stronie internetowej http://www.engmath.dal.ca/rfem.
Modut dotyczacy deterministycznego obliczania nosnosci metoda elementow
skonczonych pochodzi z monografii Smitha i Griffithsa (2004), dostepny jest tak-
ze w rozszerzonej wersji tej ksiazki autorstwa Smitha, Griffithsa i Margetsa (2014).


http://www.engmath.dal.ca/rfem

189

W powyzszym programie wprowadzono dodatkowy modut dotyczacy funkcji ko-
relacyjnych charakteryzujacych pola anizotropowe. Wprowadzono takze funkcje
wariancji postaci (5.13), ktére w polu anizotropowym sa odpowiednikiem funkcji
wariancji postaci (5.4) dla pola izotropowego. Oprocz tego modut dotyczacy obli-
czen nosnosci zostal rozbudowany tak, aby umozliwial wyznaczenie nosnosci
fundamentu zagtebionego z uwzglednieniem cig¢zaru wiasnego podtoza.

5.2.2. Podloze idealnie spoiste. Porownanie wynikow z modelowania
izotropowego z wynikami modelowania anizotropowego

Dla modelu i danych zaproponowanych w pracy Griffithsa i Fentona (2001),
ktorej charakterystyke podano w punkcie 5.1.1, przeprowadzono obliczenia zmie-
niajac jedynie model pola losowego charakteryzujacy wytrzymatos¢ gruntu na
scinanie w warunkach bez odptywu c,. Izotropowa strukture korelacyjna, opisa-
na przez funkcje typu Markowa — wzor (2.88), zastapiono przez strukturg anizo-
tropowg o elipsoidalnej strukturze korelacyjnej typu Markowa (2.44), ktéra przy
wyrazeniu parametréw a; oraz a, odpowiednio przez pozioma skalg fluktuacji 6,
oraz pionowg skale fluktuacji 6, (por. zaleznosci (2.51)) przyjmuje posta¢

p(Ax,Ay)=exp| — [{eiAxT{bZ—Ay]z] . (5.16)

h v

W przypadku, gdy 6, = 6, = 6, funkcja (5.16) redukuje si¢ do postaci

p(Ax,Ay)zexp(—% (Ax)’ +(Ay)’ J (5.17)

ktéra charakteryzuje strukture izotropowa. Przedstawione ponizej obliczenia war-
tosci $rednich i wariancji zostaty wykonane i przedstawione w ramach pracy
doktorskiej Joanny Pieczynskiej (Pieczynska, 2012), przygotowanej pod opieka
naukowg i promotorstwem autora niniejszej monografii.

Wartosci $rednie nognosci uzyskane z symulacji Monte Carlo w funkcji skali
fluktuacji 8, przy réznych wartosciach wspotczynnika zmiennosci wytrzymatosci
gruntu na $cinanie w warunkach bez odplywu v, , przedstawiono na rysunku 5.9.
Podobnie jak w punkcie 5.1.1 stosowana byta bezwymiarowa skala fluktuacji 6,/ B.

Przebieg krzywych na rysunku 5.9 pokazuje w ewidentny sposob duzy
wplyw anizotropii mo\delu na uzyskane wartosci $rednie. Po pierwsze, réznice
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Rys. 5.9. Warto$¢ srednia m, wspdtczynnika nosnosci N, w funkcji bezwymiarowej poziome;j skali
fluktuacji 6,/B dla v, =0,1; v, =025 v, =1,0. W przypadkach anizotropowych bezwymiarowa
wartos¢ skali pionowej wynosita 6,/ B = 0,5 (wg Pieczynskiej, 2012)

wzrastajg wraz ze wzrostem poziomej skali fluktuacji. Po drugie, roznice sg tym
wicksze, im wigkszy jest wspotczynnik zmiennosci v, pola wytrzymatosci grun-
tu na $cinanie w warunkach bez odptywu (X = ¢,). | po trzecie, widaé ze $rednie
m, wspotczynnika nosnosci maja, w przypadku pola anizotropowego, od pew-
nego momentu mniejsze wartosci w stosunku do wartosci z przypadku izotro-
powego. Stad wniosek, ze modelowanie izotropowe moze prowadzi¢ do prze-
szacowania wartosci Srednich, a to z kolei moze skutkowaé¢ zawyzeniem miar
niezawodnosci przy analizie bezpieczenstwa. Warto tez zwrdci¢ uwage na wy-
kresy wspotczynnika zmiennosci v,, nosnosci ¢, uzyskane w tych obliczeniach.
Rezultaty pokazano na rysunku 5.10.

Wykresy na rysunku 5.10 dotycza réznych wartosci bezwymiarowej pozio-
mej skali fluktuacji 6,/B. W kazdym anizotropowym przypadku pionowa (bez-
wymiarowa) skala fluktuacji miata warto$¢ 6,/B = 0,5. Wykresy pokazuja, ze
wspolczynnik zmiennosci nosnosci v, Wzrasta wraz ze wzrostem poziomej skali
fluktuacji. Poniewaz w gruntach naturalnych obserwuje si¢ wartosci 8), znacznie

przekraczajace 6,, zatem przypadek izotropowy skutkuje niedoszacowaniem
wspoéfczynnika zmiennosci v, - Zatem, podobnie do sytuacji z wartoscig srednig,



191

1,2

6,/B=0,2
—4¢,/B=0,5 :

m——/B=1 o
"0 6,/B=2 i A
° 6,/B~4 o
—o--§,/B=8 P
----6,/B=50 P g

0,6 )
5 K

qu

0.4

0.2

0 1 2 3 4 5
Ve,

Rys. 5.10. Zalezno$¢ wspétczynnika zmiennosci no$nosci s od wspdfczynnika zmiennosci v, Wy-

trzymatos$ci gruntu na $cinanie w warunkach bez odptywu c,. Pogrubiona linig ciagta zaznaczono
wyniki dla przypadkow izotropowych (wg Pieczynskiej, 2012)

takze i tu opieranie analizy jedynie na przypadku izotropowym moze skutkowac
zawyzeniem miar niezawodnosci przy analizie bezpieczenstwa.

5.2.3. Podloze tarciowo-kohezyjne. Poréwnanie wynikow
z modelowania izotropowego i anizotropowego

Analogiczne do poprzedniego punktu poréwnania modelowania izotropowego
z anizotropowym przeprowadzono analizy dla osrodka tarciowo-kohezyjnego.
W tym celu odtworzono przykfad z publikacji Fentona i Griffithsa (2003), wy-
konujgc dodatkowo obliczenia dla anizotropowych pol parametrow wytrzymato-
Sciowych. W tym przypadku mamy do czynienia z dwoma polami losowymi — po-
lem losowym spojnosci X = c¢(x) oraz polem losowym kata tarcia wewngtrznego
X = p(x). Wczesniejsze analizy, przeprowadzone przez Fentona i Griffithsa (2003),
zostaty dodatkowo uzupehione o badanie zmiennosci momentow statystycznych
wspotczynnika nosnosci, badz tez samej nosnoscei, jako funkcji dwoch zmien-
nych — pionowej skali fluktuacji H(X)V oraz skali fluktuacji poziomej 6y),. Po-
dobnie jak w punkcie 5.2.2, tak i w punkcie 5.2.3 wyniki obliczen pochodza
z pracy doktorskiej J. Pieczynskiej (2012), przygotowanej pod opieka naukowa
autora niniejszej mono\graﬁi.
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Po pierwsze, tak jak to miato miejsce w pracy Fentona i Griffithsa (2003),
zatozono, ze odpowiednie skale fluktuacji (pionowa, pozioma) sa takie same,
tzn. skala pionowa Q(X)V Jest jednakowa w obu polach (spdjnosci ¢(x) i kata tar-
cia wewnetrznego ¢(x)) i to samo dotyczy skali poziomej H(X)h. Po drugie, poka-
zane ponizej wyniki byly uzyskane przy zatozeniu, ze pola c(x) oraz ¢(x) sg
nieskorelowane, tzn. p(c(x),gp(x)) =0. Aby odnie$¢ si¢ do rezultatéw uzyska-
nych w pracy Fentona i Griffithsa (2003) na poczatku pokazane bedg rezultaty
przy zmieniajgcej si¢ poziomej skali fluktuacji spdjnosci. Natomiast pozioma
skala fluktuacji w polu ¢(x) byta stata i wynosita 6’((/,),,/8 =0,5. Podobnie jako
state przyjeto pionowe skale fluktuacji 9( oW / B= H(L,)V / B=0,5 w przypadkach
anizotropowych. Z kolei w symulacjach dla pola izotropowego skale pionowa
i pozioma w polu spojnosci byty jednakowe.

Na rysunku 5.11 przedstawiono poréwnanie wartosci srednich m,, um, (z pro-
cesu symulacyjnego) jako funkcji bezwymiarowej poziomej skali fluktuacji
Q(L,)h /B dla modelu izotropowego oraz modelu anizotropowego przy réznych
wartosciach wspotczynnika zmiennosci pola spojnosci v,..
=) —0— izotropia v, =0.1
--0---anizotropavg, =C,1
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Rys. 5.11. Warto$¢ $rednia m,, u, jako funkcja bezwymiarowej skali fluktuacji 6,/ B dla réznych warto-
sci wspdtczynnika zmiennosci pola spojnosci v... Podtoze tarciowo-kohezyjne (wg Pieczynskiej, 2012)
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Wykresy na rysunku 5.11 wykazuja podobne tendencje do analogicznych z ry-
sunku 5.9. Co prawda ksztatt wykresu jest nieco inny, ale wynika to z faktu, ze
na osi pionowej odktadane s wartosci $rednie z logarytméw wspétczynnika
nosnosci, a nie samego wspodtczynnika, jak to ma miejsce na rysunku 5.9. Jedna-
kowoz roznica pomiedzy przypadkami izotropowymi oraz anizotropowymi jest
widoczna. Analogicznie jak w przypadku podioza idealnie spoistego, réznice
migdzy przypadkami izotropowymi a przypadkami anizotropowymi rosng wraz
ze wzrostem poziomej skali fluktuacji i s3 tym wigksze, im wigkszy jest wspot-
czynnik zmiennosci pola spéjnosci v,. Zatem, tak jak to miato miejsce w przy-
padku gruntu idealnie spoistego, modelowanie izotropowe moze prowadzi¢ do
przeszacowania wartosci Srednich no$nosci.

Z kolei na rysunku 5.12 zamieszczono wykresy wspétczynnika zmiennosci
nosnosci gy jako funkcji wspolczynnika zmiennosci pola spdjnosci v, przy zmie-
niajacych si¢ wartosciach poziomej skali fluktuacji spdjnosci 4.,/ B. Pokazane
wykresy sg bardzo zblizone do analogicznych z rysunku 5.10. Podobnie do
przypadku nosno$ci gruntu idealnie spoistego przypadek izotropowy skutkuje
niedoszacowaniem wspotczynnika zmiennosci Uy, €O Z kolei implikuje zawyze-
nie wskaznika niezawodnosci (zanizenie prawdopodobienstwa awarii) w analizie
bezpieczenstwa. Takze w sytuacji podtoza tarciowo-kohezyjnego wzrost pozio-
me;j skali fluktuacji w polu powoduje wzrost wspotezynnika zmiennosei v, .

Obecnie przyjrzyjmy sie zaleznosciom uzyskanym przy zatozeniu, Ze
obie skale, tj pionowa i pozioma, zmieniaja si¢ rownoczesnie. Kazdy z przy-
padkow obliczeniowych (prowadzacych do jednej wartosci Sredniej lub wspot-
czynnika zmiennoci) realizowany byt przy zatozeniach: 6, /B =6, /B oraz
9((p)h / B= H(C,)h / B. Na poczatku zwr6¢my uwage na zaleznos¢ wartosci Sredniej
my, ,, od pionowej i poziomej skali fluktuacji.

Wspotczynnik zmiennosci nosnosci Y, zwieksza si¢ wraz ze wzrostem po-
ziomej skali fluktuacji. Zatem w przypadku obserwowanych w gruntach natu-
ralnych poziomych skalach fluktuacji dos¢ znacznie przewyzszajacych skale
poziome, przypadek izotropowy (linia ciagta) w bardzo znacznym stopniu
pomniejsza wspétczynnik zamienno$ci nosnosci. Stad, podobnie jak to miato
miejsce przy oszacowaniu wartosci $redniej, wartosci wskaznika niezawodnosci
bedg zawyzone (btgd w strong niebezpieczng).

Wykres warto$ci sredniej m,, , jako funkcji dwoch zmiennych (bezwymia-
rowej pionowej skali fluktuacji ‘9(x)v /B i bezwymiarowej poziomej skali fluk-

tuacji Q(X)h/B) w postaci powierzchni pokazano na rysunku 5.13. Wykres ma
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charakter wolnozmienny. Najmniejsze wartosci pojawiajg si¢ w otoczeniu punk-
tu (6, /B Gy /B) = (1,3).
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Rys. 5.12. Zaleznos¢ wspotczynnika zmienno$ci nosnosci Y, od wspotczynnika zmiennosci v, pola

spojnosci przy réznych wartosciach poziomej skali fluktuacji spojnosci g,/ B. Osrodek tarciowo-

-kohezyjny. Pogrubiong linia ciggla zaznaczono wyniki dla przypadkow izotropowych (wg Pieczyn-
skiej, 2012)
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Rys. 5.13. Wykres wartosci sredniej m, u, jako funkcji dwoch zmiennych: bezwymiarowej pionowej
skali fluktuacji 6(x)v /B i bezwymiarowej poziomej skali fluktuacji H(X)h/B, przy czym X =¢
lub X = ¢ (wg Pieczynskiej, 2012)



195

Roznice pomigdzy wynikami uzyskanymi przy zastosowaniu pol anizotro-
powych w stosunku do modelowania parametrow przez pola izotropowe zilu-
strowano na rysunku 5.14. Przypadki wykresow wynikajacych z modelowania
anizotropowego sa przekrojami wykresu trojwymiarowego (rys. 5.13) uzyska-
nymi przy ustalonych wartosciach H(X)V / B. Linia wynikéw ,,przypadkéw izotro-
powych”, bedaca przekrojem wykresu na rysunku 5.13 plaszczyzng prostopadia
do przekatne;j H(X)V / B= G(X)h /B, przecina te wykresy. Stad wida¢, ze od pew-
nego miejsca ,,srednie izotropowe” zaczynaja przewyzszac srednie uzyskane
poprzez modelowanie anizotropowe. Potwierdza to obserwacj¢ poczyniong
w kontekscie analizy rysunku 5.11, dajac jednoczesnie lepsze uzasadnienie po-
stawionej hipotezy.
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Rys. 5.14. Wykres wartosci $redniej m,, ,, jako funkcji bezwymiarowej poziomej skali fluktuacji
e(x)h / B, (przy czym X = ¢ lub X = @) dla réznych wartosci bezwymiarowej pionowe;j skali fluk-
tuacji ‘9(x)v/B- Pogrubiona linia ciagla oznacza wyniki z modelowania polami izotropowymi

(wg Pieczynskiej, 2012)

Na obu rysunkach: 5.13 oraz 5.14 mozna zaobserwowac, ze istnieje pewien
obszar wartosci skali poziomej, dla ktérych wartosci $rednie logarytmu wspot-
czynnika nonosci osiggaja wartosci minimalne. Moze to oznaczac istnienie tzw.
,»,Najgorszego przypadlfu” skali fluktuacji, tzn. takiej, przy ktorej warto$¢ srednia

nosnosci osigga minimum.
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Na rysunkach 5.15 oraz 5.16 pokazano w sposob analogiczny do rysunkow

5.13 1 5.14 wykresy wspotczynnika zamiennosci nosnosci v, Jako funkcji dwoch

zmiennych (H(X)V /B ,H(X),, / B). Wykres aksonometryczny (rys. 5.15) pokazuje

tendencj¢ wzrostowg wspétczynnika zmiennosci wzgledem obu zmiennych.

0,5 3
1
0,2

05 2

04

62 03

0.1

Rys. 5.15. Wykres wspofczynnika zmiennosci nos$nosci v, jako funkcji dwdch zmiennych: bezwy-

miarowej pionowej skali fluktuacji 6, B i bezwymiarowej poziomej skali fluktuacji 6 B,
: X (X)h

przy czym X = ¢ lub X = ¢ (wg Pieczynskiej, 2012)
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Rys. 5.16. Wykres wspotczynnika zamiennosci nosnosci v, jako funkcji bezwymiarowej pionowej

skali fluktuacji H(X)V / B (przy czym X = ¢ lub X = ¢) dla ro6znych wartosci bezwymiarowej po-

ziomej skali fluktuacji 6, B. Pogrubiona linia ciaggta oznacza wyniki z modelowania polami
(X)h

izotropowymi (wg Pieczynskiej, 2012)
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Na rysunku 5.16 naniesiono linie odpowiadajace ,,przypadkom izotro-
powym” (przekroj ptaszczyzng prostopadta do przekatnej H(X)V / B= H(X)h / B).
»Linia izotropowa” do pewnego momentu znajduje si¢ ponizej ,,linii anizotro-
powych”, co oznacza zaniZenie warto$ci wspotczynnika zmiennosci (potwier-
dzenie obserwacji z rysunku 5.12). Od pewnego punktu (ok. H(X)V / B =~10) ,linia
izotropowa” zaczyna znajdowa¢ si¢ ponad ,liniami anizotropowymi”. Trzeba
Jednak pamigta¢ (por. rozdziat 3), ze tak duze wartosci pionowe;j skali fluktuacji
raczej nie pojawiaja si¢ w gruntach naturalnych.

3.2.4. Uogolnienia dotyczace posadowienia bezposredniego

Zmodyfikowany program RBEAR2D (por. punkt 5.2.1) zostal dodatkowo uzu-
petniony o modut obliczajacy no$nos¢ fundamentu zaglebionego z mozliwoscia
uwzglednienia cigzaru objetosciowego gruntu pod fundamentem. Zachowano
algorytm LAS z mozliwoscig uwzglednienia anizotropowej struktury korelacyj-
nej pol losowych odpowiadajacych poszczegdlnym wiasciwosciom podioza grun-
towego (por. punkt 5.2.1). W ten sposob deterministyczny sposob wyznaczania
nosnosci metoda elementow skonczonych stal si¢ analogiczny do obliczen
wedtug klasycznego wzoru Terzaghiego (1943) dla podtoza w warunkach z od-
ptywem w plaskim stanie odksztatcenia:

1
qf:c'NC-Fqu—FE}/BN}/, (5.]8)

gdzie ¢’ oznacza efektywng spojno$¢, N, N,, N, — wspotczynniki nosnosci, y— cig-
zar objetosciowy gruntu, a B — szeroko$¢ fundamentu. Zatozono sprezysto-
-idealnie plastyczny model podioza z kryterium wytrzymatosciowym) Coulomba—
Mohra (stowarzyszone prawo ptynigcia). Podloze gruntowe, dla ktorego prze-
prowadzono obliczenia, byto dobrze zbadanym podtozem z okolic Tarentu w re-
gionie Apulii we Wtoszech — Taranto clays. Szersze informacje na temat tego
podtoza i jego badan podano w podrozdziale 3.3. Podstawowe charakterystyki
podtoza, niezbedne do obliczen, podano w tabeli 5.3.

Przyjety do obliczen numerycznych metoda elementéw skonczonych schemat
pokazuje rysunek 5.17. Siatka sktada si¢ z kwadratowych elementéw o o$miu

weztach.
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Tabela 5.3. Parametry statystyczne wiasciwosci mechanicznych podtoza Taranto clay

Parametr podtoza Wartos¢ srednia Odchylenie standardowe
Spdjnosé (c) 36 kPa 20 kPa
Kat tarcia wewngtrznego () 20° 4,8°
Ciezar objetosciowy (y) 19 kN/m* nielosowy
Modut Younga (E) 36 000 kPa niclosowy
Wspotczynnik Poissona (v) 0,29 nielosowy
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Rys. 5.17. Schemat anlizowanego zadania z siatka elementéw skonczonych.
Szeroko$¢ fundamentu B =1 m

Liczba elementéw w siatce jest w tym przypadku przedmiotem pewnego
kompromisu. Z jednej strony bowiem powigkszanie schematu sprzyja doktadno-
Sci rozwigzania w zakresie metody elementéw skonczonych. Z drugiej strony
jednak wzrost liczby elementow i rozmiaru obszaru powoduje szybki wzrost
czasu obliczen. Czas obliczen w ramach pojedynczego obliczenia no$nosci na-
biera znaczenia w kontek$cie powtarzania procedury w ramach metody Monte
Carlo, gdzie liczba realizacji (powtdrzen) decyduje o ,statystycznej jakosci”
otrzymanych rezultatow. W zwigzku z tym postanowiono skalibrowaé¢ wielkos¢
obszaru i liczbg elementow tak, aby wynik obliczen nosnosci metoda elementow
skonczonych, uzyskany dla wartosci oczekiwanych (Srednich) poszczegolnych
parametrow podtoza, byt mozliwie bliski wartosci obliczonej wedtug wzoru
Terzaghiego (5.18). Takie podejscie zbliza tez wykonywane obliczenia do roz-
wigzan stosowanych w projektowaniu. Wspétczynnik N, we wzorze (5.18), kto-
ry nie posiada reprezentacji analitycznej, obliczano tu wedtug zaleznosci
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Ny:2[exp(mggp’)tg2(§+%)—1}aw'. (5.19)

Sposrod testowanych schematow podany na rysunku 5.17 okazat sig¢ naj-
korzystniejszy. W wyniku zastosowania schematu z rysunku 5.17 otrzymano
wartosci nosnosci podane w tabeli 5.4. Aby uzyska¢ wigkszg wiarygodnosé
rezultatow, nosnos$¢ byta obliczana dla czterech wariantéw zadania: [1] po-
wierzchniowy fundament na gruncie niewazkim, [2] fundament powierzchniowy
z uwzglednieniem cig¢zaru objetosciowego podtoza, [3] fundament zaglebiony
w gruncie niewazkim, [4] fundament zagl¢biony z uwzglednieniem ciezaru obje-
tosciowego podtoza. Jak pokazuja rezultaty podane w tabeli, nosnos$¢ obliczona
z zastosowaniem metody elementéw skonczonych oraz obliczona wedtug wzoru
(5.18) nie roznig sie znaczaco.

Tabela 5.4. Warto$ci nos$nosci dla czterech przypadkéw uzyskane w obliczeniach MES
oraz ze wzoru (5.18)

. . . qy [kPa] qr [kPa]
Nr zadania Opis zadania wzbr (5.18) MES
[1] Fundament Powierzchniowy, 538,50 528,49
grunt niewazki
2] Fundamer.n pow.ie.rzchni.owx, ' 575.84 57278
uwzgledniony ci¢zar obj¢tosciowy
3] Fundament ?ag{qbiony, 660,09 647.99
grunt niewazki
[4] FUndament zaglehionyy 697,43 694,88
uwzgledniony cigzar obj¢tosciowy

Ostatni przypadek obejmuje nosnos¢ fundamentu, z uwzglednieniem wszyst-
kich elementéw. W tym przypadku réznica wynosi zaledwie 0,4%. Dopasowanie
mozna zatem uznaé za wystarczajace.

W opisywanym tu rozwigzaniu uwzgledniono dwa stacjonarne pola losowe
— log-normalne pole losowe spdjnosci X = ¢’ oraz pole kata tarcia wewngtrznego
X = ¢', ktore byto polem z rozktadami o nosnikach ograniczonych, uzyskanym
z pola gauusowskiego poprzez zastosowanie transformacji typu tangens hiper-
boliczny. Pod wzgledem matematycznym obydwa pola szczegétowo scharak-
teryzowano w podrozdziale 2.6 (wzory (2.60)—(2.74)). Wartosci oczekiwane
i odchylenia standardowe obu pél podane zostaly w tabeli 5.3 (zgodnie z ba-
daniami gruntéw Taranto clays). Przyjeto, ze pole spojnosci oraz pole kata tarcia
wewnetrznego sg nieskorelowane. To zatozenie moze budzi¢ pewne kontro-
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wersje, gdyz z uwag podanych w rozdziale 3 (punkt 3.1.2) wynika, Ze obser-
wowany wspotczynnik korelacji pomigdzy parametrami wytrzymato$ciowymi
jest ujemny. Z drugiej strony, jak pokazano w omoéwionej w punkcie 5.1.2 pracy
Fentona i Griffithsa (2003), jest to zalozenie najbardziej konserwatywne (zakta-
dajac, ze odrzucamy dodatnie waro$ci korelacji), prowadzace do mniejszej war-
tosci Sredniej nosnosci anizeli przy ujemnej wartosci wspétczynnika korelacji.
Whniosek ten potwierdzit si¢ takze w obliczeniach przedstawionych w artykule
Vessii, Cherubiniego, Pieczynskiej oraz autora niniejszej monografii (2009),
w ktérym pokazano takze, ze wartos¢ $rednia nosnosci jest funkcjg malejacy
wspotczynnika korelacji (w przedziale ujemnych jego warto$ci), natomiast od-
chylenie standardowe nosnosci jest jego funkcja rosnacg (takze w przedziale
ujemnych jego wartosci). Wykresy tych funkcji pokazano odpowiednio na
rysunkach 5.18 oraz 5.19. Z powyzszych faktow wynika, ze najwicksza wartos¢
wspotczynnika zmienno$ci nosnosci zostanie osiagnigta przy zerowej wartosci
wspolczynnika korelacji pomigdzy polami parametrow wytrzymatosciowych.
Do podobnych wnioskéw doszli tez badacze w pracy Kaveha i wspotautorow
(Kaveh i in., 2014).

Struktura korelacyjna w obydwoéch polach byfa jednakowa. Funkcja korelacji
miafa posta¢ (5.16), co dalo mozliwos¢ modelowania anizotropowego, poprzez
zadnie réznych wartosci dla skali fluktuacji pionowej oraz skali fluktuacji pozio-
mej. W zwigzku z tym réznila si¢ od tej zaproponowanej w badaniach Cafaro
1 wspétautoréw (2000) — por wzor (3.21). Podobnie do poprzedniego punktu, takze
i tu przyjeto zatozenie, ze skala fluktuacji nie zalezy od wyboru whasciwosci
podioza, co oznacza, ze pionowa skala fluktuacji w polu spojnosci jest taka sama
Jak w polu kata tarcia wewngtrznego i to samo dotyczy skali poziome;.
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Rys. 5.18. Wartos¢ Srednia no$nosci jako funkcja wspétczynnika korelacji
w zakresie ujemnych jego wartosci
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Rys. 5.19. Odchylenie standardowe nosnosci jako funkcja wspotezynnika korelacji
w zakresie ujemnych jego wartosci

Przyjete wartosci pionowej skali fluktuacji wynikaty z badan podtoza Taranto
clays (por rozdziat 3) i w poszczegdlnych przyktadach byly rowne: ‘9(x)v =0,2 m;
H(X)V =0,5m; G(X)V = 0,7 m oraz ‘9(x)v = 1,0 m. W badaniach Taranto clays po-
zioma skala fluktuacji nie byta wyznaczana. W zwiazku z tym stanowita tu ona
parametr o zmiennej wartosci w poszczegolnych przyktadach.

Do numerycznego generowania pdl losowych uzyto dwuwymiarowej wersji
algorytmu LAS (podrozdziat 2.10), za pomoca ktérego generowano pole gaus-
sowskie. Nastepnie pole gaussowskie bylo przeksztalcane do pola log-normalnego
poprzez transformacje (2.61) — w przypadku pola spéjnosci, zas w przypadku
kata tarcia wewnetrznego poprzez przeksztatcenie (2.70) do pola z rozktadami
o no$nikach ograniczonych (por podrozdzial 2.6). Zgodnie z oszacowaniami
uzyskanymi w podrozdziale 2.7 roznice w skalach fluktuacji dla podstawowego
pola gaussowskiego oraz pola po transformacji sa w tym przypadku bardzo nie-
wielkie. Z tego tez powodu przyjeto jednakowa skale fluktuacji w polu podsta-
wowym oraz polu uzyskanym w wyniku stosowanych tu transformacji.

Kolejnym istotnym zagadnieniem jest okreslenie liczby realizacji w procesie
symulacyjnym. Poniewaz, jak juz wczesniej wspomniano, obliczenia te sg bar-
dzo czasochtonne, zatem liczba realizacji powinna by¢ zalezna od tego, jakie
charakterystyki probabilistyczne nosnosci chcemy uzyskac. I tak, jesli estymo-
wane maja by¢ jedynie dwa pierwsze momenty (warto$¢ srednia i wariancja), to
liczba realizacji bedzie z pewnoscia mniejsza niz w przypadku, gdy celem jest
estymacja rozktadu prawdopodobienstwa.

W biezacym podrozdziale ocena doktadno$ci ograniczona jest do nosnosci
z uwzglednieniem wp’fywu wprowadzanej wartosci poczatkowej. Pod tym katem
przeprowadzono testowame niezbednej liczby realizacji. W tym celu wykonano
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obliczenia wartosci $redniej oraz odchylenia standardowego nosnosci dla réznych

liczb realizacji, starajac si¢ zaobserwowac liczbe, po ktdrej nastepuje stabilizacja
rezultatow. Oblicznenia przeprowadzono dla trzech r6znych wartosci poczatkowych
generatora, gdyz, jak wiadomo (Rubinstein i Kroese, 2011), numeryczne generatory
liczb pseudolosowych wymagaja wprowadzenia warto$ci poczatkowej (tzw. ziarna),
od ktorej zaleza kolejne wyniki. Jednak przy dobrze ,,skonstruowanym” generato-
rze, wraz ze wzrostem liczby realizacji N, wyniki powinny sig stabilizowac¢ i by¢ do
siebie zblizone pomimo réznych wartosci poczatkowych. Test przeprowadzono dla
trzech dtugosci serii: N = 300 (warto$¢ poczatkowa x, = 748), N = 500 (warto$¢
poczatkowa xo = 4090) oraz N = 1000 (wartos¢ poczatkowa xo = 1666). Wyniki
obliczen dla wartosci sredniej przedstawiono na rysunku 5.20. Jak fatwo zauwazy¢,
warto$¢ srednig m, przy liczbie realizacji N = 300 mozna uzna¢ za ustabilizowang.
Podobny efekt zaobserwowano tez w przypadku odchylenia standardowego. Stad do
dalszych obliczen pierwszych dwoch momentow przyjeto liczbe realizacji N = 300.
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Rys. 5.20. Zmiennos¢ wartosci sredniej nosno$ci wraz z liczba realizacji w procesie symulacji
dla trzech roznych wartosci poczatkowych generatora

Przechodzac do wynikow zwiazanych z no$noscia nalezy oczekiwaé, ze uwzgled-
nienie zaglebienia oraz cigzaru objgtosciowego z pewnoscia powigkszy wartosé sred-
nig no$nosci w stosunku do fundamentu powierzchniowego. Aby zaobserwowa¢ efekt
iloSciowy, przeprowadzono na wstgpie obliczenia no$nosci przy zatozeniu izotropii

pol kata tarcia wewnetrznego i spojnosci. Otrzymane wyniki pokazuje rysunek 5.21.
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Rys. 5.21. Warto$¢ srednia nosnosci jako funkcja skali fluktuacji (przypadek pol izotropowych) dla
czterech przypadkow obliczeniowych. Numery przypadkow odpowiadaja oznaczeniom w tabeli 5.4

Poréwnanie wartosci z wykreséw na rysunku 5.21 z wartosciami podanymi
w tabeli 5.4 wskazuje na fakt, ze uzyskane wartosci srednie s istotnie mniejsze
anizeli warto$ci uzyskane z obliczen deterministycznych, co jest waznym spo-
strzezeniem z punktu widzenia bezpieczenstwa fundamentu. Warto tez zwrdcic
uwage na to, ze charakter zmiennosci (przebieg krzywych) jest we wszystkich
czterech przypadkach bardzo zblizony. Poczawszy od skali fluktuacji 6 /B ~ 0,9
warto$ci Srednie stabilizuja sig. Na rysunku 5.22 pokazano uzyskane w tych
samych obliczeniach wspofczynniki zmiennosci dla nosnosci.

Wszystkie krzywe na rysunku 5.22 s3 do siebie zblizone pod wzglgdem ksztal-
tu. Wspotczynnik zmiennosci jest funkcja rosnaca bezwymiarowej skali fluktuacji.
Na pozér moze dziwié, ze mniejsze wartosci wspotczynnika zmiennosci otrzy-
mano dla przypadkéw [3] oraz [4] w porownaniu z przypadkami [1] i [2]. Jest to
jednak konsekwencja duzych wartoéci srednich uzyskanych w tych przypadkach.

Jak juz wczesniej wskazano, waznym elementem wiarygodnosci oceny nos-
nosci jest uwzglednienie anozotropii pol losowych modelujacych parametry
wytrzymatosciowe. Wykres wartosci sredniej jako funkcji dwoch zamiennych:
bezwymiarowej pionowej skali fluktuacji H(X)V /B oraz bezwymiarowej pozio-

mej skali fluktuacji 6y, /B pokazano na rysunku 5.23a.
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Rys. 5.22. Wspétczynnik zmiennosci v, nosnosci jako funkcja skali fluktuacji (przypadek pol

izotropowych) dla czterech przypadkow obliczeniowych. Numery przypadkow odpowiadajg
oznaczeniom w tabeli 5.4
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Rys. 5.23. Warto$¢ $rednia nosnosci w przypadku modelowania polami anizotropowymi: a) akso-
nometryczny wykres sredniej jako funkcji dwoch zmiennych bezwymiarowej pionowej skali fluk-
tuacji H(X)V /B oraz bezwymiarowej poziome;j skali fluktuacji H(X)h/B, gdzieX=clubX =¢
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Rys. 5.23 cd. Wartos¢ srednia nosnosci w przypadku modelowania polami anizotropowymi: b) prze-
kroje powierzchni m, (O(X)V/B, :9(X)h/B) wybranymi ptaszczyznami okreslonymi przez wartosci

Oy /B

Ksztalt powierzchni na rysunku 5.23a jest podobny do ksztattu powierzchni
zrysunku 5.13, z tym Ze srednie wartosci sag odpowiednio wigksze. Jak wskazuje
rysunek 5.23b, lokalne minima wartosci sredniej nosnosci przy ustalonych war-
tosciach pionowej skali fluktuacji pojawiaja si¢ przy wartosci poziomej skali
fluktuacji w przyblizeniu rownej szerokosci fundamentu (lub nieco wigkszych
wartosciach). Powyzej tych wartosci warto$¢ srednia nosnosci m, jest funkcja
rosngca poziome;j skali fluktuacji.

Trend wspoétczynnika zmienno$ci nosnosci v, W czterech przypadkach
(por. tabela 5.4) pokazano na rysunku 5.24.

We wszystkich czterech przypadkach wspétczynnik zmiennosci rosnie wraz
ze wzrostem poziomej skali fluktuacji. Jednak po osiagnigciu przez pozioma
skale fluktuacji wartosci rownej okoto dziesigciu szerokosciom fundamentu
wartosci v, stabilizujg sig. Roznice w wartosciach pomiedzy poszczegdlnymi
przypadkami maja charakter analogiczny jak w przypadku izotropowym, czyli
mniejsze wartosci wspotczynnika zmiennosci otrzymano dla przypadkow [3]
oraz [4] w porownaniu z przypadkami [1] i [2].

Poréwnanie wartosci $rednich dla przypadkéw izotropowych oraz przypad-

kow anizotropowych\pokazano na rysunku 5.25.
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Rys. 5.25. Zestawienie wartosci srednich dla przypadkow izotropowych oraz anizotropowych.
Bezwymiarowa pionowa skala fluktuacji ma warto$¢ jeden (w przypadku anizotropowym)
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Zaréwno w izotropowych, jak i anizotropowych przypadkach wartos¢ sred-
nia nosnosci rosnie ze wzrostem poziomej skali fluktuacji, po przekroczeniu
wartosci okoto jednej szerokosci fundamentu. Jednak przy modelowaniu izotro-
powym wzrost ten jest znacznie szybszy anizeli przy modelowaniu anizotropo-
wym. Wynika stad, ze modelowanie izotropowe moze prowadzi¢ do zawyzenia
wartosci Sredniej nosnosci, co jest blgdem ,,po niebezpiecznej stronie” w przy-
padku oceny bezpieczenstwa.
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Rys. 5.26. Zestawienie wspotczynnikéw zmiennosci nosnosci dla modelowania izotropowego
oraz anizotropowego dla czterech réznych wartosci pionowej skali fluktuacji

Na zakonczenie niniejszego podrozdziatu zwréémy jeszcze uwagg na po-
réwnanie wspotczynnikow zmiennosci pomigdzy przypadkami modelowania
izotropowego oraz anizotropowego. Przedstawiono je na rysunku 5.26. Jak fa-
two zauwazy¢, w przypadkach anizotropowych wspétczynniki zmiennosci prze-
kraczaja wartosci odpowiadajgcych im sytuacji izotropowych. Zatem, podobnie
jak to miato miejsce przy analizie wartosci $redniej, modelowanie izotropowe
moze prowadzi¢ do btedu po ,stronie niebezpiecznej” w sytuacji oceny nie-

zawodnosci.
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3.3. Rozklady prawdopodobienstwa nosnosci

W zagadnieniu oceny no$nosci wynikiem obliczen metoda RFEM s3 charaktery-
styki statystyczne opisujace nosnos¢ jako zmienna losowa g, (lub Qy). Wedtug
zasad teorii prawdopodobiefistwa z petng informacja o zmiennej losowej mamy
do czynienia wowczas, gdy znany jest rozktad prawdopodobienstwa tej zmiennej.
Ze wzgledu na specyfike metody elementow skonczonych znalezienie doktadnego
rozktadu prawdopodobienstwa zmiennej g, jest na ogét niemozliwe. Mozliwa
jest natomiast estymacja rozktadu prawdopodobienstwa na podstawie ciggu re-
zultatow otrzymanych z symulacji Monte Carlo, bedacej elementem sktadowym
algorytméw RFEM. Najtatwiej jest szacowaé kolejne momenty statystyczne na
podstawie ich estymatoréw nieobciazonych (Cramer, 1999). Dla pierwszych czte-
rech momentow centralnych wzory sa nastgpujace (Cramer, 1999):

M=m==Yx, (5.20)
=
My=—"m,, (5.21)
n—1
n 22
o™ -
A n(n2—2n+3) ~ 3n(2n—3) . 5.23)
S ) ) ) M o [ o KA
przy czym
m_/.:%i(x,——m)j j=23,4, (5.24)
i=1

zas N jest liczebnoscig proby (liczba realizacji w procesie symulacyjnym).

Na podstawie pierwszych czterech momentow statystycznych mozna okresli¢
podstawowe cechy rozktadu prawdopodobienstwa, a mianowicie warto$é ocze-
kiwang (pierwszy moment), wariancje¢ (drugi moment), sko$nosé (trzeci moment)
i kurtozg (czwarty moment). Znajomos$¢ momentow wyzszego rzedu pozwala na
przyblizanie gestosci poszukiwanego rozktadu prawdopodobienstwa za pomoca
sum czgsciowych rozwinigcia Grama-Charliera lub Edgewortha (por. Cramer, 1999
lub Sobczyk, 1973). Rozwinig¢ tych dokonuje si¢ wzgledem kolejnych pochodnych
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gestosci rozktadu normalnego (przyktad aproksymacji tego typu mozna znalez¢é
w pracy autora (1984)). Jednak istotng wada tego podejscia jest mata szybkosé
zbieznosci szeregu Grama-Charliera, a takze szeregu Edgewortha. W zwigzku z tym
konieczna jest estymacja wielu kolejnych momentoéw statystycznych, co z kolei
wymaga bardzo duzej liczby realizacji N w procesie symulacji Monte Carlo.

Najczgsciej zatem estymacja rozktadu prawdopodobienstwa odbywa si¢ na
drodze dopasowania ggstosci rozktadu hipotetycznego do otrzymanego w wyniku
symulacji histogramu albo — lepiej — przez dopasowanie dystrybuanty hipotetyczne-
go rozktadu do dystrybuanty empirycznej otrzymanej na drodze symulacji. W takich
przypadkach stawiane hipotezy co do typu rozkadu weryfikowane sg najczgsciej
przez statystyczne testy zgodnosci. Trzeba jednak pamigtaé, ze testy zgodnosci
dajg mocne podstawy wnioskowania jedynie przy negatywnym wyniku, ktory
upowaznia do zdyskwalifikowania proponowanego rozktadu. W przeciwnym przy-
padku nie ma jedynie podstaw do odrzucenia hipotezy, ze proponowany rozklad jest
rzeczywiscie rozktadem badanej zmiennej losowej (w tym przypadku nos$nosci).

W analizowanej w podrozdziale 5.1 pracy Griffithsa i Fentona (2001) auto-
rzy dopasowali do wygenerowanego (na podstawie liczby realizacji N = 1000)
histogramu rozktad log-normalny, jak to pokazano na rysunku 5.27 (parametry
rozktadu podano w opisie pod rysunkiem).
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Rys. 5.27. Histogram wspéiczynnika nosnosci N, dla gruntu idealnie sp_oislcgo, przy parametrach
wejscia O, =6, /B=2 oraz v, =1 (pozostate parametry jak podrozdziale 5.1) z dopasowang do
niego funkcja gestosci prawdopodobieristwa hipotetycznego rozkfadu Iog—norr.na‘lncgo_ 0ya110§c1 ocze-
kiwanej m, = 3,31 oraz odchyleniu standardowym o = 2,08 (za praca Griffithsa i Fentona, 2001)
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Na rysunku 5.27 zaznaczono wartos¢ wspotczynnika nosnosci N. = 2 + x,
ktora wynika z rozwiazania Prandtla. Stosujac rozktad hipotetyczny mozna la-
two znalez¢ (w oparciu o wzory transformacyjne — bedzie o tym mowa w pod-
rozdziale 6.2) prawdopodobienstwo zdarzenia, ze wspotczynnik nosnosci ma
warto$¢ mniejsza, tj. P {NL, <2+ TE} ~ 0,85. Jak widac¢, prawdopodobienstwo to jest
znaczne. Za przyjeciem rozktadu log-normalnego jako rozktadu zmiennej loso-
wej N. przemawia tez nastgpujaca argumentacja. Jak wspomniano w podrozdzia-
le 5.1, gdy ©. —> 0, wowczas warto$¢ srednia wspotczynnika nosnosci dazy do
my — 2+ (por. rysunek 5.3 i komentarz ponizej). Z drugiej strony przy &, — o,
na skutek usrednienia, pole losowe redukuje si¢ do pojedynczej zmiennej loso-
wej o rozkladzie takim, jaki ma zmienna c,, czyli rozktadzie log-normalnym.
Pomnozenie takiej zmiennej przez stata warto$¢ 2 + 7 nie zmienia oczywiscie
typu rozktadu, a jedynie modyfikuje jego parametry. Stad mozna wnioskowad,
ze rozklad prawdopodobienstwa wspotczynnika nosnosci N, jest w przyblizeniu
log-normalny.

Analizg rozktadéw prawdopodobienstwa przeprowadzono takze w pracy Fen-
tona i Griffithsa (2003), dotyczacej podtoza tarciowo-kohezyjnego, ktorej rezul-
taty, bazujace na modelowaniu izotropowym, przedstawiono w punkcie 5.1.2.
Autorzy — jako hipotetyczny dla bezwymiarowego wspotczynnika nosnosci M.
(por. punkt 5.1.2) — przyjeli rozktad log-normalny. Rozktad ten byt dopasowy-
wany do histograméw uzyskanych w N = 1000 realizacji symulacji Monte Carlo
w kolejno rozpatrywanych przypadkach, a nastgpnie weryfikowany testem zgod-
nosci chi-kawdrat (Fisz, 1980). W niektorych przypadkach uzyskiwano dobrg
zgodnos¢ (wartos¢ p = 33+43%), w innych stosunkowo staba (p = 0,01%). Przy-
ktadowe dopasowania pokazuje rysunek 5.28. Jak zatem wida¢, log-normalny
rozktad prawdopodobienstwa nie w kazdej sytuacji sprawdzit sie jako rozktad
prawdopodobienstwa wspofczynnika nosnosci. Z drugiej strony, obserwujac roz-
ktady pokazane na rysunku 5.28b, odnosi si¢ wrazenie, ze mogly tam wystapi¢
,»hiedokfadnosci numeryczne” albo liczba realizacji (N = 1000) byta zbyt mata
do wiarogodnej oceny rozktadu. Autorzy (Fenton i Griffiths, 2003) zamieszczaja
w pracy jedynie te dwa przypadki, trudno jest wigc o bardziej wnikliwg analize.

W obliczeniach dotyczacych nos$nosci fundamentu zaglebionego z uwzgled-
nieniem cigzaru wlasnego gruntu pod nim zalegajacego, ktore opisano w punk-
cie 5.2.4, analizowano tez zagadnienie rozktadu prawdopodobienstwa nosnosci
takiego posadowienia. Estymacji rozkladu dokonano na podstawie wynikow
symulacji o liczebnosci N = 2000, dajacych dos¢ rzetelny obraz rozktadu w jego
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Rozktad wspotczynnika A1,
wrervneees Dopasowanie rozkiadu log - normalnego
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Rys. 5.28. Rozkiad prawdopodobienstwa wspdtczynnika nosnosci M. dla gruntu tarciowo-ko-

hezyjnego z dopasowanym hipotetycznym rozktadem lo

g-normalnym: a) przyktad dopasowania

o wysokim prawdopodobienstwie p = 43%, otrzymany przy zatozeniach v, =0,1; 0 =4 i p(p, c) = 0,

b) przykfad dopasowania o niskim prawdopodobienstwie

p = 0,01%, otrzymany przy zatoZeniach

v,=5;0=11i p(p, c¢) = 0 (za praca Fentona i Griffithsa, 2003, por. pkt 5.1.2)

centralnej czgsci. Uzyskane dla fundamentu o szerokosci B = 1,0 m, posadowione-

go na gruncie o cechach podanych w tabeli 5

.3 (Taranto clay), charakterystyki

statystyczne zamieszczono w tabeli 5.5. Podobnie jak w pracy Fentona i Griffi-

thsa (2003) jako hipotetyczny przyj¢to rozktad

log-normalny.

Tabela 5.5. Charakterystyki statystyczne rozktadu prawdopodobienstwa nosnosci (model
anizotropowy, fundament zagl¢biony z uwzglednieniem cigzaru objetosciowego gruntu,
19(X)V =0,7m, 0(x)h =30m)

Mediana 513 kPa
Srednia arytmetyczna 520,7 kPa
Srednia geometryczna 509,5 kPa

11 689 (kPa)?

Wariancja
Odchylenie standardowe 108,1 kPa
Wspdtczynnik zmiennosci 0,2076 [-]

Trzeci moment

5.31E+05 (kPa)’

Wspotezynnik skosnosci

0,4204 [-]

Czwarty moment

4,43E+08 (kPa)*

Wsp(’)fczynnik splaszczenia (kurtoza)

3,243 []
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Dopasowania rozktadu prawdopodobienstwa dokonano dwoma sposobami: me-
todg momentéw (Murzewski, 2001), czyli przez pordwnanie dwoch pierwszych
statystycznych, oraz przez dopasowanie dystrybuanty teoretycznej do dystrybu-
anty empirycznej, otrzymanej z procesu symulacyjnego, metoda najmniejszych
kwadratow. Obie metody daty bardzo zblizone rezultaty. Do dalszych analiz (takze
kalibracji pokazanej w podrozdziale 6.2) przyjeto rozktad otrzymany metodg po-
rownywania dystrybuant. Uzyskang dystrybuante rozktadu log-normalnego wraz
z dystrybuanta empiryczna uzyskang z symulacji przedstawia rysunek 5.29. Jak
fatwo zauwazy¢, dopasowanie jest bardzo dobre. Trzeba mieé¢ jednak na uwadze,
ze przy zastosowaniu wigkszej skali pojawiajg si¢ réznice. Dla porownania na
rysunku 5.30 zestawiono gesto$¢ prawdopodobienistwa odpowiadajaca dopaso-
wanej dystrybuancie teoretycznej z histogramem otrzymanym w wyniku symu-
lacji. Tu takze zgodnos$¢ mozna uzna¢ za wystarczajacg. Dodatkowo hipoteze
dotyczaca dopasowanego rozktadu log-normalnego zweryfikowano statystycz-
nymi testami zgodnosci: testem chi-kwadrat oraz testem Kotmogorowa—Smirnowa
(Fisz, 1980). Wyniki testow zestawiono w tabeli 5.6.

Prawdopod obiefistwo Dopasowanie do rozktadu log — normalnego

04 05 06 07 08 09

a3

N
=)

-

(=1

2336 302,1 3707 4392 507.8 576,3 644,8 7134 781,9 850,5 919,0
Wartosci nosnosci g; [kPa])

Rys. 5.29. Rozklad prawdopodobiefistwa nosnosci g,. Dopasowanie dystrybuanty teoretycznej
rozktadu log-normalnego do dystrybuanty empirycznej otrzymanej poprzez symulacj¢ Monte Carlo

Obydwa testy nie daly podstawy do odrzucenia postawionej hipotezy doty-
czacej postaci rozkladu prawdopodobienstwa nosnosci. Oczywiscie przedsta-
wione powyzej argumenty nie stanowig matematycznego dowodu, ze no$nosé
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Rys. 5.30. Rozkfad prawdopodobienstwa nosnosci g,. Gestos¢ prawdopodobieristwa teoretycznego
rozktadu log-normalnego w zestawieniu z histogramem otrzymanym w wyniku symulacji Monte Carlo

Tabela 5.6. Wyniki testow zgodnosci dla dwdch zaproponowanych rozktadéw log-normalnych:
estymowanego metodg momentow oraz estymowanego metoda najmniejszych kwadratow

Parametry estymacji

Metoda estymacji

Metoda momentoéw

Metoda najmniejszych

kwadratow
Wybrany rozktad X log-normalny
Parametr 1 — s, 6,234 6,234
Parametr 2 — oy, y 0,2055 0,2107

Testowanie

Test nr 1 Test Kotmogorowa—Smirnowa
Poziom istotnosci 0,4768 0,4842
Krytyczny poziom istotnosci 0,05 0,05

Brak podstaw do odrzucenia hipotezy

Test nr 2 Test chi-kwadrat
Liczba klas przyj¢tych do testowania 44 44
Poziom istotnosci 0,3382 0,3728
Krytyczny poziom istotnosci 0,05 0,05

Brak podstaw do odrzucenia hipotezy

rozpatrywanego pod%oza typu Taranto clay traktowana jako zmienna losowa ma
rozktad log- normalny Z drugiej strony przeprowadzone przez autora analizy dla
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innych wartosci poziomych skali fluktuacji w tym samym podlozu wykazywaty
bardzo zblizone rezultaty co do ksztattu rozktadu. Podobnie zresztg jak rezultaty
Fentona i Griffithsa pokazane na poczatku niniejszego podrozdziatu.

Wydaje si¢ zatem, ze w przypadku podtoza tarciowo-kohezyjnego o duzej
wartosci spdjnosci, a takze znacznym wspoétczynniku zmiennosci, oraz przy
zatozeniu, ze pole losowe spdjnosci ma charakter log-normalny, mozna przyjac,
ze no$nos¢ podloza ma rozktad zblizony do log-normalnego.

Jednakze powyzsza konkluzja nie potwierdza si¢ w przypadku podtoza nie-
spoistego. Analizy przeprowadzone w pracy Puly i Zaskorskiego (2015) przy
zalozeniu, ze kat tarcia wewngtrznego modelowany jest przez pole losowe o roz-
ktadach jednowymiarowych o nosniku ograniczonym, otrzymanych z rozktadu
normalnego przez transformacj¢ typu tangens hiperboliczny (por. podrozdziat 2.6),
pokazaty, ze rozklad prawdopodobienstwa nosnosci w tego typu podtozu odbiega
w wigkszosci analizowanych przypadkow od rozktadu log-normalnego i jest ra-
czej zblizony do rozktadu Weibulla. Ggstos¢ prawdopodobienstwa tego rozktadu
wyraza si¢ wzorem

k-1 k
£ [""j - _(X“T] P
fo(x)= t\w-r w—r) |” ’ (5.25)

W—
0, —0<X<T,

gdzie 7 jest kresem dolnym nosnika rozktadu, za$ k oraz w s3 parametrami
ksztattu, zwigzanymi z wartoscig oczekiwang i odchyleniem standardowym po-
przez nastepujace zaleznosci:

py=(w=1)T(1+1/k)+1, (5.26)

2) Lf. 1
aq:(w—r)\/r(l+;)—r‘[l+;], (5.27)

w ktorych I' oznacza funkcj¢ gamma Eulera. Obliczenia prowadzace do oszaco-

wania rozkfadu prawdopodobienstwa nosnosci dokonano metoda RFEM (z za-
stosowanym do symulacji dwuwymiarowym algorytmem LAS, liczba realizacji
N = 2000). W obliczeniach MES postuzono si¢ modelem sprezysto-idealnie pla-
stycznym z kryterium Coulomba—Mohra. Podstawowe parametry podtoza podano
w tabeli 5.7.
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Tabela 5.7. Parametry podtoza niespoistego przyjete w pracy Puty i Zaskorskiego (2015). Oznaczenia

parametrow rozkladu kata tarcia wewnetrznego zgodne z oznaczeniami we wzorze (2.71)

(wielk(])\gg ?i:teml;gig;yczna) Z [kha] 93 000
Wsp(’)},c'zynnik !’(?issona ¥ ] 03
(wielkos¢ deterministyczna)
Pmin [°] 20
. Prmax [°] 40
o [Ty o | w
s ] 4,08
o, [°] 5,0
(wiclkoié ielosow) v | T 2
Glebokos¢ posadowienia h, [m] 1,0
Pionowa skala fluktuacji Opyv [m] 0,8
Pozioma skala fluktuacji O [m] 10,0
Liczba realizacji N 2000 N -] 2000

Przyktadowe dopasowania, zaczerpnigte ze wspomnianej wyzej pracy, poka-

zano na rysunku 5.31 — dla dystrybuanty, oraz na rysunku 5.32 — dla ggstosci

prawdopodobienstwa.

Prawdopodobienstwo  Dopasowanie do rozktadu Weibulla dla B=1,6m

i

0,9

0,7 08

0,6

0,4 05

0,3

0 0,1 02

N ®m™ W @ M
Wartosci no$nosci g; [kPa]

&

Rys. 5.31. Dopasowanie dystrybuanty teoretycznej rozktadu Weibula do dystrybuanty empirycznej
otrzymanej poprzez symulacje Monte Carlo. Szeroko$¢ fundamentu B = 1,6 m. Parametry dopaso-

wanego, hipotetycznego rozktadu Weibulla: w = 725,41; k = 1,66; T = 315,74
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Rys. 5.32. Gestos¢ prawdopodobienstwa rozktadu Weibulla o parametrach w = 725,41; k = 1,66;
7 = 315,74 wraz z histogramem uzyskanym z symulacji Monte Carlo. Szerokos¢ fundamentu
B=1,6m

Na obu rysunkach wida¢ dobrg zgodnos¢ rozktadu empirycznego i hipote-
tycznego rozktadu teoretycznego. Wynik testu Kotmogorowa-Smirnowa wska-
zal, 1z nie ma podstaw do odrzucenia postawionej hipotezy. We wspomnianej
wyzej pracy (Puta i Zaskorski, 2015) aproksymowano rozktady prawdopodo-
bienstwa nosnosci dla 5 r6znych szerokosci fundamentu oraz dla 4 roznych gle-
bokosci posadowienia — w sumie 20 przypadkow, przy czym warunki grunto-
we byty jednakowe (jak w tabeli 5.7). W kazdym z 20 przypadkow rozktad
Weibulla dat lepsze przyblizenie empirycznego rozktadu nosnosci anizeli roz-
ktad log-normalny.

Podane w niniejszym podrozdziale estymacje rozktadow majg zastosowanie
do zagadnien kalibracji wartosci obliczeniowych nosnosci, o ktorych bedzie mowa
w podrozdziale 6.2.



6. Przyklady kalibracji wartosci
charakterystycznych i obliczeniowych

Jak wspomniano w rozdziale pierwszym, wielu badaczy oraz inzynierow
konsultantéw dostrzega coraz wigksze znaczenie projektowania wspomaga-
nego niezawodnoscia (reliability based design) w projektowaniu geotech-
nicznym. Na taka koniecznos¢ zwraca uwagg najnowsze, czwarte wydanie
normy ISO 2394:2015. General principles on reliability for structures (1SO
2015), ktoére opatrzone zostato specjalnym zatacznikiem napisanym przez
K.K. Phoona, odnoszacym si¢ do zagadnien geotechniki (ISO 2394:2015,
Annex D). Zatgcznik ten podkre$la koniecznos¢ uwzglednienia w szacowaniu
bezpieczenstwa w geotechnice przestrzennej zmiennosci wlasciwosci podto-
za, sugerujgc skale fluktuacji jako podstawowa charakterystyke tej zmienno-
sci. W tej sytuacji metody pol losowych staja si¢ adekwatnym narzedziem
modelowania parametrow gruntu. W dominujacej wigkszosci przepisow nor-
malizacyjnych sugerowana jest metoda stanéw granicznych, zgodnie z ktorg
kazdemu parametrowi dotyczacemu czy to wlasnosci gruntu, czy tez obcig-
zenia przypisuje si¢ odpowiednie wartosci charakterystyczne oraz odpo-
wiednie wartosci obliczeniowe. Wtasciwy dobor tychze wartosci ma bezpo-
srednie przetozenie na bezpieczenstwo konstrukcji. Takie podejscie zawieraja
wszystkie Eurokody, a w szczegdlnosci Eurokod 0 (PN-EN 1990: 2004) oraz
Eurokod 7 (PN-EN 1997-1:2008. Eurokod 7). Kalibracja zaréwno wartosci
charakterystycznych, jak i obliczeniowych moze odbywac si¢ na drodze pro-
babilistycznej, co zreszta sugeruja Eurokody. W tym rozdziale beda zapropo-
nowane metody takich kalibracji, zwiazane z posadowieniem bezposrednim,
ktore jednoczesnie sa rezultatem modelowania parametrow podtoza za pomo-
cg pol losowych. T\\la poczatku podmiotem opisu beda wartosci charaktery-

styczne.
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6.1. Wartosci charakterystyczne parametrow podloza

Z historycznego punktu widzenia warto odnotowaé, ze jednym z pierwszych
(w skali swiatowej) podej$¢ normatywnych do kalibracji warto$ci charaktery-
stycznych i obliczeniowych w geotechnice, konsekwentnie opartych na meto-
dach statystycznych, byty wytyczne polskiej normy PN-81/B-03020 (PN-81/B-
03-20, 1981). W normie tej jako warto$¢ charakterystyczng x (stosuje w tym
przypadku oryginalne oznaczenia normy PN-81/B-03020) parametru podtoza X
przyjmuje si¢ Srednig arytmetyczng wynikow pomiaréw parametru X. Zalez-
no$¢ pomiedzy wartoscia charakterystyczng x” a wartoécig obliczeniowa x”
jest nastepujaca:

x =y, X, 6.1)

przy czym y, jest wspotczynnikiem materialowym (czastkowym wspotczynni-
kiem bezpieczenstwa) obliczanym wedtug nastepujacego wzoru:

}/m_ :liu/\/, (62)
w ktorym x; s3 wynikami testowania wlasciwosci X, zas vy jej wspotczynnikiem
zmiennosci.

Ze wzorow (6.1) i (6.2) wynika, ze

=xio (6.3)

gdzie oy oznacza odchylenie standardowe whasciwosci X. Norma PN-81/B-03020
wprowadza jeszcze dodatkowe ograniczenia na wspotczynniki materiatowe,
mianowicie: 0,8 < 7, < 0,9 lub 1,1 <y, < 1,25. Warto zwrdci¢ uwage na to, ze
wspotczynniki materialowe proponowane przez norm¢ uwzgledniajg w sposob
statystyczny naturalng niepewnos$¢ wasciwosci podtoza i prowadzg do wartosci
obliczeniowej zaleznej od wielkosci rozrzutu wynikow uzyskanych z badan
podfoza. Nie jest to co prawda propozycja oparta na modelowaniu wtasciwosci
przez pola losowe, ale ma konsekwentnie statystyczny charakter, co jak na czas
powstawania wzmiankowanej normy nalezy uzna¢ za podejscie nowatorskie.
Opisane wyzej podejscie odnosito si¢ do tzw. metody A (najdoktadniejszej)
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oznaczania parametrow geotechnicznych. W przypadku tego podejscia sposob
wyznaczenia wartosci charakterystycznej oraz obliczeniowej byt precyzyjnie
okreslony. Istotne watpliwosci zaczglty pojawiaé si¢ wraz z wprowadzeniem
Eurokodu 7 (PN-EN 1997-1:2008), ktéry w Polsce (w roku 2011) zastgpit nor-
m¢ PN-81/B-03020. Bowiem zgodnie z PN-EN 1997-1:2008 warto$¢ charakte-
rystyczna to ostrozne oszacowanie wielkosci danej wihasciwosci gruntu, ktora
jest zwigzana z wystgpieniem okreslonego stanu granicznego. Taka definicja
zakresla jedynie dos¢ ogodlne ramy okreslenia wartosci charakterystycznej, bez
podania precyzyjnego algorytmu. Nic zatem dziwnego, ze od momentu opubli-
kowania Eurokodu 7 zaczgty pojawiac si¢ propozycje, oparte na metodach pro-
babilistycznych, ktore staraty si¢ w sposob znacznie bardziej precyzyjny podaé
sposob okreslania wartosci charakterystycznych (niektdre z tych prac beda zacy-
towane w dalszej czgsci tego rozdziatu). Po pierwsze mozna odnies¢ si¢ do
sformutowan Eurokodu 0 (PN-EN 1990:2004). Wskazuje on, ze wartos¢ charak-
terystyczna parametru X powinna by¢ wyznaczona jako pigcioprocentowy kwan-
tyl z rozktadu prawdopodobienstwa tego parametru. Zaktadajac, ze parametr X
jest zmienng losowa o rozktadzie normalnym, otrzymuje si¢ nast¢pujacy wzor
na warto$¢ charakterystyczng:

X, =y —1,6450, = 1, (1-1,6450, ), (6.4)

w ktérym uy, oy, vy oznaczajg odpowiednio warto$¢ oczekiwang, odchylenie
standardowe oraz wspotczynnik zmiennosci zmiennej losowej X. Wzor (6.4) ma
zastosowanie, gdy rozktad badanej whasciwosci mozna uznaé za normalny. Po-
nadto wielkos¢ projektowanego elementu, gdzie uzywa si¢ danego parametru,
powinna byé porownywalna z elementem poddanym testowaniu. Z taka sytuacja
spotykamy sie zazwyczaj przy projektowaniu konstrukcji stalowych lub zelbe-
towych. W projektowaniu geotechnicznym oba powyzsze warunki na ogot nie sa
spetnione. Jak juz wskazano w rozdziale 1, wyniki testowania wigkszosci para-
metréw podtoza charakteryzuja sie duzymi wspotczynnikami zmiennosci, co
w przypadku zastosowania wzoru (6.4) moze prowadzi¢ do ,niefizycznych” war-
tosci X;. Zwlaszcza w przypadku spojnosci czy wytrzymatosci na scinanie w wa-
runkach bez odptywu, gdzie wspotezynniki zmiennosci s rzedu kilkudziesigeiu
procent, wzor (6.4) moze prowadzi¢ do ujemnych lub bardzo matych wartosci
charakterystycznych. Warto tez odnotowaé, ze w materiatach takich jak stal czy
beton problem ten nie wystepuje, gdyz w przypadku tych materiatow wspot-
czynniki zmiennosci sa zwykle mniejsze niz 10%. Druga przyczyna bardzo
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ograniczonej stosowalno$ci wzoru (6.4) do projektowania geotechnicznego jest
to, ze obszar podtoza zwigzany z konkretng awarig jest zwykle znacznie wigkszy
od obszaru pojedynczego testowania. Z uwagi na fakt, ze nawet jednorodna war-
stwa gruntu wykazuje naturalng przestrzenng zmiennos¢ losowa, warto$¢ zwig-
zana z powstaniem okreslonego stanu granicznego jest pewng warto$cig srednig
danego parametru wzglgdem odpowiadajacej temu stanowi powierzchni $ciecia,
a nie lokalnie zmierzong wartoscia, na co zwrdcono juz uwage w rozdziale 4. Taka
wartos¢ jest zazwyczaj rozna od pigcioprocentowego kwantyla uzyskanego w wy-
niku rutynowego testowania podioza.

Kolejnym istotnym czynnikiem jest fakt, ze w projektowaniu geotechnicz-
nym wykorzystuje si¢ zwykle niewielka liczbg wynikow testowania (z uwagi na
wysokie koszty). W konsekwencji wartos¢ $rednia i odchylenie standardowe
danego parametru otrzymane w wyniku rozpoznania geotechnicznego mogg nie
by¢ zblizone do, odpowiednio, wartosci oczekiwanej i odchylenia standardowe-
go dla parametru zwigzanego z obszarem podtoza odpowiedzialnym za powsta-
nie stanu granicznego.

Ze wzgledu na przytoczone wyzej argumenty czesto proponuje sie (np. Orr
i Breysse, 2008) wyznaczanie wartos$ci charakterystycznej na podstawie wzoru
na przedziat ufnosci dla wartosci oczekiwanej. W przypadku, gdy odchylenie
standardowe populacji nie jest znane, wzor ten przyjmuje nastepujaca postaé
(np. Fisz, 1980):

(6.5)

X; (6.6)

1
Sy :\/HZ(XI' — My )2 (6.7)

estymatorem odchylenia standardowego (estymator nieobcigzony). Wartos¢ ¢
otrzymuje si¢ z dystrybuanty rozktadu Studenta (Student, 1909) w zaleznosci od
liczebnosci proby N oraz przyjgtego poziomu ufnosci. W nawigzaniu do 5%
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kwantyla, sugerowanego przez Eurokod 7 [PN-EN 1990:2000] poziom ufnosci
nalezy przyjac jako 95%.

Jako uproszczong formg wzoru (6.5) mozna potraktowaé formute Schneidera
(1997)

X,=my 0,55, (6.8)

przy czym zastosowano oznaczenia jak we wzorze (6.5). Inna, uproszczong pro-
pozycj¢ podat Duncan (2000). Propozycja ta opiera si¢ na tzw. regule 3-sigma,
ktora stwierdza, ze prawdopodobienstwo pojawiania si¢ wartosci spoza prze-
dziatu [,uX—30'X, My +30X] jest mate (w przypadku rozkfadu normalnego wy-
nosi ono w przyblizeniu 0,0027). W zwiazku z tym dla ograniczonych zmien-
nych losowych, ktorych wartosci koncentrujg si¢ w przedziale [Xmin, X ],
mozna w przyblizeniu przyjac, ze

1
Oy~ g(Xmax - Xmin ) (69)

Wedlug Duncana mozna wartos¢ charakterystyczng X; obliczy¢ ze wzoru
(6.4), szacujac jednoczesnie odchylenie standardowe zgodnie ze wzorem (6.9).
Latwo domysli¢ sie, ze obliczenia wedlug wzoréw (6.4), (6.5), (6.8) oraz propo-
zycji Duncana prowadza do réznych wartosci charakterystycznych. W pracy
Orra i Breysse’ego (2008) pokazano przykiad, w ktérym obliczono wartosci
charakterystyczne wytrzymatosci na scinanie ¢, (badania tréjosiowe w warun-
kach bez odptywu). Obliczenia wykonano na podstawie 10 prob, ktore pocho-
dzity z réznych otworéw i réznych glebokosci z miejsca, w ktérym planowano
wykonanie pali o dlugo$ci 10 m, wyznaczajac osobno warto$¢ charakterystyczng
dla strefy wokot pobocznicy planowanego pala oraz osobno dla strefy pod pod-
stawg pala. Otrzymane wedtug wzoru (6.4) (propozycja Eurokodu) wartosci cha-
rakterystyczne: ¢, .« = 37,5 kPa w okolicy pobocznicy pala oraz ¢, = 39,2 kPa
w okolicy podstawy pala autorzy uznali za niewtasciwe, gdyz kazda z nich jest
mniejsza od najmniejszej wartosci uzyskanej z pomiarow. Mozna podejrzewac,
ze obliczone wartosci sa niewlasciwe z dwoch powodow. Po pierwsze liczeb-
no$é proby byta zbyt mata. Po drugie — obszar podtoza, z ktorego pobierane byty
proby, mégt by¢ zbyt maty w stosunku do obszaru, ktéry obejmowatyby strety
awarii (linie poslizgu). Natomiast stosujac kolejno przedstawione wyzej propo-
zycje otrzymuje si¢:

Cusk = 50,5 kPa Sraz Curk = 42,3 kPa, dla oszacowania wedtug wzoru (6.5);
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Cuyx = 53,9 kPa oraz ¢, .« = 46,7 kPa, dla propozycji Schneidera (wzor (6.8));
Cusx = 50,86 kPa oraz ¢, .« = 45,61 kPa, wedtug propozycji sformutowanej przez
Duncana.

Sg to wartosci istotnie wigksze w stosunku do oszacowanie wedtug wzoru
(6.4). Widac¢ tez, ze oszacowania wartosci charakterystycznych wedtug wzorow
(6.5), (6.8) i propozycji Duncana sg do siebie zblizone. Znacznie jednak odbie-
gaja od oszacowania wediug wzoru (6.4).

Oszacowania wartosci charakterystycznych wedlug wzorow (6.5), (6.8) oraz
wedtug Duncana mozna okresli¢ mianem ,,0szacowan statystycznych”. Jednak
oszacowania statystyczne mogg okazac si¢ watpliwe, gdy liczba wynikéw badan
danego parametru jest mata. W takiej sytuacji wczesniej uzyskana wiedza doty-
czaca charakterystyk podtoza w lokalnych warunkach moze by¢ wykorzystana
Jjako informacja a priori zastosowania procedury ,,bayesowskiej”, jak to zapro-
ponowano w pracach Ovesena i Denvera (1994) czy Cherubiniego i Orra (1999).
Jak to wynika ze wzoru (6.4), zasadnicza informacja dla statystycznego oszaco-
wania wartosci charakterystycznej jest znajomos¢ wspotczynnika zmiennosci vy
rozpatrywanego parametru X. W zwigzku z tym Cherubini i Orr (1999) podali
orientacyjne wartosci takich wspodtczynnikow, ktore moga by¢ przyjete jako
wspdtczynniki zmiennos$ci a priori w sytuacji, gdy nie ma zadnych informacji,
dotyczacych warunkow lokalnych, a ktore moglyby by¢ pomocne przy okresla-
niu wartosci charakterystycznych. Wartosci zaproponowane przez tych autorow
dla wybranych wilasciwosci poditoza zamieszczono w tabeli 6.1. Jak juz wcze-
$niej zauwazono, istotny wplyw na oszacowanie wartosci charakterystycznej ma
wielkos¢ obszaru, z ktorego pobierane sa proby gruntu. Obszar ten powinien
obejmowac strefy uczestniczace w mechanizmie zniszczenia (powierzchnie po-
slizgu) prowadzacym do awarii. Taka sytuacja jest odzwierciedleniem prze-
strzennej zmiennosci wiasciwosci podioza. Koncepcj¢ uwzgledniajacg prze-
strzenng zmienno$¢ parametru w pewnym obszarze V, z zastosowaniem mode-

Tabela 6.1. Typowe zakresy wspotczynnika zmiennosci dla wybranych parametrow gruntu

Parametr X Typowy zakres vy ’Rekomcndov&far}a’ wanoéé' V,(X) ,
w przypadku matej liczby wynikow badan
tg ¢’ 0,05+0,15 0,1
¢ 0,20+0,40 0,4
Ci 0,20+0,40 0,3
7 (ci¢zar objetosciowy) 0,01+0,10 0
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lowania polem losowym, przy wyznaczaniu wartosci charakterystycznej zapro-
ponowat Schneider (2011). Przedstawiajac t¢ propozycj¢ zauwazmy najpierw, ze
jesli rozklad prawdopodobienstwa danej wilasciwosci jest rézny od rozktadu
normalnego, wowczas wzor (6.4) powinien by¢ napisany w postaci

X, = py(1-koy), (6.10)

gdzie k jest czynnikiem definiujacym pigcioprocentowy kwantyl z rozktadu tej
wiasciwosci. Schneider (2011) zaproponowat, aby we wzorze (6.10) wspdtczyn-
nik zmiennosci vy rozpatrywanego rozkladu zastapic¢ przez ,.globalny” wspot-

czynnik zmiennosci vy, zdefiniowany wzorem

=y 7)) + (V) + (0 ) + (03 ) ©6.11)

przy czym vy, jest wspoOfczynnikiem zmiennosci zwigzanym z niepewnoscig
naturalng (por. rysunek 1.1 w rozdziale 1), vy, — wspotczynnikiem zmiennosci
zwigzanym z btedami pomiarow (rys. 1.1), vy, — wspdtczynnikiem zmiennosci
zwigzanym z niepewnoscig transformacji danych (rys. 1.1), vy, — wspétczynni-
kiem zmienno$ci zwigzanym z ograniczong liczba danych (niepewnos$¢ staty-
styczna, rys. 1.1), za$ y(V) — funkcjg redukcji wariancji (wzor (2.106) i kolejne).
Warto zauwazyé, ze tak zdefiniowany ,,globalny” wspétczynnik zmiennosci
uwzglednia wszystkie podstawowe rodzaje niepewnosci zwigzane z wiasciwo-
$ciami gruntu wymienione w rozdziale 1, a ponadto bierze pod uwage usrednie-
nie whasciwosci ze wzgledu na obszar mechanizmu awarii poprzez zastosowanie
funkcji redukcji wariancji, zwigzane z modelowaniem wilasciwos$ci za pomoca
pol losowych. Podstawienie wspdtczynnika vy, w migjsce Ly we wzorze (6.10),
a takze zastapienie wartosci oczekiwanej uy przez $rednig z proby my, prowadzi
do nastepujacej formuty na okreslenie wartosci charakterystycznej:

Xy = mx( k\/i UXm +(Vxm )2 +(Vxy )2 + (v )2 ) (6.12)

Ponadto Schneider proponuje zastosowanie uproszczonej formuty do oceny
funkcji redukcji wariancji (por. wzor (2.115), proponowanej tez w pracach Van-
marcke’a (1977a, 1977b) i stosowanej pozniej w pracy Phoona i Kulhawy’ego

(1999), ktory pr\zy stosowanych wyzej oznaczeniach ma posta¢
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1 dla |V]<éy,

V)=106 6.13
=10 g, v|> 6. o=

7]
przy czym O jest skalg fluktuacji pola losowego X, opisujacego rozpatrywany
parametr podloza. Aby otrzymaé przyblizong formule do celéw projektowania
proponuje si¢ kolejne uproszczenia. Jesli zatozy¢, ze vy, = 0, co ma miejsce
np. w przypadku bezposredniego pomiaru danej cechy w laboratorium, a takze
D, = Uﬂ, gdzie n jest liczebnoscia proby, to w przypadku rozktadu normalnego
n

danej cechy (k = 1,645), wowczas wzor (6.12) redukuje sie do postaci

X,=m, 1—1,645\/ [%+iJ[uXin]2+[uXm]2 . (6.14)
n

Jedli ponadto btad pomiarowy oraz btad statystyczny sa do pominigcia, to for-
muta staje si¢ jeszcze prostsza:

0
Xk:mx[l—l,6450m ﬁ ] (6.15)

Zdaniem Schneidera akceptowanie rozktadu normalnego dla wiasciwosci
gruntu jest mozliwe tylko wowczas, gdy vy, < 0,3. W przypadku wiekszych
wspotczynnikdow zmiennosci lepiej jest przyja¢ rozktad log-normalny, a wow-
czas wzor (6.15) przyjmie nastepujaca postac:

ln[Hi(ux,-,, )2]
W
- . (6.16)

2
Prm(uxm)

W zakresie wspotczynnikow zmiennosci vy, < 0,15 wzory (6.15) i (6.16)
dajg zblizone rezultaty. Wzory (6.15) i (6.16) z pewnos$cia wychodzg naprzeciw
postulatowi uwzglednienia zamiennosci rozpatrywanej wlasciwosci w obszarze
podlegajagcemu mechanizmowi awarii. Trzeba jednak pamieta¢, ze aby z nich
skorzysta¢, konieczna jest znajomos¢ objetosci (powierzchni, dtugo$ci) obszaru
zwigzanego z postacig awarii, a takze skali fluktuacji &x. Wplyw obu tych czyn-
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nikow na wartos¢ charakterystyczng whasciwosci w przypadku rozktadu log-
-normalnego pokazano na rysunku 6.1.

Wartos¢ charakterystyczna przy zalozeniu rozktadu log — normalnego

X
—_
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<
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<
i
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: informacji ani o wielkodci  obszara  stanu
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Rys. 6.1. Nomogram do wyznaczania warto$ci charakterystycznych wg wzoru (6.16) (Schneider, 2011).
W tym przypadku L = |V \ oznacza dtugos¢ (jednowymiarowg miar¢ objetosci)

Przyklad 6.1. Aby zorientowa¢ sig, jakie wartosci charakterystyczne otrzymuje
sie wedlug podanej wyzej propozycji Schneidera, rozpatrzmy nastepujacy przy-
ktad. Na potrzebe obliczenia nosnosci fundamentu posadowionego na glinie
poszukuje sie wartosci charakterystycznych kata tarcia wewngtrznego i spdjno-
$ci (w warunkach z odptywem). Jedli oceny nosnosci dokonywa¢ na podstawie
mechanizmu Prandtla (por. rozdziat 4), to lokalne usrednienia nalezy przepro-
wadzi¢ z uwzglednieniem linii poslizgu, co pokazano na rysunku 6.2.

b

; 1111101}
/7 AW
D

~ E_ﬂ A E A X
172
BX :+%2
C

Rys. 6.2. Linie poslizgu w mechanizmie Prandtla; b oznacza szerokos¢ fundamentu, ¢, — kat tarcia
wewnetrznego pod podstawg fundamentu
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Zalézmy, ze pole losowe spdjnosci i pole losowe kata tarcia wewnetrznego
sg stacjonarne i normalne o wartosciach oczekiwanych i odchyleniach standardo-
wych réwnych odpowiednio: u,,, = 18°, u. = 31 kPa, 0, = 2,7°, 0. = 4,65 kPa
(wspofczynniki zmiennosci rowne 0,15). Zatozmy dalej, Ze skala fluktuacji w kie-
runku pionowym wynosi w obu przypadkach 6,yx,, = 1,0 m (por. podrozdziat 3.2).
Jesli do oszacowania warto$ci charakterystycznej przyjmie si¢ wzor (6.15) i jesli
zastosuje si¢ jedynie skale fluktuacji w kierunku pionowym, to usrednienia nale-
zy dokona¢ takze tylko w pionowym kierunku. Oznacza to, ze miara obszaru
usrednienia |V| bedzie rowna maksymalnej rzgdnej spirali logarytmicznej na
odcinku BC. Rzgdna ta w przyblizeniu jest rowna 1,7b, gdzie b jest szerokoscig
fundamentu. Wobec tego mnoznik redukcyjny we wzorze (6.15) jest rowny

g
o ] (6.17)

AERE

Tym samym wartosci charakterystyczne beda zalezne od szerokosci fundamentu .
Wartosci te podano w tabeli 6.2.

Tabela 6.2. Wartosci charakterystyczne spojnosci i kata tarcia wewnetrznego
otrzymane wedtug oszacowania (6.15)

Szerokos¢ fundamentu b

1,2 1,4 1,6 1,8 2,0 2,2 24
[m]
Warto$¢ charakterystyczna
spojnosci ¢, 25,64 | 26,04 | 26,36 | 26,63 | 26,85 | 27,04 | 27,21

[kPa]

Warto$¢ charakterystyczna
kat tarcia wewngtrznego ¢ 14,89 | 15,12 | 1531 15,46 | 15,59 | 15,70 | 15,80
[°]

Zmiany wartosci charakterystycznych w zaleznosci od szerokosci fundamen-
tu s3 konsekwencja tego, ze wraz ze wzrostem szerokosci ro$nie miara obszaru
usrednienia, co powoduje coraz mniejsza warto$¢ funkeji redukcji wariancji. Ten
fakt jednak dobrze koresponduje ze sformutowang w Eurokodzie 7 ideg, ze przy
oszacowaniu wartosci charakterystycznej powinien by¢ brany pod uwage obszar,
w ktorym powstaje stan graniczny. W tym przypadku obszar ten zwigksza si¢
wraz ze wzrostem rozmiaru fundamentu. Wraz ze wzrostem szerokosci funda-
mentu otrzymane wartosci charakterystyczne parametrow wytrzymatosciowych
zblizaja si¢ do wartosci srednich w polu.
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Powyzsze oszacowanie wartosci charakterystycznych moze jednak budzié¢
watpliwosci z dwoch powodoéw. Po pierwsze ze wzgledu na uproszczong funkcje
redukcji wariancji (wzor (6.13)), a po drugie ze wzgledu na jednowymiarowy
charakter usrednienia, ktéry nie pozwala na uwzglednienie anizotropii pola lo-
sowego. Bowiem, jak juz wczesniej nadmieniano, pozioma skala fluktuacji &,y
moze by¢ istotnie wigksza od skali fluktuacji w kierunku pionowym 6,y,,. Dla-
tego warto zanalizowa¢ powyzszy przyktad przy bardziej adekwatnych zatoze-
niach, mianowicie takich, jakie byly przyjete w podrozdziale 4.1.

Przyklad 6.2. Zal6zmy teraz, ze rozpatrywane pola losowe sa anizotropowe,
a struktura korelacyjna okreslona jest przez funkcj¢ gaussowska, czyli funkcje
postaci (4.3). Tak jak to miato miejsce w punkcie 4.1.2, usrednienia dokonywane
bedg wzdtuz linii poslizgu, a wiec kolejno po liniach AB, BC i CD (rys. 6.2).
W tym przypadku funkcja redukcji wariancji nie da si¢ przedstawi¢ w zamknig-
tej postaci, a wigc mnoznik redukujacy wspotczynnik zmiennosci bgdzie inny
niz we wzorze (6.15). Redukcje wariancji przyjete beda zgodnie z rezultatami
podanymi w podrozdziatach 4.1 oraz 4.2. Podobnie jak w przyktadzie 6.1 za-
t6zmy, ze pionowa skala fluktuacji 6.y,, w przypadku obu parametrow wytrzy-
matosciowych wynosi I m, tj. €y, = | m, natomiast skal¢ pozioma przyjmijmy
10-krotnie wigksza, tj. 6x» = 10 m. Wartos¢ oczekiwana i odchylenie standar-
dowe pozostajg takie same jak w przykifadzie 6.1. Zredukowane odchylenia stan-
dardowe kata tarcia wewnetrznego i spdjnosci obliczone na podstawie wspot-
czynnikéw redukcyjnych (pierwiastek z funkcji wariancji, por. tabela 4.7)
podanych w podrozdziale 4.2 pokazano w tabeli 6.3. Zredukowana wartos¢
odchylenia standardowego po podzieleniu przez poczatkowa warto$¢ odchylenia

Tabela 6.3. Zredukowane odchylenia standardowe kata tarcia wewngtrznego i spojnosci

Zredukowane odchylenie Zredukowane odchylenie standardowe
Szerokos¢ standardowe kata ¢ [°] spojnoscei ¢ [kPa]
fundamentu b - _ .
[m] Odcinek Odcinek Odcinek Odcinek Odcinek Odcinek
AB BC CD AB BC CD
1,2 2,341 2,564 2,226 4,031 4,415 3,834
1,4 2,253 2,522 2,126 3,880 4,343 3,662
1,6 2,169 2,478 2,034 3,735 4,267 3,503
1,8 2,090 2,432 1,950 3,599 4,188 3,359
2,0 2,016 2,386 1,875 3,472 4,109 3,229
22 1,948 2,340 1,806 3,355 4,030 3,111
2,4 \ 1,886 2,294 1,744 3,248 3,951 3,004
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standardowego (bez redukcji) bedzie wspotczynnikiem redukcyjnym, ktory za-
.| . .

stapi mnoznik ﬁ we wzorze (6.15). Poniewaz na kazdym z odcinkow AB,
BC, CD zredukowane odchylenie jest inne, przyjeto do dalszych obliczen od-
chylenia najwigksze (najwigkszy wspotczynnik redukcyjny), czyli te dla odcinka
BC (spirala logarytmiczna). Jest to podejscie konserwatywne, gdyz w tym przy-
padku otrzymuje si¢ najmniejsze wartosci charakterystyczne (por. wzor (6.15)).
Obliczone wartosci charakterystyczne zamieszczono w tabeli 6.4.

Tabela 6.4. Wartosci charakterystyczne spojnoscei i kata tarcia wewngtrznego otrzymane poprzez
usrednienie dwuwymiarowe (przyktad 6.2)

Szeroko$¢ fundamentu

5 [m] 1,2 1,4 1,6 1,8 2,0 2.2 2,4

Wspotczynnik

; 0,9496 | 0,9341 | 0,9178 | 0,9007 | 0,8837 | 0,8667 | 0,8496
redukcyjny

Wartos¢ charakterystyczna

SRy 23,74 23,85 23,98 24,11 24,24 24,37 24,5
spojnosci ¢, |[kPa]

Wartos¢ charakterystyczna
kata tarcia wewngtrznego | 13,78 13,85 13,92 14,0 14,08 14,15 14,23
o [°]

Otrzymane wartosci charakterystyczne sa mniejsze niz w przypadku osza-
cowania wedlug wzoru Schneidera (tabela 6.3). Roznice nie przekraczajg 11%.
W przypadku usrednienia dwuwymiarowego ,,szybkos¢ zmian” wartosci charak-
terystycznej od szerokosci fundamentu jest mniejsza w stosunku do przypadku
oszacowania uzyskanego w przykladzie 6.1.

Oszacowanie konserwatywne, polegajace na przyjeciu do obliczen najwiek-
szego z trzech wspotczynnikéw redukcyjnych, mozna zastgpi¢ oszacowaniem,
w ktorym wspotczynnik redukcyjny bedzie srednia wazong wspotczynnikow na
poszczegdlnych odcinkach z wagami w postaci dtugosci poszczegdlnych odcin-
kow. W tym przypadku wartosci charakterystyczne mieszczg si¢ w przedziatach:
— dla spojnosci: 24,19+25,28 kPa (w zaleznosci od szerokosci fundamentu),

— dla kata tarcia wewnetrznego: 14,05+ 14,68 [°].
Te wartosci sg blizsze wartosciom oszacowanym uzyskanym w przykladzie 6.1.

Podsumowujac niniejszy podrozdziat warto zwréci¢ uwage, ze stosujgc mo-
delowanie parametréow podloza za pomocag pol losowych, w szczegdlnosci
uwzgledniajac ich przestrzenng zmiennos$¢ poprzez wprowadzenie skali fluktu-
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acji oraz funkcji wariancji, mozna uzyska¢ klarowny i racjonalny sposéb kali-
browania wartosci charakterystycznych wiasciwosci gruntu zgodny z ideg Euro-
kodu 7, bez uciekania si¢ od przyjmowania wartosci ,ad hoc”, jako tzw.
ostroznego oszacowania $redniej. Réwniez zastosowanie metod oméwionych
w rozdziale 4 prowadzi do wyznaczenia warto$ci charakterystycznych, ktore
uwzgledniajg zmienno$¢ przestrzenng oraz usrednienia parametrow wzdhuz
linii (powierzchni) poslizgu, a takze pozwalaja na uwzglednienie anizotropii
(poprzez zrdznicowanie skali fluktuacji pionowej oraz poziomej), ktorej istot-
ng rol¢ w ocenie bezpieczenstwa fundamentéw wykazano w rozdziale 5 oraz
w innych publikacjach, np. w pracy Vessii i innych (2009). Posréd polskich
autorow poglad o koniecznosci uwzglgdnienia skali fluktuacji przy okreslaniu
wartosci charakterystycznych parametréw podtoza propagowany jest takze przez
Brzakate (2013, 2018).

Odnotujmy na koniec, ze polska norma PN-81/B-03020, opublikowana w 1981
roku podawata znacznie bardziej precyzyjne, oparte na podejsciu statystycznym,
zasady wyznaczania wartosci charakterystycznych i obliczeniowych anizeli obec-
na wersja Eurokodu 7.

6.2. Wartosci obliczeniowe nosnosci

W tym podrozdziale w centrum uwagi beda zagadnienia zwigzane z wyznacza-
niem wartosci obliczeniowej nosnosci posadowienia bezposredniego. Sg rdzne
podejscia do znajdowania wartosci obliczeniowych. Na przyktad w Eurokodzie 7
sposob wyznaczenia wartosci obliczeniowej zalezy od stosowanego podejscia
obliczeniowego. Najczesciej wiaze si¢ to z przyjgciem okreslonego zestawu
cze$ciowych wspolczynnikow bezpieczenstwa, przez ktore mnozy sig (lub dzie-
li) wartosci charakterystyczne parametrow podfoza oraz obcigzenia. Ale moze
by¢ tez tak (jak ma to miejsce w polskim aneksie do Eurokodu 7), ze nosnos¢
jest obliczana poprzez podstawienie wartosci charakterystycznych, a nastgpnie
warto$é obliczeniowa uzyskuje sie poprzez pomnozenie wartosci charaktery-
stycznej nosnosci przez jeden wspotczynnik czastkowy. W Eurokodzie 7 wspot-
czynniki czastkowe sa zadane w sposéb arbitralny. Oczywiscie zaleza one od
podejscia obliczeniowego, ale ani nie sa oznaczane na drodze statystycznej, ani
tez nie s3 powigzane z prawdopodobienstwem awarii czy tez wskaznikiem nie-
zawodnosci B, ktory jest powszechnie akceptowalng miarg niezawodnosci (por.
rozdziat 1, a takze wzor (4.70)) sugerowang tez do stosowania przez Eurokod 0
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(PN-EN 1990:2004. Eurokod). W kontrascie do tego wtasnie podejscie probabi-
listyczne zostanie pokazane w tym podrozdziale.

Poniewaz wigkszo$¢ pokazanych ponizej oznaczen zwigzana bedzie z roz-
ktadem log-normalnym, na poczatku odnotujmy prosta zaleznos¢ pomiedzy dys-
trybuanta rozktadu log-normalnego a dystrybuantg rozktadu normalnego. Jesli
przez Fy oznaczymy dystrybuantg rozktadu log-normalnego zmienne;j Y, a przez
Fy dystrybuante podstawowego wzgledem Y rozktadu normalnego X, to w mysl
zaleznosci (2.6 1) mozna napisac

F(y)=P{Y <y} =Plexp(X)<y}=

:P{X<lny}=FX(lny)=¢o(Mj. (6.18)

Powyzszy ciagg rownosci pozwala na fatwe wyznaczanie prawdopodobiefistw,
gdy zmienna losowa ma rozktad log-normalny za pomocg dystrybuanty standar-
dowego rozktadu normalnego, ktora jest stablicowana, i ktorej warto$ci znajduja
si¢ w kazdym oprogramowaniu stuzgcym do obliczen statystycznych.

Niech g, oznacza wartos$¢ obliczeniowa nosnosci. Ponadto niech ¢, oznacza
zmienng losowa odpowiadajaca nosnosci fundamentu. Zauwazmy, ze jezeli znamy
rozktad prawdopodobienstwa zmiennej g5, to warto$¢ g, mozna wyznaczy¢ tak,
aby prawdopodobienstwo zdarzenia, ze no$nos¢ osiggnie wartos¢ mniejsza niz gy,
byto zadang z géry okreslona wartoscig powigzang w sposob jednoznaczny ze
wskaznikiem niezawodnosci, mianowicie

p;=Pla,<q,} =@, (-B). (6.19)

Taki sposob wyznaczenia wartosci g, mozna nazwac kalibracjg wartosci obli-
czeniowej na okreslony z gory poziom niezawodnosci (bezpieczenstwa). Oczy-
wiscie podstawowym problemem jest tu znajomos$¢ rozktadu prawdopodobien-
stwa zmiennej g, bez ktdrej nie da si¢ obliczy¢ prawdopodobienstwa we wzorze
(6.19). Jednak rozktad ten moze by¢ w sposob przyblizony estymowany przy
zastosowaniu metody RFEM, jak to pokazano w podrozdziale 5.3. Rozktadem
nosnosci gy ktory najczesciej pojawiat si¢ w przykladach demonstrowanych
w tym podrozdziale, byt rozktad log-normalny. Jesli g, ma rozktad log-normalny,
to prawdopodobienstwo p; moze by¢ obliczone poprzez zastosowanie ciggu row-
nosci (6.18), mianowicie
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pr= P{In g,<In qd} =

Ing,—my,, _Ingu—mng, | [I04y—my,, (6.20)

sln qr Slnq, Slan

W powyzszych wyrazeniach m, 4, OTAZ 5, 0znaczajg odpowiednio wartos¢
srednig 1 odchylenie standardowe rozkfadu normalnego podstawowego wzgledem
log-normalnego rozkladu g, Wartosci te uzyskuje si¢ poprzez wzory transformacyj-
ne (2.65) i (2.66) z estymowanej poprzez symulacje Monte Carlo wartosci $redniej
oraz odchylenia standardowego nosnosci. Poréwnujac (6.19) i (6.20) otrzymuje si¢

Ing, —m,,
M _pg, 6.21)
slnq,
a stad
4= XP{ My, = B |- (6.22)

Przyjmujac we wzorze (6.22) postulowang warto$¢ wskaznika niezawodno-
$ci B otrzymuje sie wartos¢ obliczeniowa nos$nosci odpowiadajaca postulowa-
nemu poziomowi bezpieczenstwa. Na rysunku 6.3 pokazano zalezno$ci wartosci

e
@ e(x}h/lB:l
9<x;h/B=5
0,n/B=10
2 Bon/B=50
g LY o
Bxyn/B=00
=
o.
£,
=
g —A
o~
T 1 ' 2 3 4 5 s
3-107! 67 1073 6-1073 2-107 3-107° n,
£-107! 159 - 1073 23-107¢ 1-107* 3.10°° 3107

Rys. 6.3. Wartos¢ obliczeniowa nosnosci jako funkcja wskaznika niczawodn'os'ci s .(Iub _praw'dopo-_
dobienstwa p, wyrazonego w procentach) przy roznych wartosciach bezwymiarowej poziomej skali
fluktuacji Oxy/B
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obliczeniowej nosnosci dla obliczen nosnosci metodg RFEM przedstawionych
w punkcie 5.2.4 (dla fundamentu zaglebionego z uwzglednieniem cigzaru wia-
snego gruntu — podloze: Taranto clay) od postulowanej wartosci wskaznika nie-
zawodnosci S.

Warto odnotowac¢, ze dla wartosci wskaznika S przekraczajacej 3 (a takie
zwykle postuluje si¢ przy obliczaniu nos$nosci), jesli przyja¢ poziomg skale fluk-
tuacji przekraczajaca pigciokrotnie szerokos¢ fundamentu, to dalszy wzrost po-
ziomej skali fluktuacji praktycznie nie ma juz wptywu na warto$¢ obliczeniowa
nosnosci. Jest tez oczywiste, ze postulowanie coraz wigkszej wartosci wskaznika
niezawodnosci skutkuje bardzo szybkim spadkiem wartosci obliczeniowej g,.

Jesli stosuje si¢ bardziej ,,klasyczne” miary w postaci wspotczynnika bezpie-
czenstwa, jak ma to miejsce np. w metodzie naprezen dopuszczalnych, to w tym
przypadku bedzie miat on postac

my, 4qy

FS=—, (6.23)
94

gdzie warto$¢ g, dana jest wzorem (6.22). Dla tych samych danych jak wyzej
(obliczenia dla Taranto clay — punkt 5.2.4) sporzadzono wykres zaleznosci
wspolczynnika bezpieczenstwa od postulowanej wartosci wskaznika niezawod-
nosci f, ktory pokazuje rysunek 6.4. Generalna tendencja jest oczywista. Obni-

—A— fon/B-1

-0 - Opyn/B=5

Eoad
-—@-— (l(x)h/leo
—*— 8xn/B=50
™
t - - Q(X)h/B_m
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~N
. ,’/,,_,&//
=T At
o 1 2 3 4 5 B
31071 57-1073 6-107* 2-10™* 3-107® P
5-107% 159 - 1073 231073 1-107% 3.107% 31077

Rys. 6.4. Wartos¢ obliczeniowa nosnosci jako funkcja wskaznika niezawodnosci 8 (lub prawdopo-
dobienstwa py) przy réznych warto$ciach bezwymiarowej poziome;j skali fluktuacji 6 x,/B
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zenie postulowanego prawdopodobienstwa awarii wptywa na wzrost wspétczyn-
nika bezpieczenstwa FS.

Jednak w przypadku wspotczynnika bezpieczenstwa efekt wzrostu poziomej
skali fluktuacji zanika wolniej, niz to miato miejsce dla obliczeniowej wartosci
nosnosci i jest jeszcze widoczny dla fxy,/B = 5.

W zwigzku z zaobserwowang na rysunkach 6.3 oraz 6.4 stabilizacjg wartosci
obliczeniowej oraz wspofczynnika bezpieczenstwa dla duzych wartosci pozio-
mej skali fluktuacji nasuwa si¢ pytanie o to, jak intensywny jest wplyw pionowej
i poziomej skali fluktuacji na wskaznik niezawodnosci £ (a tym samym na praw-
dopodobienistwo awarii p, ). Ponizej (rys. 6.5) przedstawiono wykres zaleznosci
wskaznika niezawodnosci f jako funkcji pionowej xy./B przy réznych warto-
$ciach skali poziomej 6x)/B.

* xn/B=5

.._E__
! B Gxp/B=10
= Oy/B=30
\ —*= B, /R=50
6 ‘ - @ G/B= O, /B

s

L]

) 0.3 1.5 2 25

H(X )V/B

Rys. 6.5. Wskaznik niezawodnosci f8 jako funkcja pionowej bezwymiarowej skali ﬂl{kFuacji' O(XI,.- /B
przy réznych wartosciach bezwymiarowej poziomej skali fluktuacji Oxn/B. Wyniki obliczen dla
fundamentu powierzchniowego

Jak widaé, podobnie jak to ma miejsce na rysunku 6.3, poczawszy od warto-
$ci poziomej skali Gxy,/B = 5, roznice w wartoSci wskaznika niezawodnosci sa
juz malo istotne. Gdy chodzi o skale pionowa, to stabilizacja wskaznikow f naste-
puje powyzej wartosci 6xy,/B = 1. Jednak najwazniejsza informacja pochodzaca
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z tego rysunku jest to, ze modelowanie izotropowe (Ox)v/B = O/ B) zawyza
wskazniki niezawodnosci. Potwierdza to konkluzje sformutowane w rozdziale 5,
ze przyjecie zatozenia o izotropii pol losowych charakteryzujgcych parametry
wytrzymatosciowe podtoza prowadzi do oszacowan losowej nosnosci ,,po stro-
nie niebezpiecznej” z punktu widzenia bezpieczenstwa posadowienia.

Prezentowane dotad (w ramach podrozdziatu 6.2) metody kalibracji dotyczy-
ty przypadku, gdy nosnos¢ g, byta zmienna losowa o rozkfadzie log-normalnym.
Jak jednak pokazano w podrozdziale 5.3, rozktad log-normalny nie zawsze sta-
nowi najlepsza estymacj¢ rozktadu prawdopodobienstwa nosnosci, zwlaszcza
gdy mamy do czynienia z podtozem niespoistym. Wowczas kalibracji mozna
dokona¢ postugujac si¢ bezposrednio wzorem (6.19), pod warunkiem, ze znany
Jest rozktad prawdopodobienstwa g,. Jesli dystrybuanta F, (x) jest funkcja scisle
rosngcy, to wowczas wzor (6.19) moze by¢ przeksztatcony do postaci

9.=F,'[®,(-B)]. (6.24)

gdzie Fq”/_l oznacza funkcj¢ odwrotng do dystrybuanty zmiennej g;. Jesli no$no$¢
fawy w ptaskim stanie odksztalcenia wyrazona jest w kN/m, to oznaczajac te
nosnos¢ przez Oy, zapisujemy wzor (6.24) jako

0,=Fo [ @(-B)]. (6.25)

Oznaczmy teraz przez (g4 deterministyczng warto$¢ nosnosci uzyskang dla
okreslonej szerokosci oraz okreslonego zaglebienia fundamentu przy warto-
$ciach poszczegdlnych parametrow podloza réwnych ich warto$ciom oczekiwa-
nym ($rednim). CzeSciowy wspotczynnik bezpieczenstwa dla no$nosci mozna
wowczas zapisac jako

9y

W pracy Puly i Zaskoérskiego (2015) przeprowadzono kalibracj¢ warto$ci ob-
liczeniowej nosnosci dla podtoza niespoistego. Na podstawie estymacji opisanej

7a (6.26)

w podrozdziale 5.3 niniejszej monografii wskazano na rozktad Weibulla jako
dobrze dopasowany do rozktadu empirycznego uzyskanego poprzez symulacje
Monte Carlo. Nastepnie, dla zadanego poziomu bezpieczenstwa wyrazonego
przez wskaznik niezawodnosci f, skalibrowano czgsciowe wspotczynniki bez-
pieczenstwa yy dla no$nosci wedlug wzoru (6.26) dla pigciu réznych szerokosci



235

fundamentu oraz czterech réznych poziomow jego zaglebienia. Wyniki zesta-
wiono w tabeli 6.5.

Tabela 6.5. Wspotczynniki bezpieczenstwa jako funkcja wskaznika niezawodnosci § przy roznych
szerokosciach fundamentu B w zaleznosci od szerokosci fundamentu

Qe |BI-1| 2 | 22 | 24| 26|28 ]30]32]34]36]38
h,[m] | [KN/m]

zMES |B[m] 7r (-1

1,0 368,50 | 0,8 | 2,15 | 2,27 | 2,38 | 2,47 | 2,55 | 2,62 | 2,67 | 2,70 | 2,73 | 2,75

472,00 1,0 | 2,14 | 2,25 | 2,36 | 2,45 | 2,53 | 2,59 | 2,64 | 2,68 | 2,71 | 2,73

595,03 1,2 | 2,18 | 2,40 | 2.40 | 2,49 | 2,57 | 2,53 | 2,68 | 2,72 | 2,75 | 2,77

704,84 1,4 | 2,15 | 2,36 | 2.36 | 2,44 | 2,52 | 2,58 | 2,63 | 2,67 | 2,69 | 2,71

848,11 1,6 | 2,19 | 2,37 | 2,37 | 2,45 | 2,51 | 2,56 | 2,60 | 2,63 | 2,65 | 2,66

15 501,14 | 0,8 | 2,13 | 2,34 | 2,34 | 2,43 | 2,50 | 2,56 | 2,60 | 2,64 | 2,66 | 2,68

648,22 1,0 | 2,15 | 2,36 | 2,36 | 2,44 | 2,52 | 2,57 | 2,62 | 2,66 | 2,68 | 2,70

804,44 1,2 | 2,16 | 2,37 | 2,37 | 2,46 | 2,53 | 2,59 | 2,64 | 2,68 | 2,71 | 2,72

950,47 1,4 | 2,14 | 2,34 | 2,34 | 2,42 | 2,49 | 2,55 | 2,60 | 2,63 | 2,66 | 2,68

1126,78 | 1,6 | 2,19 | 2,38 | 2,38 | 2,47 | 2,54 | 2,60 | 2,65 | 2,69 | 2,71 | 2,73

1,75 573,54 | 08. | 2,15 | 2,37 | 2,37 | 2,45 | 2,53 | 2,59 | 2,63 | 2,67 | 2,69 | 2,71

737,80 1,0 | 2,16 | 2,37 | 2,37 | 2,46 | 2,54 | 2,60 | 2,64 | 2,68 | 2,71 | 2,71

899,86 | 12 | 2,14 | 2,35 | 2,35 | 2,43 | 2,50 | 2,56 | 2,61 | 2,65 | 2,67 | 2,69

1081,64 | 1,4 | 2,17 | 2,36 | 2,36 | 2,43 | 2,50 | 2,56 | 2,60 | 2,63 | 2,66 | 2,67

127422 | 1,6 | 2,19 | 2,37 | 2,37 | 2,45 | 2,52 | 2,57 | 2,61 | 2,65 | 2,67 | 2,68

2,0 673,42 | 08 | 2,16 | 2,37 | 2,37 | 2,46 | 2,53 | 2,59 | 2,64 | 2,68 | 2,70 | 2,72

862,27 1,0 | 2,16 | 2,36 | 2,36 | 2,44 | 2,52 | 2,57 | 2,62 | 2,65 | 2,68 | 2,69

1047.82 | 12 | 2,14 | 2,34 | 2,34 | 2,42 | 2,49 | 2,55 | 2,60 | 2,63 | 2,66 | 2,68

1253,70 | 1,4 | 2,16 | 2.35. | 2,35 | 2,43 | 2,50 | 2,56 | 2.61 | 2,64 | 2,67 | 2,68

1470,66 | 1,6 | 2,18 | 2,38 | 2,38 | 2,46 | 2,53 | 2,59 | 2,63 | 2,67 | 2,70 | 2,71

Warto zwréci¢ uwage na fakt, ze dla ustalonej wartosci wskaznika niezawodno-
Sci B wspotezynniki bezpieczenistwa yz odpowiadajace réznym szerokosciom fun-
damentu oraz réznym poziomom jego zagiebienia roznig si¢ pomigdzy soba nie-
znacznie i moglyby by¢ pominigte w projektowaniu. Mozna by zatem dla ustalonej
wartosci f wybra¢ najwicksza wartos¢ yz sposrod odpowiadajacych wartosci dla
réznych szerokosci i glebokosci. W ten sposob jednej wartosci wskaznika S odpo-
wiadataby jedna wartos¢ czesciowego wspélczynnika bezpieczefistwa dla nosnosci.

Przyktady kalibracji wartosci obliczeniowych no$nosci wedtug podanych po-
wyzej procedur podano takze w pracy Pieczynskiej-Koztowskiej i Puty (2017).







7. Podsumowanie
i perspektywy rozwoju

Niniejsza monografia dotyczy zagadnien losowej nosnosci posadowienia bezpo-
sredniego. Jest rzecza oczywista, ze oszacowania probabilistycznych charaktery-
styk tejze nosnosci wymagaja odpowiedniego narz¢dzia matematycznego. Takim
narzedziem, w opinii wielu badaczy (podzielanej tez przez autora niniejszej mo-
nografii), jest teoria pol losowych. Mozna wymienié trzy giowne przyczyny
przemawiajace za powyzszym stwierdzeniem.

Po pierwsze pola losowe bardzo dobrze nadaja si¢ do modelowania prze-
strzennej zmiennosci poszczegolnych wlasciwosci gruntu. Jak wspomniano
w rozdziale pierwszym, to wiasnie zmienno$¢ przestrzenng nalezy uznac za naj-
wazniejszg przyczyng niepewnosci zwigzanej z rozpoznaniem podtoza gruntowe-
go. Adekwatno$¢ teorii pot losowych do modelowania przestrzennej zmiennosci
poszczegblnych parametrow gruntu wynika przede wszystkim z mozliwosci ko-
relowania ze sobg zmiennosci danego parametru w réznych punktach obszaru
istotnego z punktu widzenia posadowienia obiektu. Takiej mozliwosci nie daje
prostsze podejscie, ktorym jest modelowanie poszczegdlnych parametrow przez
pojedyncze zmienne losowe.

Po drugie, jak wskazano we wczesniejszych pracach, randomizacja para-
metréw gruntu w taki sposob, aby jednemu parametrowi odpowiadata doktadnie
jedna zmienna losowa, bez uprzedniej procedury usrednienia przestrzennego pro-
wadzi do zanizenia wartosci wskaznika niezawodnosci (co odpowiada przesza-
cowaniu wartosci prawdopodobienstwa awarii), gdy badane jest ryzyko wypie-
rania gruntu spod podstawy fundamentu. Usrednienie przestrzenne prowadzi
bowiem (poprzez zastosowanie funkcji wariancji) do redukcji wariancji punkto-
wej, a co za tym idzie, do bardziej realistycznej oceny miar niezawodnosci. Jest
to bardzo istotne zwlaszcza wtedy (por. rozdziat 4), gdy stosunkowo duzy obszar

podtoza uczestniczy w powstaniu stanu granicznego nosnosci.
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Wreszcie po trzecie, modelowanie wiasciwosci gruntu za pomocg pol loso-
wych w naturalny sposob wpasowuje si¢ w modelownie numeryczne zagadnien
brzegowych geotechniki za pomoca metody elementéw skonczonych, prowa-
dzac w konsekwencji do losowej metody elementow skonczonych lub réwnole-
gle rozwijajacej stochastycznej metody elementéw skonczonych.

W rozdziale 2 zamieszczono krotkie omowienie pojec z zakresu teorii pél lo-
sowych. Wyboru zagadnien dokonano pod katem zastosowan omawianych w ko-
lejnych rozdziatach. Szczegoélng uwage zwrocono na usrednienia przestrzenne
oraz zagadnienia zwigzane z poj¢ciem skali fluktuacji. W podrozdziale 2.5 wpro-
wadzono pojecie skali fluktuacji w dowolnym kierunku (a,ﬂ). Jest to pojecie
nowe, bardzo przydatne w charakteryzacji anizotropowych pél losowych — dotad
bylo stosowane przez innych autoréow jedynie w szczegdlnym przypadku, mia-
nowicie jako pozioma skala fluktuacji. Ponadto w podrozdziale 2.7 opracowano
zagadnienie przeliczania skal fluktuacji przy transformacjach pol losowych.
W dotychczasowych publikacjach zagadnienie to nie bylo omawiane w sposdob
precyzyjny. Ograniczano si¢ zwykle do stwierdzen, ze wielkos¢ skali fluktuacji
w polu podstawowym i polu uzyskanym w wyniku transformacji powinny by¢
do siebie zblizone (Fenton i Griffiths, 2004). Precyzyjne rozwiazanie tego za-
gadnienia, dla transformacji pola gaussowskiego na pole log-normalne (podane
takze dla kierunkowych skal fluktuacji), zamieszczono w podrozdziale 2.7. To
rozwigzanie, ktore udato mi si¢ wyprowadzi¢ pod koniec ubiegtego roku, nie byto
dotad nigdzie publikowane ani przedstawiane w referatach konferencyjnych.

Mozna z catg pewnoscig stwierdzi¢, ze zastosowanie teorii pol losowych do
zagadnien modelowania wlasciwosci podloza bgdzie nadal rozwijane. W ostat-
nich latach pojawity si¢ prace stosujace tzw. warunkowe pola losowe (conditio-
nal random fields). Koncepcja ta polega na generowaniu pol losowych w sposob
warunkowy z uwzglednieniem kolejno uzyskiwanych rezultatéw badania gruntu
(por. np. Lloret-Cabot i in., 2014; Li i in., 2016; Lei-Lei Liu i in., 2017).

Nieco inne podejscie stanowig modele krigingowe (Chilés i Delfiner, 2012),
ktore tez stanowig pewna czg¢s$¢ teorii funkcji losowych. Kriging, rodzaj estyma-
cji liniowej, powstat z potrzeb oszacowan objetosci rozmaitych depozytow geo-
logicznych. Rozwoj tej metody zapoczatkowatl Krige (1951, por takze Krige,
1962) — stad nazwa tej techniki oszacowania. Pozniej rezultaty Krigego zostaty
uogolnione prze Matherona (1963), ktéry w konsekwencji stworzyt nowg dzie-
dzing zastosowan matematyki, zwang geostatystyka. Modele krigingowe po-
czatkowo nie byly zbyt chetnie stosowane do probabilistycznego modelowania
w geotechnice. Wynikato to przede wszystkim z faktu niewielkiej liczby otwo-
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row badawczych w prowadzonych badaniach podtoza dla potrzeb konkretnych
inwestycji. Obecny rozwoj badan polowych, przede wszystkim dzigki zastoso-
waniu sondy CPT oraz rozpowszechnieniu badan dylatometrycznych, daje moz-
liwos¢ pozyskania coraz wigkszej liczby danych, ktére moga by¢ wykorzystane
przy tworzeniu modeli krigingowych, nadajacych si¢ do analiz probabilistycz-
nych w geotechnice, w tym takze do badania losowych wiasnosci posadowien
bezposrednich. Wskazuja na to ostatnio publikowane prace, np. Li i wspétauto-
row (Li i in., 2016) oraz Vessii, Castrignana, Di Curzia i autora niniejszej mono-
grafii (Vessia i in., 2018). W stosunku do ,klasycznego” modelowania stacjo-
narnymi polami losowymi modele krigingowe pozwalajg na uniknigcie tzw.
»detrendyzacji” (odfiltrowania trendu), czyli usunigcia z opisu zmieniajgcej sie
w przestrzeni warto$ci Sredniej modelowanego parametru. Procedura ,,detrendy-
zacji” w analizie pozyskanych danych nie jest jednoznaczna i moze implikowaé
gorsza jakos¢ opisu probabilistycznego.

Jednak prawdziwym wyzwaniem wydaje si¢ by¢ rezygnacja z zalozenia
o stacjonarnosci pola losowego. Zrdznicowanie naturalnych depozytéw geolo-
gicznych jest tak duze, ze jedynie wyjatkowo jednorodne warstwy gruntowe (np.
osady rzeczne lub jeziorne) spetniajg warunki statosci sredniej parametréw oraz
translacyjnej niezmienniczo$ci funkcji korelacji tychze parametréw. Stosowanie
stacjonarnych pol losowych jest wiec kompromisem, wynikajagcym po pierwsze
ze zbyt matej liczby danych pochodzacych z badan parametréw gruntu, po drugie
z czasu trwania obliczen numerycznych zwigzanych z okreslonym typem mode-
lowania. W przypadku pola niestacjonarnego funkcja korelacji dla zagadnienia
trojwymiarowego jest funkcjg szesciu zmiennych, a nie trzech, jak to ma miejsce
przy zalozeniu stacjonarnosci. Jednak modelowanie niestacjonarnymi funkcjami
losowymi jest rozwijane w ramach innych dziedzin inzynierii, np. w dynamice
stochastycznej (por. np. Jarczewska i in., 2011). Stad nadzieja na mozliwos¢
zastosowania takiego modelowania w geotechnice. Osobny problem stanowi nu-
meryczne generowanie pol niestacjonarnych — znacznie bardziej skomplikowane
niz w przypadku pél stacjonarnych. Istnieja juz jednak gotowe procedury gene-
rowania takich pol (por. np. Sakamoto i Ghanem, 2002).

Oczywiscie uzyteczne z inzynierskiego (geotechnicznego) punktu widzenia
modelowanie probabilistyczne musi zawieraé poprawng identyfikacj¢ parame-
trow modelu opartg na terenowych badaniach podtoza (in situ). Zagadnienie to
zasygnalizowano w rozdziale trzecim monografii. Zdaniem autora najwazniej-
szym zagadnieniem wymagajacym poprawienia jest opracowanie precyzyjne
metody wyznaczania poziome;j skali fluktuacji. Do tej pory zagadnienie to byto
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traktowane w literaturze najczgsciej dos¢ marginalnie (czgsto raczej bazowano
na intuicji badaczy). Wraz z rozwojem modeli anizotropowych musi by¢ ono
opracowane doktadniej — z precyzyjnie okreslonymi procedurami oszacowania.
W 2018 roku pojawity si¢ dwie nowe publikacje na ten temat — Te Xiao i in.
(2018) oraz Ching i in. (2018).

Probabilistyczne oszacowanie nosnosci w ramach tej monografii bazowato
na dwoch podstawowych podejsciach: losowych mechanizmach kinematycz-
nych oraz oszacowaniach w ramach losowej metody elementoéw skonczonych.
W ramach pierwszego podejscia (przedstawionego w rozdziale 4 monografii)
opracowano procedury polegajace na usrednieniu pola losowego reprezentuja-
cego dang wlasciwos¢ (parametr) gruntu wzdtuz linii poslizgu wystepujacych
w mechanizmie Prandtla. Wyprowadzono wzory okreslajace wariancje zmien-
nych losowych powstatych w wyniku usredniania pola oraz kowariancje pomig-
dzy nimi. Te rezultaty zastosowano do opracowania procedur numerycznych
stuzacych wyznaczaniu miar niezawodnosci w postaci wskaznika niezawodnosci
lub prawdopodobienstwa awarii dla potrzeb oszacowania bezpieczenstwa posado-
wienia lub oceny ryzyka awarii. Opracowane algorytmy pozwalajg na zastosowa-
nie anizotropowych podl losowych do modelowania przestrzennej zmiennosci
wiasciwosci podtoza, co koresponduje z obserwowang w badaniach polowych
szybsza zmiennoscig wlasciwosci podtoza w kierunku pionowym w stosunku
do poziomego. Oprocz tego algorytmy te umozliwiajg analizy z uwzglednie-
niem losowego potozenia linii poslizgu w mechanizmie kinematycznym. Sg
elementem, ktory moze by¢ uzywany w projektowaniu geotechnicznym wspo-
maganym teorig niezawodnosci (reliability besed design) oraz przy analizie bez-
pieczenstwa (np. w dziatalnosci eksperckiej lub dla potrzeb ubezpieczenio-
wych). Podstawowym kierunkiem dalszego rozwoju losowych mechanizmoéw
kinematycznych jest niewatpliwie opracowanie analogicznych metod dla zagad-
nien trojwymiarowych (stopy fundamentowe). Prace na ten temat zostaly juz
rozpoczgte i pierwsze interesujace rezultaty uzyskane zostaly w pracy doktor-
skiej Marcina Chwaty (Chwata, 2018) opracowanej pod opiekg naukowg autora
niniejszej monografii. Algorytmy zaproponowane w pracy Chwaty (2018) oparte
s3 na trjwymiarowych wieloblokowych mechanizmach wykorzystujacych po-
wierzchnie stozkowe. Mechanizmy te zaproponowane zostaly do analizy deter-
ministycznej w pracy Michatowskiego (2001).

Drugie podejscie zaprezentowane w monografii to oszacowanie losowej no-
snosci za pomocg losowej metody elementow skoficzonych (oznaczanej dalej
skrotowo jako RFEM). Jak wczes$niej wspomniano, metoda ta, zaproponowana
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przez Fentona i Griffithsa (Griffiths i Fenton, 1993; Fenton i Griffiths, 2008), jest
potaczeniem modelowania wlasciwosci gruntow za pomoca pél losowych, roz-
wigzania zagadnienia brzegowego za pomoca deterministycznej metody elementow
skonczonych oraz symulacji Monte Carlo prowadzacej do uzyskania charaktery-
styk statystycznych poszukiwanej odpowiedzi. W zakresie nosnosci posadowienia
bezposredniego wczesniejsze prace w ramach RFEM przedstawity rozwigza-
nie dla fundamentéw powierzchniowych posadowionych na gruntach idealnie
spoistych oraz spoistych (tarciowo-kohezyjnych). Dotyczyty one jednak mode-
lowania wytgcznie za pomocg pol izotropowych, zaktadajac identyczng zmien-
nos$¢ wilasciwosci podtoza w kazdym kierunku rozpatrywanego obszaru. Jak
Jednak wiadomo, grunty naturalne wykazuja na ogot inny charakter zmienno-
$ci w kierunku pionowym, a inny w kierunku poziomym. Dlatego w rozdziale 5
zbadano wplyw modelowania anizotropowego parametréw podioza na charakte-
rystyki losowej nosnosci posadowienia bezposredniego. Oczywiscie modelowa-
nie anizotropowe w sposob bardziej precyzyjny odwzorowuje wiasciwosci
podtoza gruntowego. Co wigcej, zademonstrowano na licznych przyktadach, ze
modelowanie izotropowe zawyza warto$¢ srednig losowej nosnosci posado-
wienia bezposredniego, zanizajac jednoczesnie jej wspotczynnik zmiennosci, co
w rezultacie prowadzi do zanizenia wartosci prawdopodobienstwa wyczerpania
tejze no$nosci na skutek oddziatywan zewnetrznych. Zatem stosujagc modelowa-
nie izotropowe czy to w analizie bezpieczenstwa, czy tez w procesie projekto-
wania wspomaganego metodami niezawodnosci, popetnia si¢ btad ,,po stronie
niebezpiecznej”. Oprocz uogodlnienia polegajacego na zastosowaniu modelowania
anizotropowego w rozdziale 5 przedstawiono tez uogolnienie w stosunku do za-
proponowanych przez Fentona i Griffithsa (2003) algorytmow dla przypadkow
fundamentow zaglebionych oraz algorytm uwzglgdniajacy w oszacowaniach
losowej nosnosci ciezar wlasny gruntu, na ktorym posadowiony jest fundament.
Ponadto przeprowadzono estymacje¢ rozktadow prawdopodobieristwa nosnosci,
wskazujac, ze w przypadku gruntéw spoistych dobrze dopasowanym rozkta-
dem jest rozktad log-normalny, podczas gdy w przypadku gruntéw niespoistych
lepsze dopasowanie daje rozktad Weibulla. Dalszy rozwdj zastosowar metody
RFEM w odniesieniu do nosnosci posadowienia bezposredniego to przede
wszystkim uogélnienia na uzytek analiz trjwymiarowych (stopy fundamentowe)
z zastosowaniem p6l losowych o obszarach okreslono$ci zawartych w przestrze-
ni tréjwymiarowej (R’). Prace nad tym zagadnieniem s3 juz w toku, a pierwsze
rezultaty zostaly przedstawione w referacie na konferencji ComGeo IV (Kawa
i Puta, 2018). Waznym zagadnieniem jest takze analiza nosnosci posadowienia
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bezposredniego na podfozu uwarstwionym. Jest to zagadnienie skomplikowane
obliczeniowo, gdyz na przyktad w przypadku dwoch warstw gruntu spoistego trze-
ba zastosowac cztery pola losowe do modelowania parametrow wytrzymatoscio-
wych podloza. Wstepne prace i wyniki dotyczace tego zagadnienia przedstawiono
w referacie na konferencji Geo-Risk 2017 (Zaskorski, Puta i Griffiths, 2017).

Roéwnolegle prowadzone s3 prace nad implementacja do metody bardziej za-
awansowanych modeli podtoza, w szczegdlnosci modelu hardening soil, ktéry
stosowany jest w kilku komercyjnych systemach komputerowych. W tym przy-
padku jednak powaznym ograniczeniem jest bardzo diugi czas obliczen potrzebny
do uzyskania choc¢by jednego tysiaca realizacji. Takiej implementacji poswieco-
ny jest referat Kawy, Puty i Trutego (2019) zgloszony na Europejska Konferencje
Mechaniki Gruntow i Inzynierii Geotechnicznej (ESSMGE).

Rezultaty przedstawione w powyzszych rozdziatach stanowig istotny wkiad
w rozwoj badania losowych zjawisk w obrebie geomechaniki i geotechniki. Jed-
nak ich nadrzgdnym celem jest polepszenie istniejacych metod stuzacych ocenie
niezawodnosci fundamentéw bezposrednich oraz ocenie ryzyka wyczerpania ich
nosnosci. Ponadto maja tez stuzy¢ udoskonalaniu metod projektowania poprzez
odpowiednig kalibracj¢ wartosci charakterystycznych i obliczeniowych parame-
trow geotechnicznych. O tych zagadnieniach jest mowa w rozdziale 6 niniejsze;j
monografii. Pokazane tam sposoby kalibracji moga by¢ bezposrednio zastoso-
wane dla potrzeb projektowania na podstawie teorii niezawodnosci, ale takze
innych podejs¢ projektowych, na co wskazuje podrozdziat 6.1.

Na zakonczenie chciatbym jeszcze raz podkresli¢, ze modelowanie prze-
strzennej zmiennosci wiasciwosci gruntu za pomoca anizotropowych pél loso-
wych wydaje si¢ by¢ konieczne w kontekscie oceny bezpieczenstwa konstrukcji
budowlanych wznoszonych w coraz bardziej skomplikowanych warunkach grun-
towych i wspétpracujacych z coraz wigkszymi obszarami podtoza. Tradycyjnie
stosowane modelowanie za pomocg pojedynczych zmiennych losowych jest juz
bowiem w wigkszosci przypadkow niewystarczajagce. Uwaga ta dotyczy nie tylko
posadowien bezposrednich, ale takze innych rodzajéw fundamentow, konstrukcji
oporowych, a szczegdlnie statecznosci skarp i zboczy.
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