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1. Wstep

QOd lat siedemdziesiatych ubieglego stulecia obserwowany jest dynamiczny rozwoj
analizy falkowej, ktora wywodzi si¢ zardbwno z czystej matematyki — szczegolnie
z takich jej dzialdéw, jak analiza harmoniczna, analiza funkcjonalna czy teoria aprok-
symacji — jak 1 z matematyki stosowanej zajmujacej si¢ gtownie przetwarzaniem sy-
gnatow i zagadnieniami fizyki matematycznej (Chui [1.1], Resnikoff i Wells [1.2],
Mallat [1.3], Aboufadel i Schlicker [1.4], Wojtaszczyk [1.5], Bialasiewicz [1.6]). Jak
z tego wynika, analiza falkowa nie bazuje na calkowicie nowych ideach, ktére stano-
wily podstawe jej powstania 1 rozwoju, ale na koncepcjach, ktore w réznej formie
istnialy w réznych dziedzinach nauki. Wspdlny wysitek naukowcoéw wielu specjalno-
$ci, ktérzy zauwazyli, ze niezaleznie od siebie stosuja podobne idee, zaowocowal
powstaniem i sformalizowaniem teorii powszechnie dzisiaj nazywanej teorig falek lub
teorig analizy falkowej. Teori¢ falek mozna postrzegaé jako systematyczne, nowe
podejscie do analizy tak zwanych struktur wielorozdzielczych, przez ktére nalezy
rozumieé takie obiekty (np. sygnaly, operatory), ktére mozna analizowa¢ na réznych
poziomach doktadnosci ich aproksymacji. Powszechno$¢ wystgpowania w naturze
1 nauce obiektow o strukturze wielorozdzielczej jest jedna z przyczyn dynamicznego
rozwoju analizy falkowej. Falki stanowia rowniez podstawe budowania réznego ro-
dzaju baz ortogonalnych, pozwalajacych na zwarty, efektywny zapis nawet zlozonych
funkcji niestacjonarnych.

Obecnie analiza falkowa znajduje szerokie zastosowanie w wielu dziedzinach na-
uki i techniki, do ktérych migdzy innymi mozna zaliczy¢: astronomie, biologie, tele-
komunikacje, chemie, medycyne, ekonomig, fizyke, matematyke stosowana 1 mecha-
nike (Chui, Montefusco i Puccio [1.7], Goswami i Chan [1.8], Percival i Walden
[1.9]). Z zestawienia wybranych, roznych dziedzin, w ktorych stosowana jest analiza
falkowa wynika, ze ten typ analizy jest uniwersalnym, atrakcyjnym i skutecznym na-
rzedziem wielu badaczy. Dowodem zainteresowania analiza falkowa jest literatura
przedmiotu, liczaca tysiace artykuléw naukowych oraz setki opracowan zwartych
w postaci skryptéw, monografii i podrecznikow.

Niniejsza monografia jest poswigcona wykorzystaniu analizy falkowej, a szcze-
golnie jej odmiany — pakietowej analizy falkowej, w wybranych dzialach mechaniki
teoretycznej i stosowanej. Przedstawiony material dotyczy zaréwno zagadnien czysto
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technicznych, do ktorych zalicza si¢ analiz¢ sygnalu, jak i zagadnien teoretycznych,
ktore za swoj cel majq analizg czgsto ztozonych modeli matematycznych. W mono-
grafii pokazano, jak analizg¢ falkowa, a szczegodlnie pakietowa analize falkowa mozna
wykorzysta¢ jako uniwersalne narzgdzie badawcze szerokiego spektrum praktycznych
1 teoretycznych zagadnien wspotczesnej mechaniki.

W rozdziale drugim przedstawiono ide¢ analizy falkowej, a w rozdziale trzecim
podstawy — dalej w monografii wykorzystywanej — pakietowej analizy falkowe;.

Celem rozdziatu czwartego jest pokazanie, ze pakietowa transformata falkowa jest
skutecznym narzedziem analizy spektralnej sygnatu i umozliwia identyfikacje efektow
lokalnych w nim zawartych. W rozdziale tym przedstawiono wyltacznie praktyczny
aspekt stosowania pakietowej analizy falkowej w analizie sygnalu.

W rozdziale pigtym — na przykladzie nieliniowej analizy uktadu o jednym stopniu
swobody z wiskoelastycznymi jednostronnymi wiezami — zademonstrowano skutecz-
nos¢ dyskretnej analizy falkowej i pakietowej analizy falkowej odpowiedzi uktadu
w szybkiej, jakosciowej identyfikacji jego stanow chaotycznych.

W rozdziale széstym pokazano skutecznos¢ pakietowej analizy falkowej z baza
Walsha w procesie poszukiwania dobrych reprezentacji pochodnych sygnatu, ktére sq
nastgpnie wykorzystywane w procesie identyfikacji parametrycznej i w procedurze
identyfikacji nieparametryczne;j.

Celem rozdzialu sidédmego jest sformulowanie — opartych na falkowych bazach
pakietowych Walsha — algorytmoéw analizy zagadnien poczatkowych liniowych row-
nan rézniczkowych o stalych i zmiennych wspétczynnikach oraz pokazanie postaci
tak zwanych modyfikowanych macierzy operacyjnych catkowania i zbadanie ich
wplywu na doktadnos¢ obliczen.

W rozdziale 6smym — korzystajac z metody najmniejszych kwadratow — przedsta-
wiono algorytm metody residualnej, bazujacy na pakietowych funkcjach falkowych
Walsha, do rozwigzywania wielopunktowych zagadnien brzegowych, a zwlaszcza do
analizy probleméw dwupunktowych, do ktérych sprowadza sie wiele zagadnien me-
chaniki.

W rozdziale dziewiatym pokazano algorytm rozwiazywania niektérych probleméw
wariacyjnych mechaniki metoda bezposrednia, bazujaca na, dotychczas nie stosowa-
nych w tego typu zagadnieniach, falkowych bazach pakietowych Walsha.

Tematem rozdzialu dziesiatego jest zastosowanie baz pakietowych Walsha do roz-
wigzywania liniowych réwnan rézniczkowych czastkowych z wykorzystaniem sfor-
mulowanych wczesniej uogdlnionych operacyjnych macierzy calkowania i analiza
wplywu postaci tych macierzy na otrzymywane rozwiazania.

Po rozdzialach wprowadzajach w tematyke analizy falkowej i pakietowej analizy
falkowej w kazdym z rozdzialow nastepnych szczegdtowo omdéwiono literature doty-
czacq poruszanej tematyki 1 na tym tle pokazano rozwigzania oryginalne autora. Nie
dazono do calkowitego ujednolicenia systemu oznaczen w kolejnych rozdzialach, co
pozwolilo na zachowanie tradycyjnie w literaturze stosowanych oznaczenn w réznych
przedstawianych tutaj dzialach mechaniki.
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Rozdziaty, poczynajac od wstgpu, sa numerowane cyframi arabskimi; dotyczy to
réwniez podpunktow wystepujacych w rozdziatach. Pozycje cytowanej literatury,
wzory 1 rysunki oznaczono numerem rozdziatu i liczba wskazujaca na kolejng pozycje
literatury czy kolejny wzor lub rysunek, pojawiajace sie¢ w ramach rozdziatu.



2. Podstawy analizy falkowej

2.1. Wprowadzenie

W rozdziale tym przedstawiono podstawowe informacje dotyczace analizy falko-
wej jedynie w tym zakresie, jaki jest bezposrednio wykorzystywany w monografii.
Pelne informacje dotyczace teorii analizy falkowej zainteresowany czytelnik znajdzie
w cytowanej literaturze.

Falki yA) to, jak sama nazwa wskazuje, ,,mate fale”, ktére maja ograniczony zakres
i oscylacyjny charakter. W okresleniu falek czgsto pomija si¢ stowo funkcja, gdyz poza
nielicznymi wyjatkami nie maja one analitycznego zapisu, a ich wartosci sa okreslane
schematami rekurencyjnymi praktycznie jedynie w skonczonym zbiorze punktow.
Zmienna niezalezng f nazywa si¢ w tym rozdziale czasem, cho¢ réwnie dobrze moze to
by¢ na przyklad zmienna przestrzenna. Nazwanie zmiennej niezaleznej jest czasem po-
dyktowane tym, Ze z reguly podstawy analizy falkowej sa wyjasniane na przyktadach
badania sygnaléw wlasnie z czasem jako naturalng zmienng niezalezna.

Falki stanowia specyficzne zbiory funkcji bazowych w opisie przestrzeni funkcyj-
nych. Funkcje te sg szczegdlnie przydatne w opisie funkcji nieciagtych 1 nieregular-
nych, z ktorymi gtéwnie mamy do czynienia w odpowiedzi realnych uktadow fizycz-
nych. W przeciwienstwie do bazy Fouriera, ktorej elementami sg proste funkcje
trygonometryczne o nieskonczonym zakresie, falki ze swoim ograniczonym zakresem
1 z reguly szybkim zanikaniem stanowig bazy dobrze lokalizowane w czasie ¢. Funkcje
bazowe Fouriera sa doskonale zlokalizowane w dziedzinie czgstosci 1 tym samym
stanowia idealna baze dla funkcji stacjonarnych, okresowych, w opisie ktérych nie
jest konieczna lokalizacja sktadowych harmonicznych w czasie. Jest to prosta konse-
kwencja nieograniczonego zasiegu funkcji bazowych — funkeji tych nie mozna zloka-
lizowaé w czasie i tym samym w opisie zjawisk niestacjonarnych ten typ analizy pro-
wadzi do licznego zbioru funkcji aproksymacyjnych, ktore nie dostarczaja informacji
0 czasie pojawiania si¢ badz znikania sktadowych sygnalu zwiazanych z konkretng
czestoscia czy zakresem czgstosci. W przeciwienstwie do baz Fourierowskich, bazy
funkcji falkowych sa na ogdt dobrze lokalizowane zaréwno w dziedzinie czestosci,
jak i czasu. Bazy funkeji falkowych powstajg przez skalowanie (parametrem a) i prze-
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suwanie w czasie, translacje (parametrem b) falki wyjsciowej (falki matki) y(az+b),
co prowadzi do tak zwanej skalowalnej, hierarchicznej reprezentacji badanej funkc;ji.

Przy opracowywaniu tego rozdziatu korzystano z podrecznikéw Chui [1.1], Resni-
koffa i Wellsa [1.2], Mallata [1.3], Daubechies [2.1], Meyera [2.2] oraz Vetterli
1 Kovacevica [2.3].

2.2. Hierarchiczna skalowalna reprezentacja sygnalu

Na badang funkcj¢ mozemy spojrze¢ jako na kompozycje jej czesci zgrubnej, gladkiej,
stanowiacej podstawe opisu ( f; (t)) 1 czescei, w ktorej znajdujemy informacje o, z reguty
drobnych, jej fluktuacjach — szczegdtach (d; (t)). Takie podejscie — przez analogie do
reprezentacji terenu na mapie o ustalonej skali — pozwala spojrze¢ na funkcje wiasnie
z punktu widzenia przyjetej skali, ktora ustala granice postrzegania szczeg6low. Przyjmu-
jac skale postrzegania funkcji, zaniedbujemy w jej opisie szczegély, ktére mozna ,,do-
strzec” jedynie przyjmujac skale nizsze. Wynika z tego, ze precyzyjniejszy opis funkcji
(opis funkcji na wyzszym poziomie rozdzielczosci j+1 f,, (t)) otrzymamy po dodaniu do
opisu funkcji na nizszym poziomie rozdzielczosci (j) ( f; (t)) szczegOtow (d; (t) ), na kto-
rych postrzeganie pozwala skala, ktéra definiujemy jako 1/2/

f_/+1(t):f/(t)+d_/(t) ‘ 2.1

Nalezy podkreslié, ze zdefiniowana skala 1/a’ =1/2/ zaktada wartosé parametru
skalowania a =2, co przyjmuje si¢ tradycyjnie przy formulowaniu dyskretnej analizy
falkowe;j.

Sukcesywne zmniejszanie skali prowadzi do bardziej precyzyjnego opisu badanej
funkcji (do postrzegania funkcji na wyzszym poziomie rozdzielczosci j+1), a w przej-
Sciu granicznym ze skala do zera postgpowanie to daje petlny opis funkcji, ktéry moz-
na zapisacé jako

70)=15,0+ X4, @2

Przedstawione podejscie w opisie przestrzeni funkcji catkowalnych z kwadratem
(f (t)e L (R)) mozna interpretowac jako poszukiwanie opisu funkcji w przestrzeni V;
(f (t) €V;), ktéry uzupetliamy szczegétami jej opisu w przestrzeniach {Wk}
(d; (t)e W ). Z formalnego punktu widzenia f{(¢) jest rzutem f'na przestrzen V. Jezeli

przez Vj,, oznaczymy przestrzen V; uzupehiona o przestrzen W, to zapis tego faktu
mozemy przedstawié jako
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Vian =V, @W, (2.3)

Relacj¢ (2.3) mozna interpretowac jako dekompozycj¢ przestrzeni V,,; na prze-
strzef V; i ortogonalng do V; przestrzen W, (W, LV;). Latwo zauwazy¢, ze proces
dekompozycji mozna prowadzi¢ dalej (np. do poziomu J), co przedstawia nastepujaca
relacja:

Vin=W; @V, =W, ®W; @V, =..=W; 00, ©..0W, , 0V, , (24)

gdzie W, LW, (j=k)i w, L1V, (j > k). Jak wida¢, przestrzen Via (a tym samym
elementy, funkcje, nalezace do tej przestrzeni) mozna przedstawié w postaci szeregu
podprzestrzeni W, stanowiacych ,,frakcje” przestrzeni wyjsciowej (podprzestrzeni
zawierajacych informacje na réznych poziomach rozdzielczosci — dla réznych skal
postrzegania funkcji) i podprzestrzeni V,_, zawierajacej jedynie ,,zgrubny” opis ele-

mentow nalezacych do V. Jezeli procedurg (2.4) bedziemy prowadzi¢ dalej, to

w przejsciu granicznym otrzymamy lim V; = {O} z jednej strony i limV; = I? (R) ze
Jor—m Joo
strony drugie;j.

Jezeli f (t)e V, (¥, czasami nazywana jest przestrzenia centralng), to przesunig-
cie & funkcji fnalezy do ¥, (f(t - k) e V,), co pokazuje, ze przestrzen ¥, (oraz pozo-
state V; dlaj # 0) sa niezmiennicze z uwagi na translacj¢. Jezeli f(t) eV;, to—natym
poziomie aproksymacji — f(#) nie zawiera fluktuacji (szczeg6tow), ktére mozna ,,do-
strzec” przy skalach mniejszych od 1/2/, a jej postaé przeskalowana f(2¢) nie zawiera
szczegdldéw zauwazalnych przy skalach mniejszych od 1/2'. Wynika z tego, ze
i (Zt) €V,,,. Jezeli przyjmiemy, ze w przestrzeni centralnej ¥, istnieje funkcja ¢(z‘) (tak
zwana funkcja skalujaca), ktérej translacje generuja ortonormalng baze tej przestrzeni, to,
po przyjeciu wyzej przedstawionych warunkéw, funkcje @; = 2/ /2¢(2" t—k) tworza
ortonormalng baz¢ przestrzeni V;.

Powyzsze warunki definiujg hierarchiczng (stopniowang), skalowalng (wynikajaca
z przeskalowywania baz podprzestrzeni) reprezentacje przestrzeni i tym samym repre-
zentacjg sygnatow (funkcji) w tych przestrzeniach zawartych.

2.3. Funkcje skalujace i falki

Jedynie funkcje speliajace warunki przedstawione w punkcie 2.2 moga stanowic¢
bazy przestrzeni V; i (po przeksztalceniach) bazy ich ortogonalnych uzupeien W,
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Funkcja skalujaca ¢(t) wraz z funkcjami powstalymi przez jej przesuniecia k stanowia
baze {¢jk (t)} przestrzeni V;, gdzie ¢, = 27 /2¢(2"' t —k). Jak wiemy, V, c V|, a tym sa-
mym kazda funkcja w ¥, moze by¢ przedstawiona za pomoca bazy przestrzeni V.
Szczegolnie funkcje skalujaca @(t) € ¥, moza wyrazi¢ w bazie {@, (1)} jako

¢(t)=Z]’k¢|k(t):‘/zzhk¢(2t'k) (2.5)

Roéwnanie (2.5) nosi nazwe réwnania skalujacego (ang. dilation equation), a zbior
wspotczynnikdw rozwinigcia {hk} nazywa si¢ filtrem dolnoprzepustowym.

dltl, lt-2] 2%, ¢l2°t-2]
1 1
08 08
0.6 0.6
04 04
02 02
t t
1 2 3 4 5 -0.1 01 02 03 04 05 06
14, ¢it-21 ¥, $12e-2]
1/ 1 —
05| 05
t t
2 4 5 -0.1 01 02 o 04 05 06
-0.5 =05
] -1 — —
Rys. 2.1. Funkcja Haara ¢(r) i ¢(r - 2) Rys. 2.2. Funkcja Haara ¢(23t)i ¢(23t - 2)
oraz falka Haara (1) i y(: - 2) oraz falka Haara l//(23[) i t//(2’t - 2)
Fig. 2.1. Haar functions ¢(t)| ¢( . 2) Fig. 2.2. Haar functions ¢(23’) ¢(2:[ _ 2)

and Haar wavelets y/(r) i /(1 - 2) and Haar wavelets 1//(23t), t//(23t = 2)

Przestrzen W, stanowi ortogonalne dopelnienie przestrzeni ¥, do przestrzeni ¥,
Vi=V,®W, (2.6)

1 tym samym z tego, ze falka g//(t—k)e W,, az W,cV, wynika, ze y/(t) mozna
przedstawi¢ jako superpozycje funkcji bazowych 7,
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v(t)= 2. ()=+2 g, 82t - k) 2.7)
k k

gdzie zbidr wspdlczynnikow {gk} nosi nazwe filtra gérnoprzepustowego.

Roéwnanie (2.7) nazywa si¢ rownaniem falkowym (ang. wavelet equation). Skalowane
funkcje y/(t) stanowig bazy przestrzeni W, :{y/jk (t) =2/ /Zw(Z"' t— k)}

Pierwsza (chronologicznie) z funkcji skalujacych byla funkcja Haara i towarzy-
szaca jej falka, ktére przy dwoch parametrach przesuniecia pokazano przyktadowo na
rys. 2.1. _

Funkcje Haara tworza bazg funkcji odcinkowo statych; w przestrzeni ¥, funkcje

te przyjmuja stata warto$¢ na odcinkach [k,k + 1) (k € N), a w przestrzeni V; (prze-
strzeni o wyzszym od ¥, stopniu odwzorowania funkcji odcinkowo stalych) funkcje
te sq stale na odcinkach [k/2-’ J(k+1)727 )

Jezeli j — oo, to funkcje Haara moga stanowi¢ dobrg baze aproksymacji funkcji

catkowalnych z kwadratem f'(¢)e Z*(R). Na rysunku 2.2 pokazano funkcje Haara
1 towarzyszace jej falki przy j = 3.

alt]

’ X

-1l5t
Rys. 2.3. Funkcja skalujaca ¢(t) Rys. 2.4. Funkcja skalujaca ¢(t)
i falka y/(t) rzedu 5 typu Battle-Lemarie i falka t//(t) typu Shannona
Fig. 2.3. 5 order Battle-Lemarie Fig. 2.4. Shannona scale function ()

scale function ¢(r) and wavelet y/(t) and wavelet l//(t)
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Jak latwo zauwazy¢, funkcje Haara wraz z towarzyszacymi im falkami tworzg baze
funkcji ortogonalnych. Z uwagi na to, ze funkcje bazowe sa odcinkowo state, zadowalaja-
cy opis funkcji prowadzi zwykle do duzej liczby elementéw szeregu aproksymacyjnego.

Oprocz skalujacej funkcji Haara istnieje wiele innych funkcji, ktére spetniaja wa-
runki hierarchicznej reprezentacji przestrzeni. Dalej — nie wnikajac w sposoby kon-
struowania tych funkcji — przedstawiono wybrane funkcje skalujace i falki, ktére
znajduja praktyczne zastosowanie migdzy innymi w wielu zagadnieniach mechaniki.
Szczegblowy opis sposobdw budowania tych funkcji mozna znalezé w literaturze
cytowanej we wprowadzeniu.

Na rysunku 2.3 przedstawiono (przy n = 5) przyktad funkcji skalujacej i towarzy-
szacej jej falki, zbudowanych ze sklejanych wielomiandw stopnia n — sa to funkcje
zbudowane przez Battle i Lemarie.

Na rysunku 2.4 pokazano funkcje¢ skalujaca i falke Shannona. Nalezy zwrocié
uwage na to, ze — w przeciwienstwie do wczesniej pokazanych przyktadow — funkcje
te nie sg okreslone na skonczonym odcinku (no$niku) zmiennej niezalezne;j.

Blt] alt
15,
125¢
1
0.75
05
0.25
-10 o 7 t
-0.25
-0.5 =05
¥t f‘[tl
. 15
0. 1
o~ ~ . 05
‘ LA
-10 -5 10 e e
Vs T—ea_] 05\ 1/ 15 2!
-05 -03
-1 -1
~15
Rys. 2.5. Funkcja skalujaca ¢(z) Rys. 2.6. Funkcja skalujaca ¢()
i falka y(¢) typu Meyera rzedu | i falka y(;) Daubechies rzgdu 2
Fig. 2.5. First order Meyera scale Fig. 2.6. Second order Daubechies
function ¢(t) and wavelet w(t) scale function ¢#(z) and wavelet w()

W przeciwienstwie do funkcji Shannona, funkcje Meyera (rys. 2.5) sg funkcjami
szybko zanikajacymi, zbudowanymi migdzy innymi na bazie wielomianéw stopnia n.
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alt]

08
0.6
04

02 ,)‘\
D\ .

os V 15 20
-04
0.75

05
j

WA
-10 -5 v
-0

-0.75
-1

=]
-
-

10

——
<
"

Rys. 2.7. Funkcja skalujaca (/)
i falka () Daubechies rzgdu 12

Fig. 2.7. 12 order Daubechies scale
function ¢(t) and wavelet y/(t)

Funkcjami, ktore ze wzgledu na swoje wlasciwosci (zwarty nosnik, znikanie sze-
regu momentow, cechy samopodobienstwa) znalazly szerokie zastosowanie, sa roz-
wigzania skonstruowane przez Ingrid Daubechies [2.1]. Na rysunkach 2.6 i 2.7 poka-
zano funkcje skalujace i falki Daubechies odpowiednio rzedu 2 i 12 — wtych
przypadkach funkcje falkowe spelniaja warunki znikania momentow odpowiednio

rzedu do 2 i 12 wlacznie ( It"l//(t)dt =0, n=0,1,.., 12).

Przedstawiono tutaj jedynie kilka wybranych (z olbrzymiej ich liczby) funkcji ska-
lujacych 1 falek, ktorych uzytecznos$é i skuteczno$é w rozwigzaniach konkretnych
zagadnien jest ciagle weryfikowana.

2.4. Dyskretna transformata falkowa

Zalézmy, ze znamy postaé f; (t) funkeji f (t) na j-tym poziomie rozdzielczosci,

co oznacza, ze szczegbly funkeji dla skal mniejszych od 27/ sa nam nieznane. For-
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malnie funkcj¢ f; (t)e V; mozemy przedstawi¢ (dokona¢ jej transformacji falkowej)

w bazie przestrzeni V; relacja

1,0=21l¢:() (2.8)
k
gdzie wspotczynniki rozwinigcia f, kj sg dane przez
5=t 1) =5 1,)= [1,0) 29
Przez ( s > oznaczono operacje iloczynu skalarnego. Przy dyskretnych wartosciach

wskaznikow j,k € N relacja (2.8) jest nazywana dyskretna transformacja falkowa,

Przy ustalonej bazie {gﬁjk} przestrzeni V; wspolczynniki {fkf } w sposdb jedno-
znaczny okreslajg funkeje f; (t) Jezeli w opisie funkcji f; (t) wyroznimy jej czesé
zgrubng f;_, €V, | 1szozegoly d; €W, , to dekompozycje f;( () mozemy przed-

stawi¢ jako

f/(t):f/-l(t)+dj—1(t):kai_l¢/—|/. ZdA V- lk\ (2.10)

gdzie d}™ =<1// kst > Relacja (2.10) odpowiada dekompozycji przestrzeni V; na
Vi, ©®W,_, 1 okresla zwiazek migdzy wspdlczynnikami rozwinigcia {fk’ '} 1 {d,{"’}
funkeji f;(¢ /() w przestrzeniach ¥, 1 W,_;, a wspotczynnikami £/ rozwiniecia funk-
ol f; () w przestrzeni i

Z uwagi na to, ze V,; cV;, funkcje bazowe ¢, k(t) przestrzeni ¥V, , mozemy

przedstawié jako superpozycje funkcji bazowych przestrzeni V'

o

O Z(¢,,,¢, )8 (0) @.11)

gdzie

(81.8;04) =2 ?¢(2"" -kl e —1)2 dr

(2.12)

—J_j¢ (2ut (1 - 2k)) du
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Biorac pod uwage (2.5), relacje (2.12) mozemy zapisaé jako
<¢,i1 ’¢j—1,k> =hy_a (2.13)

Podobnie jak wyzej — z uwagi na to, ze W, , V', — funkcje bazowe y,_, , prze-

mozemy przedstawi¢ jako

V/_/—IA z< busv - 1k> () (2.14)

!

strzeni W,

gdzie
<¢./1"//j—1.k> = 81-2 (2.15)

Na podstawie relacji (2.11) 1 (2.13) oraz (2.14) 1 (2.15) mozemy zapisac, ze:

, Ik Zh/ 2A¢/l

(2.16)
‘//./—1,1( t :Zgl—2k¢jl t
/

Ze zwiazku (2.16) wynikaja proste relacje migdzy wspolczynnikami {fk;""}

1 {d ,{ "'} a wspotczynnikami { ,(j }, ktére mozna przedstawié za pomoca relacji:

fkj—l :< - lk’ > Zhl 7k<¢/l’f> Zh/—Zk-f‘/j
!

d,{—l = <V/_,_|,k,f> = Zgl—2k<¢j[’f> = Zgl—zkflj
/ /

Relacje (2.17) definiuja procedure dyskretnej dekompozycji falkowej funkcji
I () na fia (t) i d;, (t), ktéra mozemy sukcesywnie realizowaé az do wybranego

(2.17)

poziomu rozdzielczosci j, , co pozwala na zapisanie f; (t) jako

=D 18, szwm Z 8, (¢ 2.18)
k

I=jo k

Skalowalna reprezentacja sygnalu moze by¢ tatwo uogélniona na funkcje wielo-
wymiarowe. W przypadku dwéch wymiaréow (x, y) funkcje skalujaca mozna przed-
stawi¢ w postaci iloczynu dwoéch jednowymiarowych funkcji skalujacych

B(x,y)=¢(x)s(») (2.19)
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a rownanie skalujace przyjmuje wtedy postaé

#e.y) =2 hyp2x—k,2y 1) (2:20)
k.l

Poniewaz zaré6wno ¢(x), jak i ¢5(y) spetniajg rownanie skalujace (2.5), mamy wigc
hy = hphy.

W analogiczny sposob jak przy konstruowaniu wielowymiarowej funkcji skaluja-
cej postepujemy, budujac wielowymiarowe falki. W przypadku wielu wymiaréw ma-
my do czynienia z grupg falek, ktére przy dwoch wymiarach definiujemy jako:

v (x,y)=d(x)w (»)
v (x,y) =y (x)e(y) (2.21)

" (x, y)=p () (»)

Na rysunku 2.8 przyktadowo pokazano dwuwymiarowa funkcje skalujaca i pod-
stawowe falki Haara.

Rys. 2.8. Dwuwymiarowa funkcja skalujaca i falki Haara
Fig. 2.8. Two-dimensional Haar scaling function and wavelets
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Uogolnione na dwa wymiary rownania falkowe przyjmuja postac:

v (x,y)=2> glp2x—k.2y-1)

k.l

v W(x,y)=2> gp(2x~k2y-1) (2.22)
kil

" (xy)=2) gl p2x—k2y-1)
k.

(1 (1)

gdzie: gk,) =g, g/(f;l) =ghy, a gy’ =88



3. Podstawy pakietowej analizy falkowej

3.1. Wprowadzenie

W rozdziale drugim przedstawiono ide¢ funkcjonowania algorytmoéow dyskretnej
analizy falkowej, ktore bazujg na roznych typach funkeji skalujacych 1 na towarzysza-
cych im falkach. Algorytmy te sukcesywnie dekomponuja zgrubne frakcje opisu funk-
cji czy sygnalu na kolejng czgs$¢ zgrubna i szczegdly, ktore w nastepnych etapach
analizy nie podlegaja dalszej dekompozycji.

Jak si¢ okazuje, w niektorych praktycznych zastosowaniach procedura analizy fal-
kowej jest niewystarczajaca, na przyklad do identyfikacji pewnych zjawisk, ktorych
oznaki sa zakodowane jedynie w przestrzeniach szczegoétow. Jednym z mozliwych
sposobow modyfikacji algorytmow dyskretnej analizy falkowe;j jest zastapienie usta-
lonego parametru skali a parametrem o ciaglej zmianie wartosci, co prowadzi do
sformulowania ciaglej transformacji falkowej. Zastosowanie ciagtej transformacji
falkowej, ktére w algorytmach numerycznych sprowadza sie¢ do dyskretnej analizy
falkowej z nieskoficzenie malymi zmianami parametru skali, prowadzi z reguly do
radykalnego, uciagzliwego zwigkszenia liczby operacji numerycznych.

Innym sposobem szczegotowej analizy funkcji czy sygnatu — bardziej precyzyj-
nym od analizy falkowej — jest tak zwana pakietowa analiza falkowa, ktérej podstawy
sformutowali Coifman, Meyer i Wickerhauser [3.1].

W punkcie drugim rozdziatu przedstawiona zostanie idea pakietowej analizy fal-
kowej w zakresie dalej w tym opracowaniu wykorzystywanym, a w punkcie trzecim
pokazane zostang pakietowe bazy falkowe, ktére beda podstawg analiz numerycznych
prowadzonych w kolejnych rozdziatach.

3.2. Pakiety falkowe

Jak pokazano w poprzednim rozdziale, transformacja falkowa polega na przedsta-
wieniu funkcji f (t)eL2 (funkcji calkowalnej z kwadratem) w ortogonalnych pod-
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przestrzeniach {W ,.} z bazami w postaci falek {l//_,. (t)} 1 podprzestrzeni {V,} z baza
funkcji skalujacych {¢ I (t)} Kolejne etapy analizy falkowej polegaja na dekompozycji
jedynie podprzestrzeni V; zawierajacych zgrubne opisy badane;j funkcji czy sygnatu.

Jak si¢ okazuje, algorytm analizy falkowej mozna zastosowa¢ rowniez do dekom-
pozycji podprzestrzeni W, co prowadzi do tak zwanej pakietowe] analizy falkowe;.
W pakietowe;j analizie falkowej dekompozycji podlegaja zar6wno podprzestrzenie ¥,
jak 1 podprzestrzenie szczegdtow W.

Jezeli przez analogie do (2.5) i (2.7) — wykorzystujac te same co w analizie falko-
wej wspotczynniki filtréw: dolnoprzepustowego 7, i gérnoprzepustowego g, — przy-
ktadowo zdefiniujemy:

)= EE 01—
w3(t)= '\/Ezgkl/l(Zt _k)

(3.1)

to {w,(t—k)} i {w,(¢—k)} beda ortonormalng baza funkcji dwéch podprzestrzeni,
ktorych suma jest podprzestrzenig W, .
Ogolnie, dla n =0, 1, ...mozna zdefiniowa¢ funkcje:

w,, (t) = ﬁthw" (2t - k)'
Wans (t) = ‘/Ezgk Wy (Zt - k)

(3.2)

ktore tworza sekwencjg funkcji bazowych przestrzeni V.

Wo.o |Wi0 W20 |{W30 [Wao [Wso |Weo W70

Rys. 3.1. Schemat pakietowej dekompozycji przestrzeni w3 (V3)
Fig. 3.1. Diagram of the wavelet-packet decomposition of the space w3 (V3)

Roézne kombinacje funkcji (3.2) oraz funkcji bedacych efektem ich skalowania
i translacji tworza cala kolekcjg ortonormalnych baz {w, (t)}, ktére moga stanowié

podstawe opisu obiektow przestrzeni V. Taka kolekcje funkcji bazowych nazywa si¢
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bibliotekq falkowych baz pakietowych, a funkcje w, ;, = 27w, (2-’ t —k) okresla si¢
mianem pakietu falkowego. Jezeli przestrzen z baza {w,,‘j‘k (t)} oznaczymy jako w, ,

to przykltadowy schemat dekompozycji przestrzeni w, (V3) z wykorzystaniem pa-
kietowej analizy falkowej mozna przedstawic tak jak na rys. 3.1.

3.3. Pakietowe bazy falkowe

Pakietowe bazy falkowe mozna budowac, wykorzystujac kazdy rodzaj funkcji ska-
lujacych 1 towarzyszacych im falek okreslonych wspotczynnikami filtréw dolno-
1 gornoprzepustowych (Goswami 1 Chan [1.8], Mallat [1.3], Wolfram Res. [3.2]).
Dalej na ogdl korzysta si¢ z pakietow falkowych generowanych na podstawie filtrow
Haara: hy = h = g, =—g, =1/4/2.

Na rysunku 3.2 pokazano funkcje wo o, Wy.0, W20, W30, Wa0, Wso, Weo 1 W7o, ktore
tworza baze¢ przestrzeni ¥, po jej trzech etapach pakietowej dekompozycji. Jest to tak
zwana baza Walsha, ktérej funkcje bazowe sa funkcjami okreslonymi na catym prze-
dziale zmiennej niezaleznej ¢ € (O, 1) .
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Rys. 3.2. Funkcje bazowe Walsha
Fig. 3.2. Walsh wavelet basis functions
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OczywisScie do opisu przestrzeni mozna uzy¢ réznych falkowych baz pakietowych.
Na rysunku 3.3 przedstawiono wybrane cztery kombinacje funkcji bazowych, ktérych
usytuowanie — na przykladzie dekompozycji przestrzeni V;— zaznaczono przez za-

czernienie obszardéw reprezentujacych podprzestrzenie V;.

i)

0.8
0.6
0.4
0.2

Rys. 3.3. Przykladowe usytuowanie falkowych baz pakietowych Walsha
Fig. 3.3 Examples of Walsh wavelet-packet basis location

t
02 04 06 08 1

-

02 04 06 08 1

i)
1

0.3
0.6
0.4
0.2

i
1
0.8
0.6
0.4
0.2

t
02 04 0608 1

t
02 04 06 08 1

L4t P
1 1
u.s_\ [— 0.5 [_ H
1 t
0 d4fos o8 1 02 04 of psl 1
5% U J 5 JL
- -1
#) LA
1 1
JA07r7 910
02 44 of o8 1° 0.2 .AD
-05 -05 ‘

-1

N

Rys. 3.4. Funkcje bazowe

bazy pakietowej z rys. 3.3a

Fig. 3.4. Wavelet-packet functions
for basis in Fig. 3.3a
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Na rysunkach od 3.4 do 3.7 pokazano funkcje bazowe baz pakietowych, ktoérych
usytuowanie na diagramie dekompozycji przestrzeni V, przedstawiono odpowiednio

na rysunku 3.3a, b, cid.
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Rys. 3.6. Funkcje bazowe bazy pakietowej z rys. 3.3c  Rys. 3.7. Funkcje bazowe bazy pakietowej z rys. 3.3d
Fig. 3.6. Wavelet-packet functions for basis in Fig. 3.3c Fig. 3.7. Wavelet-packet functions for basis in Fig. 3.3d

Usytuowanie na diagramie dekompozycji przestrzeni V; bazy analizy falkowe;j
pokazano na rys. 3.8a, a funkcji bazy Walsha — pokazanych na rys. 3.2 — zademon-
strowano na rys. 3.8b. Funkcje bazowe Walsha mozna takze otrzymac jako iloczyn
funkcji Rademachera (Weisstein [3.3]).

(b)

Rys. 3.8. Usytuowanie bazy falkowej (a) i bazy Walsha (b)
Fig. 3.8. Diagram of the wavelet basis (a) and Walsh basis (b) locations

Funkcje bazowe, ktore naleza do jednego wiersza diagramu dekompozycji prze-
strzeni ¥, oznaczal si¢ bedzie jako B,,. Przyktadowo, funkcje bazowe, ktorych usy-

tuowanie pokazano na rys. 3.3d oznaczono jako B, , a te zrys. 3.8b jako B,.
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W analogiczny sposob, jak przedstawiono w punkcie drugim, mozna bazy pakie-
towe stosowaé do analizy funkcji czy sygnaléw wielowymiarowych. Na rysunkach
3.9 i 3.10 pokazano przykladowo jedynie dwie funkcje bazowe dla funkcji dwuwy-
miarowych, ktére zbudowano na bazie funkcji pakietowych Walsha.

Rys. 3.9. Pakietowa funkcja bazowa (//(x, y)= W ()c)ws‘0 (})
Fig. 3.9. Wavelet-packet basis l//(x, y)= Wi (x)wg_0 (y)

1

Rys. 3.10. Pakietowa funkcja bazowa y/(x,y)= W o (x)wS‘o (y)
Fig. 3.10. Wavelet-packet basis v/(x, y)= W, (x)ws'o (y)

Przedstawione w nastgpnych rozdziatach algorytmy funkcjonuja dla dowolnych
jedno- 1 dwuwymiarowych falkowych baz pakietowych Walsha.



4. Falkowa analiza sygnalow

4.1. Wprowadzenie

Istotnym zagadnieniem wspolczesnej inzynierii jest analiza sygnatu otrzymanego
w trakcie prowadzonych pomiaréw. Sygnatami moga by¢ migdzy innymi szeregi liczb
bedace efektem pomiaru stanu przemieszczenia, predkosci czy przyspieszenia wybra-
nego punktu konstrukcji, pomiary stanu odksztatcenia lub natezenia dzwigku.

Celem, ktéry chcemy osiagna¢ analizujac sygnal, moze by¢ uzyskanie informacji
o podstawowych cechach badanej konstrukcji, o jej stanie, czy tez pojawiajacych sie
uszkodzeniach.

Najczesciej stosowanym narzedziem analizy sygnatu jest transformata Fouriera
wraz z szeregiem jej odmian oraz metoda Wignera—Villa (Maia i Silva [4.1]). Tutaj
wykorzystywana analiza falkowa bazuje na odmiennej idei od przyjetych we wcze-
$niej wymienionych metodach. Jak juz powiedziano w poprzednich rozdziatach, ana-
liza falkowa czy pakietowa analiza falkowa pozwala na przedstawienie sygnalu
w bazie funkcji falkowych, ktore sa obiektami zwartymi, lokalnymi, a nie — jak
w metodach analiz fourierowskich — funkcjami harmonicznymi, globalnymi.

Kazda z funkcji falkowych jest usytuowana w innym miejscu na osi czasu, a jej
zakres (dziedzina) zalezy od zastosowanego w analizie przedziatu skal. Skalowanie
zakresu funkcji falkowych jest podstawowym atrybutem transformacji falkowej, ktéry
decyduje o tym, ze transformata falkowa czy pakietowa transformata falkowa moga
by¢ bardziej efektywnym — od na przyklad krétkiej transformaty Fouriera — narze-
dziem analizy sygnaloéw niestacjonarnych.

Celem tego rozdzialu jest pokazanie, ze pakietowa transformata falkowa jest sku-
tecznym narz¢dziem analizy spektralnej sygnalu, a takze umozliwia identyfikacje
efektow lokalnych w nim zawartych. W rozdziale przedstawiony zostanie wylacznie
praktyczny aspekt stosowania pakietowej analizy falkowej w analizie sygnatu — roz-
wazania teoretyczne mozna znalez¢ w cytowanej literaturze.
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4.2. Pakietowa analiza sygnalu

W punkcie tym — na wybranych, przykladowych sygnalach — zostang pokazane
wyniki spektralnej analizy fourierowskiej i rezultaty pakietowej analizy falkowej ba-
zujacej na réznych typach falek. Skalowanie osi czgstosci na wykresach zaleznosci
czestosci od czasu — ktore sa wynikiem pakietowej analizy sygnatu — przeprowadzono
zgodnie z twierdzeniem Nyquista—Shannona (Chui [1.1], Newland [4.2]). Rezultaty
pakietowe] analizy sygnatu — w przeciwienstwie do wynikéw analizy falkowej — po-
zwalajg na uzyskanie informacji o strukturze czgstosci sygnatu dzigki rownomiernemu
podziatowi osi czestosci na stale jej zakresy, ktére odpowiadajg aktualnemu parame-
trowi skali.

10

t

10 » 20 ©
Rys. 4.1. Zalezno$¢ czestoscei f sygnatu od czasu ¢
Fig. 4.1. Time ¢ depended frequency f function

Zostana tu omowione wyniki analizy sygnatéw o odcinkowo zmiennych i liniowo
zmiennych czestosciach, a takze sygnaléw o lokalnych, matych zakléceniach, ktérych
identyfikacja jest trudna, a czasami niemozliwa, za pomoca tradycyjnych metod anali-
zy sygnalow. Na rysunku 4.1 pokazano zadang funkcje¢ zmiennosci czgstosci f'w cza-
sie ¢ odpowiedzialng za generowany sygnat y(t), ktéry ma nastepujaca postac anali-

tyczna:
y(t)=sin[2m £ (¢)z] (4.1)

Wyniki spektralnej analizy fourierowskiej sygnahu (4.1) przedstawiono na rys. 4.2,
a rezultaty pakietowej analizy tego sygnatu, ktéra bazuje na falce Meyera rzgdu piate-
go — na rys. 4.3. Falka Meyera jest transformacja falki Shannona, ktéra wygtadza jej
funkcje skalujaca w dziedzinie czgstosci, skutkujac szybszym zanikaniem od mato
praktycznej, stabo zanikajacej falki Shannona. W obserwowanym czasie sygnat byt
probkowany ze stala czgstoscia 100 Hz, a rezultaty pakietowej analizy falkowe;j
wynikajg ze wspolczynnikdéw pakietowej dekompozycji sygnatu po piatym jej etapie.
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Rys. 4.2. Spektralna analiza Fouriera sygnatu (4.1)
Fig. 4.2. Fourier power spectrum of signal (4.1)
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Rys. 4.3. Pakietowa analiza sygnatu (4.1) bazujaca na falce Meyera
Fig. 4.3. Based on Meyer wavelet packet analysis of (4.1) signal

Jak latwo zauwazy¢, wyniki pakietowe] analizy falkowej w sposéb idealny od-
zwierciedlajg zmiany czestosci w czasie — analiza spektralna nie daje informacji
o zmianach czgstosci, wykazuje jedynie ich istnienie (usrednione po calym czasie
obserwacji). Oczywidcie falkowa analiza pakietowa dostarcza takich informacji
o strukturze sygnalu, ktéra jest zgodna z zasada nieoznaczonosci w dziedzinie czesto-
tliwosciowo-czasowej analizy sygnatu (Chui [4.1], Newland [4.2, 4.3, 4.4]).

Wyniki analizy dla bardziej ztozonego sygnalu

100(41——t)+sin 25(41-1)

4.2
417t (42)

y(t)=sin
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pokazano odpowiednio na rys. 4.4 1 4.5 analogicznie do przedstawionych narys. 4.214.3.

mo¢

10. 20. 30. 40. 50.

Rys. 4.4. Spektralna analiza Fouriera sygnatu (4.2)
Fig. 4.4. Fourier power spectrum of signal (4.2)
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Rys. 4.5. Pakietowa analiza sygnatu (4.2) bazujaca na falce Meyera
Fig. 4.5. Based on Meyer wavelet packet analysis of (4.2) signal

W przypadku sygnatu (4.2) analiza pakietowa dalta réwniez zadowalajace rezultaty.

Jezeli w analizie pakietowe] wykorzystamy inne rodzaje falek, to wyniki nie mu-
szg by¢ kazdorazowo identyczne. Na rysunku 4.6 pokazano wyniki pakietowej analizy
sygnatu (4.2), ktora bazowata na falce Daubechies 16 rzedu, a na rys. 4.7 — rezultaty
analizy bazujacej na falce Shannona rzgdu piatego.
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Rys. 4.6. Pakietowa analiza sygnatu (4.2) bazujaca na falce Daubechies
Fig. 4.6. Based on Daubechies wavelet packet analysis of (4.2) signal
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Rys. 4.7. Pakietowa analiza sygnatu (4.2) bazujaca na falce Shannona
Fig. 4.7. Based on Shannon wavelet packet analysis of (4.2) signal

Rozpatrzmy teraz odpowiedz uktadu nieliniowego o jednym stopniu swobody,
ktérego réwnanie ruchu ma nastepujaca postaé:

30y" () + y'(£)+ 5y (t)” +0,1y(¢)+ 2y(¢)’ =10cos(1,2¢) (4.3)

a warunki poczatkowe ruchu sa zerowe ( y(O) = y’(O) =0).

Na rysunku 4.8 pokazano przebieg odpowiedzi ukladu (4.3) obserwowany w cza-
sie 200 s.
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Rys. 4.8. OdpowiedZ y(¢) uktadu (4.3)
Fig. 4.8. Response y(f) of (4.3) system

Jezeli do prawej strony rownania (4.3) dodamy funkcj¢ zakldcajaca u(t), ktore;j
przebieg pokazano na rys. 4.9, to odpowiedz tak zmodyfikowanego ukladu (4.3) jest
identyczna z pokazana na rys. 4.8. Brak roznicy w odpowiedziach uktadu niezaktoco-
nego i zakléconego wynika z przyjetej postaci funkeji u(t). Jezeli przeprowadzimy
spektralng analize fourierowska ukladu niezakléconego i1 zakldconego, to otrzymane
wyniki rowniez nie wykaza jakichkolwiek réznic. Obecnosé zaktocenia z tatwoscia
mozemy zidentyfikowac, przeprowadzajac pakietowa analize obu sygnatow, a nastep-
nie obliczajac réznicg¢ wartosci bezwzglednych wspdtczynnikéw pakietowych rozwi-
ni¢¢ sygnaldw przy réznych skalach. Na rysunku 4.10 pokazano te rdéznice przy
dwoch najnizszych poziomach rozdzielczosci analizowanych sygnaléw. W analizie
pakietowej wykorzystano falke Meyera.
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Rys. 4.9. Posta¢ funkcji zakldcajace;j
Fig. 4.9. Shape of disturbance function
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Rys. 4.10. Réznice w pakietowych wspoéiczynnikach rozwinigé
sygnalu niezakloconego i zakioconego
Fig. 4.10. Wavelet-packet coefficients differences
of disturbed and undisturbed signal

Falkowa i pakietowa falkowa analiza sygnatu sg skutecznym i czesto wykorzysty-
wanym narzedziem badania wielu istotnych zjawisk wystepujacych w problemach
wspolczesnej mechaniki (Ruzzene, Fasana, Garibaldi i Piombo [4.5], Staszewski [4.6,
4.7], Sung, Tai i Chen [4.8], Rubini i Meneghetti [4.9] oraz Neild, McFadden
1 Williams [4.10]).

4.3. Podsumowanie

W rozdziale tym przedstawiono jedynie praktyczny aspekt wykorzystania pakie-
towej analizy falkowej do ustalania czestotliwosciowo-czasowej struktury sygnatu
probkowanego ze stala czestoscia. Rezultaty pakietowej analizy falkowej pokazano
na plaszczyznie czasu i czestosci, zestawiajac je z wynikami tradycyjnej spektralne;j
analizy fourierowskiej. Zwrécono uwage na istotne znaczenie doboru filtra falko-
wego, ktdry jest podstawa analizy falkowej. Rezultaty testow numerycznych wska-
Zuja na to, ze:
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e pakietowa analiza falkowa jest skutecznym narzedziem czestotliwosciowo
-czasowej analizy sygnalu, szczegélnie przydatnej do badania sygnalow rzeczywi-
stych, ktdére sa na ogdl niestacjonarne,

e analiza pakietowa pozwala na jednoznaczne wskazanie réznic migdzy pozornie
identycznymi sygnatami, co moze by¢ na przyklad podstawa do identyfikacji uszko-
dzen konstrukcji.



5. Analiza falkowa sygnalow chaotycznych

S.1. Wprowadzenie

Poszukiwanie precyzyjnych opiséw zjawisk rzeczywistych w naturalny sposéb
prowadzi do modeli nieliniowych. Matematyczny opis zachowania si¢ tych modeli
formulowany na gruncie mechaniki nieliniowej sprowadza sie z reguty do zlozonych
ukltadow réwnan rézniczkowych czastkowych. Jednym ze zjawisk, ktére na bazie
opisu nieliniowego moze by¢ analizowane jest zjawisko chaosu (Parker i Chua [5.1],
Argyris, Faust i Haase [5.2], Chen i Dong [5.3], Chen i Leung [5.4], Robinson [5.5]).
Analiza — z reguly numeryczna — zjawisk chaotycznych jest jednym z podstawowych
elementow poznania stanéw krytycznych modeli nieliniowych. O stanie chaotycznym
badanego ukladu moga na przyklad $wiadczy¢ jego portrety fazowe, analiza Fouriera
Jjego odpowiedzi, mapy Poincare czy diagramy bifurkacji, ale jednoznacznego rozstrzy-
gnigcia dostarcza nam numerycznie zmudna analiza jego wyktadnikéw Lapunova.

Jednym z narzedzi pozwalajacym pokazaé cechy charakterystyczne stanéw cha-
otycznych ukladdw jest analiza falkowa ich odpowiedzi (Chui [1.1], Newland [4.2],
Resnikoff 1 Wells [1.2], Goswami i Chan [1.8], Flandrin [5.6], Mallat [1.3]). Analiza
ta, z uwagi na charakter przyjmowanych funkcji bazowych (falek), szczegdlnie dobrze
nadaje si¢ do opisu standéw niestacjonarnych i tym samym moze stanowié jakosciowy,
alternatywny sposéb — w stosunku do wyzej wspomnianych — identyfikacji stanow
chaotycznych badanych uktadéw.

Celem rozdzialu jest pokazanie, na przykladzie nieliniowej analizy uktadu o jed-
nym stopniu swobody z wiskoelastycznymi jednostronnymi wigzami, skutecznosci
dyskretnej analizy falkowej i pakietowej analizy falkowej odpowiedzi uktadu w szyb-
kiej, jakosciowej identyfikacji jego stanéw chaotycznych. Analizowany uklad o jed-
nym stopniu swobody moze by¢ modelem zachowania si¢ dynamicznie obciazanych,
wspornikowych elementéw konstrukcyjnych o ograniczanych przemieszczeniach
i zmiennych w czasie wigzach.

Proponowane tutaj podejscie wykrywania stanéw chaotycznych, cho¢ demonstro-
wane na prostym przykladzie modelu nieliniowego, jest ogdlne i mozna je stosowac
w analizie uktadéw zlozonych.
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Mimo bardzo licznych zastosowan w wielu dziedzinach wspodtczesnej nauki anali-
za falkowa dotychczas stosunkowo rzadko wykorzystywana byla w analizie uktadéw
chaotycznych. Migdzy innymi analiz¢ falkowa Permann i Hamilton [5.7] zastosowali
do detekeji sktadowych harmonicznych o matych amplitudach w ruchach uznawanych
za chaotyczne. Wykorzystujac ciagla transformatg falkowa Staszewski 1 Warden [5.8]
analizowali statystyczne miary wspdtczynnikéw rozwinigcia falkowego w wariancie
Uedy oscylatora Duffinga, a Jibing, Hangshang i Yinchao [5.9], stosujac tak zwana
harmoniczng transformate falkowa i mapy Poincare, identyfikowali typy mozliwych
ruchéw nieliniowych uktadow dynamicznych. Mastroddi i Bettoli [5.10] zastosowali
ciagla transformate falkowa w analizie sygnatu ukladu nieliniowego w okolicach jego
punktu bifurkacji typu Hopfa, a Kyprianou 1 Staszewski [5.11] w analizie oscylatora
Duffinga wykorzystali pewng odmiang klasycznej analizy falkowe;.

W punkcie drugim rozdziatu przedstawiono krotkie wprowadzenie do problematy-
ki drgan chaotycznych, w punkcie trzecim sformulowano réwnanie ruchu nieliniowe-
go geometrycznie i fizycznie ukladu o jednym stopniu swobody z wigzami jedno-
stronnymi pod obcigZzeniem dynamicznym, w punkcie czwartym omoéwiono szereg
analiz numerycznych, ktére pozwolily potwierdzi¢ skutecznos¢ pokazanego podejscia
w identyfikacji stanéw chaotycznych, a w punkcie piatym podsumowano otrzymane
rezultaty i sformutowano wnioski ogdlne.

5.2. Krotkie wprowadzenie do problematyki drgan chaotycznych

Jak juz wspomniano, jednym ze zjawisk, ktére mozna analizowa¢ za pomoca nie-
liniowych modeli matematycznych, jest zjawisko chaosu. Przez chaos rozumiana jest
tutaj nieregularna i nieprzewidywalna ewolucja deterministycznych uktadéw nieli-
niowych.

Mozliwos¢ wystapienia zjawisk chaotycznych jako pierwszy przewidzial Poincare,
ktéry zwroécit uwage na to, ze wplyw malych réznic warunkéw poczatkowych moze
skutkowaé olbrzymimi réznicami w rozwigzaniach koncowych. Ewolucje tak zacho-
wujacych si¢ uktadow mozna uznaé za nieprzewidywalna, przypadkowa, czyli cha-
otyczna. Nalezy podkresli¢, ze cho¢ zachowanie ukladéw chaotycznych przypomina
zachowanie ukladéw stochastycznych, to zrodtem zjawisk chaotycznych jest dynami-
ka samego deterministycznego uktadu, a nie nieprzewidywalne wplywy otoczenia.

Istotny wzrost zainteresowania naukowcow zjawiskami chaotycznymi nastapit
w drugiej potowie dwudziestego wieku, gdy pojawila si¢ mozliwosé stosowania efek-
tywnych narzedzi numerycznych niezbednych w analizie ukltadéw nieliniowych. Juz
wtedy okazalo sig, ze zjawisko chaosu nie jest zjawiskiem rzadkim, i ze wystepuje w
wielu obserwowalnych zachowaniach dynamicznych ukladéw nieliniowych. Chaos
obserwowany jest w wielu zagadnieniach mechaniki, chemii, optyki, biologii, fizyki
atmosfery, a takze w zjawiskach elektromagnetycznych i akustycznych.
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Z uwagi na to, ze zjawiska chaotyczne sa powszechne w zachowaniach ukladow
nieliniowych, istnieje potrzeba identyfikacji tych zakresow parametrow opisujacych
matematyczne modele uktadéw, przy ktérych z tym zjawiskiem mamy do czynienia.
Og6lnie metody identyfikacji zjawisk chaotycznych mozna podzieli¢ na metody jako-
Sciowe i iloSciowe. Metody jakoSciowe z reguly w sposob ostateczny nie rozstrzygaja
o charakterze zjawiska, ale ich stosowanie jest na ogot tatwiejsze i mniej pracochton-
ne od opiséw ilosciowych. Do sposobow jakosciowych oceny ewentualnego cha-
otycznego charakteru odpowiedzi ukladu zaliczamy miedzy innymi: obserwacje
zmiennosci w czasie jego odpowiedzi, ocen¢ portretdw fazowych ruchu, oceng cha-
rakteru rozkladu fourierowskiego spektrum sygnahlu, a takze charakter tak zwanych
map Poincare i diagramow bifurkacji. Zjawiska chaotyczne charakteryzuja si¢ bardzo
skomplikowang historia przebiegow ich odpowiedzi, portretami fazowymi z reguly
wypehiajacymi zlozonymi trajektoriami w sposob zupelny cale fragmenty przestrzeni
fazowych, ciagtymi i roztozonymi spektrami czestosci, mapy Poincare ruchow cha-
otycznych tworzg tak zwane obrazy fraktalne, a w diagramach bifurkacji obserwuje-
my kaskady bifurkacji — rozszczepiania trajektorii ruchu.

Do sposobdw ilosciowych oceny zjawisk chaotycznych mozna zaliczy¢ analize ich
wymiaréw fraktalnych oraz analize wyktadnikéw Lapunova A, ktérych wartosci
w sposéb jednoznaczny rozstrzygaja o charakterze badanego zjawiska.

W rozdziale tym sformulowano sposob jakosciowej oceny zjawiska chaosu,
w ktoérym wykorzystuje si¢ analize falkowa badanych sygnatow, i ktory stanowi alter-
natywe dla wyzej wspomnianych podejsé jakosciowych oceny tego typu zjawisk.

5.3. Rownanie ruchu nieliniowego ukladu o jednym stopniu swobody

Rozpatrzmy drgania ukladu skladajacego sie ze sprezyscie zamocowanego, nie-
skonczenie sztywnego bezmasowego preta o dlugosci / z masa skupiong m, ktorej
polozenie na precie okresla wspoirzedna x (rys. 5.1). Zalézmy, ze uklad obciazony
jest nie posiadajaca potencjatu (niekonserwatywng) dynamiczna sita P(), ktorej kie-
runek dzialania okresla dynamicznie zmienny parametr §ledzenia off). Jako wspot-
rz¢dna uogolniong zadania przyjeto obrot preta g(f), ktéry okresla wychylenie preta
Z jego pionowe;j postaci.

Beznaprezeniowa postaé wychylonego preta okresla imperfekcja wychylenia gq.
Sztywnos¢ sprezystego zamocowania preta dana jest zmienng w czasie funkcja (),
ajej wiskotyczne tlumienie funkcja c(f). Dodatkowe ograniczenie ruchu badanego
uktadu spowodowane jest istnieniem sprezysto-ttumigcych dwoch wiezi jednostron-
nych, ktérych sztywnosé, wiskotyczne tlumienie oraz pionowe i poziome potozenie
charakteryzuja odpowiednio funkcje: (k(?), ci(2), h(t), A()) dla sprezyny z lewej (I)
strony 1 (k,.(¢), cA¢), h(t), 4(¢)) dla sprezyny ze strony prawej (7).
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Rozpatrujac warunek dynamicznej roéwnowagi ukladu w postaci znikania sumy
momentow wszystkich sit (wraz z silg bezwladnosci) wzgledem punktu sprezystego
zamocowania preta 1 wprowadzajac wielkosci bezwymiarowe & = x/I, & = h/l,
E=h/, &, =4111 &, =4, /1okreslajace polozenie masy m oraz lewej i prawej
wiezi jednostronnej, tatwo otrzymamy (przy zalozeniu liniowosci geometrycznej za-
dania, czyli przy nieskonczenie matych ¢(¢)) nastgpujace rownanie jego ruchu

m(&@Y i(e) + c(0)g () + ¢, XE DH[gXE 1) - E0 1]d(ENE D)
+ ¢, (NEDHIE 41 - qeX&DGeNE D)+ k(D)g(t) - 4o (2)]
+k, (& DHENGENED) - E0 1 lg( XS, 1) - £41]
+ k(Y& DH[E - g ENg( XD - & 1] = PEg()in(0)

gdzie 7(t)= [1 - a(t)], rézniczkowanie po czasie ¢ oznaczono kropkami, H(.) jest funk-

(5.1)

cja Haevisida.
Jezeli dopuscimy mozliwo$é wystgpowania skoniczonych obrotéw g(#), to rowna-
nie zagadnienia nieliniowego geometrycznie przyjmie postaé

m(&) () + c(t)a(e) + c, (N )H [tan gt XE, 1) - 54,11 = (t) geXE1)

+ ¢, (& NH[E 41 —tang(t )(f/l)] 71 () gD+ k@)g () - g0 (1)) (5.2)

+k, ()&, 1)H]tan g(:XE,1) —§Ar1][tanq(t)(§,1)—§ml]
+ K, (Y& DH(E ! - tan g(XED][tan g(NE 1) - £ 4= PN sinlg(e)n(2)]

Zaréwno réwnanie (5.1), opisujace zagadnienie geometrycznie liniowe, jak 1 roéw-
nanie (5.2), opisujace zagadnienie geometrycznie nieliniowe, z uwagi na istnienie
wiezi jednostronnych oraz przyjecie dowolnych postaci funkcji sztywnosci uktadu sa
réwnaniami opisujacymi zagadnienie nieliniowo fizycznie. Réwnania te stanowig
podstawe analizy numerycznej, ktorej rezultaty pokazano w nastgpnym punkcie.

5.4. Analiza numeryczna

Badany uklad, niezaleznie od tego, czy jego zachowanie jest opisywane réwna-
niem (5.1) czy (5.2), przy odpowiednim doborze parametrow zachowuje si¢ chaotycz-
nie, o czym — jak juz wspomniano — jednoznacznie rozstrzyga analiza ilosciowa jego
wyktadnikow Lapunova.
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Na przykladzie badanego ukladu obcigzonego dynamiczna sila niekonserwatywna,
pokazana zostanie analiza jego wykladnikéw Lapunova przy réznych parametrach
$ledzenia a. Przykladowo wyznaczone zostang zakresy zmiennosci parametru a, przy
ktérych uktad przechodzi do stanéw krytycznych (chaotycznych), a odpowiedzi ukta-
du przy tych parametrach poddane zostana analizie falkowej. Modelem matematycz-
nym zachowania si¢ ukladu bedzie réwnanie (5.2) oraz réwnanie (5.1) opisujace za-
gadnienie geometrycznie liniowe.

a(t)*a(t) /P(t)

h.(t)

%Nl\“l ®

ci(®)
h,®

_AO  AO

)

Rys. 5.1. Schemat analizowanego modelu
Fig. 5.1. Diagram of analysed model

W przyktadach przyjeto, ze m=1=£6=1,¢0=0,c=¢,=¢,=0,01, k=10, k. =k
=1000, &= ¢.=0,5, 4, =-4,= 0,1, P(t) = 5sin(3f), a wychylenie poczatkowe 1 pred-
kos¢ poczatkowa majg odpowiednio wartosci q(0)= 0,11 q(o): 0,0. Badajac wplyw
zmiennosci parametru $ledzenia a w przyktadowym zakresie a € (— 0,5;2,5) 1 obser-
wujac wyktadniki Lapunowa, mozna zauwazy¢, ze gdy a < 0,0 1 a> 2,0, wtedy jeden
z wykladnikéw jest dodatni i tym samym uklad jest chaotyczny. Precyzyjne poszuki-
wanie granic rozwiazan chaotycznych pozwala stwierdzi¢, ze granica bliska zeru za-
warta jest w przedziale a € (0,02; 0,04), a granica bliska a = 2,0 zawiera si¢ w prze-
dziale & e (1,98;1,99).

Wykresy zbiezno$ci poszukiwanych wykladnikéw Lapunova w okolicy a = 0,0
1 a=2,0 pokazano na rys. 5.2 i 5.3, gdzie na osi rzgdnych odlozono wartosci wyktad-
nikéw Lapunova, a na osi odcigtych liczbe krokéw czasowych prowadzonej analizy.
Przyjeto tutaj, ze jeden krok czasowy wynosi At =0,025s.Analiza zbieznosci wy-
ktadnikéw Lapunova w dwukrotnie dluzszym czasie potwierdzita wnioski wynikajace
ZTys, 5:.21.5.3.



38

006
004
002

A o
- 002
004
- 006
- 008

002

00
A o
- 001
- 002

- 003

5. Analiza falkowa sygnatow chaotycznych

@

\/

o 500 1000 1300 2000 2500 3000
krok
(c)
0 500 1000 1500 2000 2500 3000
krok

002
on
A 0
- 001
002
-003
1000 1500 2000 2500 3000
krok
001
0005
A o0
- 0005
- 001
- 0015
500 1000 1500 2000 2500 3000
krok

Rys. 5.2. Analiza zbieznosci wyktadnikéw Lapunowa A
przy a= 0,0 (a), a=0,02 (b), = 0,04 (c) i = 0,1 (d)
Fig. 5.2. Convergence plot of Lyapunov exponents A
at = 0.0 (a), = 0.02 (b), = 0.04 (c) and = 0.1 (d)
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Rys. 5.3. Analiza zbieznosci wykladnikéw Lapunowa A

przy a=1,9 (a), = 1,98 (b), a=

1,99 () i @= 2,0 (d)

Fig. 5.3. Convergence plot of Lyapunov exponents A at
a=1.9 (a), a=1.98 (b), a=1.99 (c) and @= 2.0 (d)
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Przy wyznaczaniu wykladnikéw Lapunowa wykorzystano algorytmy prezentowa-
ne w pracy Benettina, Galgani, Giorgillia i Strelcyna [5.12] oraz w pracy Eckmanna
i Ruellea [5.13], a oceng zbiezno$ci algorytméw oparto na tescie zaproponowanym
przez Parkera 1 Chua [5.1]. Oscylacyjny charakter wykreséw zbieznosci wyktadnikow
Lapunova jest typowy dla niektérych stanéw chaotycznych, a przyktady tego typu
stanéw mozna znalez¢ migdzy innymi w pracach Geista, Parlitza i Lauterborna [5.14],
Cederbauma 1 Monda [5.15] oraz Van Doorena [5.16].

Podstawa analizy falkowej jest odpowiedz uktadu (sygnat) w postaci dyskretnego zbio-
ru przemieszezen q(f) o liczebnosci N = 2™ jednakowo w czasie odleglych odczytow ¢;
zpierwszych 2000 sekund czasu trwania drgan ukladu. Przyjeta czesto$é prébkowania
sygnalu odpowiada okoto 15 odczytom w okresie drgan wiasnych badanego uktadu.

W analizie falkowej sygnaléw przyjeto tak zwane periodyczne (g;+y = g;) warunki
brzegowe. Do analizy sygnalu wykorzystano falkg¢ Daubechies rzedu 12 (Chui [1.1]).
Sygnatl analizowano takze przyjmujac inne falki: falke Shannona, Mallata i Haara
(Chui [1.1], Resnikoff 1 Wells [1.2], Goswami i Chan [1.8], Mallat [1.3]). W kazdej
z tych analiz — z wyjatkiem analizy wykorzystujacej falk¢ Haara — otrzymano wyniki
zgodne. W przypadku falki Haara, cho¢ oznaki przejscia do chaosu byly w zasadzie
zachowane, to jednak i w tym zastosowaniu potwierdzily si¢ slabosci opisu sygnatu
bazujacego na tego typie falki (Chui [1.1], Resnikoff i Wells [1.2]), ktére sa zwigzane
zlicznymi zbiorami wspodlczynnikow rozwinigcia o poréwnywalnych wartosciach
bezwzglednych.

Na rysunkach 5.4 1 5.5 pokazano rozklad w czasie wielkosci wspolczynnikéw rozwi-
nigcia falkowego odpowiedzi ukladu odpowiednio w stanie niechaotycznym (a = 0,0)
1 chaotycznym (@ = 0,1) na poszczegdlnych poziomach (skalach) postrzegania sygnatu.
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Rys. 5.4. Wspdlczynniki rozwinigcia falkowego sygnatu chaotycznego
(a=0,0) na réznych poziomach rozdzielczosci J
Fig. 5.4. Chaotic signal (= 0.0) wavelet
expansion coefficients at different resolutions J
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Rys. 5.5. Wspotczynniki rozwinigcia falkowego sygnatu
niechaotycznego (= 0,1) naréznych poziomach rozdzielczosci J
Fig. 5.5. Non-chaotic signal (a=0.1) wavelet
expansion coefficients at different resolutions J

Jak latwo zauwazy¢, istnieja zasadnicze roznice miedzy tymi rozwinieciami,
szczegolnie widoczne na wyzszych poziomach rozdzielczosci, co w prosty sposob
pozwala na ich rozrdznienie.

Obserwacja przebiegdw czasowych analizowanych stanéw nie daje mozliwosci
ich praktycznego rozréznienia. Na potwierdzenie tego na rys. 5.6 przedstawiono
fragmenty przebiegéw czasowych odpowiedzi ukladu w stanie niechaotycznym
(a=10,0) (rys. 5.6a) i1 chaotycznym (a = 0,1, rys. 5.6b), ktére — z wyjatkiem skali am-
plitud — mozna uznaé prawie za identyczne.
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Rys. 5.6. Przebiegi czasowe odpowiedzi uktadu ¢(¢) przy @= 0,0 (a) i = 0,1 (b)
Fig. 5.6. Fragments of the response of the system g(¢) at = 0.0 (a) and a= 0.1 (b)

Na rysunku 5.7 pokazano réznice w fourierowskich spektrach mocy sygnatéw
chaotycznych (przy a=0,0 — rys. 5.7a 1 5.7c oraz przy @ =-0,05 —rys. 5.7¢) i sygna-
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16w niechaotycznych (przy a = 0,1 —rys. 5.7b 1 5.7d oraz przy a = 0,15 — rys. 5.71).
Istniejace jakosciowe réznice w rozkladach spektréw mocy sygnaldéw nie sa tak ewi-
dentne jak réznice w rozktadach wspétczynnikéw rozwinieé falkowych przy a = 0,0
(rys. 5.4)iprzy a=0,1 (rys.5.5). Przy a= 0,05 (rys. 5.7¢) i przy = 0,15 (rys. 5.7f)
spektra rozkladéw mocy sygnaléw pozwalaja jednoznacznie, jakoSciowo rozréznié
sygnaly chaotyczne od niechaotycznych.
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Rys. 5.7 Spektra mocy sygnaldéw chaotycznych przy a= 0,0 (a), (c),
przy a=-0,05 (e) i sygnaléw niechaotycznych przy a=0,1 (b), (d), i @= 0,15 (f)
Fig. 5.7. Power spectrum of chaotic signal = 0.0 (a), (c), @=-0.05 (e)
and non-chaotic signal = 0.1 (b), (d) and = 0.15 (f)

Réznice migdzy stanami chaotycznymi i niechaotycznymi jeszcze latwiej mozna
obserwowaé, wykorzystujac pakietowa analize falkowa sygnatu. Jej zastosowanie (po
szesciu etapach dekompozycji, ktérych wynikiem jest 64 pozioméw rozdzielczodci)
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pokazano na przykladzie badania sygnaléw w okolicy drugiej, z wczesniej wyznaczo-
nych (rys. 5.3) granic stanow niechaotycznych i chaotycznych.
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Rys. 5.8. Wspélczynniki pakietowej analizy sygnatu niechaotycznego
(a= 1,96) najnizszych poziomow rozdzielczosci J
Fig. 5.8. Non-chaotic signal (a= 1.96) wavelet coefficients at the lowest resolutions J
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Rys. 5.9. Wspolczynniki pakietowej analizy sygnatu chaotycznego
(a=2,0) najnizszych pozioméw rozdzielczosci J
Fig. 5.9. Chaotic signal (a= 2.0) wavelet coefficients at the lowest resolutions J

Na rysunkach 5.8 i 5.9 pokazano wybrane (dla obu standéw te same) poziomy pa-
kietowej, falkowej dekompozycji sygnaléw odpowiednio niechaotycznych (przy
a=1.96) i chaotycznych (przy a = 2,0). Sygnaly analizowano za pomoca filtru
Daubechies rzedu 12. Przedstawione poziomy odpowiadaja czestosciom analizowa-
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nego sygnalu z zakresu (0,0 Hz; 0,25 Hz). Réznice w rozkladzie i wielkos$ciach
wspotczynnikoéw rozwinigé sa ewidentne.

Przyktady istotnych r6znic w analizie pakietowej sygnalu niechaotycznego i cha-
otycznego mozna takze latwo znalez¢ w innych zakresach czesto$ci. Czas poszukiwa-
nia granic rozwigzan chaotycznych i niechaotycznych z wykorzystaniem analizy fal-
kowej odpowiedzi uktadu byl przynajmniej o dwa rzedy krétszy od czasu zmudnej
analizy zmiennosci jego wyktadnikéw Lapunova.

Jezeli zdefiniujemy skumulowana energi¢ falkowego rozwiniecia sygnatu jako

E:2|C'1|2a gdzie |ci|2|ci+l| 1 unormujemy t¢ energi¢ do 1, to analiza liczby
i=1

n wspolczynnikow, ktore sa ,.energetycznie” istotne moze da¢ poglad na charakter
badanej odpowiedzi. Jezeli sporzadzimy wykresy energii sygnatu w funkcji liczby
uwzglednianych wspdtczynnikéw (uszeregowanych, poczynajac od najwiekszych co
do wartosci bezwzglednej), to latwo zauwazy¢, ze stany chaotyczne charakteryzujg sie
wigkszg liczba istotnych wspdtczynnikow rozwinieé falkowych. Oznacza to, ze chcac
zachowac ten sam poziom energii sygnatu w stanach chaotycznych, musimy uwzgled-
ni¢ wyraznie wigksza liczbe n wspolczynnikdw od tej, ktora opisuje ten sam poziom
energili w stanie niechaotycznym (rys. 5.10).
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Rys. 5.10. Energia £ sygnatu niechaotycznego («= 1,96 — linia przerywana)
i chaotycznego (o= 2,0 — linia ciagta) w funkcji liczby n wspétczynnikéw rozwinigcia falkowego
Fig. 5.10. Non-chaotic (a= 1.96 — dashed line) and chaotic (a= 2.0 — solid line)
signal energy E versus number n of wavelet coefficients

Rodzaj wykorzystanej falki jak rowniez przyjete w analizie warunki brzegowe
moga wprowadzaé¢ lokalne (na brzegach) zaburzenia w rozkladach wspoétczynnikow
falkowych. Zaktécenia te, ktére w prowadzonej tutaj analizie dotycza mniej niz 10
sposréd 16384 wspdlczynnikéw, w sposob zaniedbywalny wplywaja na rozktad ener-
gii sygnatu.



44 5. Analiza falkowa sygnatow chaotycznych

W wyniku falkowej analizy pakietowej sygnatu otrzymuje si¢ rézne mozliwe jego re-
prezentacje. Istnieje zatem mozliwos¢é wyboru reprezentacji najbardziej efektywne;.
Z reguly przez najbardziej efektywny sposob reprezentacji sygnatu rozumiemy taki dobér
baz podprzestrzeni, ktdry prowadzi do malej liczby istotnych (co do wartosci bezwzgled-
nej) wspolezynnikdéw rozwinigeia falkowego. Algorytmy, ktére sa na ogét stosowane przy
doborze baz pozwalajacych na efektywna reprezentacje sygnatu bazujg na kryterium
minimum entropii (Coifman i Wickerhauser [5.17]). Jako entropie sygnatu definiuje

. ), gdzie

si¢ w opisywanej tu analizie nieujemng wielkos¢ —Z:v,.2 /||v||2 log, v} /"v

1

||v”2 = Zv,.zi ktora jest okreslona dla zbioru {v,.} wspdlczynnikéw pakietowej de-

kompozycji sygnatu. Tak zdefiniowana entropia jest miarg liczby istotnych (co do
wartosci bezwzglednej) wspoélczynnikow falkowych, pakietowych rozwinie¢ sygnatu
w wybranej bazie. Za najlepsza baze¢ reprezentacji sygnalu uznaje si¢ ta, ktéra mini-
malizuje jego entropie.

Rys. 5.11. Usytuowanie najlepszej bazy opisu sygnatu niechaotycznego przy a= 0,1
Fig. 5.11. Position of the best basis for the non-chaotic state (= 0.1)

Usytuowanie bazy mozna przedstawié na diagramie pakietowej dekompozycji sy-
gnatu. Na rysunku 5.11 pokazano najlepsza baze reprezentacji sygnalu niechaotycz-
nego (a = 0,1). Gorny wiersz diagramu reprezentuje cale spektrum czestosci f sygna-
hu, ktére w kolejnych etapach transformacji pakietowej jest sukcesywnie dzielone na
zakresy mniejsze — w kazdym z etapow, kazdy z zakreséw czgstosci etapu poprzed-
niego jest potowiony. Najlepsza baza jest kombinacja baz z zaczernionych na rysunku
podprzestrzeni.

Na rysunku 5.12 pokazano usytuowanie bazy sygnalu chaotycznego (a = 0,1).
Z reguty najlepszymi bazami reprezentujacymi sygnatly chaotyczne sa bazy z ostatnich
wierszy diagramow falkowej, pakietowej dekompozycji sygnatu.
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Rys. 5.12. Usytuowanie najlepszej bazy opisu sygnatu chaotycznego przy a= 0,0
Fig. 5.12. Position of the best basis for the chaotic state (&= 0.0)

Analiza wykladnikéw Lapunova geometrycznie liniowego uktadu opisywanego
réwnaniem (5.1) przy przyjeciu identycznych jak poprzednio parametréw, w calym
analizowanym zakresie zmiennosci parametru $ledzenia « € (— 0,5;2,5) wykazuje
pelng zgodno$¢ z wynikami uzyskanymi na podstawie rownania (5.2). Analiza falko-
wa odpowiedzi uktadu opisywanego réwnaniem (5.1) zachowuje podobne — do wyzej
pokazanych — jako$ciowe cechy, charakterystyczne dla przejscia ze stanéw niecha-
otycznych do chaotycznych. Roznice miedzy analizg na podstawie réwnania (5.1)
1(5.2) uwidaczniaja sie szczegdlnie w zakresie nizszych skal, co odpowiada wyzszym
frakcjom czestosci sktadowych sygnatow.
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Rys. 5.13. Wybrane poziomy wspolczynnikdw pakietowej analizy sygnatu
chaotycznego (o = 2,0) przy opisie ukladu réwnaniem (5.1) (a) i réwnaniem (5.2) (b)
Fig. 5.13. Selected resolution levels of chaotic signal (= 2.0) wavelet
coefficients for descriptions by equation (5.1) (a) and equation (5.2) (b)

Na rysunku 5.13 przedstawiono wyniki pakietowej analizy falkowej sygnalow beda-
cych odpowiedziami uktadu opisanymi réwnaniem (5.1) (rys. 5.13a) i rownaniem (5.2)
(rys. 5.13b) przy a = 2,0. Pokazano przykladowy zakres czgstosci, w ktérym wystepuja
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réznice. Sa one roéznicami wylacznie ilosciowymi. Uzyskana zgodno$¢ podejsé wykorzy-
stujacych opis geometrycznie liniowy (5.1) i opis dopuszczajacy powstanie skonczonych
przemieszczen g(f) wynika ze specyficznego doboru parametréw zadania.

Jezeli przyjmiemy, zem=1=¢=1,¢,=0,c=c¢,=¢=0,01,k=10,k =k
=1000, &= & = 0,5, 4, = -4,= 0,3, P(t) = sin(6¢), a = 9,0, a wychylenie poczatkowe
1 predkos¢ poczatkowa maja odpowiednio wartosci ¢(0) = 0,1 i (}(0) =0,0, to charakter
odpowiedzi uktadu wykorzystujacy réwnania (5.1) i (5.2) moze by¢ diametralnie rdzny
zarowno pod wzgledem jakosciowym, jak i ilosciowym. Analiza wyktadnikéw Lapu-
nova przy tych parametrach pokazuje, ze réwnanie (5.1) wynikajace z zalozenia geome-
trycznej liniowosci uktadu wykazuje cechy zachowan chaotycznych (rys. 5.14a). Anali-
za wykladnikéw Lapunova oparta na réwnaniu (5.2) definiujacym podejscie
geometrycznie nieliniowe nie wykazuje cech ukladu chaotycznego (rys. 5.14b).
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Rys. 5.14. Analiza wyktadnikow Lapunova A przy opisie uktadu
réwnaniem (5.1) (a) i rownaniem (5.2) (b)
Fig. 5.14. Convergence plot of Lyapunov exponents A for system
descriptions by equation (5.1) (a) and equation (5.2) (b)
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Rys. 5.15. Wspétczynniki pakietowej analizy sygnatu ukladu opisywanego réwnaniem (5.2)
Fig. 5.15. Wavelet coefficients of signal of system described by equation (5.2)
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Rys. 5.16 Wspotczynniki pakietowej analizy sygnatu ukladu opisywanego zlinearyzowanym
réwnaniem (5.2) z uwzglednieniem czterech czlonéw rozwinigcia g(f) w szereg Taylora
Fig. 5.16. Wavelet coefficients of signal of system described by linearized
equation (5.2) with four terms of expansion ¢(¢) into Taylor series
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Rys. 5.17. Wspéiczynniki pakietowej analizy sygnalu ukladu opisywanego zlinearyzowanym
réwnaniem (5.2) z uwzglgdnieniem dwdch czlondw rozwinigcia g(¢) w szereg Taylora
Fig. 5.17. Wavelet coefficients of signal of system described by linearized equation (5.2)
with two terms of expansion ¢(¢) into Taylor series

Na rysunkach 5.15-5.17 pokazano wyniki pakietowej analizy sygnaléw bedacych
odpowiedzig ukladu opisywanego odpowiednio: réwnaniem (5.2) (rys. 5.15), zline-
aryzowanym rownaniem (5.2) z uwzglednieniem czterech czlondéw rozwinigcia g(¢)
w szereg Taylora (rys. 5.16) i zlinearyzowanym réwnaniem (5.2) z uwzglednieniem
dwoch cztondw rozwiniecia (rys. 5.17). Przedstawione na tych rysunkach skale roz-
winig¢ falkowych odpowiadaja w kazdym z tych przypadkéw temu samemu zakreso-
wi czgstosci (0,576 Hz; 0,896 Hz).
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Wyniki analizy przedstawione na ostatnich rysunkach $wiadcza o koniecznosci
formulowania precyzyjnych modeli matematycznych badanych uktadéw, szczegélnie
wtedy, kiedy badamy tak zlozone zjawisko, jakim jest chaos. Wspdlczynniki rozwi-
ni¢é falkowych wskazuja na istotne réznice migdzy badanymi sygnalami, cho¢ same
przebiegi czasowe tych sygnalow sa praktycznie nierozréznialne. Rozwiazania cha-
otyczne charakteryzujq sie znacznie wigksza liczbg (poréwnywalnych co do modutu)
wspOlczynnikéw rozwiniecia falkowego 1 z reguly wspolczynniki te sg rozlozone
w ciggu trwania calego sygnalu. Podobnie jak poprzednio, tak i tutaj czas trwania
analizy falkowej sygnalu byl wielokrotnie krotszy od czasu poszukiwania jego wy-
ktadnikow Lapunova.

5.5. Podsumowanie

Przedstawiono numeryczny sposob — bazujacy na wykorzystaniu dyskretnej anali-
zy falkowej sygnalu — poszukiwania stanéw chaotycznych uktadu. Na przyktadzie
nieliniowego uktadu o jednym stopniu swobody (1DOF) z wiskoelastycznymi wigza-
mi jednostronnymi pokazano, jak przejscie ze stanu niechaotycznego do chaotycznego
demonstruje sie w wielkosci 1 rozktadzie wspotczynnikow rozwinigcia falkowego jego

~odpowiedzi.

W analizie zastosowano klasyczny algorytm analizy falkowej i falkowa analizg
pakietowa, korzystajac z reguly z falek Daubechies. Wnioski wynikajace z analizy
falkowej stanow chaotycznych i niechaotycznych weryfikowano przez analize wy-
ktadnikéw Lapunova badanego ukladu.

Przeprowadzone proby numeryczne okre$lania stanéw chaotycznych ukladu po-
zwalaja na sformulowanie nastgpujacych spostrzezen:

e analiza falkowa odpowiedzi ukladu, a szczegoélnie analiza pakietowa, stanowi
skuteczne narzedzie jakosciowego rozrozniania jego stanow chaotycznych i niecha-
otycznych,

e czas trwania analizy falkowej niezbedny do rozréznienia stanu chaotycznego od
niechaotycznego ukladu jest przynajmniej o dwa rzedy krotszy od czasu trwania ana-
lizy jego wykladnikow Lapunova,

e rozroznienie stanow chaotycznych i niechaotycznych ukladu jest mozliwe na
bazie analizy falkowej skonczonych, a nawet czasowo krotkich jego odpowiedzi,

e cechg charakterystyczna sygnalu chaotycznego w analizie falkowej jest na ogot
duza liczba istotnych wspolczynnikow rozwinigcia, ktore z reguly wystepuja na ni-
skich i wysokich poziomach czgstosci badanego sygnatu,

¢ skumulowana energia sygnatu moze stanowi¢ dobre narzedzie rozrdzniania jego
stanow — stany chaotyczne charakteryzuja si¢ duza liczba poréwnywalnych co do
wartosci bezwzglednej wspolczynnikow rozwinigcia,
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e usytuowanie najlepszych baz opisu sygnatow — wynikajace z kryterium mini-
mum entropii — pozwala na rozréznienie analizowanych sygnatow; sygnaty chaotycz-
ne wykorzystuja bazy z ostatnich wierszy diagraméw falkowe;j, pakietowej dekompo-
zycji sygnatu,

e proby upraszczania modeli matematycznych uktadéw, w ktérych moze wystapié
zjawisko chaosu prowadza z reguty do falszywych wnioskéow co do ich stanu i tym
samym sa niedopuszczalne; analiza falkowa odpowiedzi modeli zlinearyzowanych
w pelni potwierdzita powyzsze stwierdzenie.

Analiza falkowa moze stanowié pewng alternatywe dla innych, jakoSciowych spo-
sobdéw numerycznej identyfikacji sygnatow chaotycznych, cho¢ podobnie do tych
technik nie moze stanowi¢ narzedzia jednoznacznie rozstrzygajacego o stanie uktadu.

W rozdziale tym wykorzystano wyniki przedstawione w pracy autora [5.18].



6. Identyfikacja liniowych i nieliniowych
ukladow dyskretnych

6.1. Wprowadzenie

Jednym z wazniejszych zadan, przed ktérym stoi wspdlczesna mechanika, jest
identyfikacja ukladow rzeczywistych. Identyfikacji dokonuje si¢ zwykle na podstawie
ciagéw pomiaréw, np. wzbudzenia 1 odpowiedzi (na przyklad przemieszczen) badane-
go ukladu.

Z uwagi na szerokie spektrum zagadnien i réznorodno$¢ stosowanych metod ist-
nieje wiele roznych podziatéw identyfikacji. Podstawa jednego z tych podzialéw jest
przestrzen, w ktorej szuka si¢ opisu identyfikowanego uktadu. W tym podziale identy-
fikacje dzieli si¢ na parametryczna i nieparametryczna. Identyfikacja parametryczna
polega na poszukiwaniu rozwigzan w bazie parametrow i okresleniu ich wartosci
w przyjetym modelu matematycznym identyfikowanego uktadu. Identyfikacja niepa-
rametryczna polega na poszukiwaniu rozwigzan w bazie funkcji i znalezieniu najlep-
szego funkcyjnego zapisu zmiennosci wielkosci charakteryzujacych identyfikowany
uklad, bez przyjmowania jego matematycznego modelu.

Krytyczny przeglad metod identyfikacji parametrycznej i nieparametrycznej wraz
z probg ich oceny przedstawiono w pracach Ljunga [6.1] oraz Petsounisa i Fassoisa [6.2].

Ostatnio jednym z narzedzi wykorzystywanych w procesie identyfikacji uktadow
liniowych i nieliniowych jest analiza falkowa (Mallat [1.3], Resnikoff 1 Wells [1.2],
Percival i Walden [1.9]). W tych zastosowaniach poszukuje si¢ rozwigzan zagadnie-
nia, rozwijajac zakladane postacie modeli matematycznych w bazach falkowych
(Ghanem i Romeo [6.3], [6.4]).

Istotnym numerycznym problemem identyfikacji parametrycznej jest wyznaczanie
pochodnych mierzonego sygnalu. Szczegdlnego znaczenia nabiera to zagadnienie
wtedy, kiedy w wyniku przeprowadzonych pomiaréw dysponujemy czgsto losowo
zaburzonym i obarczonym bledem pomiarem na przyklad przemieszczenia punktu
konstrukeji, a przyjety model matematyczny ma postaé réwnania rézniczkowego za-
wierajacego wysokie pochodne mierzonej wielkosci.
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Z kolei podstawowym problemem identyfikacji nieparametrycznej jest taki dobor
funkcji bazowych, ktére w sposéb efektywny pozwolg opisaé poszukiwane — lezace
poza obszarami wykonanych pomiaréw — powierzchnie odpowiedzi identyfikowanego
uktadu. Niezaleznie od tego, czy wybrana metode identyfikacji badanego zjawiska
zaliczamy do grupy metod identyfikacji parametrycznej czy nieparametrycznej,
z reguly stajemy przed problemem zbyt malej liczby informacji opisujacych zachowa-
nie sie identyfikowanego obiektu.

Celem tego rozdziatu jest:

e pokazanie skutecznosci pakietowe] analizy falkowej z baza Walsha w procesie
poszukiwania dobrych reprezentacji pochodnych sygnatu, ktére sg nastgpnie wyko-
rzystywane w procesie identyfikacji parametréw w procedurze najmniejszych kwadra-
tow,

e zastosowanie baz pakietowych Walsha w procedurze identyfikacji nieparame-
trycznej.

W punkcie drugim przedstawiono krétkie wprowadzenie do zagadnien zwiazanych
z identyfikacja uktadow, w punkcie trzecim pokazano algorytm wyznaczania pochod-
nych sygnalu na podstawie rozwinig¢ falkowych w pakietowej analizie z baza
Walsha; w punkcie czwartym przedstawiono wyniki testéw numerycznych propono-
wanych algorytmow identyfikacji parametrycznej i nieparametrycznej, ktére podsu-
mowano w punkcie pigtym.

6.2. Wprowadzenie do zagadnien identyfikacji ukladow

Prowadzone pomiary na obiektach rzeczywistych moga by¢ podstawa do identyfi-
kacji ich modeli matematycznych. Zidentyfikowane modele matematyczne stanowia
nieocenione zrodlo informacji o aktualnym stanie konstrukcji i mozliwych jej odpo-
wiedzi na zmieniajace si¢ warunki eksploatacji. Procedure identyfikacji modelu prze-
prowadzamy majac do dyspozycji ograniczone ciagi pomierzonych wielkosci odpo-
wiedzi konstrukcji na z reguly znane wymuszenia.

W zaleznosci od analizowanego obiektu i jego stopnia ztozonosci mozna wyréznié
procedury, ktore sa stosowane do identyfikacji:

o uktaddw liniowych i nieliniowych,

e ukladéw stacjonarnych i niestacjonarnych,

e uktadéw dyskretnych i uktadéw ciaglych,

e ukltadéw z pojedynczymi lub wielokrotnymi sygnatami wejsciowymi,

e uktadéw deterministycznych i uktadéw stochastycznych.

Wybor zastosowanej procedury identyfikacji zalezy takze od stanu naszej wiedzy
0 badanym obiekcie. Szczegélowy przeglad literatury w zakresie metod identyfikacji
wymienionych klas obiektéw mozna znalezé w monografii Ljunga [6.1].
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Jak juz wspomniano we wstepie, metody identyfikacji — w zaleznosci od tego, czy
interesuje nas pelny matematyczny model identyfikowanego obiektu, czy wiedza
o0 jego odpowiedzi w niepomierzonych zakresach parametréw — mozna podzieli¢ na
metody parametryczne i nieparametryczne.

Do podstawowych grup metod parametrycznej identyfikacji ukladéw nalezy zaliczy¢:

e metody prognozowania bledu,

e metody liniowej regresji i metody najmniejszych kwadratow,

e metody statystyczne i probabilistyczne.

Grupy metod identyfikacji nieparametryczne;j to:

e metody poszukiwania funkcji przejscia oraz metody formulowane w dziedzinie czg-
stosci, ktore najczesciej znajduja zastosowanie w analizie uktadow liniowych,

¢ metody aproksymacji funkcji opisujacych zachowanie sie analizowanego mode-
lu za pomoca réznego typu funkcji bazowych, gtéwnie wielomianowych.

W procedurach identyfikacji parametrycznej wyznaczamy parametry zalozonego
i ustalonego typu modelu matematycznego. Jednoznacznie zidentyfikowany model
matematyczny jest bardzo wygodnym narzedziem wszelkiego typu analiz. Jednak
w sytuacjach, w ktérych nasza wiedza na temat analizowanego obiektu jest ograni-
czona, a tym samym przyjety model matematyczny nie jest odpowiedni, wnioskowa-
nie o zachowaniu sie konstrukcji moze by¢ bledne.

W sytuacjach, w ktorych wiedza o obiekcie jest niepelna, badZ wykonane pomiary
sq ograniczone, skutecznych narzedzi dostarczaja metody identyfikacji nieparame-
trycznych. Wynikiem stosowania tego typu metod sa z reguty formuly, funkcje badz
powierzchnie w przestrzeniach wielowymiarowych opisywane przyjeta klasa funkcji
bazowych, ktore pozwalaja na przewidywanie zachowania si¢ identyfikowanego
obiektu w niepomierzonych zakresach parametrow. Przyjecie bazy funkcji w meto-
dach identyfikacji nieparametrycznej prowadzi oczywiscie do parametryzacji zagad-
nienia, gdyz celem procedury staje si¢ poszukiwanie mnoznikéw dla funkcji bazy:
Jednak w tej sytuacji, w odrdznieniu -od metod identyfikacji parametrycznej, poszu-
kiwane parametry na ogét nie majg interpretacji fizycznej, a ich liczba zalezy od wy-
branej bazy aproksymacyjne;.

6.3. Falkowa analiza pakietowa Walsha
w wyznaczaniu pochodnych sygnatu

Zalézmy, ze pomierzona — bedaca do naszej dyspozycji — wielkoscig fizyczna jest
np. przemieszczenie czy obrot. Jest to z reguly ciag N liczb opisujacych zmieniajaca
sie w czasie trwania sygnatu ¢ wielkos¢ fizyczng. Zalézmy, ze pomiar prowadzony jest
ze stalg czestoscig odczytu.

Poszukujac modelu matematycznego opisujacego pomierzona wielkos¢ fizyczna,
zwykle zakladamy, ze nalezy on do wybranej klasy opiséw matematycznych z niezna-
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nymi, poszukiwanymi w procesie jego identyfikacji wspotczynnikami. Na ogdét opis
ten przyjmujemy w postaci réwnania badz réwnan rézniczkowych ustalonego rzedu.
Dalej zaktada sig, ze jest to jedno liniowe lub nieliniowe réwnanie rézniczkowe zwy-
czajne o stalych w czasie wspétczynnikach. Tego typu model matematyczny jest cze-
sto wykorzystywany (Bellomo i Preziosi [6.5]) i daje zadowalajace rezultaty nie tylko
w opisie prostych ukladéw mechanicznych. W zalezno$ci od przyjetego rzedu réwna-
nia r6zniczkowego z reguly stajemy przed problemem poprawnego wyznaczenia sze-
regu pochodnych pomierzonego sygnatu. Jak si¢ okazuje, w rozwiazaniu tego zadania
szczegolnie przydatna jest pakietowa analiza falkowa bazujaca na filtrze Haara.

Stosowanie dolno- 1 gérmoprzepustowego filtru Haara polega na sukcesywnym obli-
czaniu dla nastepujacych po sobie (w ciggu pomiaréw) par liczb (np. a i b) ich wazonej
sumy 1 wazonej roznicy, ktore odpowiednio przyjmuja postaé (a +b)/w/_2— 1 (a —b)/\/i .
Zastosowanie dolnoprzepustowego filtra do sygnatu o liczbie elementéw N powoduje
wazone usrednianie sygnatu, a produktem wyjsciowym jest zbior o liczebnosci N/2,
ktdry jest przeskalowang, wygladzong reprezentacjg sygnatu wejsciowego. Z uwagi na
to, ze podczas pomiaru rejestrowane sa roOwniez z zalozenia mate losowe zaburzenia,
a sam pomiar rejestrowany jest z bledem, pozadane jest wyeliminowanie wspomnia-
nych wielkosci, co w pewnym zakresie spelnia wilasnie proces filtrowania sygnatu
filtrem dolnoprzepustowym. Efektem dzialania gérnoprzepustowego filtra Haara na
probie o liczebnosci N jest zbidr (o liczebnosci N/2) przeskalowanych roznic par
liczb, a wiec zbior, ktéry z dokladnoscig do znaku, czestosci probkowania i skali
wprowadzonej przez filtr jest reprezentacjg pierwszej pochodnej sygnatu wejsciowe-
go. Zastosowanie gornoprzepustowego filtra Haara jest procesem r6éznicowego obli-
czania skalowanej pochodnej sygnatu. Jezeli zbidr reprezentujacy skalowana pochod-
na sygnalu wejsciowego ponownie zostanie poddany procesowi filtracji
goémoprzepustowym filtrem Haara, to efektem tego dzialania begdzie zbidr (dwukrot-
nie mniej liczny od zbioru wejsciowego — zbiér o liczebnosci N/4), reprezentujacy
skalowang druga pochodna sygnatu pierwotnie poddawanego filtracji. Takie wlasnie
wielokrotne filtrowanie miedzy innymi realizuje algorytm pakietowej analizy falko-
wej Walsha. Jak z tego wynika, po znalezieniu stosownych mnoznikéw powodujacych
wspomniane skalowanie, rezultat pakietowej analizy falkowej Walsha moze by¢
wprost zrédtem wygtadzonego sygnalu wejsciowego i réznicowo obliczanych jego
pochodnych rzgdu wymaganego przez przyjety, identyfikowany model.

Na rysunku 6.1 pokazano schemat algorytmu analizy pakietowej. Najwyzszy
wiersz schematu przedstawia sygnat wejsciowy s, ,, ktéry w procedurze analizy pakie-

towej jest poddawany kolejnym n etapom filtracji. Sygnat s,, nie byt poddawany
filtracji i dlatego przypisano mu n = 0. Wynikiem nastgpujacych po sobie etapow
filtracji sa réwnoliczne, dla ustalonego n, bloki wspétczynnikéw s, ;. Na schemacie
zrysunku 6.1 wspétczynniki te pomnozono przez mnozniki C” (n), gdzie przez p>0
oznaczono rzad pochodnej sygnahu. Iloczyny wspélczynnikéw rozwinigcia pakieto-
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wego i mnoznikéw sa: dla p=0 (C° (n)s,.__,-) przefiltrowanym sygnatem wejsciowym,
dla p=1 (C '(n)s,.'_/.) pierwszg pochodng filtrowanego sygnalu wejsciowego, a dla
p=2 (C z(n)sivj ) jego druga pochodna. Mnozniki C”(n) sa zalezne od etapu filtra-

cji n, wspotczynnikéw filtrow Haara, liczebnosci NV zbioru opisujacego sygnal wej-
Sciowy, czestosci probkowania sygnalu A4 =¢/N oraz rzedu p szukanej pochodnej
sygnatu. Na rysunku 6.1 przedstawiono jedynie cztery etapy filtracji i, jak tatwo za-
uwazy¢, wspolczynniki rozwinig¢ sygnatu ostatniego etapu s, ; moga stanowic¢ bazg

odtworzenia filtrowanego sygnalu wejsciowego (C° (4)54‘0) oraz pierwszej
(C'(4)s,,), drugiej (C*(4)s,,), trzeciej (C*(4)s,,) i czwartej (C*(4)s,,s) jego fil-

trowanej pochodnej. Maksymalny rzad pochodnej (p) mozliwy do odtworzenia na
etapie (n) falkowej analizy pakietowej jest p = n.

So.0 n=0

C 15y C'(1)su, n=1

" 2)szn C'(2)s., G (s, =1

C0(3)5'3.0 c (3)53.| c? ( )51 3 c 3)33 7 n=3
Cu(4)34,o| Cl(“)—‘a.n , C2(4)54.3 | I c( 54 7 I | I lC" (4)54.15 n=4

Rys. 6.1. Schemat algorytmu analizy pakietowe;j
Fig. 6.1. Packet analysis algorithm chart

Pochodne sygnalu mozna odtworzy¢ takze na podstawie innych blokéw wspol-
czynnikdw rozwinig¢ sygnatu na n-tym poziomie jego filtracji. Dalej ograniczono sie
do podania mnoznikéw niezbgdnych do identyfikacji sygnatu i jego pochodnych dla
ich pierwszych — liczac od lewej strony diagramu — reprezentacji na poziomie #.

Mnozniki C” (n) mozna tatwo otrzymac, $ledzac sekwencje filtracji sygnatu, kto-
rej idee przedstawiono na poczatku tego punktu.

Filtrowana reprezentacja sygnalu wystgpuje zawsze jako pierwszy blok wspdt-
czynnikéw (ciag liczb o liczebnosci N/2") rozwinigcia sygnatu na etapie n jego ana-

lizy pakietowej. Mnoznik C° (n) ma postaé

c°(n):(—j?J'1 (6.1)

Filtrowane reprezentacje pierwszej, drugiej, trzeciej i czwartej pochodnej sygnatu
wystepuja odpowiednio na 2, 4, 8 i 16 pozycji poziomu #, liczac od jego lewej strony.
Liczebnos¢ kazdego z tych zbioréw jest rowna N/2". Odpowiednie mnozniki tych
pochodnych przyjmuja postaé:
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)= ()-4a)' (1]
3l
;)

C*(n)=(~1)*-16384- (2" 4] * [75-]

C*(n)=(-1)*-32. 2"A (

ﬂl

(6.2)

C*(n)=(-1)-512- 2"4 (

SI

p—

Ogolnie, mnoznik C* (n) pochodne;j p-tego rzedu (przy zalozeniu, ze p <n) jest

nj=p

cp(n):(%j TTC- 1)-4-z‘f-’)-(2"A)“ (6.3)

i=1

Pierwsza (liczac od lewej strony bloki elementéw rozwinigcia pakietowego n-tego po-
ziomu) przeskalowana reprezentacja pochodnej rzedu p sygnatu wystepuje na nozycji 2°.

Poprawnosé¢ przedstawionych relacjami (6.1) i (6.3) mnoznikéw tatwo sprawdzié,
prowadzac pakietowq analizg¢ z baza Walsha dyskretnych reprezentacji funkcji gtad-
kich, ktérych pochodne sa znane.

6.4. Przyklady numeryczne

Mozliwosci praktycznego wykorzystania wynikéw falkowej analizy pakietowe;
z baza Walsha do identyfikacji parametrycznej prostych modeli ukladéw mechanicz-
nych testowano na wielu przyktadach. Jak juz wspomniano, w procesie identyfikacji
wspolczynnikoéw przyjmowanych modeli matematycznych wykorzystano metode naj-
mniejszych kwadratéw (Chen, Billings i Luo [6.6]).

Pierwszym przykladem jest proces identyfikacji wspotczynnikéw rézniczkowego
rownania rzgdu drugiego, ktérym mozna opisywaé na przykiad drgania ukladu o jed-
nym stopniu swobody. Podstawa identyfikacji sa znane, niezakldcone ciagi liczb be-
dace efektem probkowania ze stalq czestoscig odpowiedzi ukladu i wymuszenia. Za-
16zmy, ze matematycznego opisu uktadu poszukujemy w postaci

ay"(t)+ by (t)+ ey(t)= 1 (1) (6.4)
gdzie a, b, ¢ sa poszukiwanymi stalymi parametrami, a y(t) if (t) sq funkcjami opi-
sanymi ciagami liczb y, i f; powstalymi w wyniku prébkowania, np. wychylenia
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i wymuszenia. Przez y! (t) i y‘f’(t) oznaczono odpowiednio dyskretne warto$ci pierw-
szej 1 drugiej pochodnej sygnatu y(t), gdzie i=1,2,3,..., N.

Wyniki przeprowadzonej identyfikacji roéwnania (6.4) przy a =2, b = 0,1, ¢ =5
if =1 lcos(t) w zalezno$ci od etapu n analizy pakietowej sygnatu, ktory jest zrédtem
réwnolicznych zbioréw (o liczebnosci /) opisujacych w sposob dyskretny y(t), y’(t)
1 y”(t) przedstawiono w tabelach 6.1 1 6.2, zestawiajac estymowane wartosci parame-
trow 1 ich procentowe btedy odniesione do wartosci doktadnych. Podstawa tych wyni-
kow byly zbiory o liczebnosci odpowiednio N = 16 384 1 N = 32 768, ktore opisywaly
odpowiedz uktadu y, = y(r,) i wymuszenie f; =11cos(;) dla ¢ € <0,10> :

Jak tatwo zauwazy¢, parametry modelu mozna okresli¢ z bledem nie przekraczaja-
cym 8% juz na podstawie 4x8 = 32 liczb, z ktorych 24 to wspdlczynniki pakietowego
rozwiniecia sygnatu, a pozostatych 8 to wyniki pomiaréw wymuszenia. Blad procen-
towy okreslanych wspdlczynnikow nie przekracza 0,5%, jezeli w procesie identyfika-
cji wykorzystamy 4x32 = 128 liczb.

Tabela 6.1. Wyniki identyfikacji liniowego ukfadu (6.4) dla N = 16 384
Table 6.1. [dentification results of the linear system (6.4) for N = 16 384

Bl Liczba Parametry (wartosci doktadne: =2, 6=0,1, c=5)
. : a b c
analizy elementéw Blad Blad Blad
pakietowej / Oszacowanie q Oszacowanie Oszacowanie %
% % %
5 512 1,9999 -0,0046 0,1001 0,1349 5,0000 0,0007
7 128 1,9993 -0,0324 0,1001 0,1529 5,0005 0,0100
9 32 1,9902 -0,4862 0,1003 0,3901 5,0057 0,1531
11 8 1,8417 -7,9114 0,1042 4,2850 5,1245 2,4904
Tabela 6.2. Wyniki identyfikacji liniowego uktadu (6.4) dla N = 32 768
Table 6.2. Identification results of the linear system (6.4) for N = 32 768
Etap n Liczha Parametry (wartoéci dokladne: a=2,6=0,1, c=5)
. . a b c
analizy elementow Blad Blad Blad
pakictowej I Oszacowanie % Oszacowanie x Oszacowanie %
% % L
5 1024 1,9999 -0,0011 0,1000 0,0752 5,0000 0,0005
7 256 1,9998 -0,0087 0,1000 0,0783 5,0000 0,0024
10 32 1,9903 —-0,4849 0,1003 0,3306 5,0076 0,1528
11 16 1,9611 -1,9441 0,1010 1,0962 5,0300 0,6139
12 8 1,8418 —7,9095 0,1042 4,2199 5,1245 2,4905

Drugim przykladem zastosowania pakietowej analizy Walsha jest proces identyfi-
kacji wspétczynnikéw modelu nieliniowego, do ktdrego czesto sprowadza si¢ pro-
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blem drgan ukladéow wykazujacych cechy ruchow chaotycznych (Argyris, Faust
i Haase [5.2]). W tym przypadku model matematyczny przyjmuje postaé réwnania
typu Duffinga

ay"(t)+ by (t)+ ey’ (6) = 1 (1) (6.5)

Tabela 6.3. Wyniki identyfikacji nieliniowego ukladu (6.5) dla N = 16 384
Table 6.3. Identification results of the non-linear system (6.5) for N = 16 384

B . Parametry (wartosci doktadne: a=1,b=0,1,c= 1)
Etap n Liczba
. ; a b c
analizy clementéw Bind Biad i
pakietowej / Oszacowanie % Oszacowanie " Oszacowanie A
% % %
5 512 0,9999 -0,0084 0,1001 0,1179 1,0002 0,0215
7 128 0,9997 -0,0274 0,1004 0,4184 1,0037 0,3721
9 32 0,9956 -0,4346 0,1046 4,6929 1,0598 5,9847
10 16 0,9647 -3,5217 0,0864 -13,518 1,2393 23,932
Tabela 6.4. Wyniki identyfikacji nieliniowego ukladu (6.5) dla N = 32 768
Table 6.4. Identification results of the non-linear system (6.5) for N = 32 768
. Liczba Parametry (wartoéci doktadne: a=1,b=0,1,c=1)
: ; a b s
analizy elementow -~ B Bind
pakietowej { Oszacowanie o/il Oszacowanie (;: Oszacowanie 02
5 1024 0,9999 -0,0039 0,1000 0,0590 1,0000 0,0049
7 256 0,9999 -0,0085 0,1001 0,1384 1,0009 0,0926
9 64 0,9991 -0,0893 0,1012 1,2984 1,0149 1,4946
10 32 0,9956 -0,4307 0,1046 4,6435 1,0598 5,9855
11 16 0,9648 -3,5174 0,0864 13,557 1,2393 23,932

W tabelach 6.3 i 6.4 przedstawiono wyniki identyfikacji parametréw modelu (6.5),
gdya=1,b=0,l,c=11f=1 1cos(t), przy réznych czgstosciach probkowania od-
powiedzi i wymuszenia ukladu w czasie ¢ € (0,10) .

Jak wida¢, w przypadku identyfikacji parametrow ukladu nieliniowego wymagana
jest wigksza liczebno$¢ — w poréwnaniu z uktadami liniowymi — zbioréw opisujacych
przefiltrowany sygnal i filtrowane jego pochodne; gdy / = 64, blad procentowy wy-
znaczenia wspolczynnikow jest rzedu 1%.

Mozliwe losowe zaklocenia w mierzonym sygnale y(t) generowano, uzywajac

rozktadu réwnomiernego i losujac liczby z zakresu +5% wartosci amplitudy y,,
kidére nastepnie dodawano do y;. Wyniki identyfikacji parametréw modelu liniowego
1 nieliniowego przy uwzglednieniu losowych zaklécen sygnalu y; pokazano odpo-
wiednio w tabelach 6.5 i 6.6. Z zestawienia wynikéw widaé, ze proces filtracji pakie-
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towej analizy Walsha jest wystarczajacy do identyfikacji parametrow modelu, tutaj
przy [ =16 1= 32 odpowiednio dla modelu liniowego i nieliniowego.

W podanych przykladach identyfikowane byly parametry rownan niskiego (dru-
giego) rzedu. Zalézmy teraz, ze matematycznego opisu pomierzonych wielkosci
(y,., f,) szukamy w klasie réwnan rozniczkowych rzedu czwartego. Niech przykla-
dowe rownania, ktorych statych wspotczynnikéw poszukujemy, maja postac:

ay""(t)+ by (t)+ ey"(t) + dy'(e) + ey(0) = £ 1) (6.6)
ay""(e)+ by (1) + ey () +dy' (1) + ey’ ()= £ () (6.7}
odpowiednio dla zagadnienia liniowego i nieliniowego.

Tabela 6.5. Wyniki identyfikacji liniowego ukiadu (6.4) z losowymi zakléceniami dla N = 16 384
Table 6.5. Identification results of the linear system (6.4) with random disturbance for N = 16 384

) Parametry (wartosci dokladne: a =2,b5=0,1, c = 5)
Etap n Liczba
. , a b c
analizy elementéw Blad Blad Blad
pakietowej / Oszacowanie & Oszacowanie & Oszacowanie A
% % %
9 32 1,4505 -27,472 0,1938 93,859 4,0966 —-18,068
10 16 1,9267 -3,6619 0,0984 -1,5231 49983 -0,0333
11 8 1,8297 —8,5112 0,1144 14,453 5,0917 1,8347

Tabela 6.6. Wyniki identyfikacji nieliniowego ukladu (6.5) z losowymi zakléceniami dla N = 16 384
Table 6.6. Identification results of the non-linear system (6.5) with random disturbance for N = 16 384

Btapn Liogha Parametry (wartosci dokladne: a =1, b=0,1,c=1)
. , a b ¢
analizy elementow Biad Biad Bind
pakietowej / Oszacowanie % Oszacowanie * Oszacowanie 5
% % %
8 64 0,5577 —44,224 0,0530 —-46,949 0,6874 -31,257
9 32 1,0033 0,3313 0,0960 -3,9761 1,0802 8,0219
10 16 0,9661 —3,3852 0,0844 15,555 1,2462 24,626

Podobnie jak poprzednio, wyniki identyfikacji parametrow tych réwnan dla réz-
nych etapoéw analizy pakietowej n sygnatu o liczebnosci N = 16 384 pokazano w tabe-
lach 6.7 1 6.8 odpowiednio dla modelu liniowego (6.6) i nieliniowego (6.7) przy
£(t)=11cos(t).

Jak wiadomo (Worden [6.7]), wyznaczanie wysokich pochodnych pomierzonego
sygnatu jest bardzo klopotliwe i prowadzi na ogét do niezadowalajacych rezultatow.
Pakietowa analiza sygnalu z wykorzystaniem bazy Walsha umozliwia uzyskanie ak-
ceptowalnych postaci jego wysokich pochodnych, ktore — jak pokazano w tabelach
6.7 1 6.8 — z powodzeniem mozna wykorzysta¢ do identyfikacji parametrow modeli.



Tabela 6.7. Wyniki identyfikacji liniowego ukiadu (6.6) dla N = 16 384
Table 6.7. Identification results of the linear system (6.6) for N = 16 384

Etap n Liczba Parametry (wartosci dokladne: a =30, b=8,c=15,d=6,e=2)
. , a b c d e
analizy | elementow Blad Blad Blad Blad Blad
pakietowej l Oszacowanie A Oszacowanie : Oszacowanie A Oszacowanie A Oszacowanie A
% % % % %
9 32 28,760 [-4,132 8,515 6,439 13,197 |-12,013 6,446 7,437 1,470 -26,481
10 16 30,258 0,862 7,876 -1,537 15,297 1,985 5,891 -1,806 2,078 3,921
11 8 30,631 2,105 8,104 1,300 15,256 1,711 6,126 2,116 2,046 2,344
Tabela 6.8. Wyniki identyfikacji nieliniowego ukiadu (6.7) dla N = 16 384
Table 6.8. Identification results of the non-linear system (6.7) for N = 16 384
Bigpn Liczba Parametry (wartosci dokladne: a =30,56=8,c=15,d=6,e=2)
A , a b c d e
eeliey. |elemenibe Blad Blad Blad Blad Blad
pakietowej / Oszacowanie " Oszacowanie % Oszacowanie a Oszacowanie A Oszacowanie %
% % % % %
.8 64 27,228 -9,238 9,238 18,610 12,300 |-18,000 6,367 6,124 1,881 -5,932
9 32 30,022 0,074 7,288 -8,894 15,361 2,412 5,580 —-6,990 1,993 -0,345
10 16 30,883 2,943 0,644 —-16,945 15,967 6,451 5,395 -10,070 2,061 3,056
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Wtasciwosci pakietowej transformaty falkowej Walsha mozna réwniez wykorzystaé
w metodach identyfikacji nieparametrycznej. Zwykle w tego typu metodach poszukuje si¢
powierzchni f(y, j/), ktéra w zadowalajacy sposob aproksymuje wyniki przeprowadzo-
nych pomiaréw i pozwala na uzyskanie informacji (ich przewidywanie) o stanach uktadu,
ktore nie s udokumentowane pomiarami. Jezeli dla uktadu o jednym stopniu swobody,
zgodnie z drugg zasada Newtona zapiszemy, ze mj5(t)+ i (y,jz) =F (t) , gdzie m jest znang
masg ukladu, F (t) znang sita wymuszajaca, to — dysponujac pomiarami wielkosci y(t)
— do wyznaczenia funkcji f (y, j)) =F ([)_ mj}(t) musimy zna¢ wiarygodng informacj¢ o
predkosci y(t) 1 przyspieszeniu ji(t). Dalej bazujac na rownaniu Duffinga (6.5), kto-
rego odpowiedz y(t) (w czasie ¢ =20s przy N =16384) jest jak poprzednio zakld-
cono losowo, wygenerowano — wykorzystujac rézne etapy analizy pakietowej — trojki
liczb (y;, 3. f; = f(v,»3;)), ktére stanowily podstawg wyznaczenia funkcji f (7).

) 3
LA ;.
] "i‘s’?""f"q
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s
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Rys. 6.2. Aproksymacja powierzchni [ (y,_)':) po széstym etapie analizy pakietowej
Fig. 6.2. Surface [ (y,_)'/) approximation after 6 stages of wavelet-packet analysis

Na rysunkach 6.2 i 6.3 pokazano przestrzenne trajektorie ruchu ukladu (6.5)
w przestrzeni (y,», f (y, )'))) odpowiednio po szostym 1 sibdmym etapie pakietowe]
dekompozycji sygnatu zakldoconego. Trajektorie te przedstawiono na tle ciaglych,
wielomianowych (do trzeciego stopnia wlacznie) powierzchni f(y, j}), ktdre otrzy-
mano, stosujac aproksymacje sredniokwadratowe.
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ylt]

Rys. 6.3. Aproksymacja powierzchni f (y,_)") po siodmym etapie analizy pakietowe;j
Fig. 6.3. Surface f(y, )) approximation after 7 stages of wavelet-packet analysis

Zaréwno przy n = 6, jak i przy n = 7 otrzymano zadowalajaca aproksymacj¢ funk-
cji f (y, j}). Nalezy podkresli¢, ze zwykle w procedurze identyfikacji nieparametrycz-
nej poszukuje si¢ powierzchni f(y,j/), stosujac roznego typu bazy funkcji aproksy-
mujacych (Chen, Billings i Luo [6.6], Masri, Sassi, i Caughey [6.9], Mohammad,
Worden i Tomlinson [6.10]). Tutaj do wyznaczenia powierzchni f(y, j)) wykorzysta-
no prosta aproksymacje wiclomianowa, z tym jednak, ze proces dopasowania po-
wierzchni poprzedzono — bazujaca na pakietowej analizie falkowej Walsha — procedu-
ra generowania predkosci y(¢) i przyspieszen ¥(t).

6.5. Podsumowanie

W rozdziale przedstawiono algorytm identyfikacji parametréw modeli, w postaci
réwnan rézniczkowych, bazujacy na metodzie najmniejszych kwadratow i wykorzy-
stujacy wlasciwosci pakietowej, falkowej analizy sygnatu. Pokazano, ze n-ty etap
analizy pakietowej z baza Walsha moze by¢ zrédlem filtrowanych, wygtadzonych
postaci sygnatu i jego pochodnych, ktére na 0gédt z powodzeniem pozwalaja identyfi-
kowa¢ poszukiwane parametry modeli lub powierzchnie w procedurach identyfikacji
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nieparametrycznej. Sformulowano mnozniki, ktére sa niezbedne do okreslania rze-
czywistych, dyskretnych wartosci funkeji 1 jej pochodnych. Zaproponowane podejscie
do identyfikacji parametrow modelu testowano na liniowych 1 nieliniowych réwna-
niach rézniczkowych do rzedu czwartego wiacznie.

Przeprowadzone testy pozwolily na sformutowanie kilku ogdlnych spostrzezen:

e analiza pakietowa z baza Walsha, dzigki wlasciwosciom filtrow Haara, jest na-
turalnym zrédtem — niezbednych w procesie identyfikacji — pochodnych sygnatu,

e uzyskane na n-tym etapie analizy pakietowej postacie skalowanych funkcji i jej
pochodnych sg reprezentowane przez rownoliczne, dyskretne zbiory wspotczynnikow
rozwinie¢ falkowych, z ktérych — dzigki procesowi filtracji — czgSciowo wyelimino-
wano zaburzajace proces identyfikacji bledy pomiaru i losowe zaburzenia mierzonych
wielkosci wejsciowych,

e postacie dolno- i gémoprzepustowego filtru Haara pozwalaja sformutowac Sciste
mnozniki dla przeskalowanych funkcji 1 jej pochodnych, nie wprowadzajac jednoczesnie
jakichkolwiek zaburzen brzegowych charakterystycznych dla innych filtréw falkowych,

e na kazdym — odpowiednio wysokim — etapie » analizy pakietowej mozna zna-
lez¢ wielokrotnie wystgpujace reprezentacje pochodnej sygnatu ustalonego rzedu;
reprezentacje te z doktadnoscia do znanych mnoznikdw sa réwnowazne w procesie
odtwarzania rzeczywistej postaci pochodnej,

e proces identyfikacji modeli, szczegdlnie dla modeli z wysokimi rzedami po-
chodnych sygnatu, wymaga uwagi w doborze etapu n analizy pakietowej, ktérego
wspotczynniki sg podstawa odtwarzania sygnatu i jego pochodnych.

W rozdziale tym wykorzystano wyniki przedstawione w pracy autora [6.11].



7. Analiza zagadnien poczatkowych liniowych rownan
rozniczkowych o wspotczynnikach zmiennych w czasie

7.1. Wprowadzenie

Przedstawienie danej funkcji w bazach funkcji ortogonalnych jest od dawna znane
1 stosowane nie tylko w matematyce. Ten sposob przedstawiania funkcji — poczynajac od
lat siedemdziesiatych ubieglego wieku — znalazt szerokie zastosowanie w rozwigzywaniu
rownan rdézniczkowych opisujacych zagadnienia dynamiki, sterowania i identyfikacji.

Finlayson [7.1] oraz Villadsen i Michelson [7.2] rozwigzywali rownania réznicz-
kowe stosujac aproksymacje ortogonalnymi wielomianami. Ortogonalne funkcje
Walsha zastosowali Corrington [7.3] oraz Chen i1 Hsiao [7.4], ktérzy jako pierwsi
zdefiniowali pojecie macierzy operacyjnej catkowania dla tego typu funkcji. Macierze
operacyjne catkowania, ktore stanowig istotny element algorytmoéw analizy réwnan
rozniczkowych formutowano dla réznych funkcji bazowych. Miedzy innymi Chen,
Tsay 1 Wu [7.5] macierz operacyjng zdefiniowali dla prostokatnej funkcji impulsowe;j,
Hwang 1 Shih [7.6] oraz King i Paraskevopoulos [7.7] dla funkcji Laguerre’a, Chang
1 Wang [7.8] dla wielomianéw Legendre’a, Praskevopoulos [7.9] dla funkcji Che-
bysheva, a Paraskevopoulos, Sparcis i Monroursos [7.10] dla szeregéw Fouriera.

Ostatnio coraz czg¢$ciej w opisach roznych klas funkcji stosowane sg bazy falkowe
(Resnikoff i Wells [1.2], Mallat [1.3]), ktére dzigki swym wlasciwos$ciom okazujq si¢
wygodnym 1 uniwersalnym narz¢dziem analizy roznych zagadnien technicznych,
awtym i tych, ktérych opis sprowadza si¢ do zagadnien poczatkowych réwnan roz-
niczkowych. Chen i Hsiao [7.11] jako pierwsi pokazali posta¢ macierzy operacyjnej
catkowania dla falek Haara i zastosowali ja do analizy ukladdw dynamicznych. Stan
systemoéw z opdznieniem przy wykorzystaniu falek Haara analizowal Hsiao [7.12].
Hsiao i Wang [7.13] zastosowali macierz operacyjna calkowania dla funkcji Haara
w optymalizacji liniowych zagadnien kontroli. Bazujac na macierzy operacyjnej cal-
kowania dla falek Haara kompletna i prosta procedure optymalizacji liniowych syste-
mow dynamicznych przedstawili Chen i Hsiao [7.14]. Ostatnio Hsiao 1 Wang [7.15],
[7.16] zastosowali falki Haara do analizy stanow i oceny parametrow systemow bili-
niowych i analizy nieliniowych uktadéw zle uwarunkowanych.
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Celem tego rozdziatu jest:

e sformutowanie — bazujacych na falkowych bazach pakietowych Walsha — algo-
rytmow analizy zagadnien poczatkowych liniowych réwnan roézniczkowych o stalych
1 zmiennych wspoétczynnikach,

¢ pokazanie postaci tak zwanych modyfikowanych macierzy operacyjnych catko-
wania i zbadanie ich wpltywu na doktadnos¢ obliczen.

Zastosowanie falkowych baz pakietowych Walsha stanowi uogdlnienie dotychczas
wykorzystywanych baz Haara 1 Walsha, ktore sg szczegdlnymi przypadkami tutaj
omawianych baz pakietowych. W wyniku modyfikacji postaci macierzy operacyjnych
calkowania poprzez przyjmowanie réznych punktéw charakterystycznych dla prze-
dzialéw odcinkowo stalych baz pakietowych powstaje cala klasa tych macierzy, kto-
rych szczegdlnymi przypadkami sa macierze operacyjne catkowania Haara 1 Walsha.

W punkcie drugim rozdzialu przedstawiono krétkie wprowadzenie do problemow
zwiazanych z zagadnieniami poczatkowymi rownan rézniczkowych zwyczajnych,
w punkcie trzecim sformulowano — przystosowane do wykorzystania z dowolng fal-
kowa baza pakietowg Walsha — algorytmy analizy liniowych rownan rézniczkowych
o statych 1 zmiennych wspodlczynnikach; w punkcie czwartym zdefiniowano tak zwa-
ne modyfikowane macierze operacyjne catkowania; w punkcie piatym pokazano przy-
ktady analizy i omowiono otrzymane wyniki, a w punkcie szdstym przedstawiono
wnioski ogdlne wynikajace z zastosowania baz pakietowych i modyfikowanych po-
staci macierzy operacyjnych catkowania w procesie rozwigzywania uktadéw roéwnan
rdézniczkowych.

7.2. Podstawy zagadnien poczatkowych
rownan rozniczkowych zwyczajnych

Przyjmijmy, Ze zagadnienie poczatkowe rdwnan rézniczkowych zwyczajnych
mozna przedstawi¢ w postaci

d
gt—x(t)zz(t,x), x(t,) = x, (7.1)

gdzie: x(r)e R" jest wektorem zmiennych stanu, z(z,x)e R” jest wektorem ciaglych
funkcji z; okreslonym w pewnym obszarze zmiennych (t,xl,xz,...,x,,) i spelniaja-
cych warunek Lipschitza (Bjorck i Dahlquist [7.17], Krupowicz [7.18]). Dany wektor
x, okresla warunki poczatkowe zadania. Z zalozenia warunku cigglosci funkeji z;
1 z warunku Lipschitza wynika istnienie doktadnie jednego ukladu funkcji x bedacego
rozwigzaniem problemu (7.1). Rozwiazanie to istnieje na pewnym przedziale zmien-
nej niezaleznej ¢, obejmujacym jej wartos¢ poczatkowa f,. Dlugos¢ tego przedzialu
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zalezy od wilasciwosci funkeji z;, ktére w konkretnych zastosowaniach sa na ogdét
wielko$ciami ograniczonymi, okreslonymi na przedziatach nieskonczonych. Z zatoze-
nia cigglosci funkeji z; wynika, ze pierwsze pochodne rozwiazania sq funkcjami cia-
glymi zmiennej ¢, co pozwala speini¢ minimalny warunek, jaki stawia teoria metod
numerycznych.

Istnienie 1 jednoznacznos$¢ rozwigzania problemu (7.1) implikuje ciagla zaleznos¢
rozwiazan od warunkow poczatkowych, ktora to zaleznos¢ jest na ogot wlasciwoscia
lokalna. Uogodlnieniem pojecia ciaglej zaleznosci rozwigzania od warunkdw poczat-
kowych jest pojecie stabilno$ci rozwigzania, ktorej na ogdt nie zapewniaja warunki
istnienia i jednoznacznosci rozwigzania. Rozwigzanie problemu (7.1) jest stabilne,
jezeli male zmiany warunkéw poczatkowych powoduja co najwyzej malte zmiany
rozwigzania w calym obszarze zmiennej niezalezne;j .

Numeryczna analiza zagadnien poczatkowych polega na obliczeniu — wychodzac
z warunkéw poczatkowych — wartosci przyblizonych x; dla t=¢; (t,. > to) rozwiaza-
nia doktadnego x(¢;). Rozwiazania przyblizone sa okreslane na dyskretnym zbiorze
zmiennej niezaleznej, ktory wynika z przyjetego stalego badz zmiennego kroku cat-
kowania. Cecha charakterystyczng numerycznego calkowania zagadnienia poczatko-
wego jest to, ze rozwiazania przyblizone x; sa obliczane sukcesywnie dla nastepuja-

cych kolejno po sobie punktéw podziatu zmiennej niezaleznej. Jezeli w obliczeniach
wartosci rozwiazania przyblizonego w i-tym punkcie zmiennej ¢ wykorzystywane jest
wylacznie rozwigzanie otrzymane w punkcie i — 1, to taka metode¢ obliczen zaliczamy
do tak zwanych metod jednokrokowych. Jezeli w tych obliczeniach wykorzystujemy
szereg rozwiazan, na przyktad z k punktéw poprzednich, to takie metody obliczen nazy-
wamy wielokrokowymi (k-krokowymi). Metody wielokrokowe, w zaleznosci od tego,
czy w algorytmie szukania rozwigzania w i-tym punkcie sa wykorzystywane jedynie
rozwigzania z punktow poprzednich, czy tez z punktéw poprzednich i z punktu i-tego,
dzielimy odpowiednio na metody jawne i niejawne.

Podstawowym reprezentantem grupy metod jednokrokowych sa metody Rungego
-Kutty, a grupy metod wielokrokowych — metody Adamsa, ktére zaliczamy do linio-
wych metod wielokrokowych.

Metody jedno- i wielokrokowe stanowia podstawowe typy metod numerycznego
catkowania zagadnien poczatkowych; do mniej popularnych metod zaliczamy migdzy
innymi metody ekstrapolacyjne, metody hybrydowe czy metody szeregéw potggo-
wych.

Wszystkie metody numeryczne sa obarczone tak zwanym bledem aproksymaciji,
ktéry wnosi sama metoda w jednym kroku obliczen, bez uwzgledniania wplywu ble-
déw popelnianych w krokach wczesniejszych. Bledem aproksymacji nazywamy réz-
nicg miedzy rozwigzaniem S$cistym a rozwiazaniem, ktére daje zastosowana metoda
obliczen, dla ktorej btad ten jest wielkos$cia charakterystyczna.

Zwykle numeryczne catkowanie wiaze si¢ z wielokrotnym stosowaniem przyjetej
metody numerycznej, a z krokowego charakteru obliczen wynika, ze btedy popemiane
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we wezesniejszych krokach kumuluja si¢ w trakcie obliczen. Z powyzszego faktu
wynika konieczno$é oceny globalnej zastosowanej metody, ktérej dokonuje si¢ na
podstawie przeprowadzonych badan bledu catkowitego rozwigzania i zbieznosci me-
tody. Przez blad calkowity nalezy rozumieé réznice miedzy rozwigzaniem Scistym
a rozwiazaniem numerycznym w dowolnym kroku obliczen.

Zbieznos¢ metody oznacza, Ze rozwigzanie numeryczne, przy dostatecznie gestym
podziale analizowanego obszaru zmiennej niezaleznej, jest dowolnie bliskie rozwia-
zaniu $cistemu w calym tym obszarze.

W nastepnym punkcie przedstawiono algorytm numerycznego catkowania linio-
wych zagadnien poczatkowych, ktéry bazuje na pakietowych funkcjach falkowych
Walsha i jest odmiang metod jednokrokowych, dajacych rozwiazanie jednoczesnie
w m punktach nastepnych.

7.3. Analiza stanu ukladow liniowych

Rozpatrzmy uktad n liniowych rownan rézniczkowych zwyczajnych, ktéry mozna
przedstawié w postaci

x(r)= Ax(t)+Bu(t), x(0)=x, (7.2)

gdzie, jak poprzednio, x(t)e R" jest wektorem zmiennych stanu, wektor u(t)e R" re-

prezentuje dowolne, zadane wymuszenie, macierze A i B sa znanymi macierzami
wspblczynnikow odpowiednio o wymiarach nxn i nxr, x, jest wektorem definiuja-
cym stan poczatkowy ukladu, a zmienna niezalezna jest . Dalej zmienna niezalezng
nazywa si¢ czasem. Kropka oznaczono pochodng wektora x po czasie.

Najpierw bedzie rozpatrzony przypadek, w ktérym uklad réwnan (7.2) ma stale
macierze wspolczynnikéw A i B, a nastgpnie taki, w ktérym wspoélczynniki tych ma-
cierzy sa dowolnymi funkcjami czasu z.

Zaldézmy, ze dana jest dowolna falkowa baza pakietowa Walsha przestrzeni V,
ktorej reprezentacja jest macierz H(¢#) o wymiarach mxm, gdzie parametr m = 2’ jest
stopniem aproksymacji. Macierz H(¢) moze reprezentowac¢ baz¢ Haara, bazg Walsha
badz dowolng inng falkowa baze pakietowa. Poniewaz bazy te sg zdefiniowane dla
te [O,I], nalezy przeprowadzi¢ normalizacj¢ czasu analizy ¢ (O Si<ty ), wprowadza-

jac zmienng  tak, ze £ =¢,7 . Tym samym ukiad (7.2) przyjmie postac

x(r)=t,[Ax(z)+Bu(z)],  x(0)=x, (7.3)

gdzie kropka oznaczono rézniczkowanie poz.
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Znang funkcje wymuszenia u(t) mozna przedstawi¢ w bazie funkcji H(7) jako
u(r)=CH(r) (7.4)

gdzie C jest macierza wspotczynnikow jej rozwinigcia.

Przy stalych macierzach A i B zostang rozpatrzone dwa przypadki, w ktdérych
w bazie H(7) przedstawia si¢ x(z) badz x(z).

Jezeli w bazie H(7) przedstawimy x(r)

x(r)=FH(r) (7.5)
to po scatkowaniu (7.5) otrzymamy

x(z)= J-X(r)dr+x0 =FIH(r)dr+x0 =FPH(r)+x, (7.6)
0

0

gdzie przez F oznaczono szukang macierz o wymiarach mxm, a
[H(z)dz = PH()
0
Przez P oznaczono tak zwana macierz operacyjng catkowania (Chen i Hsiao [7.4],
Chen i Hsiao [7.11], Hsiao [7.12], Hsiao i Wang [7.13], Chen i Hsiao [7.14]), ktora
jest macierzg wspotczynnikow rozwiniecia w bazie H(7) catki z H(7). Znaku przybli-
zonej rownos$ci w definicji P uzyto dla podkreslenia tego, ze catka z H(7) w kazdym
zm przedzialdw jest wyrazana (aproksymowana) jedna liczba, ktéra wynika
z przyjecia w tym przedziale granicy catkowania. Analiza mozliwych réznych postaci
macierzy P zostanie przedstawiona w nastgpnym punkcie.
Po uwzglednieniu relacji (7.4), (7.5) i (7.6) rownanie (7.3) mozna zapisa¢ jako

[F—t, AFPH(c)=1,1| Axq, -, A%,,0,+-,0 |+ BC (H(z) 1.7)
—
gdzie liczba k niezerowych kolumn macierzy po prawej stronie réwnania (7.7) jest
zalezna od stopnia aproksymacji m 1 postaci przyjetej bazy H(z). Dla bazy Haara
1bazy Walsha k = 1, a dla innych mozliwych falkowych baz pakietowych k jest réwne
liczbie funkcji bazowych z podprzestrzeni V; najnizszego rzedu, ktéra wystepuje
w dekompozycji analizowanej przestrzeni V(V =V, @...).
Jezeli sume macierzy ujeta w nawiasy klamrowe po prawej stronie réwnania (7.7)
oznaczymy przez G ‘

G =1, Axy,,Ax,,0,--,0 |+, BC (7.8)
k
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to rownanie (7.7) mozna przedstawi¢ w postaci

[fO’fl"“’fm—]]_tf A[f0>f1’.“’fm—l]P = [gO’gl’“"gm—l] (79)

gdzie f; i d;sa odpowiednio i+1 kolumnami szukanej macierzy F i danej macierzy G.

Réwnanie (7.9) mozna latwo rozwiaza¢, stosujac iloczyn Kroneckera (Brewer
[7.19], Regalia i Mitra [7.20])

f, 2o

f

S SIY- LN b (7.10)
fm—l g1

gdzie I jest macierza jednostkowa, a iloczyn Kroneckera A®P” definiuje si¢ naste-
pujaco:

PIIA leA Pm—llA
P,A P,A - P _ A

A®PT =|"" “ " (7.11)
I)ImA PZmA PmmA

Rozwiazanie rownania (7.10) jest podstawa do znalezienia zmiennych stanu x ana-
lizowanego uktadu (7.3) w kolejnych m réwnoodlegtych punktach nastgpujacych po
warunku poczatkowym.

Jezeli zalozymy, ze w bazie H(7) szukamy rozwinigcia x(r) (a nie jak poprzednio

x())
x(r)=FH(r) (7.12)

to po scatkowaniu réwnania (7.3) i uwzglednieniu (7.4) oraz (7.12) otrzymujemy
réwnanie analogiczne do (7.7), ktére ma postad

[F-t, AFPJH()- l:xo,---,xo,O,---,O}HfBCP H(r) (7.13)
k

Dalej procedura rozwigzania (szukania F) przebiega analogicznie do procedury
pokazanej wyzej.

Jezeli zalozymy, ze wspdlczynniki macierzy A i B sa funkcjami zmiennej nieza-
leznej 7 (A= A(r) i B= B(r) ), to procedura rozwigzania uktadu réwnan (7.3), przy
zalozeniu szukanego rozwiazania w postaci (7.12), jest bardziej ztozona.
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Zalezne od czasu macierze ¢ fA(T) 1t fB(r)u(r) réwnania (7.3) przedstawimy

w postaci szeregow:

[¥)

th(r):Ep:A,.a,-(r), psn
- (7.14)

1B T)ll Zb g<n

gdzie A; i b; to odpowiednio nxn stala macierz i n-wektor, a a;(z) i S ; (z) sa funk-

cjami czasu. Jezeli wykorzystamy (7.14), to rownanie (7.3) przyjmie postaé

X(r)z ZAiai (T)X(‘[)+ ijﬂj (r), x(0)= X5 (7.15)

i=1 j=l

gdzie przez p 1 ¢ oznaczono odpowiednio liczby zaleznych od czasu elementéw ma-
cierzy A(r) iiloczynu B(z)u(z).
Rozwijajac funkcje e, (z) i B ; (z) w bazie H(z)

a;(r)=d/H(z), B,()=e}H(r) (7.16)

catkujac réwnanie (7.15) 1 korzystajac z (7.12) i (7.16), otrzymamy

(7.17)

Przez d; i e; oznaczono n-wektory wspolezynnikow rozwinie¢ w bazie H(r) odpo-

wiednio funkeji a; i f;. Pierwszy element prawej strony rownania (7.17) zawiera
catke _[H(r)HT (r)d,d, ktéra po rozwinigciu wyrazenia podcatkowego w bazie H(z)
H(r)H" (r)d, = D,H(r) (7.18)

mozna zapisa¢ w postaci D; J.H(T)d T.
0
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Uwzgledniajac (7.18) 1 podstawiajac

e P (7.19)

7=

_ q
G=|x%xy,"",X,0,---,0|+ > b

k
mozemy zapisa¢ rownanie (7.17) w postaci
~ p ~ ~
F=>AFD,P+G (7.20)
i1

Jest to tak zwane uogdlnione réwnanie Lapunova (Hsiao i Wang [7.13]), ktorego
rozwiazanie F otrzymuje si¢, korzystajac z iloczynu Kroneckera

f, g

i g iE

! :[I—ZA,.@)(D,P)T} o (7.21)
: i=1 ;

f ’gm—l

m—1

Przez E i g, oznaczono i + 1 kolumny odpowiednio macierzy FiG.

Przedstawione jednokrokowe algorytmy wprowadzaja podzial czasu obserwacji f,na
m rownych przedziatow, w ktorych rozwiazanie jest odcinkowo state. Oczywiscie anali-
za dlugich czaséw obserwacji wymaga zwiekszenia liczby m, a to w konsekwencji pro-
wadzi do koniecznos$ci odwracania duzych macierzy réwnan o wymiarach mnxmn wy-
stepujacych w relacjach (7.10) lub (7.21). T¢ niedogodno$é latwo wyeliminowaé,
wprowadzajac podziat czasu obserwacji na z rownych przedzialdéw i szukajac rozwiaza-
nia wspomnianych réwnan w kazdym z tych przedzialéw. Warunki poczatkowe w na-
stepnym kroku sa koncowymi rozwiazaniami z kroku poprzedniego. W ten sposéb
otrzymujemy rozwiazanie w zm punktach analizowanego czasu #; ktére nawet przy ni-
skim stopniu aproksymacji m 1 dostatecznie duzym z jest na ogdt zadowalajace.

7.4. Macierze operacyjne calkowania
Stala macierz P umozliwiajaca przyblizone przedstawienie catki z funkcji bazo-

wych w bazie tych funkcji

]H(r)dr =PH(r) (7.22)

0

nazywana jest — jak juz wspominano — macierza operacyjna catkowania.
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Macierz operacyjna jest istotnym elementem algorytmow rozwiazania przedsta-
wionych w poprzednim punkcie. W literaturze pokazano (Chen i Hsiao [7.4], Chen,
Tsay 1 Wu [7.5]), ze macierz operacyjna P dla bazy Haara ma postac

1 2,nPlll _H"l
M e A A (7.23)
2m| H,,,, 0 2
a dla bazy Walsha
2mP -1
P, =—| " T R |2 (7.24)
2m I 0 2

Macierze operacyjne (7.23) i (7.24) wyznaczono przyjmujac, ze punktem repre-
zentatywnym (granica catkowania) dla kazdego z m odcinkéw podziatu czasu 7 jest
jego punkt srodkowy — dalej macierze tego typu nazywa si¢ standardowymi macie-
rzami operacyjnymi catkowania. Zapis macierzy operacyjnej P dany relacjg (7.24)
jest znacznie uproszczony w stosunku do zapisu znanego z literatury (Chen, Tsay
1 Wu [7.5]). Relacje (7.23) i (7.24) formulujg przepis wyznaczania macierzy opera-
cyjnych rzedu m, jezeli sa dane macierze operacyjne i baza rzedu m/2.

Przyjmijmy, ze polozenie punktu reprezentatywnego dla kazdego z m odcinkow
podziatu czasu 7 dane jest parametrem y € (O,l> . Jezeli parametr ¥ =0, to punkt re-
prezentatywny odcinka jest potozony na jego poczatku, a jezeli y =1, to punkt ten
lezy na jego koncu. Macierze operacyjne calkowania, ktére wyznacza si¢ wykorzystu-
jac r6zne polozenia punktdw reprezentatywnych, dalej nazywac si¢ bedzie modyfiko-
wanymi macierzami operacyjnymi calkowania. Latwo pokazaé, przez analogi¢ do
dowodu przedstawionego przez Chen i Hsiao [7.11], ze modyfikowana macierz ope-
racyjna dla bazy Haara ma postac

1 2’[’nPnI/Z —-(7_1/2)1] _Hm/Z
= P = 7.25
" Zm{ H, 20y -1/20 | i (7:25)

a dla bazy Walsha

_L|:2[7”Pm/2 _(7/_1/2)1] -1 :!, P] - [}’] (726)

" 2m I 2(y—1/2)1

Oczywiscie, jezeli y =1/2, to relacje (7.25) i (7.26) przechodza odpowiednio
w relacje (7.23) 1 (7.24). ‘

Nie pokazuje si¢ tutaj — cho¢ stosunkowo fatwo je otrzymaé — modyfikowanych macie-
rzy operacyjnych dla innych mozliwych falkowych baz pakietowych Walsha, gdyz ich
zapisy sg kazdorazowo inne i zaleza od baz przyjetego szeregu podprzestrzeni. Oczywi-
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$cie, dla dowolnej falkowej bazy pakietowej Walsha, modyfikowane macierze operacyjne
latwo wyznaczy¢ numerycznie, korzystajac z relacji (7.22), z ktérej wynika, ze

P, = ( [m, (r)dr]H;,' (7.27)

Wplyw réznych mozliwych postaci macierzy operacyjnych catkowania na doklad-
nos¢ obliczen przy réznych falkowych bazach pakietowych Walsha bedzie analizo-
wany w punkcie nastepnym.

7.5. Przyklady numeryczne

W punkcie tym na przyktadach liniowych ukladéw réwnan rézniczkowych ze sta-
tymi i zmiennymi wspoétczynnikami testowany bedzie wplyw na otrzymywane roz-
wigzania przyjetej bazy H(T) oraz znaczenie przyjmowanych postaci modyfikowa-
nych macierzy operacyjnych.

Niech przyktadowy uklad réownan rzedu n = 4 zagadnienia poczatkowego bedzie
dany relacja

0 18 0 0 168sin(15¢) 1,9

x| @ 0 25 250 0 |2

x(t)= 0 0 0 250 x(t)+ 0 , x(0)= 0 (7.28)
-168 -92,25 0 -250 168sin(15¢) 0

Rozwiazanie uktadu rownan (7.28) poszukiwane bedzie w czasie 0 <t <0,5s przy
szukanej postaci rozwiazania danej relacja (7.5) i standardowej postaci macierzy ope-
racyjnej calkowania P dla bazy Haara. Przyjeto, ze liczba podziatu czasu trwania ana-
lizy z = 1, z czego wynika, ze przyjeta baza H jest dla danego czasu analizy baza glo-
balna.

Na rysunku 7.1 pokazano — na tle rozwigzania $cistego oznaczonego linia ciagla
— zmiennos$¢ trzeciej (x; ) sktadowej wektora stanu x przy réznych stopniach aprok-

symacji m. Rozwiazanie otrzymane z wykorzystaniem bazy Haara i relacji (7.10) po-
kazano linig ciagla odcinkowo stala w kazdym z m przedzialéw analizowanego cza-
su t. Linia kropkowang oznaczono rozwiazania otrzymane metoda Rungego—Kutty
czwartego rzedu, przy zalozeniu, ze analizowany czas dzielony jest w tej metodzie tez
na m rownych przedziatow. Rozwiazania przy m = 3, m =4, m = 5 i m = 6 pokazano
odpowiednio na rys. 7.1a-7.1d.

Przyjmujac inna baze H (baze Walsha badz dowolng inng falkowa bazg pakieto-
wa), otrzymuje si¢ identyczne — z juz pokazanymi — rozwiazania, z czego wynika, ze
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falkowe bazy pakietowe sa (przy ustalonym m) rownowazne w aproksymacji poszu-
kiwanego rozwigzania.

a b
4
4
) 2
i t
0.1 02 03 4 05 0.1 0.2 0.3 0.5
_2 -2
-4 -4 ~
¢ d
4 4
2 3 2
» t t
0.1 0.2 0.3 0l 02 03 4 65
< -2
i 4
-4 -4

Rys. 7.1. Rozwiazanie dokladne (linia ciagta), rozwigzanie Haara (linia odcinkowo stala)
i rozwigzanie metoda Rungego—Kutty (kropki) trzeciej sktadowej wektora x uktadu (7.28)
przy réznych stopniach aproksymacji: m =3 (a), m=4 (b), m=5 (c) im =6 (d)
Fig. 7.1. Exact solution (solid line), Haar solution (piecewise constant line) and the solution
by the Runge-Kutta method (dotted line) for third component of vector x of system (7.28)
at different approximation degrees: m =3 (a), m =4 (b), m=5 (c) and m = 6 (d)

W szczegdlnych przypadkach uktadéw réwnan Zle uwarunkowanych moga wysta-
pi¢ na ogo6t pomijalne réznice w uzyskiwanych rezultatach przy stosowaniu réznych
falkowych baz pakietowych. Ewentualne réznice wynikaja z réznych zakreséw nie-
ktorych badz wszystkich funkcji bazowych H(r) W bazie Haara jedna (stala) funkcja

bazowa obejmuje caly analizowany obszar, a zakresy pozostalych sa mniejsze;
w przypadku bazy Walsha wszystkie funkcje bazowe rozposcieraja si¢ na caly anali-
zowany obszar. Przy innych falkowych bazach pakietowych obszary niezerowych
wartosci funkcji bazowych sg mniejsze od analizowanego obszaru, a w szczegdélnych
przypadkach doboru bazy moga to by¢ funkcje lokalne.

Metoda Rungego—Kutty czwartego rodzaju przy matych liczbach m podziatlu ana-
lizowanego czasu jest rozbiezna; przy wigkszych m otrzymywane rozwigzanie moze
by¢ zadowalajace. Przeprowadzone analizy nie potwierdzaja wnioskéw z pracy Hsiao
1 Wanga [7.16] o wielokrotnie wyzszej efektywnosci algorytméw bazujacych na ma-
cierzach operacyjnych calkowania dla funkcji Haara od algorytmu Rungego-Kutty
czwartego rzedu. Czas analizy z wykorzystaniem tych algorytméw nalezy uznaé za
pordwnywalny, przynajmniej w analizowanych tutaj zagadnieniach liniowych.
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Jezeli przyjmiemy, ze podstawg algorytmu analizy jest relacja (7.12), to
otrzymamy rozwigzania identyczne z tymi, ktére uzyskujemy z relacji (7.5).
W przypadku zastosowania relacji (7.12) praktyczny czas analizy jest srednio o okolo
10% krotszy od czasu funkcjonowania algorytmu bazujacego na (7.5). Wynika to
z réznych liczb operacji prowadzacych do okreslenia zmiennych stanu x, ktore fatwo
zauwazy¢, pordwnujac relacje (7.6) i (7.12). Rozwiazania przedstawiane dalej bazujg
na algorytmach opartych na relacji (7.12).

Dluzsze czasy analizy wymagaja oczywiscie wyzszego stopnia aproksymacji m
itym samym migdzy innymi odwrdcenia duzej macierzy, co przy duzych m moze
prowadzi¢ do istotnego wzrostu czasu analizy. Jak juz wspomniano, prostym rozwig-
zaniem w takich przypadkach jest podzial czasu trwania analizy na z rownych odcin-
koéw i przyjeciu w kazdym z nich nizszego stopnia aproksymacji. Okazuje sie, ze przy
podziale czasu trwania na z odcinkdw i przyjeciu tego samego stopnia aproksymacji
w kazdym z nich, wszystkie z mozliwych falkowych baz pakietowych daja rozwigza-
nia o tej samej dokladnosci 1 w tym samym czasie.

Czas analizy przy ustalonej liczbie przedzialéw z zalezy oczywiscie od stopnia
aproksymacji m. Na rysunku 7.2 pokazano zaleznos¢ trwania czasu analizy T ukladu
(7.28) od stopnia doktadnosci m = 2% przy z = 1000 i =3 s.

T
S00¢

400
300
200} .

100 | I

[ ]
® e J
2 3 4 5 6 7

Rys. 7.2. Zaleznos¢ trwania czasu T analizy ukiadu (7.28)
od poziomu rozdzielczosci J przy z=1000i ;=3 s
Fig. 7.2. System (7.28) analysis time versus
resolution degree Jatz= 1000 and z;,=3 s

Pokazane wyniki otrzymano stosujac w algorytmach standardowe macierze opera-
cyjne catkowania. Jezeli w algorytmach wykorzystamy modyfikowane macierze ope-
racyjne, to czas analizy oczywiscie nie ulegnie zmianie, ale istotng réznice daje sig
zaobserwowaé w bledzie obliczen 4/, ktéry tutaj mierzy si¢ wyrazong w % moc r6z-
nicy rozwiazania doktadnego (x;) i przyblizonego (x;') odniesiong do mocy rozwia-
zania dokladnego
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zm

A=y

J=1

-100% (7.29)
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dla parametru y. Przez x;; i x;; oznaczono odpowiednio wartosci i-tej wspotrzednej

stanu x w j-tym, srodkowym punkcie analizowanego przedziatu odpowiednio dla roz-
wiazania doktadnego i przyblizonego.

W tabeli 7.1 pokazano bledy obliczen skladowej x; uktadu réwnan (7.28) przy
m =3 1it,=13 s dla réznych parametrow y okreslajacych posta¢ modyfikowanej macie-
rzy operacyjnej catkowania i przy réznych liczbach z podziatu czasu obserwacji.

Tabela 7.1. Bledy obliczen sktadowej uktadu (7.28) przy m =3 if,=3's

dla réznych parametréw ¥i przy réznych liczbach z podziatu czasu obserwacji
Table 7.1. Errors in computing component x; of system (7.28) at m =3 and ;=3 s

for different parameters ¥ and different observation time division numbers z

A% [%]
z ¥ =0,00 y=0,25 7=0,50 y=0,75 7 =1,00
4 6,3 *10° 23,5 1,25 1,38 2,81
6 104,2 6,17 0,721 0,879 1,89
10 11,0 2,21 0,452 0,433 0,975
20 3,14 1,25 0,424 0,199 0,339
100 2,10 1,10 0,455 0,111 0,0188
200 2,09 1,10 0,463 0,110 0,00493
600 2,09 1,11 0,468 0,110 0,000566
1000 2,09 1,11 0,469 0,111 0,000205
1200 2,09 1,11 0,470 0,111 0,000142
2000 2,09 1,11 0,470 0,111 0,0000515

Przedstawiony w tabeli 7.1 charakter zmienno$ci zdefiniowanego relacja (7.29) btedu
pokazuje, ze blad ten maleje wraz ze wzrostem liczby z i przy dostatecznie duzym z na
ogot ustala sie, a jego wartos¢ jest funkcja parametru y. Jesli 0 <y <0,5, to biad rozwia-
zania jest asymptotycznie zbiezny do wartosci wigkszych od bledu generowanego w roz-
wiazaniach bazujacych na standardowych macierzach operacyjnych catkowania. Jesli
0,5<y <1, to blad rozwiazania — przy dostatecznie duzym podziale z — jest istotnie
mniejszy od bledu przy y= 0,5, a dla y= 1 blad osiaga wartos¢ minimalna ze wszystkich
mozliwych 7 Wartosci bledu zestawione w poszczegélnych kolumnach tabeli 7.1 dowo-
dza, ze zastosowana metoda jest zbiezna i jest szczeg6lnie efektywna przy y= 1.

W tabeli 7.2 pokazano bledy obliczenn sktadowej x; uktadu (7.28) przy z = 20
i =3 s przy roznych parametrach yi réznych stopniach aproksymacji . Porownujac
kolumny tej tabeli, tatwo zauwazy¢, ze blad aproksymacji stosowanej metody zalezy
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od stopnia aproksymacji m i wraz ze wzrostem m istotnie maleje. Nalezy podkreslié,
ze proponowana jednokrokowa metoda numerycznego catkowania zagadnien poczat-
kowych daje rozwigzania w m réwnoodleglych punktach czasowych, co odpowiada m
krokom w tradycyjnych metodach numerycznego catkowania ze statym (#;/m) kro-
kiem calkowania.

Tabela 7.2. Bledy obliczen sktadowej x; uktadu (7.28) przy z=20i ;=3 s
przy réznych parametrach yi réznych stopniach aproksymacji m
Table 7.2. Errors in computing component x; of system (7.28) atz =20 and ;=3 s
for different parameters y and different approximation degrees m

A} [%]
" 7 = 0,00 7 =025 7= 0,50 7 =0,75 7 =1,00
0 100,0 268,0 54.6 10,5 411
| 1073,2 43,5 10,0 2,88 2,30
2 73,3 6,46 1,94 0,765 0,975
3 3,14 1,25 0,424 0,199 0,339
4 0,631 0,278 0,0994 0,0512 0,103
5 0,143 0,0658 0,0240 0,0130 0,0288
6 0,0341 0,0160 0,00592 0,00329 0,00762
7 0,00834 0,00395 0,00146 0,000827 0,00196

Czas obliczen rosnie wraz ze wzrostem m, czemu towarzyszy zmniejszanie sie bledu
obliczen. Okazuje sig, ze przy niskich m blad jest najmniejszy gdy y =1, a wraz ze wzro-
stem /m minimum bledu przesuwa si¢ w kierunku nizszych wartosci y —jeslim =71z =20,
to najmniejszy blad otrzymujemy przy y=0,71. Wspomniane przesuniecie minimum bledu
w kierunku nizszych wartosci y maleje wraz ze wzrostem liczby z 1 na przyklad przy z =
100 (m = 7) minimum bledu osiagane jest przy y=0,98.

Niech przykladowy uklad rzedu n = 4 réwnan rézniczkowych ze zmiennymi
wspoélczynnikami zagadnienia poczatkowego bedzie dany relacja

0 18cos(0,5¢) 0 0 168sin(15¢) 1,9
_ 0 0 25 250 0 2
x(r) = . 0 o o250 x()+ 0 , x(0)= o | 730

~168 —92.25¢c0s(0,5¢) 0 —250 168sin(15¢) 0

Na rysunku 7.3 przedstawiono rozwigzania drugiej skladowej wektora stanu x
ukladu réwnan (7.30) dla 0<¢<2s. Na tle rozwiazania dokladnego, oznaczonego
linig ciagla, pokazano odcinkowo stale rozwigzania wynikajace z relacji (7.21) przy
z=5 m=21y=0,4(rys. 7.32), przy z =5, m =21 y=0,6 (rys. 7.3c) oraz przy
z=10,m=31 y=0,4(rys. 7.3b)iprzy z=10,m =31 y = 0,6 (rys. 7.3d).
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Wszystkie spostrzezenia poczynione przy omawianiu wynikow analizy uktadu (7.28)
w pelni potwierdzity wyniki analizy uktadu (7.30) ze zmiennymi wspdtczynnikami.
a h
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Rys. 7.3. Rozwiazanie dokladne (linia ciggla) i rozwigzanie Walsha (linia odcinkowo stata)
drugiej sktadowej wektora x ukladu (7.30) przyz=5,m=2i y= 0,4 (a), przyz=5,m=2
i ¥=0,6(c)orazprzyz=10,m=3iy=0,4(b)iprzyz=10,m=31y=0,0(d)
Fig. 7.3. Exact solution (solid line) and Walsh solution (piecewise constant line) for second
component of vector x of system (7.30) at: z=5,m=2and y= 0.4 (a);z=5,m=2
and = 0.6 (c);z=10, m=3 and ¥ = 0.4 (b); and z= 10, m =3 and y= 0.6 (d)

Rys. 7.4. Schemat dynamiczny analizowanego ukfadu
Fig. 7.4. Schema of analyzed dynamic system

Rozwazmy drgania uktadu przedstawionego na rys. 7.4, ktérego stan opisujg dwie
wspotrzedne uogdlnione y, (t) iy, (z‘) Zatézmy, ze dane sa: jednakowa dla obu belek
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sztywnos¢ gietna EI , dlugosé belek /, punktowe masy skupione m, i m,, stala cha-
rakterystyka ¢ ttumika wiskotycznego, zmienna w czasie charakterystyka k(t) Sprezy-
ny laczacej belki oraz sily Fl(t) i F, (t)wymuszajqce drgania ukladu przy zerowych
jego warunkach poczatkowych. Korzystajac z réwnan ruchu Lagrange’a, latwo wy-
prowadzi¢ rownania, ktore przy uwzglednieniu w bezmasowych belkach jedynie efek-
tow gietnych przyjmujg postad

m 35, (€)+ el (€)= 3, O]+ k@), () =y, O+ koyi ()= £ ()
m,y, (t)+ CUZ (t)‘j’l (t)]+k(t)[y2 (t)“yl (t)]“’" koy, (t): £, (t)

gdzie przez k, oznaczono sztywnosé belki w punkcie i na kierunku obcigzenia wymu-
szajacego.

(7.31)

X
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Rys. 7.5. Rozwiazanie uktadu réwnan (7.32) w czasie t =40 s,
przy wykorzystaniu bazy Walsha dlam =4,z=200i y=1
Fig. 7.5. Solution of system (7.32) for dla m =4, z= 200 and y=1 for Walsh basis

Jezeli przyjmiemy, ze
xl(t):yl(t)’ xz(t):j/l(t), x3(t):y2(t), x4(t)=j12(t)

oraz przyktadowe wartosci
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El=[=1, m =m, =1, c=0], ky, =20/48
k(t)=10/96sin(2¢),  F()=0, F,()=5sin(4¢)

to rownania (7.31) mozna zapisa¢ jako

( 20, ° : 0 0 |
_ *Z§[1+0,5Sin(2t)] -0,1 Esin(Zt) 0,1
x(r)= 0 . 96 . 1 x(t)
20 . 20
—sin(2¢ 01 —-—[1+0,5sin(2¢)] —0,1
T (2¢) it (20)] _ 03
0 0]
0 0
=+ 0 ] x(O) =10
5sin(4t) 0

Na rysunku 7.5 pokazano rozwiazanie uktadu réwnan (7.32) w przyjetym £=40s
czasie analizy, otrzymane przy wykorzystaniu bazy Walsha, przy m=4,z=2001 y= 1.

Przedstawione wyniki w pelni pokrywaja si¢ z rozwiazaniami $cistymi, z czego
wynika, ze blad calkowity stosowanej metody jest dowolnie maty.

7.6. Podsumowanie

W rozdziale pokazano mozliwos¢ wykorzystania falkowych baz pakietowych
Walsha w algorytmach rozwigzywania zagadnien poczatkowych opisywanych ukla-
dami liniowych réwnan rézniczkowych ze stalymi badZ zmiennymi wspdtczynnikami.
Przedstawiono i poréwnano algorytmy oparte na rozwinieciu pochodnej zmiennych
stanu 1 rozwinigciu zmiennej stanu w dowolnej bazie pakietowej. Wyniki analiz po-
réwnano z wynikami otrzymywanymi z klasycznych metod rozwiazywania zagadnien
poczatkowych w ich rézniczkowym sformutowaniu i z wynikami dokladnymi. Po-
rownania te pozwolily stwierdzi¢, ze proponowane podejscie jest zbiezne, ze blad
aproksymacji maleje wraz ze wzrostem stopnia aproksymacji, a btad catkowity meto-
dy jest dowolnie maty.

Testowano efektywno$¢ algorytmow, ktéra mierzono czasem trwania obliczen.
Szczegodlng uwage zwrdcono na mozliwe rdézne postaci macierzy operacyjnych catko-
wania, ktore uogolniajg ich tradycyjne sformutowania, 1 ktére maja istotny wptyw na
doktadno$¢ obliczen. Sformutowano tak zwane modyfikowane macierze operacyjne
catkowania, ktérych wplyw na otrzymywane wyniki testowano przy réznych bazach



80 7. Zagadnienia poczqtkowe liniowych rownan rozniczkowych o wspélezynnikach zmiennych w czasie

i roznych stopniach aproksymacji przestrzeni rozwiazan. Testy numeryczne wykonane
na przykladowych uktadach réwnan rézniczkowych ze statymi i zmiennymi wspot-
czynnikami byly podstawa do sformutowania wielu wnioskéw szczegétowych.

Przedstawione wyniki badan uprawniaja do sformulowania kilku istotnych, ogdl-
nych spostrzezen dotyczacych mozliwosci wykorzystywania falkowych baz pakieto-
wych w numerycznej analizie liniowych zagadnien poczatkowych.

Mozna stwierdzié, ze:

e wszystkie mozliwe falkowe bazy pakietowe Walsha ustalonego rzgdu aproksyma-
cji sa rownowazne w opisie zmiennych stanu liniowych, rézmiczkowych zagadnien po-
czatkowych i na ogdt prowadza do identycznych rezultatéw w tym samym czasie,

e metody wykorzystujace falkowe bazy pakietowe Walsha sg zbiezne i s3 meto-
dami o matych btedach metody i biedach calkowitych,

e postal przyjmowanej w obliczeniach macierzy operacyjnej catkowania ma
istotny wplyw na dokladnos¢ obliczen; wykorzystanie modyfikowanych macierzy
operacyjnych catkowania przy wspoétczynniku 0,5 <y <1 daje — przy poréwnywal-
nych czasach obliczen — na ogo6t doktadniejsze rozwiazania od wynikéw analiz z wy-
korzystaniem dotychczas stosowanych standardowych macierzy operacyjnych,

e przy zalozonej dokladnosci obliczen algorytmy wykorzystujace gesty podziat
czasu analizy przy nizszym stopniu aproksymacji sa na ogét bardziej efektywne od
algorytmow przy ograniczonym podziale czasu i przy stosowanych wyzszych stop-
niach aproksymacji.

W rozdziale tym wykorzystano wyniki przedstawione w pracy autora [7.21].



8. Pakiety falkowe Walsha
w liniowych zagadnieniach brzegowych

8.1. Wprowadzenie

Zagadnienia brzegowe pojawiaja si¢ w wielu problemach wspodtczesnej matematy-
ki stosowanej, fizyki teoretycznej, problemach kontroli i optymalizacji, a przede
wszystkim w wielu zadaniach mechaniki. Jezeli zagadnienia brzegowe nie moga by¢
rozwigzane analitycznie — co si¢ zwykle zdarza — stosowane sa numeryczne metody
dyskretne.

Metody dyskretyzacji ciaglych probleméw brzegowych mozna podzieli¢ na tech-
niki wykorzystywane glownie przez matematykéw i stosowane bezposrednio do row-
nan roézniczkowych opisujacych problem oraz na techniki podzialu analizowanego
continuum na jego podobszary, ktdre to podejscie na ogdt stosuja inzynicrowie.

Do pierwszej z wymienionych technik rozwigzywania zagadnien brzegowych zali-
czamy gléwnie metody réznic skonczonych, rézne metody residualne i procedury
w sposéb przyblizony wyznaczajace punkty stacjonarnosci wezesniej zdefiniowanych
funkcjonatdéw. Druga grupe sposobdw analizy zagadnien brzegowych stanowia glow-
nie metoda elementéw skonczonych i metoda elementéw brzegowych.

Do rozwiazywania szerokiego spektrum liniowych probleméw brzegowych zosta-
nie wykorzystana metoda residualna z funkcjami bazowymi w postaci falkowych baz
pakietowych Walsha, ktére w przedstawianym tutaj ujeciu nie byly dotychczas stoso-
wane. Rezultaty stosowania aproksymacji falkowych w analizie wielu zagadnien
technicznych, ktérych modele matematyczne sprowadzaja si¢ do zagadnien brzego-
wych opisywanych réwnaniami r6zniczkowymi zwyczajnymi i czastkowymi oraz
réwnaniami catkowymi, wyczerpujaco oméwiono w ksigzkach Resnikoffa i Wellsa
[1.2] oraz Goswami i Chana [1.8].

Analize falkowa z powodzeniem stosowano tez w wielu zagadnieniach wspétcze-
snej fizyki, ktérych oméwienie mozna znalez¢ w ksiazkach Fanga i Thewsa [8.1] oraz
Goedeckera [8.2].

Ostatnio Youhe, Jizeng i Xiaojing [8.3] zastosowali FEM bazujaca na metodzie
Galekina do analizy zginanej plyty, wykorzystujac w rozwinigciach falkowych funk-
cje skalujace Daubechies. Holmstrom [8.4] wykorzystal metod¢ bazujaca na trans-



82 8. Pakiety falkowe Walsha w liniowych zagadnieniach brzegowych

formacji falkowej do rozwiazywania jedno- i dwuwymiarowych zagadnien brzego-
wych opisywanych hiperbolicznymi rownaniami czastkowymi.

Mozliwo$ci wykorzystania rozwinig¢ falkowych jako funkeji ksztattu w sformu-
towaniach metody elementow skonczonych omowili Shaoming i Xiangwei [8.5]. Fal-
ki bazujace na wielomianach Legendre’a do rozwigzania zagadnien przeptywu ciepla
w sformulowaniu wariacyjnym zastosowali Razzaghi 1 Yousefi [8.6]. Steinberg, Mc-
Coy i Mirotznik [8.7] w ztozonych zagadnieniach brzegowych zastosowali wieloroz-
dzielcza aproksymacje bazujaca na rozwinigciach falkowych do rozwigzania zagad-
nien homogenizacji i analizy modalne;.

Standardowe sformutowanie BEM bazujace na metodzie Galerkina do analizy za-
gadnienia propagacji fali zastosowali Yu, Mansur, Carrer 1 Gang [8.8]. Nowg klase fa-
lek, tak zwane falki drugiej generacji, Vasilyev i Bowman [8.9] wykorzystali do rozwig-
zania szeregu rownan rozniczkowych czastkowych. Avudainayagam 1 Vani [8.10]
zastosowali bazy falkowe do rozwiazywania rownan rézniczkowo-catkowych. Efektyw-
ny algorytm wykorzystujacy ciagle falki do rozwigzywania catkowych réwnan drugiego
rodzaju metoda Galerkina pokazali Liang, Liu i Che [8.11]. Abe, Koro 1 Itami [8.12]
przedstawili sformutowanie metody brzegowej bazujacej na falkach Haara.

Celem rozdziatu jest zbudowanie, a nastgpnie zastosowanie algorytmu metody re-
sidualnej — wykorzystujacej metode najmniejszych kwadratow — bazujacej na pakie-
towych funkcjach falkowych Walsha do rozwigzywania wielopunktowych zagadnien
brzegowych, szczegdlnie do analizy zagadnien dwupunktowych, do ktérych sprowa-
dza si¢ wiele zadan mechaniki.

W punkcie drugim krétko przedstawiono przeglad metod residualnych najczgsciej spo-
tykanych w zagadnieniach mechaniki; w punkcie trzecim oméwiono algorytm wykorzy-
stania falkowych baz pakietowych Walsha do rozwiazywania liniowych wielopunktowych
zagadnien brzegowych; w punkcie czwartym pokazano przyktady numeryczne wraz
z analizgq zbieznosci 1 doktadnosci proponowanego podejscia, a w punkcie piatym podsu-
mowano otrzymane rezultaty oraz sformutowano wnioski ogdlne.

8.2. Metody residualne w mechanice

W punkeie tym zostana przedstawione podstawy metod residualnych stosowanych
w mechanice bazujacych na — z reguly globalnej — aproksymacji rozwigzan problemu
znanymi funkcjami probnymi. Funkcje te na ogdt spehniaja rozwiagzania réwnan roz-
niczkowych lokalnie formulujacych zagadnienie badz spelniajg warunki brzegowe.
Wymagania te naktadane na funkcje probne moga by¢ uchylone przy spelnieniu pew-
nych warunkow, ktore pokrotce zostana takze przedstawione w tym punkcie.

Podstawowym elementem wplywajacym na jakos¢ otrzymywanych rozwigzan
przy uzyciu metod bezposrednich jest dobdr funkeji bazowych (funkeji testujacych,
funkcji prébnych), ktore, jak juz wspomniano, powinny spelniaé¢ szereg kryteriow
zapewniajacych poprawnos$é rozwigzania.
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Metody bezposrednie z reguly formulowane nielokalnie odgrywaja podstawowa
role¢ w rozwigzywaniu probleméw mechaniki. Sformutowania lokalne metod bezpo-
srednich w naturalny sposéb prowadza do metody elementéw skonczonych czy meto-
dy elementow brzegowych.

Przy opracowaniu tego punktu wykorzystano materialy zawarte w czterech pod-
stawowych pozycjach literatury z tego zakresu (Reddy [8.13], Oden [8.14], Stakgold
(8.15], Pilkey i Wunderlich [8.16]).

Punktem wyjscia do przyjetego tutaj sposobu poszukiwania rozwigzan zagadnien
mechaniki beda ich lokalne sformulowania, z reguly w postaci roéwnan rézniczko-
wych. Najogolniej taki opis zagadnien mozna przedstawi¢ w postaci rOwnan operato-
rowych typu

Lu=f, ueV (8.1)
Bu=g, wueS (8.2)

Przez L i B oznaczono operatory rézniczkowe, niekoniecznie liniowe, dzialajace
na poszukiwany wektor funkcji u o a skladowych, przez f i g oznaczono znane,
dane (co oznaczono nadkres$leniami) wektory okreslone wewnatrz analizowanego
obszaru V' badz na jego brzegu S.

Rownanie (8.1) opisuje lokalnie sformutowany problem, ktéry ma spelia¢ wa-
runki brzegowe dane rownaniami (8.2). Dalej, w niektérych przypadkach, brzeg S
rozbija¢ si¢ bedzie na czgs¢ S, 1 S, na ktérych odpowiednio okreslone bedg prze-
mieszczeniowe i sitowe warunki brzegowe.

Rozwiazania u zagadnienia danego rownaniami (8.1) 1 (8.2) poszukuje si¢ w po-
staci jego aproksymacji U , ktdra mozna wyrazi¢ jako

=N, ()i (#(x)= iﬁ,-N,,i(x)) (8.3)
i=l

Przez N,(x) oznaczono macierz liniowo niezaleznych funkcji prébnych N, (x),
a przez U wektor nieznanych a parametréw #; , ktérych wartosci poszukujemy zada-
jac, zeby otrzymane rozwigzanie problemu bylo zadowalajace w przyjetym sensie.
Funkcje prébne powinny by¢ tak dobierane, zeby zwigkszenie ich liczby w opisie
zagadnienia prowadzito do poprawy rozwiazania, tj. 4 - u przy a —> . Z powyz-
szego wynika, ze funkcje probne powinny tworzy¢ tak zwany uklad zupely funkceji
analizowanego zagadnienia.

Jezeli operatory zagadnienia (L, B) zawieraja n-ta pochodna, to oczywiscie funk-
cje prébne powinny by¢ n — 1 ciagle rézniczkowalne w obszarze V czy brzegu S.

Metody wykorzystujace aproksymacje dane réwnaniem (8.3) dzieli si¢ na tak
zwane sformutowania wewnetrzne i brzegowe. W sformulowaniach wewnetrznych
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zaklada sie, ze funkcje prébne Nm.(x) spelniaja warunki brzegowe problemu (8.2)
i tym samym rozwiazanie @ — u poszukiwane jest przez taki dobdr wektora i , zeby
réwnania rézniczkowe (8.1) byly spelniane w mozliwie najlepszy sposob. Z kolei
w sformutowaniach brzegowych zagadnienia zaklada sig¢, ze funkcje probne N, (x)
spetiajg rézniczkowy opis (8.1), a parametry @ dobiera si¢ na bazie zadania najlepsze-
go spelnienia warunkow brzegowych (8.2). Trzecia mozliwo$¢ poszukiwania rozwigza-
nia (8.1) i (8.2) (obok sformulowania wewnetrznego ibrzegowego) otrzymujemy,
przyjmujac taki uklad funkcji N, (x), ktére nie spelniajg ani réwnan rézniczkowych
zagadnienia, ani warunkéw brzegowych i tym samym poszukujemy takiego ukladu
parametréw 1, ktory w zadowalajacy sposob aproksymuje réwnania (8.1) i (8.2).

Metody bezposrednie mozna ogdlnie podzieli¢ na metody residualne, omawiane w tym
rozdziale, i metody wariacyjne, ktérych krétki opis zamieszczono w rozdziale nastgpnym.

Metody residualne polegaja na takim doborze parametréw problemu u;, ze btad
(pozostalos¢, residuum) w okreslonym zbiorze punktéw badz osiaga 0 w usrednionym
sensie, badz residuum to przyjmuje wartos¢ minimalng. Stosownie do wprowadzone-
go rownaniami (8.1) i(8.2) opisu zagadnienia, mozna zdefiniowaé residuum
R, w obszarze V'iresiduum R na brzegu S

R, =Li—f (8.4)
R, =Bi-g (8.5)

Oczywiscie, dla wspomnianych sformutowan zewnetrznych R =0. Dla takiego
doboru funkcji probnych, w ktorym spelniajg one rézniczkowy opis problemu (8.1),
tj. przy tak zwanym sformutowaniu wewnetrznym, R, =0.

Stosownie do powyzszego, metody residualne mozna podzieli¢ na metody we-
wnetrzne 1 metody brzegowe, ktorych formalnym zapisem sa nastgpujace réwnania:

[win®,)ay =0, j=1..a (8.6)
Vv

frim®Rg)as=0,  j=1...,a (8.7)
S

Przez W; oznaczono wagi albo niezalezne funkcje wagowe, a A, i h, s3 znanymi
funkcjami odpowiednio residuéw R, i Rg. Liczba a réwnan (8.6) i (8.7) pozwala na
okreslenie nieznanych, poszukiwanych parametréw #; 1 tym samym na znalezienie
rozwigzania problemu. Zdecydowana wigkszos¢ przytaczanych dalej metod residual-
nych nalezy do grupy metod wewnetrznych typu (8.6), ktérych uproszczony zapis — na
ogo6! dalej stosowany — mozna przyjaé w postaci
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_[Wh(R)dV =0 (8.8)
v

Jedno z mozliwych podejs¢ wykorzystujacych roéwnania (8.8) — nazywane metoda
kolokacyjng — polega na arbitralnym doborze a punktéw w analizowanym obszarze V
1 zadaniu znikania residuéw w tych punktach. Prowadzi to do a réwnan algebraicz-
nych na a poszukiwanych parametréw ;. Z reguly przyjmuje sig, ze rozmieszczenie
wspomnianych punktéw kolokacyjnych jest rownomierne w calym analizowanym
obszarze V. Jezeli przyjmiemy, ze x; okresla potozenie j-tego punktu kolokacyjnego,
to formalny zapis tego podejscia w postaci rdwnan typu (8.8) otrzymamy przyjmujac
h(R): R oraz funkcje wagowe W w postaci funkeji Diraca W; = S\x —x; ). Rowna-

nie (8.8) przyjmuje postac

0]5(x—xj)R(xj)dx=R(xj)=0, j=1, ..a (8.9)

—o0

Istnieje wiele odmian metod kolokacyjnych (np. tak zwane ortogonalne metody
kolokacyjne), roznigcych si¢ miedzy sobg gldwnie specyficznym, ulatwiajacym roz-
wigzanie, doborem punktow kolokacyjnych.

Inna metoda bezposrednia jest metoda najmniejszych kwadratow, ktora polega na
minimalizacji sumy kwadratéw residuéw w przyjetym zbiorze punktoéw kolokacyj-
nych. Formalny zapis tego podejscia mozna uja¢ w postaci

iR(xj )2 osigga minimum (8.10)
j=1

Oczywiscie w tym przypadku liczba punktéw kolokacyjnych b nie musi by¢ réwna
liczbie a poszukiwanych parametréw rozwiazania i, . Jezeli operator L jest liniowy,
sformulowanie (8.10) prowadzi do uktadu rownan algebraicznych otrzymanych przez

b

rézniczkowanie ZR(x ,.)zpo poszukiwanych parametrach #, i przyréwnaniu wyni-
J=l

kow tej operacji do zera.

Przy pewnych formalnych zalozeniach latwo pokaza¢, ze metod¢ najmniejszych
kwadratéw mozemy sprowadzié do klasy tak zwanych metod ortogonalnych, ktérych
idea przedstawiona bedzie dale;.

Metody bezposrednie typu mini-max polegaja na okresleniu poszukiwanych a pa-
rametréw I, w taki sposob, zeby maksymalne co do wartosci bezwzglednej residuum

w przyjetym b-licznym zbiorze punktéw kolokacyjnych osiagnglo minimum
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max|R(le 0sigga minimum
albo

minmax'R(le:minmalejl j=1 .., b (8.11)

Tak postawione zadanie, po przyjeciu stosownych oznaczen, tatwo mozna spro-
wadzi¢ do postaci standardowego zadania programowania liniowego, polegajacego na
poszukiwaniu minimum funkeji przy zadanych ograniczeniach.

Metoda podziatu na podobszary polega na dowolnym podziale calego analizowa-
nego obszaru na czgsci V; (czgsci te moga mie¢ rézne ksztalty i niekoniecznie musza
si¢ separowaé badz przylegaé¢ do siebie w sposdb ciagly) w takiej liczbie, na ktora
wskazuje liczba a poszukiwanych parametréw i, i postulowaniu dla kazdej z tych
czesci z osobna znikania sredniego residuum.

Formalny zapis tego podejscia prowadzi do rownan

deV:O, ji=1..,a (8.12)
V.

J

ktére wynikaja z ogélnego sformutowania (8.6) po przyjeciu 4, (R): R oraz W;=1,
jezeli x nalezy do j-tego podobszaru (w przeciwnym wypadku ;= 0). Metoda po-
dzialu na podobszary prowadzi do ukladu a réwnan algebraicznych na poszukiwane
parametry zadania.

Metoda Galerkina, podobnie jak na przyktad dalej omawiana metoda momentéw,
nalezy do podejs$¢ bazujacych na postulowaniu ortogonalnosci okreslonych wektorow
(z reguly macierzy W funkcji liniowo niezaleznych i wektora residuow R). Ogdlny
zapis tak formulowanych podej$¢ mozna przedstawié jako

j\erVzo (8.13)
14

Jezeli przyjmiemy, ze elementami diagonalnej macierzy W sg funkcje probne N,;
w liczbie a poszukiwanych parametrow u,,to z ogdlnego sformutowania (8.13)
otrzymujemy tak zwang metode Galerkina (Bubnova—Galerkina). Stanowi ona uklad

a rownan algebraicznych w postaci
[VRav =0, =1, ., a (8.14)
14

Funkcje prébne N, powinny spemiaé wszystkie warunki brzegowe. Metoda
Galerkina jest najczesciej stosowanym podejsciem z klasy wazonych metod residualnych.
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Elementami diagonalnymi wspomnianej wyzej macierzy ¥ moga by¢ kolejne
funkcje tworzace zbidr zupelny; moga to by¢ zbiory wielomianéw, funkcji trygono-
metrycznych, albo np. wielomiany Czebyszewa. Jezeli przyjaé, ze elementami ¥
macierzy ¥ sq wielomiany w postaci ¥ = X j=1,.,btoz ogdlnego sformutowa-
nia (8.13) otrzymujemy tak zwana metod¢ momentéw. Oczywiscie w pierwszym
przyblizeniu, przy j =1 mamy ¥ =1 i metoda momentéw jest identyczna z metoda
wykorzystujacq podziat na podobszary przy zalozeniu, ze w tym przypadku podobszar
jest tozsamy z catym analizowanym obszarem.

Wykorzystujac ogélne sformulowanie (8.8), zakladajac, ze h(R)z R=Li-f
1 wykonujac calkowanie przez czgsci, otrzymujemy alternatywne, tak zwane slabe
sformutowania wazonych metod residualnych

JWLE-Wi)ay = [LwLiar + [LWL'ids - [wWiay (8.15)
4 S 14

4

Przez L', L?, L’ i L oznaczono operatory rézniczkowe.

W sformutowaniu (8.15) z reguly operatory dziatajace na o (L i L*) sq nizszego
rzgdu niz operator L i tym samym moga by¢ ostabione (stad tez nazwa tego typu
sformutowan) warunki okreslajace ciaglos¢ funkcji u.Oslabienie tych warunkow
ulatwia doboér funkeji aproksymujacych, choé jednoczesnie nalezy zauwazyé, ze ope-
ratory L' i L’ narzucajq warunki ciaglosci funkcji wagowych W. Po prawej stronie
réwnania (8.15) pojawiaja si¢ czlony okreslone na brzegu S, co z reguty komplikuje
otrzymywane rownania; jezeli przyjmiemy, ze funkcje ;i funkcje prébne spetniaja
warunki brzegowe, to cztony te znikaja.

Przedstawione wazone metody residualne prowadza z reguly (z wyjatkiem tak
zwanych sformulowan , kwadratowych”, do ktérych nalezy np. metoda najmniejszych
kwadratow) do niesymetrycznych uktadéw rownan algebraicznych na poszukiwane
parametry u,.

8.3. Sformulowanie zagadnienia brzegowego

Rozpatrzmy wielopunktowe zagadnienie brzegowe

u(x) = A(x)u(x)+ B(x)f(x), Xe (O, 1)

o . (8.16)
i (0)= Ujo T Z/liuj &) i, (1) = Upy + Z5i”k (&)

gdzie u(x)e R" jest wektorem n zmiennych stanu u;, wektor f (x) o r sktadowych
reprezentuje dane, dowolne wymuszenie, macierze A 1 B s3 znanymi, odpowiednio



88 8. Pakiety falkowe Walsha w liniowych zagadnieniach brzegowych

o wymiarach nxn i nxr macierzami wspotczynnikow, ktdre moga zaleze¢ od zmiennej
niezaleznej x. Kropka oznaczono pochodna wektora u po zmiennej niezalezne;j x.

Warunki brzegowe na koncach przedziahu (#; (0), i,(1)) w liczbie n =j + k sfor-
mulowano jako wielkosci, ktére moga by¢ nie tylko zadane stalymi (u;q, u; ), ale
takze moga by¢ liniowymi funkcjami zmiennych stanu okreslonych dla ¢ e(O,l)
i 7, €(0,1) i statych dowolnych 4, i &,.

Tak postawione zagadnienie zgodnie z konwencja przyjeta na przyklad w pracy
Liu [8.17] mozna nazwaé (s + f)-punktowym problemem brzegowym (warunki brze-
gowe zagadnienia zaleza od punktu poczatkowego (x=0), koncowego (x=1) oraz
od s — 1 punktow &; i¢— 1 punktow 7,).

Kazde wielopunktowe zagadnienie brzegowe opisane rownaniem rézniczkowym
wysokiego stopnia moze by¢ zredukowane do ukladu réwnan rézniczkowych rzedu

pierwszego ze stosownym zbiorem warunkow brzegowych.
Zalézmy, ze mamy dowolng, falkowa pakietowa baze Walsha reprezentowana

przez macierz H(x) o wymiarach mxm, gdzie parametr m =2’ nazywamy stopniem
aproksymacji. Macierz H(x) moze reprezentowaé baz¢ Haara, Walsha albo inng do-
wolng baze pakietowa zdefiniowana dla x € (O, 1) .

Zatdézmy, ze wektor zmiennych stanu u(x) przedstawiamy w bazie H(x)
u(x)=FH(x) (8.17)

gdzie przez F oznaczono poszukiwang macierz o wymiarach nxm. Przyjecie rozwinie-
cia (8.17) umozliwi algebraizacj¢ analizowanego ukladu réwnan rdézniczkowych;
w przypadku tutaj rozpatrywanych liniowych rownan rézniczkowych otrzymany uktad
rownaf algebraicznych okreslajacych wspétezynniki f; macierzy F bedzie uktadem
liniowym.

Zalezne od x A(x) i B(x) f (,\) wystepujace w rownaniu (8.16) mozna przedstawié

w postaci nastgpujacych szeregow:

(8.18)
B(x)f(x) Zb ﬂ g<n

gdzie A;i b; sa odpowiednio stala macierza o wymiarach nxn i statym wektorem o n
sktadowych, a «; (x) 15, (x) sq skalarnymi funkcjami. Przez p i ¢ oznaczono odpo-
wiednio liczbg zaleznych od x elementéw macierzy A(x) i iloczynu B(x) f(x).
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Po wykorzystaniu (8.18) réwnanie (8.16) przyjmie nastepujaca postaé:

n(x>:gA,a,.<x)u<x)+ib,ﬂ,o)

(8.19)
.i j0+zllu/ (l)zuAl+Z§uk 771
i=1
Jezeli w bazie H(x) przedstawimy funkcje a,(x) i ( )
a;(x)=d/H(x)
(8.20)
B; (x) = e;H(x)
to po scatkowaniu réwnania (8.19) i uwzglednieniu (8.17) i (8.20) otrzymamy
FH(x)-[uo, --,u0,0,---,0}H(x)
W—J
! (8.21)

= ZA FJH ()HT (x)d, dx+Zb J' eTH(x) dx
i=1 J=1 0
gdzie przez d; i e; oznaczono odpowiednio wektory wspétczynnikéw rozwinigé w bazie
H(x) funkeji @; 1 B;. Przez u, oznaczono tutaj nieznany wektor stanu poczatkowego
u, = u(O), ktéry zgodnie z (8.17) jest liniowa funkcja wspdtczynnikéw szukanej ma-
cierzy F. Liczba ¢ niezerowych kolumn macierzy po lewej stronie rdwnania (8.21) zalezy
od przyjetego stopnia aproksymacji m 1 przyjetej bazy H(x) Dla bazy Haara i Walsha
t =1, a w pozostalych mozliwych przypadkach wyboru bazy ¢ jest rowne liczbie funkcji
bazowych podprzestrzeni ¥, w dekompozycji przestrzeni V(V =V, ®...).

Pierwszy skladnik prawej strony rownania (8.21) zawiera catke IH(x)HT(x)d dx ,

ktéra po rozwinieciu w bazie H(x) wyrazenia podcatkowego

H(x)H" (x)d, =D,H(x) (8.22)

moze by¢ zapisana jako D, IH(x)dx Dalej przyjmujemy, ze IH(x)a’x = PH(x), gdzie
0

P jest macierza operacyjng catkowania, ktérej rozne postacie przedstawiono w roz-
dziale poprzednim.
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Jak wiadomo (Pilkey i Wunderlich [8.16], Zienkiewicz 1 Taylor [8.18], Flecher
[8.19]), rozwiazanie zagadnienia brzegowego (8.16) w zaleznosci od przyjetych funk-
cji bazowych H(,\) (8.17) moze prowadzi¢ do trzech mozliwych — wczesniej wspo-
mnianych — przypadkéw. Pierwszy z nich wystepuje wtedy, kiedy przyjete funkcje
bazowe spelniajg warunki brzegowe, lecz nie spelniajg réownan rézniczkowych.
Z drugim przypadkiem mamy do czynienia wtedy, kiedy przyjete funkcje bazowe
spelniajg rdwnania rézniczkowe, ale nie spelniajg warunkow brzegowych. Trzeci
przypadek jest najczesciej spotykany i1 wystepuje wtedy, kiedy zarowno réwnania
roézniczkowe, jak 1 warunki brzegowe nie sg spelnione przez funkcje bazowe. W takiej
sytuacji nalezy poszukiwaé rozwigzania, ktére w przyblizony sposob speinia zardwno
réwnania, jak 1 narzucone warunki brzegowe. Przyjete tutaj falkowe bazy pakietowe
Walsha nie spelniaja ani réwnan rézniczkowych, ani warunkéw brzegowych i oczy-
wiscie mamy do czynienia z trzecim z omowionych wyzej przypadkow.

Dalej wykorzystana zostanie pewna odmiana metody kolokacyjnej, w ktorej resi-
dua dla kazdego z rownan opisujacych zagadnienie 1 warunkow brzegowych liczone
beda w rownoodleglych punktach kolokacyjnych, zgodnie z przyjetym, wczesniej
zdefiniowanym stopniem aproksymacji .

Residuum R, i R, niespelnienia réwnan (8.19) po uwzglednieniu (8.21) 1 (8.22)
mozna przedstawi¢ jako

p q
R, ={F—|u,,,uy,0,,0 _gAiFDP—;b]ejP H(x)

t

o iy Gou rl(m——l)
_ oo Tyt Ty(me)

r” }"II o rll ==

o ) (8.23)

RS = u(x)_ ﬁ x=0,1 (u0 - ﬁ(O)), O’ G 0’ (um—l - u(]‘))

;;0 0 ;;(m—])
_ T 0 V(m-1)

~nO 0 ~(m—l)

gdzie przez ry; oznaczono residuum w punkeie kolokacyjnym j réwnania i, a przez 7

— residuum warunku brzegowego roéwnania i w punkcie j (j=0 albo j=m — 1).
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Oczywiscie przy takim doborze funkcji bazowych, ktére speiniaja na przyktad warun-
ki brzegowe wszystkie elementy macierzy R sa zerami. Nalezy podkresli¢, ze za-
réwno elementy 7;, jak i 7; sa linlowymi funkcjami wspétczynnikéw f;; poszuki-
wanej macierzy F. W zagadnieniach wielopunktowych elementy 7; sa funkcjami tych
wspolczynnikow macierzy F, ktore opisuja stan badanego ukladu na brzegu oraz
w punktach & i 7,.

Zadanie minimalizacji sumy kwadratéw residuéw prowadzi do nadokreslonego
ukltadu rownan postaci

£

2 2 T
M:[@] = G f? =W (8.24)

OF :

fT

gdzie przez G, W i f, oznaczono odpowiednio macierz wspotczynnikow uktadu réw-

1
nan o wymiarze z(nm), wektor wyrazow wolnych o wymiarze z-1 oraz i-ty wiersz ma-
cierzy niewiadomych F.
Takie podejscie do zagadnienia prowadzi, jak juz wspomniano, do nadokreslonego
(z>(nm)) ukladu réwnan, ktérego rozwigzania poszukuje si¢ metoda najmniejszych
kwadratow, co daje nastgpujacy uktad rownan na poszukiwane niewiadome f;:

£
T f‘;r T
G'G|? |=G™W (8.25)
£

Uklad ten bedzie stanowié podstawe realizacji numerycznych, prezentowanych
w kolejnym punkcie tego rozdzialtu.

8.4. Przyklady numeryczne

Przedstawiony w poprzednim punkcie algorytm numeryczny testowano na wielu
zagadnieniach brzegowych, opisywanych réwnaniami zwyczajnymi do czwartego
rz¢du wlacznie. Dalej podano przyktadowe wyniki analizy nietrywialnego zagadnie-
nia dwupunktowego z periodycznymi warunkami brzegowymi i wielopunktowego
zagadnienia brzegowego, ktore sprowadza si¢ do zadania brzegowego pieciopunkto-
wego. Skutecznos¢ proponowanego algorytmu pokazano na przyktadach rozwiazan
wielu zadan z mechaniki.
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Rozpatrzmy dwupunktowe zagadnienie brzegowe opisane rdwnaniem rdézniczko-
wym rzedu drugiego z periodycznymi warunkami brzegowymi

(%) y(x) - sin(2mx)~1 - 4n? {f —%xz + ﬁ) - [6x —g) sin(2mx)

3

—4n cos(21r.)c{3x2 —gx + %) =0

(8.26)
#0)= (1)
y'(0)=y0)
ktdrego Sciste rozwiazanie (Ciarlet, Schultz i Varga [8.20]) ma postaé
y(x)= (x3 —%xz +§)sin(2nx) (8.27)

Numeryczne rozwiazanie zagadnienia (8.26) pokazali Katti, Baboo i Sivaloga-
nathan [8.21], stosujac metode réznic skonczonych.

b a M ]
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0z %/ 06 08 1 0z Mg os s 1

Rys. 8.1. Rozwigazanie Sciste (linia ciagla) i rozwiazanie numeryczne
(linia odcinkowo stata) zmiennej y(x) réwnania (8.26) przy m = 32 (a) i m = 64
Fig. 8.1. Exact solution (solid line) and numerical solution (piecewise constant line)
of variable y(x) in equation (8.26) for m = 32 (a) and m = 64

Na rysunku 8.1 na tle rozwigzania $cistego (8.27), ktdre oznaczono linig ciagla,
pokazano odcinkowo stale rozwigzania, uzyskane przy réznym stopniu aproksymacji
m 1 wspotczynniku y =1 okreslajacym postaé modyfikowanej macierzy operacyjne;j.
Na rysunkach 8.1a 1 8.1b pokazano odpowiednio rozwigzania przy m = 32 i m = 64.

Przyjmujac takie same parametry jak na rys. 8.1, na rys. 8.2 pokazano pochodne
rozwigzania Scistego (8.27). Jak widaé, nawet przy niezbyt duzym stopniu aproksy-
macji m wyniki analizy sq zadowalajace.
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Rys. 8.2. Rozwiazanie $ciste (linia ciggla) i rozwiazanie numeryczne
(linia odcinkowo stala) zmiennej y'(x) réwnania (8.26) przy m = 32 (a) i m = 64
Fig. 8.2. Exact solution (solid line) and numerical solution (piecewise constant line)
of variable y’(x) in equation (8.26) for m = 32 (a) and m = 64

Zaleznos¢ uzyskiwanych rozwigzan y(x) od warto$ci parametru ¥ odpowiedzial-

nego za posta¢ macierzy P pokazano na rys. 8.3a—d odpowiednio dla A=0,25,
A=0,5, 1=0,751 1 =1,0 przy m = 128.
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Rys. 8.3. Rozwiazanie y(x) rdwnania (8.26) przy y= 0,25 (a), y=0,5 (b), »=0,75 (c) i y=1 (d)
Fig. 8.3. Solution y(x) of equation (8.26) for y=0.25 (a), = 0.5 (b), y=0.75 (c) and y=1 (d)

W tabeli 8.1 zestawiono (przy réznych parametrach m i y) wzgledna odchytke mo-
cy A (wyrazong w %) rozwiazania scislego i rozwiazania tutaj otrzymywanego w ca-
lym przedziale analizy, kt6ra zdefiniowano podobnie jak w rozdziale 7.
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yo-y| 1Y)y 2}-100% (8.28)

J=1 J=1

gdzie przez yjf i yj oznaczono warto$ci y(x) w j-tym centralnym punkcie analizo-

wanego odcinka, odpowiednio dla rozwiazania $cislego i rozwigzania numerycznego
tutaj otrzymywanego.

Tabela 8.1. Wzgledna odchytka mocy 4 rozwiazania $cistego
i numerycznego w funkcji parametrow m i y
Table 8.1. Relative percentage power 4 of the difference between exact
and numerical solution as a function of m and y parameters

A[%]
”’ y=08 =09 y=1,0
32 194,037 59,548 6,00746
64 50,1286 14,1960 1,24086
128 12,7094 3,4592 0,29787

Rozwigzania, ktérych wyniki pokazano wyzej, uzyskano wykorzystujac bazg pa-
kietowa typu B,. Zastosowanie w obliczeniach innych baz pakietowych, w tym kla-
sycznej bazy Haara czy Walsha, prowadzi do tych samych rezultatow. Od przyjgtej
bazy zalezy wymiar macierzy G (z(nm)) réwnania (8.25). I tak przy dyskretyzacji
m =128 i bazie B, dla réwnania (8.26) z = 9468, a przy bazie Walsha B; (m = 27,
z=54 614, co ma istotny wplyw na czas trwania analizy. Duza liczba réwnan przy
wykorzystaniu bazy Walsha wynika z tego, ze dziedziny wszystkich tego typu funkcji
bazowych obejmuja caly analizowany przedzial zmiennej x.

W rozwiazaniach zagadnien brzegowych wplyw parametru y odpowiedzialnego za
posta¢ macierzy operacyjnej P jest bardziej istotny niz w rozwigzaniach zagadnien
poczatkowych. Zwykle w literaturze stosowane macierze operacyjne przy y = 0,5
prowadza w rozwigzaniach nietrywialnych zagadnien brzegowych do niezadowalaja-
cych rezultatdéw, choé w przypadku prostych warunkéw brzegowych otrzymywane
wyniki mozna uzna¢ za dopuszczalne. Z przeprowadzonych testow numerycznych
jednoznacznie wynika, ze najlepsze rezultaty numeryczne uzyskuje sig, gdy y= 1.

Rozwiazmy réwnanie rézniczkowe zagadnienia (8.26) z przyktadowymi wielo-
punktowymi warunkami brzegowymi w postaci:

¥(1)=25(0.25)-3y(0,75)
y'(0)=4y0.5)

czyli tutaj przy warunkach (8.29) pieciopunktowe zagadnienie brzegowe.

(8.29)
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Rys. 8.4. Rozwigzanie y(x) (a) i y’(x) (b) réwnania (8.26) z warunkami brzegowymi (8.29) przy m = 64
Fig. 8.4. Solutions y(x) (a) and y'(x) (b) of equation (8.26) with boundary conditions (8.29) for m = 64

Na rysunkach 8.4a i 8.4b pokazano odpowiednio rozwigzania w zakresie poszuki-
wanej funkcji i jej pochodnej, uzyskane przy m = 64. Tym razem rozwigzania przed-
stawiono linig ciagla, taczac srodki m odcinkéw podziatu analizowanego przedziahu.
Jak latwo sprawdzi¢, narzucone warunki brzegowe zostaty spetnione idealnie:

¥'(0)=4y'(0,5)=-0,582152

oraz

y(1)=2(0,25)-3y(0,75) = 2-0,36464 —3-0,223327 = 0,0592979

a b
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Rys. 8.5. Schematy statyczne analizowanych zadan
Fig. 8.5. Static schemes of considered problems

Rozwiazania te uzyskano wykorzystujac baze pakietowa typu B, ktorej funkcje
bazowe charakteryzuja si¢ tym, ze ich dziedzina okre$lonosci jest najmniejsza sposrod
wszystkich mozliwych kombinacji pakietowych funkcji bazowych.

Na rysunku 8.5 pokazano schematy statyczne szeregu zadan z mechaniki, ktérych
rozwigzania w zakresie przemieszczen, sil wewnetrznych i obcigzen krytycznych
mozna uzyskaé za pomoca przedstawionego algorytmu.
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Dwupunktowe zagadnienia brzegowe, ktdrych schematy przedstawiono na rys. 8.5,
mozna opisa¢ rdwnaniem:

(8.30)

2 ) nZ ko) 224 - gt

ox” ox

gdzie w(x) jest przemieszczeniem, £ jest modulem Younga, / jest momentem bez-
wiladnosci przekroju poprzecznego, N jest stala, Sciskajaca sila osiowa, k, 1 k; sa
statymi okreslajacymi dwuparametrowe podloze sprezyste, a q(x) jest obcigzeniem
roztozonym. Dziatanie sity skupionej P zastgpuje si¢ rOwnowaznym sile obcigzeniem
rdwnomiernie rozlozonym na odcinku //m tak, ze P =gql/m. Dzialanie momentu
skupionego zastepuje si¢ parg sil, realizowana przez obcigzenie réwnomiernie rozlo-
zone o przeciwnych zwrotach, przylozone do dwdch sasiednich odcinkéw podziatu
o diugosci I/ mkazdy.
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Rys. 8.6. Rozwiazania sciste (linia ciagla) i numeryczne (linia odcinkowo stata) ugigcia w (a), obrotéw @
(b), momentéw zginajacych M (c) i sit tnacych T (d) belki o schemacie z rys. 8.5a przy m = 128
Fig. 8.6. Exact solution (solid line) and numerical solution (piecewise constant line) for: deflection w (a),
rotations @ (b), bending moments M (c) and shear forces T (d) of beam whose static scheme is shown in Fig. 8.5a

Réwnanie (8.30) nalezy uzupehié stosownymi do schematu warunkami brzegowymi.
Dalej przyjeto, co nie ogranicza ogolnosci rozwigzan a umozliwia uniknigcie przy opi-
sie rysunkéw wymiarowych mnoznikéw, ze EI=1,/=1, P=1, q(x)= (1 - x), a takze
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ky =k, =30, k(x)zSO(x—O,S)Z, q=1. W opisie osi na prezentowanych rysunkach
przez @ oznaczono kat obrotu, przez M moment zginajacy, a przez 7 silg¢ tnaca.

Warunki brzegowe belki o schemacie jak na rys. 8.5a mozna zapisaé jako
w(0)= w'(0)=0 i w(l)=w"(1)=0. Na rysunkach 8.6a, b, ¢, d przedstawiono rozwia-
zania tej belki odpowiednio w zakresie przemieszczen, katow obrotu, momentdw zgi-
najacych i sil tnacych. W obliczeniach przyje¢to, ze m =128. Rozwiazanie odcinkowo
stale pokazano na tle rozwigzan sScislych (Pilkey i Wunderlich [8.16]), przedstawio-
nych linig ciagla.

Zalézmy, ze zbior funkcji aproksymacyjnych stanowi baza Haara przy m = 128.
Jak wiadomo, poszukiwane zmienne stanu badanego uktadu spehniaja relacje (2.18)
itym samym ich aproksymacje (tutaj do poziomu rozdzielczosci J =2) poprzez
uwzglednianie kolejnych pozioméw przyblizen powinno skutkowaé sukcesywna po-
prawg wynikow. Na rysunkach 8.7-8.10 pokazano, na tle rozwigzan scistych ozna-
czonych liniami ciaglymi, odcinkowo stale aproksymacje odpowiednio ugieé, katow
obrotu, momentéw i sil tngcych przy J=1(a), J=2(b), J=3(c) i J=4(d) na
kazdym z tych rysunkow. Dla J =7 rozwiazania te pokazano na rys. 8.6.

Na dalszych rysunkach linig ciagla pokazano rozwiazania uzyskiwane przy zastosowa-
niu przedstawionego algorytmu. Na rysunkach 8.11a, b, ¢, d w identycznym uktadzie jak
na rys. 8.6, pokazano rozwiazania belki o schemacie na rys. 8.5b z warunkami brzegowymi
w postaci w(0)=w"(0)=w(1)=w"(1)=0. Wyniki uzyskano przy m = 64.

Na rysunkach 8.16a, b, ¢, d przedstawiono rozwigzania, przy m = 32, belki o sche-
macie danym na rys. 8.5c, ktorej warunki brzegowe maja postacé w’(O): w”’(O): 0
i w(l): w”(l):O. Belka ta spoczywa na jednoparametrowym podiozu sprezystym
0 zadanym rozktadzie %(x).

Stosujac przedstawiony algorytm, mozna znalez¢ takze obcigzenia krytyczne.
W zadaniu, ktérego schemat pokazano na rys. 8.5d, wyznaczono (przy m = 64) pierw-
sze 1 drugie obciazenie krytyczne:

N! =9875EI/I> i N =39725E1/I

cr.a cr,a
ktére odpowiadajg niemal doktadnie fozwiqzaniom teoretycznym:

N!' =n’EI/1*>=9869EI/I1*> i N =4n*EI/I*> =39,478EI/I*

cr.e cr.e

Oznaki utraty stateczno$ci belki mozna znalez¢, analizujac liczbe uwarunkowania
macierzy G'G wystepujacej w réwnaniu (8.25), a takze obserwujac stan przemiesz-
czenia belki. Na rysunkach 8.13a i 8.13b pokazano wartosci liczby uwarunkowania
(w opisie osi oznaczanym jako Cond) macierzy G'G, ktéry to wspdtczynnik osiaga
lokalne ekstrema odpowiednio przy pierwszym i drugim obciazeniu krytycznym.
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Rys. 8.7. Ugigcia w belki o schemacie na rys. 8.5a przy réznych
poziomach aproksymacji: J=1 (a), /=2 (b),J=3 (c)iJ=4 (d)
Fig. 8.7. Deflections w of beam whose static scheme is shown in Fig. 8.5a
for different approximation levels: J=1 (a), /=2 (b), J=3 (c) and J =4 (d)
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Rys. 8.8. Katy obrotu @ belki o schemacie na rys. 8.5a przy r6znych
poziomach aproksymacji: J=1 (a), J=2 (b),J=3 (c)iJ=4 (d)
Fig. 8.8. Rotation @ of beam whose static scheme is shown in Fig. 8.5a
for different approximation levels: J=1 (a), /=2 (b), /=3 (c) and J=4 (d)
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Rys. 8.9. Momenty zginajace M belki o schemacie na rys. 8.5a

przy roznych poziomach aproksymacji: J=1 (a), /=2 (b), /=3 (c) iJ=4 (d)
Fig. 8.9. Bending moment M of beam whose static scheme is shown in Fig. 8.5a

for different approximation levels: J=1 (a), /=2 (b),J=3 (c) iJ =4 (d)
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Rys. 8.10. Sity tnace T belki o schemacie na rys. 8.5a przy r6znych
poziomach aproksymacji: J=1 (a), /=2 (b), /=3 (c) i /=4 (d)
Fig. 8.10. Shear force T of beam whose static scheme is shown in Fig. 8.5a
for different approximation levels: J= 1 (a), /=2 (b), J=3 (c) and J = 4 (d)
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Rys. 8.11. Ugigcia w (a), obroty @ (b), momenty zginajace M (c)
i sity tnace T (d) belki o schemacie z rys. 8.5b
Fig. 8.11. Deflections w (a), rotations @ (b), bending moments M (c)
and shear forces T (d) of beam whose static scheme is shown in Fig. 8.5b
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Rys. 8.12. Ugigcia w (a), obroty @ (b), momenty zginajace M (c)

Fig. 8.12. Deflections w (a), rotations @ (b), bending moments M (c)
and shear forces T (d) of beam whose static scheme is shown in Fig. 8.5¢
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Rys. 8.13. Zaleznos¢ liczby uwarunkowania macierzy G'G od sity osiowej N
w obszarze pierwszego (a) i drugiego (b) obcigzenia krytycznego belki o schemacie z rys. 8.5d
Fig. 8.13. Condition number of matrix G”G versus axial force N in areas of:
first (a) and second (b) critical load of beam whose scheme is shown in Fig. 8.5d
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Rys. 8.14. Stany przemieszczen w belki o schemacie 8.5d przy roznych sitach osiowych: N = 9,85 (a),
N =990 (b), N=138(c), N=39(d), N=39,7(e), N=39,75 (), N=41(g) i N =42 (h)
Fig. 8.14. States of displacements w of beam with scheme 8.5d for different axial forces: N = 9.85 (a),
N =9.90 (b), N=38(c), N=39(d), N=39.7 (e), N =39.75 (f), N =41 (g) and N = 42 (h)
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Na rysunku 8.14 pokazano stan przemieszczenia belki przy: (N :9,85)SN r'm
(rys.8.14a), N!  <(N=990)< N (rys. 8.14b), N! . <(N =38)< N (rys. 8.14c),

cr,a cr,a

N!  <(N=39)<N", (tys. 8.14d), N! , <(N=39,7)< N (rys. 8.14e), (V =39,75)

cr.a or,a

>N/ (rys. 8.14f), (N =41)> N (rys. 8.14g) i (N=42)>N"  (rys.8.14h) (¢ =1).

cr.a cr.a

Przy N! nastepuje przeskok jednej pétfali postaci wyboczenia, co doktadnie odpowiada

rozwigzaniu teoretycznemu pokazanemu przez Timoshenko i Gere [8.22]. Forma wybo-
czenia, kt6ra obserwuje sie tuz przed osiagnigciem poziomu drugiego obcigzenia krytycz-
nego, sa dwie polfale, ktorych przeskok nastgpuje przy N, c’:a

8.5. Podsumowanie

W rozdziale przedstawiono algorytm numeryczny rozwiazywania probleméw
brzegowych z opisem w postaci liniowych réwnan rozniczkowych o zmiennych
wspdlczynnikach. Opis matematyczny zagadnien sprowadza si¢ do uktadéw réwnan
rézniczkowych liniowych rzedu pierwszego o zmiennych wspolczynnikach. W algo-
rytmie wykorzystuje si¢ pakietowe bazy falkowe Walsha do aproksymacji poszuki-
wanych zmiennych. Rozwinigcia szukanych zmiennych stanu w falkowych bazach
pakietowych sprowadzajg uklad réwnan rézniczkowych do réwnan algebraicznych.

Rozwiazania rownan algebraicznych po uwzglednieniu warunkow brzegowych
poszukuje si¢ zadajac minimalizacji sumy kwadratow bleddw niespelnienia rownan
rozniczkowych 1 warunkow brzegowych w dyskretnych zbiorach punktéw zmiennej
niezaleznej zagadnienia. Liczba tych punktow, punktéw kolokacyjnych, w ktérych
stawia si¢ warunek minimalizacji sumy kwadratéw bledéw, zalezy od stopnia m
aproksymacji zwigzanej z przyj¢ta w analizie baza pakietowa. Warunek minimalizacji
bledow prowadzi do nadokreslonych ukladéw réwnan algebraicznych (ukladéw
o wigkszej liczbie réwnan niz niewiadomych), ktéry rozwiazuje sie metoda najmniej-
szych kwadratow. Tak skonstruowany algorytm wykorzystano do analizy wielu dwu-
1 wielopunktowych zagadnien brzegowych mechaniki, ktére obejmuja nietrywialne
zadania statyki i statecznosci.

Otrzymywane rozwiazania analizowano zaréwno pod wzgledem ich zbieznosci,
zaleznej od przyjetego stopnia aproksymacji, jak i pod wzgledem dokladnosci, po-
réwnujac otrzymywane rezultaty do znanych rozwiazan $cistych.

Na podstawie rozwiazan wielu zadan mozna sformutowac kilka spostrzezen ogo6lnych:

e algorytm oparty na bazach pakietowych Walsha jest skutecznym narzedziem
analizy wielopunktowych, liniowych zagadnien brzegowych,

e wszystkie mozliwe bazy pakietowe prowadza w prezentowanym podejsciu do
identycznych rezultatow numerycznych, choé liczby generowanych réwnan przy tych
bazach sg zasadniczo rézne i sg najmniejsze dla baz lokalnych,
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e zasadnicza role w poprawnosci uzyskiwanych wynikéw numerycznych — waz-
niejsza od stopnia aproksymacji m — odgrywa posta¢ modyfikowanej macierzy opera-
cyjnej catkowania, ktéra przy y =1 prowadzi zwykle do najlepszych rozwigzan,

e przyjety spos6b minimalizacji sumy kwadratow residuéw niespelienia rownan
zagadnienia i warunkow brzegowych w potaczeniu z wykorzystywana metoda naj-
mniejszych kwadratéw wymaga uwagi podczas rozwigzywania problemow, ktérych
zmienne stanu w sposob zasadniczy (co do bezwzglednej wartosci) r6znig sie miedzy
soba.

W rozdziale tym wykorzystano wyniki przedstawione w pracy autora [8.23].
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9.1. Wprowadzenie

Modele matematyczne wigkszo$ci zagadnien wspotczesnej mechaniki sprowadzaja
sie do uktadéw rownan rézniczkowych, rézniczkowo-caltkowych badz catkowych
opisujacych problemy brzegowo-poczatkowe. Rownania te sa czgsto nieliniowe, co
w praktyce oznacza, Ze w przypadkach nietrywialnych z reguly nie jest mozliwe uzy-
skanie rozwigzan analitycznych.

Alternatywnym — do poszukiwania rozwigzan analitycznych — sposobem rozwia-
zywania tego typu zagadnien (czgsto jedynie mozliwym) jest formutowanie funkcjo-
nalow wariacyjnych, ktérych warunki stacjonarnosci prowadza do rownan opisuja-
cych zagadnienia. W tym przypadku rozwiazanie sprowadza si¢ do szukania funkecji,
dla ktérych zbudowany funkcjonal jest stacjonarny, a otrzymane — w wyniku standar-
dowych procedur rachunku wariacyjnego — rownania Eulera—Lagrange’a sa réwna-
niami zagadnienia, ktérego rozwiazania poszukujemy. Typowym przykladem podej-
$cia wariacyjnego jest zasada minimum energii potencjalnej badz energii
komplementarne;j.

Rozwiazywanie zadan bazujacych na sformulowaniach wariacyjnych ma wiele za-
let. Uzycie funkcjonatow wariacyjnych umozliwia skoncentrowanie w jednym wyra-
zeniu wszystkich skomplikowanych réwnan problemu i na ogét funkcjonaly te maja
okre$lony sens fizyczny. Sformulowania wariacyjne zagadnien tworza baze tak zwa-
nych metod bezpo$rednich rachunku wariacyjnego, ktére umozliwiaja uzyskiwanie
rozwiagzan przyblizonych oraz badanie ich stabilnosci i jednoznacznosci.

Problem istnienia i formutowania zasad wariacyjnych nalezy do tak zwanych pro-
bleméw odwrotnych rachunku wariacyjnego. Nalezy podkresli¢, ze — ujmujac rzecz
chronologicznie — pierwotnym opisem probleméw brzegowo-poczatkowych sa uktady
rownan, na bazie ktérych mozna budowacd opis zagadnienia w postaci zasady waria-
cyjne;j.

Obszerny przeglad literatury w zakresie szeroko pojetej analizy funkcjonalnej
i metod wariacyjnych mozna znalez¢ migdzy innymi w pracach Goldstine’a [9.1],
Washizu [9.2], Odena i Reddy [9.3], Masona [9.4] i Reddy [8.13].
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Zasady wariacyjne mozna podzieli¢ na trzy podstawowe grupy w zaleznosci od
wzajemne;j relacji rownan Eulera—Lagrange’a funkcjonatu i rownan problemu, ktore-
go zasady wariacyjnej poszukujemy . Do pierwszej grupy zaliczamy zasady wariacyj-
ne (tak zwane zasady potencjalne), ktérych warunki stacjonarnosci odpowiadaja
wprost rownaniom zagadnienia. Grupe druga tworza takie sformutowania wariacyjne
(tak zwane alternatywne zasady potencjalne), ktorych rownania Eulera—Lagrange’a sa
pewng transformacja réwnan wyjsciowych problemu. Trzecia grupe zasad wariacyj-
nych stanowig zasady (tak zwane zlozone zasady potencjalne), w ktérych oprocz ory-
ginalnych zmiennych problemu wystepuja zmienne do nich sprz¢zone, a punkty sta-
cjonarnosci funkcjonalow tej grupy daja rownania problemu wyjsciowego i problemu
do niego sprzezonego. Przedstawiona tu propozycj¢ podzialu zasad wariacyjnych
mozna znalezé w pracy Athertona i Homsy’a [9.5]. Jesli funkcjonat jest traktowany
jako opis zagadnienia, to problem sprowadza si¢ do znalezienia jego ekstremali. Za-
danie to mozna rozwigza¢ metodami bezposrednimi.

Idea metod bezposrednich rozwigzywania zagadnien wariacyjnych polega na za-
stapieniu zadania szukania ekstremum (a czgsciej punktu stacjonarnosci) funkcjonatu
w przestrzeni funkcji- zadaniem poszukiwania rozwigzania w skonczonym zbiorze
parametrow. Najczesciej stosowanym podejsciem w metodach bezposrednich rozwig-
zywania probleméw wariacyjnych jest metoda Ritza (Gelfand i Fomin [9.6]), na ogét
bazujaca na podprzestrzeniach funkcji zupelnych kinematycznie dopuszczalnych.

Szczegdlna role wsrdd funkcji w przestrzeni, w ktérych szuka si¢ rozwiazan przy-
blizonych zagadniefn wariacyjnych, odgrywaja przestrzenie funkcji ortogonalnych.
Funkcje te wraz z ich operacyjnymi macierzami catkowania pozwalajg za pomoca
metody Ritza sprowadzié zagadnienia wariacyjne do uktadéw rownan algebraicznych.

Chen i Hsiao [9.7] jako pierwsi przedstawili procedur¢ rozwiazywania zagadnien
wariacyjnych bazujaca na funkcjach Walsha. Hwang i Shih [9.8] do rozwiazania
omawianego typu zagadnien wykorzystali szeregi Laguerre’a. Wielomianowe szeregi
Legendre z przesunigciem zastosowali Chang i Wang [9.9]. Horng i Chou [9.10]
przedstawili rozwigzania wariacyjne otrzymane przy zastosowaniu szeregéw Che-
bysheva z przesunieciem, a Razzaghi i Razzaghi [9.11] stosowali szeregi Fouriera.

Obecnie wzrasta zainteresowanie naukowcow wielu dziedzin stosowaniem funkcji
falkowych. ktére na ogét tworza wygodne w zastosowaniach bazy ortogonalne
w przestrzeniach L* funkcji catkowalnych z kwadratem. Ostatnio w bezposrednich
metodach rozwiazywania zagadnien wariacyjnych funkcje falkowe Legendre’a zasto-
sowali Razzaghi i Yousefi [9.12], a tak zwane znormalizowane funkcje Haara
- Razzaghi 1 Ordokhani [9.13].

Celem rozdziatu jest przedstawienie algorytmu rozwiazywania probleméw waria-
cyjnych metoda bezposrednia, bazujaca na dotychczas nie stosowanych falkowych
bazach pakietowych Walsha. Analizowane begda te sformutowania wariacyjne, ktore
zalicza si¢ do pierwszej grupy zasad przedstawionego podziatu, cho¢ nic nie stoi na
przeszkodzie zeby prezentowane podejscie stosowaé do zasad z pozostalych dwdch
grup. Zastosowanie baz pakietowych, za pomoca ktérych mozna zbudowac caly sys-
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tem mozliwych opisow problemu, jest uogdlnieniem dotychczas stosowanych baz
Walsha czy Haara, ktore sa przypadkami szczegdlnymi przedstawionego podejscia.
Przedyskutowana zostanie rola postaci macierzy operacyjnych i ich wpltyw na doktad-
nos$¢ otrzymywanych rozwigzan, a zastosowanie w prezentowanym algorytmie wielu
pol aproksymacji istotnie utatwi wprowadzenie warunkéw brzegowych problemu.

W punkcie drugim przedstawiono krétkie wprowadzenie do metod bezposrednich
bazujacych na sformutowaniach wariacyjnych, w punkcie trzecim sformutowano al-
gorytm rozwigzania, ktéry w punkcie czwartym wykorzystano do rozwiazania kilku
probleméw wariacyjnych. W punkcie piatym podsumowano otrzymane wyniki
i sformutowano spostrzezenia ogolne.

9.2. Metody bezposrednie
bazujgce na sformulowaniach wariacyjnych

W przeciwienstwie do oméwionych w poprzednim rozdziale metod residualnych
bazujacych na lokalnych sformulowaniach problemu, w metodach wariacyjnych
sformutowania globalne sa punktem wyjscia. Z reguly s to sformulowania w postaci
funkcjonatéw, ktérych warunki stacjonarno$ci prowadza do trzech fundamentalnych
relacji mechaniki: réwnan rownowagi, zwiazkéw geometrycznych i zwigzkow konsty-
tutywnych. Jezeli — na wzor postepowania przedstawionego w rozdziale poprzednim
— we wspomnianych globalnych sformulowaniach problemu uzyjemy aproksymacji
(8.3), to prowadzi¢ to bedzie do tak zwanych bezposrednich metod wariacyjnych,
wyrazajacych sie na ogét ukladami réwnan algebraicznych na poszukiwane wspot-
czynniki aproksymacji #;.

Metoda Ritza, czasami nazywana metoda Rayleigha—Ritza, jest jedng z najczesciej
stosowanych metod analizy w mechanice konstrukcji. Punktem wyjscia metody Ritza
jest zasada prac przygotowanych (prac wirtualnych)

5W=—j§sfodV+ I&uTﬁde+ jé’uTﬁdS:O 9.1)
v 14 S,

r

gdzie: W, o€ 1 ou sg odpowiednio wariacjami (gtéwnymi liniowymi czesciami przy-
rostow) pracy W, odksztalcenia € 1 przemieszczen u. Przyjmujac w zwiazku (9.1)
aproksymacje (8.3), przy zalozeniu, ze spelnia ona zwiazki geometryczne i przemiesz-
czeniowe warunki brzegowe (jest kinematycznie dopuszczalna) po prostych prze-
ksztalceniach otrzymujemy symetryczny uklad rownan algebraicznych na poszukiwa-
ne wspolczynniki aproksymac;ji.

Przyjecie aproksymacji (8.3) prowadzi do rozwigzan, w ktorych sztywnosé uktadu
jest wigksza od rzeczywistej, co powoduje zmniejszenie (w stosunku do rzeczywi-
stych) reakeji statycznych (np. przemieszczen) i zwigkszenie czestosci drgan wia-
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snych. Jest to oczywiste, jezeli si¢ zauwazy, ze przyjmowana aproksymacja (przy zato-
zeniu, ze ro6zni si¢ ona od stanu rzeczywistego) wprowadza do uktadu dodatkowe wiezy.

Czgsto wykorzystywanym, alternatywnym punktem wyjscia do formutowania me-
tody Ritza jest (przy zalozeniu istnienia potencjatu sit wewnetrznych i zewnetrznych)
zasada stacjonarnosci energii potencjalnej IT. Przy zalozeniu aproksymaciji kinema-
tycznie dopuszczalnej zasada ta w postaci znikania wariacji SII prowadzi — w linio-
wych zagadnieniach mechaniki konstrukeji — do réwnan identycznych z tymi, ktére
otrzymuje sig, przyjmujac za punkt wyjscia zasade prac przygotowanych.

Metoda Galerkina, cho¢ poprzednio zaliczana do metod residualnych, moze by¢
takze wyprowadzona z pewnego sformulowania wariacyjnego. Jezeli, jak poprzednio,
przez R oznaczymy residuum, to — przy zalozeniu, ze funkcje probne spehiaja
wszystkie warunki brzegowe, a R interpretujemy jako sity nie bedace w réwnowadze
na skutek przyjecia niedoskonatej aproksymacji rozwigzania — mozemy postulowaé
znikanie pracy tych niezrdwnowazonych sil na wirtualnych stanach przemieszczen

j&ﬁTRdV =0 (9.2)
14

Oczywiscie sformutowanie to prowadzi do identycznych rozwiazan z tymi, ktére
otrzymujemy metodg Galerkina, przedstawiong w poprzednim rozdziale.

Metoda Kantorowicza jest odmiang sposobu Ritza. Stosowana jest ona do redukcji
zagadnien mechaniki sformutowanych w postaci réwnan rézniczkowych czastkowych
do uktadéw réwnan zwyczajnych. Takie przejscie mozliwe jest przy zatozeniu, na
przyktad w zagadnieniach dwuwymiarowych, aproksymacji typu

m

E(x,y)=§N,,,~(y)ﬁ,~(x) (9.3)

ktéra wykorzystana na przyklad w zasadzie prac wirtualnych prowadzi do ukladu
réwnan rézniczkowych zwyczajnych wyznaczajacych poszukiwane funkcje #; (x)

Metoda Ritza w swoim klasycznym, wariacyjnym sformulowaniu zaktada, ze
przyjeta baza prébnych funkeji aproksymujacych spelnia przemieszczeniowe warunki
brzegowe (u=u na §,). W poszerzonym sformulowaniu tej metody, bazujacym na
zasadzie prac przygotowanych, dodajemy do prawej strony réwnania (9.1) przyrost
pracy obciazenia p na niezgodnych z istniejacymi na brzegach (U ) przemieszczenia-
mi u. Relacja (9.1) przyjmie wtedy nastepujaca postac:

W = j&Tch+ ja‘ufﬁy dv + I&TEdS+5IpT(u—ﬁ)dS=O (9.4)
v v s, s,

Relacja (9.4) stanowi bazg tak zwanej poszerzonej metody Ritza, w ktérej zakla-
dana posta¢ funkcji aproksymujacych N,; nie musi (jak w klasycznym sformutowaniu
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tej metody) spelnia¢ warunkow przemieszczeniowych zadania. Podejscie to poszerza wiec
istotnie bazg funkcji probnych, a proces rozwiazania przebiega jak poprzednio.

Podobnie jak wyzej opisang modyfikacje metody Ritza latwo mozna uogdlni¢ me-
tode Galerkina w jej wariacyjnym sformutowaniu (9.2). W sformutowaniu tym wy-
magane jest spelienie przez funkcje aproksymujace zaréwno sitowych, jak i prze-
mieszczeniowych warunkow zadania na jego brzegu. Jezeli uchylimy te zadania,
sformulowanie poszerzone metody Galerkina przyjmie postac:

~ [su' (07645, )av+ [su"(p-P)ds- [spT(@-u)ds=0  (95)
1% S,

P su

gdzie przez D oznaczono operator klasycznego zwiazku geometrycznego € = DU. Przy
takim sformulowaniu zwolnieni jesteSmy od specjalnego doboru funkcji prébnych,
ktdre nie musza juz spetnia¢ wszystkich warunkéw brzegowych.

Przyjecie poszerzonych metod Ritza i Galerkina, z tym samym zestawem funkcji
prébnych, prowadzi do identycznych rozwigzan.

Oméwione klasyczne metody przyblizone wykorzystujace funkcje aproksymujace
globalne badz lokalne (metoda elementdw skonczonych) staja si¢ mato uzyteczne,
szczegoOlnie w zagadnieniach o duzych obszarach lub w zagadnieniach z osobliwo-
$ciami. W tego typu zagadnieniach czesto znane jest rozwiazanie problemu (np. roz-
wigzanie rownania rézniczkowego) wewnatrz analizowanego obszaru i stajemy przed
problemem speienia warunkéw brzegowych, co w naturalny sposéb prowadzi do
metod brzegowych.

Przyjecie funkcji prébnych w postaci funkcji Greena prowadzi zwykle do ukladu
rownan catkowych, ktore stanowig baze metody elementéw brzegowych.

W metodzie Trefftza zaklada sig, ze funkcje probne spehiajg réwnania rdéznicz-
kowe problemu (zwykle rownania réwnowagi i zwiazki geometryczne) wewnatrz
analizowanego obszaru, a procedura rozwiazania sprowadza si¢ do takiego doboru
parametréw, przy ktérych najlepiej spelnione sa warunki brzegowe. Wariacyjne sfor-
mulowanie tak zdefiniowanego podejscia mozna przedstawi¢ jako

& = I&ur(p—ﬁ)dS+ jap’(ﬁ—u)d5=o (9.6)
s, s,

a aproksymacji rozwiazania u poszukujemy w postaci

u=N, +Nu 9.7

gdzie N, jest wektorem szczegdlnych rozwigzan roéwnan rézniczkowych problemu,
a N, 1 jest ukladem liniowo niezaleznych funkcji speliajacych jednorodne réwnania
rézniczkowe. Jak juz wspomniano, procedura rozwigzania polega na poszukiwaniu
takiego zbioru parametréw a, przy ktérych najlepiej spelniane sa warunki brzegowe.
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Zastosowanie metody Trefftza wymaga znajomosci rozwiagzan réwnan rézniczko-
wych, co w wielu przypadkach ogranicza mozliwos$¢ jej stosowania.

Prezentowany w punkcie nastgpnym algorytm bazuje na metodzie Ritza w jej po-
szerzonym sformulowaniu.

9.3. Metoda bezposrednia oparta na pakietowych bazach Walsha

Zagadnienie poszukiwania ekstremum elementarnego funkcjonatu typu
1
J()= [Flex() () ar (9.8)
0

prowadzi, poprzez przyréwnanie do 0 jego wariacji o J (x), do warunku koniecznego
w postaci dobrze znanych réwnan Eulera—Lagrange’a

= 27 9 9.9
ox dt ox )

ktére nalezy uzupehié stosownymi warunkami brzegowymi (Gelfand i Fomin [9.6]).
Rozwigzania réwnania (9.9), badz ukladéw tego typu réwnan, moga byé stosun-
kowo latwo znalezione jedynie w nielicznych przypadkach. Stad zwykla praktyka jest
szukanie ekstremum funkcjonatu (9.8) za pomoca tak zwanych metod bezposrednich
typu Ritza czy Galerkina. Dalej stosowane bedzie podejscie typu Ritza z pakietowymi
funkcjami Walsha jako funkcjami bazowymi zagadnienia.
W celu uniknigcia rézniczkowania odcinkowo stalych funkcji bazowych h,.(t),

w ich bazie przedstawia sig x(t)

m-1

x(t)= Z fib()=1TH(t) (9.10)

gdzie f jest wektorem poszukiwanych wspoélczynnikéw rozwiniecia f;. Catkujac zalez-
n0sé (9.10), x(r) mozna przedstawié jako

x(1) = ].t(t’)dt’ +x(0)=fTPH(r)+ [x(O), .., x(0),0,..., O}H(t) (9.11)

0 k

gdzie k zalezy od przyjetej bazy i stopnia aproksymacji m i jest rowne liczbie funkcji
bazowych z podprzestrzeni ¥, dekompozycji przestrzeni V. Na przyklad dla funkcji
bazowych Haara i Walsha & =1, a dla funkcji bazowych typu B, k=m/2.
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Zmienna niezalezna ¢ w przyjetej bazie mozna przedstawi¢ jako
t=d"H (r) (9.12)
gdzie d jest wektorem wspotczynnikdw jej rozwiniecia w bazie H(t)
Przyjete funkcje bazowe z reguly nie beda spetnia¢ zadanych warunkéw brzego-

wych. Korzystajac z metody mnoznikéw Lagrange’a, warunki te mozna wprowadzi¢
do réwnania wyjsciowego (9.8) zagadnienia i tym samym sprowadzi¢ problem do

szukania ekstremum warunkowego funkcjonatu J . Takie postgpowanie jest rowno-
wazne ze stosowaniem metody Ritza w jej poszerzonym sformulowaniu.

Funkcjonat J ma postad
b
T=J+Y Abe), (9.13)
i=1

gdzie przez A;oznaczono mnozniki Lagrange’a, a b réwnan warunkéw brzegowych
symbolicznie oznaczono jako (b.c.);. Na przyklad, jezeli pierwszy z warunkow brze-
gowych ma postaé x(1)=a, to przez (b.c), nalezy rozumie¢ (b.c), = x(1)-a.

Problem szukania rozwigzania sprowadza si¢ teraz do rozwiazania m + b réwnan
algebraicznych, wynikajacych ze wzorow:

27‘]:0, i=0,1,...,m—1

;N (9.14)
& 5 j=1,2,...,b

oA,

Jak latwo zauwazy¢, co wynika z (9.11), do funkcjonowania algorytmu poszuki-
wania ekstremum warunkowego musi by¢ znane x(O). Warunek ten na ogoét jest spet-

niony, cho¢ w zadaniach z koncami swobodnymi (albo lewym koncem swobodnym)
wartos¢ x(O) nie jest znana i tym samym zadanie staje si¢ nieokreslone. Problem ten

mozna rozwiazaé, przyjmujac niezalezng (od przyjetej aproksymacji )'c(t)) aproksy-
macje x(t) W postaci

m—1

x(t)zzgihi (6)=g"H() (9.15)

i zadajac zgodnosci prawych stron rownan (9.11) 1 (9.15).
Wspomniany warunek zgodnos$ci prowadzi do uzupehienia funkcjonatu J

S =+ ]{Z(t){]fc(t’)dt#x(O)—x(t)}} dt (9.16)
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Kosztem wprowadzenia dodatkowej aproksymacji (9.15) jest prawie trzykrotnie
wigkszy (od ukladu (9.14)) uklad réwnan algebraicznych, bedacy rozwigzaniem za-
gadnienia:

o _,
o;
6_J:0 i=0,1,...,m-1
og;
= 9.17)
L
04,
1:0 j=L2,...,b
oA

gdzie przez /T, oznaczono reprezentatywna dla i-tego odcinka podzialu zmienne;j

te (0, 1) warto$¢ funkcji 4 () mnoznika Lagrange’a.
9.4. Przyklady numeryczne
Rozpatrzmy problem szukania ekstremum funkcjonalu (Chan i Wang [9.9],

Razzaghi i Yousefi [9.12], Razzaghi i Ordokhani [9.13])

1

J()= [l + o+ 52 9.18)
0
z warunkami brzegowymi
x(0)=0, x(1) =% (9.19)

Jak tatwo sprawdzi¢, $cistym rozwiazaniem tego zadania jest funkcja

x(t) =—

e’ (—1 + e')(e —-2e*-2¢' + e“’)
4(—.1+e2)

(9.20)

ktéra stanowi podstawe oceny dalej pokazywanych rozwiazan numerycznych.
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W tabeli 9.1 zestawiono, przy réznych stopniach aproksymacji m 1 réznych warto-
Sciach parametru ¥, wzgledna odchytke mocy A (wyrazona w %) rozwiazania $cistego
(9.20) 1 rozwiazania tutaj otrzymywanego w calym przedziale analizy, ktdra zdefinio-
wano identycznie jak w rozdzialach poprzednich jako

m-1 m-1

A= Zl}uf—x;’ 2/2
J=0 J=0

-100% 9.21)

3
ol

gdzie x; oraz x| oznaczaja odpowiednio wartosci doktadne i wartosci otrzymywane

z algorytmu w j-tym centralnym punkcie analizowanego przedziatu zmiennosci x(t).

Tabela 9.1. Wzglg¢dna odchylka mocy 4 rozwigzania scislego (9.20)
i rozwiazania numerycznego w funkcji parametrow m i y
Table 9.1. Relative percentage power 4 of the difference between exact (9.20)
and numerical solution as a function of m and y parameters

A[%]
" 7 =0,00 7 =0,25 7=0,50 y=0,75 7=1,00
8 0,731 0,198 0,538 0,802 0,899
16 0,174 0,082 0,145 0,208 0,235
32 0,042 0,021 0,037 0,053 0,060
64 0,010 0,005 0,009 0,013 0,015

Wiyniki numeryczne uzyskano z uktadu réwnan wynikajacego z relacji (9.14), kt6-
ra mozna bylo wykorzysta¢ z uwagi na charakter warunkow brzegowych (9.19). Jak
wida¢, odchylka mocy jest zalezna od parametru y i nie jest najmniejsza przy zwykle
(przy y =0,5) przyjmowanej macierzy operacyjnej catkowania.

Na rysunku 9.1, na tle rozwiazania scistego zaznaczonego linia ciagla, pokazano
rozwigzanie numeryczne odcinkowo stale problemu ((9.18), (9,19)) przy réznych
stopniach aproksymacji: m = 8 (rys. 9.1a), m = 16 (rys. 9.1b), m = 32 (rys. 9.1c)
1m = 64 (rys. 9.1d). Analiza tego zagadnienia w przypadku réznych baz mozliwych
do skonstruowania za pomoca baz pakietowych Walsha (bazy Walsha, bazy Haara,
prostokatne bazy impulsowe itp.) daje identyczne numeryczne rezultaty, choé czas
trwania analizy istotnie wydluza si¢ wraz ze wzrostem liczby funkcji bazowych
o wigkszym zasiggu. Czas analizy jest oczywiscie najdluzszy przy bazie Walsha, ktd-
rej dziedzing okreslonosci wszystkich funkcji bazowych jest caly przedzial zmienno-
$ci zmiennej niezaleznej ¢.

Rozpatrzmy teraz problem szukania ekstremum funkcjonatu

J- ;jBx(ty- _x(t)s(t)] a ©22)
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gdzie s(t) jest znang funkcja
1
-1 0<t<—, —<t<l1
2
s(t)= (9.23)
1 1
3 —<t<—=
4
spelniajaca warunek
1
fs@)ar=o0 (9.24)
0
X a X b
0.25 0.25
0.2 0.2
0.15 0.15
0.1 0.1
0.05 0.05
t t
02 04 06 08 1 02 04 05 08 1
X [4 X d
0.25 0.25
0.2 0.2
0.15 0.15
0.1 0.1
0.05 0.05
t t
02 04 05 08 1 02 04 06 08

Rys. 9.1. Rozwiazanie Sciste (linia ciagla) i rozwigzania numeryczne (linie odcinkowo stale) zagadnienia
((9.18), (9.19)) przy réznych stopniach aproksymacji m = 8 (a), m =16 (b), m =32 (c) i m = 64 (d)
Fig. 9.1. Exact solution (solid line) and numerical solutions (piecewise constant lines) of problem (9.18),
(9.19) for different approximation degrees: m = 8 (a), m = 16 (b), m = 32 (c) and m = 64 (d)

Wartosci x(0) i x(1) sa nieokreslone, tak wigc mamy do czynienia z zagadnieniem
ze swobodnymi koncami. Wykorzystujac klasyczne zasady rachunku wariacyjnego
(Gelfand i Fomin [9.6]), fatwo znalezé dwa warunki, ktére wynikaja z warunkéw
mozliwych pionowych przesunigé koncoéw poszukiwanej ekstremali. Przyjmuja one

nastgpujaca postac:
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%(0)=0
(9.25)
x(1)=0
Rozwigzaniem $cistym tego zagadnienia jest funkcja
Lor 0<r<t
2 4
3 1 1 1
t)=4——t"+t——+r —<ts— 9.26
x(t)=1-3 - 513 (9.26)
Lo il20, LS
4 8 4

gdzie przez r oznaczono stala dowolna.

Z uwagi na (9.24) funkcja (9.26) spelia rdwnanie problemu (9.22) wraz z warun-
kami (9.25) przy dowolnej warto$ci parametru ». Wynika z tego, ze poprawnie sfor-
mulowana procedura numeryczna nie moze da¢ jednoznacznego rozwigzania bez do-
datkowego warunku, na przyklad na warto$¢ rozwiazania w dowolnym punkcie #,
zmiennej 7. :

Zagadnienie to bedzie rozwigzane z zastosowaniem rownan (9.17) po przyjeciu
niezaleznej aproksymacji x(z) (9.15)1 x(¢) (9.10).

Wykorzystujac relacje (9.10), (9.11) 1 (9.15) oraz rozwijajac funkcje s(t)

m-1

s(t)= Zsih,- (t)=s"H(t) (9.27)

funkcjonat (9.22) wraz z warunkami brzegowymi (9.25) i warunkiem zgodnosci zato-
zonych pél aproksymacji mozna przedstawié¢ w postaci:

2 1
J= JB—fTHHTf N gTHHTs} dt
0

1
& J'Z fTPH+{a,...,a, 0,...,0JH—gTH dt (9.28)
0 k

+ A [THO)- 0]+ 4, [fTHE) - 0]+ 4, [gTH () - x ()]

gdzie a =g H(0). Punkt (t,,x(z,)), przez ktéry ma przechodzié ekstremala, wprowa-
dza ostatni sktadnik funkcjonatu (9.28).
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Rys. 9.2. Rozwiazanie $ciste (linia ciagla) i rozwiazania numeryczne (linie odcinkowo state)
zagadnienia ((9.22), (9.23), (9.25)) przy m =32 oraz (1, x{t,))=(1/2, 1/3) (a) i (z,,x(t,))=(0,0) (b)
Fig. 9.2. Exact solution (solid line) and numerical solutions (piecewise constant lines)
of problem (9.22), (9.23), (9.25) for m =32 and (t,,x(z,))=(1/2, 1/3) (a) and (z,, x(t, )= (0,0) (b)

Na rysunkach 9.2a i 9.2b, na tle rozwiazan scistych (linia ciagta), pokazano roz-
wigzania przyblizone (linia odcinkowo stata) otrzymane przy m = 32 1 y =1 odpo-
wiednio przy (t,,x(z,))=(1/2,1/3) i (t,,x(t,))=(0,0). Rozwiazania otrzymano stosu-
jac bazg B, w réwnaniach (9.17) wykorzystujacych funkcjonat (9.28).

W tabeli 9.2 zestawiono wzgledng odchytke mocy A rozwiazania $cistego (9.26)
1 jego aproksymacji przy réznych stopniach aproksymacji m i réznych parametrach y .

Odchylki mocy 4 sg niezalezne od statej dowolnej r.
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Tabela 9.2. Wzglgdna odchytka mocy 4 rozwiazania $cistego (9.26)
i rozwigzania numerycznego w funkcji parametréow m i y
Table 9.2. Relative percentage power 4 of the difference between exact (9.26)
and numerical solution as a function of m and y parameters

A[%]
L ¥=0,00 y=0,25 ¥=0,50 y=0,75 7=1,00
8 4,834 2,751 1,441 0,461 0,763
16 0,329 0,183 0,0955 0,0270 0,0318
32 0,0213 0,0118 0,0061 0,0016 0,0015
64 0,00136 0,00075 0,00039 0,00010 0,00007

Wyniki zestawione w. tabeli 9.2 uzyskano wykorzystujac bazg¢ Walsha; przy in-
nych mozliwych bazach pakietowych wyniki sg identyczne.

Wprowadzenie dwoch pol aproksymacji, ktore w konsekwencji prowadzi do ukta-
dow réwnan (9.17), pozwala skutecznie rozwigzywac zlozone zagadnienia wariacyjne
z koncami zamocowanymi badZz swobodnymi. Jezeli problem opisany réwnaniem
(9.18) 1 (9.19) uzupelimy przyktadowymi zadaniami typu:

1 1 1 1
(a5 G 2

to ekstremala tego zagadnienia przyjmie posta¢ pokazang na rys. 9.3. Jak latwo
sprawdzié, rozwiazanie to pokrywa sie¢ z rozwigzaniami rownania Eulera—Lagrange’a
funkcjonatu (9.18) ze stosownymi warunkami brzegowymi (9.19) i (9.29).

X

02
0.1

t

0.2 04 0.6 0.8 1

=01}

Rys. 9.3. Rozwigzanie numeryczne zagadnienia ((9.18), (9.19)) z dodatkowymi warunkami (9.29)
Fig. 9.3. Numerical solution of problem ((9.18), (9.19)) with additional conditions (9.29)
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Przyjmijmy, ze szukamy ekstremali funkcjonatu (9.18) z koficami swobodnymi
i dodatkowymi warunkami wewnetrznymi na przyktad typu (9.29). Analizujac pierw-
szg wariacj¢ funkcjonatu (9.18) — warunki, ktére wynikaja z tego, ze konce przyjeto
jako swobodne, maja postaé

x0)=0, ()= 1 (9.30)

025 |
02 ¢
015
01

005 |

02 04 056 0s 1
-005 |

01%

Rys. 9.4. Rozwiazanie numeryczne zagadnienia ((9.18), (9.30)) z dodatkowymi warunkami (9.29)
Fig. 9.4. Numerical solution of problem ((9.18), (9.30)) with additional conditions (9.29)

Posta¢ rozwigzania tak sformulowanego zagadnienia przedstawiono na rys. 9.4.
Jak wida¢, uzyskano pelng zgodno$¢ z rozwiazaniami teoretycznymi. Nalezy podkre-
§li¢, ze w dwoch wyzej pokazanych rozwiazaniach zagadnieft wariacyjnych nie maja
— z uwagi na ustalenie punktow wewnetrznych (9.29) — zastosowania warunki Weier-
strassa—Erdmanna, postulujace cigglto$¢ zmiennych kanonicznych w punkcie katowym
(Gelfand i Fomin [9.6]). Rozwiazania pokazane na rys. 9.3 1 9.4 otrzymano, wykorzy-
stujac w obliczeniach baz¢ Haara przy y =1 1m =32.

Rozwazmy lini¢ ugiecia y(x) sprezystej struny o dhugosci L rozciaganej sitami N,
umieszczonej migdzy stalymi punktami i obcigzonej obcigzeniem réwnomiernie roz-
tozonym ¢ badz obcigzeniem ¢ i uktadem 7 sil skupionych P, (rys. 9.5). Jezeli przyj-
miemy, ze energia potencjalna odksztalcenia struny jest proporcjonalna do jej wydhu-
zenia, to wyrazenie okreslajace energi¢ potencjalna J uktadu przyjmie postaé

J= J‘{%y,(x)z _qy(x)_Zpié‘(x—xi)y(x) dx (9.31)

i=1

gdzie 5()) jest delta Diraca.
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q(x) ’
R A
| - g
b

B P
q(x)
:N’A’lvl vl § | ¥
o %, ! . 7y

Rys. 9.5. Schematy statyczne analizowanych strun
Fig. 9.5. Schemes of analyzed strings

y a y b
X T X
oon2 0d 04 05 [os e
-0.004 ~0.004
—0.006 ~0.006
—0.008 —~0.008
~0.01 -0.01
—0on —o.on
y c
[ 02 04 06 08 X X
—0.002 ~0.002
-0.004 -0.004
—~0.006 —0.006
—0.008 —0.008
~0.01 -0.01
_0onR -00n2

Rys. 9.6. Rozwigzania Sciste (linie ciagle) i rozwiazania numeryczne (linie odcinkowo state)
struny o schemacie na rys. 9.5a przy m =4 (a), m= 8 (b), m= 16 (c) i m = 32 (d)
Fig. 9.6. Exact solution (solid line) and numerical solutions (piecewise constant lines)
of string on Fig. 9.5a with m =4 (a), m = 8 (b), m = 16 (c) and m = 32 (d).

Z zasady Lagrange’a (minimum energii potencjalnej), wykorzystujac réwnanie
(9.31), otrzymujemy zwiazek

L n
&= |[Ny"(x)+q+ Y PS(x—x)|& dx=0 (9.32)

0 i=1
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w ktérym wyrazenie w nawiasie kwadratowym przyréwnane do zera (z uwagi na do-
wolnos¢ wariacji &y) jest rézniczkowym opisem zagadnienia struny. Przy formutowa-
niu zwigzku (9.32) wykorzystano warunki brzegowe zadania w postaci

»0)=0,  y(£)=0 (9.33)

Na rysunku 9.6 przedstawiono odcinkowo stalg lini¢ ugigcia struny o schemacie
jak na rys. 9.5a, otrzymana przy réznych stopniach aproksymacji: m = 4 (rys. 9.6a),
m = 8 (rys. 9.6b), m = 16 (rys. 9.6¢) i m = 32 (rys. 9.6d). Rozwiazanie przyblizone,
odcinkowo stale, pokazano na tle rozwiazania $cislego, ktére przy przyjetych tutaj
wartosciach N =10, g =11 L = 1 ma posta¢

) == (x-?) (9.34)

20
0.01
e I_—/——L

-0.005
-0.01
-0.015
-0.02

Y
0.005

x
i 02 04 038 1 ined
-0.01 . -0.01
-0.015 -0.015
-0.02 -0.02

Rys. 9.7. Rozwiazania $ciste (linie ciagle) i rozwigzania numeryczne (linie odcinkowo stale)
struny o schemacie na rys. 9.5b przy m =4 (a), m= 8 (b), m =16 (c) i m =32 (d)
Fig. 9.7. Exact solution (solid line) and numerical solutions (piecewise constant lines)
of string on Fig. 9.5b with m =4 (a), m = 8 (b), m =16 (c) and m = 32 (d)

Na rysunku 9.7 pokazano odcinkowo stala lini¢ ugigcia struny o schemacie jak na
rys. 9.5b, przy analogicznych jak na rys. 9.6 stopniach aproksymacji. Rozwiazanie
przyblizone pokazano na tle rozwigzania $cistego, ktére przy N =10,qg =1, n =2,
B =1(x=1/4)1 P, =-1 (x, =3/4)ma postaé
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1 :
()= —|4x - 2x* —3H(-3+4x)+4xH(-3+4
y()= 5 lar-207 =30 (34 4x)+ a1 (- 34-4%) -

+ H(=1+4x)—4xH (- 1+ 4x)|

gdzie przez H(.) oznaczono funkcje Heaviside’a.
Rozwiazania pokazane na rys. 9.6 1 9.7 uzyskano z wykorzystaniem bazy Walsha

przy y=1.

9.5. Podsumowanie

Przedstawiono algorytm metody bezposredniej rozwiazywania zagadnien waria-
cyjnych. W algorytmie wykorzystano podejscie Ritza z dotychczas nie stosowanymi
funkcjami bazowymi w postaci falkowych baz pakietowych Walsha. Podejscie sfor-
mutowano dla jednego lub dwdch niezaleznych pdl aproksymacji, a warunki brzego-
we wprowadzano metoda mnoznikow Lagrange’a.

Funkcjonowanie algorytmu, wraz z testami zbiezno$ci przy réznych stopniach
aproksymacji, pokazano na przykladzie zadan z koncami zamocowanymi i koncami
ruchomymi, a rozwigzania otrzymywano wykorzystujac rézne bazy pakietowe. Anali-
zowano takze wplyw na dokladno$¢ obliczen réznych postaci macierzy operacyjnych
catkowania.

Na podstawie przeprowadzonych analiz mozna sformutowaé nastepujace wnioski:

e wykorzystanie w metodach bezposrednich rozwiazywania probleméw wariacyj-
nych réznych mozliwych baz pakietowych prowadzi do tych samych rezultatdéw nu-
merycznych,

e czas trwania analizy poszczegélnych zagadnien zalezy od przyjmowanych do
rozwigzania baz i jest dluzszy w sytuacjach, w ktérych dziedziny funkcji bazowych sa
wieksze, '

e postaci macierzy operacyjnych catkowania maja istotny wptyw na uzyskiwane
doktadnosci obliczen,

e zastosowanie wielu p6l aproksymacji umozliwia skuteczne rozwiazywanie za-
dan z koncami swobodnymi, cho¢ w sposob istotny zwieksza liczbe réwnan formutu-
jacych rozwiazania.

W rozdziale tym wykorzystano wyniki przedstawione w pracy autora [9.14].



10. Pakietowa analiza falkowa
liniowych czastkowych réwnan rozniczkowych

10.1. Wprowadzenie

Wiele problemdéw mechaniki opisywanych jest czastkowymi réwnaniami rézniczko-
wymi, w rozwigzywaniu ktérych wykorzystywanych jest szereg metod numerycznych. Do
metod tych zaliczamy migdzy innymi metode elementéw skonczonych, metode réznic
skonczonych, metody kolokacyjne i odmiany klasycznych metod Galerkina i Ritza.

Poczynajac od lat siedemdziesiatych ubieglego stulecia, w analizie réwnan roz-
niczkowych czastkowych korzysta si¢ z funkceji falkowych i pakietowych funkcji fal-
kowych. Wykorzystanie tych baz pozwala sprowadzi¢ problem rozwigzania réwnan
rézniczkowych czastkowych do ukladow réwnan algebraicznych, ktére analizuje sie
standardowymi procedurami algebry liniowej. Shih i Han [10.1] jako pierwsi zasto-
sowali podwdjne szeregi Walsha do rozwigzywania czastkowych, liniowych rownan
roézniczkowych rzedu pierwszego. Bazujac na funkcjach Haara, Okhita i Kobyashi
[10.2] analizowali rownania czastkowe rzedu drugiego. Qian 1 Weiss [10.3] wykorzy-
stali metod¢ Galerkina z falkami Daubechies do rozwigzania kilku nieliniowych réw-
nan czastkowych z periodycznymi warunkami brzegowymi. Bertoluzza, Maday
1 Ravel [10.4] analizowali zbieznosc i stabilno$é rozwigzania rdwnania Burgersa me-
toda Galerkina z bazami falkowymi. Falkowe bazy pakietowe funkcji sklejanych,
Joly, Maday i Perrier [10.5] wykorzystali do dyskretyzacji zmiennej przestrzennej
w rownaniu Burgersa z periodycznymi warunkami brzegowymi. Na przyktadzie row-
nania Burgersa, Lazaar, Ponenti, Liandrat i Tchamitchian [10.6] pokazali rozwinigcia
operatoréw rozniczkowych w bazach falkowych. W ksiazce pod redakcja Dahmena,
Kurdili i Oswalda [10.7] w szeregu niezaleznych przegladowych rozdziatach podsu-
mowano 6wczesny stan wiedzy w zakresie zastosowan baz falkowych migdzy innymi
w analizie r6zniczkowych rownan czastkowych. Goedecker [8.2] przedstawil ogdlne,
teoretyczne rozwazania dotyczace mozliwosci wykorzystania baz falkowych w anali-
zie czastkowych réwnan rozniczkowych fizyki. Mozliwosci uzycia metody Galerkina
bazujacej na funkcjach falkowych do rozwigzania szeregu réwnan czastkowych poka-
zali Resnikoff i Wells [1.2].
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Ostatnio bazy falkowe w rozwigzywaniu zagadnien opisywanych czastkowymi
réwnaniami rézniczkowymi wykorzystywali miedzy innymi: Holmstrém i Walden
[10.8], Lieb i Sudret [10.9], Youhe, Jizeng i Xiaojing [10.10], [10.11], Holmstré6m
[10.12], Shaoming i Xiangwei [10.13], Christon i Roach [10.14], Vasilyev i Bowman
[10.15], McWilliam, Knappett i Fox [10.16] oraz Cruz, Mendes i Magalhaes [10.17].
Ostatnio Cohen [10.18] podsumowal dotychczasowe osiagnigcia w zakresie rozwoju
metod numerycznych, korzystajac z baz funkcji falkowych, a w tym takze z metody
analizy réwnan rézniczkowych czastkowych.

W rozdziale tym przedstawiono zastosowanie baz pakietowych Walsha do rozwig-
zywania liniowych réwnan rézniczkowych czastkowych, z wykorzystaniem sformu-
towanych wczesniej uogdlnionych operacyjnych macierzy catkowania, i analiz¢
wplywu postaci tych macierzy na otrzymywane rozwiazania. Pokazany algorytm ana-
lizy rownan czastkowych pozwala na przyjecie dowolnych baz pakietowych Walsha
1 tym samym uogodlnia algorytmy bazujace na funkcjach Walsha 1 Haara na calg klase
falkowych baz pakietowych.

W punkcie drugim rozdzialu oméwiono rozwinigcia w falkowych bazach pakieto-
wych typowych operatoréw wystepujacych w liniowych réwnaniach rézniczkowych
czastkowych rzedu drugiego. W punkcie trzecim pokazano algorytmy rozwiazywania
réownan czastkowych rzedu pierwszego i1 drugiego, ktérych funkcjonowanie — wraz
z analiza zbieznos$ci — testowano na wybranych przyktadach. Uzyskane wyniki pod-
sumowano w punkcie czwartym rozdziatu.

10.2. Operatory calkowania i rézniczkowania
w falkowych bazach pakietowych Walsha

Niech funkcja y(x,t) dwoch zmiennych niezaleznych x (zmiennej przestrzennej)
1t (czasu) bedzie okreslona dla 0 <x<1 i 0<¢<1. Przyjeta dziedzina funkcji y(x,t)
jest podyktowana obszarem okreslonosci pakietowych funkcji bazowych Walsha, choé
nic nie stoi na przeszkodzie, zeby — przez proste skalowanie — zmieni¢ zakresy zmien-
nych niezaleznych x i ¢. Rozwijajac funkcje y(x,t) w podwdjny szereg baz pakieto-
wych Walsha odpowiednio o stopniach aproksymacji m, i m, dla zmiennej czasowej
1 przestrzennej otrzymujemy
y(x.0)=H], (x)YH, () (10.1)

gdzie sktadowe y;; macierzy Y o liczbie wierszy 2™ i kolumn 2™ obliczamy z relacji

11
Vi = | [ Ge) (o) () e e (10.2)
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Dla funkc;ji y(x,t) catkowalnej z kwadratem 1 przy odpowiednio wysokich stop-
niach aproksymacji m, i m, wspélczynniki y; dane relacja (10.2) mozna generowaé
nie przez na ogol zmudny proces calkowania, lecz przez proste operacje macierzowe
po przyjeciu, ze funkcje y(x,t) aproksymujemy funkcja odcinkowo stala.

Przy takim zalozeniu macierz Y, reprezentujaca funkcje y(x,t), otrzymujemy roz-
wijajac odcinkowo stalg funkcje zmiennej ¢ w bazie H (t), wynikiem czego jest

macierz wspolczynnikdw zaleznych od zmiennej przestrzennej x, ktdra — przyjmujac
odcinkowo stala aproksymacje kazdej sktadowej tej macierzy — rozwijamy w bazie
funkeji H, (x).

Rozpatrzmy operacj¢ catkowania funkcji y(x,t) po zmiennej x, ktérej rezultatem
jest funkcja g(x,t) dana relacja

X

g(x,t)= J’ y(x,t)dx + g (0,7) (10.3)

0

gdzie g(O,t): g(x,t]"zo.
Wykorzystujac zwiazek (10.1), dyskretna postaé g(x,t) funkc;ji g(x,t) mozemy
przedstawic jako

o(1) = BT, (VHL, ()i + HE, ()G, H,, ()

= [B], ()ax YH, ()+ H], ()G,H,, () (10.4)
0
= H:l‘ Pr:_r YHm, + H:)r (xk;OHm,
gdzie
el
vk,
G, =/ (10.5)
0
_0 .

a g, jest macierza wspolczynnikéw rozwinigcia dyskretnej postaci g(O,t)
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g(0,1)=g,H,, (1) (10.6)

Przez k. oznaczono liczbe funkcji bazowych z najnizszej wykorzystywanej w apro-
ksymacji zmiennej x podprzestrzeni V;, a przez P, oznaczono operacyjna macierz

catkowania zgodnie z relacja
[, ) ax=p, H, ()
0

Jezeli funkcje g (x, t) rozwiniemy w podwdjny szereg z bazami pakietowymi Walsha
g(x,1)=H] (x)GH,, (1) (10.7)
to uwzgledniajac (10.7) w relacji (10.4), otrzymujemy
G=P, Y+G, (10.8)

Relacja (10.8) pozwala znalez¢ macierz wspotczynnikdéw rozwinigcia G catki po
zmiennej x z funkcji y(x,t) danej macierza wspolczynnik6éw jej rozwiniecia Y.
Dalej wykorzystywana relacja odwrotna do (10.8) ma postaé

v=@;')(G-6,) (10.9)

W analogiczny sposob, jaki pokazano wyzej, mozemy znalez¢ funkcje d (x,t) , kto-
ra jest catka z funkcji y(x,t) po zmienne;j ¢

d(x,t)= [y(x,1)dt +d (x0) (10.10)
0

gdzie d(x,0)=d (x, t1t=0 .
Na podstawie relacji (10.1) mozemy przedstawi¢ dyskretna postaé d(x,t) funkcji
d (x,t) jako

d(x,¢)= |H] (x)YH, (1)dt+H" (x)D,H,
(50)= [BrL (VL ()ar+ B, (0,8, () o)

= H,, P, YH, +H] (x)D,H

m,

gdzie
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D, =|d,,...,d,,0,...,0 (10.12)

a d, jest rozwinigciem dyskretnej postaci warunku d (O,t)

d(0,1)=H’ d, (10.13)

my

Przez k, oznaczono liczbe funkcji bazowych z najnizsze] wykorzystywanej
w aproksymacji zmiennej ¢ podprzestrzeni V;, a przez P, oznaczono operacyjna ma-
cierz catkowania zgodnie z relacja

t

[u,,©)dr=», 1, ()

0

Uwzgledniajac, ze funkcje d (x,t) mozemy w postaci dyskretnej przedstawic jako
d(x,r)=H], (x)DH,, () (10.14)
1 korzystajac z relacji (10.11), otrzymujemy

D=YP, +D, (10.15)

Relacja (10.15) pozwala znalez¢ macierz wspotczynnikow rozwinigcia D catki po
zmiennej ¢ z funkcji y(x,t) danej macierza wspolczynnikow jej rozwinigcia Y.
Dalej wykorzystywana relacja odwrotna do (10.15) ma postac
Y =(D-D,)p,;’ (10.16)
Zwiazki (10.8) i (10.9) oraz (10.15) i (10.16) beda stanowié podstawe algorytmow

rozwigzywania rozniczkowych liniowych réwnan czastkowych rzedu pierwszego
1 drugiego.

10.3. Analiza rézniczkowych réwnan czastkowych

Funkcjonowanie algorytmoéw numerycznych pozwalajacych na przyblizone roz-
wigzywanie liniowych czastkowych réwnan rézniczkowych przetestowano na przy-
kladach réwnan rzedu pierwszego i drugiego.
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Rozpatrzmy réwnanie rzedu pierwszego
y'(,2)+ 3(x,) = ay(x,2)+ bf (x,2) (10.17)
wraz z danymi warunkami brzegowymi

y(0.0)=y (o),

(10.18)
y(x0)=y(x.1),_,

gdzie y’(x,t):éy(x,t)/ax, y(x,t)zay(x,t)/at, a wielkosci parametréw a i b oraz
funkcja f(x,t) sa dane.

Jezeli przyjmiemy, ze szukang funkcja jest y'(x,t), ktorej dyskretna reprezentacjq
jest macierz Y jej wspolczynnikow rozwinigcia w bazach pakietowych (y':Y), to
funkcje y(x,t) — a precyzyjniej macierz wspotczynnikow jej rozwiniecia — otrzymu-

jemy z relacji (10.8)
y(x,0): P Y+G, (10.19)

a pochodna y(x,t) — a precyzyjniej — macierz wspolczynnikow jej rozwinigcia wyni-
ka z relacji (10.19) 1 (10.16)

3(%.1): (B Y+G, -D, P}’ (10.20)

m,.

Uwzgledniajac (10.19), (10.20) w relacji (10.17) i przyjmujac, ze macierz wspotczyn-
nikéw rozwinigeia danej funkcji f (x,t) jestdana przez F ( f (x,t) :F), otrzymujemy

Y+ Y+G,-D, )P, =a(P] Y+G, )+ bF (10.21)

m, m,

Relacja (10.21) jest algebraiczna postacia analizowanego rézniczkowego réwnania
czastkowego (10.17). Jezeli wprowadzimy oznaczenia

L=~(G,-D,)P,' +aG, +bF

Y, L, (10.22)
Y

my

gdzie w wektory ¥ i T o wymiarach (2™2™ x1) zestawiono kolumny (Y,;,L ) od-

powiednio macierzy Y i L, to wykorzystujac operacje ® iloczynu Kroneckera, mo-
zemy zapisa¢ uklad rownan (10.21) w postaci
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m, m m,

[(1 ~aP? )1, +P! ®(P "‘)T]i:T (10.23)

Przez I, 11, oznaczono macierze jednostkowe o wymiarach odpowiednio 2"« 12™.

Rozwigzanie ¥ tego uktadu réwnan pozwala — zgodnie z (10.22), (10.20), (10.19)
1(10.1) — na zapisanie dyskretnej postaci poszukiwanej funkcji y(x,t) 1 jej pochod-
nych y' i y jako:

y(x)=H] (P Y+G,)H,

y'(x,0)=H" YH,, (10.24)

mg

y(x.0)=H (PTY+G, D)P,;"Hm’

my

Testy zbieznosci rozwiazania (10.24) réwnania (10.17) przeprowadzono, przyjmu-
jac a=b=0, y(0,1)=e™, y(x,0)=e*. Dla takich danych rozwiazaniem Scistym
(10.17) jest funkcja y(x,t)z

Globalny btad obliczen A” zdefiniujmy jako wyrazona w % moc roznicy rozwiaza-
nia doktadnego ( ye(x,t)) i przyblizonego ( y* (x,t) ), odniesiong do mocy rozwiazania
doktadnego

QM iy oM iy

= 3 nt;)- 7 bty )|

J=1 i=l j=1 i=1

v (et )| ]100% (10.25)

przy parametrze y definiujacym postaé operacyjnej macierzy catkowania. Przez
y ( 2 /) iy ( ) oznaczono odpowiednio wartosci funkcji y(x,t) w $rodkowych

punktach przedziatéw podziatu zmiennej x 1 t odpowiednio dla rozwigzania dokladne-
go 1 przyblizonego.

W tabelach 10.1-10.3 pokazano globalne bledy rozwiazan réwnania (10.17)
z warunkami brzegowymi (10.18) dla ré6znych wartosci parametru y.

Tabela 10.1. Globalny blad obliczen 47 [%] rozwiazania rownania (10.17)
przy y= 0,45 i réznych stopniach aproksymacji m, i m,
Table 10.1. Numerical global error 47 [%] of (10.17) equation’s solution
with y=0.45 for different approximation levels », and m,

my/m, 2 . 3 4 b)

2 0,0217 0,0048 0,0022 0,0018
3 0,0211 0,0052 0,0019 0,0012
4 0,0207 0,0040 0,0077 0,0011
5 0,0207 0,0036 0,0015 30,71
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Tabela 10.2. Globalny blad obliczen 4” [%)] rozwiazania réwnania (10.17)
przy y = 0,50 i réznych stopniach aproksymacji m, i m,
Table 10.2. Numerical global error 4” [%] of (10.17) equation’s solution

with ¥ = 0,50 for different approximation levels m, and n,

mJdm, 2 3 4 5
2 0,0061 0,0025 0,0021 0,0021
3 0,0035 3,8-107 1,5-107* 1,3-107
4 0,0032 2,2:107 2,3-107° 9,9-107°
5 0,0032 2,1.107 1,4107° 1,410

Tabela 10.3. Globalny biad obliczen 47 [%] rozwiazania réwnania (10.17)

Table 10.3. Numerical global error 4" [%] of (10.17) equation’s solution

przy y = 0,55 i réznych stopniach aproksymacji ni, i n,

with ¥ = 0.55 for different approximation levels m, and ni,

mJ/n, 2 3 4 5
2 0,0172 0,0168 0,0165 0,0165
3 0,0038 0,0035 0,0031 0,0029
4 0,0015 0,0013 8,7-10™ 6,7-107
5 0,0010 92107 4.4810™ 2,210

Jesli ¥< 0,5 1 stopnie aproksymacji sg dostatecznie duze, to macierz wspélczynni-
kow uktadu rownan (10.23) jest stabo uwarunkowana, co skutkuje duzymi bledami
numerycznymi. Przy 0,5 <y <1 blad rozwiazania rosnie i jest najwigkszy przy y =1,
cho¢ nawet przy m, =m, =2 nie przekracza wartosci 0,53%. Pokazane w tabelach
bledy sa identyczne dla wszystkich mozliwych kombinacji baz pakietowych Walsha.

Na rysunkach 10.1 i 10.2 pokazano rozwigzania analizowanego rownania przy
m, = m, =5 1 odpowiednio przy y = 0,51 y = 0,45. Przy tych parametrach macierz
wspotczynnikéw uktadu réwnan (10.23) miata wymiar 1024x1024.

Rozpatrzmy teraz roéwnanie czastkowe rzedu drugiego, ktére moze opisywac zja-
wiska przeplywu ciepla czesto analizowane w mechanice. Zat6zmy, ze — przy danych
a,bi f (x,t) — szukamy rozwigzania rownania

V" (e,2)+ y(x,8) = ay (x,£)+ bf (x,2) (10.26)
z warunkami brzegowymi w postaci
y(0,0)=y(x.1)
y'(0,6)=y' (1), (10.27)

y(£0)=y(x,1) _,
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przyjmiemy, ze szukang funkcja jest y'(x,t) (y":Y), to ko-
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mozemy latwo wykazac, ze macie-

y1 y majg odpowiednio postac:

2

b

rzystajac z relacji (10.8)

-]

funkcji y"'

m,

rze rozwinig¢ w bazach H,, i H
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»" :P:;_\l. (G - Glo)
yPr Y+G, (10.28)
y: (P Y+G, -D, P’

gdzie przez G| oznaczono macierz analogiczng do danej relacja (10.5), z tym jednak,
ze jej wierszami sg wspolczynniki rozwinigcia warunku brzegowego y'(O,t), a nie jak
poprzednio warunku brzegowego y (O,t).

Postepujac analogicznie jak w zadaniu pierwszym, z réwnania (10.26) otrzymamy
relacje na szukang reprezentacje¢ Y funkeji y’(x, t) , ktora przyjmuje nastgpujaca postac:

{[(P,;_i J —ap? } o1, +P! o) }y . (10.29)

gdzie 1 wynika z macierzy L, ktéra w tym zadaniu mozna zapisaé jako
L=} G,~(G,~D,)P; +aG, +bF (10.30)

my nm,

Przykladowego rozwiazania réwnania (10.26) bedziemy szukaé przy nastepuja-
cych danych

a=0, b=1,  f(xt)=e™
y(0.0)=y'(x,t)=cosh(t)  y(x0)=e"
ktére pozwalaja na uzyskanie rozwiazania analitycznego w postaci
y(x,2)=e* cosh(z)

Na rysunku 10.3 pokazano rozwiazanie réwnania (10.23) przy m, =m, =5 iy = 0,5.

(10.31)

Globalny blad rozwigzania (10.25) wyni6st w tym przypadku 9,9-10™*%.
Rozwigzanie rownania (10.23) — pokazane na rys. 10.4 — uzyskane po przyjeciu
nastgpujacych danych

a=0, b=1,  f(x1)=0,5sin(5x)+0,5cos (3t)+e*"
$(0,¢) = y'(x,£) = cosh (5¢) (10.32)
y (x,0)=¢"

pokazuje, ze pakietowe bazy falkowe sq efektywnym narzedziem analizy zagadnien
takze z funkcjami szybkozmiennymi.
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Rys. 10.3. Rozwiazanie rdwnania (10.23) przy m,=m,=51 y=0,5
Fig. 10.3. Solution of (10.23) equation with m,=m,=5 and y=0.5

Rys. 10.4. Rozwiazanie réwnania (10.23) przy warunkach (10.32) i przy m, = m,= 5 oraz y= 0,5
Fig. 10.4. Solution of (10.23) equation with conditions (10.32) for m, =m,= 5 and y=0.5
10.4. Podsumowanie

W rozdziale przedstawiono algorytmy numeryczne rozwiazywania liniowych réz-
niczkowych rownan czastkowych. Zastosowanie podwodjnych szeregow z falkowymi,

131
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pakictowymi funkcjami bazowymi Walsha oraz operacyjnych macierzy catkowania
pozwolito na sprowadzenie réwnan czastkowych do uktadéw liniowych réwnan alge-
braicznych.

Wprowadzenie pojecia globalnego bledu numerycznego rozwiazania umozliwia
ocene zbiezno$ci rozwiazan w funkcji stopni aproksymacji zmiennej przestrzennej
i czasowej oraz w funkcji wielkosci parametru odpowiedzialnego za posta operacyj-
nych macierzy calkowania.

Testy numeryczne przeprowadzone na przyktadach liniowych rownan rézniczko-
wych czastkowych pozwolily na sformutowanie kilku ogélnych spostrzezen:

e algorytmy oparte na podwojnych szeregach z falkowymi, pakietowymi funk-
cjami bazowymi Walsha sa skutecznym narzg¢dziem w analizie liniowych réwnan
czastkowych niewysokich rzedow,

e wszystkie bazy pakietowe Walsha i ich kombinacje prowadza do identycznych
rozwiazan w porownywalnym czasie,

e blad globalny rozwiazan maleje, a rozwiazania asymptotycznie daza do rozwia-
zania Scistego, wraz ze wzrostem stopni aproksymacji zmiennych przestrzennych
1 czasu,

e modyfikowane macierze operacyjne catkowania, przy ¥ = 0,5 1 wyzszych stop-
niach aproksymacji, prowadza do Zle uwarunkowanych macierzy wspolczynnikéw
algebraicznych ukladow roéwnan; najlepsze rozwigzania uzyskuje si¢, gdy y=0,5.

W przedstawionych algorytmach tatwo mozna wprowadzi¢ modyfikacje, polega-
jace na podziale analizowanego obszaru na podobszary i tym samym — przy przyjetym
poziomie bledu rozwigzania — uzyskaé zadowalajace rozwigzania przy nizszych stop-
niach aproksymacji. Idea tych modyfikacji jest taka sama jak w algorytmie postgpo-
wania przyjetym w analizie dtugich czaséw w zagadnieniach poczatkowych.
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Packet wavelet analysis in mechanics problems
Summary

This monograph is devoted to the application of wavelet analysis, particularly packet wavelet analysis
in selected branches of theoretical and applied mechanics. It has been shown that the wavelet analysis as
well as packet wavelet analysis can be used as a universal research tools to investigate a wide range of
practical and theoretical problems of modern mechanics.

The idea of wavelet analysis and the foundations of packet wavelet analysis (used in the further part
of this monograph) are presented in chapters 2 and 3, respectively.

The effectiveness of the packet wavelet transform as applied to the spectral analysis of signals and to
the identification of local effects contained in the signals is demonstrated in chapter 4.

The effectiveness of discrete wavelet analysis and packet wavelet analysis of system response in qu-
ick qualitative identification of chaotic states is demonstrated in chapter 5.

The effectiveness of packet wavelet analysis with the Walsh basis in searching for a representation of
signal derivatives subsequently used in parametric and nonparametric identification is demonstrated in
chapter 6.

In chapter 7 algorithms, based on packet Walsh wavelet bases, for the analysis of initial-value pro-
blems of linear differential equations with constant and variable coefficients are formulated, forms of
modified operational integration matrices are shown and their influence on computing accuracy is analy-
sed.

In chapter 8 a residual method algorithm, based on the least squares method and packet Walsh wave-
let functions, for solving multipoint boundary value problems, in particular two-point problems to which
many mechanics problems can be reduced, is described.

In chapter 9 an algorithm for solving some variational mechanics problems using a direct method ba-
sed on packet Walsh wavelet bases previously not applied to such problems is presented.

In chapter 10 packet Walsh wavelet bases are applied to solve partial differential equations using the
generalized operational integration matrices mentioned above and the influence of the forms of the matri-
ces on the obtained solutions is analysed.
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